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BEVEZETÉS

A fémes kötés kvalitatív értelmezése már a harmincas 

években megtörtént, de a kristályos és folyékony fémek kohé­

ziós és termikus tulajdonságainak kielégítő pontosságú leí­

rása csak az utóbbi évtizedben vált lehetővé. A folyékony fé­

mek elméletének fejlődését döntően három új eredmény segítet­

te elő:

a/ Kifejlesztették a kohéziós energia modell-potenciá- 

lon alapuló számítási eljárást, új eredmények születtek az 

elektron-folyadék és válaszfüggvényeinek kutatásában.

b/ Új elméletek birtokában lehetővé vált a folyadék 

szerkezetének az eddigieknél pontossabb leírása, a kemény 

gömb rendszer párkorrelációs függvényeire vonatkozó integrál 

egyenletek egzakt, analitikus megoldását sikerült megtalálni«, 

с/ Termodinamikai perturbáció-számítási módszereket 

fejlesztettek ki, melyek a reális folyadékok kohéziójának és 

a kemény gömb rendszer párkorrelációs függvényeinek ismere­

tében az adott folyadékok szerkezetét és szabad energiáját 

közelítőleg meghatározzák.

A folyékony fémekre vonatkozó számítások alapján meg­

állapítható, hogy az elmélet "gyenge pontja" a szerkezet meg­

határozása, ugyanis pontosabb kohézió számítási módszerek 

használata esetén nem javulnak az eredmények. így dolgozatunk­

ban elsősorban a fémes folyadékok szerkezetével, az azt meg­

határozó tényezőkkel foglalkozunk. Az első két fejezet az ol-
к

vadékok termodinamikájáról és a fémes kohézióról szóló átte­

kintést tartalmazza, majd négy fejezetben a számítások ered­

ményeit közöljük.

A harmadikban egy a reális folyadékokhoz választható

ekvivalens kemény gömb átmérő meghatározására szolgáló,
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Ashcroft és Lanreth által adott empirikus összefüggést a va­

riációs elvből kiindulva levezetünk, s egyúttal rámutatunk a 

sürü folyadékban lévő többszörös ütközések és a vonzó köl­

csönhatás szerepére a szerkezet kialakításában.

A negyedik fejezetben a termodinamikai perturbáció-szá- 

mitásoknál referencia-rendszerként használható "lágy gömb" 

eloszlás tulajdonságait tárgyaljuk, s egyúttal meghatározzuk 

a kemény gömb rendszer korrelációs függvényeinek ismeretében 

a reális folyadékok tulajdonságainak perturbáció-számitással 

elérhető maximális pontosságát.

Az ötödik fejezetben olyan közelitő dielektromos állan­

dóval modelezzük az elektron-elektron kölcsönhatást, mellyel

analitikus, zárt alakban kapjuk meg egy folyékony fém szabad
»«

energiáját. így nemcsak konkrét fémek kohéziós és termikus 

tulajdonságait tudjuk kiclégitő pontossággal meghatározni, 

hanem egyszerű alakú, jól teljesülő empirikus összefüggése­

ket is le tudunk olvasni.

A hatodik fejezetben a szilárd-folyadék fázisátmenet­

tel foglalkozunk. A Lindeman törvény új megfogalmazását ad­

juk, s vizsgáljuk teljesülését különböző fémekre szilárd óz 

olvadék fázisban. Egy lehetséges magyarázatot adunk az olva­

dási entrópia értékéhez, я kiszámitjuk a kemény gömb rend­

szerben lejátszódó fázisátmenet paramétereit is.

Végül függelékben adjuk meg az egyes fejezetek gondо- 

1 átmenetébe szerveren nem illeszkedő részlet.számításokat.
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I. AZ EGYSZERŰ FOLYADÉKOK SZERKEZETE ÉS

TERMODINAMIKÁJA

1oA folyadék állapot

Egy anyagi rendszer állapotának leírására célszerű a 

p nyomást, a T hőmérsékletet és a g sűrűséget használni, 

s ekkor az $( * О függvény kapcsolat írja le az állapot-

jelzők közti összefüggést a .különböző fázisokban. Egy tipikus 

egyatomos anyag fázisdiagramjáról /1. ábra/ leolvasható, hogy 

a folyadék állapot az anyag hármaspontja és kritikus pontja 

között, egy viszonylag szűk tartományban létezik.

T

SF

G F

Th sz
I

?

1. ábra Egy tipikus egyatomos anyag fázisábrája. Jelölések: 
G gáz, F folyadék, SF szuperkritikus folyadék, SZ szilárd.
A "h" és "k" index a hármas pontra ill. a kritikus pontra

utal.
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/А kritikus port felett csupán egyetlen szuperkritikus folya­

dékállapot létezik, mely tulajdonságait tekintve sokban hason- 

lit a közönséges folyadék állapotra./

Ebben a dolgozatban csak klasszikus folyadékokkal foglal­

kozunk, vagyis a kvantum-effektusoktól eltekintünk. Ezen fel- 

tételezés abban az esetben jogos, ha a termikus de Broglie hul­

lámhossz /А / lényegesen kisebb a részecskék közötti átlagos 

távolságnál / а/. Ahol is:

M.-WM-y,a ~ <3

/h a Planck állandó, kg a Boltzman állandó, m a részecskék tö­

mege/. A Д/a arány a kvantummechanikai számolást igénylő hid­

rogén és neon kivételével Od-nél nem nagyobb Cd 9 igy a többi 

folyadékra, különösen az olvadt fémekre jogos a közelités hasz­

nálata .

A klasszikus közelítésben az összetartozó koordináta-és 

impulzusváltozók függetlenek, s igy a particiós függvényben az 

impulzusok szerinti integrálást el lehet végezni, s ezzel a 

részecskék termikus mozgását és a köztük ható kölcsönhatást 

szót lehet választani,. Olvadékok esetén a kinetikus és poten­

ciális energia aránya egy nagyságrendű, szemben a ritka gázok­

kal, ahol E^/Ep»!,, és az alacsony hőmérsékletű szilárd tes­

tekkel, ahol E^/Ep«1. Ez a tény a számolást nehézzé teszi, 

mivel igy nincs olyan egyszerű, egzaktul ismert határeset 

/mint például az ideális gáz és a harmonikus szilárdtest/, 

melyből a reális folyadékok tulajdonságai közelitőleg számít­

hat ók volnának.

Az általunk vizsgálandó folyadékok mind az úgynevezett

"egyszerű” folyadékok közé tartoznak. Számítástechnikai egy-



szerü3itésb6l ugyanis feltesszük, hogy a folyadékot alkotó 

részecskék potenciálja gömbszimmetrikus, s köztük csak pár- 

kölcsönhatás lép fel о Ez a kölcsönhatás általában nem a két 

részecske között haté valódi potenciál, hanem annak módosí­

tott alakja, meljr többtest effektusok hatását is tartalmazza„ 

Ugyanis ezt a párkclcscnhatást olyan alakúnak választjuk, hogy 

ezen egyszerűsített elmélet keretei között minél jobb eredmé­

nyeket szolgáltasson» Fémek esetén az effektiv pérpotenciál 

számítását a 2,5 fejezetben tárgyaljuk, s egyúttal megmutat­

juk, hogy az "egyszerű" folyadék feltételezés mindazon fémek­

re megfelelő, ahol a kohéziós energia másodrendig való számi-» 

tása elegendően pontos leirást adó

A továbbiakban röviden vázoljuk a folyadékokról fontos 

információkat nyújtó kísérleti módszerekete A makroszkópikus 

mennyiségek mérése közül a két legfontosabb az 

állapotegyenlet és a transzport-tulajdonságok meghatározása.

Az állapotegyenlet integrálásával további termodinamikai meny- 

nyleégek /belső energia, hőkapacitás stb/ számíthatók, a 

transzport-tulajdonságok /hővezetés, viszkozitás stb/ ismere­

te pedig az atomok mozgására nyújt információt о

A mikroszkópikus mérések a röntgensugárral, termikus ne­

utronokkal és fénnyel végzett szóráskisérletek» A röntgenszó­

rás az anyag sztatikus szerkezetét tárja fel, mig a termikus 

neutronokkal az atomok mozgásának feltérképezése is lehetsé­

ges. A fény szórási kísérletekkel elsősorban a kritikus tarto­

mány környezete vizsgálható.

A folyadékokról nagyon lényeges információkat nyújtanak 

az um, számitógépes "kísérletek" is. A módszer előnye, hogy 

modellezett kölcsönhatásban lévő részecskerendszereket vizs-
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gálva kiküszöböli a reális rendszerekben a potenciál válasz­

tás által hordozott bitonvtalanságot, s a termodinamikai kö­

zelítések pontossága önmagában vizsgálható. A számitógépes 

"kísérletek" két nagy csoportba oszthatók»

A molekuláris dinamika kísérleteknél maghatáro­

zott számú /4 1000/ részecskét adott térfogatú dobozba he­

lyeznek, s véletlenszerű impulzus és helykoordináták adása

utón a Newton-törvény differenciális alakjából elmozdulása-
-14 ?ikat időről-időre kiszámítják,, Az időközök értéke 10

3 5nagyságrendű, s általában 10-10 lépést tudnak követni. A 

részecskék csekély száma okozta pontatlanságot periodikus

határfeltétel alkalmazásával küszöbölik ki: ha egy részecs­

ke kilép a dobozból, az ellentétes oldalon egy azonos impul­

zussal egy új lép be о A részecskék utjának ismeretében kü­

lönböző sztatikus és időtől függő jellemzők határozhatók meg. 

A módszer hátránya, hogy sztatikus jellemzők számolására túl 

időigényes és nem elég pontos»

A Monte-Csrlo tipusu számítások a sztatikus jellem­

zők gyorsabb és pontossabb meghatározását teszik lehetővé.

A módszer lényege: a számitógép adott számú részecskével vé­

letlenszerű eloszlásokat generál, s ezen eloszlásokra átlago­

kat képez» A számításnál azonban nem veszi tekintetbe az

összes lehetséges elrendeződést, hanem csak véges sok /kb, 
5 6Ю -10 / konfigurációt számit ki feltételezve, hogy az e- 

zekre számított átlag asszimptotikusan jól közelíti az ere­

deti értéket.

Számit ógépes"kísérleteket" elsősorban egyszerű 

potenciállal rendelkező rendszereken végeztek /kemény gömb 

[2] , lágy gömb [3,4^ , Lennard-Jones potenciál^]/.
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2 oA folyadékok termődinanikája

Kezdetben a folyadékok ternodinamikájának tágya- 

lésát a viszonylag jól iámért szilárdtestek illetve a gázok 

elméletének oldaláréi próbálták megközelíteni, de a számi- 

tésok az eltéri geometriai rend miatt nem vezettek kielégí­

ti eredményre«, így a késibbi statisztikus mechanikai számí­

tások mentesek a geometriai jellegű feltevésektól. A továb­

biakban kanonikus sokaságot használva röviden felsoroljuk a 

folyadékokra vonatkozó statisztikus mechanikai számitás e- 

redményeit„

A kanonikus sokaság

A kanonikus sokaság rögzitett számú /К/ részecske 

tulajdonságait irja le állandó térfogat és hómérséklet mel­

lette Kanonikus sokaság esetén az egyensúlyi valóezinü3égi 

sűrűségfüggvény:

h-2l

(cl“ p* ) - (?,, , 1* ;e,, konfiguráció létre-

a rendszer

Hamilton-függvénye, az Ni a részecskék megkülönbcztethetet-

mely egy adott 

jöttének valószinüségét sdja./A=-|^-y

lensége miatt lép fel/«,

éí partíciós függvény:faktor aA norm

H.3I

A partíciós függvény és a szabad energia közti alapvető csz- 

szefüggéa szerint:

QMK~0 - JUr [-fh F(V,T^
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На а НашHton-függvényt a kinetikus és a potenciális energia 

összegére bontjuk, akkor a /1.3/ egyenletben az impulzusok 

szerinti integrálás 3N azonos tényezó szorzatára bomlik:

N -7 (w -r\ _ Aj Z^v'' í - T7i<VV.Ti-Mi-^ ( W{- А f3* l2m ) cjp*

Ahol:
П.Ч1ZM(V.T)-

a konfigurációs integrál,A az /1.1/ szerinti termikus de Broglie 

hullámhossz, VN(^W) a potenciális energia0 Ideális gáz esetén 

VMlv*9=0 , és igy Zk/(V,T)=VW „ Ha a szabad energiából levá­

lasztjuk az azonos állapotú ideális gáz szabad energiáját:

2„Ы.1)F"U F-F^-l u, 11 S’/

akkor láthatóan F*' a szabadenergiának a kölcsönhatásból szár­

mazó járulékát adja о

Egyensúlyi oloszláefüggvények

Az /1.2/ egyenletben végezzük el a Hamilton-függvény 

felbontását kinetikus és potenciális tagra:

|e'%'= (-£f )] »V,, ■•Ztl)

Ahol a részecskék helykoordináta szerinti eloszlását leiró

függvény:
iW\ .... .ír^Vl,?J = 4"

, r^ helyen részecs-Annak a vajészinüségét, hogy az rp>rp> 

két találjunk az n-részecske eloszlásfüggvénye adja:

• • •

ín)

i 'hí h,,.

4

or
'■■л* ujjus*’’-''
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Egy n részecske koordinátájától függő пеплу iség átlag­

értéke kifejezhető az n-részecske eloszlásfüggvénnyel:

2^ ^ |Í2'")dv W = í '(*"Л í (v ) olv'"ín

általában igaz, hogy a részecskék közötti átlagos távolság 

növekedésével a köztük lévő korreláció csökken, s az n-ré­

szecske eloszlásfüggvény közelítőleg egy-részecske eloszlás- 

függvények szorzataként áll elő:
Л(о \

z-Л *1\, M •*.' I

A

C<Í4i- , ^

definícióval bevezetett n-részeceke korrelációs-függvény 

igy a részecskék közti korrelációt méri, s <3^'ív")-M ha az 

átlagos távolság végtelenhez tart. Ezek közül a legfontosab­

bak az egy-részecske és a párkorrelációs függvények*

Homogén rendszer esetén: (y,V^j

£VuvniCV) ,
s igy

Speciálisan a párkorrelációs függvényre

h.clÍ1-- ^Oín/

Izotrép rendszer esetén:

u\,
) = 'tii) LЛ l?A-1 , Tíi

gM-et radiális eloszlásfüggvénynek nevezzük, s gH-> ^ , ha

'V-S 00 о

A csak л/í^) párerőkkel kölcsönható rendszereknél 

csupán a párkorreláciés függvény felhasználásával egyszerű
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összefüggések nyerhetők[l] .

A belső energia nem ideális része:

Az állapotegyenlet:

/17/C^ív VÍvl Ду■V

oo

c*;v = Д- f okdmJ J-, /1.S/
d -v

A korcpresszibilitási egyenlet:

4BT ^ i Г = \ +■ Ч/tl^ ^ /|]с|л,
c;

ahol VMl^)

М.Э |

az izotermikus kompresszibilitás.

Az YBG-egyenletrendszer

A különböző többtest korrelációs függvények között 

egyszerű összefüggések vezethetők le„ Deriváljuk a /1.6/ e- 

gyenletet r-^ szerint, з párkölcsönhatás esetén:

I i. iО/

Általában az n-test korrelációs függvény deriválásából a

\7< = ~ AzL V, ы(-1 J ) oj1’"1' ^ ) ^("+fvn+i) «I*'”1« . П + 1

Yvon-Eorn-Green /YBG/ egyenletrendszert nyerjük, mely az n- 

test korrelációs függvényt az eggyel magasabb rendű korrelá­

ciós függvényt az eggyel magasabb rendű korrelációs függvény- 

nyel kapcsolja össze [б^» Szén végtelen sok egyenletből álló 

egyenletrendszer kczelitő megoldásához szükséges valamely lé­

pésben az n-z-l-test korrelációs függvényre tett feltételezés­

sel lezárni az egyenletrendszert.

7ч
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А гагkorrelécics függvényre vonatkozó elméletek

Az egyensúlyi termodinamikai tulajdonságok számolá­

sánál a párkorrelációs függvény mellett a többi többtest kor­

relációs függvény szerepe csekély. Igv a rendszer potenciál­

ja és párkorrelóciós függvénye közti kapcsolat feltárása el­

sőrendű fontossági Először vizsgáljuk az YEC—egyenl(»trend­

szerből adódó elméletet, s tekintsük csupán az egyenletrend­

szer /1.10/ első egyenletét о Az egyenletrendszer lezárásához 

tegyük fel, hogy annak a valószinüsége, hogy az (l,2,3) pont­

ban részecske legyen közelítőleg egyenlő azon valószinüségek 

szorzatával, hogy az(l,2), az (l,3) és a (2,3) helyen részecs­

ke található /Kirkwood szuperpoziciós feltételezés 17]/, azaz 

o^MA,?0=

/l.ll/-et /1.10/-be helyettesítve az u0n. Born-Green egyenle­

tet j/1 nyerjük:

I Л.Л á /

4- ЛчгИ'2\\ = $ V1 vM.S) С^И.У) c^(2,2)o\1

mely egy nemlineáris integrodifferenciál egyenlet a párkorre- 

lációs függvényre. A numerikusán nyerhető megoldások szerint 

a EG egyenlet csak kis sűrűségértékeknél szolgáltat megfele­

lő eredményt„A sikertelenség oka- mint a g-ra vonatkozó szá­

mitógépes kísérletekből kiderült- a szuperpoziciós feltéte­

lezés pontatlansága, mely hiba az integrálás után hatványo-
I

zottan jelentkezik.

Más jellegű feltételezéssel él a Percús-Yewick és a 

HNC /Hyper netted chain/ elmélet. Legyen az átlagos erő po- 

t enciálja
«-и

s ezzel a párkorrelációs függvény:
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]1-Н,7 ^ 4- io-H\2)CJ (4.0.1= j

Azaz uri-И indirekt kölcsönhatás, a közeg hatását veszi figye­

lembe, hol taszitó, hol vonzó aszerint, hogy mennyire segi- 

ti /vág;/ gátolja/ a két részecske a közeg térkitöltési ten­

denciáját о

Vezessük be a teljes korrelációs függvén3Tt, valamint

Ornstein és Zernike |lcl nyomón a

/ -М2/iM,2l- cM.ll t cM.llKCi.ll dZ

összefüggéssel az egyszerű szerkezetű c(v) direkt korreláci­

ós függvényt» A Percus-Yewick elmélet [в] a direkt >, korrelá­

ciós függvényre a következd feltételezéssel él:

e-1«* -1— c(-v) =

CCw)= { t- 

Vagyis c(v)-0 , valahányszor vWl=0.

Ezen összefüggés az/l«12/ egyenlettel együtt a Percus-Yevick 

egyenletet adja:

azaz

z*f>l4 + g ] Г -'ll ^pC/bvr(v^]

Rövid hatótávolságú kölcsönhatások esetén ezen egyenlet szol­

gáltatja jelenleg a legpontosabb eredményeket. Értékét kü­

lön növeli, hogy kemény gömb rendszer esetén egzakt megoldá­

sa létezik. /1.3 fej«/

A HNC-elméletben [*9] a direkt korrelációs függvény 

C ('v) = — fb óta) t" í*) - L 

összefüggéssel adott, s /1.12/-vel kapható a HNC-egyenlet:

a
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A HNC-egyenletből h-c szerinti linear.iz álás sál a PY-egyenlet 

megkapható, s э diagram-analízis is azt mutatja, hogy a HNC- 

egyenlet a perturbációs sor több tagját tartalmazza» így azt 

várnánk, hogy a HNC-elmélet vezet a jobb eredményekre» Ez a- 

zonban csak ionos rendszerek esetén van igy, rcvid hatótávol­

ságú kölcsönhatások esetén a PY-egyenlet a pontosabb, melynek 

oka valószínűleg az, hogy a PY-egyenlet a perturbációs sor 

egymást semlegesítő tagjait hagyja el.

Végül megemlítjük, hogy történtek kísérletek a fen­

ti elméletek továbbfejlesztésére, amikor is az egyőrletekben 

további tagokat is figyelembe vettek [il] . Ezen elméletek, 

noha lényegesen bonyolultabb egyenleteket szolgáltattak, nem 

javították lényegesen a numerikus egyezést.

3. A kemény gömb rendszer tulajdonságai

A kemény gömb eloszlása az egyik legegyszerübb, s

ezért elméletileg és számitógépes "kísérletekkel" is az egyik 

leginkább vizsgált rendszer, s jelenleg az egyetlen, melynek 

tulajdonságait kielégítő pontossággal ismerjük. A következőké­

ben először a ?Y-elmélet eredményeit tárgyaljuk, majd ezeknek 

a számitógépes kísérletekkel való összevetése után az empiri­

kusan módosított, pontos változatokat is megadjuk.

A kemény gömb rendszerben a párpotenciál:
ГЫ > ОГ О

A/M = -
'v ^ Оoo

melynek végtelen ugrása miatt a párkorrelációs függvénynek az 

г=0 helyen szakadása van
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-V <T <5-- о 

4- О ч 2<5

Az
- (\ UJ (-v)

kifejezésben azonban csak a közegnek a két részecske elhe­

lyezkedésére gyakorolt hatásétól függ, э igy az т*<5 helyen 

is folytonos И » ezért a to\rábbiakban az függvénnyel

érdemes számolni.

- e.

Fejezzük ki az /1.13/ FY-közelitést az -rel:

c(w) = г í*^^) " ^ 3 

mely a kemény gömbök esetén a

c(-t) - -

о (vl ~ О

alakra egyszerűsödik. /1.14-et az /1.1?/ Ornstein-Zernike 

összefüggésbe helyettesitve -re egy viszonylag egy szerű

alakú integrálegyenletet kapunk:

< cy
'■ R 44 /

V >cr

§ 3 ^ V-4 чОог-ог'О dV
V<<r ^'<cr

L^lV\ ' 1 f

K- y‘l ><v

Thiele j~123 és Berthe in [l33 megmutatta, hogy ezt az egyen­

letet Laplace-transzformálás segitségével egzaktul meg leh»t 

oldani. A megoldás szerint uM első két deriváltja folyto­

nos az v-G helyen, s a direkt korrelációs függvény egy har­

madrendű polinon:
Ctx^ = - l«- + bx + cxa3 x< Л l't.'ISI

К > ЛCC X'i Г 0

, s az

hatók a következőképpen fejezhetők ki:

ahol x——
О

pakolési arány segitségével az együt-
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И-п)Ч
{Л i 7 п)
М-7 4ц

17 +4^ Аъ*-Ъ с=иггО- -

Az 'v-cjjM függvény Laplace-transzformáltja pedig
1 UaWaí-’d».__ lüü----------
c i rum sítu*] - (r(i)

1-1.461
L (*\ = + 1+2?]
$ (4) = -42 ^('1+22') 4 Л^Ч 4 67 (

A röntgen-szórási kísérletekkel mérhető, s Fourier-transz-

formáltjával kapcsolatec szerkezeti faktor definició szerint: 

$(4 ) - i 4 § S ' 'Ч -и^( г I зг) ci^

A PX-elmélet alapján: ^
S(4<r)= { 4- $cCo-0}

/4.47 I

ahol a direkt korrelációs függvény értéke a reciprok térben:
A

С (4сг)=- Ч51(Гг( 4 
о

liülik) (aHsi
Ъ * cr

c^1)S £

A Percus-Yevlek egyenlet közelitó volta miatt a különböző mó­

dokon származtatott állapotegyenletek alakja kiesé eltérő, 

így az /lol9/-ból származtatott "kompresszibilitási" állapot­

egyenlet szerint:

H'??S

Az /1о8/ egyenletből nyerhető u0n. viriál /vagy nyomás/ egyen­

let :
ft? _ Ó4_2j2 lAig* 

§ " H-7)1

Az egzakt, de bonyolult számitógépes számításokkal nyerhető 

viriál sorfejtés szerint [14J :

^ 4 + 42tt02H A$.2£5f 423.2^ 43>^-5 2S + 56.57* 4...ß£- / 14 g/
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Carnahan és Starling [l5^ egy a /1.18/ sort jól közelitő 

empirikus kifejezést talált:

Л t »2 t *1г -*2^ H.13 jи-'г)3S

Érdemes megjegyezni, hogy

/УРС^ 2. /vp' 
S " 3 8

i 4 /ip0'3 5+

A 2. ábrán a különböző elméletekből számolt állapotegyenle­

tek láthatók függvényében» A HNC egyenletek lényegesen 

rosszabb eredményt adnak- különösen nagyobb sürüségeknél- 

mint a PY egyenletből számoltak»

A kemény gömb rendszer állapotegyenlete különböző elméletek­
ből számolva. A "K" és а "V" index a kompresszibilitási/1.9/ 
ill. a viriál /1.8/ egyenletből számolt értékeket jelöli. 
Szaggatott vonallal a pontosnak tekinthető CS-egyenlet /1.19/

van ábrázolva
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az állapotegyenletek integrálásával a szabad 

gia kifejezések meghatározhatók:
ener-

4. Q. + ^
2(t-íl'

H 20ÍI (a-a]f "'(71 • írj [- l“''*1» Ч-J + já +

viriál e0 a=-3

копргов. a=0

a--lCS-e.

Аг/l.lfi/ Laplace transzformáció invertálásával a 

párkorrelációs függvény meghatározható.

5

4

3

1

1

0
1.5 r 2 2.51

3.cr

3. ábra
A kemény gömb rendszer párkorrelációs függvénye a fázisáta­
lakulási pont közelében /*2=Сс49/. ------
számitógépes "kisérlet" eredménye fi] .

PY megoldás, • % *
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A 3. ábrán a PI megoldást a számitógépes kísérletek eredmé­

nyével hasonlítjuk össze a fázisátalakulási pont közelében 

Г=0.49~nél.Az ábráról látható,hogy a PY megoldás túl kicsi 

első maximumot szolgáltat,és más hullámhossz szerint osz­

cillál,mint a pontos függvény.Vériét és Weis félempirikus 

módosítása javítja az eredményt.Az általuk javasolt párkor­

relációs függvény [l6] :

I 4.24 I

Itt a PY egyenlet megoldása, csak az oszcilláció perió­

dusának javítása érdekében:

<i = 1- Мб
módosított pakolás! arány mellette A cTc^y, függvény szerepe az 

első maximum értékének beállítására. Az erre választott füg- 

vényalak:

Аг fl és a ^ paramétert ügy választották, hogy az állapote­

gyenlet illetve a kompresszibilitás megfelelőnek adódjon:

-O-ótM п'г)A _3 q,2(ó-o,
<r‘4 (ó-7')H

 2ЧЛ /0- -1 2±Jk'a7V(M">

A /1.21/ kifejezés s fázisátalakulási pontnak megfelelő sű­

rűségekig lifc-os pontosságon belül leirja a számitógépes kí­

sérletek eredményeit.

4 о Perturbációs elméletek

Reális folyadékok termodinamikai tulajdonságait ki-
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elégítő pontossággal a párpotenciálból közvetlenül nem tudjuk 

meghatározni о A sűrűség szerinti sorfejtés ugyanis lassan

konvergál, s a magasabb rendű tagok számítása nagyon bonyo­

lult® A párkorrelációs függvényre vonatkozó integrálegyenle­

tek megoldása pedig nagyon hosszadalmas® Az egyetlen járható 

út a lényegileg pontosan ismert kemény gömb rendszer termodi­

namikai tulajdonságaira visszavezetni a számítást® Történeti­

leg először van der V/a als járt el igy, mikor a reális gázokat 

a párpotenciál erős taszító részének idealizálásával kemény 

gömbökként kezelte® Ashcroft és Leknerjl7] mutatta meg, hogy 

megfelelően választott kemény gömb szerkezeti faktor kielé­

gítően használható olvadt fémek jellemzésére. Megállapítá­

suk szerint az ekvivalens kemény gömb rendszer pakdlási a- 

ránya minden fémre közelítőleg "7 =0.45.

A következőkben az ekvivalens referencia rendszer 

választás kérdéseiről szólunk® A Л-sorfejtés egy tetszőle­

ges rendszer és a referencia-rendszer közti kapcsolatot ír­

ja le. Ha a kemény gömb eloszlás a referencia rendszer, ak­

kor ezzel a feladatot megoldottuk. Amennyiben nem, akkor to­

vábbi meggondolásokra van szükség a referencia rendszerhez 

tartozó kemény gömb rendszer kiválasztásához®

А Л -sorfejtés

Tekintsünk egy rendszert, ahol a párpotenciál egy 

Л paraméter függvénye ® Legyen speciálisan:

V-A = VoUU/

/\j\ ó =1 esetben a valódi rendszert, Л =C esetén a referen­

cia rendszert adja. /Fejtsük sorba a szabad energiát sze-
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pint * =0 krrQl:

— ÁLEidJ 
2 Эл1-F« FU=o) + 4a + ...• ^ +

л-ОЛ-О

Bevezetve a teljes perturbációs energiát:

v/yj^X Ml\i)

a szalad energia u«n. magas hőmérsékletű sorfejtését kapjuk

Lís] s
IA.12Iß F - /bFo + /■> < */цЪ„ - 4 p.1 ««O. - < w„i‘ ) + ...

A sorfejtés n-edik tagja Wyj átlagos fluktuációiból, azaz 

< Г Wu-<\JOoT> képzett kombináció[Í8] *, 

így a perturbált rendszer szabad energiáját a referencia

, -v £ n

rendszerre vett átlagok végtelen soraként kaptuk,, Az első 

korrekció kifejezheti a párkorrelációs függvénnyel:

-U-.

<N>O0 = JS í%KaWM,2^a2v

A sorfejtés másodrendű tagja már a pórkorrelációs függvény 

/\-szerinti deriváltját is felhasználja, s igy végere idény­

ként bonyolult, 3- és 4-test korrelációs függvényeket is 

tartalmazó kifejezésre jutunk fi] „ Általában az n-edik tag 

számításához a korrelációs függvényeket 2r. rendig kell is­

merni, s ez szinte megoldhatatlanul bonyolult problémához

"ezet о

A variációs kezelités

А /1.Р2/ sorfejtés érdekes tulajdonsága, hogy az 

elsőrendű közelítés tetszőleges referencia rendszer esetén
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в szabad energia felső korlátját adja. Az állítás a Gibbs- 

Bogoü iubov egyenlőtlenségtől következik [Í9j .|?0] . Legyen u- 

gvanis két integrálható, neu negativ, különben tetszőleges a 

konfigurációs térben értelmezett eloszlásfüggvény 

(rí?*) t melyekre fennáll:

^ E(*4dl*w = ^ G(?M) der14'

Ezen eloszlásfüggvények kielégítik a következő egyenlőtlensé­

get :
I 4.2 3]$ Eli“) -íotj E > $ E (-4") &■ íí’Odj*'

A bizonyítás egyszerű átalakítással történik:

$ Е(<у*0 EUw)űvw- í t(?w] 2oe^ G-('z‘>) oU w =

= [ 0{^) [ -b íj dEív") E(vw)
G-íy")

Loc^G(s4

az integrál pedig rem-negatir, mert xlogx> x-1 tetszőleges

x-re о

E-re és G-re két speciális váDasztást teszünk.

A.z első:
ÍPÜF.-vUs-ri]Eh") *

&h")- ^{r^F- V(~"l]}
•bup

/1.23/-ból pedig következik, hogy

Fá F, + [<v>, - <Oj-F. + <4i>„ 1Л.ПЧ1

3 ez állításunk igazolását jelenti. 

Most cseréljük meg E és G definiciéit:

E(dw) = <-4° { - '/(■yw)]j

G ívw) - \ f4Fu-v.Uwí]|
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/1»°3/-Ьа hehalyettesitve:

F > Fo +■ < vO

Azaz moat a perturbációt a perturbált rendszerre kell átla­

golni, s igy ez az összefüggés kevésbé hasznos. 

Párkclcsonhatás esetén tehát a következő egyenlőtlenségek 

t eljesülnek:

^ F £ F. + dy I 1.251

ívionte-Carlo tipusu számításokkal való összevetés szerint 

Lennard-Jones tipusu párpotenciál esetén a legkisebb felső 

határ kb 5/-kal van az igazi szabad energia felett.

Az /1.25/ egyenletből variációs módszerrel megha­

tározhatjuk a szabad energia legkisebb felső korlátját, s a 

további számításokban a szabad energiát ezzel a legkisebb 

felső korláttal helyettesítjük. így, ha a referencia rend­

szer egy d, paraméter függvénye, akkor ennek az adott rend­

szert legjobban közelítő értékére fennáll:

2Ü£ )("SF IUCÍ>o= 0
2d, v.T/Т

így a rendszer közelítő entrópiája

^-íül-flrL-do) = - [|E1 =5u /01.27/
v,T őTlv 'öt JvjC< ^

iiivCgegyezik a referencia rendszer entrópiá javai.

taszító potenciál kezelése

A reális folyadékok párpoxenciálja egy -rős taszító és egy 

lágy vonzó kölcsönhatásból áll. Természetes dolog a taszító 

potenciállal leirt eloszlást választani referencia rendszer-



- 24 -

nők, óiig a vonzó tagot perturbációként kezelni. A számítás 

problémája, hogy a taszító rendszer tulajdonságai nem elegen­

dően j-'l ismertek, c igy azokat a kemény gömb eloszlás tulaj­

donságaira kell visszavezetni.

Az első módszer Rowlinsontól származik [öl} , melyet 

később Barker és Henderson általánositott [??] . Rowlinson a

-*(Sf i'tiíiv4Kn)

potenciállal le irt "lágy gömb" rendszer szabad energiáját 1/n 

szerint elsőrendig sorba fejtette. Eredménye szerint a "lágy 

gömb" rendszerhez tartozó ekvivalens kemény gömb rendszerben 

az átmérő:

e " (1 + *1 /'1.23/

ahol =0.5772

Rowlinson módszere, mivel csak elsőrendű tagokat tartalmaz, 

csupán kis sűrűségeknél ad jő eredményt.

Az eljárást tét: zőleges vM taszító potenciál ese­

tére Barker és Henderson általánosította. Számításuk «--érint 

az ekvivalens kemény gömb átmérő:

az Euler állandó0• • о

чхэ

= ^ ^ d ~ /"1-30/de á'i

Az/1.28/ "lágy gömb" potenciálra az integrálás explicite el­

végezhető :

(&Г ['f$-o{±)\1/0

П'» - tí ) = cr

mely l/'n rendig Rowlinson eredményét szolgáltatja.

Anderson, weeks és Chandler /ЛУ.ГС/ más utón indult

<2. l'V i

У
cl J?^ . Észrevették, hogy a szabad energia az

Eoltznan-faкtог funkcionálj®. Kemény gömb rendszerben
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И(тг-а) a H Heaviside-féle lépcsőfüggvény, s egy erősen 

taszító potenciállal tiró rendszertan az eltérés egy alkalma­

san választott lépcsőfüggvénytél csak eg у szak fa. tartomá­

nyon jelentős о Az szerint a szabad energia ki­

fejté se [ríj :

M.vi JF= ^d(v\^e(3í)dv 4-

A sorfejtés magasabb rendű tagjai többtest korrelációs függvé­

nyeket is tartalmaznak * Az ekvivalens kemény gömb rendszert 

az A.VC módszerben úgy választjuk, hogy a /1.31/ sorban az el­

sőrendű korrekció eltűnjön:
oö Н-32/

Az ilyen átmérőjű kemény gömb rendszer szabad energiája jól 

közeliti az eredeti rendszerét:

/1.ЪЪ1F-Fgi + О (Iм)]

A párkorrelációs függvény pedig:

h-34i<JlV)= «ацо [-/biHvf] [ A t- О (f*)]

Az /1оЗС/ alatti Barker-Kenderson feltétel az /1.3?/ AWC e- 

gyenlet közelítéseként megkapható. Fejtsük az függvényt

r=d körül sorba:

W) = a0 -t- a,, ( ^ é') 4- 4- °г -4 ) + • - -

úr- ■’V'"1)ahol a" clV -

Most az A7/C egyenlet alakja:
VjO

I ®?i.= o
h= о n ■

K35|
»О00

i-Hí-T
w

К 36 I— - «И
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/1.36/-ban egy lé pc a 5 függvény alakú v-U) deriváltja сГ(-*-с*)» 

s ezért meredek párpotencíál ecetén /1.35/-ban az egymás u- 

tán ke vetkez5 tagok nagysága gyorsan csökken. Az n=0 -ás ta­

got megtartva parciális integrálás után visszakapjuk /1.50/-

at о

Az AA'C ás a BH feltételből számolt ekvivalens ke­

mény gömb átmérők között nincs lényeges eltérés«, Elvi kü­

lönbség viszont, hogy mig az AAC-stmérő hőmérséklet és sürü- 

ségfüggő, addig a BH-féle csak hőmérsékletfüggést tartalmaz, 

s így az A'.VC-elmálet a konkrét fizikai problémákban jobb e~ 

redményt szolgáltat«,

Az A'.VC-elméletben egy reális probléma esetén a 

párpotencál szétválasztása referencia rendszerre és pertur- 

báciéra a következő módon történik:

//(= лд, (v,-h

ahol:

4 £ 'Vrvi.V,
ol v,gj = ■AJ

"V >L о

Г ^e.i4
U>- (v( 1 =

'Y >

a párpotenciál minimum helye ill. az ittill О

felvett értéke/

A rendszer szabad energiája pedig:
oO

f * f-ft + Q-Jt ^ 4lc^u\.-y) ) jv
О

ahol F. és az /1.33/ ill. /1.34/ egyenletek által meg­

határozott .
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Но AZ EGYSZERŰ FÉMEK KOHÉZIÓJA

A fémen kötés kvalitatív értelmezése a harmincas 

években született meg» Eszerint a fématomoknak a kötésben 

résztvevő elektronjai "kollektivizálódnak", az egész kris­

tályt behálózd molekula pályán mozognak és az összes ion von­

zó potenciáljának hatásaként egy-egy elektron energiája át­

lagosan alacsonyabb, mint egyetlen ionhoz kötött atomi álla­

potában. A megvalósuló rácséllsncót és a fém kompresszibili­

tását az elektrongáz kinetikus energiájának és a potenciális 

energiának a "kompromisszuma" határozza meg»

Az első jelentős lépést az elmélet fejlődésében Wigner, Seitz 

és Fuch [li] munkái jelentették. A Hellmann és Kassatotchkin 

|?5l által bevezetett, majd a 60-as években újra felfedezett 

pszeudopotenciált felhasználó, az elektronfolyadék válasz- 

függvényein alapuló elmélet [öö] , [?7] , [PS^

a nem-átmeneti fémek és ezek ötvözeteinek le Írására alkal-

, elsődlegesen

más, ahol a fémes kötést az atomi "s '* és "p" pályákról le­

szakadt elektronok létesítik. Az elmélet átveszi az eredeti

hipitézist: első közelítésben az ionok közötti elektron-fo­

lyadék homogén. A számítás lemond a hullámfüggvénynek a mag 

közelében való meghatározásáról, minthogy a fémes kötésben 

elsősorban az ionok közti torét kitöltő elektronfolyadéknak 

van léAyege** szerepe, A fém energiájában az ionoknak az ere­

detileg homogén elektronfolyad^kot polarizáló hotáse pertur- 

bációs sorként jelenik meg, melynek egymás után következő 

tagjai térfogati energiát, két ion között az elektronok ál­

tal közvetített pár kölcsönhat ást, háromtest-erőket sthr 

viselnek.

" • r\ r
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így egy ion tulajdonságait egy-két paraméterrel 

jellemzi pszeudopotenciállal, mint "bánén?" adattal gyorsan 

konvergáló sor segítségével megkaphatjuk a fém kohéziós tu­

la jdonságsitо A számítások során - különösen a többvegyérté- 

kü fémek esetén - fellépő pontatlanságok oka az, hogy az egy­

mást kompenzáló energia tagok összegéből adódik a kohéziós 

energia kb0 tízszer kisebb é-zlelt értéke0

1 о A teljes energia adiabatikus közelítésben

Tekintsük az N darab Z töltésű pozitív ionból és 

az NZ számú elektronból álló /semleges/ rendszer energiáját. 

Ha az ionok pontszerű, szerkezet nélküli objektumok volnának 

akkor az elektronolzra nézve mindegyik ion egy Coulomb-szerü 

potenciálforrást képviselne. Azonban, mivel éppen az iontörzs 

különbözteti meg az /azonos vegyértékű/ fémeket, ezért az i- 

ontörzsn*k az elektronokra gyakorolt hatását egy ллМ poten­

ciállal vesszük figyelembe, amelyről в törzselektronok loka- 

lizáltsága miatt feltesszük, hogy az iontól "elegendően" tá­

vol Coulomb-szerü. Az iontörzs*krol feltételezzük, hogy lezárt 

elektronhéjakkal rendelkeznek, igy elektroneloszláouk és po­

tenciáljuk egyaránt gömbszimmetrikus.

A fentiek alapján a rendszer egy ionra jutó ener­
giája:

!zVу -hl ii VT

i ■iT'ji 4- — 7 T __l!__U i 2^ 2N f fa \Zi -^|

ahol ÍJ ül.

\%t- -M + N/ T ^ Ы-H - i-m

|3.4|

az ionok ill. az elektronok impulzusát, "Re 

az iontömegközéppont és Zi az elektronok koordinátáit jeleli,
Pi

és t az elektron töltése. Az ionok közti kölcsönhatásról fel-
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tenet?, hogy az Coulomb-taszitásо

A felirt energia tagok - ha э rendszer méreteit 

mincer, határon túl neveljük - divergens kifejezések lesznek. 

Valójában az egy ionra jutó potenciális energia természetesen 

véges, hiszen egy adott iontól távolodva egymás hatását sem­

legesít? pozitiv és negativ töltésű héjak véges potenciált 

eredményeznek. Hogy a formálisan divergens kifejezésektől 

megszabaduljunk, kissé átalakítjuk /?„l/-et:

H= HtL + Hlt +

ahol a HlC ion-ion energia:

-íjx4Hü I2.2Iи
zVv...J- ТУVu*2M t ^ J_ IRf_ ~ 51,1 1

Az ionok Coulomb-taszitásíhoz hozzáadtunk egy hipotetikus, 

töltéssürüségü / /Л, ahol il az eg3' ionra jutó térfo­

gat/, homogén, mozdulatlan negativ háttérrel való kölcsönha­

tás energiáját, valamint ennek a háttérnek saját energiáját, 

és igy semleges, egyszerű szerkezetű rendszer energiáját kap­

tuk.

Hasonlóan az elektronokat is egy mozdulatlan sem­

legesítő pozitiv háttérre helyezve:
V V

\fz, +f„ri
+ — ( Pj c\f\ [ Л efft

2M Г IR-R’I

í— Itt1 f </ о ^ S ,

1

Végül az eddig hozzáadott tagok összegének levoná­

sával az ion-elektron kölcsönhatás:
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7is'
/2.3,1Kt *

Ezzel három ?.<ges energiakifejezést nyertünk0 Kvantummechani­

kai számolás esetén a részecskék impulzusai és koordinátái 

operátorok, s a teljes energia:

E= {>r\ Hví V Au -h

ahol i" az ion-elektron rendszer hullámfüggvénye. A hullám- 

függvény meghatározásáról - sokrészecske rendszerről lévén 

szó - le kell mondanunk, közelítésekre gyünk utalva.

Az első lépésben az adiabatikus közelítés által adott, egy­

szerűé itést használjuk ki. A nagyobb tömegű ionok mozgása ál­

talában lassúbb, mint az elektronoké, ezért első közelítés­

ben rögzítettnek tekintjük az “R* ionkoordinátákat és megke­

ressük az elektronok legalacsonyabb, alapállapoti energiáját 

és hullámfüggvényét, mely egy meghatározott

ionkonfigurációhoz tartozik:

A^ = eW-|h, Л Л (p \ JWla

A rendszer hullámfüggvényére a

...Sh1 I •

feltevést téve a teljes energiát a

,8«) +Eal«M.... R„)^$-- Ефh + kü?. I ■

Schrödinger-egyenlet megoldása adja. A kristály alapállapota 

T=0°K hőmérsékleten az az ionkonfiguráció, melynél az energia
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minimális. Ezek után az e^yes energiatagok vizsgálatára té­

rünk át egy rendezetlen rendszer esetében.

2 о Az elektrosztatikus energia

А /2о2/ kifejezés első tagja a Coulomb-féle páre­

rőkkel kölcsönható rendszer energiája, mely a párkorreláci­

ós függvénnyel /1.7/-szerint а

Vi «

alakban fejezhető ki. /2.2/-ben a harmadik tag a másodiknak 

-1/2 szerese, igy a negativ háttéren lévő ionrendszer energiá­

ba:
4i = J S- i V dv /25)

/2o5/-öt /1о17/ szerinti a szerkezeti faktorral kifejezve:

^ CS(cy^-^1 dcy4i 5Г 4

A szerkezetre jellemző M Madelung-álland't a következő egyen­

lettel vezetjük be:

V »- ü 
3-

( iBs'.il)

A Percus-Ysvick egyenlet kemény gömb rendszerre történő ana­

litikus megoldásából adódó párkorrelációs függvénnyel a Ma- 

de1ung-álland<5 egyszerűen szőaitható. Ugyanis a /2.5/ egyen­

letet átírva:
oo

*) t" ^ d'V

О

V;; — l-UTcZ «j *Urv>
1 ^ t-*o ct U1! -

mely integrál /1.16/ szerint elvégezhető. Felhasználva, hogy 

fe?. /1.16/ ban szereplő G{t) függvényre:
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GUU 1 _ 0S-0.A<)+0.+ О UM
l* A +2 rj

a Madelung állandóra az

U +f.í)

összefüggést nyerjük. M^)-t a pakolási arány függvényében a 

4. ábra mu+atja.

M

175

1.70

4 , ábra
függése kemény gömb rendszerben, 

írtéke nővekv' ^ -val, a szerk*z»t rendeződésével nő, de 

alatta marad a kristályos szerkezeteknél felvett értékénél 

mely néhány egyszerű szerkezetre a következő: 

egyszerű kcbcs 

lapé er. trail kcbos 

t érc éntr ált köbca

4 Maűrlung-állarjdd ^

1.7601?

1,7917*

1.70166
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hexagonal.is szoros ill. 

fehér-én szerkezet

1.7Ч1С6

1.7733
egуsserű hexagonális 

A negativ háttéren mozgó ionráca önmagában nen sta­

bil, az energia kifejezésében ezért további tagokat /külső 

kényszert/ is figyelembe keli venni, hogy megfelelő fémmű­

déit nyerjünk. Ezt a kényszert az elektronok jelenléte szol­

gáltatja „

1.77464

3 о A homogén elektronfolyadék

Az E^ elektronenergiát egzaktul meghatározni nem 

tudjuk. A problémát tovább egyszerűsíthetjük, ha /?.4/-ben 

elhanyagoljuk az ionok helyét és valódi potenciáléit tartal­

mazd Нц -tagot, és csak a
(O) (o')
К ^dH «ili.S.Ha = E

egyenletet tekintjük,Az elkent positiv háttéren mozgó homo­

gén elektronfolyadék problémájának megoldása is bonyolult 

számítási módszereket igényel [?9l . A megoldás során egy kö­

zelítőleg jé sajátfüggvényrenszert választunk, s perturbéciá- 

számitással keressük fel a megfelelő sajátért éket. A kapott 

energia az elektronok kinetikus, kicserélődési és korrelációs 

energiájának összege:

eI*’.-2(uik - omi6( + U„,r ("í ))'»f

Az un. korrelációs energiára többféle becslés is ismeretes, 

melyek közel azonos értékeket szolgáltatnak. Mi a fémfiziká­

ban általánosan használt Nozieres- pines interpolációs for­

mulával [2bJ számolunk:
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Ct,rrr " °'лль 4 0,ОЪМЬо^{^)

/-ч-t az i2 JZ*
_<0>

А z

kifejezés definiálja./ 

gerbe minimummal rendelkezik /5. ábra/, 

azonban fémnodellnek mégsem jó, mert túl kicsi kohéziós e-

nergiát szolgáltató Figyelembe kell tehát venni az ion-elek­

tron kölcsönhatást is„

4.0 r

G.5

ЯаГа.г10.0

-0.5

- АО

5. ábra
A nátrium kohéziós energiája P függvényében /Ec(N/<0/.

a homogén elektron-folyadék energiája, EH a hidrogén 
fémes módosulatának energiája FH=Vv; e£' ,
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4. Az átlagos ion-elektron kölcsönhat4a

A H,-c kölcsönhatást bontsuk két részre:

* Z { T virfi-Я*Л- [vriY-*Re)J cw^ +

■^r:Z ( í v-l'v-'Ri ^ -b ^г 1 cW
^ t J 1 Ь-Rd А J2 -

Az első tag átlagértéke az elektronfolyadék alapállapoté­

ban zérus, mig a másodiké £-től független tagok összege:

Hú

<Hlt> - ~ { \ ií>^ + = -2- Hi
Ь = £*2

amint a definíciója mutatja a szabad ionra 

jellemző mennyiség, értéke a szabad ion potenciáljának a 

Coulonb-potenciáltól való eltérésétől függ. Előjele posi­

tiv, mivel a vezetési elektronoknak г Pauli-elv miatt nem 

hatolhatnak az iontörzsbe.

A "b" állandó

Az ion-elektron kölcsönhatást nodellező pszeudo- 

poténeiéi a tapasztalat, szerint igen egyszerűn*' választható*

Ilyen a lokális, egyszerűsített Heine- Abarenkov féle modell- 

potencial [30J / nem téve különbséget a különböző 1-ü elektro­

nokra ható potenciálok között/:

■í:l-Aft*)
I2.il* > 'Ve

•V

Még egyszerűbb az Ashcroft-féle mode iípotenciál |_3l] 

/2.6/-ből az U-0 választással kaphatunk.

А /2.6/ jóténeiéi esetén a "b" paraméter:

~«U

, melyet

br ( á ■+-
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Az eddigi számítások eredményeként megkaptuk az e- 

nergiát az ion-elektron kölcsönható szerinti perturb»'ciós 

sor első közelítésében:

<’) + E* + E*E„ =V,, I?'"'
« « *• ■ I

Ez a leírás már a kölcsönhatás minden tagját, ha 

egyszerűsített formában is, de tartalmazza, s a reális íót 

mekre közelitő leírást ad a kohéziós energiáról és a sűrű­

ségről. A fémek szerkezetéről azonban semmit sem mond. Eh­

hez tovább kell lépni, s figyelembe kell venni az elektron- 

tenger polarizációját, árnyékoló hatását.

5 о A polarizáció г energia és a dielektromos állandó

Az ion-elektron kölcsönhatás perturbáciás sorának to­

vábbi tagjait a hosszutávu Coulomb-potenciál miatt egyszerű, 

’’naiv'1 módon nem lehet becsülni. Először is a /2.3/ energi­

át a potenciál Fourier-tranazfolmált.jának

ilíU'(l') - ct -V

és sz ionok
.гНтSít 1- A-r «.■

^ rvh

szerkezeti faktorának segítségével

и .«ti * f* A
ó "fc+ ülít SI

alakba hozzuk, ahol bevezettük az elektronok rnrüségoperáte- 

rának к -adik Fcurier-kcmponensét:

,3U)4r«iÍ!‘->2 ;
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Legyen cost

KUl » Я 511 V* ^ nÄ
4*0

és tegyük fel, hogy pontoson ismerjük ar elektronrendszer

tér jelenlétében [a~0 )заjátállapotát, mely a 

állapottól alakul ki. A Hellman-Fevrmar tételt alkalmazva

a

kaphatjuk:

* j da I nt IC' V Eü' +■ ГEtt* Л,-4
4*0

így a feladatot nt átlagértékének meghatározására vezettük

viss za.

Vezessük most be a homogén elekJronfolyadék szta­

tikus ciel»ktroTOS függvényeit, pontosabban ezek inverzeit 

a következő módon:

q[^)~ { £*(2-2 ')^('v‘^v' +

03 f

+1 n= 2 J

— é /
In I ti ‘Wl" ) dl ■ с\*пZ*• * • .

Itt vjjg/i) a külső töltések /pl ionrács/ által létrehozott 

primer eiektre г statikus potenciál, pedig az elektron- 

folyadék válasza, az átrendeződés után kialakult árnyékolt 

pót-ne iái о

Az elektron-töltés átrendeződése

v|^£ = tfi'í'l - ^кЛ^.) = ' Z') - )] oU'

elektronpotenciálra vezet, amely a Poisson-egyenlet alap­

ján a töltés sűrűséggel a

11 ) - Mst {-mt) = - Mst e. <C *04}

kapcsolatban 'Tar.
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Ezé* után, ha felhasználjuk, hog./ 

tegrálás után:

= лЛу* i ь , akkor in­

tői (П /-J 1 °0 In \
+ Ea + Ea + rs E« 

-inro KI' is,/í—, (-1-£) /2.6а/

ln+l\ if z
4*0

i, •4 Л

«,..,»•) <TC-4 +£« + ~+ 4" í

E„ r: • 4i„

■-fel-r *»Л
Eddig r. sorfejtés egzakt, a probléma válaszfügg­

vényekkel való megfogalmazása azonban szemléletes fizikai 

közelítések alkalmazására ad lehetőséget. A továbbiakban a 

lineáris válasz esetét vizsgáljuk, és megmaradunk a sorfej­

tés első három tagjánál«

Először is a dielektromos állandót határozzuk meg« 

Lineáris közelítésben:

12.71<Сл^~У - ~ Pl-t) (- <. (1") )

ahol az elektron polarizációs függvény:

A PÍ4-) függvényt a kvantummechanikai perturbácid-számitás 

első rendjében a homogén elektronfolyadék alap és gerjesz­

tett állapotainak ismeretében elvben meghatározhatjuk:

v - tá

Itt (O) és (y) illetve E^' és 

dék valódi alap és gerjesztett állapotai ill. energiái. E- 

zen állapotokat illetve energiákat természetesen nem "smer-

a homogén el*ktronfolya-
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jük pontosan. Ezért közelitésként az elektronállapotokat 

síkhullámoknak tekintjük, б a gerjesztett állapotban egy-egy 

sikhullám-állapotu elektron impulzusa a Fermi-gömbon kívül 

fekszik, Ebben ez u.n. Hartree-Fock közelítésben:

í(írj)
»

ahol

A statisztikus atone Ínéletből ismert Thomas-Fermi féle árnyé­

kolást innen egyszerűen а

/2.4)T>Tf(t) = PHF(t=o)

választással kapjuk,

A HF közelítés nem kielégít^, mert figyelmen kí­

vül hagyja azt a tényt, hogy az átrendeződött elektron sű­

rűség elektrosztatikus tere is befolyásolja a többi elektron 

elrendeződését, /207/-et ennek megfelelően átírva a self- 

consistent-field /SCF/ közelítést kapjuk:

= + 9(4} (ví ) t-e-vf^aO 12Л )
Hűt C

Ahol 'P(i-) а redukált válasz függvény, a telj«? potenciál ál­

tal okozott elektronsűrűség-változást skálázza, /2,9/-bői

adódik:
4át<Ll к?U) Ш)= Л -h ?(o .blA + “ül1 9 14.)

&
A.

-ot 9 (i\ közelítésének tekintjük, akkor

PstFl*V-
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A számítást tovább pontosáthatjuk, ha /?.9/-ben ^ mellett 

egy <**>-val arányos taggal a kicserélődést és korrelációt 

ir figyelembe vesszük» Ha »zen tagot

bítt.1^c=- fcT- СИ4)<"*>

alakba írjuk, akkor a dielektromos állanádra а-г

Цзт<- ?hp 14)£« = Л +

kifejezést nyerjük.» Itt csak felsoroljuk э C-<4>-ra vonatko­

zó elméletek eredményeit»
Hubbard-köz elit ele ;

G-U1» { *‘/(»г + T*V)

Ahol

Hubbard [jpJ

Geldart és Vosko [?3] /2 .09»/
H

2
á -»o. cm ff я )2f

bit ц Shan /54]
ЗГ 4 p

Shew közelítse szerint jő5j :

G-lO-4- Jujpl- 0.5-3 S (4 Kpj"]

Á különböz* rnyékolásoktől eresen fuga a* effektiv párkölcsön­

hatás /Г.12/ alakja»

A továbbiakban az energia kifejezését szemlélete-
. • с(г)~ebb alakban írjuk át. Először is kifejezésben az összeg­

zést integrálással helyettesítjük, s igy olvadékok esetén:
JO

о

ll l
£«l =
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с ЧпСг1 a Coulomb kölcsönhatás Fourier-transzformált-Vi =ahol »42
ja. Az /1.17/ összefüggés felhasználásánál az en*rgiát térfo-

gat-függ' valamint szerkezet-függá tagokra tonthatjuk:

12.Ю1E = 4 E S2tv-K

ahol a szerkezeti energia

12.41 iГ ^ loM u.toO dv
‘-ízcr К

s U.I2I az ionok közti effektiv pár kölcsönhatás

О

oiVi '‘О 13.42/dk

UwUf"r/^

TF
6

CrV VяH

2

0 *—* о [а.г]b" 7 4 г9 -11

-2

- H

c ábra
Az effektiv párpotenciál nátriumban. GV:Oeldart és Vfteko, 
ТГ: Thomas-Fern i.f*/5 .1/ szerinti árnyékolással számolva.

-> о



- 42 -

Ez zz ionok közötti Couiomb-taszitás és a polarizálódd elek- 

trorfolyadék által közvetítatt indirekt kölescmhatás eredője• 

A nátriumra számolt górbe /t . ábra/ tanulsága szerint з pár- 

potenciél minimummal rendelkezik, s nagy távolságokban a di-

elektromos-fuggvény logaritmikus згirgular itása miatt az

u.l'v'j -4- CorsÍ2 feF-v) /-v"5* függvény szerint oszcillálva tart zérus­

hoz /"Priedel oszcilláció"/, a párpotenciál alakja nagy sze­

repet játszik a szerkezet kialakításába*, olyan szerkezet a- 

lakul ki, melynél az első szomszéd távolságok a párpotenciál 

minimuma közelébe esnek.

A /2. 10/ egyenletben a térfogati energia tag:
, -c

-P iV(t - Pío') Ja. и/я

s az elektrongáz kompresszibilitása.

L kohéziós energia másodrendű kczelitése már jó

Av’.ol

eredményt ad a fémek nagy többségénél mind a sűrűségre, mind 

az olvadékok szerkezetére.

Ezeknél e fémeknél magasabbrendü közelítésekre pl 

gési frekvenciák számolásánál van szükség.

récsrez-
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III.A TÖBBSZÖRÖS ÜTKÖZÉSEK ÉS A VONZÓ KÖLCSÖNHATÁS SZEREPE

A REÁLIS /FÉMES/ OLVADÉKOK SZERKEZETÉNEK KIALAKÍTÁSÁBAN

Az ideális gázban a részecskék ütközését pillanat- 

szerűnek és kettősnek tekintjük.A részecskék sebessége Maxwell 

eloszlást követ,s egyszerű számitás szerint az egy ütközés­

re jutó átlagos kinetikus energiacsere -vei,a részecs-

kék átlagos kinetikus energiájával egyenlő.A reális folyadé­

kokat az ideális gázoktól a véges kiterjedésű részecskék sa­

játos ütközési folyamatai, valamint a részecskék közötti köl­

csönhatás különbözteti meg.

Az ütközéseknél a két részecske közötti átlagos ki­

netikus energiacsere (E^) fontos információt hordoz a folya­

dék szerkezetéről.Amennyiben szórása kicsi,vagyis a pár­

potenciál meredek lefutású függvény,akkor <^Enx^ meghatároz­

za az átlagos ütközési távolságot,azaz a rendszer adott álla­

potában a potenciál kemény magvát /о*/:

У ar) - ~ К Ertk/*Orvt m

a részecskék közti párpotenciál,vm,„ 

műm értéke/,mely a rendszerhez választható ekvivalens kemény 

gömb rendszerben a gömbök átmérőjével egyenlő.A csupán taszi- 

tó potenciállal rendelkező rendszerben arányos a ré­

szecskék átlagos kinetikus energiájával,de a többszörös és 

nem centrális ütközések miatt értéke kisebb lesz az ideális 

gázokra jellemző ^K:ftT-nél.

Ashcroft és Langreth empirikus formulája [Зб] sze­

rint reális fémes olvadékokban,ahol a párpotenciál vonzó tu­

lajdonsággal is rendelkezik,az ekvivalens kemény gömb átmé­

rő a

a potenciál mini-

v(ct) - U-—=1

. * yj-
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összefüggés szerint választható »vagyis ugyanaz,mint az

ideális gázban.Reális folyadékokban a /3*1/ formula a számi- 

J_37} a variációs módszerrel számolttal jó egye­

zésben adja az ekvivalens kemény gömb átmérőt.A következők­

ben egyszerű alakú,de a lényeges tulajdonságokat tartalmazó 

párpotenciál esetén a variációs elvből kiindulva egy a /3.1/- 

hez hasonló alakú kifejezést szármázta tunk £38] .A számitások 

szerint a /3*1/ formula sikerének az az oka,hogy mig a több­

szörös és nem centrális ütközések csökkentik,addig a részecs­

kék közötti vonzó kölcsönhatás növeli Out>v> értékét,s igy a 

két ellentétes folyamat eredményeként értéke nagyjából ugyan­

az marad,mint az ideális gáznál.A O'-paraméter hőmérséklet 

szerinti deriváltja azonban -a kísérletekkel egyezően - ki- 

csit kisebb a /3.1/-ből számoltnál.

tások szerint

l.A többszörös ütközések szerepe

Először a csupán taszitó potenciállal rendelkező

rendszer esetét vizsgáljuk, ahol a párpotenciált a

/3.2/
l о

alakban vesszük fel./A párpotenciál ^>Ят esetén nullának vá­

lasztható ,mert az >>Яу, tartomány nem befolyásolja lényegesen

a kialakuló szerkezetet.Ugyanis a szerkezetet meghatározó 

/1.26/ és /1.25/ variációs egyenletekben a megjelenő
' C C 1V, T

derivált értéke esetén elhanyagolhatóvá válik,s általá-

~ síVI--мл ./Ezzel a választással /1.25/-ben az integrá­

lási tartomány a c és Я* közötti szűk intervallumra reaukáló-

ban

dik,s itt egyszerű közelitő kifejezést nyerhetünk a kemény 

gömb párkorrelációs függvényre.Az 1-3 fejezetben mondottak

t továbbá kétszer folytono-szerint esetén
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san differenciálható (7 =v -nél,igy az -vcc tartományon ^„wi­
re kapott /1.15/ kifejezést jó közelitésként használhatjuk 

а szűk intervallumon.
Ezen egyszeriisitések lehetőséget adnak arra,hogy 

az /1.26/ variációs egyenletben átalakítások után a 

kifejezést leválasszuk:

/3.3/i/4„> - ikk = VT VW3

Ezen <r-ra vonatkozó egyenlet nagy előnye,hogy jobboldala
keresztül alig függ cr-tól. kifejezését függelék­

ben adtuk meg,értékét ^ függvényében a 7*ábra mutatja.

1.5
C“*

^o_

P=2
1.0

P=3
P=4

0.50.4 0.45 Я

7.ábra

A /3* 3/ egyenletben szereplő függvény^ különböző értékei

mellett



46

A gyakorlatilag fontos harmonikus esetben /р=2/ 4 átlagos 

értéke l.ll,s a 0.4^-^^0.5 tartományon az ettől való eltérés 

kisebb mint 5^c»igy jó közelítésként irható:

/з.н/

A /3.4/ formula /3*1/ analogonja,csak az arányossági tényező 

csökkent le 1.5-ről 1.11-re.A számításoknál használt párkor­

relációs függvény a többszörös és nem centrális ütközések ha­

tását is magában foglalja.így az egy ütközésre jutó energia- 

csere kb. 25%-os csökkenése az ideális gáztól eltérő ütközé­

si folyamatok eredménye.

2.A vonzó kölcsönhatás szerepe

A vonzó kölcsönhatás modellezésére adjunk a /3-2/ 

potenciálhoz egy egyszerű alakú vonzó tagot:

/3.5/: ('»)* 'Öu-inzc
ч > 'Rrv,l 0

6(ч) arányos i/p:;<:,|(<-0-rel. így 

ebben az esetben a via)-vrm;n potenciálkülönbségre a következő 

egyenlet adódik:

A /3*2/ definícióból láthatóan ír.

г,£ tш 4-O'icr)- U'rvi.o 4 Ц)
Harmonikus potenciál esetén az |2=1.11 és fe=-4 átlagértékeket 

véve:

\C T-b-ícr)- 4- 1И1= - 0.1 S* n

A tapasztalat szerint az egyszerű fémes olvadékoknál az ol­

vadásponton így a variációs elvből a

nyiségre közelítőleg azonos értéket kapunk,mint a /3.1/ for­

mulából.A két egyenletből adódó ff hőmérsékletfüggése azonban

meny-
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-§t)v (<о-\к--\)
Fém

/3.6/ egyenlet 
bői számolva

■■/3.1/ egyenlet­
ből számolva 
/AL módszer/

pontos variá­
ciós számitás

[Щ

Li 2.1 2.02.9

Na 2.2 3.О 2.15

К 3.0 2.94.1

1.0 1.05Mg 1.3

Cd 0.66 О.91 0.42

A1 0.55 О.75 0.59

1.táblásat
A pakolási arány hőmérséklet szerinti deriváltja állandó 
térfogatnál./А számításnál az Edwards és Jarzynski-féle 

párpotenciált [39] használtuk/

kissé különböző lesz,mivel ezen mennyiséget elsődlegesen a 

potenciál taszitó része határozza meg.Az 1.táblásat szerint 

az Ashcroft-Langreth formula szisztematikusan túlbecsüli a 

(-^4“)^ deriváltat,a /3.6/ egyenletből számitott értékek 

zonban végig jó egyezésben vannak a pontosan végrehajtott 

variációs módszer eredménye ivei [3 9] .

a-

3.Az egyszerű olvadékok fajhője

Egy harmonikus potenciál /3*2/ és /3.6/ alakú vá­
lasztása lehetővé teszi az olvadék pakolási arányának és an­
nak hőmérséklet szerinti deriváltjának meghatározását.Ugyanis
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(ftV Ml?)v /3.7/

(ifi)
Ьт/у deriváltra harmonikus potenciál esetén as a

Í-) —Ur/V ,1 / 3l g /
T

érték adódik./3»7/-nek /3»8/-ba történő behelyettesitése után 

egy integrálható differenciál-egyenletet ka punk, melynek a Tb> ^ 

kezdeti feltételek mellett a megoldása:

4, T 0,2 b l/Уу,, ^

• W - Гг"--?^] ——^I—
-1

/3.9/7 =
- 0-2Stf-m.W

ahol -íj«, az átmérőjű gömbökkel megvalósuló pakolási arány

.Ha ft^-ről feltételezzük,hogy az átlagos iontávolság­

gal egyenlő,akkor a szoros illeszkedésre jellemző ^sO.74 ér­

téket kapjuk.

?«-S ^

A /3-9/ összefüggést felhasználjuk az állandó tér­

fogaton mért fajhő becslésére.Mivel:

e'mT(^).“T(aTral-
ahol сУ’=|Лл az ideális gáz fajhője. /1.27/ alapján az

/1.20/ Carnahan-Starling összefüggésből határozzuk meg./3.9/ 

egyenletet felhasználva:

.ti

3ÍJ.3) . (%)
d ^ vFT/yc + •T

(^f - <]Cy -3H-^)3 2^ /3.1 0/
/] _ O.aS 

*л>Т

érték mellett ^ függvényé­

ben a 8. ábra mutat ja. Az *2=0.46 átlagos pakolási aránynál 

Су*2>лЛ<ь»1Ее1у jól leirja az olvadt fémek fajhőjének átlagos

A /3*10/ összefüggést I r\ ^

értékét.A /3.1/ egyenlet felhasználásával,Ashcroft és Langreth 

módszerével adódó cv /3.10/-től abban különbözik,hogy itt ^=0.
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cv
К

vm

Vi

i.o

!
I

2,5 J—^<2О.ч о.м5 0.5

8.ábra

Az állandó térfogaton óiért fajhő a /3.10/ szerinti kife­
jezésből számolva

A rossz hőmérsékletfüggés miatt a módszer túl nagy értéket 

jósol,átlagosan cv = 3.84.

A /3.10/ egyenlet szemléletesen magyarázza a faj­

hőnek a vegyértékkel való csökkenését./2.12/ szerint 21,

s mivel a tapasztalat szerint az olvadáspont közelítőleg Z-vel 

arányos,igy Z növekedésével a fajhő valóban enyhén csökken.
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IV.A "LÁGY GÖMB" ÉS A KEMÉNY GÖMB RENDSZER

TERMODINAMIKAI TULAJDONSÁGAI KÖZÖTTI KAPCSOLAT

Reális folyadékok termodinamikai tulajdonságainak 

számolásánál általában egy referencia rendszerből indulunk 

ki,melynek termodinamikai tulajdonságait és részecske el­
oszlásfüggvényeit ismertnek tételezzük fel.Az eredmények 

pontossága nagymértékben függ a referencia rendszer válasz- 

tásátólímegfelelő leirást csak akkor remélhetünk,ha a két 

rendszer termodinamikai tulajdonságai elég közel vannak egy­
máshoz. Kemény gömb rendszer használata esetén a termodina­
mikai mennyiségek hőmérsékletfüggése csak igen pontatlanul 
határozható meg /5*4- fejezet/,mert egy reális folyadék és a 

kemény gömb rendszer partíciós függvényének hőmérsékletfüggé­
se lényegesen különbözik.Az utóbbié olyan mint az ideális gá­
zé /a nem ideális entrópia hőmérsékletfüggetlen/.így felté­
telezhet jük , hogy egy reális folyadékra lényegesen jobb lei­
rást nyerhetünk egy olyan realisztikusabb párpotenciállal jel­
lemzett referencia rendszer használata esetén,mely partíciós 

függvényének konfigurációs része is függ a hőmérséklettől.
"lágy gömb" rendszerek is kiterjedt kutatás tárgyai, 

nagyszámú számitógépes szimuláció eredménye ismeretes [4, 3~\ • 
Ezen numerikus eredményeket azonban nem tudjuk egy perturbá- 

ciós elméletben bemenő adatokként használni,mert analitikus 

alakú kifejezésekre van szükségünk.Egy lágy gömb rendszer tu­
lajdonságait analitikus alakban adó módszerekről az 1.4 fe­
jezetben szóltunk.Rowlinson /1.29/ valamint Barker és Hender­
son /1.3О/ eljárása reális sűrűségeknél pontatlan eredményre 

vezet.Az A'.VC-közeli tés kielégítő pontosságú,de az /1.32/ in­

tegrálegyenletből csak bonyolult módon lehet az ekvivalens

Ezen un.
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kemény gömb átmérőt meghatározni»sokkal kényelmesebb lenne, 

ha explicit módon tudnánk azt kiszámítani.

Ebben a fejezetben egy eljárást adunk meg egy tet­

szőleges taszitó potenciállal rendelkező rendszer termodina­

mikai tulajdonságainak számítására a kemény gömb rendszer ré­

szecske eloszlási függvényeinek ismeretében[4l] .Továbbá meg­

határozzuk azt a maximális pontosságot,amellyel a lágy gömb 

rendszer szabad energiáját meg tudjuk határozni»feltéve,hogy 

a kemény gömb rendszer első ^-ad rendű korrelációs függvénye­

it ismerjük.A kemény gömb rendszer párkorrelációs függvényé­

nek ismeretében maximális pontosságú,analitikus alakú,expli­

cit kifejezést adunk egy lágy gömb rendszer szabad energiá­

jára,és az eredményeket számitógépes "kísérletekkel" vetjük 

össze.

l.A lágy gömb rendszer partíciós függvényének kifejezése a

kemény gömb rendszer korrelációs függvényei segítségével

Tekintsünk egy lágy gömb rendszert»melyben a poten­

ciál alakja 1^(2),ahol s a lágyságra jellemző paraméter,és 

Ln« Uo a kemény gömb potenc iái. Ilyen tulajdonságú pél-s ->c
- b/S

£ ^Íf) függvény,melyet 4 különböző értékei­

nél a 9»ábra mutat.Feltételezve,hogy a rendszerben csak pár­

kölcsönhatás van,az /1.4/ alatti konfigurációs integrál a-

dául az

lakja:

I М/1,- JU,. • - ^ ív

Ezen függvényt formálisan i szerinti hatványsorba fejthetjük,

a kemény gömb rendszernek megfelelő i =0 körül:

E -dl z 
*1 <u*

Oo

/ 4,2/s L-o4=0
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Rowlinson módszerében /1.4 fejezet/ a sor első tagját hasz­

nál juk.Fizikai megfontolásokból nyilvánvaló,hogy Z* az £=0 

pontban nem analitikus,igy a /4.2/ sor létezése egyáltalán 

nem triviális.így csak feltételezhetjük,hogy a sor egyes tag­

jai végesek,és a /4.2/ szerint konstruált függvény valóban 

2f-hez tart,abban a reményben,hogy az eredmények alátámaszt­

ják feltételezéseinket.

A sorfejtést a következő módon hajthatjuk végre.

Zs s szerinti első deriváltja:

О

~ \ M") Z'i M 
0

S"c8 rendszer párkorrelációs függvénye./Az 

függvény kemény gömb rendszer esetén is folytonos és dif­

ferenciálható az -v= c pontban /1.3 fejezet/./ Mivel 7^.,* szer­

kezete hasonló Zi-hez /eltekintve a két részecske direkt köl­

csönhatását tartalmazó exponenciális szorzótói/,igy a derivá­

lás egymás után következő lépéseiben mindig egy "maga­

sabb rendű korrelációs függvény" lép be a sorfejtésbe»mely­

nek deriváltja:

4.3/

ahol

QO

о
h.4i

A 2^ függvényeket a következő módon interpretálhatjuk.A /4.4/ 

definició szerint Z^u-t az alábbi alakba Írhatjuk:

-ZÍi 1Ч.Ь1-.0ti«”i'= A

Ahol l-v,) annak valószínűsége ,hogy egymástól 

volságra részecskéket találjunk.Ezen valószínűségeket nyil­

vánvalóan a magasabbrendü részecske eloszlásfüggvények integ­

ráljaival fejezhetjük ki.Például az i=2 esetben:

tá-'»'Ti



A P+A valószínűséget ^-bői úgy kaphatjuk,hogy a fenti konst­

rukcióhoz minden lehetséges módon egy "új távolságot" veszünk 

hozzá.Például az i = 3 esetben:
1A1 41 3/ 4~~ ~9 ■ 

‘l Гi 3 // /%
21 3 ^ /ъ 3/ ^ 

+ + H
/í*-+

Azonban a Z^; függvény exponenciális tényezőinek deriválása 

pontosan a fenti konstrukciónak felel meg,igy beláttuk,hogy 

a /4.4/ és a /4.5/ szerinti definíció ekvivalens.Továbbá a 

2^- függvényt elvben az első ^i-ed rendű korrelációs függvény 

ismeretében meghatározhatjuk.

Most visszatérünk a /4.4/-ben szereplő

Ы _ 2 = Ln -£=* SíO Э5 £S-=0 í->0

-5/Sfüggvény vizsgálatára.Az us=£(4) potenciál esetén s kü­

lönböző értékeinél a 9* ábrán rajzoltuk fel u/£)-et,az t^4^)
-Л^-А< <И -/b*i> ( cr )£ - különbséget.

Látható,hogy az s-*o határesetben az & függvény csak az óvó­

hely tetszőlegesen kicsiny környezetében vesz fel zérustól 

kölönböző értéket.Mivel ez a függvény a sorfejtésben mindig 

egy 2^-vel együtt egy integrálban szerepel,ezért az integrál

Boltzman-faktort valamint az

számításakor a megfelelő t az '* = <? helyen kell venni és meg- 

szorozni a U™ [kifejezéssel.Az -5/s potenciál e-

setén ezen integrál arányos C+£nßc-nal,/C. az Euler állandó/
i-iC 0
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továbbá a függvény pozitív részének integrálja - Ei(-/n)-vel 

arányos,s igy ezen két kifejezés a /ő£0 esetben véges értéket

függvény egy delta függvényt állít elő az 

határértékben /s nem tartalmazza a delta függvény deriváltját/. 

Ugyanakkor látható,hogy a fi=0 /т= =•/ pont speciális számítási 

eljárást igényel.

ad.Ezért az

A sorfejtés szerkezete azonban még mindig nagyon 

bonyolult.Nagymértékben egyszerűsíthetjük,ha észrevesszük, 

hogy szabadságunk van azon funkcionális függés alakjának meg­

választására ,ahogyan a lágy gömb rendszer egy kemény gömb 

rendszerhez tart.Ez azt jelenti,hogy a c paramétert 5-től 

függőnek tekintjük,anélkül,hogy az eredeti rendszer fizikai

tulajdonságai megváltoznának.Most a deriválás végrehajtásánál
*«

cis) 5 függésére is tekintettel kell lenni,s igy a sorfejtés­

ig) függvény helyett valamilyen más lu-U függvényben az

fog fellépni,mely а 'bcfts deriválttól is függ.Mármost az 

függvényt választhatjuk úgy,hogy a 

együtt a sorfejtés ezen integrált szorzótényezőként tartal-

integrál,s vele

mazó tagjai eltűnjenek.Az első pillanatban úgy tűnik,mintha 

a T-i függvény jó pontosságú meghatározásához az első t db 

függvény ismerete lenne szükséges.Azonban a au) fenti válasz­

tásával belátható,hogy ez nincs igy. A j.2 deriváltban a leg­

magasabb rendű függvényt akkor kapjuk,hogyha minden egyes 

lépésben csak а^(, függvényeket derivál juk. így a legmagasabb 

rendű korrelációs függvényt tartalmazó tag -ben a következő 

alakú:

'О оЦ . cWj■ I

Innen azonban látható,hogy a fellépő zéró tényezőket / jí/vlá-v, / 

elkerülhessük, a fenti kifejezést legalább még t-szer déri-
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a &

az első i-\ db 2^-, függvény /az első 2i-2 részecske eloszlás- 

függvény/ ismeretében a 2» függvény maximális pontosság­

válni kell.Azaz 2^ először kifejezésben jelenik meg.így

gal számitható.

Jelenleg a kemény gömb rendszernek csak a párkorre­

lációs függvényét ismerjük.Ebben az esetben a 2S meghatározá­

sában elérhető maximális pontosság továbbiakban a lágy

gömb rendszer szabad energiáját fogjuk meghatározni a kemény 

gömb rendszer párkorrelációs függvényével olyan alakban,mely 

kényelmesen használható további számitásoknál.Először is Ír­

juk fel a /4.2/ sorban szereplő összes a párkorrelációs függ­

vényt tartalmazó tagot:

OU")I*-*И£*& MoU +i»0

Az összegzés /4.3/ figyelembevételével elvégezhető:

/Ч.с1

Az A'.VC-módszernél /1.32/ a crU) függvényt úgy választják,hogy 

a zárójelben szereplő integrál eltűnj ön. Egyszerűen a

* ti.-£
“ í-iO

• w '■Jaí-d cU = ОS

átírással látható,hogy cr(s) ilyen választása kielégíti a 

í-Oá** 0 feltételt,s igy a pontosság valóban CX/*).Kényel­

mesebben kezelhető kifejezést nyerhetünk 2i-re,ha az /1.32/
">o

integrálegyenlet helyett az Jfi(*)cW

о

feltétellel definiál­

juk a cís) függvényt.További egyszerűsítést jelent,ha felis­

merjük,hogy az függvény csak az cr(0)

hely szűk környezetében különbözik lényegesen nullától.így 

ezen pontban az függvényt sorbafejtve a következő gyor­

san konvergáló sort kapjuk Z^-re:

•V»
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ciiU) 4 04ч|
*~í ~

i« 0
/4 7/

г!

Ahol a lágy gömb rendszerre jellemző együtthatók:

I I (c F»*-* (* írU)) . О x2oU + i( 1
az x=~ változó szerinti deriváltat jelentiсЛо) • 

A szabad energia:

^№)+£чН-н?£ ■+*1r
Ö

k-x)V oUQ. it i) - ”8

4>u<=

clcQ au*)f /4 91?- •*V -
Q.v (í) 4-

i!

A /4.7/ és /4.9/ kifejezésekben szereplő összegzéseknél ál­

talában elegendő a másodrendű tagig elmenni.Ekkor ugyanis a 

pontosság máu? OU4 és magasabb rendű deriváltjai egyre 

pontatlanabbul ismertek,másrészt a PY-elmélet szerinti ^uí''v1 

első két deriváltja folytonos g~-=l-nél,a többi nem.

A do függvény fenti választása esetén a lágy gömb 

rendszer párkorrelációs függvénye CKí') pontossággal kapható, 

hiszen:

^ i ( -v, CTli)) = o-(o)) +0(7)

S igy a párkorrelációs függvény:

- fW * ^crl4^ . ^ u t/y, e-uV) -j- Q (-sa)= <L

2.Számítások £(y) párpotenciál esetén

Példaként tekintsük az /1.28/ egyenlettel leirt 

potenciáit.Az egyszerűség kedvéért tegyük fel,hogy fbi=l.Igy:

c(s)= crio} ( r(-l-i)) 3

_y f i \ Л_ rfc- H?*) _ . 
£-0 ^ J e+2> L (PH-*) )H*
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Fiii

п
MC WCA PY-CS VW-CSBH PY-V

I0.40 0.40 0. 59 0.400.40 0.400.074

0.91 ! 0.91 0.89 0.90 0.91 0.910.148

1.55 1.541.54 1.55 1.551.520.222

2.55 2.422.52 2.50 2.59 j 2.510.296

5.685.54 5.55 5.5О5.55 5.52О.57О

4.65 5-584.60 4.76 5-57 4.760.444

PV/kT

П i
PY-V ' PY-CS I VW-CSMC WCA BH

.
■

1.45 1.44I.45 I.45 1.45 1 1.45О.О74

2.15 2.11 2.152.12 2.12 2.120.148

5.IO 5.255.I2 5.О7 5.18 5.О90.222

4.56 4.57 4.85 4.520.296 4.89 4.47

6.64 6.7I 8.57 6.92 8.О7 6.78О.57О

9.46 15.189.89 11.68 15.07 12.270.444

2.táblázat
. А 2

Az £\^) -es párpotenciálú lágy gömb rendszer termodina­
mikai tulajdonságai

MC Monte-Carlo számítások /4] . [5]
WCA WCA-közelítés [25]
BH Barker-Henderson közelítés [22]
PY-V Percus-Yevick párkorrelációs fg.,viriál egyenlet 
PY-CS Percus-Yevick párkorrelációs fg.,CS egyenlet 
VW-CS Verlet-Weis párkorrelációs fg. ,CS egyenlet



- 59 -
A 2. táblázatban az s = -i ( *‘u) esetén összehasonlítottuk 

redményeinket a pontos számitógépes szimulációk,valamint más

e-U~-y

közelitő módszerek eredményeivel.A /4.9/ egyenletben szerep­

lő összegzéseket másodrendig hajtottuk végre,a kemény gömb 

rendszer leírására különböző közelítéseket használtunk.A sza­

bad energia leírásánál a PY-elméletből adódó viriál egyenle­

tet és a numerikusán pontosabb Carnahan-Starling /CS/ egyen­

letet /1.19/ használtuk.A párkorrelációs függvényre részint 

változatlan formában alkalmaztuk a PY-egyenlet analitikus 

megoldását,részint annak Vériét és Weis által módosított a- 

lakját használtuk.A 2.táblázat tanulsága szerint,ha mind a 

szabad energiára,mind a párkorrelációs függvényre a legpon­

tosabb kifejezést választjuk,akkor a nyert eredmények kielé­

gítő pontosságú egyezésben vannak a számitógépes kísérletek­

kel.Csupán a legnagyobb pakolás! arány esetén romlik valame­

lyest az egyezés»melynek oka az,hogy itt a kemény gömb rend­

szer jellemzőit *2=0.544-es kemény gömb pakolási aránynál 

kell számítani,azaz a fázisátmeneti pont felett,ahol már lé­

nyegesen pontatlanabbul viselkednek a kemény gömb rendszer 

tulajdonságait leiró kifejezések.Ha a párkorrelációs függ­

vényre a kevésbé pontos alakot,akkor ennek megfelelően már 

kisebb sűrűségeknél elromlik az egyezés.Érdekes,hogy kevés­

bé pontos szabad energia és párkorrelációs függvény haszná­

lata esetén az ellentétes előjelű hibák kompenzálódása miatt 

a számértékek nagyjából pontosnak adódnak.

Végeredményben megállapíthatjuk,hogy az általunk 

adott módszer kielégítő pontossággal és további számításokhoz 

kényelmes alakban szolgáltatja egy lágy gömb rendszer termo­

dinamikai tulajdonságait.Variációs módszerben való alkalma­

zása esetén két paramétere - & és s - szerint határozzuk meg
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a szabad energia minimumát,mely nem lehet nagyobb,mint a ke­
mény gömb rendszer használata esetén s=0-nál számitott érték.

1i

I.л О .
л $,$i 

'Ь' <?//
nr
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V. OLVADT FÉMEK KOHÉZIÓS ÉS TERMIKUS TULAJDONSÁGA INAK

SZÁMÍTÁSA

Ebben a fejezetben a kohéziós energia pszeudópoten- 

ciálos számítási módszerét és a folyadékok szabad energiájá­

nak variációs közelitését kombináljak reális fémes olvadé­

kok jellemzőinek meghatározására.Referencia rendszerként a 

kemény gömb eloszlást,az ion-elektron kölcsönhatás le Írására 

a /2.6/ alatti Ashcroft-potenciái Solt és Kollár által módo­

sított formáját [4]} használjuk,mely az potenciál paramé­

tert a sor elsőrendű tagjában az ion Pauling-rádiuszával te­

szi egyenlővé,mig a másodrendű tagban az v^X'Rp feltételezés­

sel él,ahol fémtől függetlenül >i=0.86.Ezen pszeudópotenciál 

a kristályos állapot kohézióját megfelelően leirja,s egysze­

rű alakja analitikus számítások végzésére nyújt lehetőséget. 

Mivel az olvadt fémek tulajdonságainak számolásánál a folya­

dék állapot meghatározására szolgáló módszerek a kevésbé pon­

tosak,ezért a kohéziós energia meghatározásánál "engedménye­

ket" tehetünk az egész számolás pontosságának lényeges meg­

változása nélkül.Olyan egyszerű alakú,közelitő dielektromos 

állandót keresünk,mellyel egy olvadt fém szabad energiája ki­

integrált »analitikus alakban kapható.A számítás nem csak a 

kisérletekkel megfelelően egyező eredményeket ad,hanem le­

hetőséget nyújt az analitikus alakú kifejezésekből egyszerű 

összefüggések származtatására is.

Először a dielektromos-állandó választására vonat­

kozó két egyszerű közelítést tekintünk át.

1.Elsőrendű perturbáció-számítás /?{í)=Q/

A kohéziós energia /2.6а/ kifejezése,és az /1.26/
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variációs feltétel szerint:

+ ErfK> 1- e£(R^ -T4r[s;(k.,t14 U<?)]- 2^ MJj)F-

Az /1.26/ egyenlet alakja:

2Л _ C 2 ^7/) ( Л - 7I7 
7*'4'U22/ (2-7)2 ilV T5"

ъ*

Э *2

Az egyenlet baloldalának értéke különböző fémekre kb. 0.Öl- 

О. 005, mely 0.54—0.56-os 7 értéket jelent.Ez lényegesen na­

gyobb a kisérleti 0.45-nél,melynek oka a nagyon meredek le­

futású Coulomb-szerü ion-ion kölcsönhatás,mely túl nagy ke­

mény magvat szolgáltat.A modell által adott tulajdonságok 

hasonló pontosságúak mint a szilárd esetben,azaz legalábbis 

alacsony-vegyértékű fémekre az elmélet megfelelő leírást 

nyújt.A Madelung állandó kisebb értéke miatt - a kísérletek­

kel egyezően - К kissé nagyobb,-£ és a térfogati modulusz 

/B=~ V§*tT/ kissé kisebb lesz a kristályos esetre számoltnál. 

A 3*táblázatban összehasonlítjuk a szilárd és olvadék álla­

potra számolt jellemzőket nátrium esetén.

Madelung- 
állandó B/kbar/R /ае/ -Е/ryd/a

670.4624.О7szilárd I.7919
olvadék

/számolt/ 62O.45I1.7623 4.13

olvadék
/kisérlet/ 520.4594.05

3.táblázat

Kohéziós jellemzők szilárd és olvadék nátriumra elsőrendű 
pszeudópotenciálos számitás esetén
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2.Thomas-Fermi tipusú árnyékolás / ?rF ( &) = P„F í о )/

A /2.8/ alatti dielektromos-állandó használata e- 

setén a /2.10/ kohéziós energia másodrendhen egzaktul megha­

tározható /függelék/.A polarizációs függvény megjelenése az 

1.pontban számoltakhoz képest két helyen jelent változtatást: 

részint a /2.12/ párpotenciál alakja más lesz,exponenciálisan 

csökkenő,részint a /2.13/ térfogati energia második tagja 

most nullától különböző,negativ értékű.A számitások szerint 

ez a két módosulás lényegesen megváltoztatja az eredményeket. 

A párpotenciál kisebb-7-t,és lényegében megfelelő szerkezetet 

szolgáltat.Az energia azonban lényegesen kisebb lesz,mint a 

kísérletekkel megfelelően egyező elsőrendű számolásnál.A tel- 

jes energia és a pakolási arány változását nátrium esetén a 

4.táblázat mutatja.

árnyékolás -E/ryd/

P=0 О.55 O.45I

P=P 0.42 O.5IOTP

4.táblázat

A pakolási arány és a teljes energia nátriumra különböző
árnyékolásokkal számolva

3.Közelitő dielektromos-állandó választása

Az előző két fejezet eredményeinek tanulsága sze­

rint a dielektromas-állandó kis k-ra vett értékei /melyet 

TF-féle árnyékolás jól közelit/ az olvadék szerkezetének meg™

a
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határozásában,nagy Ъ-ra vett értékei /melyet a polarizációs 

függvény nullához tartása miatt az elsőrendű számolás köze­
lit jól/ a teljes energia meghatározásában játszanak szere­
pet. így megfelelő leirást várha tűni: egy olyan függvényalak­
tól, mely kicsi és nagy 4 értékekre jó aszimptótikával ren­
delkezik.A legegyszerűbb ilyen kifejezés:

сГ= JZlÍ£ /5.М

ahol

4? tol____
' A-

JnЛ =í
4 + 0 0 4S~iT Síiir

<nr fe(T
?(4)-t nátrium esetén a többi polarizációs függvénnyel ösz- 

szehasonlitva a 10.ábra mutatja.

Wm) m Kp

ч
GV
/

3.

2.

ТГ
1.

/
HF

-L4»

1. 2.

10.ábra

Különböző polarizációs függvények nátriumra.GV Geldart-Vosko? 
HF Hartree-Fock,TF Thomas-Fermi, T az /5*1/ szerinti közelitő

függvény
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A legnagyobb eltérés a pontosnak tekinthető fH)/2.9a/ függ­

vénytől a tartományon van.Az ezen a tartományon a /2.12/

és a /2.13/ integrálokban elkövetett hiba azonban viszonylag 

kicsi,mert a 1^|= Co^(Av*) függvénynek ezen a tartományon 

zérus helye van.Ennek igazolására felhasználjuk az /5*3/ em- 

pirikus összefüggést,mely szerint /5. táblázat/ .

Az /5*1/ polarizációs függvény használata esetén 

a szabad energiát kiintegrált,analitikus alakban nyerjük.Az 

eredményeket a függelékben adtuk meg.A párpotenciál /FJ.l/ 

kifejezéséből és a 6.ábrán Na-ra felrajzolt görbéjéről le­

olvasható ,hogy exponenciálisan csökkenő taszitó maggal,nega­

tiv minimummal és oszcilláló farokkal rendelkezik,s igy min­

denképpen jobb közelitést ad,mint a Thomas-Eermi árnyékolás­

sal számolt párpotenciál /E2.1/.Az /5*1/ függvénynek nincs 

logaritmikus szingularitása a k=2kj, helyen,ezért nem ~-ös a 

lecsengése,s az oszcilláció periódusa sem pontosan 2kp.A fen­

tiek alapján megállapíthatjuk,hogy logaritmikus szingulari- 

tással nem rendelkező polarizációs függvény használata ese­

tén,pusztán annak nagy ^-ra történő nullához tartása miatt a 

számolt párpotenciái nagy távolságban oszcillálni fog.

A következőkben az analitikus alakú kifejezésekből 

egyszerű összefüggéseket próbálunk leolvasni.Először a szer­

kezeti energiára a /F3.3/ egyenletből közelitő kifejezést i- 

runk fel:

1 (- \Х/ Cö~st +■ 4 Í-P -V^'A b COAÍ ) fű C / 5-. 2/o.^2t

ahol a ó-vel jelölt mennyiség a kifejezés többi tagjaihoz ké­

pest lényegesen gyengébben függ 12-tól és értéke fémektől füg­

getlenül 1-nek választható.A kohéziót döntően befolyásoló 

és £ tagban egy gyorsan változó exponenciális függvényi*-r(
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Tolv/°W Vae/Гр/ае/ 3/c<fém GZ vrp
0.93

/2.45/0.66 8.3452 3-321 I.I34Li

0.64
/0.75/
0.öl'

/0.7V

10.14.05 0.851.796 3711Na

0.96 II.55.022.514 338К 1

o. 77
/0.67/12.65.36 1.0Rb 2.798 3121

0.83
/0.5/0.86 10.61.229 3.469242Mg

О.75I.07 9.41118 4. 241.8712Ca

07751.12 10.02.136 1042 4.63Sr 2

0768'10.69982.552 4.70 1.312Ba

0.75
/0.14/13.2I.399 692 2.99 1.13Zn 2

0.69
/0.21/Cd 594 3.36 1.З2 14.91.8342

0.83
/0.26/
~0

A1 О.945 933 3.12 0.84 16.43

303Ga I.I72 3.253 1.0 37

0777430 З.57 1.19 28I.53IIn 3

Ü7675761.796 З.70 I.35 22.3TI 3

ÜT7TЗЗ.5Sn 1.342 505 3.61 1.134

0.67
/0.63/600Sb 1.588 27-94 3.76 1.29

5.táblázat
Olvadt féméi: Pauling rádiuszánál:, olvadáspont j ának és atomi 
rádiuszánál: kisérleti értékei Ü42J , /Ä3I 
nálásukkal számolt empirikus összefüggések értékei./Az /5.5/ 
egyenlet jobboldaléinak kisérleti értékeit a táblázat utolsó

oszlopában zárójelbe tettük/

valamint a felhasz-!

argomentumában mindig a kombináció szerepel.Mivel ezen

mennyiség viszonylag kicsiny változása is az egyes energia-
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tagok jelentékeny módosulását eredményezi,ezért fémektől füg­
getlenül azt várjuk,hogy közelítőleg

$> p ■ » álian lo lb. Ъ I

Az 5»táblázat tanúsága szerint /5*3/ jól teljesül a különbö­

ző fémekre.

A szerkezeti energia /5*2/ alakjának felhasználá­

sával az /1.26/ variációs feltételből a

iАлр (-wco-vt 4- b ccot)

/514/

egyenletet nyerjük.Az egyenlet jobboldala ^ gyorsan változó 

függvénye,a baloldal pedig a fémre jellemző adatoktól függ. 
Az 5*táblázat szerint az egyszerű fémekre értéke 10 és 15 

közöttvan,mely 0.4-0.45 körüli -*2 értéket jelent,s egyúttal 
reprezentálja <i állandóságát a különböző fémekre.

Újabb egyszerű összefüggésre juthatunk,ha az /5*4/ 

egyenlet mindkét oldalát az olvadási görbe mentén a hőmér­
séklet szerint deriváljuk,s felhasználjuk a Lindeman-törvény 

folyadékokra érvényes alakját / ö¥I0I„~Q/:

4- = 4-óíT -!=-d * n> *t
I S'. SI

ahol

<4 = А b- -j- i 4 ^ ( 'l + toot w 4 w co-^t 1 
-4 )V/ Со

hőtágulási együttható 

izotermikus kompresszibilitás 

olvadáshőL

olvadásnál bekövetkező relativ térfogatváltozás .aV

Az 5«táblázatból látható,hogy a /5*5/ összefüggés az alkáliak 

esetén /ahol a Lindeman-törvény is elég pontos/ jól teljesül.
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Kevésbé jó az egyezés a nagyobb vegyértékű fémeknél,ahol a 

Lindeman törvény is kevésbé pontos./ (dyld'T) 

a 8.táblázatban/, /az V.l. fejezetben leirt elsőrendű közelí­

tés esetén fémtől függetlenül<*=1 adódik,mely igen távol van 

a reális értéktől/ Az /5*5/ összefüggés fennállása egyúttal 

azt jelenti,hogy az olvadási görbe mentén a mennyiség ál­

landó,mely összefüggés az /1.28/ szerinti *£(:?) alakú 

"lágy gömb" rendszer esetén egzaktul igaz.így /5*5/-Ъо1 a 

Lindeman törvényt követő alkáliakra meg lehet állapítani,hogy 

párpotenciáluk az d=4-5 paraméterű lágy gömb potenciálhoz áll 

közel,mely eredmény jól egyezik a kísérleti becslésekkel!/!] •

értékeit lásdots/

4.A kohéziós és termikus tulajdonságok meghatározása

Az /5-1/ szerinti árnyékolással számításokat vé­

geztünk fémolvadékokra az olvadáspontjuk közelében /6.táblázat/. 

A nyert kohéziós jellemzők mindazon fémeknél jó egyezésben 

vannak a tapasztalattal,amelyekre az egyszerű pszeudópoten- 

ciál közelítés alkalmazható.A termikus tulajdonságok esetén 

jelentkező nagyobb eltérések oka valószínűleg a kemény gömb 

közelítés pontatlansága.A számított és a kísérleti eredmé­

nyek között nagyobb eltérés van a Zn és a Cd valamint a na­

gyobb , három-négy vegyértékű fémekre»melyekre a pszeudópoten- 

ciál közelítés nem ad jó eredményt.

Tájékozódásképpen néhány fémre /Na,Mg,Al/ elvégez­

tük a számításokat а /2.9а/ alatti pontosnak feltételezett 

árnyékolással is.A 7»táblázat szerint a kohéziós jellemzők 

lényegében változatlanok maradnak,mig a termikus tulajdonsá­

gok erősen változnak.Várhatóan a termikus tulajdonságok kie­

légítő pontosságú számolására csak akkor van mód,ha a kemény 

gömb rendszer helyett más,lágyabb potenciálú eloszlást válasz-
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-Е/ryd/ В/kbai/RA/ae/fém "9
18. 9 

/27.З/
0.565

/0.517/
108 175З.29Li 0.40 / 91/ /164//3.32/

11.2
/13.0/

О.455
/0.459/

46.7 250
/52.3/ /237/

4.17
/4.05/Na 0.42

6.60. 580 
/0.388/

5.05 24.2
/26.2/

259К 0.44 /268/ /7-6//5.02/
5.90.359 

/О.371/
20.0 280 

/20.3/ /272/
5.380.45Rb /6.9//5.36/

О.ЗЗЗ 
/о. 34-7/

4.614.8 286
/14.5/ /283/

5.84
/5.79/Cs 0.46 /5.7/

3.60
/3.46/

102217 21.6
/35.2/

1.848
/1.779/0.38Mg /207/ /167/

85 110 9.94.47
/4.24/

1.475
/1.455/Ca 0.38 /162/

119 8.84.75 1.374 74
/1.354/Sr 0.41 /4.63/ /НО/

5.18 
/4.70/

661. 25О 
/1.254/

121 7.З0.44Ва / 83/
3-81

/2.99/
1.734

/2.109/
150 112 23.1

/56.0/0.42Zn /400/ /177/
111 '

/313/
I.5O4

/1.988/
136 14.8

/44.8/
4.32

/3-36/Cd О. 46 /134/
3.20

/3-12/
4.512

/4.159/
698 34.3540.40Al /114/ /47.9//430/

99 53.44.056
/4.415/

4953.490.53Ga /455/ /100/ /57.5//3.25/
З.512

/4.055/
З.94

/3.57/
293 110 38.1 

/115/ /39.2/0.53In /330/
105 23.О

/36.8/
3.219

/4.278/
2354.23

/3.70/0.53TI /115//263/
6.527

/7.078/
5О7 90 48.3

/68/ /32.9/
З.75О.49Sn /3-61/ /370/
4.00 5.952 419

/3.76/ /7.251/ /286/
36. 3980.52Pb /123/ /37.2/

6.táblázat
Folyékony fémek kohéziós és termikus tulajdonságai az 
/5.1/ alatti árnyékolással számitva./ ^ pakolás! arány, 
Ra atomi rádiusz,n teljes energia,В térfogati modulusz,
ß térfogati hotágulási együttható, **termikus nyomás.

A kisérleti adatokat zárójelbe tettük./
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A4o‘(4) y.(bf)R^/ае/ -Е/ryd/ B/kbaryfém *2

I5.9ЗЗО0.44 0.458 51.04.I3

46.7 23О 11.20.42 0.455Na 4.17

4.О5 13.О0.459 52.3 237

70 14.50.46 I.925 212З.44

102 21.60. 38 3.60Mg 2171.848

55.2207 1673.46 1.779
18.1780 25O.50 2.98 4.838

54 З4.З0.40 4.512 698З.20A1

4.159 43О 114 47.9З.12

7.táblázat
Az árnyékolás hatása a kohéziós és termikus tulajdonsá­
gokra különböző vegyértékű fémek esetén./1.sor а /2.9а/ 
alatti pontosnak tekinthető árnyékolással,a 2.sor az 
/5*1/ közelitő kifejezéssel számított érték.A harmadik 
sorban a kisérleti adatok láthatók (42] , Í43] •/

tűni: referencia rendszernek.Valószínűleg a IV.fejezetben 

tárgyalt "lágy gömb" eloszlás jobb eredményeket szolgáltat.

Végül megemlítjük,hogy az itt leirt analitikus szá­

molás általánosítható keverékek esetére is,s várhatóan több, 

koncentrációtól is függő összefüggés leolvasására ad lehető­

séget.
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VI. A SZILÁRD-FOLYADÉK FÁZISÁTMENET

Az előző fejezet /5*5/ összefüggésének levezeté­
sénél már feltételeztük,hogy az olvadási folyamatnál folya­
dék fázisra a Lindeman törvény érvényes.Éhben a fejezetben 

általánosabban foglalkozunk az olvadás kérdésével.Először 

megmutatjuk,hogy a Lindeman törvény szilárd és folyadék fá­
zisra érvényes alakja levezethető abból a feltételezésből, 

hogy az entrópia nem ideális része az olvadási görbe men­
tén állandó.Ezután a Lindeman törvény érvényességét vizsgál­
juk meg különböző fémek esetén szilárd és folyadék fázisban. 

Végül a kemény gömb rendszer szilárd fázisának szabad ener­
giájára Írunk fel egyszerű kifejezést a pakolási arány függ­
vényében, melynek segítségével meghatározzuk a kemény gömb 

rendszer fázisátmenetének paramétereit.

1.A Lindeman törvény érvényességének vizsgálata
szilárd és olvadt fémekre

Az olvadásra vonatkozó egyik legrégibb empirikus 

elmélet Lindemantól származik 1.44].Ennek értelmében különbö­
ző anyagoknál a relativ kitérés négyzetes átlaga az olvadás­
ponton azonos,s ezen mennyiség értéke az olvadási görbe men­
tén is változatlan marad.Ismeretes a Lindeman törvénynek az 

olvadék fázisra vonatkozó analogonja is [45],mely szerint az 

olvadékhoz választható ekvivalens kemény gömb rendszer ^ 

pakolási aránya állandó az olvadási görbe mentén.A követke­
zőkben megmutatjuk,hogy a két állítás egyszerűen következik 

abból a feltételezésből,hogy a nem ideális entrópia állandó 

az olvadási görbe mentén a két fázisban.Variációs közelítést 

alkalmazva /1.27/ szerint a nem ideális entrópia közelitő ér-
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télre éppen a referencia rendszer entrópiajónak nem ideális 

részével egyezik meg.így ha az olvadék fázisra a kemény gömb 

referencia rendszert választjuk,akkor:
j» Л1 IC. 41- s ■ 4,

Szilárd fázis esetén pedig az izotróp,harmonikus rezgéseket 

végző oszcillátorok rendszerét választva /függelék/:

S £2 - + ^coít. 16.2 I

ahol cT=)^-7 a relativ kitérés négyzetes átlaga,s a konstans 

az oszcillátorok csatolásától függ.

/6.1/ és /6.2/ szerint a nem ideális entrópia ál­

landósága <2 és állandóságát jelenti és viszont,s igy a 

Lindeman törvény érvényességét egyszerűen az Smennyiségen 

keresztül vizsgálhatjuk.Ь -nek az olvadási görbe menti hő­

mérséklet szerinti deriváltja könnyen kifejezhető más fizi­

kai mennyiségekkel:

c*
ii/ - 4 T á 3t|0U V íeft V R /С.З/=

/cv állandó téfogaton mért fajhő,b térfogati modulusz, 

olvadáspont, y„-(|c]v termikus nyomás/ /6.3/-Ъ61 C állan­

dóságéinak feltételezésével következik a Lindeman törvény más 

megfogalmazása,mely szerint az olvadási görbe meredeksége:

T

ЪtvIfi = i&'2 ь . y 
эти ^ ^ T ■ X'

s ezen összefüggésnek mind a szilárd,mind az olvadék jellem­

zőkkel számolva igaznak kell lennie.A /6.4/ összefüggés ha­

sonló a korábban szilárd fázisra Gilvarry által felirt e- 

gyenlethez [46] :

1С.Ч1
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f?L ^
[Щ-г]

üe I /ЦU /? nv
Э/^ /S2/ f?L1*1 этэт |al„

ffe]
ЭТFém fel
“0 • 08-0.070.110 0.1090.117Na

-0.09-0.0 70.056К 0.057 0.061

-0.12-0.130.051 0.047Rb 0.046

-0.04Cs 0.039 0.038 -0.080.037

0.160.288 0.3310.176 -1.14Cu

0.07-1.200.121 0.222Ág 0.210

0.110.222 0.293 -0.270.267Zn

0.22Cd 0.166 0.191 0.234 -0.21

0.261 0.420.175 0.260 0.40Hg

0.300.157 0.180 0.237 -0.22Ál

0.120.2640.236 0.238 -0.01In

0.090.158 0.181 0.196 -0.18TI

-0.010.242 0.324 0.321 -0.39Sn

0.430.141 0.121 0.182Pb 0.19

8.táblázat
Az olvadási görbe meredeksége normál nyomáson folyadék/F/ 
és szilárd/SZ/ fázisból számitva,valamint a kisérleti/K/ 
értékek [423 , [43]; [47] különböző fémekre.Az t és a J Lin- 
deman paramétereknek az olvadási görbe mentén és állandó 
térfogat mellett vett hőmérséklet szerinti deriváltjainak 
aránya.

äe 4
ov, т k)

cv
ahol a Grüneisen állandó.
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Konkrét fémekre vizsgáltuk /6.4/ teljesülését»va­

lamint a cT és az 2 Lindeman paraméterek állandóságát.Ebből 

a céldói az olvadási görbe mentén vett deriváltakat az állan­

dó térfogat mellett vett deriváltakkal hasonlítottuk össze, 

felhasználva hogy:

2£"'| 
ЭТ L C*T Ipi^

9T lv

9fii 9Tlei„olv/
9 сГ IIfi, ai-1.

ЭТ »</ эти

ahol

9T l¥ ' U( fel ' I) T

A normál nyomás esetén nyert eredményeket a 8.táblázat tar­

talmazza.Az egyes számolt kifejezések erősen függnek a kí­

sérleti értékek pontosságától,igy csak általánosságban te­

hetünk kijelentéseket.Megállapítható,hogy a Lindeman tör­

vény szilárd fázisra általában jobban teljesül,mint az ol­

vadékra .Ennek valószinü oka az,hogy a szilárd fázis szerke­

zetének alapját képező szabályos kristályrács a jellegét 

kevésbé változtatja meg nagy nyomások esetén,mint a pilla­

natnyi körülmények hatására jobban módosuló folyadék szer­

kezet.A 8.táblázatból kiolvasható másik következtetés, 

hogy a Lindeman törvény az olvadékok közül csupán az alká- 

liakra jelent jó leirást,réz és ezüst esetén nem teljesül, 

a többi fémre pedig csak erősen közelitő érvényű.Ezen álli- 

tás valószinü magyarázata az,hogy a bonyolultabb elektron- 

szerkezetű és nagyobb vegyértékű ionok esetén az optimális 

lokális rend /és ezzel együtt az entrópia/ jobban változik 

a nyomás növelésével,mint az egyszerű szerkezetű,s igy ki­

sebb változatossággal biró ionokból álló fém esetén.

Nátrium esetén nagyobb nyomások esetén is vizsgál-
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dr ГкьсЛ
dT L -К J

ОД

RiSí-rla.t

Olvade-K 

$2 i laríl0.1 S'

0.1

■*» рГ Ítbar3J-

sо 10

11.álra
A Lindeman törvény /6.4/ alakjának vizsgálata nagyol! nyo­

mások esetén nátriumra.A kisérleti adatok forrása [48] .

tűk a /6.4/ összefüggés teljesülését.A 11.álra tanúsága sze­

rint a Lindeman törvény nagyolt nyomások esetén is hasonló 

pontosságú leirást nyújt,mint p=latm-nál.

2.Az olvadási entrópia AV->G határesetlen

Nátrium és argon esetén az olvadási entrópiát /a 

két fázis entrópiájárnak különbségét/ a reletiv térfogatkü- 

löntség függvényélen átrázolva /12.álra/ megállapítható [49] , 

hogy ezen két különböző kristályszerkezeti anyag esetén a
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áv

О 15

О 10

С 05

ASо.
0.5 о.-} 1-С 1.5 2.0

12.ábra
Az olvadási entrópia az olvadásnál bekövetkező relativ tér­
fogatváltozás függvényében argon és nátrium esetén [49] .

4SUV) függvény azonos alakú,s a av->0 határesetben extrapo- 

lált értéke közel .

Ezen kisérleti tény magyarázatához határozzuk meg 

a /6.2/ egyenletben szereplő konstans értékét az oszcilláto­

rok különböző csatolása esetén.A független oszcillátorokkal 

dolgozó Einstein-modell esetén a nem ideális entrópia:/füg­

gelék 4./
C IC.5Í
h

Ez a modell egy olyan ideális gáznak felel meg,ahol a "sza­

bad térfogat" <u»-gak egyezik meg.Az egymáshoz csatolt osz­

cillátorokat leiró Debye-modell esetén:

IQ.Cl- ui

A korreláció miatt az entrópia lecsökkent.Ugyanis bár egy if

részecske ugyanakkora szabad térfogattal bir,mégis az egész;/,J • V
ГГ О !

•П '"'J i
J

■ // 
/ V-V

'■•’Of
■^гг тт-"- ' '
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rendszerre vett időátlag kisebb lesz,hiszen a korreláció 

miatt ha egy részecske kitérése nagy,egy másiké ugyanabban 

az időpontban kicsi.

A /6.5/ és /6.6/ összefüggéseket az olvadási ent­

rópia becslésére próbáljuk felhasználni a ^0 esetben.Mi­

vel ekkor a két fázis termodinamikai jellemzői 

zonosak,feltehető hogy az /^*7 mennyiséget meghatározó loká­

lis környezet sem különbözik számottevően,s igy a két

fázisban közel egyenlő.A továbbiakban kihasználjuk azt a 

tényt,hogy a folyadékban a részecskék a többi átlagos poten­

ciálterében rezgéseket végeznek,ezen rezgések sokkal gyor­

sabbak,mint a részecskék transzlációs mozgása,és az egyes 

oszcillátorok között nincs hosszútávú kölcsönhatás.így a fo­

lyadék fázis entrópiájára jó közelitésként a /6.5/ szerinti 

Einstein-modellből adódót választhatjuk.A szilárd fázis ent­

rópiájának leirására a /6.6/ kifejezést has ználjuk.Ezzel ma-

dS(^v-5ö) 5= összefüggést.Vagyis szilárd

és olvadék állapotban az <k*7 mennyiség azonos,és a szilárd 

fázis kisebb entrópiájáért az oszcillátorok közti korreláció 

a felelős, / mely a szabályos kristályszerkezet következménye/.

a-

gyarázni tudjuk a

5»Fázisátmenet a kemény gömb rendszerben

A kemény gömb rendszer szilárd fázisára a /6.6/-ban 

szereplő mennyiség egyszerű geometriai meggondolásokból 

közelítőleg meghatározható.A 13.ábráról leolvasható módon:

»Ос,".-,"']/o'> líJlHí
/2^<=°*7é- a pakolási arány szoros illeszkedés esetén./ A 

/6.7/ összefüggés annál jobban teljesül, mennél szorosabb a 

pakolás,azaz mennél kisebb az^' mennyiség./6.7/-et /6.6/-ba
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\

I

13. ábra
A kemény gömb rendszerben lévő átlagos szabad térfogat

közelítő meghatározása

helyettesítve:

I i. Sl

így ismerjük a kemény gömb rendszer szilárd fázisának szabad 

energiáját is a pakolási arány függvényében.A /6.8/-ból kap­

ható állapotegyenlet:

j
1 - ( ) 3 \ Oma« J

mely azonos a cella elméletből adódóval [50].Ez a számitógé­

pes kísérletek eredményeivel való összevetés szerint megle-
/ Vjhetősen pontos leírást ad,különösen az A,1 «A esetben. 

A /6.8/ összefüggés külön előnye,hogy az entrópia konstans 

értékét is megadja.

A szilárd és folyadék fázis szabad energiájának 

ismeretében kiszámítottuk a kemény gömb rendszerben számi-
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"kísérlet" [2]számított

0.6670.662ih í o'v )rr\CLX

0.736О.747<lí<l (szil.)

,P*- 8.278.425C =

0.128 O.IO34V/V5

1.161.37

9.táblázat

A kemény gömb rendszer fázisátmenetének paraméterei

tógépes kísérletekkel talált fázisátmenet paramétereit.A 

9.táblázat szerint a számolt értékek /különösen a sűrűsé­
gek és a nyomás értékei/ meglepően jó egyezésben vannak a 

"kísérleti" adatokkal.Ez az egyezés áttételesen a /6.8/ ösz- 

szcfüggés pontosságát is igazolja.
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ÖSSZEFOGLALÁS

Dolgozatunkban az egyszerű folyékony fémek szer­

kezetével ,termikus és kohéziós tulajdonságainak vizsgálatá­

val foglalkoztunk.Módszerünket az jellemezte,hogy közelitő 

számitási eljárásokat vizsgáltunk illetve fejlesztettünk ki, 

meghatároztuk az egyes jellemzőket döntően befolyásoló té­

nyezőket ,majd az általunk javasolt módon konkrét anyagokra 

végeztünk számításokat.

Az Ashcroft és Langreth által az ekvivalens kemény 

gömb átmérő választására adott empirikus formulát a variáci­

ós elvből kiindulva levezettük,s megállapítottuk,hogy a fo­

lyadékok szerkezetéről sok információt hordozó "egy ütközés- 

re jutó átlagos kinetikus energiacsere” értéke a sürü folya­

dékokban lévő többszörös és nem centrális ütközések és a 

vonzó kölcsönhatás'miatt nagyjából ugyanaz,mint az ideális 

gázban.Rámutattunk az AL-formula által szolgáltatott rossz 

hőmérsékletfüggésre,mely az általunk adott képletben már lé­

nyegesen javul,s amelynek felhasználásával nyert fajhő jól 

tükrözi a folyékony fémek fajhőjének átlagos tulajdonságait.

Megállapítottuk,hogy a kemény gömb eloszlás pár­

korrelációs függvényének ismeretében - a kemény gömb rend­

szer korrelációs függvényei közti összefüggések miatt - egy 

reális folyadék szabad energiáját CHs4) maximális pontosság­

gal lehet meghatározni /s a lágyságra jellemző paraméter/, 

és minden további két korrelációs függvény ismerete két rend­

del javitja az elérhető pontosságot.A fentiek alapján megha­

tároztuk egy "lágy gömb" referencia rendszer tulajdonságait, 

melynek segítségével pontosabb közelitő számítások végezhe­

tők reális folyadékokra.
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A szerkezetet és a fémes kohéziót döntően befolyá­

soló dielektromos állandó vizsgálatából megállapítottuk,hogy 

kis t-га vett értékei a szerkezetet,nagy -k-ra vett értékei 

pedig döntően a kohéziót határozzák meg.Az általunk javasolt 

közelitő dielektromos állandó felhasználásával fémes folya­

dékokra végeztünk számításokat,mely analitikus kifejezések 

megfelelően leírják a reális folyadékok szerkezetét.kohéziós 

és termikus tulajdonságait.A szabad energia analitikus alak­

jából egyszerű összefüggéseket tudtunk leolvasni egy fém Pa- 

uling-rádiusza és Permi-hullámszárna között,magyarázni tudtuk 

a pakolási arány fémektől függetlenül közel állandó voltát, 

és a Lindeman törvény teljesülését fémes olvadékokra.

A befejező részben a szilárd-folyadék fázisátmenet­

tel foglalkoztunk.Megmutattuk,hogy a Lindeman törvény szi­

lárd és folyadék fázisban való teljesülése annak következmé­

nye,hogy az entrópia nem ideális része a két fázisban az ol­

vadási görbe mentén állandó.A Lindeman törvény új megfogal­

mazását adtuk és megvizsgáltuk ennek teljesülését.Az azonos 

térfogaton bekövetkező olvadás esetén az olvadási entrópiát 

a két fázisban a részecskék közötti különböző mértékű korre­

láció következményeként értelmeztük.Kemény gömb rendszer e- 

setén a szilárd fázis szabad energiájára közelitő kifejezést 

irtunk fel,és segitségével meghatároztuk a rendszer fázisát­

menetének paramétereit.

Végül megemlítjük,hogy az itt felirt számítások 

még több ponton folytathatók.így elsősorban a lágy gömb re­

ferencia rendszer felhasználására»valamint a 4.fejezetben le­

irt analitikus számitás keverékekre való általánosítására 

van lehetőség.
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FÜGGELÉK

l.A /3*3/ kifejezésben szereplő arányossági tényező

dí-2) I F11/ípl *2) =
Z Д1 a., (^.p)
1 = 0

ahol:

^3
о - 0 ^ ~ S Q* WO "Л

Ha ^ az átlagos iontávolsággal egyenlő,akkor ^m=0.74.Továbbá:

- V <- p+ -1
á(i)l=-----^ ~-S---

L 4(2^) <2t = 1

6
(1-2^

42аг
( pt2.) í p + Л-)Л-*1 ( pt3>)(|£>+2)(p-H)

3>6_ ryM * ^ -HS y2 )
(-1 - 2 )a

ач
(p + Ч)(рт2>Хр+2Хр+ 1)

6'.- 3-n*)<4* 2' (pti )(pf4)(pt3')!p+-2 )(p-t-1)

G !
c w-q) (pté)(p+5')(pt4)(pt3)(p+2 )(p+ -1)

Az /FI.1/ kifejezést függvényében a 7.ábra mutatja.
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FÜGGELÉK

2,Kohéziós tulajdonságok Thomas-Fermi árnyékolás esetén

A /2.8/ polarizációs függvényt a

ИP,.-
TF Hat**

alakha Írjuk,ahol a Thomas-Fermi hullámszám.A párpotenciál:

-72 1 Är orИ + If гмUÍ-Y ) =

A térfogati energia:

г г(о1
rU4 = t íí.

г г.2_iJ t 2____
4 s И e ) 251 4?

A /2.13/ integrál az /1.16/ összefüggés szerint elvégezhető:

З.Д - *■ 'i j- c>\ 1 fc t -/ К
_Q_ 2

■12 2 If хг ~hS gH-p) x1 ^ ^ gV ~ *н 2 g)
Г I 'Н’3’2')* + 4 +2^

X = d í i

ahol d a kemény gömb átmérő.

3»A kohéziós tulajdonságok közelitő ?* használata esetén

A polarizációs függvényt az /5.1/ összefüggés ha­

tározza meg.A párpotenciál:
o2 i .i'éfobojit 21 г ц I 3- +■ 2Í,rV-ü *f

[2t f (orf2orc) • 2 fepüovnt J t- 

OT.VO. j. 2t + Í-У 2 if OlKL

. UUÜ —
■'»гю. 11

'Yj 6- coot

/F3.llУt- _o~.TXi bfF~'ba.4-

ahol: N

\ cT.-lib!co-b2t -2r = Í5T iF G cT



- 84 -

A térfogati energia:

i -f Ь^м-> j-4vj,-^^t) 2lni ^ ) l -
i 'H^2t \ 4J2 Plo)

/F3 2 I

= £'/> . ZjL iE *4

Mivel az uM párpotenciál Yukawa-potenciálok összegévé ala­
kítható át,ahol a kitevő mind valós,mind komplex lehet,ezért 

a /2.13/ integrál /1.16/ felhasználásával elvégezhető:

I Zf (-at) t
^ (-it -f ^|?рП, Ь "nn t ) Í 

^ (-2t 'HÍF■Yob'^t)|

d’ZÍ\ JL
2 ál 2 tE S2«.ri'~

Ц Í? |T *Vlr Ciy^t+ <L /FV3/

- ^ 4 1* •Yu tr úsot+ «.
Ahol:

?b> • Ll - 7сг t

■ Q- ~ oo-s ( A t +) -f- M + 2 ^ ) \*/ e<>~> ( t + ^ )

t = (H f (4 (t + ^)v*/

С = A2y[M-2y) + ( 4 + 7] ve/co^t ^ <z.'x'cc,^t | ve/'co-»^ + \>oovint)t

-12

("bt + ^ ->tKit ) f-

+ (лА-у) w'u.^>(2 t + ve/ ^4) -MS 2ге</ Со э( t + w-**t)

I’ (^ \к/ Co7>t= 12*2 1*1 + 2 °t,a^ ~t

+• G '*/lr,Lrx (2t t ) -f A .$ »2* ve/ '-vn l1 + t)~W OtKi

\0 ~ d - le t
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FÜGGELÉK

4.A szilárd fázis nem ideális entrópiája

Annak valószínűségét,hogy egy izotróp oszcillátor 

kitérése u a Gauss-eloszlás határozza meg J5lj :

*11 ü 1 = f——
. Ь*<иг>

Az entrópia:

S ^ß ^ Zn nlu-') • niw-l ci ч.

s innen egyszerűen:

S°' = 4 cnit

a relativ kitérés négyzetes átlaga.

A frekvencia-spektrum legyen fhu) .A kitérés négyze­

tes átlaga és az entrópia kifejezése magas hőmérsékleten[523 •*

ahol

Ä5

( 1Ь>>
J oo2
b

<^>* |;Vr 

S = 34, J (<t-

/FH.1I

IFH.2/

Továbbá Gauss-eloszlás esetén:

b/2 I F 5. ?> j(<u‘>) • 4.22 S = <UV

így /F4.1/,/F4.2/ és /F4.3/ felhasználásával kapható,hogy:

sí _ о ^ -
5 ~ ^ 03 O. 02^ - 3

ahol:
<30 oo

3=7 f [ i 2e*'“
a

J (uu ) d oo
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Az 4 mennyiség az oszcillátorok közti korreláció mértékét 

méri, és б к О.

Einstein modell esetén:

| (ко ) = СУ ( - Uj £ )

1 =0

Ú. *2
Debye modell esetén:

*U-)« ^
wo

i i Ä o. 45

Í£L ^ ОЛ& ~ ’>U -я?1?'te»

:J

^ h V *// ■•’ il'U 7 0?,. $&k
4v" *öz?o'f'''&/2

№ ' í1 ?

"l"t4............
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