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BEVEZETES

A félcsoportok elmélete a matematikanak egyik legujabb
aga. Az elsd, kizardlag ezt a témakodrt targyald kézikoényv [3]
1861-ben jelent meg. A funkcionalanalizis és a topologia egyes
teriletein mar korabban is sziukségesnek mutatkozott bizonyos
specialis felcsoportok targyalasa. Az elmélet gyors fejlddés-
nek indult, megtértént az algebrai alapok lerakéasa. '

Az egyik legfontosabb terilet a félcsoportok kongruenciai-
nak vizsgalata. Mig csoportok esetében egy kongruenciat egyér-
telmien meghataroz az az osztaly (normalosztd), amely az eg?-
ségelemet tartalmazza, addig félcsoportok esetében a helyzet
bonyolultabb. Mivel minden félcsoport homomorf képe valamely
szabad félcsoportnak (és minden homomorfizmus egy kongruencia-
relaciot hataroz meg), kitintetett szerepe van a szabad fél-
csoportok kongruencia-relacidinak. A jelen munka arra ad elja-
rasokat, hogy - bizonyos esetekben - a generédld relacidk isme-
retében hogyan lehet a vizsgalt félcsoportot a szabad félcso-
port bizonyos kituintetett elemeivel reprezentalni. Megvizsgal-
Ja a targyalt félcsoportok ideal-struktarajat, meghatarozza a
néveld elemeket és egyes esetekben nem-trivialis automorfizmu-
sok létezését.

Készénetet mondok Dr.Megyesi Laszld egyetemi docensnek,
amiért rendszeres konzultaciokon megismertetett ezzel a teru-
lettel, és a jelen munka megirasara 6sztdénzdétt. Munkahelyem
(MTA GGKI) lehetévé tette a disszertacid elkészitését, amit

most megkdészoéndk.

Sopron, 1988. januar



1. Kongruenciarelaciok, homomorfizmusok

Tegytk fel, hogy az S halmaz elemei ké6z6tt a X mavelet van
értelmezve, azaz S egymiveletes struktura. Definialjuk az S1
struktarat a koévetkezdoképpen. Ha S tartalmaz (kétoldali) egy-
ségelemet, akkor legyen Slzs, egyébként pedig legyen 81=SU{1},
tovabba xk1=1%x=x (xESl).

Ha K tetszdéleges nemires részhalmaza S-nek, akkor a 1eg;
szukebb, K-t tartalmazo részfeélcsoportot <K>-val jeloljik. Ez
nyilvan az o6sszes, K-t tartalmazd részfélcsoport metszete. Ha
<K>=S5, akkor azt mondjuk, hogy K generalja S-et.

Tegyik fel, hogy Si és Sg9 egymiveletes strukturak. Az x,y€Sy
elemek szorzatat jeldlje xy, az x,y€Sp elemek szorzatat pedig
x¥y. Ha a j: 81-->89 leképezésre teljesul, hogy

(xy)H = xpuxyp (x,y€S8q),
akkor -t homomorfizmusnak nevezzik. S; elemei koézdétt bevezet-

Juk a koévetkezd p reléacidt: xpy ha xpu=yj.

1.1 Tétel p kongruenciarelacié. (Nevezzik p~t a p-hdz tartozo
kongruencianak.) A p szerinti kongruenciaosztalyok halmazat
Jjelolje Sl/ﬁ. Az a€ESy elemet tartalmazd osztalyt jeldlje ap.
Vezessuk be Sy/p-ban az alabbi miveletet:

(1) ap bp =(ab)p.

Az (1) mivelettel 51/p olyan egymiveletes struktura, amely
izomorf Sg-vel. Ha K tetszdleges p-osztaly és x€K, akkor le-
gyen Ky = xit. Ekkor % izomorfizmus Sl/p—rél So-re. Ha Sy fél-
csoport, akkor 8o (és igy S1/f is) szintén félcsoport. |

Ha p kongruenciarelacidé az S egymiveletes strukturan, akkor

legyen p#:s-->S/P az a leképezés, amely minden S-beli x elem-
R #

hez az x-et tartalmazd p-osztéalyt rendeli hozza. Ekkor ¢ ho-

momorfizmus: a p-hoz tartozd természetes homomorfizmus.



Legyen p, tetszéleges relacio az S egymiveletes strukturan,
és legyen p az Osszes olyan kongruencia metszete, amely tartal-
mazza Po-t. p-t a p, altal generalt kongruenciarelécionak ne-
vezzuk.

Ha p tetszdleges relacid, akkor P-l Jelentse p ellentettjét:
X 9-1 y ha yix. Jelélje e az egyenléségreldcidt: xey ha x=vy.

Legyen p, tetszbéleges relacid az S félcsoportban, p1=p U P;
Ue, és a fo altal generalt kongruenciarelacié legyen . Defi-
nidljuk a pg relacidt a koévetkezdképpen: a Po b ha van olyan
c,dES és x,y€Sl, hogy

a=xcy, b=xdy és ¢ pq d.
Azt mondjuk, hogy a-t b-bdl (vagy forditva) elemi p,-atmenet-
tel allitottuk eld. o nyilvan reflexiv, szimmetrikus és kom-
patibilis; tovabba poEr1EroGP. fo tranzitiv lezarasa pg:
a pg b ha van cj, c5,...,ch€S, hogy a fg c1, ¢4 P2 C2, ...,
¢y Pp b. Kapjuk, hogy fo=p. EbbSl kévetkezik, hogy afb
akkor és csak akkor, ha b eldallithatd a-bol véges sok elemi

Po-atmenettel.



2. Szabad félcsoportok. Generald relacidk.

A biciklikus félcsoport.

Legyen X tetszdleges nemires halmaz. Nevezzik X elemeit be-
tiknek. X-beli betliknek egy véges sorozatat szoénak nevezzik.
Legyen Fy az X-beli szavak halmaza. Fy elemei kozétt az alabbi
miveletet értelmezzik: Ha x=(xy,...,X%Xy) és y=(¥1,...,¥q), akkor
szorzatukat egyszerien egymasmelléirassal képezzik: '

Xy=(X1, . X)) (V1o o5 ¥p)=(X1s 0 o 1 Xy V19 e - -5 Yn)
Ezzel a mivelettel Fy félcsoport: az X altal generalt szabad
félcsoport. Ha uéX és az egy betiibdl alld (u) szét u-val je-
16130k, akkor (x31,x9,...,%Xp)=x1x9...X,. Az xj-ket az x elemi
tényezdinek nevezzik. x hossza elemi tényezdinek szama: |x)=m.
F% egységeleme 1, 11!=0. Ekkor teljesul, hogy !xyi!=l!x!|+|y!}.
Ha x=x1x9...%x, és 12i£jin, akkor beszélhetunk az i,Jj indexek-
hez tartozd (i,Jj)y részszorol, melynek értéke x3xj41...Xj.
Az (i,i)y részszdt roviden (i)y-el jeléljuk. Ha u és v rész-
szaval x-nek, akkor usv jelentse azt, hogy indexeik megegyez-
nek; u=v pedig jelentse azt, hogy értékik ugyanaz. (u=v -bél
koévetkezik, hogy u=v, de a forditott allitéas nem igaz.) x 6sz-
szes részszavainak halmazat jelélje Sy. Legyen u=(i,Jj)y és v=
(k,1)y. ucv jelentse azt, hogy v tartalmazza u-t, azaz k<i és
J£1. Bevezetjuik az ufive(max(i,k),min(Jj,1))4 jeldlést is. u és
v diszjunktak, ha unv=@.
2.1 Lemma Legyen S tetszdleges félcsoport és p, tetszdleges
lekepezése X-nek S-be. Ekkor v, pontosan egyféleképpen ter-
Jeszthetd ki Fy-re olymbédon, hogy a kapott p:Fx-->S leképezés
homomorfizmus legyen. |
Bizonyitas Ha egy v homomorfizmus X-en megegyezik p,-al, akkor
x3€X esetén

(1) (xlxz---xm)vz(x’l*’o)(xzy’o)---(xmtpo)-



Tehat legfeljebb egy ilyen v homomorfizmus lehet. Masrészt (1)
v definicidjanak is tekinthetd, és az igy definialt ¢ nyilvan

homomorfizmus.

2.2 Tétel Legyen p, tetszdleges relacidé Fy-en, éé a po altal
generalt relacidé legyen #. Legyen S tetszdleges félcsoport, és
 olyan homomorfizmus Fyx-rél S-be, hogy up=vp teljesul minden
Po-beli (u,v)-re. Jeldljuk a p-hez tartozd kongruenciat u-vél.
A v-re tett feltételbdl kévetkezik, hogy fep. Ha K tetszdOleges
H-osztaly és x€K, akkor legyen Kv=xy. Ekkor % izomorfizmus

Fy/W-rdél S-be. Definidljuk az & : Fy/p-->Fy/M leképezést a koé-
vetkezdképpen. Ha K tetszdleges p-osztaly, akkor KL legyen az
a H-osztaly, amely tartalmazza K-t. Ekkor « homomorfizmus, és

Pﬂd%=w- "

2.3 Definicidé Legyen X={a,b}, s(a)=1l és s(b)=-1. A 2.1 Lemma
szerint s egyértelmien kiterjesztheté Fy-nek Z-be (az egészek
additiv csoportjaba) toérténd homomorfizmusava. Legyen s(1)=0.
Ekkor s homomorfizmus F%—rél Z-re. Tehat ha x=x3...x%x, (x3€X),
akkor
s(x)=s(xy)+...+s(xp).

Definialjuk az I¢Fy halmazt a kévetkezdképpen. Legyen
X=X1...Xpn (x3€X). x€I akkor és csak akkor, ha
(2) s(x)=0 és s(xy...x3)<0 (i=1,2,...,n-1)
A fentivel ekvivalens allitas:

(2°) s(x)=0 es s(x3Xj+1..-%X4)>0 (i=2,3,...,n).

2.4 Lemma Legyen x=xj...X, (x3€X).

(i) Ha x€I, akkor vagy x=ba, vagy x egyértelmien a bzjzp...zjxa
alakba irhaté, ahol z3€I (i=1,...k). Van olyan i, hogy xj=b és
Xj+1=a. Az (i,i+1)4=ba részszoét alapparnak nevezzik.

(i1i) Ha u€l és xuy€l, akkor vagy x=y=1, vagy x#1 és y#l.



(iii) Legyen u€l, x#1 és y#1. xuy€Il akkor és csak akkor, ha
xy€I.

(iv) Ha u=(1,J) €I és v=(k,1)4€1, akkor vagy ucv, vagy u2v,

vagy pedig ufiv=0. Tehat u és v vagy diszjunktak, vagy valame-

lyik tartalmazza a masikat. Ezért beszélhetink az x sz6 I-maxi-

malis részszavairol, amelyek diszjunktak.

(v) Legyen x=x3...xp€Fyx, c=(i,i+1)4=ba és y=x{...X3-1Xj+2.. X"

Legyen

o J ha j<i,

JV= j-2 ha j>i+1.
Tehat v 1-1 és monoton leképezése {1,...,i-1,i+2,...,n}-nek
{1,...,n-2}-re, tovabba Y jv=xj. Legyen A=8yNI\{c} és B=S,NT.

Ha (k,1)y€A, akkor legyen (k,1l)yp=(kv,1v)y,. Ekkor p 1-1 leke-
pezés A-r6l1 B-re, tovabba az A-ban szerepld I-maximalis rész-
szavak a B-beli I-maximalis részszavakra képzddnek le. Koévet-
kezéskepp (J)y-t (J€{1,...,i-1,1+2,...,n}) akkor és csak ak-
kor tartalmazza valamilyen A-beli u, ha (jv)y—t tartalmazza

valamilyen B;beli v.
B

2.5 Definicié Legyen PcFy azon szavak halmaza, melyeknek nincs
I-beli részszava. Nyilvan
P={a'b: 120, j:0, i+3>0)
Definialjuk a f: Fy-->P leképezést. §(x) legyen az a szd,
melyet x-bdél az I-maximalis részszavak elhagyasaval kapunk.
A 2.4 Lemmabol kévetkezik, hogy ez a definicid egyértelmi.
P elemei kézoétt bevezetjik az alabbi miveletet:

x¥y=f (xy) (x,y€EP).

2.6 Tétel § homomorfizmus Fyx-rél P-re:

(3) Rxy)=p(x)*u(y) (x,yE€Fy).

Ezért P a * mivelettel félcsoport. Neve: biciklikus félcsoport.
A #-héz tartozd fp kongruenciarelacidét p,={(ba,1)} generalja. Ha

aib‘j helyett (i, j)-t irunk, akkor



(4)  (i,3)%(k,1)=(i+[k-317,1+[3-k17),
ahol [x] =x ha x20, és [x] =0 ha x<O. &

Bizonyitas A 2.4 Lemma (v) &llitaséabdél koévetkezik, hogy
(5)  p(ubav)=p(uv)  (u,vEFg).
Legyen x,yt€Fx. Ha n(x)#x, akkor a 2.4 Lemma (i) allitasa sze-
rint x felirhaté x=xji=ubav alakban. Legyen xp=uv. Hasonldan
képezzuk xo-bb6l x3-at, stb. Mivel [x4i>1x34+1120, kapunk egy'
véges X1,%X2,...,Xg sorozatot, melyre (5) miatt
(8) RH(x)=p(xq)=p(x0)=. .. =P (XK)=X).
Hasonlé moéodon kapjuk, hogy

FAXY)=p(Xqy) = (xoy)=. .. = (xRy)=pH (R (X)Y).
Megismételve a fentli eljarast x helyett y-al, kapjuk (3)-at.
(6)-bdl kodvetkezik, hogy M (x)-t megkaphatjuk x-bdl véges sok
Po-atmenettel. Ezért FPp~t a g relacié generalja. (4)-et egy-

szerl szamitassal igazolhatjuk.

2.7 Tétel Ha az S=<u,v> egységelemes félcsoportban vu=1l de

uv#l, akkor S izomorf P-vel, a biciklikus félcsoporttal. B

Bizonyitéds A 2.5 Definicid és 2.6 Tétel jeloléseit hasznal juk.
A 2.1 Lemma szerint van olyan (egyértelmiien meghatarozott) ¢
homomorfizmus Fx-rél S-re, hogy ap=u és bp=v. Legyen a p-hez
tartozd kongruenciarelacidé v. Megmutatjuk, hogy V=Pp. Mivel
(ba)p=vu=1, kapjuk, hogy fpEV. Most belatjuk, hogy egy vV-osz-
taly nem tartalmazhat két kiilonbézd Pp—osztélyt. Tegyik fel e
célbdl, hogy aiijakbl, azaz

(3) uivj=ukvl.

A vu=l és uv#l feltételekbdl koévetkezik, hogy

(4) az ux=1 és yv=1 egyenleteknek nincs megoldasa S-ben.

(P1l. ux=1 -bdl x=l1x=vux=vl=v és ezért uv=1 koévetkezne.) Tegyik

fel, hogy i>k. (3) mindkét oldalat balrédl vk-val, Jjobbrdl ul-



el szorozva ui—kvjulzl, ellentmondasban (4)-el. Ezért i=k.

Hasonléan kapjuk, hogy j=1.



3. Néveldelemek

Az S félcsoport a elemét jobbnoéveldnek nevezzik, ha S-nek
van olyan T valdédi részhalmaza (TcS), hogy Ta=S. A balnéveld
elem definiciéja az eld8bbinek a dualisa. A bal- és jobbnodveld
elemek halmazat jelslje S¢1) 111. s(¥). A definfciobél kévet-
kezik, hogy sem véges félcsoportnak sem csoportnak nem lehet

néveld eleme.

3.1 Tetel 8P (¥
Bizonyitas Tegyuik fel, hogy a€S(l)ﬂ S(r). Mivel a€S(r), van
ef S, hogy eaza. Legyen x£S tetszdbleges. Mivel a€S(1), van y€S,

hogy x=ay, igy ex=zeay=ay=x, azaz e baloldali egységeleme S-nek.

(r), van a’€S, hogy a’aze. Igy ax=ay -bdl kévetkezik,

Mivel a€d
hogy x=zex=a’ax=a’ay=-ey=y, ezért a nem lehet balndveld, ellent-

mondasban feltevésinkkel.

3.2 Kévetkezmény Kommutativ félesoportnak nincs noéveld eleme.

(1) (1)

3.3 Téetel Az S és S\S halmazok (amennyiben nem uUresek)
részfélecsoportjai S-nek. ']
Bizonyitéas Legyen bES(l), TcS és bT=S. Legyen tovabba aS=S

(1) (1)

(ez teljestl, ha atd ). Ekkor (ab)T=a(bT)=aBS=S. Ezért S
részfélcsoport.

Tegylik fel, hogy a és b egyike sem balndveld, de ab balndve-
18: TcS és abT=S. Mivel a nem balndéveld, de a(bT)=S, ezért

bT=S, ellentmondasban azzal, hogy b nem balndveld.

3.4 Kovetkezmény (i) Ha S(n)=S\(S(l)U S(r)) nem ures, akkor
S(n) részfélecsoportja S-nek. (ii) Ha S=<A> és S-nek van bal-
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[Jobblnoéveld eleme, akkor A is tartalmaz bal-[jobb]lnédveld ele-

met. |

Bizonyitas ™ =(s\a‘1)n(s\s{*)).

(r)

3.5 Tétel Az S félcsoportnak nines balnéveld eleme.

(r)—nek. Ekkor

, hogy be=b. Legyen x£S tetszdédleges. Mivel bES(r);

Bizonyitas Tegylik fel, hogy b balndéveld eleme S
van eES(r)
van y€S, hogy yb=x, ezért x=ybzybe=xe, tehat e jobboldali egy-

(r)

ségeleme S-nek, ellentmondasban az e€S feltevéssel.

)

3.6 Tétel Ha S egységelemes félcsoport, akkor az S(n félcso-
portnak nincs néveld eleme. ']
Bizonyitas Tegytuk fel, hogy u jobbndéveld eleme S(n)~nek. Mivel
1€S(n), van VGS(n), hogy vu=1, igy v(uS)=(vu)S=18=S. Mivel

v nem balnéveld, uSc=8. igy van w, hogy uw=1. Ha x,y tet-
szbleges elemei S-nek, és xu=yu, akkor x=xl=xuws=yuw=yl=y.
(n)_

Ezért u nem lehet jobbnéveld eleme S nek.

3.7 Definicidé Az S félcsoport a elemét jobbrdl invertalhatd-
nak nevezzik, ha aS=S, azaz ha az ax:=b egyenlet tetszdleges b
esetén megoldhatd. Az a elemet invertalhatédnak nevezzik, ha

jobbrdl is, és balrdl is invertalhatéd.

3.8 Lemma Ha az S félcsoportnak van invertalhatdé eleme, akkor

van egységeleme is. B

Bizonyitas Tegyuk fel, hogy aS=Sa=S. Ekkor van efS, hogy aeca.
Legyen xS tetszdleges. Mivel x€S8=Sa, van y€S, hogy ya=x. Ezért
Xe=yae=-ya=x, tehat e jobboldali egységelem. A dudlis gondolat-

menetet is elvégezve kapjuk, hogy e kétoldall egységelem, azaz
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3.9 Tétel Ha u jobbnoéveld eleme az S félcsoportnak, akkor u
balrél invertdlhatd, és nem invertadlhatdé jobbrdl. Ha S-nek
van egységeleme, akkor a forditott allitas is igaz: Ha u bal-
rél1 invertalhatd, és nem invertalhatdé jobbrédl, akkor u jobbnd-
veld. !
Bizonyitads Legyen u Jjobbnéveld eleme S-nek. Ekkor u nyilvan
balrél invertalhatd. Tegyik fel, hogy - a tétel allitasanak
ellentmondva - u jobbrdél is invertalhaté. Ekkor a 3.8 Lemma
szerint S-nek van egységeleme, és u-nak van u’ inverze. Ha
xu=yu, akkor x=xl=xuu’=yuu’=yl=y, tehat u nem lehet jobbnévelé.
A forditott irdnyu &llitéas bizonyitasahoz tegyik fel, hogy
1€S, u balrél invertalhatd de jobbrdl nem, azaz Su=S és uS¢S.
Mivel Su=8, van v, hogy vu=1l. uS#S miatt uv#1l, ezért uzvfu,
hiszen u2v=u -bdl uv:luv:vuzv:vuzl adédna. Mivel (uzv)u=u2(vu)

=(u)u, kapjuk, hogy u jobbnoéveld eleme S-nek.

3.10 Tétel Az S félcsoport akkor és csak akkor egységelemes,
ha tartalmaz legalabb egy jobbrdél invertalhatd elemet, amely
nem balnéveld, és legalabb egy balrdl invertalhatd elemet,

amely nem jobbnéveld. ]

Bizonyitas A feltétel nyilvan szikséges.

Forditva, tegyik fel, hogy uS=S és u nem balndéveld, tovabba
hogy Sv=S és v nem jobbnéveld. Adodik, hogy ux=uy vagy xvzyv
esetén x=y kdévetkezik. Mivel uS=S, van efS, hogy uezu. JTnnen
tetszbleges x€S-re uex=ux, és igy ex=x, tehat e baloldali egy-
ségelem. A v-re tett feltételekbdl hasonld mdédon adddik egy f
jobboldali egységelem létezése. Kapjuk, hogy e=f=1.
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3.11 Lemma Legyen P=<a,b> a biciklikus félcsoport (ba=1l, ab#l).

(i) P balnéveld elemei b hatvanyai. P jobbnéveld elemei a hat-
vanyai.

(ii) P-nek nincs mas automorfizmusa, mint az identikus auto-

morfizmus. R

Bizonyitéas (i) azonnal koévetkezik a P-beli szorzasi szabaly-
bél (2.6 Tétel). '

Tegyuik fel, hogy v automorfizmusa P-nek. Mivel ap jobbnoéveld
eleme P-nek, aw:ak valamilyen k1 -re. Hasonlodan, bv=bl, 1z1.
Kévetkezik, hogy

(1) (atbd)p=atFpdt

(i:0, 3z0).

. ikbjl_ -
Mivel y automorfizmus, van i1 és J, hogy a zab, azaz ik=1
és jl=1. Innen kévetkezik, hogy k=1 és 1=1; és igy (1) szerint

v az identikus leképezés.

3.12 Tétel Legyen S egységelemes félcsoport és u€S. A kovet-
kezb harom allitas ekvivalens:

(i) u jobbnéveld eleme S-nek.

(ii) Van vE€S, hogy vu=1l de uv#1l.

(iii) Van dlyan izomorfizmus P-rél1 S-be, hogy 1p=1 és ap=u.

Bizonyitas (i) és (ii) ekvivalenciajat bebizonyitottuk a 3.9
Tétellel, a (ii)-->(iii) implikaciét pedig a 2.7 Tétellel.
Tegylik fel, hogy (iii) teljesul. Legyen v=by. Mivel wvu=(by)
(ap)=(ba)p=1p=1, a (1iii1)-->(ii) implikacidé bizonyitasédhoz mar
csak azt kell belatni, hogy uv#l. De uv=1l -bél (ab)p=uv=1=1yp,

és mivel p izomorfizmus, abz=1 kévetkezne.

3.13 Kévetkezmény Ha egy egységelemes félcsoportnak van balnéd-

veld eleme, akkor van jobbndéveld is, és viszont.
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4. Idealok

Egy egymiveletes S struktura nemires A részhalmazat bal-[jobb]-
idedlnak nevezzuk, ha SAcA [AScA]. A-t kétoldali ide&alnak ne-
vezzlik, ha A bal- és jobbideal. S-et egyszerilinek nevezzik, ha

nem tartalmaz S-t61 kulénbézd (kétoldali) idealt.

4.1 Lemma Az S félcsoport akkor és csak akkor egyszerd, ha

Sx5=5 teljesil minden x€S-re.

Bizonyitas Elegendd annyit megjegyezni, hogy SxS tetszdleges
X esetén kétoldali idedlja S-nek.

Idedlok tetszdbleges rendszerének metszete (ha nem Ures) szin-
tén idedl. Ezért beszélhetunk S egy tetszdleges nemlires rész-
halmaza altal generalt idealr6l. Pl. az x€S elem altal generalt
jobbidedl xS U {x}:xSl. Az egy elem altal generalt idealt fé-
ideadlnak nevezzuk. Az x Altal generalt fé-jobbidedlt jeldlje
R(a) (=xSl), az x altal generalt fé-balidedlt pedig L(a)
(=Slx). Ha S8 Osszes bal~ és Osszes jobbidealja f&ideal, akkor

S-et foéideadl-félcsoportnak nevezzik.

4.2 Tétel (Lyapin) Legyen S tetszdleges félcsoport. A kdévetke-

z6 két allitas ekvivalens:

(i) S minden balidedlja f6-balideal;

(ii) S balideadljainak halmazaban a ¢ reldcidé dudlisan jélren-
dezés. (Tehat ha Ly és Ly balidealok, akkor Li2Lo vagy
LicLg; tovabba ha @ balidedloknak egy tetszdleges rendsze-

re, akkor ¢-nak van maximalis eleme.)

Megjegyzés A bizonyitasbdl kideril, hogy a tétel érvényes ma-
rad, ha balidedlok helyett jobbidealokra vagy kétoldali idea-
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lokra mondjuk ki.

Bizonyitas (i)-->(ii) Tegylik fel, hogy S minden balidealja
bal-féideal. Legyenek Ly és Lo tetszdleges balidealok, és
L=L4ULs. Mivel L balideal, ezért L=L(a) valamilyen a-ra. Mivel
a€L=LqULgo, ezért atLjy vagy atLg. Legyen pl. atlLj. Ekkor Ljq¢&
LiULo=L(a)cLy, ezért Ly=L4ULy, ezért LocLy. Kovetkezésképp |,
S balidealjai kézétt a € relacid teljes rendezést valédsit meg.
Legyen most @ balidealoknak egy tetszdleges rendszere. Te-
gyuk fel, hogy ¢-nak nincs maximéalis eleme. Legyen Li€@. Mi-
vel L nem maximalis, van Lo€Q, hogy LitLp. Ezt az eljarast
folytatva ideadloknak egy LjicLpc... sorozatahoz jutunk. Legyen
L=U§-1Lj. Mivel L balidedl, L=L(a) valamilyen a-ra. Mivel atL,
van i>0, hogy a€Lj. Kapjuk, hogy LjtcL=L(a)tLj, tehat L=Lj,
azaz Lj maximalis eleme @-nak.
(ii)-->(1i) Tegyluk fel, hogy S balideadljai a ¢ relacidval du-
dlisan jolrendezettek. Legyen L tetszdleges balidealja S-nek.
TegyUk fel, hogy L nem bal-féideal, és valasszunk tetszdleges
x1€L elemet. Feltevésink szerint Li=L(xj)cL. Valasszunk tet-
szbleges x9€L\Ly elemet. Ekkor LicLgp=L(x9)cL. Hasonldban va-
lasztjuk az x3€L\Ly elemet, stb. Ezen a médon balidealoknak
egy LicLoc... cL szigoruan monoton névekvd sorozatat kapjuk.
Az {Li}zzl rendszernek nincs maximalis eleme, ellentmondasban

feltevéslunkkel.

Ha S tetszdleges félcsoport, bevezetjik S-ben a kdvetkezd
ekvivalenciarelacidt: afb ha a és b ugyanazt a bal-fdidealt
generaljak, azaz ha Sla=Slb. Addédik, hogy & Jjobbkompatibilis
ekvivalenciarelacié. Jeldlje L, azt az &-ekvivalenciaosztalyt,
amely tartalmazza a-t. Dudlis médon definiadljuk az R ekviva-

lenciarelaciét és az R, halmazt.
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4.3 Lemma Tegyuk fel, hogy L(a) maximalis fé-balidealja az S
egyszerd félcsoportnak, Ly pedig tetszdleges £-osztalya S-nek.
Ekkor van yesl, hogy LpyeLg,.

|
Bizonyitas Mivel S egyszerd, a 4.1 Lemma szerint SbS=S, ezért
van x,y€S, hogy xby=a. Mivel L(by)2L(xby)=L(a), és L(a) maxima-
lis, ezért L(by)=L(a). Ha u€L(b), akkor L(uy)=L(u)y=L(b)y=
L(by)=L(a), ezért uytL,. Kapjuk, hogy Lyy&cLg,.

4.4 Lemma (Green) Legyenek a és b R-ekvivalens elemei az S
félcsoportnak. Ekkor wvan s,s’&Sl, hogy as=b és bs’=za. Legyen
c:Xx-->xs (x€L(a)) és o’:y-->ys’ (y€EL(b)). Ekkor o és o’ kol-
csénosen inverz, 1-1 leképezései L(a)-nak L(b)-re ill. L(b)-
nek L(a)-ra, tovabbd xc R x (x€L(a)) és yo’ R y (y€L(b)), azaz
v és ¢’ R-osztaly megtartdék. Ha ¢ és ¢’ helyett ezek megszo-
ritasait vesszik Ly i11ll. Lp-re, akkor az is igaz, hogy ¢ és o’
koélcsdndsen inverz, R-osztdly megtartd, 1-1 leképezései L, -nak

Lp-re ill. Lp-nek Ly-ra. B

Bizonyitas Legyen x€L(a). Ekkor xov=xs€L(as)=L(b). Tehat o
L(a)-t L(b)-be képezi le. Hasonldan, o¢’€ L(b)-->L(a).

Legyen x€L(a). Ekkor van t€S', hogy x=ta, és igy

xoo'=xss’=tass’=tbs’=ta=x.

Tehat oo’ az identikus leképezése az L(a) halmaznak. Hasonléban,
c’c az identikus leképezése L(b)-nek. Kapjuk, hogy ¢ és ¢’
kolcsdéndésen inverz, 1-1 leképezései L(a)-nak L(b)-re ill. L(b)-
nek L(a)-ra.

Ha x€L(a), akkor xc=xs é&s x=xoc’=xes’, ahonnan x R xo0. Hason-
léan, y R yo¢’, ha yeEL(b).

Vegyik most ¢ és ¢’ helyett ezek megszoritasat Ly-ra ill.
Lp-re. Mivel az & relacié jobb kompatibilis, o€ Lg-->Lp és
v’€ Lp-->Ly. A bizonyitds elsdé részét megismételve Ugy, hogy
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L(a) és L(b) helyett La-t ill. Lp-t irunk, kapjuk az utolsd
allitast.

Legyen #=£N%. R nyilvan ekvivalenciarelacid. Az a€S elemet
tartalmazd ekvivalenciaosztaly Hy=RyNL,. Ha Hy={x} (x€S), akkor

S-et kombinatorikusnak nevezzik.
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5. AC, D és P, félcsoportok

Legyen X={a,b}, és hasznaljuk a 2.3 Definicidé jeldléseit.
Legyen x€Fy, és y részszava x-nek. y C-elhagyhaté, ha y€I
és van u,v,z€F§, hogy s(z)<0 és x=uzyv. A 2.4 Lemmabdl ko-
vetkezik, hogy ha u és v C-elhagyhatoék, akkor vagy diszjunk-
tak, vagy valamelyik tartalmazza a masikat. Ezért beszélhe-

tiink x-nek C-maximalis részszavairdl. Ezek diszjunktak.

5.1 Lemma (i) Legyen x=uvwz, ahol v,wtI. v akkor és csak akkor
C-elhagyhato, ha w C-elhagyhatd.

(ii) Ha x=xq1xX9...%, (x4€X) tartalmaz C-elhagyhaté részszot,
akkor van i, hogy xjxj+1Xi+2-bba, tehat x tartalmaz C-elhagy-
haté alappart.

(iii) Legyen y C-maximalis részszava x-nek, és az y-t tartal-
mazé I-maximalis részszdé legyen uz=bzj...zyxa, ahol zji€I.

(i=1,...,k). Ekkor vagy y=u vagy y=z; valamilyen i-re. ]

Bizonyitas (i) a 2.3 Definicidébdl kovetkezik.

(ii) Legyen y=xk...x] a legelsé (legkisebb indexu) C-maxima-
lis részszava x-nek. Kénnyen belathatd, hogy xy-1=b. Legyen
J az a k-nal nagyobb legelsdé index, melyre xj=a. Ha i=j-2,

akkor xixi4+1Xi+2=bba.

5.2 Definicié Legyen CcFyx azon szavak halmaza, melyeknek nincs
C-elhagyhaté részszava. Definialjuk a f:Fy-->C leképezést a
kovetkezoképpen. f(x) legyen az a sz26, melyet x-bdl a C-maxi-
malis részszavak elhagyasaval kapunk. C-ben bevezetjuk az
alabbi miveletet:

xxXy=p(xy) (x,y€C).

5.3 Tétel p homomorfizmus Fy-r&él C-re:
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(1) H(xy)=p (x)*u (y) (x,y€Fy).
Ezért C a * mivelettel félcsoport. A jp-héz tartozd p, kongruen-

ciat poz{(bza,b)} general ja. ']

~ Bizonyitas p definicidéjabdl és a 2.4 Lemmabdl kovetkezik, hogy
(2) # (ubbav) = (ubv) (u,VGFi).

Legyen x€Fy. Ha p(x)#x, akkor az 5.1 Lemma (ii) allitasa '
szerint x=xq-ubbav. Legyen xp=ubv. Hasonldan képezzik x5-bdl
x3-at, stb. Kapunk egy véges Xx=x1,X2,...,Xkg sorozatot, melyre
(2) szerint
(3) H(x)=p(x1)=R(x2)=.. . H(xXK)=xk.

Ha y€Fyx, akkor (3)-bél (2) felhaszndlasaval kapjuk, hogy
(4) R(xy)=R(x1y)=p(Xoy)=...=0(xky)=R (R (x)y).
Megismételve a fenti eljarast H(x)y-ra, kapjuk, hogy

(5) RMU(X)IY)=H(H(xXIH(¥)) =R (x) ¥ (y).

(4) és (5) egybevetésébdl kapjuk (1)-et.

(3)-b6l kévetkezik, hogy H(x)=p(y) akkor és csak akkor, ha
y eléallithatd x-bdl véges sok p,-atmenettel. Ezért p, general-

ja po-t.

5.4 Lemma (i) Ha x€Fx, y€Fx és xy€C, akkor x€EC, y€C és xXy=xy.
(ii) p(ax)=ap(x) (x€Fy),
(iii) p(xb)=p(x)b (x€Fy) .

(iv) Ha p(x)=1, akkor x=1.

(v) Ha x*%y=1, akkor x=y=1.

(vi) Ha xa€C, akkor s(xa)=kxO és b'  ¥xa=b.

(vii) Ha ua€éC és vEC, akkor uaxv=zuav.

(viii) Ha xab, y €C, akkor xab%yzxabz valamilyen z-re.

(ix) Ha xab€éC és !xabxy!=!xab), akkor y=z122...2x alaku, ahol

z24€I, vagy pedig y=1. Ezért xabXy=xab. i

5.5 Lemma Ha x,yecl és x*u=y*u, ahol u=a vagy b (tehat (ul!=1),
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akkor x=vy.

Bizonyitas Ha u=b, akkor az 5.4 Lemma (iiij 4llitasabdl kovet-
kezik, hogy x=y. Legyen u=za. Ha jl(xa)#xa, akkor x=x’bb alaku,
és H(xa)=x'b. Koévetkezik, hogy H(ya)#ya, y=y’bb és H(ya)=y’b.
Kapjuk, hogy x’b=y’b, ahonnan x=y.

5.8 Tétel (1) Cl—ben érvényes a jobboldali egyszerusités sza-
balya: Ha x*z=y*z, akkor x=y.
(ii) C-nek nincs idempotens eleme: x2¢x (x€C).

E
Bizonyitas (i) |z!=1 esetén ez az 5.5 Lemma allitasa. Tegylk
fel, hogy n>1, az allitads teljesil }z!<n esetén, és legyen

z=z’u (=z’%u), ahol !z!=n és }jul=1. Ekkor
(x*z’ )ku=xX(z’*ku)=xkz=-yXz=(y*Xz’ )*u,
igy az 5.5 Lemma és az indukcids feltevés alapjan x=y.

(ii) x*x=x -bd1 (i) miatt x=1 kdvetkezne.

5.7 Tétel a irreducibilis C-ben. Ezért C nem irhatdé Cxx vagy
y*C alakban; specialisan C-nek nincs néveld eleme.

]
Bizonyitéas Kénnyen belathatd, hogy po-atmenettel a nem kapha-
t6 meg egyetlen a-t6l kiuldénboézd Fy-beli elembdl sem. B

5.8 Tétel (i) C minden R£-osztalya egyetlen elembdl all. Ha
x=x’'a€C, akkor {x} egyelemi R-osztaly. C barmely mas R-oszta-
lya {xb,xbz,...} alaku, ahol x=1 vagy x=x’a.

(ii) Reprezentaljon minden R-osztalyt a legrévidebb eleme, te~-
hat az {xb,xbz,...} R-osztalyt reprezentadlja xb. Legyenek x és
y kilénbozd R-osztalyok reprezentansai. R(x)?R(y) akkor és
csak akkor, ha y=xu. Kévetkezésképp a o reldcid nem teljes ren-

dezés C jobbidealjai kézdtt.
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(1ii) Vezessik be C elemei ko6z6tt az alabbi rendezést. Legyen
X=XpXp-1---%1, ¥Y=¥p¥p-1...¥1 (ix51=iy31=1). Legyen x<y, ha az
alabbi feltételek valamelyike tel jesil:

(1) m<n és xy=yj (i=1,2,...,m)

(2) Van olyan k, hogy 1lg{kimin{m,n}, x3=y3 (12i<k), xyi=a,

és yk=b.

A fenti rendezéssel x<y akkor és csak akkor, ha L(x)2L(y).
A < relacidé teljes rendezés, de nem Jjolrendezés, és dualisan

sem az. : B

Bizonyitas (i) Tegyuk fel, hogy x£y. Ekkor x=-uXy és y=vXx,
ezért y=(v*u)*y. Az 5.6 Tétel miatt v*u=1l, és az 5.4 Téetel (v)
allitasa szerint u=v=1, tehat x=y.

Tegylik fel, hogy uaRy. Ekkor van v, hogy ua*v=y, és van w,
hogy y*w=ua. Ezért az 5.4 Lemma (vii) allitasa miatt uvazy*w=
unax(v¥w)=ua(v¥w), ahonnan v*w=1l, és ezért v=w=1l. Tehat ua=y.

Mivel xbn+1a=xbn, kapjuk, hégy xb,xbz,... R-ekvivalens ele-
mek. Most belatjuk, hogy ha xbRyb, ahol x,y€Caul{l}, akkor x=y.
El0szé6r megmutatjuk, hogy ha xab€C, akkor xabRb nem lehetséges.
Ellenkezé esetben ugyanis lenne u, hogy b=xab%u. De az 5.4 Lemma
(viii) &llitasa miatt |xab*ulz2, ami ellentmondas.

Tegyuk most fel, hogy xab, yab&C és xabRyab. Ekkor van u és
v, hogy xab*u=yab és xab=z=yab*v. Az 5.4 Lemma (viii) a&llitasabdl
koévetkezik, hogy |xabl=!yab!, és igy az 5.4 Lemma (ix) alli-

tasa szerint xab=yab.

(ii) Tegylik fel, hogy R(x)?R(y). Ekkor y=x%u. Ha x=x’'a, akkor
az 5.4 Lemma (vii) &llitasa szerint y=xu. Ha x=b, akkor nyil-
van y=xv alaku.

(iii) Ha x#y, akkor nyilvan teljestul vagy (1) vagy (2) (eset-
leg x-et y-al felcserélve), ezért x<y vagy x>y. Ha x<y, akkor

az 5.4 Lemma (vi) 4llitdsa alapjan kapjuk, hogy L(x)2L(y). Ha-
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sonldan, x>y esetén L(x)cL(y).

n-1 - : ,
Ha x4=b, xo=ba,..., x,=ba , akkor x9>x9>..., igy < nem
Jélrendezés. Ha c=ba és x1=c, x9=c ,...,xh=cn,..., akkor
x1<xp<..., ezért a < relacié dudlisan sem joélrendezés.

5.9 Tétel (i) Ha C=<u,v> és vz*uzv, akkor u=a és vzb. .
(ii) C-nek egyetlen automorfizmusa van: az identikus leképej

z2és. E

Bizonyitas (i) Mivel a€<u,v> és a irreducibilis, kévetkezik,
hogy u=a. v nem lehet vz-ax alaku, hiszen ekkor 5.4(ii) miatt
<a,v> minden eleme ax alaku lenne. Ezért v=bw. Mivel b€<a,v>,
van x, hogy b=vx. Kapjuk, hogy bRv, ezért az 5.8 Tétel szerint
v=bk valamilyen k1 -re. Mivel —k=s(v)=s(v2*a):25(v)+1=-2k+1,
kapjuk, hogy k=1, azaz v=b.

(ii) Ha y tetszdleges automorfizmusa C-nek, ap=u és bp=v, akkor
u és v eleget tesznek az (i) allitas feltételének, ezért u=a

és v=b. Ezért v az identikus leképezés.

5.10 Tétel A C és P félcsoportok kézil egyik sem tartalmazza
a masikat. B

Bizonyitas Az 5.4 Lemma (v) &llitasabdl koévetkezik, hogy C nem
tartalmazhatja P-t.

Tegyuik fel, hogy P tartalmazza C-t. Legyen P=<a,b> és ba=l,
tovabba u=aibj=(i,j), v=akbl=(k,l),»v2*u=v és C=<u,v>. A P-beli
szorzasi szabaly (2.6 Tétel) szerint

vkuz (k+[1-11", 3+[1-117)=(m,n) és iay.

(k,1)=vk(v¥u)=(k,1)(m,n)=(k+[m-11",n+[1-m]1"), ahonnan
[m-l]+=0, ezért 1=n+[l—m]+=n+l—m és m=n. De ekkor (v*u)2=
(m,n)2=(m,n)=v*u, és az 5.6 Tétel miatt v*u=l, ezért u=v=1,

amli ellentmond C=<u,v> -nek.
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5.11 Definicié Definialjuk a D félcsoportot, mint a C félcso-
port dualisat. Legyen X={a,b} és hasznaljuk a 2.3 Definicid
jeléléseit. Legyen x€Fy és y részszava x-nek. y D-elhagyhato,
ha y€I, és van u,v,zeF%, hogy s8(z2)>0 és x=uyzv. Mint C eseté-
ben, most is adédik, hogy x D-maximalis részszaval egyértel-
mien meghatarozottak. A C-re vonatkozdé 6sszes eredménylink dua-

lisa természetesen érvényes D-re.

Most egy olyan félcsoportot definidlunk, amely homomorf
képe C-nek is és D-nek is. Legyen xtFyx, és y részszava x-nek.
y-t elhagyhatonak nevezzuk, ha C-elhagyhaté vagy D-elhagyha-
t6. A maximalis elhagyhaté részszavakat Py-maximalisaknak ne-

vezzUik. Hasonldé allitasok érvényesek, mint C esetében.

5.12 Lemma (i) Legyen x=uvwz, ahol v,wEIl. v akkor és csak akkor
elhagyhaté, ha w elhagyhaté.

(ii) Ha x=xq9x9...x, (x4€X) tartalmaz elhagyhaté részszot, akkor
van i, hogy xjijxi+1Xj+2=bba vagy baa, tehat x tartalmaz elhagy-
haté alappart.

(1ii) Legyen y Po-maximalis részszava x-nek, és az y-t tar-
talmazé I-maximdlis részszdé legyen u=bzjzg...2xa, ahol z4€I

(i=1,...,k). Ekkor vagy y=u vagy y=zi; valamilyen i-re.

5.13 Definicidé Legyen P,cFyx azon szavak halmaza, melyeknek
nincs elhagyhaté részszava. Definiadljuk a p:Fx-->P, leképezést
a koévetkezdképpen. Ha x€Fy, akkor M(x) legyen az a szd, melyet
x-b8l a P,-maximalis részszavak elhagyasaval kapunk. Py-ban
bevezetjik az alabbi miveletet: '

XXy=p (xy) (x,¥€P,) .

5.14 Tétel # homomorfizmus Fx-rél Py-ra:
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(6) R(xy)=p (x)*p(y) (x,y€Fx).

Ezért P, a * mivelettel félcsoport. A f-héz tartozd p kongruen-
ciat po:{(bza,b),(baz,a)} generalja.
B
Bizonyitas # definicidjabdl és a 2.4 Lemmabdl koévetkezik, hggy
# (ubbav) = (ubv) (u,VGF%),
(7) i (ubaav)=H (uav) (u,vEFi).
Legyen x€Fx. Ha p(x)#x, akkor az 5.12 Lemma (ii) allitasa sze-
rint x=xj=ubbav vagy x=xj=ubaav. Az elsé esetben legyen xo=ubv,
a masodikban xp=uav. Hasonldéan képezzik x5-bdl x3-at, stb.
Kapunk egy véges x=xi1, X3, ..., Xk sorozatot, melyre (7) sze-
rint
x)=p(x1)=...=10(xK).
Az 5.3 Tétel bizonyitaséanak masodik részét megismételve
kapjuk a tétel allitasait.

1

5.15 Tétel (i) Po={akc bm: k+1+m>0}, ahol c=ba. A P,-beli

szorzasi szabaly:
k+k’-m 1’ . m’
a c

b ha k’>m
afolpPxal ol pm' s GKoltl tiym’ ha k’=m>0
akcl+l’bm, ha k’=m=0

akclbm-k,+m, ha k’<m.

(ii) Py-nak nincs idempotens eleme;
(111) Legyen u=a‘c'b™ és u’=a® c? b™ . Az w’€R(u) relacié ak-
kor és csak akkor igaz, ha az alabbi feltételek valamelyike
teljesal:

(a) k<k’

(b) k=k’ és 1<1’

(c) k=k’, 1=1’ és m=0

(d) k=k’, 1=1’, m>0 és m’>0.
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Kévetkezesképp az uéR(u’) és u’€R(u) relacidk koézil legalabb
egy teljesuil, tovabba u’€R(u) esetén kik’. _

A fenti allitasok dualisa: u’€L(u) akkor és csak akkor,
ha az alabbi feltételek valamelyike teljesul

(a’) m<m’

(b’) m=m’ és 1<1’

(¢’) m=m’, 1=1’ és k=0

(d’) m=m’, 1=1’, k>0 és k’>0.
Az utL(u’) és u’€L(u) relacidk koézul legalabb egy teljesul.

u'€L(u) esetén mim’.

(iv) Ha u#u’ és uRu’, akkor k=k’, 1=1’', m>0 és m’>0. Kévet-
kezésképp P, R-osztalyai:

Ri 1, 0={atc’}  (k+1>0),

Ry, 1,1={ac’b, a"e’b®, ...}  (k+120).

Hasonldan kapjuk, hogy P, &£-osztalyai:

2o 1, m={c'B™}  (1+m>0)

21 1 p={acd™, a%ele™, ...} (1+m:0).
Bizonyitas A P,y-belil szorzasi szabalybol mindegyik allitas

egyszerd szamolassal addédik.

5.16 P, R-osztalyai kézdtt vezessik be az alabbi rendezést:
Rx,1,mRx’,1°,m’> ha k<k’ vagy k=zk’,1<1’ vagy k=k’,1=1",m<m’.
(Itt m és m’ csak O vagy 1 lehet. Ezért m<m’ -bS8l m=0 és m’=1
kovetkezik.) A fentil rendezés nyilvan jbélrendezés, tovabba ha
UERx,1,m s WERk’ 1’ m’, akkor az Ry 1 n<Rk’,1’,m’ relacid
akkor és csak akkor teljesul, ha R(u)>R(u’). Ezért P, £6-jobb-
ideadljai a < relacidéra nézve duidlisan jélrendezettek.

Legyen most R tetszdleges jobbidealja Py-nak. R nyilvan bi-
zonyos R-osztalyok egyesitése. Ha ezen R-osztalyok legkisseb-

bikének egy eleme u, akkor azonnal addédik, hogy R=R(u). Kap-
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Juk, hogy P, féidealfélcsoport.

Mivel bk+1 k 1bm* m-b és bk*akclbm*am+1=a, kapjuk, hogy
P, egyszerd. Az 5.15 Tételb6l azonnal addédik, hogy P, kombi-
natorikus.

Egy S félcsoportot CSPI-(Combinatorial Simple Principal
Ideal)félcsoportnak nevezink, ha S kombinatorikus, egyszeru
és féideal-félcsoport, tovabba tartalmaz legalabb ket elemet.

Belattuk tehat:
5.17 Tétel P, CSPI-félcsoport.
5.18 Tétel Ha Pgy=<u,v>, vz*uzv és v*uZ:u, akkor u=za és v=b.

Bizonyitas A feltételekbdl addédik, hogy v¥P, =P, és Pg*u=P,.
Kapjuk, hogy vRb és ufa. Az 5.15 Tétel (iii) &1litasabdl ko-
vetkezik, hogy v=bt és u=ak. Mivel bt-v vz*u b2t k b2t k
kapjuk, hogy t=k. Az s fliggvény definicidéjabdél (2.3) adddik,
hogy tetszbleges x€P,-ra kis(x). Mivel s(a)=1, kapjuk, hogy

ki1, azaz k=1.

5.19 Kévetkezmény Po-nak nincs mas automorfizmusa, mint az
identikus leképezés.

K
5.20 Tetel A P, és C félcsoportok koézul egyik sem tartalmazza
a masikat.

E
Bizonyitas TegyUk fel, hogy C tartalmazza a Py=<u,v> részfél-
csoportot, ahol vz*u:v és v*u2=u. A masodik egyenldségbdl az
5.6 Tétel szerint kévetkezik, hogy v*u=1, ahonnan 5.4(v) sze-
rint u=v=1, ami lehetetlen.

Tegyuk most fel, hogy P, tartalmazza C-t. Legyen C=<u,v>,

és vz*uzv. (Az 5.9 Tétel szerint u és v egyértelmien meghata-
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rozottak.) Legyen u:akclbm és v:ak c1 bm . Mivel 5.6 sze-

rint v2¢v, és mivel vz*u=v miatt VZRV, 5.15(iv)-bd1 koévetke-
zik, hogy m’>0 és vz-':ak c1 bm , ahol m">0. k’>m’ nem lehetsé-

ges, hiszen akkor vzzak Tk om c1 bm lenne. k’=m’>0 sem lehet,

k’ 21°+1 mwm’
c

mert akkor v2=a b lenne. k’=m’=0 szintén nem lehet,

mert akkor 1’>0 és v2=021, kévetkezne. Ezért
(1) k’<m’, 2m’-k’>0

és

(2) vzzak’cl’bzm’_k,.

vz*u=v -bél (1) és (2) miatt koévetkezik, hogy
(3) 2m’-k’>k

és

(4) a
ahonnan m’=m+(2m’-k’ )-k, wvagyis
(5) m'-k’=-(m-k).

(1) és (5) egybevetésébdl

(6) k>m.

k? 1’ m’ 2 k? 1’ 2m’ -k’
c o]

b~ =vzv ku=a b kafolpP=gk o1 pmt(2m’ -k )-k,

Elég nagy n-re (5) és (6)-bdl kapjuk, hogy
v*unzak c1 bm *ak+(n—1)(k*m)clbmzak+(n—2)(k-m)clbmzun-l

ellentmondasban a C-beli szorzasi szaballyal.
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6. CSPI-félcsoportok

Az 5.17 Tétel szerint P, CSPI-félcsoport. A kovetkezdkben
belatjuk, hogy minden olyan CSPI-félcsoport, amely két elemmel
generalhatéd, homomorf képe P,-nak; tovabba megadjuk az Osszes

ilyen félcsoport generdld relacidit és szorzasi szabalyat.

6.1 Lemma Ha S egyszerd f&idealfélcsoport, és L, az S maxima-
lis ®-osztalya (tehat x€L,, ha Slx=S), akkor L, részfélcsoport-
ja S-nek. B

Bizonyitas Elészér belatjuk, hogy ha xt€L,, akkor Sx=S. Te-
gyuik fel e célbdl, hbgy SxcS. Ekkor Lo={x}. Mivel S egyszerd,
Sx5=8, és igy van u és v, amelyekre uxv=x. Ezért xv€L,, és
igy xv=x. Kapjuk, hogy x=uxfSx, tehat Sx=81x=S.

Ha x,y€Ly, akkor a fenti eredmény alapjan Sxy=(Sx)y=8Sy=8,

ezért xy€L,.

6.2 Definicidé Legyen a természetes szamok N={0,1,2,...} halma-
zanak rendszama w. Egy tetszdleges )\ rendszamot felbonthatat-
lannak nevezink, ha A=d+R -b6l A=A koévetkezik. Az elsd két
felbonthatatlan rendszam 1 és w.
Legyen Oy={d! &<)}. Belatjuk, hogy ha N felbonthatatlan,
akkor Oy a rendszamok 6sszeaddsara nézve zart, azaz félcsoport.
Legyen «,R € 0). k+R=X -bdél M\ felbonthatatlansaga miatt
A=\ kovetkezne, ami ellentmondas. Tegytik fel, hogy &+R>\.
Ekkor van A’<R, hogy &+R’=h\, és igy A’=\, ahonnan A>\, ami el-
lentmondas. Mivel barmely két rendszéam 6sszehaéonlithaté, a

fenti két eset kizarasabol koévetkezik, hogy d+A<\.

6.3 Lemma Ha e idempotens eleme az S féidedlfélcsoportnak
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(tehat ezze), akkor az e-t tartalmazé £-osztalynak e az egyet-
len idempotens eleme.

|
Bizonyitas Tegyuk fel, hogy e2=e, f2=f és e®f. Mivel S fsideél—
félcsoport, ezért etR(f) vagy fER(e). Legyen pl. fER(e). Mivel
e€L(f)=Slf, ezért
(1) ef-e. ,
Mivel e baloldali egységeleme R(e)-nek, ezért ef=f. Figyelem-
be véve (1)-et, kapjuk, hogy e=f.

6.4 Lemma Ha Ry és Ry jobbidedljai az S félcsoportnak, RiCRsp

és u€sS, akkor uRj és uRy jobbidealok, tovabba uRjcuRp. Ha R’
Jjobbideal, uRicR’cuRy és R={x! xtRp, uxtR’}, akkor R jobbideal,
R1€RCRy és uR=R’. B

Bizonyitas Az elsd allitas nem szorul bizonyitasra.

Tegyuk fel, hogy x€fR és y€S. Mivel ux€R’ és R’ jobbideal,
uxy€R’. Mivel Ry Jjobbideal és xERp, xy€Rp. Adodik, hogy xy€ER.
Kapjuk, hogy R jobbideal. R definiciéjabol kévetkezik, hogy
uRcR’. Legyen y tetszdleges eleme R’-nek. Mivel R’c uRjp, van
x€Ro, hogy ux=y. Mivel nyilvanvaldan xER, ezért yEuR. Tehat
R’cuR. Kapjuk, hogy uR=R’. Az RiCRcRy relacidé azonnal adédik.

6.5 Lemma Ha S CSPI-félcsoport és L, az S maximalis £-oszta-
lya, akkor van olyan felbonthatatlan X, hogy L, izomorf vagy
Oy-val, vagy Oy\{O} -val.

Bizonyitas Ha L, tartalmaz idempotens elemet, akkor ez nyilvan
jobboldali egységeleme S-nek. A 6.3 Lemma szerint Lo legfel-
Jjebb egy idempotens elemet tartalmazhat. Most belatjuk, hogy
Lo kell tartalmazzon legalabb egy nem-idempotens elemet. Te-

gyuk fel ugyanis, hogy e2=e és Loz{e}. Tegyik fel, hogy xy=e.
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Ekkor etL(y), ezért y€L,, tehat y=e. Mivel e jobboldali egység-
eleme L(e)=S -nek, ezért x=xe-xy=e. Tehat xy=-e csak az xc=y=e
esetben teljesul. Ebbé&l kévetkezik, hogy S\{e} kétoldali ide-
alja S-nek, ellentmondasban azzal, hogy S egyszeri. Ha Lz Je-
161i L, nem-idempotens elemeinek halmazat, akkor a fenti ered-
mény szerint Lg# @. Megmutatjuk, hogy Lz-részfélcsoportja S5-
nek. Ha Ly-nak nincs idempotens eleme, akkor Lz=Lo, és alli-
tasunk a 6.1 Lemma. Ha e idempotens eleme L,-nak, akkor Lzz
LoN{e}. Tegyuk fel, hogy x,yGLﬁ, de xy€S\L§, azaz xy=e. Mivel
e jobboldali egységeleme S-nek, xzyzx(xy)zxezx, ahonnan xzﬂx;
és mivel S kombinatorikus, x2=x, ahonnan x=e, ami ellentmond
feltevésunknek. Ha xeLz, akkor a fenti eredménybdl az is ko-
vetkezik, hogy efR(x) nem lehetséges, ezért x€ER(e), ahonnan
ex=x (x€Lg).
Tehat e keétoldali egységeleme L,y-nak.

Mivel S kombinatorikus, Lgy-nak barmely R-osztallyal vett
metszete legfeljebb egy elemet tartalmaz. Ezért bevezethet juk
Lo elemei kézétt a kodvetkezd rendezést:

(1) x<y ha R(x)3R(y).

Mivel 8 fdidealfélcsoport, ezért az (1) relacidval Ly joélren-

dezett. Legyen Li legkisebb eleme a. Mivel xSlganI, ezért
xixa (x€Lg).

Belatjuk, hogy itt nem allhat egyenléség. Tegytik fel, hogy

x€Ly, s x=xa. Mivel xfL,, van tESl, hogy a=tx, és igy

azztxaztxza, ellentmondasban az a-ra tett feltevésunkkel.

Tehat

(2) x<xa (x€Ly).

Most belatjuk, hogy x és xa koézétt nincs eleme Ly-nak, azaz

(3) xa=min{y| x<y} (x€Lg) .

Tegyik fel e célbdél, hogy van olyan x€L,, melyre nem teljesul

(3), azaz

(4) y€Loy és x<y<xa.
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Ekkor y=xt valamilyen t€L,-ra. t nem lehet idempotens, hiszen
akkor xt=x kévetkezne. (4) miatt t=a sem lehet. Kapjuk, hogy
a<t, ezért t=zas valamilyen s€L,-ra; és igy

y=xt=xas:xa,
ellentmondasban (2)-vel.

Mivel L: jolrendezett, és legkisebb eleme a, van olyan egy-
értelmien meghatarozott ) rendszam, hogy az O\\{O} jélrende-
zett halmaz rendszama megegyezik L: rendszamaval. Igy létezik
(egyértelmlien meghatarozott) v:Lz-->Ox\{O} monoton 1-1 leké-
pezés. (Mivel (2) miatt Lz nem véges halmaz, 0),\{0} és Oy rend-
széma megegyezik, tehat definialhattuk volna M-t mint L, rend-
szamat.) (3)-boél kapjuk, hogy
(5)  p(a)=l és p(xa)=p(x)+1 (xELy).

Kévetkezésképp y=za -ra teljesil, hogy

(6) P(xy)=p(x)+p(¥).

Megmutatjuk, hogy ha z€L, és (6) teljesil minden y<z esetén,
akkor teljestil y=z -re is. Feltehetjuk, hogy a<z. Mivel p(x)
+p(2) a legkisebb olyan rendszam, amely tetszdleges y<z esetén
nagyobb mint p(x)+p(y)=p(xy), ezért elegendd azt belatnunk,
hogy

(7) xz>xy  (y<2z);

és

(8) ha u>xy (y<z), akkor uzxz.

Ha y<z, akkor (3) szerint yaiz, ahonnan xy<xyaixz. Ezzel be-
lattuk (7)-et. Tegyik fel, hogy (8) nem teljestiil valamilyen
u-ra, azaz

(9) u>xy (y<z), de xz>u.

Mivel a<z, (9) szerint xa<u, ahonnan u=xat valamilyen t€L,-ra.
Tehat u=xat<xz, ahonnan a 6.4 Lemma szerint at<z. y=at-ra al-
kalmazva (9)-et, kapjuk, hogy u>xat=u, ami ellentmondas. Ezzel
igazoltuk (8)-at. Belattuk:

(10)  $(xy)=p(x)*p(y) (x,9ELg),
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tehat p izomorfizmus Li—rél Oy \{O} -ra. (10)-bdl az is koévet-
kezik, hogy Oy zart a rendszamok 6sszeadasara nézve, ezért
A felbonthatatlan.

Ha L,-nak van e idempotens eleme, akkor e kétoldali egység-
eleme Lo-nak, ezért e-min L,, és a y(e)=o definicidval ¢ izo-

morfizmus Lo-rél Oyp-ra.

6.6 Definicid Ha o <), akkor legyen definicid szerint a“:v_l(c).
(10)-bd1 kévetkezik, hogy a'a =a' ' . (5)-bSl kévetkezik, hogy
véges n esetén a’-nek a fenti definiciéja megegyezik a szoka-
sos (n-edik hatvany) definicidval. Ezért a -t az a elem "transz-
finit hatvanyanak" nevezhetjuk.

A 6.5 Lemmanak tekinthetjiik a dudlis valtozatat is. Legyen
Rz legkisebb eleme b. Ekkor R, elemei egyértelmlen a b alak-
ban irhatdk, és

b’ Fapfu”

CSPI-félcsoportok esetében a és b tovabbra is jelentsek L,

il1l. Ry minimalis nem-idempotens elemét.

6.7 Definicié Legyen M felbonthatatlan rendszam. Az Oy-t énma-
gaba képezd transzformacidk félcsoportjat jeldlje Ty. Ha p, ©
€0y, akkor az ap és by Ty-beli transzformacidkat a kévetkezd-
képpen definial juk:

vap=[v-pl= g 22 ﬁ%;?9+6’

Vbhg = +v .,

6.8 Lemma Ha apby=a;by, akkor p=j és o=N.

Bizonyitas Mivel c=fapby=fayby=n+lr-}], ezért mic. Hasonlédan,
cun; és igy o=n. Mivel
U+["I_F']=}‘lapba‘:}'{a“b5 =,

ezért [p-pl=o, azaz MHif. Hasonldan, pip. Kapjuk, hogy p=i.
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6.9 Definicié Legyen By az apby alaku, T)-beli transzformacidk
halmaza. A 6.8 Lemma szerint az apby transzformacid helyett

irhatunk egyszerlien (§,c)-t.

6.10 Tétel (i) By részfélcsoportja Ty-nak. Neve: A-biciklikus
félcsoport. By szorzasi szabalya:
(pro) (M) =(p+[H-c],n+[o-f]);
(ii) By CSPI-félcsoport;
(iii) B,=P a biciklikus félcsoport (2.5 Definicid).

Bizonyitas (i) Az alidbbi azonossagok kénnyen ellendérizhetdk:
Brap=app-c1Po-p];
apay=ap 4y,
Dgs by =bry s -

A fenti azonossagok felhasznalasaval
3p B By Py =3p 8 [ -0 1P [~ 1P Z3p + [~ 1P+ [0 - ] -

(ii) Koézvetlen szamolassal ellendérizhetd, hogy

(o,p)(f,0)(0,0)=(0,0)=1,

ezért By egyszert. Tovabba By R- és &£-osztalyai:
R(p,o)={(p,v) 1 v<x}, R(p,o)={(1,m)} papd,
Lip,e)={(v, o)1 v<A}, L(p,o)={(H,%n)] n2c};

ahonnan R(p o)Ly, ,p)=(f,%), ezért By kombinatorikus.

Ha R tetsz6leges jobbideadlja By-nak, akkor p legyen az a
legkisebb rendszam, melyre R(p,0)NR# @. Azonnal adédik, hogy
R=R(p,0), ezért B, fdéidealfélcsoport.

(iii) P szorzasi szabalyabdl (2.6 Tétel) kdévetkezik, hogy
P=B,.

X
6.11 Definicidé By maximalis jobbidealjat jeldélje By=R(1,0).
*K
Nyilvanvald, hogy By={(p,0 )} pxl}.
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6.12 Tétel Legyen S CSPI-félcsoport, és L 20),. Ha S-nek van e,

jobboldali egységeleme, akkor By homomorf képe S-nek. Ha S-nek
X

nincs jobboldali egységeleme, akkor By homomorf képe S-nek.

Bizonyitéds Ha S-nek van e, Jjobboldali egységeleme, akkor
'a 6.5 Lemma szerint erzao, tehat
(1) xa’=x (x€85). ,
Ha S-nek nincs jobboldali egységeleme, akkor ao-t tekintsik
egy S-hez "hozzavett" jobboldali egységelemnek. (De ebben az
esetben a*-t nem tekintjuk S-beli elemnek.) fgy (1) mindkét
esetben érvényes. '
Legyen x tetszdleges eleme S-nek. A 4.3 Lemma szerint van
c <X, hogy xacﬁLo. Ezért definialhatjuk a ¥:S-->B) leképezést
a koévetkezdbképpen:

o T
f és xa €Ly ha t<o.

¥(x)=(f,¢) ha xa =a
Specialis esetként kapjuk, hogy w(ap)z(P,o).
El8sz6r belatjuk, hogy v homomorfizmus. Legyen y(x)=(p,0)

és Y(y)=(p’,c’). Két eset lehet.

Az elsd esetben c:p’, azaz van %, hogy c=p’+%, és
c?+¢¥ 07+ ¥ o g
xya ~’=xa.f "=xa =a’ .

. T . T .
Ha T<o’+t, akkor xya ¢L,. Ha ugyanis tT<c’, akkor ya €Ly, és
, ’t; . )
ezert xya €Loy; ha pedig t:ze’, akkor van %’, hogy t=c’+%’, ahol

T__ P4y’

E’<E, és igy xya =xa €Ly, mivel p’+%’<p’+E=c,

A masodik esetben o<p’, azaz van >0, hogy p’=c+y. Ekkor
xyac,:xac+%=ap+%,
és xya'ceLo ha T<c’, hiszen ekkor még yétGLo sem teljesul.
Mindkét esetben igaz tehat, hogy
V(xy)=(p+lp’-c), o’ +[c-p’ )=y (x)¥(y),
tehat ¥ homomorfizmus.
Most mar csak azt kell megmutatnunk, hogy By il1l. Br tet-
szbleges (p,0) eleméhez van x€S, hogy y(x)=(p,c).

Legyen ad a minimalis eleme Ly-nak. (Tehat d=o vagy 1.)
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Legyen ¢ tetszdleges (<)). Ekkor van x€S, hogy
(2) xa =a .
Ha ¢=o0, akkor x:aa, és igy
(3) Y(x)=(d,o).
Ha o¢>0, akkor szintén teljesuil (3). Tegyik fel ugyanis,
P

. 2 ’[; 'C
hogy t<c=1+%, es xa €L, azaz xa =a valamilyen p-ra. Ekkor

(2) miatt

d THE__P+E
a =xa "=a

ami lehetetlen, hiszen p+5>pid. 4

Tehat (3) tetszdleges ¢ esetén kdvetkezik (2)-bdl, ezért
tetszdleges v-hoz van x, hogy (3) teljesil.

Tetszbleges o-ra definidljuk az

Be={y: v(y)=(p,v), Tzc}

halmazt. Mivel ¢ homomorfizmus, S, balideal, és igy Scaé is
balideal. Mivel a (3)-ban szerepld x eleme S;-nak, ezért a€=
xaGGSGaU, és mivel a6€Lo, kapjuk, hogy Scaa=S. igy tetszéleges
P esetén, ha gip<h, talalhatd t,€S5,, hogy tpac=ap. Sy defini-
cidéjabol kévetkezik, hogy V(tp)=(p,c).

Arra Jutottunk, hogy ha dip<: és o<\, akkor w_l(p,a) nem-
Ures, tehat y(S)=By vagy B:, annak megfelelden, hogy d=o
vagy 1.

6.13 LEMMA Legyen S CSPI-félcsoport, tovabba A és y értel-

mezése ugyanaz, mint a 6.12 Tételben. Ha o<t<), T felbontha-
tatlan és C generatorrendszere S-nek (tehat S5=<C>), akkor C
tartalmaz olyan x-et és y-t, melyekre y(x)=(3+T,%’) és y(y)=

(%,%°+T) teljesul valamilyen %, ¥’, % és %’ mellett.

Bizonyitas Nevezzik a v rendszamot az ¢ rendszam komponensé-
nek, ha «=p+v valamilyen f-ra. Ha v felbonthatatlan, akkor
kénnyen ellenérizhetd, hogy v akkor és csak akkor komponense

&+[R-¥] -nak, ha Ai¥ és vy komponense ¢-nak, vagy A>Y¥ és v kom-
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ponense A-nak.

Tegyuk fel, hogy v(C) nem tartalmaz pl. (:+t,%’) alaku ele-
met. Mivel <y(C)>=y(S), a fenti megdllapitas és By szorzasi
szabalya alapjan kapjuk, hogy v(S) sem tartalmazhat (%+T,%’)
alaku elemet, de ugyanakkor pl. (T,0)Ew(S), ami ellentmondéas.

6.14 Lemma Legyen S CSPI-félcsoport és bUERo. Ekkor van olyan

v ., X /] cp
(egyértelmiien meghatarozott) X(¢) rendszéam, hogy az a'—->b ar

leképezés az {ap} A>prX(c)} halmazt monoton és 1-1 moédon Ly-ra

képezi le.
4]

Bizonyitas A 6.1 Lemma bizonyitasa soran belattuk, hogy xS=S

ha x€R,. Ezért b $=S, és igy van x€S, hogy bax=a6, ahol a6 a

legkisebb eleme Lgy-nak. Legyen x=a* ") A bizonyitandé alli-

tds most mar a 6.5 Lemmabdl adddik.
6.15 Lemma A X(c) fliggvény monoton.

Bizonyitas Mivel

bc +f aX (c ):bf.- c aX (c ):bP ad'

b

ezért

P X(E)HIX(P) =] p SHIX(P)=6T_ P X(P)_ &

és igy
X(e+p)=X(c)+[X(p)-dIzX(r).

6.16 Lemma Ha az S CSPI-félcsoportnak van kétoldali e egység-
eleme, akkor L NR, ={e}, esgyébként L, NR,=0.

Bizonyitas Tegyuk fel, hogy u=aP=b%€LonRo. Ekkor van x€L,
f

Jx:a. Legyen x=a“. Ekkor a 6.5 Lemma szerint p+o=1. Ha
f

hogy a
p=1, akkor a’ nem lehet eleme Ro—-nak, hiszen a%<a" és aOGRo.

Tehat =1 nem lehet, és igy #=0. Hasonldan kapjuk, hogy %=0.
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Ezért u jobb- és baloldali egységeleme S-nek.

6.17 Lemma Legyen S CSPI-félcsoport.
A/ Az alabbi harom (egymast kizard) éset lehetséges:
(a) bza:b, ba2=a
(b) b azb (¢ végtelen), baza
(c) ba=b, ba'=a (p végtelen). |
B/ Ha S-nek van jobboldali e, egységeleme, de nincs baloldali
egységeleme, akkor az alabbi két (egymast kizard) eset lehet-
séges:

(d) ba=e, (-=> bzazb)

(e) ba=b, bapzer (p végtelen).
C/ Ha S-nek van baloldali e; egységeleme, de nincs Jjobboldali
egységeleme, akkor a B/-nek megfeleld dualis &llitéas érvényes.
D/ Ha e kétoldali egységeleme S-nek, akkor

ba=e.
B
Bizonyitas A 6.14 Lemma szerint van egyértelmlien meghatarozott
f rendszam, hogy
(1) ba =a,
és van egyértelmien meghatarozott ¢ rendszam, hogy
(2) b azb.
Al/ Tegyuik fel, hogy f=m és o=n véges szamok. Tehat (1) és
(2) most az alabbi alakban irhatédk:
bamza, b azb.

A 6.16 Lemmabél addéddik, hogy m>O és n>0, hiszen pl. m=0 -bdl
a=ba°=ber=b kdévetkezne.

Belatjuk, hogy m>1 és n>1. Tegyik fel, hogy pl. n=1. Ekkor

m-lzbam~1=

baczb, és igy azba"=baa ...=ba=b, ami ellentmondas.

Mivel

(3) a:bamzb 12

nam+1ibn-1(bam)a=bn_ a®,

ezért a€L(ba2), és igy bazﬁLo, azaz ba2=aH valamilyen p-re.
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#=0 nem lehet, hiszen akkor (3) szerint n=2 esetén a1=ao ko-
vetkezne; n>2 esetén pedig a=bn—2ba2=bn—2er=bn—2. H>1 sem le-~
het, hiszen ekkor a 6.14 Lemma szerint m=1 lenne. KapJjuk, hogy
n=1, és igy bazza. Hasonléban, b2a=b.

A2/ Tegyik most fel, hogy ¢ végtelen. Belatjuk, hogy #>1 nem
lehetséges. Legyen ugyanis 1<p=1+p’. Ekkor

(4)  b=ba=b"ba"=b T2l T aal mpal | |

f nem lehet végtelen, hiszen akkor p’=p, és (4)-bdl b=bap=a
kévetkezne. Tehat p=m véges, és feltevéslink szerint m>1. (4)
most a kévetkezd alakot 61ti:

(4) b=ba™ !

Innen m-1>0 miatt kévetkezik, hogy ba€R,. Legyen bazb®. (4°)-
bé1 koévetkezik, hogy

b%=ba=bam=a,
ami ellentmondas. Mivel a p>1 feltevés ellentmondédshoz veze-
tett, kapjuk, hogy p=1, ami a (b) esetnek felel meg.

A3/ Ha p végtelen, akkor a dualis gondolatmenettel addédik (c).
B/ Tegyuk fel, hogy e, jobboldali egységeleme S-nek. A 6.5
Lemma alapjan erzao

Ha az (a) eset all fenn (b2a=b és ba2=a), akkor a 6.14
Lemma miatt ba=e,. Tehat (d) teljesul.

Ha a (c) eset all fenn (baczb és bapza, ahol p végtelen),
akkor ugyancsak a 6.5 Lemma alapjan létezik p’, melyre p=p’+1
és bap,zer. igy most az (e) esetet kapjuk.

A (b) eset nem foroghat fenn, hiszen baza -bdél a 6.5 Lemma
szerint b=ber=ba°=a°=er kévetkezne.

C/ Ez a dualisa B/-nek.
D/ Legyen e (kétoldali) egységeleme S-nek. Mivel e jobboldali
egysegelem, a (c) eset nem allhat fenn. Kapjuk, hogy az (a)

esetnek kell igaznak lennie, ahonnan a 6.14 Lemma miatt bace.

6.18 Tétel Legyen e egységeleme az S CSPI-félcsoportnak. A 6.5
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Lemma szerint L, izomorf Oy-val, R, pedig Oy-vel, valamilyen
felbonthatatlan » és X rendszémokra. A kévetkezd allitasok
teljestlnek:

(1) »=X

(ii) Sy1=<a,b> minden eleme egyértelmien az ade alakban irha-
t6, ahol <\ és R<\. Ha w(adb6)=(¢,6), akkor ¥ izomorfizmus
S1-rdl By-ra. (Az itt szerepld v a 6.12 Tételbeli y megszori-

tasa Sq-re.)

Bizonyitas Legyen ZiX. El8szér belatjuk, hogy

(1) ba'ze  (V<h).

v=1l -re ez a 6.17 Lemma D/ allitasa. Tegyik fel, hogy (1) nem
teljesil valamilyen v~re; legyen ez a v minimdalis (O<v<)\).

f

Mivel bveRo, ezért van x, hogy b’ x=e. Mivel x€L,, x=a vala-

milyen p<2x -ra. p(v nem lehet, hiszen p<v=p+d esetén bazbae
6bf f bf+d f

=b —b x=e kévetkezne. Tehat
(2) b alze, vipzvep’
Hasonldan,
T v .. .
(3) b a =e, R A-SVE & AL
(2) és (3) bél kapjuk hogy
"y +1? ', .3
f ‘ear -(b a )a v v (avaf ) b b ap-b e=bt ,

ahonnan a 6.16 Lemma alapjan p’=t’=0, és igy b avze, ellent-
mondasban feltevésunkkel.

Tegylik fel, hogy i<X. Mivel bxeRo, van x€L,, hogy bxx=e
Legyen x:av, ahol v<izv+\’. Ekkor bx’=bx’e=bx,bv avszxze,
ami ellentmondas. Hasonldan, A>X sem lehetséges.

(ii) (1) -bdél addédik, hogy
(4) bRk g (4RI R d]

igy S1 minden eleme adbﬂ alaku. Tegyuk fel, hogy a e B

Legyen pl. did’=k+d. Ekkor
bB =(b¢ ad )bﬂ —b“ dbﬂ bﬂ+6

ahonnan A’=A+d, igy



o= bd( A R) R_ d d ﬂ R 6 6
6

ahonnan ad‘eRo és b €L,, ezért §=0, vagyls L=’ és A=8".
(4)-bdl1 azonnal addédik, hogy ¢ izomorfizmus.
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7. A két elemmel generalhatdé CSPI-félcsoportok

7.1 Lemma Ha az S CSPI-félcsoportot két eleme generalja,
és M ugyanaz, mint a 6.5 Lemmaban, akkor
(1) »z=w
(ii) S=<a,b> (a és b a 6.6 Definicid szerinti)

(iii) bzazb és bazza.

5
Bizonyitas (i) Legyen ¥ a 6.5 Tétel bizonyitasa soran defi-
nialt leképezés, tovabba legyen S=<x,y>.

Nyilvanvaléd, hogy Lo-nak tartalmaznia kell x és y koézal
legalabb az egyiket. Legyen pl. x€L,. Ekkor ¥(x)=(%,0) vala-
milyen t-re. A 6.13 Lemmabdl a T=1 esetben kdévetkezik, hogy
¥(y)=(m,n’+1) valamilyen % és %’ mellett. Ezért az idézett
Lemmabdél a t=w esetben az is kdévetkezik, hogy (1,m)$3x, azaz
Miw, ahonnan i=w.

(ii) A fentiek szerint x=ak és y:bm valamilyen pozitiv és vé-
ges k és m -re. igy S=<a,b> is teljesul.

(iii) A 6.17 Lemma (b) és (c) esetei A=w miatt nem lehetsé-
gesek, tehat (a)-nak kell teljesulnie.

7.2 Kébvetkezmény Barmely, két elemmel generéalhatd CSPI-félcso-
port homomorf képe P,-nak.

' B
7.3 Lemma (i) Féidealfélcsoport homomorf képe fdidedlfélcso-
port.
(ii) Egyszerd félcsoport homomorf képe egyszerd félcsoport.

8

Megjegyzés Az viszont mar nem igaz, hogy kombinatorikus fél-
csoport homomorf képe kombinatorikus. Pl. ha P=<a,b> a 2.5
Iy=1-4,

akkor s homomorfizmus és s(P)=Z az egészek additiv csoportja,

Definicid szerinti biciklikus félcsoport, és s(a'b
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amely nem kombinatorikus.

7.4 Lemma Legyen T homomorfizmus Po-rél PoT -re, Poll kombina-
torikus, a T-hez tartozdé kongruenciarelacid (1.1 Tétel) pedig
legyen n. Tegylk fel, hogy x,yEP,, xxy es L(x)2L(y), R(x)2R(y).
Ha L(x)2L(z2)2L(y) éé R(x)2R(z)2R(y), akkor xrz (és yrz).

B
Bizonyitas Mivel L(x)ﬂ:(Péx)ﬂ:(Péﬂ)(xﬁ)=(Péﬂ)(yﬂ)=L(y)U, '
kapjuk, hogy L(x)W=L(z)W=L(y)W, vagyis xT & zW £ yW. Hason-
léan kapjuk, hogy xT R zT R yW. Addédik, hogy x0T ® zW & yT,
ahonnan a feltevés szerint xT=zll.

i}
7.5 Lemma Tegyuk fel, hogy a 7.4-ben szereplé T homomorfiz-
mus nem trivialis. Ha akclmePo, ak,cl,bm,(iPo és
(1) akclbm n ak’cl’bm’,
akkor k=k’ és m=m’.

B
Bizonyitéas Tegyuk fel, hogy kik’. (1) mindkét oldalat balrél
bk+k’+1—el szorozva:
(2) bm+k’+1ﬂ bm’+k+1.

Két eset lehetséges.
(a) mtk’#m’+k. A 7.4 Lemmabdl kévetkezik, -hogy talalhatd s>0,
melyre

1

s +
4 bs .

b
A fenti kongruenciat jobbrdl a megfeleld hatvanyaival szo-
rozva:
(3) bxb’, orb, anxec.
Legyen u=zbw. (3)-bdél kévetkezik, hogy u2=u, és tetszdleges
k, 1, m esetén

akclbmﬂ = ukulumzu,

tehat T trivialis homomorfizmus.

(b) m+k’=m’+k, vagy mas alakban m’-m=k’-k=v. Tegyik fel, hogy
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- allitasunkkal ellentétben - v#0O, pl. v>0. Szorozzuk meg (1)-

et balrdl bk ~-vel, jobbroél pedig a® -vel:
1°+2
c N c ,

ahonnan a 7.4 Lemma szerint

2
c X c .
Ebbdl koévetkezik, hogy
(4) c ¥ ci (i=1,2,...).

Ha (1)-et megszorozzuk balrdl bk-val, jobbrdl pedig am—el,
akkor (4)-et is felhasznalva kapjuk, hogy
v,V v .V
cr®ab vagy c acbh,
annak megfelelden, hogy 1’=0 vagy 1’>0. Mivel
L(c) 2 L(ab) 2 L(a'b’) o L(a'eb')

18]

és
R(c) @ R(ab) 2 R(a'b’) o R(a'cbh"),

a 7.4 Lemma miatt

U

(5) c n ab.
Legyen ¢=all, A=bW. (5)-bdl kévetkezik, hogy
(6) AA=ARA=T .

Mivel dt=tUd=d és AT=TR=A, T kétoldali egységeleme P ll-nek.
(6)-bdl kovetkezik, hogy P, (véges vagy végtelen) ciklikus
csoport, amely nem kombinatorikus, kivéve az A=A esetet, ez
azonban T trivialitasat jelentené, amit kizartunk.

B
7.6 Lemma Legyen az S CSPI-félcsoport nem-trivialis homomorf
képe Py-nak. Ekkor az alabbi egyenléségek koézil legalabb egy
teljesil (itt a és b a Py-beli a ill. b homomorf képe):

(('An) Cn = Cn+1
(Rp) ac” = acn+1
(¥q) b = o
n n+l
(dn) ac b = ac” "b.

Bizonyitas Legyen az allitasban szerepld homomorfizmushoz tar-
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toz6 kongruencia w. A 7.5 Lemma szerint

(1) afelo™ 1 afel B™ (1<17)

valamilyen nemnegativ k,1,1’,m mellett.

(a) k=m=0. Ekkor 1>0. A 7.4 Lemma szerint clﬂ cl+1. Ez az
(k1) eset.

(b) k>0, m=0. (1)-et balrdl szorozva bk_l—el: aclﬂ ac ,
A 7.4 Lemmat alkalmazva: acln acl+1, ez (A1).

(¢) k=0, m>0. Ez (b)-nek a dualisa.

(d) k>0, m>0. (1)-et balrdl b¥ 1 1, jobbrol a™ 1 61 szoroz
va: aclb " acl b, ahonnan a 7.4 Lemmaval aclb n" acl+1b, ami

a (dy1) eset.

7.7 Definicidé A 7.6 Lemmaban szerepldé félcsoportot n-ed rendi-
nek nevezzik, ha n az a minimalis kitevd, melyre a koévetkezd

esetek kézul valamelyik teljesul:

(P?) acn = acn+1, cnb = cn+1b
n n _ n+l
(F2) ac’ = ac
¢ ™ = My
(92) cn+1 = cn+2, acnb = acn+1b
n n+l n+2
(Pr5) c = c
(92) ac’™b = acn+1b
Az n-ed rendd (n:0) félcsoportot n/i tipus&nak (i=1,...,6)
" nevezzik, ha (p?) teljesil, de (p?),...,(??_l) nem.

7.8 Tétel (i) Legyen az S CSPI-félcsoport nem-trivialis homo-
morf képe Py-nak. Ekkor pontosan egy olyan (n,i) par van, hogy
S tipusa n/i.

(ii) Tetszéleges'(n,i) esetén pontosan egy n/i tipusu félcso-
port van. Jeldélje ezt a félcsoportot S?. Ennek generald rela-
cidit (a bzé=b és bazza egyenldségeken kival) (p?) tartal-
mazza.

(iii) Jelentse S-->T azt, hogy a T félcsoport homomorf képe
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S-nek. Ekkor azok a CSPI-félcsoportok, melyek homomorf képei

Po-nak, az alabbi homomorf lancba rendezhetdk:
n n

S5 S2
on+1/? ~N n/ ™S\ n ™ .0
Po==>.. =81 Sq S1 cee 97,
~.n-~7 N\.n” A
Se 53

A lanc utolsdé tagja S?zP, a biciklikus félcsoport.

Bizonyitas (i) azonnal kévetkezik a 7.6 Lemmabol.

(ii) Az 5.13 Definiciénak megfelelden, Py-at Fyy p3} részhal-

mazanak tekintjuk. Legyen (n,i) régzitett. Ha akclbme Po,

akkor legyen ﬂ(akclbm)zakcl’bm, ahol 1’ az a maximalis kitevd,

melyre '

17 1’21, .

2/ a (9?)—ben szerepld® azonossagok felhasznalasaval 1’ he-
lyébe nem irhatdé kisebb kitevd.

Pl. ha n=2 és i=1, akkor u(acsbz)zaczbz és u(cs)zu(bac4)=

bacz=c3

H(Py) elemei kézdtt vezessik be az alabbi miveletet:

(1) xXy = p(x.y) (x,y € H(Py)),

ahol x.y az x és y elemek Py-beli szorzatat jeldéli. A P,-belil
szorzasl szabalyt (5.15 Tétel) megvizsgalva egyszertien belat-
haté, hogy ¥ homomorfizmus. Azonnal kévetkezik, hogy N (P,) az
(1) mivelettel a b2a=b, ba2=a és a (p?) alatti egyenldségek
altal generalt félcsoport.

Most belatjuk, hogy 1 (P,) kombinatorikus. Tegyuk fel, hogy
uzakclbm, vzak,cl,bm’, tovabba u,v € #(Py) és u & v. Ekkor van
w=ak"cl“bm“€ 1 (Py), hogy
(2) wkuzv, azaz jf(w.u)=v.

# definicidja miatt (2)-bdl koévetkezik, hogy w.u=ak’c bm' va-
lamilyen j-re. Az 5.15 Tétel (iii) allitasabdl koévetkezik,

hogy m’:2m. Hasonldan, u és v szerepét felcserélve kapjuk, hogy

J

m:m’; tehat m=m’. A dudlis gondolatmenettel kapjuk, hogy k=k’.
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(2)-bb61 kévetkezik, hogy m"ik. Ha m"<k, akkor 1=1’. Ha m"

=k, akkor }J(akol +l+jbm)=akc1

bm, ahol j=0 vagy 1. Azonnal
adodik, hogy 1’21. u és v szerepét felcserélve 1l:1’; tehat
1=1’. Azt kaptuk, hogy u=v.

Ha egy S félcsoport n/i tipusu, akkor a 7.5 Lemma segitsé-
gével belathatd, hogy S (PS).
(iii) Példaként megmutatjuk, hogy S5-->S]. (ii) szerint Si=
Po/ﬂ?, ahol w? az a legszikebb kongruencia-relacid, amely '
tartalmazza p?-t. Ha egy kongruencia-relacid tartalmazza P?—

et, akkor tartalmazza pg—t is, ezért SB—->S?. Hasonléan lat-

hatdé be a t6bbi homomorf kapcsolat is.

7.9 Lemma Ha u=akclbm, v=ak c1 bm ; u,v&S? és uRv (S?-ben),
akkor k=z=k’.
3 4 ’ k " l Y m " n "
Bizonyitas Van w=a c¢” b €84, hogy ukw=v, azaz
}l(akclbm.ak ol bm )=ak c1 bm .

A Py-beli szorzasi szabalybol és j definiciéjabdl koévetkezik,
hogy kik’. .

u és v szerepét felcserélve kapjuk, hogy kzk’, ezért k=k’.
7.10 Lemma Legyen u,v 68?, u:akclbm, v:akcl’bm’; tovabba 1:1°’
és ha 1=1’, akkor m’<m. uRv akkor és csak akkor, ha az alabbi
harom eset valamelyike teljesul:

(1) 1=1’, m’>0
(i1) 1=1’, m’=0 és p(aer*l)=akel

(iii) 1+1=1’, m>0, m’=0 és N(akcl+1b)=akclb.

Kévetkezmény: uRv és uxv esetén m#m’.

Bizonyitas Kénnyen belathatd, hogy az (1)-(iii) feltételek
barmelyikébdl koévetkezik uRv.
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Tegytk most fel, hogy ulv.

I. 1=1° és m’=0. Valaszthatd w= ak cl b ES?, hogy
(1) wkwzv azaz f(a k 1 m ak c1 bm )= akcl.
Azonnal adoédik, hogy m=k" és m"=0, és igy (1) szerint:

+1"+1
i (a k 1+ y=a k l

ahonnan }1(akcl 1)-akcl, tehat teljesul (ii).

I1. Ha 1=1’ és m’>0, akkor (i) teljesul.

I1II. Ha 1<1’, akkor van w=ak”cl"bm"€S?, hogy

(2) viWw=u azaz ﬂ(akcl,bm,.ak"clubm")=akclbm.
Nyilvan m’xk".

A/ m’>k". (2)-bdl kapjuk, hogy
kK1’ m"+(m’-k") k 1 m

(3) #(a"c” b )=a
" " , k 1°’.m__n .

ahonnan m=m"+(m’-k")>0. Mivel m’>0 és a~ ¢~ b €84, kapjuk,

hogy }l(akcl b )=a k ! bm, és igy (3) miatt 1=1’, ellentmondas-

ban feltevéslinkkel.

B/ m’=k">0. Ekkor (2):

+1"+
(4) 1 (a k 1°+1" 1bm )=a k 1 ™.

Mivel m’>0 és akcl GSi, kapjuk, hogy akcl p" €Sl, ezért (4)
miatt 1’21, , megintcsak ellentmondasban feltevésinkkel.

C/ m’=k"=0. Ekkor (2)
u(akcl +1 bm ):akclbm,
ahonnan m"=m>0 és igy az 1<1’ feltétel miatt

(5) p(aet by zafely.

Mivel acl €%, és mivel (5) miatt p(atel*Z)=p(a¥cl*lva)=

akcl+1, kapjuk, hogy 1’°=1+1; tehat teljesul (iii).

7.11 Lemma Ha S?—ben érvényes az ac=a azonossag (tehat sf és

Sg esetében), akkor Loz{c,a,az,...}, egyébként Lo={a,a2,...}.
Ha S?—ben érvényes a cb=b azonossag, (S? és Sg esetében), ak-
kor Ro={c,b,b2,...}, egyébként Ro={b,b2,...}.

Bizonyitas Legyen a 7.10 Lemma&ban uz=b, azaz k=1=0. A (ii) eset
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nem teljesulhet. A (iii) eset akkor és csak akkor teljesil, ha
v=c és j(cb)=b. Az L,-ra vonatkozé 411itas az el8bbinek a dué-

lisa.

7.12 Tétel (i) Ha S?:(u,v>, vz*uzv v*uzzu, akkor u=a és v=b.

(ii) S?-nek nincs mas automorfizmusa, mint az identikus leké-
pezés.

(iii) S? balnéveld elemei b,bz,...; jobbnoéveld elemei pedig'

2
a,a ,...

Bizonyitas (i) A 7.11 Lemma birtokaban megismételhetd az 5.18
Tételre adott bizonyitas. '
(1i) kovetkezik (i)-bol.
(iii) ¢ nem lehet balnéveld, hiszen ha c€R,, akkor a 7.11 Té-
tel szerint ¢ baloldali egységeleme S?—nek.

Ha cb#b, akkor b(cb)=(bc)b=bb, ezért b balndvels. Ha
cb=b, akkor b(ab)=cb=b=bc, és mivel ab#c, b balndveld.

7.13 Tetel (i) S? nem tartalmazza C-t.
(ii) Ha az S CSPI-félcsoportot két eleme generalja, akkor S

nem tartalmazza C-t, és C sem tartalmazza S-et.

Bizonyitas (i) Tegyuk fel, hogy u,v ES?, vixuzv és <u, v>2C.

Mivel vEC, vzﬁv. vz*uzv miatt vﬁvz.

Legyen v:akclbm. A 7.9 Lemma szerint vsz—bél koévetkezik,
hogy mzk. m=k esetén

u(ch) ha k=0

N(akcl+(j_1)(l+1)bk

ha k>0,
. és igy van €>0, hogy Jj:z¢ esetén vJ=v€, ellentmondasban vEC -
vel. Kévetkezésképp m#k, azaz

(1) m>k
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és

(2) VZ:akClem-k.

Legyen u:ak,cl,bm,. 2m-k=k’ esetén
v:vz*uzﬂ(akcl+l,+1bm,),

ahonnan m=m’ és
V)ku:akclbm*aZm—kcl’bm:<_im(31"bm(_:0,

de fentebb mar belattuk, hogy C-nek ilyen alaku eleme nem le-
het. Tehat 2m-kzk’, és igy vz*uzv miatt (2)-bd1 kévetkezik, '
hogy 2m-k>k’, és igy

1.m 2 k1
= c

k 2m-k_ k’ 1°.m’__k 1
ac =v Xu=a Xa ¢ a c

™ = m’+(2m-k)-k’

b b )
ahonnan m=m’+(2m-k)-k’, vagyis

m-k=-(m’-k’),
ahonnan (1) miatt m’<k’, és igy elég nagy Jj-re
V*uj:akclbm*ak’+(J'-1)(k’-m’)Cl’bm’=ak’+(:]'-2)(k’-m’)cl’bm’zuj-l’
ellentmondasban a C-beli szorzasi szaballyal.
(ii) Az allitas kévetkezik (1)-bdl, tovabba a 7.8 és az 5.20

Tételekbdl.

A kévetkezdkben feltesszik, hogy az S=<a,b> CSPI-félcsoport
homomorf képe P,-nak. Olyan transzformacié-félcsoportot adunk

meg, amely izomorf S-el.

7.14 Lemma Ha u,v €3, ufv, de u¢v, akkor van i>O, hogy'biu és
i , .
b v madr nem f-ekvivalensek.

g 1

Bizonyitas Legyen uzalc K2 Lhpm

b" és vza® ¢ b" . A 7.9 Lemma szerint
m=m’, a 7.10 Lemma szerint pedig k#k’. Legyen pl. k<k’. Ekkor

’+ +k’-k+ ’+ +
bk 1uzbm K’ -k+l és bk 1v:bm 1 nyilvan nem &£-ekvivalensek,
ezért izk’+1 megfelelé.'

7.15 Tétel Legyen H:{Slx: xﬁsl}, és legyen T a M-t T-be vivd

transzformacidk félcsoportja. Definidljuk az n€ S-->T leképe-
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zést a koévetkezd8képpen. Ha u€S, akkor legyen
shor ) ¢ slxu (xesly.

Ekkor % izomorfizmus S-rél T-be.

Bizonyitas A definicidbdl koédvetkezik, hogy % homomorfizmus.

A 7.14 Lemma szerint % 1-1 leképezés S-ré1 T-be.

Az an és by transzformacidkat S? és s§ esetében az alibbi

diagramok szemléltetik:

an by
QU
s9: sle-- slb «-- slbv? < ... st --> sl --> stp? -5, ..
Q
Slc<-—Slcb<—— Slcb2<—— e Slc -=> Slcb -=> Slcb2 -=>
(@]
P2’ T \\\\
sl slp <-- slpie—- ... st -5 sy --> sp? -

S=P, esetében erbsebb allitas is igaz: a 7.17 Tétel. A ko-
vetkezbkben P, helyett S-et irunk.
7.16 Lemma Legyen u=akclbm€S és v:ak cl bm €S. Su=Sv akkor és

csak akkor, ha 1=1’ és m=m’.

Bizonyitas SuzSv -vel ekvivalens, hogy Slauzslav, azaz audav.
Az 5.15 Tételbdl kévetkezik, hogy ez akkor és csak akkor tel-

Jesdl, ha m=m’ és 1=1°.

7.17 Tétel Legyen T={Sx: x£S}, és legyen T a M-t T-be vivd
transzformacidk félcsoportja. Definialjuk az nm€ S-->T leképe-
zést a kovetkezdképpen. Ha uES, akkor legyen

(sx)(ur)  sxu  (xeS).

Ekkor % izomorfizmus S-rdl1 T-be.
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Bizonyitéas Tegyuk fel, hogy u,v €8 és uy=vw. Belatjuk, hogy
uz=v. Tegyuk fel e célbdl, hogy ugv. A 7.16 Lemma szerint
uzakclbm és v:ak,clbm, ahol k#k’, pl. k<k’. Legyen i=1 ha k’=
k+1, és 1=0 ha k’>k+1. Ekkor

Sak’—k—lcl+ibm - Sbk+1V - Sbk+1u - Sbm+1,
ellentmondasban a 7.16 Lemmaval. Tehat k=k’, azaz u=v. Ezért

% izomorfizmus.

Megjegyzés Sg—ben a 7.17 Tétel mar nem igaz. Pl.
Soxbab = Soxb  (x€85),
de bab#b.

Az an és by transzformacidk szemléltetése céljabol felel-
tessik meg T elemeit a sik (1l,m) koordinatéaju racspontjainak,
ahol 1:0 és m:O. Sakclbm=Sclbm—nak feleljen meg az (1l,m) racs-
pont. Ekkor

(1,m-1) ha m>1
(1,m)(an) = (1+1,0) ha m=1 (1,m)(bw) = (1,m+l1)

(O,O) ha m=0.

an by

b .t ¢

(0,2) (1,2) (Sy2) . (0,2) (1,2) (2,2)
(0,1) (1,1) (2:1) -.4 (0,1) (1,1) (2,1)
(0,0) (1,0) (2,0) ... (0,0) (1,0) (2,0)

g i i
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7.18 Tétel Ha az S félcsoportnak nincs (kétoldali) egységele-
me, de van c jobboldali egységeleme, tovabba bS=S, akkor

(1) Ha S kombinatorikus, akkor tartalmazza Sg-t.

(ii) b balnoéveld eleme S-nek.

(iii) S-nek van jobbnéveld eleme is.

Bizonyitas Valasszunk olyan a’-t, melyre ba’=c, és legyen

a=ca’'. Ekkor

(1) ca=c(ca’)=a,
és
(2) czba’=(bc)a’=ba.

cb=b -bdél bS=S miatt kévetkezne, hogy ¢ baloldali egységelem
is, ezert
(3) cb#b, de b(cb)=(bec)b=bb.
(1) és (2)-b6l, tovabba az ac=a és be=b azonossagokbdl koévet-
kezik, hogy <a,b> homomorf képe Sg-nek. Mivel (3) szerint
<a,b>-nek nincs (kétoldali) egységeleme, <a,b> nem lehet homo-
morf képe S?—nek. Mivel <a,b> kombinatorikus, a 7.8 Tételbdl
kévetkezik, hogy <a,b>=S3.

(3)-bol koévetkezik (1ii). ‘

Mivel S2Sa2Sba=8c=S, ezeért Sa=S. Mivel (cb)a=c(ba)=cec=c=ba,
(3)-bdl kapjuk, hogy a jobbndéveld eleme S-nek.
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8. Speciélis félcsoportok

Ha b balnéveld eleme az S félcsoportnak, akkor b2 is az,
ezért van at€S, hogy bzazb. Ezért S tartalmazza C-t vagy annak
homomorf képét. A megforditas akkor sem igaz, ha S C-t is, és
D-t is tartalmazza. Példa erre a most ismertetendé félcsoport.

Legyen C=<a,b> és D=<u,v>, ahol C és D generald relacidi
bzazb i1l. vu2=u. Legyen B azon véges sorozatok halmaza, amé—
lyeknek minden tagja eleme C-nek vagy D-nek, tovabba két szom-
szédos tag kézil az egyik C-nek, a masik D-nek eleme. Pl.
ba’baviauv=[d1,dp,43,dg] €E, ahol dizba ba, dp=v>, stb. Az
&=[Kk1,...,hk] sorozat hossza definicid szerint |K|=k.

Ha &=[kq1,...,dx] és A=[Ry,...,R1] E-beli sorozatok, akkor
szorzatukat a kévetkezdképpen definialjuk. Ha &) és B9 kUlodn-

b6zb tipusuak (tehat az egyik C-nek, a masik D-nek eleme),

akkor

(1—a) 0(*6:(0(1""’(Ak’f"’\l""’f"‘l]’
egyébként
(1-b) d*f5=[c£1,...,dk*ﬁ&l,...,ﬁl].

Az (1-a) esetben [d*R|=|K|+|B|, az (1-b) esetben pedig [d*R|=
lAi+1R1-1, ezért
(2) TP HIA I -10 T *R VS 1A +H1R .

Legyen X={a,b,u,v}, és definidljuk az %: Fx-->E leképezést
a kovetkezdképpen. Ha d€Fy, akkor « egyértelmlien &qido...dx
alakba irhaté, ahol ki€F 15 b} vagy di€F(y, v} (i=1,...,k), és
ha i<k, akkor dy és «j+1 koézlUl az egyik Fr, pj-nek, a masik
F{u,v} nek eleme. Legyen

R(K)=[H (K1), 0 (ko) s oo - s W (kKD T,

ahol § az 5.2 Definicid szerinti. Kénnyen belathatd, hogy ha
E-ben az (1) alatti miveletet tekintjik, akkor % homomorfiz-
mus. Ezért E félcsoport, mel}et a bzazb és vuzzu relacidk ge-

neralnak.
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8.1 Tétel (i) E tartalmazza C-t is és D-t is.
(ii) E-nek nincs néveld eleme.

(iii) E nem tartalmazza Py-t, sem annak homomorf képét.

Bizonyitas (i) és (ii) egyszerlien ellendrizhaté.

(iii) Tegyik fel, hogy ck=[k1,...,dhxk] és R=[B1,...,R81] E-beli
sorozatok, és '
(3) a%xu=8,  B¥dZ=d.

Két eset lehetséges.

a/ dx és Rq kulonbozd tipusiuak. Ekkor (2) szerint
8=l 5H = 1A% Ik 2218 -1+ 1> 1A L,

ami ellentmondas.

b/ 4k és A1 azonos tipusuak. Ekkor

81=18%%a =18 1 ix-12218 1+ 1K1 -2,

ahonnan |d!+!R1<2, és igy !di=!Ai=1. Ezért & és AR vagy mind-

ketten C-ben, vagy mindketten D-ben vannak. Ha pl. mindketten

C-ben vannak, akkor (3)-bdél az 5.6 Tétel (i) allitasa szerint

A¥=1, ellentmondasban az 5.4 Tétel (v) allitasaval.

A kévetkezdkben F{a,b}~nek azt a homomorf képét vizsgal juk,

melyet (a c=ba jeldlés mellett) a
bc=b és c'a=a

relacidk generalnak. Jeloéljuk ezt a félcsoportot C,-el. Ado-
dik, hogy Cy1=P, és mindegyik C, homomorf képe C-nek.

Legyen C’=<a,c>, tehat C’ részfélcsoportja C-nek. Kénnyen
lathatd, hogy C'=F{a,c}: ezért C’ tétszéleges X' elemére
(1) x’=x3...x%X, ahol xtzai vagy xt=cJ (t=1,...,r).

J

Feltehetjik, hogy (1)-ben az ai és c¢' alaku tényezdk valtakoz-

va kévetik egymast, azaz ha t<r, akkor Xt és Xy+1 egyike a-
hatvany, a masika c-hatvany. Pl. azcsa €C’. Ezzel a feltevés-

sel az (1) alatti eldallitas égyértelmﬁ. Jeldlje a tovabbiak-
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ban x.y az x,y €C elemek C-beli szorzatat. Ekkor

(2) x'.y’ = x'y’ (x’,y’ €C7).

C tetszdleges x eleme egyértelmien felirhatd a
(3) x= x'b®  (x'€C°U{1}, k:0)

alakban. Ha x:x’bk és y:y’bl, akkor

(4) X.y = x’(bk.y’)bl.

Ezért ha x€C’ (k=0), vagy ha y=bl (y’=1), akkor x.y=xy.
Legyen x=x’bk tetszdleges eleme C-nek, ahol x’ az (1) szé—
rinti. Definialjuk a HcC halmazt: x€H ha t<r és xtzcj esetén
(ekkor tehat xt+1:ai valamilyen i>0 -ra) teljesil, hogy Jj<n.
Definialjuk a f: C-->H leképezést:
(5) n(x)=xix3...x; ahol t<r és xt=ci esetén xﬁzci’, ahol
1’<n és i’=1 (mod n); egyébként x{=xy.
Pl. n=3 esetén ﬂ(azcsacsazb)=azcza3b.
Ha x.y=xy, akkor addédik, hogy
(6) ROxy)=p (R (x)y) =R (xp (V) )= (R ()N (V) ).
Definialjuk H elemei koézott a kdvetkezd miveletet

(7) XXy=p(x.y) (x,y€H).

8.2 Tétel (i) M homomorfizmus C-rél H-ra, és H=Cy.

(ii) C, balnéveld elemei b,bz,...

(iii) C, Jjobbndveld elemei az x=x’a alakuak, ahol x’€C’.

(iv) Legyen xzx’acibk és y=y’ac‘jb1 (i,k,j,1 nemnegativ egé-
szek). x2y akkor és csak akkor, ha i=j és k=1. Ha x=cibk, ak-
kor Ly={x}.

(v) Legyen x’€C’ és y’€C’. x’bRy’b akkor és csak akkor, ha
x'=y’. Ha x’€C’, akkor Ry ={x’}.

(vi) C, kombinatorikus és egyszerd.

(vii) Ha n>1, akkor Cj, balideédl jainak a halmaza (a tartalma-
zdsra nézve) teljesen rendezett, de nem jélrendezett, és dua-
lisan sem az. Ezért C, nem fdéideadlfélcsoport.

(viii) Ha u=zac" ! és v=b, akkor <u,v>=P,.
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Bizonyitas (i) Azt kell megmutatnunk, hogy
(8) H(x.y)=p (R (x) .} (y)) (x,y€C).
Eldészdér belatjuk (8)-at az x=b esetre. Feltehetjik, hogy
H(y)#y és igy y=cjaiz, ahol j:0,i>0. Mivel u(y):u(cjai)u(z),
(8)-ot felhasznalva
N(b.y)zH (ca T2)=n(cal i (z)) = (b (y)).

Tegyik most fel, hogy (8) teljesul x:bk~ra (k=1,...,m). Ekkbr

R ™y = (b 0™y )= (b (O™ n () =™ ).
Kovetkezéskepp (8) tetszbleges k esetén teljesul, ha x=bk.
Végul, ha x=x’bk és y:y’bl, akkor

B0 (7)) 3R (R (x7) (B (37 )BT ) =i (x7 (B .y )BT ) = (x.7) .
(ii) Mivel cb#b, de b(cb)=(bc)b=bb, ezért b balndéveld. Ha x=
x’bk balndveld, akkor_van y, hogy xXy=b, ahonnan (4) szerint
x’=1, azaz x=bk.

i+nsb‘j*xza

(iii) Ha x’€C’ és x=x’atC,, akkor van i és j, hogy c
tetszdleges s20 -ra. Ha x jobbnoveld, akkor nyilvan nem jirhatd
sem x’c, sem x’b alakba.

(iv) és (v) kozvetlen szamolassal igazolhatéd, C, kombinato-
rikus volta pedig ezekbdl kévetkezik.

Tetszdleges xECp-hez van k, hogy bk*xzbl valamilyen l-re.
Mivel bl balnéveld, kapjuk, hogy CnxC,=C,. Ezért C, egyszeri.
(vii) A balidealokra vonatkozé allitas az 5.8 Tételhez hason-
l6éan bizonyithatd. Mivel pl. ca¢gR(ac) és acgR(ca), ezért a
jobbidealok halmaza nem teljesen rendezett.

(viii) vz*uzbz*acn-1=b, v*u2=b*acn_1acn_1=cn*acn-1=acn-1=u.

. . . k lm
Mivel vxuzvuzc' és u¥u=uu, ezért u (vu) v €Cy.

A kévetkezdkben a
b(ba)an és (ba)naNa
relacidk altal generalt H, félcsoport tulajdonsdgait targyal-

Juk. Ezek hasonldéak a Cp-re bizonyitottakhoz: Hp-nek is van
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bal- és Jjobb-néveld eleme, tovabba tartalmazza Py-t.

8.3 Definicid A P=U4,Uj €s q=ujp,u] parokrdl azt mondjuk, hogy
p tartalmazza q-t, ha i<k és 1<j. A p part maximélisnak nevez-

zik, ha nincs olyan q par, hogy pcq.

8.4 Lemma Ha a p=ujuj par nem elemi (azaz i+1<J), akkor p tar-
talmaz egy olyan egyértelmien meghatarozott parlancot, melyben
az elsé par kezddbetlje uj;+1=b, és az utolsd par zarodbetilje

uj-i1=a. Ezt a lancot p belsd lancanak nevezzik.

8.5 Lemma Ha p nem elemi par, akkor van olyan qtp, hogy q nem

elemi par, de q belsd lancanak minden szeme elemi.

8.6 Definicidé Definialjuk a Mg, Wy,... halmazokat, melyeknek
elemei u-bell (u€F(, p3}) parok. W, legyen az &sszes u-beli
elemi par halmaza. Ha mar definialtuk Tj-t, akkor Tj4q1 legyen
azon parok halmaza, melyek Tj-ben vannak, vagy amelyek belsd
lancanak minden szeme Tj-ben van, tovabba ezen belsdé lanc sze-
meinek szama=0 (mod n). Legyen r=r(u) az a (nyilvanvaldan lé-
tez6) minimdlis index, melyre W,=T,,q.

Egy p part T,.-maximélisnak nevezink, ha p€TW,, és nincs
olyan qfW,, hogy ptq. '

Egy lancot T,-maximdlisnak nevezink, ha minden szeme T,-
maximalis, tovabba egyik iranyban sem folytathatd tovabbi .-
maximélis par hozzavételével. Q-lancnak nevezlink egy T,-maxi-
malis lancot, ha baltémaszé (vagyis az 6t megeldzd betu) b,

vagy Jjobbtéamasza a.

Definialjuk a HucF(5 p} halmazt a kévetkezdképpen: u€Hy
akkor és csak akkor, ha minden u-beli Q-lanc (ba)i alaku, ahol

i<n. (Tehat u-nak ninecs b(ba)n vagy (ba)na alaku részszava.
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Definialjuk a ¥: F{a,b}“'>Hn fuggvényt a koévetkezdképpen. Le-
gyen u€F;, p}. Ha L tetszdleges, u-beli Q-lénc, melynek k sze-
me van, akkor L zénajat helyettesitsik y:(ba)l-el, ahol 0£1<n
és k=1 (mod n). Legyen L zbénaja z. Ha !z!>!y!, akkor Q-t re-
dukalhaténak nevezzik. Az o6sszes Q-lancra elvégezve a fenti
helyettesitést, kapjuk Y(u)-t. u-t redukalhaténak nevezzik,
ha u€Fi, p3\Hy, tehat ha u tartalmaz legalabb egy redukalhato
Q-lancot. ' ’
L=(ba)n—t elhagyhatdé alaplancnak nevezzik, ha baltamasza b

vagy Jjobbtamasza a.

8.7 Lemma Ha u’ u-bdél egy elhagyhatdé L alaplanc elhagyasaval
kaphatd, akkor y(u’)=y(u).

Bizonyitas Ha L egy Q-lanc része (annak eleje vagy vége), ak-
kor az allitas ¥ definicidjabdél kévetkezik. Ha nem, akkor van
olyan ptl,. par, hogy L része p belsd lancanak. Nyilvanvalo,

hogy L elhagyasa utan is p€ll,, ezért ¥(u’)=y(u).

8.8 Lemma Minden redukalhatdé Q-lanc tartalmaz elhagyhatd alap-

lancot.

Bizonyitads Ha az L redukalhaté Q-lancnak van olyan szeme,

amely nem elemi par, akkor a 8.5 Lemma és T, definicidja sze-
rint ez a szem tartalmaz elhagyhaté alaplancot. Ha L-nek min-
den szeme elemi, akkor L elsé vagy utolsé n szeme elhagyhatd

alaplancot hataroz meg.

8.9 Definicié A H, halmazon értelmezzik a kévetkezd miveletet

xXy = Y (xy) (x,y€EHy) .

8.10 Tétel (i) A fenti mivelettel H, félcsoport, ¥ homomorfiz-
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mus Fry p3-rél Huy-re, a ¥-hoz tartozéd kongruenciat pedig a
(1) b(ba)~b, (ba)"ava

relacidk general jak.

(ii) By balnoéveld elemei azok a v=bv’ alaku szavak, melyekben
az elsd pozicidban levd b partalan, tovabba v minden parja
elemi.

(iii) Ha u:a(ba)n~1 és v=b, akkor <u,v>=P,.

(iv) Hp-ben (a tartalmazdsra nézve) sem a balideadlok, sem a

jobbidealok nem teljesen rendezettek.

Bizonyitas (i) Legyen x1=x, xj4+1 pedig addédjon x;-bdl egy el-
hagyhaté alaplanc elhagyasaval. A 8.7 és 8.8 Lemmak alapjan
¥(x)=x) valamilyen k-ra, tovabba Y (xy)=¥(x1y)=...=¥(xky). Meg-
ismételve ezt az eljarast y-ra, kapjuk, hogy ¥(xy)=¥(x)*¥(y),
tehat ¥ homomorfizmus. Az xj-k képzési szabalyabol adodik,
hogy a ¥-hoz tartozd kongruenciat az (1) relacidk general jak.
(ii) koézvetlen szamolassal adodik.

Mivel v*u=(ba)n, ezért vz*uzv*(v*u)=b*(ba)n=b=v‘és v*uzz
(v*u)*u:(ba)n*a(ba)n—lzu. Ha k+1+m>0, akkor kénnyen ellendriz-
hetd, hogy uk(vu)lvaHn, ahonnan <u,v>=P,.

(iv) Pl. ac ¢ R(ca) és ca ¢ R(ac).

A kévetkezékben Fr, pj-nek azt a homomors képét vizsgaljuk,
melynek generald relacidi
(1) bn+1an~b, bnan+1~a
Jeldlje ezt a félcsoportot K,. Belatjuk, hogy Kp—nek van;mind—
két oldali néveld eleme, és tartalmazza Po-t.

Legyen uEF{a’b}. Képezzik az alabbi halmaéokat, melyeknek
elemei u-beli parok. Ha 1£iin, akkor legyen Wé:{p: a p par
belseje bi_lai—l, vagyis p zdénaja (a p altal meghatarozott
I-beli részszd) biai}. Ha mar definialtuk U%—t, akkor legyen
H§+1={P= p€“§, vagy p belsd L lanca eleget tesz az alabbi ko-
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vetelményeknek:

ha i=1, akkor L minden szeme Gﬂg;

ha i>1, akkor L tartalmaz pontosan egy HJ 1—beli szemet, az

dsszes toébbi szem €ﬂ§.} Nyilvan Hggnig... és a ﬂ%, ﬂ%,...,ﬂg
halmazok diszjunktak. Van r:0, hogy H%:H%+1 (i=1,...,n).

Egy p part n-maximalisnak nevezunk, ha p€ﬂ¥, es nincs olyan
qEﬂ?, hogy ptq. Egy L lancot n-maximalisnak nevezink, ha L
minden szeme n-maximadlis, és L egyik iranyban sem folytathafé.
Végiil, Y(u) legyen az a sz, melyet ugy kapunk u-bdél, hogy el-
hagyunk minden olyan n-maximalis lancot, melynek baltamasza b
vagy Jjobbtamasza a. A Hpy-re adott bizonyitast megismételve
kapjuk, hogy ¥ homomorfizmus Fi; p3-rél Kn-re, melyhez az (1)

alatti relacidk altal generalt kongruencia tartozik, azaz

F{a,b}/XEEKn.

8.11 Tétel (i) K, balndéveld elemei a bujujy...uy, alaku szavak,

ahol m:O tetszdleges, és az uy tényezdkre teljesil, hogy
utzbibjaj, i+jzn.

(ii) Ha u=a" és v=b", akkor <u,v>=P,.

(iii) Kp-ben sem a bal-, sem a jobb-idedlok nem teljeseﬁ ren-

dezettek (a tartalmazasra nézve).

Bizonyitas Koézvetlen szamolassal addédik, a Hp-re adott bizo-

nyitashoz hasonldan.
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