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I. SZUMMACIOS MODSZER - TAUBER-TIPUSU TETELEK

Bevezetésként Osszefoglaljuk a végtelen matrixokkal indukalt szummacios
moédszereket.  Tekintsiik az A = (ank);p—o matrixot. Az s sorozatot A-

szummdlhatonak nevezzilk az s szamhoz, ha a

oo
op = g ankSk, n=0,1,2, ...
k=0

minden n-re s-hez konvergdl. A o,,-t az si linedris kozepeinek nevezziik. Példaul az

1
P ha k S m,
Anfk —
0 kilonben

valasztas a jol ismert Cesaro-kozepeket adja vissza, mivel ekkor

n
Onp = E Sk
k=0

Speciélisan ebben az esetben az A-szummalhatésig a Cesaro (C, 1) szummalhatdsag
definiciéjat adja. A szummaciéelméletben alapveto szerepet jatszik a Silverman-
Toeplitz tétel, mely szerint annak sziikséges és elegendo feltétele, hogy az A matrix-
szummacios mdodszer megorizze az s hatarértéket minden s-hez konvergalé sy sorozat

esetén, a kovetkezo:

i, lim any =0, k=0,1,2,..

n—oo
0
(1.1.1) i, sup {Z |ank5|} < 00
" k=0
o0
111, nh—{gokz_oank =1.

Azokat a szummadciés mddszereket, melyekre (1.1.1) teljesiil requldrisnak nevezziik.
Az olyan tételeket, melyekben kideriil, hogy egy szummaciéos mddszer regularis, N.
Abel utdn Abel-tipusi tételeknek nevezziik. Abel 1820 koriil kapta meg klasszikus
tételét.



1.1. Tétel (Abel). Ha az sy sorozat konvergdl valamely s szdmhoz, akkor az sy

sorozat Abel-szummdlhato is s-hez, azaz lim, .1 (1 —x) Y ;o spxh = s.

Tehat az Abel-szummaélhatésidg regularis szummaciés mddszer, ugyanigy, mint
a Cesaro-szummalhatosag. Valdjaban az Abel-szummélhatosag példa egy nemdiszk-
rét szummacioés eljarasra. Természetesen tekinthetjiik azt a specidlis esetet, amikor
T =xn = g, n=0,1,2,... Ekkor A = {n*/(n+ 1)’““}:16:0 Ha Abel tételének
megforditasat nézziik, konnyen meggyozodhetiink réla, hogy a megforditas altalaban
nem igaz. J6 példa erre az egyszerti Y~ (—1)™ sor, amely ugyan Abel-szummélhaté
1/2-hez, de nyilvan divergens. Sokkal érdekesebbek tehat az Abel-tipust tételek meg-
forditottjai, azaz amikor azt keressiik, hogy egy sorozat szummalhatésagabdl milyen

feltétel hozzavételével kovetkezik a konvergencia. FEzeket nevezziik Tauber-tipusu

tételeknek, mivel 1897-ben Alfred Tauber (1866-1942) adott eldszor ilyen tételt [29].

1.1.2. Tétel (Tauber). Ha a ) .~ a, sor Abel-szummdlhatd és
na, = o(1),

akkor a sor konvergens is.

1910-ben J. E. Littlewood az na, = o(1) feltételt a sokkal altalanosabb na,, =
O(1) feltétellel helyettesitette, majd 1914-ben G. Hardyval még tovabb élesitették.
Littlewood erds ”kétoldali” Tauber-feltételét a sokkal gyengébb ”egyoldali” feltételre
cserélték. E tétel a matematikai analizis egy 1j agat nyitotta meg és 0k hasznaltak

el6szor a Tauber-tipusu tétel elnevezést.

1.1.3. Tétel (Hardy-Littlewood). Ha a Y, a, sor Abel-szummdlhatd és
na, > —H (H pozitiv konstans),

akkor a sor konvergens is.
Specidlisan, ha a, > 0 minden n-re akkor a > ° ;a, sor Abel-szummalhatésiga
ekvivalens a konvergenciajaval. A Hardy-Littlewood tételnek egyébként nagy szerepe

van annak az érdekes ténynek a bizonyitasaban, miszerint a



Riemann zéta fliggvény, mely Rez > 1 esetén abszolit konvergens, nem Abel-
szummalhaté a z = 1 + it egyenes mentén.

Bar torténetileg a Tauber-tipusi tételeket az Abel-szummalhatésaghoz kap-
csoléddan vizsgaltdk, az 1.1.2. és 1.1.3. Tétel igaz a Cesaro-szummalhatdosig esetén
is.

Wiener nagy jelentéségii értekezése 1932-ben jelent meg, melyben a Tauber-
tipusu tételek olyan altalanos elméletét adta meg, amely a Banach algebrak
elméletének modszereit hasznélja fel a Fourier-analizisben. Wiener tételébol specidlis
esetként visszakapjuk a Hardy-Littlewood tételt is.

A Tauber-tipusi tételek nagy szerepet jatszanak a primszamtétel tobb bi-
zonyitasaban is. Ikehara 1931-ben adott Tauber-tipusu tételével egyszertien bi-
zonyithat6 , hogy II(x) ~ z/Inx, ha © — oo, ahol II(x) jeloli az z-nél kisebb primek
szamat.

A Tauber-tipusi tételek terén még Jovan Karamata (1902-1967) munkdssiga
emelheto ki, eredményeivel és egyik tételének élesitésével a kovetkezd fejezetben

foglalkozunk.



II. KARAMATA EGY TAUBER-TIiPUSU TETELENEK ELESITESE

J. Karamata 1930-ban publikalta Littlewood klasszikus tételének viszonylag rovid
(2 oldalas), elegdns bizonyitasat, amellyel hatalmas elismerést valtott ki. E bi-
zonyitasban mar figyelembe vette a Schmidt altal bevezetett tin. lassan véltozo fiigg-
vényeket, de Karamata adott pontos definiciét e fiiggvényekre, felfedezte szerkezetii-
ket, vizsgélta alapvetd tulajdonsdgaikat: az L(x), = > 0 figgvényt lassan vdltozénak
nevezziik, ha pozitiv, folytonos és teljesiil, hogy

L(A\x)
L(x)

— 1, z — oo,

minden rogzitett A > O-ra. Az r(z) = x*L(z) fliggvényt reguldrisan vdltozénak
nevezziik, ahol a a regularis valtozas indexe. Példaul a pozitiv konstansok, a logz

2 és az x%logx fiiggvények 2

vagy a loglogx fiiggvények lassan valtozok, mig az x
indexil reguldrisan valtozék. A lassan és regularisan valtozé fliggvényeket késobb
az analizis tobb dgdban alkalmaztdk, mint példdul a komplex analizisben (egész
fiiggvények vizsgalatdban), a Mercer-tipusi tételek elméletében, de szédmos fel-
hasznélési teriiletiik van a valésziniiségelméletben is [1].

Karamata 1937-ben publikédlta egyik hiresebb Tauber-tipusu tételét [13, The-
orem 5, 36.0|, melyben elegendd feltételt adott arra vonatkozdlag, hogy lokalisan
integralhato fliggvények sulyozott kozép szerinti szummalhatdsdgabdl kovetkezzen az

integralok konvergencidja is. Mi erre az implikaciora sziikséges és elegendo feltételeket

adunk, amelyek specialis esetként tartalmazzak Karamata tételét.

I1.1. Integralok siulyozott kozép szerinti szummalhatésaga R felett

Legyen P az Ry :=[0,00) intervallumon értelmezett fiiggvény olyan, hogy

(2.1.1) P nemcsokken6 az  Ry-on, P(0)=0 ¢és lim P(t) = oo.

t—o00

P-t sulyfiigguénynek nevezziik, figyelembe véve, hogy pozitiv Borel mértéket indukal

R_|_-Ol’l.



Minden komplex értékli f : Ry — C fiiggvényre, mely Lebesgue integralhato
minden véges (0,¢) intervallumon, 0 < ¢ < oo, szimbdlummal: f € L{ _(R), tekintsiik

loc

az

X 1 t
(2.1.2) s@%:/iﬂw@/ésaﬁ%:——i/sﬁﬂp@y £ 0,
0 P(t) Jo
integrélokat, feltéve, hogy P(t) > 0. o(t) definicidjaban az integral Riemann-Stieltjes
értelemben 1étezik.

o-t az s fliggvény silyozott kozepének nevezziik és az

(2.1.3) Amf@Mx

integralt a sulyozott kozép szerint szummdlhatonak nevezziik a P sulyfiiggvénnyel,
roviden: (W, P) szummdlhatd, ha a kovetkez6 véges hatarérték létezik:

(2.1.4) lim o(t) = L.

t—o0

Konnyen ellenorizhet6, ha a véges

(2.1.5) lim s(z) =L

r—00

hatarérték létezik (masszoval az fo_)oo f(x)dx improprius integrél konvergens), akkor
a (2.1.4) hatérérték is létezik ugyanazon L-lel. Ennek megforditdsa azonban altalaban
nem igaz.

Azonban, ha a valds értékiit f € L (Ry) figgvény nemnegativ R -on, akkor a

(2.1.4) és (2.1.5) hatérértékek létezése ekvivalens. Valoban, az &llitds kovetkezik a

210 o= 5 [ { [ twwfare = [ rw{i- 504

egyenl6ségbdl, ahol felhasznaltuk (2.1.2)-t és alkalmaztuk Fubini tételét. Nevezetesen,
ekkor o(t) < s(t) minden ¢ > 0-ra. S6t még az is fenndall, hogy ha lim; . s(t) = oo,
akkor (2.1.1) és (2.1.6) miatt sziikségszertien lim;_,~, 0(t) = co. Ez bizonyitja a (2.1.4)

és (2.1.5) ekvivalencigjat.



Az is vildgos, hogy a (2.1.3) integral (W, P) szummaélhatésédga nem fiigg az f(x)
értékétél semmilyen (0,xg) véges intervallumon, ahol 0 < xp < oo rogzitett. A
(2.1.4)-ben az L hatarérték (ha létezik) azonban mar fiigg f értékétél az R, -on.

Ha P(x)-nek z-et valasztjuk, P(x) := x, akkor a Hardy [11, 11.0] és Titchmarsh
[30, 26.0] altal vizsgélt (C,1) Cesaro szummalhatésdgot kapjuk. Karamata a P-t
szigorian monoton névé és folytonos fiiggvénynek vélasztotta a (2.1.1) feltétellel és
erre kapott figyelemremélto elegend6é Tauber feltételeket, melyek teljesiilése esetén a
(2.1.4) = (2.1.5) implikédcié kovetkezik. Ennek élesitésével foglalkozik a kovetkezd

alfejezet.
I1.2. Fobb eredmények

Célunk tehat olyan sziikséges és elegendd feltételek létrehozasa, amelyek
segitségével az adott silyozott kozép szerinti szummalhatésdgbdl, vagyis (2.1.4)-bél
kovetkezik a (2.1.3) integral konvergencidja.

Vezessiik be a fels6 és alsé megengedett fiiggvények fogalmat a P sulyfiiggvényre
vonatkozoan. Legyen p : R, — Ry szigorian novekve, folytonos fiiggvény, amelyre

p(t) — oo, t — 0o. p-t felsé megengedett fligguénynek nevezziik P-re vonatkozdan, ha

.o Plp(t))
(2.2.1) hgl;lf P > 1.

Hasonléan p-t also megengedett fiigguénynek nevezziikk P-re vonatkozoan, ha

e P
(2.2.2) hggf POo(t)) > 1

Jelolje A, és Ay a felso és alsé megengedett fiiggvények osztalyéat.

Valos értéki f fliggvényre igaz a kovetkezo egyoldali Tauber-tipusu tétel.

2.2.1. Tétel (Fekete-Méricz [7]). Tegyiik fel, hogy P-re teljesil (2.1.1), tovdbbd
f: Ry —» R és f € LL (Ry). Annak szikséges és elegendd feltétele, hogy a
(W, P) szummdlhatdsdgbdl, azaz (2.1.4)-b6l kovetkezzen a (2.1.3) integrdl konver-
gencidja ugyanazzal a hatdrértékkel az, hogy teljesuljon az aldbbi két feltétel:

(2.2.3) S lim inf L
2. up limin
per, t=oo P(p(t))

p(t)
— P /t {s(z) — s(t)}dP(x) > 0

7



€s

1 ¢
(2.2.4) sup liminf

per, t—oo P(t)— P(p(t)) p(t){S(t) — s(z)}dP(x) > 0.

Elegend§ a (2.2.3) és (2.2.4) feltételeket valamely alkalmas A, C A, és Ay C Ay
részosztalyokra ellendrizni. Nézziink meg alkalmas részosztalyokat a kovetkez6 harom

fontos specidlis esetben.

(i) Karamata cikke [13] alapjan tegyiik fel, hogy
(2.2.5) P szigortian nové és folytonos fiiggvény valamely [to, oo] intervallumon,

ahol P(tg) = 0, 0 <ty < co. Ekkor P inverz fiiggvénye — jeloljiikk P~1-gyel — létezik
és szintén monoton n6vo és folytonos R4 -on.

Ekkor elegend6 (2.2.3)-at és (2.2.4)-et a
Ay :i={pr(t) ;= PYAP()) : A> 1} & Ap:={pa(t):= P"Y(AP(t)) : 0 < A < 1}

részosztalyokon ellendrizni.

Az s: Ry — R fiiggvényt lassan csokkendnek nevezziik P-re vonatkozoan, ha

o T : B S
(2.2.6) )\lir%r hgéglftg}gT{s(x) s(t)} >0,

ahol
(2.2.7) T := P '(\P(t)), t>0.

Lassan csokkend fiiggvény tetszoleges gyorsan novekedhet, a lényeg az, hogy a
csokkenés, ha van, csak lassu lehet. Lassan csokkend fliggvény példaul az f(x) =

x 4 cosx + cos(alnz), amint azt a 2.2.1. dbra mutatja.

8
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A "lassan csokkend” kifejezést Schmidt [10] vezette be valds szamok sorozataira. Valés
értéki fliggvényekre a (2.2.6) definicié Karamatanak [13, Theorem 5, 36.0] kdszonheté.
Nyilvdnvald, hogy a (2.2.3) feltétel egyszerti kovetkezménye (2.2.6)-nak.

Erdekes tény, hogy a (2.2.6) ekvivalens a

(2.2.8) lim liminf mln {s( )—s(z)} >0

A—1— t—oo T<z<

feltétellel, ahol T-t a (2.2.7)-ben definidltuk. Ezt az allitast a I1.3. részben bizonyitjuk.
Mésrészt a (2.2.3) és (2.2.4) feltételek altalaban fliggetlenek egymastdl, amint a
I1.3. részben egy illusztrilt példa mutatja.
A 2.2.1. Tétel a 2.3.1. Lemmaval Karamata [13, 36.0] tételéhez vezet, mely a
2.2.1. Tétel kozvetlen kovetkezménye.

2.2.1. Korolldrium (Karamata). Tegyik fel, hogy P-re teljesil (2.2.5), f :
Ry — R és fe Ll (Ry). Ha a(2.1.2)-ben definidlt s figgvény lassan csékkend P-
re vonatkozdan, akkor a (2.1.3) integral (W, P) szummdlhatdsagbol kivetkezik annak
konvergencidja is ugyanazzal a hatarértékkel.

(ii) Ha a P sulyfiiggvényre teljesiil (2.2.1) és

P
(2.2.9) liggf% >1 minden A\ > l-re,



akkor a

Ao i={palt) =AMt A>1} & Ap:={pa(t):=At:0<A<1}
részosztalyok alkalmasak (2.2.3) és (2.2.4) ellenérzésére. Ezt az esetet tanulményozza
[17] részletesen.

(iii) A harmadik eset, mikor P-re teljesiil (2.1.1) és

L P(tY) :
(2.2.10) lim inf >1 minden A > l-re.

Ekkor a
Ay i={pa(t) =t : A>1} é Ap:={pa(t):=t*:0< A< 1}

részosztalyok alkalmasak (2.2.3) és (2.2.4) ellendrzésére.
A 2.2.1. Tétel bizonyitdsat megvizsgdlva (I1.3. rész) kideriil, hogy a 2.2.1. Tétel
érvényes marad, ha a (2.2.3) és a (2.2.4) feltételt a

1
inf limsup

p(t) . .
B e e () 0P <o

és

. 1 '
plerl/{z h?iigp P{t) = P(o(1)) /p(t){s(t) —s(x)}dP(x) <0

feltételekkel helyettesitjiik.
Abban a specidlis esetben, mikor a P sulyfliggvényre (2.2.1) teljesiil azt allitjuk,
hogy az elébbi két feltétel kozvetleniil kovetkezik a

9. o B -
(2.2.11) )xli>nll+ h?lsogptg;agxir{s(a:) s(t)} <0,

tulajdonsagbdl, ahol T-t a (2.2.7)-ben definidltuk. Az s : R, — R fliggvényt a
(2.2.11) tulajdonsiggal lassan névének nevezziik a P-re vonatkozdan.

Ez az allitas konnyen koévetkezik abbdl a ténybél, hogy a (2.2.11) feltétel akkor
és csak akkor teljesiil, ha —s lassan csokkeno. fgy ebbdl valamint a 2.3.1. Lemmabdl

kovetkezik, hogy (2.2.11) ekvivalens a

o _ <
)\linlqi h?iigp Tnglggit{s(t) s(z)} <0

10



feltétellel.
Komplex értékli f fiiggvényre bebizonyitjuk a kovetkezo kétoldali Tauber-tipusi
tételt.

2.2.2. Tétel (Fekete-Méricz [7]). Tegyiik fel, hogy P-re teljesul (2.1.1), f :
Ry — C és f € Ll (Ry). Annak szikséges és elegendd feltétele, hogy a (2.1.3)
integral (W, P) szummdalhatdsagbdl kévetkezzen annak konvergencidja is ugyanazzal a

hatdrértékkel az, hogy az alabbi két feltétel egyike teljestiljon:

‘ ) 1 p(t)
(2.2.12) plenAfuhiris(Ep’ OIS0 /t {s(x)—s(t)}dP(:z:)’zO
vagy
(2.2.13) inf Timsup P(t)_lp(p(t)) /p (t){s(t)—s(x)}dp(x)) — 0.

Ugyantigy, mint a 2.2.1. Tétel esetén, itt is elegendd a (2.2.12) vagy (2.2.13)
feltételeket valamely alkalmas Ay C A, vagy Ay C Ay részosztalyokra ellendrizni.
Példaként tegyiik fel, hogy a P sulyfiiggvény teljesiti a (2.2.5) feltételt. Ebben az

esetben az s : Ry — C fiiggvényt lassan oszcilldlonak nevezziik a P-re vonatkozdan,

ha

(2.2.14) Jim hltfriigptg%XT |s(z) = s(t)| =0,

teljestil, ahol T-t a (2.2.7)-ben definidltuk. A ”lassan oszcillalé” kifejezést Hardy [10]
vezette be szamsorozatokra. Filiggvények esetében a (2.2.14) feltétel Karamaténél [13,
Theorem 3, 28.0] fordul elé.

Az alabbi korollarium kozvetlen kévetkezménye a 2.2.2. Tételnek.

2.2.2. Korollarium. Tegyiik fel, hogy P-re teljesil (2.2.5), f: Ry — C és f €
Ll

loc

(R4). Ha a (2.1.2)-ben definidlt s fiiggvény lassan oszcilldlé a P-re vonatkozdan,
akkor a (2.1.3) integrdl (W, P) szummdlhatdsdgbdl kovetkezik annak konvergencidja is

ugyanazzal a hatdrértékkel.

11



Megjegyezziik, hogy a (2.2.14) ekvivalens a

lim i t) — =0
Jim limsup max |s(¢) — s()|

feltétellel, mely hasonléan bizonyithat, mint a 2.3.1. Lemma a kdvetkezd részben.
I1.3. Bizonyitasok
A kovetkez6 lemma fontos szerepet jatszik a 2.2.1. Korollarium bizonyitasaban.

2.3.1. Lemma. Bdrmely s : Ry — R fliggvény esetén (2.2.6) és (2.2.8) ekvi-
valensek.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (2.2.6) teljesiil, azaz barmely ¢ > 0-hoz létezik

A1 = A1(€) > 1 és ty =ti(e) > 0, amelyre

(2.3.1) s(z) —s(t) > —e, ha t; <t<az <P '\P)).
Célunk az s(t) — s(x) kiilonbség minimuménak alulrél val6 becslése a

(2.3.2) PYOTP) <z <t és t>ty

feltételekkel, ahol ¢o-t olyan nagyra vélasztjuk, hogy Pil()\l_lp(tg)) > t1. (2.3.2)-bol
kovetkezik, hogy
t) <z és t< P 1\ P()).

Igy (2.3.1) szerint

) = s(e) = min {s(r) ~s(e)} > __min o {s(r) - s(@)} = e

Ez barmely t-re és z-re igaz (2.3.2)-ben. Ezért

min {s(t) —s(z)} > —€¢, ha t>ts.
P=1(A\['P(t))<x<t

Mivel € > 0 tetsz6legesen kicsi, (2.2.8) adddik.
Masrészt tegyiik fel, hogy (2.2.8) teljesiil. A fentihez hasonlé gondolatmenettel
kapjuk (2.2.6)-ot. o
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A kovetkezé lemmdban megmutatjuk, hogy ha a (2.1.3) integrdl (W,P)
szummalhaté egy véges hatarértékhez, akkor a P silyfiiggvénnyel képezett in. mozgo
sulyozott kozepei is ugyanahhoz a hatarértékhez konvergalnak. A mozgd kozepeknek
szamtalan alkalmazasi teriilete van, tobbek kozt az idésorok analizisében hasznaljak,

de a befektetési és biztositasmatematika teriiletén is gyakran el6fordulnak.

2.3.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy P-re teljesil (2.1.1), tovdbbd az f : Ry — C
figguényre f € Li (R4) és (2.1.4)-ben létezik a véges L hatdrérték. Ha p € A, akkor

. 1 p(t) e
(2.3.3) tlggo Po@) = P) /t s(x)dP(x) = L;

ha viszont p € Ay, akkor

(2.3.4) lim ! / " s@)dP() = L.

t=oe P(t) — P(p(t))

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy p € A,. A (2.1.2) miatt,

1 p(t)
mmm—P@A‘s@””@

(235 ~ o) = P PO 6) - POo0)
= o (p(0) ~ iy i (0Pl — o(0)

(2.2.1)-et felhaszndlva,

P
0 < lim sup lim inf M

t—oo P(p(t)) — P(t) :{ i—oo  P(t) 1}_ < 00.

Igy a (2.1.1)-b8l és (2.3.5)-bél (2.3.3) kovetkezik.
(ii) Tegyiik fel, hogy p € Ay. A (2.1.2) alapjén,

1 t . Plolt) (o0
236) BBy ) =70+ By 0 o))
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(2.2.2) miatt,

. POW) gy
0 < )iy = 4

és (2.1.1)-b6l valamint (2.3.6)-bdl adédik (2.3.4). o

Példa. A (C,1) szummalhatésag esetében egy egyszerti példat adunk arra, hogy a
2.2.1. Tételben a (2.2.3) és a (2.2.4) feltételek fliggetlenek egyméstol. Tekintsiik az

1 ha 2"<a<2"41,
fa)m 40 ha 2kl<e <2
TVZY =1 ha 2"4+2<2<2"+3; n=203,...

0 kiilonben R4-on.
fliggvényt. Egyszerii szdmoldssal igazolhatd, hogy a (2.1.5) hatarérték nem létezik,
de a (2.1.4) létezik és O-val egyenls. Ezért a 2.3.2. Lemma alkalmazhaté. Ekkor
P(z) :=z, igy a (2.2.9) feltétel kielégiil, py(t) := A\t alkalmas valasztds 1 # A > O-ra.
Ezért barmely \ > 1-re

223 lim inf
(223 it T,

At
{s(z) — s(t)}dz

1 At
= tlggo o1 /t s(z)dz — li?lsogps(t) =0—-1=-1;

mig barmely 0 < A < 1-re

, . 1 '
(2.2.4") lltniégf =i )\t{s(t) — s(z)}dx

1 t
= liggjlfs(t) - tli)rgo = //\t s(z)dr =0—-0=0.

A 2.2.1. Tétel bizonyitisa. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy a (2.1.3) integal
konvergens, azaz a (2.1.5) feltétel teljesiil. Ekkor (2.1.4) is teljesiil.

Legyen p € A, tetszéleges. A 2.3.2. Lemma alapjan

1 p(t)
(2.3.7) Jim s /t {s(z) — s(t)}dP(x)
' 1 p(t) . L
= tllglo Po@) — P /t s(z)dP(x) — tli)rgo s(t)y=L—L=0.
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Ez (2.2.3)-at még erésebb forméban bizonyitja.
Tetszoleges p € Ay esetén hasonlé mdédon kapjuk, hogy

: 1 ' B
(2.3.8) tlirgo P{t) = P(o(1)) p(t){s(t) — s(x)}dP(x) =0,

amely er6sebb, mint (2.2.4).

FElegenddség. Tegyiik fel, hogy a (2.1.3) integral (W, P) szumma&lhatd, azaz a
(2.1.4) feltétel teljesiil és fennallnak a (2.2.3) és (2.2.4) feltételek is. Igazolnunk kell
(2.1.5) érvényességét.

Legyen € > 0 tetszOleges. (2.2.3) és (2.2.4) miatt létezik olyan p; € Ay és po € Ay,

amelyre teljestil

— 1 p1(t)

(2.3.9) htrgg)l Plor@) = PO /t {s(z) — s(t)}dP(x) > —¢
o 1 '

(2.3.10) hglogf P = Plrn®) /[)2(t){s(t) — s(z)}dP(x) > —e.

A (2.1.4), (2.3.9) feltételekbdl és a 2.3.2. Lemmébdl kovetkezik, hogy

< li ! " dP li =L—-1l ;
—e < lim O = PO /t s(z)dP(x) — limsup s(t) = L — limsup s(t);

t—oo P t—o00 t—o0

mig a (2.1.4), (2.3.10) feltételekbdl és a 2.3.2. Lemma alapjin

1 t
—e < liminf s(¢) — lim / s(z)dP(x) = liminf s(t) — L.
t—00 ( ) t—00 P(t) — P(pZ(t)) p2(t) ( ) ( ) t—o00 ( )

Az utébbi két egyenltlenséget egybevetve azt kapjuk, hogy

L — e <liminfs(t) <limsups(t) < L +e.

t—o0 t—oo
Mivel € > 0 tetsz6legesen kicsi volt, ezért (2.1.5) kovetkezik. ¢

A 2.2.2. Tétel bizonyitisa. Szikségesség. Tegyiik fel, hogy a (2.1.3) integral
konvergens. Teljesen hasonlé médon, mint a 2.2.1 Tétel bizonyitasanak sziikségesség

részében, ha p € A,,, akkor (2.3.7) és ha p € Ay, akkor (2.3.8) kovetkezik.
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FElegenddség. (i) Tegytik fel, hogy a (2.1.3) integrdl (W, P) szummalhaté egy
véges L értékhez és teljesiil (2.2.12). Célunk (2.1.5) bizonyitasa.
Legyen € > 0 tetsz6leges. (2.2.12) szerint létezik olyan p; € A, amelyre

1
2.3.11 L1 :=limsu
(2.3.11) el VTP

A (2.1.4), (2.3.11) és a 2.3.2. Lemma szerint a kévetkez6 becslés érvényes:

p1(t)
— P(t) /t {s(z) — s(t)}dP(x)‘ < e

1 p1(t)
1 — < 1i — < €.
hirisogp |L —s(t)| < tli)rgo‘L P (D) = P /t s(a:)dP(x)‘ +L; <e

Mivel € > 0 tetsz6legesen kicsi volt, igy (2.1.5) teljesiil.

(ii) A (2.2.13) feltétel érvényessége esetén (2.1.5) bizonyitdsa hasonlé a fenti (i)

esethez. ¢
I1.4. A sulyfiiggvény specialis valasztasai

(i) Ha P(z) := x bédrmely x € Ry-ra, akkor a (W, P) sulyozott k6zép szerinti
szummalhat6sdg éppen a (C, 1) szummalhatdsdg. Ezt az esetet tanulményozza [17].
Megemlitjiik, hogy a lassi csokkenés (2.2.6) feltétele teljesiil, ha létezik olyan

H > 0 konstans és xg > 0, amelyre
zf(x) > —H majdnem minden x > ¢ -ra.

Val6s szamok sorozataira analdg feltételt vezetett be Landau [16]. Komplex esetben
a kovetkezd

|lxf(z)] < H majdnem minden x > xg -ra

klasszikus Tauber feltétel igaz, amely elvezet a lassan oszcillalas (2.2.14) feltételéhez.
Hardy [10] vezette be az ezzel analég feltételt valés szamok sorozataira.
Részletesebben ad errél lefrast [17].

(ii) Ha
0 ha 0<zx<1,
log ha z>1,

P(z) = {

akkor a stulyozott kozép szerinti (W, P) szummaélhatésag a harmonikus kézép szerinti

szummalhatosdg (elsérendil). Megfigyelhetjiik, hogy a [17]-ban szereplé eredmények
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nem alkalmazhatéak, mivel ekkor a (2.2.9) feltétel nem teljesiil. Viszont ez (2.2.10)
tipikus esete.

Ezittal a lassi csokkenés (2.2.6) feltétele

2.4.1 lim liminf i —s(t)} >0
( ) AE?JF PR 1ogtg1£gglgmogt{s(x) s(t)} 2

alaki. Tovébbé a lassu oszcillalas (2.2.14) feltétele

2.4.2 lim i —s5(t)]=0
( ) Air%— liilplogtglgg%éAlogtB(x) sl

alakd. Ez utobbi két feltétel kovetkezik a

(2.4.3) (rlogz)f(r) > —H majdnem minden z > z( -ra
és
(2.4.4) (xlogz)|f(x)] < H majdnem minden z > x -ra

feltételekbdl, ahol H > 0 és o > 1 konstansok.
(2.4.1) igazolasdhoz legyen A > 1és 1 <t < x < t*. (2.4.3) miatt

1
/f )dy > H/ —Hlog(—22) > —Hlog \.
ylogy logt

A — 14 adja (2.4.1) egyenlStlenséget. Megjegyezziik, hogy ezzel analdg feltételt

vezetett be Kwee [15] valés szdmok sorozataira.
A (2.4.4) = (2.4.2) kovetkeztetés hasonléan megmutathato.
(iii) Ha
0 ha 0<zx <e,
P(z) = {loglogw ha x> e,
akkor a (W, P) sulyozott kozép szerinti szummélhatdsag a méasodrendii harmonikus

kozép szerinti szummalhatosag. Ebben az esetben tekinthetjik a A, és Ay
Ay = {px(t) == exp(logt)* :t >e é A > 1}

és
Ao = {pa(t) :=exp(logt)* :t>e és 0< <1}
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részosztalyait.

Ekkor a lassu csokkenés (2.2.6) feltétele

lim lim inf min s(z)—s(t)} >0
A—14 t—oo loglogt<loglogxz<Aloglogt

szerint adott, ami kovetkezik az
z(logx)(loglogz)f(x) > —H majdnem minden x > x( -ra

feltételbél, ahol H > 0 és zyp > e konstansok. Tovébba a lassu oszcillalas (2.2.14)
feltétele a

lim lim sup max |s(x) —s(t)] =0
A—14+ t oo loglogt<loglogz<Aloglogt

szerint adott, ami kovetkezik a
z(logz)(loglogz)|f(x)] < H majdnem minden z > x( -ra

feltételbdl.

(iv) Harmadrendii harmonikus kézép szerinti mddszer esetén a sulyfiiggvényt a

P(z) == 0 ha 0<ax <e®,
logloglogxz ha x> e°

szerint valasztjuk és hasonléan az m.-ik rendli is megvalaszthaté a fent mutatott

esetekhez hasonléan, ahol m = 4,5, .. ..
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III. STATISZTIKUS KONVERGENCIA ES STATISZTIKUS HATARERTEK

H. Fast [2] volt az els6 matematikus, aki 1951-ben sorozatok hatérértékének egy 1j
kiterjesztését vezette be, amelyet statisztikus konvergencianak nevezett el. Schénberg
[25] bizonyitotta a statisztikus konvergencia elemi tulajdonsigait és szummaécids
eljarasként tanulmanyozta. Ez utébbi két matematikus észrevette, ha egy korlatos
sorozat statisztikusan konvergal valamely L szamhoz, akkor az Cesaro-szummalhato
is L-hez.

Az évek folyaman a statisztikus konvergencia fogalma hasznosnak bizonyult a
szamelméletben, valoszinliségszamitasban, mértékelméletben
és szummacioelméletben. Mielott a definiciot megadjuk, emlékeztetiink egy pozitiv
szamokbdl all6 K halmaz természetes stirtiségének fogalmara:

(3.1.1) o(K) = Tim 2|[{k<n: ke K},

n—oo n

ahol [{k < n: k € K} jeloli K azon elemeinek szamat, amelyek nem haladjik meg
n-et. Ha x olyan sorozat, hogy x; kielégit valamely P tulajdonsiagot minden k-ra,
kivéve egy 0 természetes stirliségii halmazt, akkor azt mondjuk, hogy zj kielégiti P-t
"majdnem minden” k-ra és a.a.-val roviditjik (almost all).

3.1.1. Definicié: Az zj szamsorozat statisztikusan konvergdl L-hez, jelben:

st— lim zp = L,
k—oo

ha barmely € > O-ra

1
(3.1.2) lim —{k<n:|zy—L|>e€}|=0,

n—oo M

vagy masképpen |z — L| < e a.a. k.

Példaként legyen
R 1, ha k négyzetszam
70, kiilonben.

Nyilvan hagyomaéanyos értelemben xj divergens szamsorozat, de mivel

{k <n:an#0} <V,
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igy definici6 szerint st—limx; = 0.
Nyilvanvald, hogy ha az x; szamsorozat konvergens, akkor statisztikusan is konvergal
ugyanahhoz a hatarértékhez. Ha az xj szdmsorozat statisztikusan konvergens, akkor

statisztikusan korldtos is. Ez utobbin azt értjiik, hogy 1étezik olyan K > 0 szam, hogy
i 1
lim —|{k <n:|zg| > K} =0.
n—oo N,
Ugyanis, ha tetszéleges € > 0 esetén a K-t (L + €)-nak vélasztjuk és
|xg| > K valamely k-ra,

akkor
|z — L| > |zg| —L>K —L=(L+¢) —L=c¢.

Lényeges tény, hogy statisztikusan konvergens sorozatokra igaz a felbontasi tétel,
azaz ha az xj szamsorozat statisztikusan konvergens, akkor az zj felbonthaté olyan

Yr és hyp szamsorozatok Osszegére, amelyekre igaz, hogy
lim gy = st— lim xg
k— o0 k— o0

és
lim %Wg <n:hp£0} =0,

Erdekes kérdésként meriilt fel, hogy egy szamsorozat statisztikus konver-
genciajabol milyen kiegészité Tauber-feltétel mellett kovetkezik annak kozonséges
konvergencidja. David Borwein megsejtette az xp — xr+1 = O(%) feltételt, de csak
1984-ben bizonyitotta be Fridy, aki a statisztikus konvergencia sok més tulajdonsagat
is vizsgélta [3].

A statisztikus konvergencia fogalmanak ismeretében vezessiik be mérhet6 fiigg-
vények statisztikus hatarértékének definicigjat a co-ben. A fiiggvények legyenek valds
(esetenként komplex) értékiiek, melyek Lebesgue mérheték a (0, 00) intervallumon.
3.1.2. Definicié: Az f fiiggvénynek a co-ben statisztikus hatdrértéke van, ha létezik
olyan [ szam, hogy barmely ¢ > 0-ra

(3.1.3) lim L{z € (0,0): |f(z) — | > €} =0,

a—00
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ahol az abszolutérték jel a halmaz Lebesgue mértékét jeloli. A kovetkezd jelolést

hasznaljuk:

(3.1.4) st— lim f(z) = L.

T—00
A kovetkez6 példa jol illusztralja a definiciét:

1, ha we2n,27+1]
J(@) = {0, kiilsnben

Ekkor konnyen ellendrizhetd, hogy st—lim, . f(x) = 0.

Meg kell emlitentiink a statisztikus also és felsé hatar definicidjat is, amelyeket
szintén Moricz Ferenc vezetett be [19]. Tegyiik fel, hogy f(z) valds értékii fliiggvény,
amely mérhet$ a (0,00) intervallumon. Jeldlje A(f) azon u € R szdmok halmazat,

amelyekre

(3.1.5) lim 1|{90 € (0,a): f(x) <u}| #0.

a—0o0

Ez azt jelenti, hogy ez a hatarérték vagy egyaltalan nem létezik, vagy létezik, de
pozitiv.

3.1.3. Definici6: Az f fiiggvény oo-ben vett statisztikus alsé hatdra

(3.1.6) st=liminf f(x) := inf A(f),

r—00

feltéve, hogy A(f) nem iires, kiilénben st—liminf, .., f(z) := occ.
Az f fiiggvény statisztikus felsd hatdrdt a oo-ben (st—limsup,_, . f(x)) hasonlé médon

definidljuk, most B(f) tartalmazza azon v € R szamokat, amelyekre

1
(3.1.7) lim —

a—0o0

{z € (0,a): f(z) > v}| £0.
Az f fuggvény statisztikusan korldtos, ha létezik olyan K € R, hogy

lim |{z € (0,a) : |f(z)] > K}| = 0.

a—00

Legyen f statisztikusan korldtos. Ekkor a st—lim, ., f(x) = [ akkor és csak akkor
létezik, ha
st—liminf f(z) = st—limsup f(z) = [.

xr— 00 T— 00
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Nevezziik az f fliggvényt Cauchynak a oo kérnyezetében, ha barmely € > 0-hoz létezik

egy xo = wo(€), amelyre

(3.1.8) lim ~|{z € (0,a) : |f(z) — f(zo)| > €}] = 0.

a—0o0

Utébbi definicié bevezetésével megéllapithatjuk, hogy ha f-nek statisztikus
hatarértéke van a oo—ben, akkor f Cauchy a oo kornyezetében. Valéban, adott € > 0-
hoz (3.1.3) szerint |f(z) — | < €/2 a (0,00)-ben majdnem minden z-re. Valasszunk

ki bel6liik egyet és jeloljiik xg-lal. Ekkor minden x € (0, a)-ra
[f (@) = fwo)| < [f (@) —U[ + [l = flxo)| < [f(x) — 1]+ g
Ebbdl adédoan
{re0.0): [fz) = f(z0)] > e} € {z € (0.0) : [f(2) ~ 1] > 5},

amibdl (3.1.8) kovetkezik.
A statisztikusan konvergens sorozatokhoz hasonléan a statisztikus hatarértékre
is igaz a felbontasi tétel. Eszerint, ha f-nek létezik statisztikus hatarértéke a oo-ben,

akkor f felbonthatd g és h mérhetd fiiggvények osszegére, amelyekre igaz, hogy

(3.1.9) xllj(f)lo g(x) = St—mli_)nolo f(x)
és
(3.1.10) Tim. é]{a: € (0,a) : h(x) £ 0} = 0.

Figgvények statisztikus hatarértékének bevezetésével tobb emlitésre méltod
eredményt is fel lehetett mutatni. Osszefiiggés mutatkozott példdul egy Lebesgue
mérheto fliggvény erdsen p-Césaro szummalhatésaga és statisztikus hatarértéke kozt
a oo-ben.

3.1.4. Definicié: Legyen f Lebesgue-mérhetd fiiggvény a (0, c0) intervallumon. Az

f erdsen p-Cesaro szummdlhato a co-ben, ha l1étezik olyan [ € C' szam, hogy
lim —/ |f(x) —lPdz = 0.
0
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3.1.1. Tétel (Méricz [19]). («) Ha f erdsen p—Césaro szummdalhatd a co—ben | € C—
hez valamely 0 < p < co-re, akkor f-nek létezik statisztikus hatdrértéke a co—ben és
ez éppen az l.

(B) Ha f-nek létezik a oo-ben statisztikus hatdrértéke, mondjuk | € C és f kor-
latos, akkor f erdsen p-Cesaro szummdlhato ugyanahhoz az l-hez a oo-ben minden
0 < p < oo-re.

Szép tétel adédott a Fourier transzformaltakhoz kapcsoléddan is. Emlékeztetoiil

az f € L'(R) fiiggvény Fourier transzformaltja:
(3.1.11) 10 ! /OO f(z)e *dz, te R
1. = — x)e x, :
V2T J o
Ha f € L'(R) és f € L*(R), akkor érvényes az inverziés formula:

(3.1.12) f(z) = \/LQ_F/_OO f(t)e'tdt, = e R,

kivéve esetleg egy 0 mértékii halmaztél eltekintve.
Sajnos dltaldban f ¢ L'(R), igy (3.1.12) nem érvényes. Ez motivdlja az f Dirichlet

integraljanak bevezetését:

1 Yo ,
su(f,x) = — f(t)e*dt, v>0, v € R.

V2T )y

(3.1.11) és a Fubini-tétel alapjan konnyen adddik, hogy

sin vt
t

dt.

(3.1.13) su(f,x) = %/_OO flz—1)

Vildgos, hogy ha f € L!(R), akkor s, (f,z) minden v > 0-ra és x € R-re létezik. Ezért
tehat elvarnank, hogy talan (3.1.12) is igaz lehet, ha az s, (f,z), v — oo, hatarérték
jobb oldaldt helyettesitjiik az egyetlen f € L'(R) feltétel mellett. Azonban mégsincs
ez igy. Létezik olyan f € L'(R) fiiggvény, amelyre

limsup |s,(f,z)| =00, z € R,

V—00
kivéve esetleg egy 0 mértékii halmazt. Viszont igaz lesz a kovetkezo tétel.
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3.1.2. Tétel. (Méricz [19]) (o) Ha f € L*(R), akkor R azon részhalmaza, amelyre

(3.1.14) st— lim s,(f,z) = f(z)

UV—00

nem teljestl Lebesque szerint 0 mértéki.

(B) Ha f € LY(R) és f folytonos és korldtos fiiggvény, akkor (3.1.14) minden
x € R-re teljestl.

(v) Ha f € L*(R) és f olyan folytonos fiigguvény R—en, amelyre f(x) — 0, ha
|x| — o0, akkor (3.1.14) egyenletesen is teljesiil x € R-ben.
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IV. SCHOENBERG TETELENEK NEMDISZKRET VALTOZATA
IV.1. Bevezetés — Schoenberg klasszikus tétele

1959-ben I. J. Schoenberg [25] szép tételt bizonyitott a statisztikus konvergencia
jellemzésére, amelyet cikkében D-konvergencianak nevezett. Célunk e klasszikus tételt
tobbszoros sorozatokra kiterjeszteni, valamint egy ezzel analog tételt adni statisztikus
hatarértékre. Sot e tételeket még vektor értékli sorozatokra és fiiggvényekre is kiter-
jesztjik.
4.1.1. Tétel. (Schoenberg [25]) Legyen (z): Ny — C. A
st— kh—{lgo rp =¢&

fenndllasanak szikséges és elegendd feltétele az, hogy barmely t € R-re

¢
lim ¢! E et — i€
k=1

l—o00

IV.2. F6bb eredmények

Legyen f komplex értéki fiiggvény R’ -n, R, := [0,00), amely az n-dimenziés
Lebesgue mérték szerint mérhets, ahol n > 1 rogzitett egész. (3.1.3) alapjdn az
f(a) := f(ug,us,..., u,) figgvénynek a co-ben statisztikus hatarértéke van, ha létezik

olyan & szam, hogy barmely € > 0-ra
(4.2.0) Jim b0 < u < b [f(w) ~ €] = ¢} =0
teljesiil, ahol
b := (b1,b2,...,b,) — 00 azt jelenti, hogy 12?;1” bj — oo, |bl:=b1by...by,
és
0<u<b aztjelenti, hogy 0<wu; <b; minden j=1,2,... n-re.
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Ekkor azt irhatjuk, hogy
st— lim f(u) =¢.

u—oo
Egyszeriien belathato, hogy ¢ egyértelmiien meghatarozott és ez a hatarérték relacié
rendelkezik az additivitas és homogenitas tulajdonsagaval.

Akkor mondjuk, hogy egy f fiiggvénynek a Pringsheim definicié értelmében
létezik hatarértéke a oo-ben, ha van olyan £ szdm, hogy barmely € > 0-hoz megadhat6
olyan vy = vg(€) > 0 szadm, hogy

_ nows > v,
|f(u) =& <€, ha nin ;> vo

Ha n > 2, akkor az f fiiggvény korlatossaga nem kovetkezik ezen hatarérték
létezésébol. Masrészt viszont az f fiiggvény statisztikus korlatossaga kovetkezik a

statisztikus hatarérték létezésébdl. Valoban,
lim (b1 <u < b |f(u)| > B} =0

fennall tetszéleges B > |£|-re (v6. (4.2.1)). Megjegyezziik, hogy kétviltozds (n = 2)
mérhet6 fiiggvények statisztikus hatérértékével foglalkozik [20].

Most mér kimondhatjuk eredménytinket.

4.2.1. Tétel (Fekete-Méricz [6]). Legyen f : R — C mérhetd fiiggvény, ahol n > 1

rogzitett egész. A

(4.2.2) st— lim f(u) =¢

u—oo

hatarérték létezésének sziikséges és elegendd feltétele az, hogy minden t € R-re

1 bl bn . .
(4.2.3) lim o] / . / e W duy . du, = e,
0 0

b—oo

A 4.1.1. Tételt komplex szamok egyszeres sorozatairdl kiterjesztjiik tobbszoros
sorozatokra. E célbdl legyen NI a k := (k1, ko, ..., ky) pozitiv egészekbdl all6 szam

n-esek halmaza a k; koordindtdkkal, ahol n > 1 rogzitett egész. Két szdm n-es k
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és 1 := ({1,0a,...,0y) killonbozéek egymastol, ha k; # {; legalabb egy j-re. NY

parcialisan rendezett, ha

k <1, ami azt jelenti, hogy k; </¢; minden j=1,2,... nre.

Tekintsiik komplex szdmok n-szeres sorozatait (zy : k € NT). (vk)-t statisztiku-

san konvergensnek nevezziik, ha létezik olyan £ szam, hogy minden € > O-ra
(4.2.4) PmHVWJgkglww—azeH:Q
— 00

ahol
‘1| = |(£17£27'-~7€n)‘ 26162-“571 és 1:= (1,1,,1)

Ekkor irhatjuk, hogy

st— lim xy, = €.

k—o0

Az (zy) sorozatot a Pringsheim definicié értelmében konvergensnek nevezziik, ha
van olyan £ szadm, hogy barmely e > 0-hoz megadhat6 olyan vy = vg(€) > 0 szédm,
amelyre

Tz — & <€, ha min k; > v
|k §| y 1§j§n]_0

Ha n > 2, akkor az (zk) sorozat korlatossiga nem kovetkezik a Pringsheim-féle
hatarérték 1étezésébOl. Masrészt viszont az (xy) sorozat statisztikus korlatossiga

kovetkezik a statisztikus hatarérték létezésébol. Valoban,
Fmﬂﬁ%lngLMHZBH:Q
—00
tetszoleges B > |¢|-re (vb. (4.2.4)).
Kimondhatjuk tehat a 4.1.1. Tétel kiterjesztését tobbszoros sorozatokra.
4.2.2. Tétel (Fekete-Moricz [6]). Legyen xyx : NI — C, ahol n > 1 régzitett egész.

A

(4.2.5) st— lim z, = ¢

k—oo
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hatarérték létezésének sziikséges és elegendd feltétele az, hogy minden t € R-re

. 1 . .
lim — E et — Qité
1—oo |l|

1<k<I

IV.3. Segéderedmények

Sziikséglink lesz a kovetkezd harom lemmara, amelyek alapvetd szerepet
jatszanak a 4.2.1. Tétel bizonyitasaban.
4.3.1. Lemma. Legyen f : R} — C mérhetd fiigguény, amelyre (4.2.2) teljesil. Ha
ag:C — C figguény folytonos £-ben, akkor

(4.3.1) st lim g(f(u) = g(c).

u—00

Bizonyitds. Mivel g folytonos £-ben, ezért barmely n > 0-hoz 1étezik olyan € = e(n) >

0, amelyre

l9(2) —g(§)l <m, ha |z—§ <e,
amibol kovetkezik, hogy
|z—¢&l>€ ha |g(z) —g(&)|=n.

Tovabbi
[f(w) =&l = e ha [g(f(u)) = g(&)] = n.

Ebbél és (4.2.1)-bdl kapjuk, hogy

[b|7'{0 < u<b:g(f(w) - g(&)] = n}

<|b|7'{0<u<b:|f(u)—& >e}| -0, ha b— oo
Mivel 1 > 0 tetsz6leges volt, ezzel igazoltuk (4.3.1)-et. ¢
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4.3.2. Lemma. Legyen f : R} — C mérhetd fiigguény, amelyre (4.2.2) teljesil. Ha

[ korldtos R -on valamely B > 0-val, akkor

b—oo

1t bn
(4.3.2) lim H/o . ./0 fa)duy ... du, =E&.

Bizonyitds. Adott € > 0 és b € R’} esetén jelolje Se(b) a (4.2.1)-nek a {-} zardjelében

szereplé halmazt, azaz legyen
(4.3.3) S.(b):={0<u<b:|f(u)—¢ > e}

és legyen

[0,b] :={ue R} :0<u<b}.

Vildgos, hogy |[0, b]| = |b| és igaz a kovetkezd becslés:

1 [t b,
H/o /0 f(u)dul...dun—f'

’b|/b1 / = &lduy ..
{/S(b) /Ob\S(b)}|f u) —¢ldu; ... du

< [b]7H(B + [£])|Se(b)| + e[b]]

< (B+[EDIb| 7! Sc(b)] + € < 2¢,

ha min; <<, b; elegendéen nagy, ahol felhaszndltuk (4.2.1)-et. Mivel € > 0 tetszOleges
volt, igy érvényes (4.3.2). ¢
Schoenberg [25] nyomdan vezessiik be a kovetkezd segédfiiggvényt:

0 ha t< —1,
1+t ha —-1<t<0,
1—t ha 0<t<1,
0 ha t>1.

h(t) :==

4.3.3. Lemma. Bdrmelyt € R-re,

(4.3.4) h(t) == % /R (Sms(;/ 2))2e“8ds.
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Tovabbd

(4.3.5) % i (%)2@ = 1.

Bizonyitds. Egyszerlien ellendrizhetd, hogy h-nak a h Fourier transzforméltja a

kovetkez6 alakba irhato:

(4.3.6)  h(s) = \/% /R h(t)e=itdt = \/127 (81“8(/”’2/”) . seR

Mivel mind a h, mind a h integralhaté fiiggvények (Lebesgue értelemben) és

folytonosak az egész valés R szamegyenesen, a

(4.3.7) h(t) = \/LQ_W /Riz(s)e“sds, t e R,

inverzids formula alkalmazhaté (1asd [27, 11.0]). Figyelembe véve (4.3.6)-ot és (4.3.7)-
et adédik (4.3.4). ¢

A kovetkezo két lemma a 4.3.1. és a 4.3.2. Lemma diszkrét véltozata, melyek
sziitkségesek a 4.2.2. Tétel bizonyitasahoz.
4.3.4. Lemma. Legyen xy : N} — C olyan sorozatl, melyre (4.2.5) teljesiil. Ha a
g:C — C folytonos a &-ben, akkor

st— lim g(zx) = g(§).
k—oo
4.3.5. Lemma. Ha az xy : N} — C sorozatra (4.2.5) teljesiil és xy korldtos, akkor
Az utébbi két lemma bizonyitdasa hasonlé a 4.3.1. és 4.3.2. Lemma bi-
zonyitasahoz.
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IV.4. A 4.2.1. és a 4.2.2. Tétel bizonyitasa

A 4.2.1. Tétel bizonyitdsa. Szikségesség. Tegyiik fel, hogy (4.2.2) teljesiil. A 4.3.1.

Lemma szerint barmely ¢t € R-re

st— lim e/(W — ¢it€

u—00

Ekkor alkalmazva a 4.3.2. Lemmat megkapjuk (4.2.3)-at minden t € R-re.
FElegenddség. Tegyiik fel, hogy (4.2.3) minden ¢t € R-re teljesiil. (4.2.2)-t és
(4.2.3)-t a kovetkez6 ekvivalens formdkba frhatjuk:

st— lim [f(u) =& =0

u—0o0

1 bl b’n i
lim —/ .. / e”[f(“)_'f]dul Looduy, =
b—oo |b| Jg 0

gy az 4ltaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy € = 0 mind (4.2.2), mind
(4.2.3) esetén.

és

Legyen € > 0 tetszélegesen adott. Hasznaljuk fel a 4.3.3. Lemmat. (4.3.4) a

valtozok alkalmas helyettesitésével a

alakba irhaté. A Fubini tételt alkalmazva adddik, hogy

R f(u))

\b|/0 /0 h( . duy ...du,

€ sin(es/2 b pisf(u)
_§/R< o ) {|b’/ / du; .. dn}ds.

Figyelembe véve (4.2.3)-at (§ = 0-val) és azt, hogy barmely s € R-re és b € R -re

L
—_— e TWduy ..., duy
\b!/o /0

Lebesgue majorans konvergencia tételét alkalmazhatjuk. fgy kapjuk, hogy

1M o (f(w)
(4.4.1) bh—’néom/o /0 h< )dul...dun

<1,




€ (M)th:h(o) =1,

T o R €s/2
ahol még (4.3.5)-6t is figyelembe vettiik.
Tekintsiik a (4.3.3)-ban definiadlt Sc(b) halmazt & = 0-val. h definiciéja alapjan

dodik, h
adodik, hogy b - fa)
/ / h( )dul...dun
0 0 €
u

:// h(f( )>du1...dun§|b|—|8€(b|,
ob\S.(b) \ €

ahol [0,b] := {u: 0 < u < b}. Ebbdl kévetkezik, hogy

(4.4.2) |S€S|°)| <1- ﬁ/obl .../Obnh(f(:)) duy . .. duy,.

A (4.4.1) és (4.4.2) Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy

lim[b|7[S(b)| =0,

ami (4.2.1) (v6. (4.3.3)). Mivel € > 0 tetsz6leges volt, igy (4.2.2)-t bebizonyitottuk
(£ = 0)-val. ¢

A 4.2.2. Tétel bizonyitdsa. Lényegében teljesen hasonl6 a 4.2.1. Tétel bizonyitasahoz,
csak a 4.3.1 és a 4.3.2. Lemma helyett felhasznaljuk a 4.3.4. és 4.3.5. Lemmét. ¢

IV.5. Eszrevételek

(a) Az ebben a fejezetben szerepl6 fogalmak és eredmények természetes médon
kiterjeszthet6k vektor értékii mérhet6 f : R — C™ fliggvényekre, valamint vektor
értékl tobbszos xy : NI — C™ sorozatokra, ahol m és n rogzitett pozitiv egészek.

Ezekben az esetekben a (4.2.1)-ben és a (4.2.4)-ben eléfordulé
|f(u) =& >€ és |ax—& >¢

egyenlotlenségekben az abszolut értéket egy vektornormaéval kell helyettesiteni.

Legyen

f(u) := (fi(a),..., fm(u)), ahol f; : R — C,j=1,...,m; é & := (&,...,&m)-
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Hasznalhatjuk példaul az euklideszi vektornormat:
e 1/2
IE(w) =&l = {D_ [fi(w) = &7}
j=1
Akkor mondjuk, hogy f(u)-nak ¢ statisztikus hatarértéke a oco-ben, jelben:

(4.5.1) st— lim f(u) =¢,

u—o0

ha barmely € > 0-ra,
Jim b7 {0 <u<b:f(u) — ¢ = e} =0

(v6. (4.2.1)). Nem nehéz ellendrizni, hogy (4.5.1) akkor és csak akkor &ll fenn, ha a

kovetkezo statisztikus hatarérték reldcié mindegyike teljesiil:
st- lim fj(u)=¢&, j=1,2,...,m.
b—oo
Egy vektor értékli tobbszoros sorozat altalanos alakja a kovetkezo:
xi= (@ 20y, ahol 2V NT € j=12,....d
A fentiek alapjan a statisztikus hatarérték

st— lim x, =&

k—oo

definicigja, valamint az x, komponensek statisztikus hatarértékének létezése kozotti
Osszefliggés nyilvanvalé.

(b) Legyen v tetsz6leges pozitiv mérték R’ Borel mérhet6 részhalmazain (vagy
esetleg csak N}-n) a v(R) = oo tulajdonsdggal. Vezessiik be R!'-n Borel mérhetd
fliggvények statisztikus hatarértékének, valamint tobbszoros sorozatok fogalmat N-
n a v mértékre vonatkozélag a kovetkezéképpen. Az f : R} — C Borel mérhetd
fiiggvénynek a v-re vonatkozdlag statisztikus hatarértéke van a oo-ben, ha létezik

olyan & szam, hogy barmely € > 0-ra

(4.5.2) lim



Ekkor a (4.2.1) definicié a (4.5.2) specialis esete, amikor is v a hagyoményos
Lebesgue mérték R -n, mig a (4.2.4) definici6 a (4.5.2) specidlis esete, amikor v az R’}
azon racspontjainak szdma (amely megszdamlilhatéan végtelen is lehet), melyeknek
minden koordinataja pozitiv egész.

Az n =1 specialis esetben j6l ismert, hogy minden ilyen v pozitiv Borel mérték,
amelyre v(R,) = oo, egyértelmiien jellemezhet6 olyan nemcstkkend g : Ry — Ry
fiiggvénnyel, amelyre g jobbrdl folytonos R, minden pontjaban,

g(0)=0 és lim g(u) = oo.

u— 00

Ekkor a kérdéses v Borel mértéket az (a, b] intervallum
v((a,b]) :=g(b) —gla), 0<a<b< o

mértéke definidlja.
Példa. Legyen u € Ry-ra g(u) := log, u és v a g fiiggvény altal indukalt Borel
mérték. Vilagos, hogy az

L = {k ha k= jp; valamely j > l-re,
e 0 kiilonben

sorozat, ahol p; (p; : j = 1,2,...) tetszéleges pozitiv egészek nemcsokkend sorozata
(lim;_, pj = 00), statisztikusan divergens erre a v mértékre vonatkozélag, ha

ijCja, j:1;2;"'7

valamely C' > 0 konstansra és a > 0O-ra.

Masrészt az (xzy) sorozat statisztikusan konvergal 0-hoz, ha
> O =12
pj j 1 ) j D b A

valamely C' > 0, C'; > 1 konstansra és a > 1-re.
Ezen elozmények utan egyszerii ellenérizni, hogy a 4.2.1. és a 4.2.2. Tétel
érvényben marad, ha a (4.2.1) és (4.2.4) helyett a sokkal altalanosabb (4.5.2) definiciét

hasznaljuk.
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4.5.1. Tétel (Fekete-Méricz [6]). Legyen f : R} — C Borel mérhetd figgvény és v
pozitiv Borel mérték R -n, amelyre v(R!) = oo. Ekkor a (4.5.2) hatdrérték relacio

akkor és csak akkor teljesul minden € > 0-ra, ha minden t € R-re

1 b1 b .
; it f(u) — i€
blingoy({Ogugb})/o /0 e dv(uy, ..., uy) = e"s.
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V. TAUBER-TIPUSU TETELEK STATISZTIKUS HATARERTEKRE

Az értekezés II. fejezetében targyalt cikk [7] érdekes kérdést vetett fel a
statisztikus hatarérték ismeretében. Ha bevezetjiik a statisztikus szummaélhatosag
fogalméat, akkor az ottani eredmények alkalmas transzformaciéival milyen feltételeket
kell adnunk, hogy a statisztikus szummalhatésagbol kovetkezzen a statisztikus

hatarérték 1étezése?
V.1. F6bb eredmények
Legyen 0 # p : R, — R, nemcsokkend fiiggvény, amelyre p(0) = 0 és

(5.1.1) st—1im inf PN
t—o0 p(t)

>1 minden A > 1-re.

Legyen f valos vagy komplex értékii, Lebesgue—integralhaté fiiggvény valamely (0, t)

intervallumon, 0 < ¢t < oo, azaz f € L%OC(RJF). Legyen

(5.1.2) s(z) == /055 flu)du és oft) = 2%/0 s(z)dp(x),

feltéve, ha p(t) > 0. Az (5.1.1) feltételbdl kovetkezik, hogy lim;_,o p(t) = oo, ezért
a p(t) > 0 feltétel minden elég nagy t-re mar biztosan fennall. (5.1.2)-ben a masodik

integralt Riemann—Stieltjes integralként értelmezziik. Definicié szerint, hogy ha a

lim s(z) =1

/0 " Fu)du

improprius integral is 1étezik és értéke [. Viszont eléfordulhat, hogy az f fiiggvény

véges hatarérték létezik, akkor az

impropriusan nem integralhatd, de létezik a

i —imL ts:z; x:imitxxuu
tli%oa(t)_thp(t)/o (z)dp(x) = ] /odp() 0 flu)d

t

_ a1 Py
= 0f< ){1 p(t)}w



Ezen atalakitasoknél (5.1.2)-t és Fubini tételét alkalmaztuk.

Awfwa

integralt statisztikusan szummdlhatonak a p sulyfiiggvényre vonatkozolag, ha létezik

Akkor mondjuk az

a

(5.1.3) st— lim o(t) =1 véges hatarérték.

t—o0

Specidlisan a p(x) = x valasztas esetén

o(t) = / dx_/f (1= Yau, t>0

Ha ebben az esetben (5.1.3) teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy s(z) statisztikusan
Cesaro szummadalhato [-hez.

Ha a

(5.1.4) st— lim s(z) =1 véges hatdrérték létezik

xr— 00

és s(x) korlatos, akkor szdamos esetben (5.1.3) is fenndll. Ennek ellen6rzéséhez az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy | = 0. A statisztikus hatarérték

definicidja alapjan ez azt jelenti, hogy barmely € > O-ra

(5.1.5) lim |A (a)] =0, ahol A.(a) :={z € (0,a) : |s(x)| > €}.

a—0o0

Legyen
B(a) := (0,00)\Ac(a) és |s(x)] < K minden z € (0, 00)-re.

A kovetkezd becslést alkalmazzuk:

(5.1.6) ﬁ/{)a (z)dp(z) = (L{/A (a) /B(a>} @

K
M /As(a) dp(z) + €.
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Mivel s(x) folytonos, A, nyilt halmaz. Jél ismert, hogy ekkor A.(a) megszamlalhatd

sok kozos pont nélkiili nyilt (ayg, Bk), k =1, 2, ... intervallumok uniéja. (5.1.5) alapjén

lim £ 3By — on) = lim 2| A(a)] = 0.

a—00 - a—oo

(5.1.7 /. 0@ = SIp(3k ) ~plo +0))
ela k
Példaul, ha p(z) = x® valamely 0 < o < 1-ra, akkor minden r, ¢, d-ra
p(r) —plr—20) >p(t) —p(t—90), haO <o <r<t.

S6t, ez az egyenlStlenség akkor is érvényes, ha p(x) monoton nové és konkav fliggvény.

Az (5.1.5)-(5.1.7) alapjén

1 1 [lAd@l ~ p(|Ac(@)]) — p(0)
p(a) /Ae(a) ) /0 () =

p(a) p(a) p(a)
< \Ae(aa)\“ _ (\Ae(a)!)o‘ o

Megjegyezziik, hogy az (5.1.4) — (5.1.3) implikécié még abban az esetben is érvényes
marad, ha p(x) = z%¢(z), ahol 0 < a < 1 és ¢(x) lassan valtozd fliggvény. Ez utébbi
azt jelenti (1asd II. fejezet bevezetése), hogy

lim p(Az)
5 ()

= 1 minden X € (0, co)-re.

El6szor a valds értéki f fiiggvény esetén bizonyitjuk a kévetkezo tételt egyoldali
Tauber feltétel mellett.
5.1.1. Tétel (Fekete [9]). Legyen az f € LL _(Ry) fiigguény valds értékii és teljesiiljon
az (5.1.1) feltétel. Ekkor (5.1.3)-bdl akkor és csak akkor kivetkezik (5.1.4), ha barmely

€ > 0-ra

At
{te (0,a) : M/t (s(z) — s(8)]dp(x) <—e}
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€s

(5.1.9) 1 1 t
0<ir;f<1 liCILILSOlip o {t € (0,a) : o =200 /)\t[s(t) — s(z)]dp(x) < —6}’ =0.

5.1.1. Megjegyzés. Az (5.1.8) feltétel a kovetkezbvel ekvivalens: barmely e > 0 és
n > 0 esetén létezik A\ > 1, amelyre

At
limsup {1 € (0.0): —r—s [ [s(e) = s(0)dp(e) < <€} < .

5.1.2. Megjegyzés. Az 5.1.1. Tétel sziikségességének bizonyitasabdl kideriil, hogy
ha teljesiilnek a (3.1.4), (5.1.1), (5.1.3) feltételek, akkor barmely rogzitett A > 1-re

' 1 At B
(5.1.10) St—tli)rgo m/t [s(z) — s(t)]dp(x) =0,

mig barmely rogzitett 0 < A < 1-re

. 1 ! _
(5.1.11) st—tli)rglo o =200 /\t[s(t) — s(x)]dp(z) = 0.

5.1.3. Megjegyzés. A valos értékii s(z) fiiggvényt statisztikusan lassan csokkendnek

nevezziik, ha barmely € > 0-ra

- 1 : B
(5.1.12) ;\r;fl hgris;ip a|{t € (0,a) : tgﬂ;lﬁﬂ)\t[s(.ﬁ) —s(t)] < —e}| =0.

Ez a feltétel ekvivalens a kovetkezovel: barmely € > O-ra

: : 1 L _
(5.1.13) O<11£\1f<1 llixlsipa]{t € (0,a) : /\trg;nﬁ[s(t) —s(z)] < —€}| =0.

Koénnyen igazolhaté, hogy az (5.1.12) és (5.1.13) feltételekbdl kovetkezik (5.1.8) és
(5.1.9). Ennek alapjan adddik az 5.1.1. Tétel kovetkez6 korolldriuma.

5.1.1. Korollarium. Ha a valds értékii f € Li_(Ry) figguény s(x) integrdl-
fligguénye statisztikusan lassan csékkend valamint (5.1.1) és (5.1.3) teljesil, akkor

(5.1.4) is teljesiil.
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Erdemes megemliteni, hogy az (5.1.12) akkor is teljesiil, ha létezik egy H > 0
konstans, amelyre xf(x) > —H majdnem minden ”elég nagy” z—re, mondjuk legyen

x > 1. Legyen € > 0 és vélasszuk \ := e/,

/f Ydu > H/ :—Hln%

—HInA=—€, x >x1és A > 1.

Mivel 1 <t <z < o0,

Az a > x1-1e a

{r1<t<a: tSn;iSn/\t[s(x) —s(t)] < —e}

halmaz iires. Ebbdl adédéan (5.1.12) feltétel igaz.
Maésodszor az altalanosabb komplex értékl f fiiggvényre bizonyitjuk a kdvetkezo

tételt kétoldali Tauber feltétel mellett.

5.1.2. Tétel (Fekete [9]). Legyen az f € Li (Ry) figgvény komplex értéki és
teljesiiljon az (5.1.1) feltétel. Ekkor (5.1.3)-bdl akkor és csak akkor kévetkezik (5.1.4),

ha barmely € > 0-ra

(5.1.14)
1 1 At
inf Timsup > {te(O,a): evsol /t is(z) — s(t)|dp(=) >e} 0,
vagy
(5.1.15)

1 t
{t € (0,a): ‘M /At[s(t) — s(z)]dp(z)

inf limsup —
0<A<1l g—o00 G

5.1.4. Megjegyzés. Az s : R, — C fliggvényt statisztikusan lassan oszcilldlonak

nevezziik, ha barmely € > 0-ra

(5.1.16) /{nfl lim sup —\{t € (0,a) : max |s(x) —s(t)| > €} =0,

a—00 <z <At

vagy ami ezzel ekvivalens,

inf i —{t : t) — =0.
oJpf | limsup - I{ €(0,0): max |s(t) —s(z)| > e}[ =0
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Ez ut6bbi két feltételbs] kivetkezik (5.1.14) és (5.1.15).

5.1.2. Korollarium. Ha a komplex értéki f € Li (Ry) figguény s(z) integrdl-

loc

fliggvénye statisztikusan lassan oszcilldlo valamint (5.1.1) és (5.1.3) teljesil, akkor
(5.1.4) is teljesil.
5.1.5. Megjegyzés. Az (5.1.16) feltétel teljesiil, ha létezik egy H > 0 konstans és

x1 > 0, amelyre

lzf(x)| < H majdnem minden x > z;-re.

V.2. Bizonyitasok

Eloljaroban harom lemmat bizonyitunk.
5.2.1. Lemma. Legyen 0 # p: R, — R4 nemcsiokkend fiiggvény, amelyre p(0) = 0.
Ekkor az (5.1.1) feltétel ekvivalens a kévetkezdvel:

>1 minden 0 < A < 1-re.

o p(t)
2.1 -
(5.2.1) st htn_{égf o)

Bizonyitds Az (5.2.1) baloldala a kovetkez6 alakba frhaté at:

It
st—lim inf p(t) = st—lim inf p(A )

Legyen u := At, ekkor mivel % > 1, azt kapjuk, hogy

1
st—lim inf il A w)

> 1. o
t—oo  p(u)

5.2.2. Lemma. Legyen 0 # p : Ry — Ry nemcsékkend figgvény, amelyre
p(0) =0 és az (5.1.1), (5.1.3) feltételek teljesiiljenek. Ekkor barmely A > 0-ra

(5.2.2) st— lim o(At) = .

t—o0

41



Bizonyitds. Legyen u := At. Ekkor barmely 0 < A < oco-re

lim 1\{2& € (0,a): |o(At) =1 > €} =

a—00

1
A lim EHU € (0,Ma) : |o(u) — 1| > €}.

a— 00
Ennek a kifejezésnek a 0-hoz val6 konvergencidja azonban éppen az (5.1.3) feltétellel
ekvivalens. o

A kovetkez6 lemma énmagdban is érdekes, amely azt allitja, hogy ha (5.1.3)
teljesiil, akkor az s(z) mozgd stlyozott atlaga is statisztikusan ugyanahhoz a
hatarértékhez tart.
5.2.3. Lemma. Legyen 0 % p: R, — Ry nemcsiékkend fiigguény, amelyre p(0) = 0,
és teljesiljenek az (5.1.1), (5.1.3) feltételek. Ekkor barmely \ > 1 esetén

At
(5.2.3) st—tli)r&m/t s(z)dp(x) =1
és minden 0 < A < 1-re
1 t
(5.2.4) st—tlirglo o0 =200 /}\t s(z)dp(x) = L.

Bizonyitds. X > 1 esetén a definicid szerint

1 1

At
629 ), O

[p(At)a(At) — p(t)o(t)]

=0 —p(t) o — 0

(5.1.1) szerint minden A > 1-re

-1
—1 < 00

. p(t) e DA
5.2.6 0 < st—limsup ———————~ = |st—liminf
(5:26) P ) — (D) ST

teljesiil és (5.2.3) kovetkezik az (5.1.3), (5.2.2) és (5.2.5) feltételekbdl.

0 < A <1 esetén

1 ¢ 1
(5.2.7) o) = (0D /M s(z)dp(z) = M[p(t)a(t) — p(At)o(At)]
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(5.1.1) szerint barmely 0 < A < 1-re

-1
—1 < 00

. p(At) ... p)
5.2.7 0 < st—limsup —————— = |st—liminf
( ) t_)oop p(t) — p(At) t—oo p(At)

és (5.2.4) kovetkezik az (5.1.3), (5.2.2), (5.2.7) feltételekbdl és az 5.2.1. Lemmd&bdl. o

Az 5.1.1. Tétel bizonyitdasa. Sziikségesség. Legyen A > 1 és tegyiik fel, hogy (5.1.3)
és (5.1.4) teljesiilnek. Az 5.2.3. Lemma alapjan

At
st Jim s [ (@) = sdp(a)
1 At
= stftlirgo m/t s(x)dp(zx) — stftli)rglo s(t)y=1—-1=0.
Ez erésebb formaban bizonyitja (5.1.8)-t.
0 < A < 1 esetén hasonlé médon kapjuk, hogy
1 t
st— lim ——— [ [s(t) — s(z)]dp(x) =0,

t—oo p(t) — p(At) J

amely er6sebb, mint (5.1.9).
Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (5.1.3), (5.1.8) és (5.1.9) feltételek teljesiilnek. FEle-

gend6 megmutatni, hogy

(5.2.8) st— lim [s(t) — o (t)] = 0.

t—o0

Vizsgaljuk el6szor a A > 1 esetet. (5.2.5)-bél addédik, hogy

(5.2.9) s(t) — o(\t) = ]ﬁ[aw) — o (t)]
1 At
_p()\t) —p(t) /t [8(33) - S(t)]dp(.’l?),

amibol kapjuk, hogy barmely € > O-ra

(5.2.10) {te(0,a): [s(t)—o(\)] > e}
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- {te (0,a) : p p(t)

W[U(At) —o(t)] = 5}

1 A €
te©.0): m/t () — s(t))dp(x) < —5 ).

Ha adott egy n > 0, akkor az (5.1.8) szerint létezik egy A > 1, amelyre

1 1 A €
(5.2.11) fim sup ~{t€(0,a): m/t [s(z) = s(t)]dp(z) < =5} <.
Maésrészt legyen v := st—limsup,_, ., zﬁ?p(t)' Ekkor
o p() €
{t €0.0): iy oslo) — o) 2 5}
p(t)

C{tE(O,a): o 22v}u{t€(0,a): [a(At)—a(t)]zi}.

At) —p(t)

Alkalmazva a statisztikus felsé hatar definiciéjat,

1 . p()
ali)ngo EHt € (0,a) : oO0) = (1)

és az 5.2.2. Lemma alapjan

> 2v} =0,

lim L|{t € (0,a) : [o(M) — ()] > <} = 0.

a—0o0 4U

fgy az adodik, hogy

1 L pt)
(5.2.12) A —[{t € (0,0a) : p(At) — p(t)

Az (5.2.10), (5.2.11) és (5.2.12) figyelembe vételével ekkor

(M) —a(®)] 2 5} = 0.

Jim sup %]{t € (0,0): [s(t) — o(M)] > €} <.

a— 00

Mivel n > 0 tetszoleges volt, ezért barmely € > 0-ra

(5.2.13) lim 1|{t € (0,a): s(t) —oa(At) > €} =0.

a—00

Ez utébbit az 5.2.2. Lemmaval egybevetve adédik a

lim Z[{t € (0,a) : s(t)— o(t) > e} = 0.

a—0o0
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Most nézzitk a 0 < A < 1 esetet. Az (5.2.7) szerint

(5.2.14) s(t) — o(t) = %

p(t) — p(At)
1 t
T 50, o0~ sl

amibol kapjuk, hogy barmely € > O-ra

{te(0,a): [s(t)—o(t)] < —e}

p(At)

O

o(t) —o ()] < 5 }

1 t €
U{te 0,a): —/ s(t) — s(x)|dp(x <——}.
0.0): s | [st0) = s(elan(e) <
Hasonléan a A > 1 esethez, az 5.2.2. Lemma, (5.1.6) és (5.2.7") alapjan barmely
€ > O-ra

(5.2.15) lim L[{t € (0,a) : s(t)— o(t) < —e}| = 0.

a—00

Végiil egybevetve az (5.2.13), (5.2.15)-t és az 5.2.2. Lemmat, adidik, hogy barmely

€ > O-ra
1
lim —|{t € (0,a): |s(t) — o(t)| > €}| = 0.
a—o0 (
Ez bizonyitja (5.2.8)-t. o

Az 5.1.2. Tétel bizonyitdsa. Szikségesség. Tegyiik fel, hogy az (5.1.3) és (5.1.4)
feltételek teljesiilnek. Ekkor az 5.2.3. Lemmabdl minden A > 1-re (5.1.10) és minden
0 < A< 1-re (5.1.11) kdvetkezik.

Elegenddség. Tegyiik fel, hogy az (5.1.3) és az (5.1.14) feltételek teljesiilnek. (5.1.4)-et
kell bizonyitanunk.

Legyen € > 0 tetsz6leges. A\ > 1 esetén az (5.2.9) alapjan
(5.2.16) {t € (0,a): |s(t) —a(At)| > €}

o(A) — o(t)] > f}

Q{tE(O,a): p p(t) 5

At) —p(t)
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Tehat

< Ht € (0,a): mb()\t) —o(t)| > %H

{t € (0,a):

(5.1.11) szerint minden 1 > 0-hoz létezik egy A > 1, amelyre

+ >

DO ™

| ) = s0lante)

p(A\t) —p

f
>§}

Figyelembe véve az (5.2.6), (5.2.16), (5.2.17)-et és az 5.2.2. Lemmat, kapjuk, hogy

(5.2.17)  limsup —

! {tE (0,a) :

<.

a—oo @

At
et ANOEROLIE

lim sup %\{t €(0,0): |s(t) — o(t)] > e} <.

a— 00

Mivel 1 > 0 tetszoleges volt, ezért sziikségszeriien barmely € > O-ra

lim L{t € (0,a): |s(t) —o(t)] > e} =0,

a—0o0

azaz (5.2.8) teljesiil. Innen mar (5.1.3) és (5.2.8) miatt (5.1.4) is igaz.

0 < A < 1 esetén (5.1.4) bizonyitasa hasonléan megy. o
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VI. TAUBER-TIiPUSU FELTETELEK KETTOS SOROZATOK
STATISZTIKUS SZUMMALHATOSAGAHOZ

VI.1. Bevezetés

A statisztikus konvergencia fogalmat Moricz [18] 2003-ban kiterjesztette
tobbszoros sorozatokra, és bizonyitotta elemi tulajdonsdgait. Moricz és Orhan
[22] Tauber feltételeket adott arra vonatkozélag, hogy a statisztikus konvergen-
cia kovetkezzen a stilyozott kozepek szerinti (N, p) statisztikus szummalhatésdgbol.
Célunk ennek az eredménynek a kiterjesztése kettds sorozatokra.

Azt mondjuk, hogy a valés vagy komplex (x;r, : j,k = 0,1,2,...) kettss

szamsorozat statisztikusan konvergdl valamely L-hez, jelben
(6.1.1) st-limzj, = L,
ha barmely € > O-ra

1
lim i <m és k<n:lzx;.—L|>e€} =0.
m,n— oo ('n”H—l)(n—l—l)H‘7 - <n:fajn | = e}

Legyen p := {pj};io, q = {qr} 1o két nemnegativ (pg,go > 0) szdmsorozat, amelyre

m

(6.1.2) Pm::ij—M)o, ham — oo és Qn::qu—M)o7 ha n — co.
§=0 k=0

Definidljuk az adott (z;1) kettds szdmsorozat t,, stlyozott kézepét, azaz (N, p, q)

kozepét a kovetkezoképpen:

1 m n
(6.1.3) tin = 5 0 ZZPijIjk , myn=0,1,2....
mEn i—0 k=0

Azt mondjuk, hogy az x;, sorozat az (N, p, q) kézép szerint statisztikusan

szummdlhato L-hez, ha

(6.1.4) st-lim¢,,, = L,
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azaz

1
(M +1)(N+1)

Mlim Hm <M é n<N:|tm,—L|>e€}|=0.

Célunk olyan feltételek keresése, amelyekbél a (6.1.4) — (6.1.1) implikaci6 kévetkezik.
Sziikségiink lesz a Fridy és Orhan [4] altal bevezetett statisztikus alsé és felsé

hatarérték fogalméara. Ha az o := st—liminfy_, . pr véges, akkor minden a; < a-ra

(6.1.5) lim

< N g
nﬂoon—f—lHk_n pk<a1}] 0

és minden oy > a-ra

(6.1.6) lim 1

n—oon + 1

|{k§n:pk<a2}|5£0.

Ez utobbi azt jelenti, hogy a hatarérték vagy nem létezik, vagy 1étezik és pozitiv. Ha a
(6.1.5) minden valds a;-re teljesiil, akkor st—limg_ o pr = st—liminfy_, . pr := +00.
Ha a (6.1.6) minden apg-re teljesiil, akkor st—liminfy_, pr := —oc.

A B :=st-limsup,_, . pr dudlis relacié hasonléképpen definialhaté.
VI.2. Fobb eredmények

El6szor valés (zji) szadmsorozatokat tekintiink és egyoldali Tauber-tipusi

feltételeket adunk.
6.2.1. Tétel (Fekete [8]). Tegyik fel, hogy a p = {p;} 2, és q¢ = {ar}pg

szamsorozatok olyanok, hogy po > 0, qo > 0, valamint

P
(6.2.1) st—lim inf PLT: >1 ¢és st—liminf %

ahol Ay, = [Am], A, 1= [An]. Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy az (N, p, q)

>1 minden \ > 1-re,

kézép szerinti statisztikus szummdlhatdsdgbol, azaz (6.1.4)-b6l kévetkezzen az (x ;i)
statisztikus konvergencidja ugyanazzal a hatdrértékkel az, hogy fenndlljon a kévetkezd

két feltétel: barmely € > 0-ra

1
inf limsup {m <M és n<N:

A>1 ML N—o00 (M + ].)(N + 1)
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1
(622) (P/\m _ Pm)(Q/\n Z Z ijk Tk — .I‘mn) = _€}| =0

j =m+1k=n+1

és

inf limsup

<M d < N :
ot mswp vy im s M and n<

1 m n
(6.2.3) (P ~p )(Q Z Z p]Qlc Tmn — x]kz) _€}| =0.
m Am j A +1k=Xp+1

6.2.1. Megjegyzés. A (6.2.2) és (6.2.3) feltételek fliggetlenek egymdstol. Az egy-
szerliség kedvéért az egydimenzids esetben és p; = 1-re mutatjuk meg ezt. Ekkor
(6.2.2) és (6.2.3) helyett irhatjuk a

Am

- 1 1
0220 il gm0 S 2 (e S al=0
és a
1 m
/ : :
(6.2.3) O<1r){f<1h]\r/[n_s)&p M1 {m < M : j_/\g 2 —z;) < —€}| =0.

feltételeket. Olyan (z;) statisztikusan nem konvergens sorozatot konstrualunk, amely-
re (x;) statisztikusan szummalhat6 0-hoz, a (6.2.2) teljesiil, viszont a (6.2.3’) nem

teljestil. Az (x;)-t adjuk meg a kovetkezoképpen

1 ha 1?2 —-14+1<j<I?
xj =4 —! ha j=1%4+1,
0 kilonben.

Ekkor z; = {1, —1, 1, 1, =2, 0,1, 1, 1, =3, 0, 0, 1, 1, 1, 1, —4, ...}. Vildgos, hogy
st-liminfx; = 0 és st-limsupz; = 1. Ezért az (x;) statisztikusan nem konvergens.
Konnyt ellenérizni, hogy (x;) statisztikusan 0-hoz szummaélhaté. (S6t tobb is igaz,
(z;) (C,1) szummalhaté is 0-hoz.) Maésrészt a 6.3.4. Lemma szerint [egydimenzi6

esetén| barmely A > 1-re

1
st—lim sup PV Z (xj — Tm)



A
. 1 — .
:st—hmAm—_m. E z; — st-liminfz,, =0,
j=m+1

mig 0 < A < 1 esetén

1 m
st—lim sup 5 Z (T — z5)
SRR W

. . 1
:st—hmsupa:m — St_hmm——)\,m | Z Tj = 1.

6.2.2. Megjegyzés. Konnyen ellenérizhets, hogy (6.2.1)-b6l kovetkezik (6.1.2).
6.2.3. Megjegyzés. Ha a (6.1.1), (6.1.4) és (6.2.1) feltételek fenndllnak, akkor

sziikségképpen az is fennall, hogy

A A
1 m n
(6.2.4) st-lim > > pigr(min — Tn) =0
<P>\m - Pm)(QAn - Qn) j=m+1k=n+1

minden A > 1-re és

1 m
(6.2.5) st—lim DPiqk(Tmn — i) =0

minden 0 < A < 1-re.
Azt mondjuk, hogy az (x;1) kettSs sorozat statisztikusan lassan csékkend az elsé

indexre vonatkozoélag, ha minden € > O-ra

1
inf lim sup

m<M é n<N:
A>1 M N—oo (M+1)(N+1)|{ - -

2. i in — < —et]| =0.
(6.2.6) mg}lﬁﬂ)\m(x]n Tmn) < —€}| =0

Az (x;5,) sorozatot erds értelemben statisztikusan lassan csokkendnek nevezziik, ha

(6.2.6) akkor is érvényben marad, ha

, : o : - .
(6.2.6") mg;lgn)\m(a:]n Tmn) helyett [ oin (Tjk — Tmk) Irunk.
n<k<An
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Hasonléan az (z;i)-t statisztikusan lassan csokkendnek nevezziik a masodik in-

dexre vonatkozolag, ha minden € > O-ra

1
inf limsup

m<M and n<N:
A>1 M N—o00 (M+].)(N+1)|{ - -

L. i — < — 0
(6.2.7) ngglgn)\n(xmk Ton) < —€}| = 0;

és (z,i)-ra erds értelemben igaz ez, ha (6.2.7) akkor is érvényben marad, ha

6.2.7 i — helyett i e — T irunk.
( ) n<n]31§n/\n(xmk Tmn) helye mggl'lgnxm (xjr — xjn) Irun
n<k<A,

6.2.4. Megjegyzés. Konnyen ellenérizhetd, hogy (6.2.6)-bdl kovetkezik az

1
inf limsup

<M ¢é < N:
o<1 M,N—oo (M + 1>(N+ 1) |{m - =

i (@ = 2j) < —e} =0,

és forditva. Ugyanez az ekvivalencia érvényes (6.2.7)-re és azokra az esetekre, mikor
a (6.2.6)-ot és (6.2.7)-et erds értelemben tekintjik, azaz a (6.2.6) helyett a (6.2.67)-t
és a (6.2.7) helyett a (6.2.7°)-t hasznéljuk. Figyelembe véve a (6.2.2)-ben szerepld
kifejezést, adddik, hogy

Am A

1 n
(Pr,. — Pn)(Qx, — Q) Z Z Pk (Tjk — Tmn)

j=m+1k=n+1

> min (ZTjx — Tmk)+ min (e —
- m<j§>\m( J mk) n<k§)\n( m mn)
n<k<A,

és (6.2.3)-ra is felirhaté hasonl6 egyenl6tlenség. A kovetkezd korollarium kozvetlen
kovetkezménye a 6.2.1. Tételnek.

6.2.1. Korollarium. A p := {pj}jio, és q¢ = {qi}r szdmsorozatokra legyen
po > 0, go > 0, valamint teljesiljon a (6.2.1) feltétel. Legyen (x;i) statisztikusan
lassan csokkend sorozat mindkét indexre vonatkozolag és rdaaddasul erds értelemben az

eqyik indexre vonatkozdlag. Ekkor (6.1.4)-bél kovetkezik (6.1.1).
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Most az (x;;) komplex szdmsorozatokat tekintjiik és kétoldali Tauber-tipusi
feltételeket adunk.
6.2.2. Tétel (Fekete [8]). A p:={p;}_;, és ¢ = {an},=, sedmsorozatokra legyen
po > 0, qo > 0, valamint teljesiljon a (6.2.1) feltétel. Annak szikséges és elegendd
feltétele, hogy (6.1.4)-bdl kévetkezzen az (x 1) statisztikus konvergencidja ugyanazzal a

hatdrértékkel az, hogy fenndlljon a kovetkezd két feltétel valamelyike: barmely e > 0-ra

1
inf hmsup H{m <M és n<N:

1
(6.2.8) BP0 Z Z i@k (Tjk — Tmn)| = €} =0

m j m+1 k=n+1
vagy

f L <M ¢é <N:

bR arr @ ey M S s
1 m n

(629) Z pj(lk(mmn - l'jk) > E}l -

6.2.5. Megjegyzés. To6bb is igaz ennél. Ha fenndll a (6.1.1), (6.1.4) és a (6.2.1),
akkor sziitkségképpen (6.2.4) minden A > 1-re és (6.2.5) minden 0 < A < 1l-re igaz.
Az (xj,) kettds komplex szamsorozatot statisztikusan lassan oszcilldlonak

nevezzik az els6 indexre vonatkozélag, ha minden € > 0-ra

1
inf hmsup {m <M é n<N:

2. — > =0.
(6.2.10) minjaé)g\m |(w]n Tmn)| > €} =0

Azt mondjuk, hogy az (x;;) erds értelemben statisztikusan lassan oszcilldlo az elsé

indexre vonatkozolag, ha (6.2.10) akkor is érvényben marad, ha

max |(Zjn — Tmn)| helyett o max |(zjk — Tmpi)| irunk.
n<k<,
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A statisztikusan lassan oszcillalas fogalmat a méasodik indexre vonatkozoélag ha-
sonléan definialjuk.
6.2.6. Megjegyzés. Hasonléan a 6.2.4. Megjegyzéshez a (6.2.10) feltétel ekvivalens

a kovetkezOvel: minden € > O-ra

inf limsup

<M ¢é < N:
o Imsup v pim s M & s

x| — )| > €} =0,

és analog ekvivalencia igaz az erds értelemben is.
6.2.2. Korollarium. A p := {p; };’;O, és q = {qi } ey nemnegativ szdmsorozatokra
legyen po > 0, go > 0, valamint teljestiljon a (6.2.1) feltétel. Legyen (x;i) statisztiku-
san lassan oszcillalo sorozat mindkét indexre vonatkozolag és raadasul erds értelemben
az eqyik indexre vonatkozdlag. Ekkor (6.1.4)-bdl kévetkezik (6.1.1).

A (C, 1, 1) szummaélhatdésag esetén, amikor p; = 1 és g = 1, tételeink és ko-

rollariumaik a [21]-ban bizonyitottakra korldtozédnak.
VI1.3. Bizonyitasok

6.3.1. Lemma. Ha P, és Q,, pozitiv szaimok nemcsikkend sorozatai, akkor a (6.2.1)-

ben szereplo feltételek ekvivalensek a kévetkezdkkel:

P, ) n .
st—lim inf N >1 és st—liminf Q— >1 minden 0< A\ <1-re
A, An

Bizonyitds. Lasd [22, Lemma 1].
6.3.2. Lemma. A p:= {pj};im és q := {qi } o nemnegativ szdmsorozatokra legyen
po > 0, g0 > 0, valamint teljesiljon a (6.2.1) és a (6.1.4) feltétel. FEkkor minden

A > 0-ra

(6.3.1) st—lim tx An = L.
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Bizonyitds. X > 1 esete. Minden M > 1, N > 1 és € > O-ra
{mSM,TLSNZ ‘t)\my)\n—L‘ZE} - {mg)\M,TLS)\NZ ’tmn—lee},

amibd6l
1
(M +1)(N +1)
)\2
Av+1)(An +1)

S( ‘{mg)\M;ng)\N‘tmn_L‘ze}‘;

. A +1 AM+1 7 7 7 z .z 7 An+1
mivel F5 < S < A és hasonlo egyenldtlenség érvényes =5 -ra.

Mivel st-limt,,, = L, ezért az egyenlotlenség bal oldali tagja 0-hoz tart, azaz
st-limty,, », = L.

0 < A <1 esete. Azt allitjuk, hogy ugyanazon t;; tag nem fordulhat elé (1+ %)2-
nél tobbszor a ty, A, sorozatban. Valoban, rogzitett k-ra legyenek p és ¢ olyan

egészek, amelyekre

J= X = Apt1 = oo = Apig—1 < Apig

vagy ami ezzel ekvivalens
J<Ap<Ap+l) <. <Ap+qg-1)<j+1<Ap+q).

Ekkor
JH+Me—1)<Ap+q—1)<j+1,

amibdl kovetkezik, hogy A(g — 1) < 1, azaz ¢ < 1 + %
Hasonléan rogzitett j-re bizonyithatjuk, hogy ¢;, nem fordulhat elé (1 + %)Q—Hél

tobbszor a ty,, », sorozatban. Ezekbdl kovetkezik, hogy

n

1

<M, n<N:|t — Ll >
(M-l—l)(N-i—l)Hm— y T2 Exm An | > e}

2)\M+1>\N—|—1 1
M+1 N+1 0w+ D)0n + 1)

|tmn - L| > 5}‘

1
<(1+<

<(1+7)

|{m§)\M,n§>\N:

1)? 1
(A + )2)\2 {m < Ay, n < Ay :

ST e O+ D0~ +1)
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ltmn — L] > €}| — 0, ha M, N — oco.
Fentebb kihasznaltuk, hogy

(A + 1) (AN +1) 2
MT DN 1) =2

Ennélfogva st—limty , », = L. o

A kovetkez6 két reprezentacio nagyon fontos szerepet jatszik a 6.2.1. és a 6.2.2.
Tétel bizonyitasaban.

6.3.3. Lemma. Ha A\ > 1, akkor

1
(Pr,, — Pn)(Qx Z Z PiqkT ik

j m—+1k=n+1

P, Qe
=1 —(t —tm —txm,n
P,Qy
6.3.2 + Ex dn — tm, A — I, n T tmn)-
O32 B T P@n, Q) )
Ha 0 < X\ <1, akkor
PidrTik
Py Qx
:tmn+—m tmn_t Am, N + v tm:
B Py, oo )
P
(633) + Am Q)\n (tmn - t)\m,n - tm, An + t>\m7 >\n)'

(P = P, )(@n — Qx,,)

Bizonyitds. A > 1 esete. Definicid szerint

A An
E E PiqrT K
j=m+1k=n+1

=Py, Qx,tr x, — Pr,@ntr,n — PnQx,tm, 2, + PmnQntmn.
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Felhasznélva ezt egyszerii atrendezéssel adodik, hogy

1
(Px,, = Pm) (@, — Z Z PjqkTik

] m—+1 k=n-+1

1
(PAm - Pm)(Q)\n - Qn)

+(PmQ)\n - Pan)(t)\m, An tm, )\n) + Pan<t>\m, An tm, An t)\m,n + tmn)}
Qn P,

=t an +

{(Px,,Qn — PrQn)(tr,, 20 — trm.n)

Fix,, A — ) T 55, x —tm,x,
Q)\ Qn ( ) P)\m - Pm ( )
Pan
+ t)\m,/\n _tm,/\n _tAm,n+tmn .
(P)\m _Pm)(an _Qn)( )
A (6.3.3) bizonyitasa hasonléan torténik. ©

6.3.4. Lemma. A p := {p, }] or 65 ¢ = {ar}ro nemnegativ szimsorozatokra legyen
po > 0, qo > 0, valamint teljesilion a (6.2.1) és a (6.1.4) feltétel. FEkkor minden

A> 1-re

. 1
(6.3.4) st—lim (Pr — ) (O = Z Z PiqkTir = L,

j m+1k=n+1

és minden 0 < A < 1-re

m

. 1 -
(6.3.5) stelim o Z > piarzie = L.
m ] Am+1 k=X, +1

Bizonyitas. A > 1 esete. Hasznaljuk fel a (6.3.2) el6éllitdst, valamint azt a tényt,

hogy

1 1
P}\—T_np—st hmsupp _1 < 00,
m Pm

(6.3.6)  st—limsup

ahol kihasznaltuk (6.2.1)-et is. Hasonléan adédik, hogy

Qn
Q/\ Qn

Nyilvanvald, hogy (6.3.4) kovetkezik a (6.1.4)-b6l és a 6.3.2. Lemmébol.

(6.3.7) st—lim sup —————
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0 < A <1 esete. Hasznéljuk fel a (6.3.3) el6allitdast. A 6.3.1. Lemma szerint

Py 1

6.3.8 st—lim su - = < 00

( ) me — Py, st-liminf B= —1

és
. Qx

6.3.9 st—lim sup ———— < o0.

( ) Qn - Q)\n

A (6.3.5) igy méar kovetkezik a (6.1.4)-b6l és a 6.3.2. Lemmabdl. o

A 6.2.1. Tétel bizonyitdsa. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy (z,)-ra fennall a (6.1.1)
és (6.1.4). A > 1 esetén alkalmazzuk a 6.3.4. Lemmat

1
71. mn
st 1m(P)\m — Pm)( Z Z Djqk xjk x )

j =m-+1 k=n+1

1
= st-lim Z Z DiqeT ik — st-lim xp,,
(P)‘m o Pm)(Q)‘” ] m—+1 k=n+1

=L—-L=0, ha m,n— oo.

Ez bizonyitja (6.2.4)-et. Ehhez hasonléan kovetkezik a 0 < A < 1 esetén (6.2.5) a
6.3.4. Lemmabol kovetkezik a (6.2.5).

FElegendéség. Tegyiik fel, hogy st—limt,,, = L és teljesiilnek a (6.2.1)-(6.2.3)
feltételek. A st—limx;, = L bizonyitdsahoz elég megmutatni, hogy

(6.3.10) st—1im(2Zmn — tmn) = 0.

A > 1 esete. Alkalmazva a 6.3.3. Lemmat

- P)\m - Pm Ams An

men
(P)\m - Pm)(Q)\n - Qn)

Qn

~hm ) Q)\ Qn

( - tkm,n)

(Exm, An = by A — Eap,n F tinn)

1
(6.3.11) _(P)\m —p ) Z Z p]Qk Tk — Imn)

j m+1 k=n+1
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amibol minden € > O-ra

{m <M, n<N: xyp —tr, 1, =€ C

{m<M,n<N: PAMP—TRR(U"“A" tm.x,) + QAQnQn( A = tan)
+(P)\m — Pi”;?éln — Qn)(m”“" —tm, Ay — tap,n + tmn) > 2}
Um <M, n<N: & _Pm)l( 'Z Z Piau (@i = Tpn) < 5}
™ g =m+1k=n+1
(6.3.12) =: Aun(e) U Bun(e).

A 6.3.2. Lemma, (6.3.6) és (6.3.7) alapjan minden € > O-ra

1
3.1 I A —0.
(6.3.13) vin  Grr D A (©l=0

Mésrészt tetszOlegesen adott 6 > 0-hoz a (6.2.2) szerint 1étezik egy A > 1, amelyre

(6.3.14) lim sup

Egybevetve (3.12)-(3.14)-t, kapjuk, hogy

lim sup Hm <M, n < N: xpp —tr,,, r, > €t <0

M,N—oo (M +1)(N +1)

Mivel § > 0 tetszoleges volt, ezért minden € > 0-ra az is fennall, hogy

1
(6.3.15) lim sup

<M, n<N: Ty —t > e} = 0.

A 6.3.2. Lemmat alkalmazva nyerjiik, hogy

1
3.1 I <M, n<N: Zyn — tyn > €}| = 0.
(63.16)  \ Im arrnwepimsMonsNie i

0 < A <1 esete. (6.3.3) szerint

Qx,

P
- tmn - t Am, N +
( ) Qn QA

Tmn — tmn = ﬁ ( - tm,/\n)
m m
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Py, Qx,
(P — Py,,)(Qn — Q)

+ (tmn_t)\m,n_tm,An +t>\m7)\n)

1 m

amibol minden € > O-ra az kovetkezik, hogy

{mSManSN:xmn_tmng_e}C

P,\ Q/\
<M, n<N: —"—(tmn —tr. n ———(tn — tm
{m— ’n— Pm_P)\m( >\m7 )+Qn_QAn( 7)‘71,)
Py, Qx €
+ = - tmn - t)\m,n _tm,)\n +t)\m,/\n S -3
(Pm_P)\m)(Qn_Q/\n)( ) 2}
1
Uuim<M,n<N: E E Pk (Tmn — xjk)<——}

(Pm - PAm)(Q

A 6.3.2. Lemma, (6.2.3), (6.3.8) és (6.3.9) szerint minden € > 0O-ra kapjuk, hogy

J Am+1k=XA,+1

1
6.3.18 li <M, n<N: Tom — tim < —€}| = 0.

A (6.3.16)-ot és (6.3.18)-at egybevetve minden € > 0-ra adédik, hogy

1

1i <M, n<N: |Zmn —tmn| > €} =0.
Wi arr i S M SN 2l

Ezzel beldttuk (6.3.10)-et és a 6.2.1. Tételt bebizonyitottuk. o

A 6.2.2. Tétel bizonyitdsa. Szikségesség. Tegylk fel, hogy (x;i)-ra teljesiil
(6.1.1) és (6.1.4). Alkalmazva a 6.3.4. Lemmat minden A > 1-re megkapjuk (6.2.4)-et
és minden 0 < A\ < 1-re megkapjuk (6.2.5)-t
FElegenddség. Tegyiik fel, hogy st—lim¢,,, = L és a (6.2.8) és (6.2.9) feltételek egyike
teljestil. A (6.1.1) igazoldsahoz most is elegend6 (6.3.10)-et bizonyitani.

Legyen € > 0 tetszOlegesen adott. A A > 1 esetben a (6.3.11) alapjan kapjuk,

hogy

( - t>\'man)



- FonCn (t —tmx, — by n o+ tmn)| > 6}
1 Am An c
U mSM’TLSN p‘Qk(x'k_xmn) Z_}
{ (P>\7n - Pm)(QAn - Qn) jgn:-‘rl k:zn;—]_ J J 2
1 1
(6.3.19) =AU () u B, (o).

Adott § > 0-hoz a (6.2.8) alapjan létezik olyan A > 1, amelyre

lim sup

B(l) <.
M.N—oo (M +1)(N + 1)| M (6)] <

A 0 < A <1 esetben (6.3.17) szerint

{mﬁM,nSN: |xmn_tmn|ge}g {m§M7n<N:

(tmn - tm, )\n)

Q»,
P, — P\, Qn —Qx,

Py, 0,
(Pm - P)\m)(Qn - Q/\n)

Py
‘ (tmn - t/\m,n) ‘|‘

- (tmn - t/\m,n - tm,/\n + t)\m7>\n)

1
{m sMn= N (P — Py,,)(Qn — Q1)

(6.3.20) =A% (e) u BY, (o).
Adott 6 > 0-hoz a (6.2.9) szerint létezik olyan 0 < A < 1, amelyre

By (e)] <.

lim su
VN (M +1)(N +1)

Alkalmazva a (6.3.19)-et, (6.3.20)-at és a 6.3.2. Lemmét, mindkét esetben adddik,

hogy

{m < M, n < N : |xpmp — tmn| > €} < 6.

1
lim su
VN (M 4+ 1)(N +1)

Mivel 6§ > 0 tetszoleges volt, minden € > 0-ra kovetkezik, hogy,

1
li <M, n<N: |Zmn—tmn] > €} =0.
MN oo (M+1)(N+1)‘{m_ = = [ 2 €}l
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Ezzel igazoltuk (6.3.10)-et, igy a 6.2.2. Tétel bizonyitasa teljes. o
V1.4. Megoldasra varé probléma

Legyen (x;r : j, k = 0,1,2,...) valés vagy komplex szdmok kettés sorozata és

tekintsiik a

Osszeget. Nyitott kérdes annak bizonyitdsa, hogy ha (x;;)-ra teljesiilnek a Landau-
tipusu feltételek az els6 és masodik indexre vonatkozodlag, azaz léteznek olyan ng > 0

és H > 0 konstansok, amelyekre

j(xj+1,k —:L’jk) >—-H, haj+1, k>0

k’(%’,kzﬂ — ;i) > —H, haj, k+1 > ny,

akkor az (xj) kozonséges (Pringsheim-féle) konvergencidja kévetkezik a (C,1,1)
statisztikus szummalhat6sagbol.
Megjegyezziik, hogy ezt Fridy és Khan egyszeres sorozatokra bizonyitotta [5], de kettds

sorozatokra a teljes bizonyitas még hianyzik.
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OSSZEFOGLALO

A Tauber-tipusi tételek jelentésége J. E. Littlewood tételébdl eredt (1910),
amely a matematikai analizis egy 1j agat nyitotta meg a mult szazad elejétol. A
Tauber-tipusu tételek segitségével egy sor bizonyos szummalhatésagabdl kovetkeztetni
tudunk a sor konvergencidjara is. E téma kiemelkedd egyénisége volt Jovan
Karamata, aki a lassan valtozo fliggvények szerkezetének vizsgalataval jelentésen
hozzdjarult a matematika ezen aganak kiszélesitéséhez. Az értekezés masodik fe-
jezetében Karamata egyik eredményét élesitjiik, sziikséges és elegendo feltételeket
adunk arra vonatkozdélag, hogy lokdlisan integralhato fliggvények stlyozott kozép sz-
erinti szummalhatésagabol kovetkezzen az integralok konvergenciaja is. Legyen P egy
Ry :=[0,00) intervallumon definidlt fliggvény, amelyre

P nemcsokkené Ri-on, P(0)=0 és lim P(t) = oc.

t—o0

Az f: Ry — C komplex értékii Lebesgue szerint barmely véges (0,t)-n, 0 < t < o0

integralhaté fiiggvényre legyen

s(z) = /Oxf(y)dy - ::ﬁ/ﬂ s(2)dP(x), t>0,

feltéve, hogy P(t) > 0. Olyan sziikséges és elegend? feltételeket kerestiink tehat, ame-
lyek segitségével a lim; o o(t) = L feltételbdl lim, . s(x) = L kovetkezik. Valos
értéki f fiiggvényre egyoldali, mig komplex értékii f fiiggvényre kétoldali Tauber-
tipusu tétel adodik. Az igy kapott tételeknek az a jelentGségiik, hogy alkalmazhaték
az Osszes sulyozott k6zép szerinti szummalhatdsagra, és egységesitik a szakirodalom-
ban talalhato specialis szummalhatosagi modszereket.

A statisztikus konvergencia fogalma, mint sorozatok hatarértékének egy 1j kiter-
jesztése a mult szazad kozepén keriilt bevezetésre, de csak Fridy 1985-ben megje-
lent cikke utdn valt egyre elterjedtebbé a matematika kiilonboz6 agaiban. Az xj
szamsorozatot statisztikusan konvergensnek nevezzik L-hez, ha barmely € > O-ra

1
lim —{k<n:|zy—L|>e€}|=0,

n—oo n
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ahol az abszolutérték jel a halmaz elemszamat jeloli.

Moricz Ferenc ennek a fogalomnak az analogonjaként vezette be 2003-ban a
mérhetd fliggvények statisztikus hatarértékét. Legyen az f fliggvény Lebesgue—
mérhetd a (0,00) intervallumon. Az f fiiggvénynek a oo-ben statisztikus hatdrértéke

van, ha létezik olyan [ szdm, hogy barmely e > 0O-ra

lim L|{z € (0,a): |f(x) =1 > e}| =0,

a—o0
ahol az abszolutérték jelek most a halmaz Lebesgue—mértékét jelolik. A statisztikus
konvergencia és statisztikus hatarérték elemi tulajdonsagairdl, valamint ezek alkal-
mazasi teriileteir6l nyujt osszefoglald betekintést az értekezés harmadik fejezete.
Schoenberg 1959-ben klasszikus tételt adott a statisztikus konvergencia
létezésére, amely szerint az xp sorozat &-hez vald statisztikus konvergencidjanak
sziikséges és elegendé feltétele az, hogy minden ¢-re fennalljon az alabbi hatarérték:

1 ¢
: ta:
lim 7 kg Bo= el

£—o00

Az értekezés negyedik fejezete megadja e tétel nemdiszkrét és &ltalanositott
valtozatat, mely sziikséges és elegendo feltételt ad a statisztikus hatarérték 1étezésére
n-dimenziéban. E tételt terjesztjik ki tovabba vektor értékii sorozatokra és fiigg-
vényekre is.

Az 6todik fejezetben visszatériink a Tauber-tipusu tételekhez, a stulyozott
statisztikus szummalhatdsag bevezetésével sziikséges és elegendd feltételeket
adunk arra vonatkozodlag, hogy egy integralhato fiiggvény silyozott statisztikus
szummalhatosagabol kovetkezzék annak statisztikus hatérértéke is.

Az utolso6 fejezet kettOs sorozatokra vonatkozé Tauber feltételekkel foglalkozik.
Az x i, kettOs szdmsorozat statisztikusan konvergdl valamely L-hez, ha barmely € > 0-
ra

1

li < s k<n:lrj— Ll > = 0.
mﬁgoo (m—i—l)(n—kl)’{]—m és <n:|z | > €} =0

A téma kérdéskore megegyezik az elézd fejezetével, azaz olyan tételek szerepel-

nek, amelyekkel egy kettOs sorozat statisztikus szummalhatésagabdl kovetkezik an-

nak statisztikus konvergencidja is. Fridy és Khan egyszeres sorozatokra ennél
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er6sebb tételt is bizonyitott (Moricz ugyanezt az eredményt mas moédszerrel is
megkapta), ti. azt, hogy a Landau-tipusi egyoldali Tauber feltétellel a statisztikus
szummalhatésagbol a kozonséges konvergencia is kovetkezik. Nyitott probléma azon-

ban az, hogy ez az erésebb tétel kiterjesztheto-e kettds sorozatok esetére is.
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Summary

The importance of Tauberian theorems emanated from Littlewood’s theorem
(1910) which became the starting point of a new branch of mathematical analysis
the Tauberian theory. A typical Tauberian theorem says that if a given sequence is
summable by some regular summability method, plus an additional so-called Taube-
rian condition is satisfied then the sequence in question is convergent to the same
limit. Jovan Karamata proved various Tauberian theorems and he discovered the
structure of slowly varying functions and their fundamental properties. In the se-
cond chapter we sharpen one of Karamata’s results, we prove necessary and sufficient
Tauberian conditions for locally integrable functions (in Lebesgue’s sense) over R,
under which convergence follows from summability by weighted mean methods. Let
P be a function defined on Ry := [0, 00) such that

P is nondecreasing on R4, P(0)=0 and lim P(t) = oc.

t—o0

P is called a weight function. For any complex-valued function f : Ry — C which
is integrable in Lebesgue’s sense over every finite interval (0,¢) for 0 < t < oo, in

symbol: f € L{ (R), we set

loc

x t
s(x) == /0 fly)dy and o(t):= %/@ s(z)dP(x), t>0,

provided that P(t) > 0. We give necessary and sufficient conditions under which
lim, o s(x) = L follows from lim; ,o 0(¢) = L. The main results of this chapter
apply to all weighted mean methods and unify the results known in the literature for
particular methods. Among others, the conditions in our theorems are easy conse-
quences of the slow decrease condition for real-valued functions, or the slow oscillation
condition for complex-valued functions. Therefore, practically all classical one-sided
as well as two-sided Tauberian conditions for weighted mean methods are corollaries
of our two main theorems.

H. Fast introduced an extension of the usual concept of sequential limits which

he called statistical convergence. The intensive study of the concept of statistical

65



convergence was initiated by Fridy in 1985. A number sequence xj is said to be

statistically convergent to some number L, if for each ¢ > 0,

lim —\{k <n: |z —L|>¢€} =0,

n—oo M

where the vertical bars denote the cardinality of the set which they enclose.

In 2003 Ferenc Moricz introduced the notion of statistical limit of a measurable
function. This notion can be considered as the nondiscrete analogue of statistical
convergence. Let f be measurable (in Lebesgue’s sense) on the interval (0, oo). We
say that f has a statistical limit at oo if there exists a number [ such that for every
€ >0,

lim L[{z € (0,a): |f(x)— 1] > e}| =0,

a—o0 @
where the vertical bars denote the Lebesgue measure of the set which they enclose.
In the third chapter we give a summary about the basic properties of statistical
convergence and statistical limit.

Schoenberg’s classical theorem (1959) says that a sequence xj is statistically

convergent to some number £ if and only if for every ¢t € R,

In the fourth chapter we extend this result from single to multiple sequences, and prove
an analogous theorem on statistical limit. These theorems even may be extended to
vector-valued sequences or functions, respectively.

In the fifth chapter we present other Tauberian theorems by introducing the no-
tion of statistical summability by weighted means and we give necessary and sufficient
conditions under which the statistical limit of a measurable function follows from its
statistical summability.

In the last chapter we are interested in Tauberian theorems concerning double
sequences. A double sequence z i, is said to be statistically convergent to some number
L, if for each € > 0,

1
lim 1 <m és k<n:l|lz;,—L|>¢€e}=0.
Ly e T L sz = L= €
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We prove necessary and sufficient Tauberian theorems under which statistical conver-
gence follows from statistical summability by weighted means. For single sequences
Fridy and Khan proved a stronger theorem which says that the ordinary convergence
follows from statistical summability with the Landau-type one-sided Tauberan con-
dition. (Moricz proved this result in a different way.) The extension of this stronger

theorem for double sequences is still an open problem.
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