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Bevezetés

A Fourier-sorok konvergencia kérdéseinek szisztematikus vizsgalata a mult szdzad ko-
zepén kezdidott. A ma mar klasszikusnak szdmité Dirichlet-t6l és Dini-tél szirmazé kon-
vergencia tételek mellett megjelentek divergencidval kapcsolatos eredmények is. Du Bois
Raymond mar 1876-ban észrevette, hogy — a sorok szokdsos konvergencidjit véve ala-
pul— a folytonos fliggvények altaldban nem rekonstruathaték Fourier-sorukbél. Neveze-
tesen megmutatta, hogy van olyan folytonos fiiggvény, amelynek a Fourier-sora valamely
pontban divergens. Ez a felismerés arra késztette a témadval foglalkozd kutatokat. hogy a
sorok hagyomanyos kiértékelise, azaz a részletosszegek konvergenciija helyett mas eljarast
haszndljanak. Fejér Lipét 1900-ban megmutatta, hogy folytonos fiiggvények esetén a tri-
gonometrikus Fourier-sor részletosszegeinek szamtani kdzepei egyenletesen konvergélnak a
fiiggvényhez. Hasonlo dllitds érvényes az Abel-Poisson kdzepekre is.

A Fejér-féle szummacids =ljards kapcsén felmeriil a kérdés, hogy mi térténik a Fou-
rier-sorral, ha nem a részletosszegeit, hanem a Fourier-egyiitthatokat atlagoljuk. Teljes
ortogonalis rendszer esetén a fiiggvények és Fourier-egyiitthatdik kizott egy-egyértelmii
megfeleltetés 1étesithetd. Kiindulva a 27 szerint periodikus integralhaté fiiggvények L},
osztalyanak f eleinébdl képezziik a Fourier-egyiitthatok szamtani kozepeinek sorozatat és
azt vizsgaljuk, hogy van-e olyan g € L}, fiiggvény, amelynek Fourier-egyiitthatéi éppen
vzen szamtani kozepek. )

Ezt a kérdést elszor Hardy vizsgilta 1928-bau a trigonometrikns rendszerrel kapcso-
latban, amikor is bebizonyitotta, hogy az L}, (1 £ p < oo) terek invaridnsak a Fouri-
er-egviitthatokra vonatkozd, a fentebb emlitett atlagolasi eljarassal szemben (lasd [24]).
Mas széval, ha f € L], akkor a Fourier-egyitthatok atlagoldsival szarmastatott ¢ figg-
vény is az L} -hez tartozik. Az f € L}, fiiggvényhez a g € L}, fiiggvéuyt rendelve egy
operatort értelmezhetiink. Ezt az operitort Cesdro operdtornak, mig adjungiltjit Copson
operdtornak nevezzik. Megjegyezziik, hogy az ezzel kapcsolatos széhasznélat nem egységes
a szakirodalomban. Vannak, akik a Cesaro operator helyett a Hardy operator elnevezést
hasznaljak.

Az utébbi években a széban forgé operatorok vizsgalata ismét elotérbe keriilt. Tobbek
kozott Bellman R., D. V. Giang, Golubov B. I., Méricz Ferenc, Rodin V., Sisakis A. G. és
Stempak K. tovabbi eredményeket értek el ezekkel az operatorokkal kapcsolatban.

A disszertdcidban ezeknek az operdtoroknak a viselkedését vizsgaljuk a Walsh-Fourier-
sorok esetén. Az itt haszndlt modszerek lényegesen kilonboznek a trigonometrikus sorokra
alkalmazott modszerektil. A klasszikus esetben kulcsfontossagi szerepe volt a parcidlis
integralasnak és a kozonséges értelemben vett derivaldsnak. Vizsgéilatainkban a klasszikus
derivdlt szercpét sok vonatkozasban dtveszi a diadikus derivalt, az integrilét pedig a dia-
dikus integral (antiderivalt). Tébb olyan azonossag is van, mint pl. a parcislis integrélds
szabalya, amelynek megfelel6je a diadikus integralra nem érvényes. A diadikus integralt egy
nehezen kezelhetd fliggvénnyel valo diadikus konvoliicidként értelmezik, ami miatt joval bo-
nyolultabb a koézonséges integral-operatornil. Ezzel magyarazhato, hogy a Walsh-sorokkal
kapcsolatos vizsgalatok tébb ponton is nehezebbek a trigonometrikus sorokra vonatkozé
vizsgalatokhoz képest.

A Cesiiro és Copson operitorokat a Walsh-sorok lehets leghévebl részhalmazin értel-
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mezziik, amely a diadikus martingalok terével azonosithat6, majd ezeknek az operato-
roknak kiilonbozo, fontos terekre vonatkozo leszikitéseit vizsgdljuk. A vizsgilatok soran
alapveto szerepet jatszik a Walsh-Dirichlet-féle magfliiggvény egy 4j eldéllitdsa, amelyben
felhasznaljuk a diadikus derivéiltat.

A diadikus Cesaro és Copson operatorok négy valtozatival foglalkozunk, nevezetesen
azzal, amely a martingalok terén van értelmezve, az egy- és a kétvaltozds integrilhatod
fiiggvények terén értelmezett operdatorokkal, valamint ezeknek a félegyenesre valo folytonos
kiterjesztéseivel. Az elsé harom esethben a Cesaro operatort fiiggvények, illetve martingalok
Walsh-Fourier-egyiitthatdinak atlagolasaval értelmezziik. A negyedik esetben a Walsh-Fo-
urier-sort Walsh-Fourier-transzformalttal helyettesitjitk. Az alapul szolgdld fiiggvények az
I:= I :=[0,1) intervallumon, az §2 := I x I egységnégyzeten, ill. az R4 := [0, +00) félegye-
nesen vannak értelmezve. Ezck az operatorok az L' tereken integral-operatorként adhaték
meg, amelyek a 3. fejezetben bevezetésre keriild tgynevezett lokalis konvolicids operato-
rok specidlis esetét alkotjik. A tovdbbiakban a Cesaro operatorok mellett ezeket a lokélis
konvoliiciés operatorokat is vizsgaljuk az L'() (j = 1,2) és az L'(R,) terek mellett a
megfelelé L? tereken, Lipschitz-tereken, valamint a diadikus Hardy- és BMO-tereken. A
lokalis konvoliciés operdtorok bevezetése révén megfogalmazhatdk azok a tulajdonsigok,
amelyekbdl az emlitett operdtorok korldtossaga kovetkezik a vizsgdlt tereken.

Diadikus Cesaro és Copson operatorok az Lr-tereken

El6szor bevezetjik a diedikus Cesdro és a Copson operdtorokal. Az cgy és kétviltozos
esetet, ahol csak lehet, egyiitt targyaljuk. Ebben a fejezetben szerepld tételek bizonyitdsat
illetden ldsd [11), [12], [13]. A. nevezett operitorokat a. szobajohetd lehetd legtagabb téren,
a diadikus martingdlok Mo(8/) terén értelmeaziik. A j = 1 csetben

(3.1) Mo(I) := {F € M(I): F(0) = 0},
a j = 2-nek megfeleld kétvaltozos esetben pedig legyen
(3.2) Mq(F):= (F € M(F*): F(k,)=0 k€€ N,min(k,¢) = 0}.
Az F =(fa,n € N¥) (j = 1,2) diadikus martingil Walsh-Fourier-egyiitthatéit az
)
ﬁ'(k) = lim /f,.wkdz
min(n,,nz)—o00 ]

(k € NY) hatdrértékkel értelmezziik. Egyszeriien igazolhatd, hogy k < 2™ és n > ng esetéu

1 1
/ falz)ws(z)dz = / Fual2)a(z)dz,
0 0



kovetkezésképpen ez a hatarérték létezik és

1

F(k) = / FralmYup(2)dz (k< 27).

0

A kétviltozos esetben a hatarvérték létezése hasonloan igazolhaté. Az F diadikus martingdl
Walsh-sorat az

(3.3) f~S(Fy:=)_ Flkywe (j=1,2)

keN

szimbdlumunal jel6ljiik. Mivel a Walsh-sorok, az egyiitthaté-sorozatok, ill. a diadikus mar-
tingilok kélcsénosen egyértelmiien megfeleltethetdk egymasnak, ezért minden F € My(1)
diadikus martingdl esetén pontosan egy olyan G € My(F) diadikus martingal létezik,
amelynek Walsh-Fourier-egyiitthatéja az F diadikus martingdl Walsh-Fourier-egyiitthato-
inak atlagival egyenld, azaz amelyre

n-1

(3.4) G(n):=0(n & N, An =0), G(n) := — Z F(k) (n € P),

ahol n* = ny - 1y, An = min(r,ny), han € P! és Au=n, haneP(P=1,2,..). A
(3.5) CF:=C (F € My(l))

utasitassal értelmezett C : M) = My(UV) leképezést diadikus Cesdro operdtornak ne-
uczzuk Nyxlvauvalo. hogy ezzel egy linedris operatort értelmeztiink az Mo(17) téren.

AC operator c adjungaltjat els lépésben az M g(IY) stacionirius martingilok alterén
értelmezziik, azaz olyan martingalokat tekintiink, amelyek egy bizonyos indextél kezdve
illandé tagokkal rendelkeznek (megadhaté olyan ng € Nindex, hogy fo = fa,, han > ny).
A G :=C'F (F € Ms(l¥)) martingalt igy definialjuk, hogy a Walsh-egyiitthatéi legyenek

F()

(3.6) G(n) = (n € N/).

Minthogy véges sok &k € N7 indextdl eltekintve valamennyi k € N indexre F(k) =0, ezért
a fenti végtelen dsszegnek van értelme. A c: leképezést Copson operdtornak nevezzitk. Az
M(li) e Mo(l") halmazon bevezetjitk az

(2.1.7)

(F,G) = ZFU)GU») hm/fngn (F = (fa,n € N) € Mo,G = (gn,n € N) € M)

k=0

bilinedris funkcionalt. Az adjungdlt operdtor elnevezést tamasztja ala az aldbbi dllitas:
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3.1. Lemma. 4 C Cesiro operdtornak a (2.1.7) bilinedris funkcionadlra vonatkozé adjuu-
géltja a (3.6) alatt értelmezett C* Copson operdtor, azaz
(3.7) (CF,G) = (F.C"G) (F € Mu(¥),G € Ms(V)).

Ertekezésiinkben a C és C* operatorokat vizsgaljuk a diadikus martingalok kiilonbozd
alterein. Elséként a Cesaro operdtort egy integril-operator alakjiban allitjuk el6. Megmu-
tatjuk, hogy a CF = G = (ga,n € N/} martingal eléallithaté a

(3.8) gn(z) = /f,.(t)h',‘,”(:c,t)dt (z € V. F = (fa,n € N) € Mo(V))
i
alakban, ahol a K% magfiiggvény kifejezheté a modasitott diadikus differencia operator

segitségével. Nevezetesen, jeloljik y,-sel a J, := [27°,27*t') (s € PY) intervallum karak-
terisztikus fliggvényét, tovabba legyen

(3.9) W = Spu(W) (n € NY)
a Wi
.= — (=12
Wi . Z,k' G=12
ke

sornak a 2" indexii részletisszege. Megmutatjuk, hogy a K ¢ LY(F x /) magfliggvény
cléallithatd a kovetkezd formaban:
(3.10) E(x,t) =) xa(tNA WY b 1) (2.t € V),
’ N3 d
ahol j = 1 esetén

n~1
(B70)=) = Y25 (flx) - flz +2741) = 22 (f(z) - Sz $277)

k=0
a modositott egyvaltozos diadikus differencia operator. (A kétvaltozos operdtor definicio-
jat illetden ldsd (3], 12].) A + szimbélummal a diadikus sszeaddst jeloljik. Mivel a x,
fliggvények tartéi paronként diszjunktak, ezért a (3.10) sor minden (z,t) € I x I/ pontban
abszolit konvergens. Belithatd, hogy a (3.10) sor az L'(1/ x I')-normdban konvergens és
K9 e L\ x ).

A most bevezetett magfiiggvények mellett haszndlni fogjuk a
(3.10) Ez,6):= ) x (XA, W)z +8) (2, € V)
s€P

figgvényt is. Az elézohoz hasonléan lithaté be, hogy K¢ € L(IF). Ezek segitségével
értelmezziik az alabhi integril-operdtorokat:

(3.11) (KD h)(z) == / R(t) (K (z, 8)dt, (KD h)(z) := / R()K 9N (z,t) dt
v v

(z € U, h € L§(F),j = 1,2). ahol L}(F¥) azon L'(1)-beli fiiggvényekbél all, amelyeknek
az IV-re vett integralja zérus.



3.2. Lemma. Az F = (f,,n € N’) € My(V) diadikus martingdl CF:=G= (gn,n € N)
Cesaro-transzformaltja eléallithato a

(3.12) , g =K, (ne W)

alakban. A ’f,’) : L‘(l’: ) = LY1) (n € NJ) operdtorok egyenletesen korldtosak, valamint
a KUY : LN (V) — L'(V/) operitor is korldtos, azaz létezik olyan C > 0 abszolit konstans.
hogy

(313) KA S Cllkll 6 1K 0l S Cllklla (k€ L' (F),n € N).
A kovetkezdkben a Cesara operdtort az L!-korlatos diadikus martingalok

M\(F):= (F=(faneN): sup Ifallh < o0}

alterén vizsgaljuk . Ez az altér azonosithaté az I intervallumon értelmezett korlatos valto-
zasu diadikus intervallum-fliggvények terével, a megfelelé Walsh-sorok pedig azonosithatok
a korldtos véltozash fliiggvények szerint vett Walsh-Fourier-Stieltjes-sorokkal.

3.1. Tétel. A C Cesdro operitort az L' -korltos martingalok terére lesziikitve, az M*(lV)
teret onmagaba képezd korlitos linedris operdtort kapunk.

Az M}(1Y) és BY(V) terek emlitett kapcsolatdt figyelembe véve adédik a
3.1. Kovetkezmény. Legyen & € BV(V) korldtos viltozdsi figgvény és jelélje

ax :=/ wy d® (k € N)
(4]

®-nek a Walsh-Fourier-Stieltjes-egyiitthatéit. Ekkor létezik olyan ¥ € BV(I) korlitos
viltozdsu fiiggvény, amelynek Walsh-Fourier-Stieltjes-egyiitthatdira fennall, hogy

1
/ﬁwul@:z: Z ar (ke P?).

0<e<k

A kovetkezokben tovibb saziikitjiik a Cesiro operator értelmezési tartomanyat. A 3.1
Lemmaban bebizonyitottuk, hogy a (3.10°) alatt bevezetett K¢ magfiigvéunyel értelme-
zert KO ¢ LV(19) — L'(B) operitor korlatos. Mcgmutatjuk, hogy ez éppen a Cesaro
operdtor az L}(1Y) téren.

3.2. Tétel. A K : Li(1/) — L'(V) operitor azonos a C operdtornak az L}(F) térre
vonatkozo lesziikitésével, azaz

(321) KOk = 1= 3 JO) (ke P, f € Ly(H),j = 1,2).
<k
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Az egyvaltozds ¢ martingalokon értelmezett Cesaro operator, és az egyvaltozds integ-
rithaté fiiggvényeken értelmezett C Cesaro operator kazott szoros kapeslolat van, ugyanis
minden F = (f,,n € N) magal esetében

(3.2.3) (CF), = Ea(Cf,) (n€N),

ahol

a feltételes varhaté érték operatora. Itt [n(z) azt a 27" hosszisdgi diadikus intervallumot
jeloli, amely z-et tartalmazza. Az alibbi jelolés bevezetését (3.2.3) mot.nva.lja Legyen & :
L'(E) — L'(1) korlatos linedris operdtor. Ekkor a martingalokon értelmezett @ operdatort,
amelyre

(3.2.4) (3F)m := Em(®fm) (m € N,F = (fa,n € N) € M),

a & diagondlis kiterjesziésénck nevezziikk M-re.

Megvizsgaljuk, hogy a 3 diagonalis kiterjesztés milyen feltétel mellett rendel a diagondlis
martingalokhoz diadikus martingdlokat. Ezzel osszefiiggésben bevezetjik az alabbi fogal-
mat. Akkor mondjuk, hogy a & : L!'(I) — L(I) operator spektrum-tarid, ha az f € L!,
meNé flky=0(k=0,.,2™ - 1) feltételekbd! az is kovetkezik, hogy (2 f)(k) = 0
(k=0,..,2™ —1). _

Megmutathaté, hogy cgy spektrum-tarté ® operatorbdl kiindulva, a & operator martin-
galokat martingalokba visz at, tovabba & valéban kiterjesztése a ¢ operitornak L}(H)-rol
Mo(l)-re, azaz ha f € L' integralhaté fiiggvény, akkor 3F = (Em(®f),m € N).

A Cesaro operator tulajdonsdgaibél kiindulva egy iij operator-osztalyt vezetiink be, a
lokdlis konvolicids operdtorok osztilyat, amelyet az N (5 = 1,2) szimbélummal fogunk
jelolni. A A4} elemeit diadikus konvoliiciés operatorok 3 f:i=f= ¢(’) (n € N¥) soroza-

tdval értelmezziik. Feltessziik, hogy ¢2') (k € N) integralhaté fliggvények, és a kétvaltozds

esetben a széban forgo fiiggvények egyvaltozds fiiggvények Kronecker-szorzatai, azaz

(3.3.1) & = bn X b (n=(ny,ng) € N2).

A &Y ¢ M) gperatorok a kévetkezd alakban allithatok elé:

(332) = Y 8 (xaf) (f € LY(W),j =1,2),

n€pP

ahol x (n € P¥) a J, diadikus intervallum karakterisztikus fiiggvénye.
A 3% konvolviciés operatorok a Walsh-polinomok osztalyat 6nmagara képezik le, és

(3.3.3) (@ f,q) = (f,8Pg) (f € L'(¥),g € P n € W),



-1

ahol
(o= [ rnatens
4

az f és g szokdsos belsd szorzatdt jeldli. Az A U} operator-oszialy tartalimazza a konvolucios
operatorokat. Nevezetesen, ¢f‘) =..= ¢$.’) =...= ¢V esetén N f = fu gl

A (<I>S.”, n € N?) operdtor-sorozat 34 maximal operatorat a
(3.3.4) eV f .= sup |f] « |o)

neN/

utasitdssal értelmezziik. R

Igazolhatd, hogy egy lokalis konvoliciés operator spektrum-tarté, ha a ¢;(k) (k < 2/°")

Walsh-Fourier-egyiitthatdk fiiggetlenek j-tol.
A 34Y operdtorra vonatkozik az aldbbi

3.3. Tétel. i) Ha a &4 € N9 operatort generdls 6% (n € Ni) fiiggvénysorozatra
(3.3.5) M := sup ||¢{) < 00
nep

teljesiil, akkor %9 korldtos linedris operdtor L' (F)-rél L'(17)-be, és
(3.3.6) 1 1l < MIFIL (f € Lo(P)).

ii) Leayen 1 < p < 00 és 1/p+1/p' = 1. Ha % korlitos oprdtor L?'(1%)-rél L¥ (1¥)-be.
azaz ha valamely M; > 0 szimual

(3.3.7) 197gll < M;llglly (g € L' (1)),
akkor @9 korlitos linedris operdtor LP(1)-rél L?(14)-be, és
(3.3.8) 169 fll, < My S, (F € LP(R7)).

Ezt a tételt a Cesiro operitorra alkalmazva adddik a
3.4. Tétel.

i) A Cesdro operdtor korldtos linedris operdtor LP(V)-rgl L?(¥)-be, ha 1 < p < 0.
ii) A Cesaro operdtor nem korltos L°°(17)-bél L=(F)-be.

A diadikus Cesiro operdtor C* adjungdltjat a Walsh-polinomok P(I/) halmazan értel-
meztik. Mivel
Cfe Li¥), hafeLi(F), é C'geP(V), ha geP),
ezért a 3.1. Lemma (3.7) azonossigat és (2.1.7)-et figyelembe véve azt kapjuk, hogy
(34.1) (f.C°9) = (Cf.9) (f € Li(V),g € P(F)).

Ebbél kiindulva és a jél ismert dualitsi elvet alkalmazva megmutatjuk, hogy a C*
operator a P(I/) altérrdl kiterjesathetd C* : LP(1) — LP(1F) korlitos operatorra, ha 1 <
p < 00. A p = co esetben az L®(F) tér helyett tekintsiik a P(19) altérnek az L*°-norméban
vett lezdrasat és jeloljitk ezt X°°(1)-vel, mig 0 < p < oo esetben legyen XP(1/) := Lr(IY).
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3.5. Tétel. Minden 1 < p < 00 esetén létezik olyan, csak p-tél fiiggé C, > 0 szdm, hogy
(34.2) Ic*gll, < Collglly (g9 € P(F)).

A Copson operitor P{1)-rél kiterjeszthetd C* : XP(V) — XP(V) korldtos linedris operd-
torrd, amelyre

(3.4.3) Cky=>" ”gﬁ (g € XP(1), k € V).
k<t

A w; € L'(I) fiiggvény esctén
. 1
(C*w ) k) = Z 7= (keN)

k<t
Ez azt mutatja, hogy 3.5. Tételbeu a p > 1 feltétel nem helycttesitheto a p > 1 feltétellel.

A diadikus Cesaro és Copson operdtorok a diadikus Hardy- és
BMO-tereken

Ebben a. fejezetben a diadikus Cesaro operatort a H(I) diadikus Hardy-téren, adjun-
galtjat, a diadikus Copson operdtort pedig a 1épcsosfiiggvények BMO-norméban vett le-
zdrasdn, a VMO(I) téren vizsgdljuk. Megmutatjuk, hogy ezek az operitorok is korlitosak.
Ezek az allitasok a lokdlis konvolicios operatorokra vonatkozé megfeleld tételekbél kévet-
keznek, amelyek az un. generald magfiggvényeknek a tulajdonsdgain milnak. A fejezetben
szerepld tételek bizony * itdse a [11)-es és [15)-0s szami cikkekben taldlhaték meg.

Elészor a korahban bevezetett (3.3.2) alakii A/¢V-beli operatorokat vizsgdljuk az egy-

dimenzids esetben. Tovabbra is feltesszik, hogy a ¢ := on operatort generdlé ¢, :=
P (n € N) fiiggvénysorozat kielégiti a (3.3.5) feltételt. Ilyenkor
(4.1.1) ®f =) (Xaf) * bn,

neP

és ez a sor L'-norméban konvergens. A 3.3. Tétel szerint ¢ : L'(I) — L'() korlitos
operator, tovabba fennall a (3.3.6) egyenlStlenség. Eunek az operatornak a H(I) ¢ L'(I)
Hardy-térre vonatkozd lesziikitésével kapcsolatos a

4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a ® € N1 operdtort generdlé ¢, (n € N) fiiggvénysorozatra
teljesiil a (3.3.5) feltétel. Ha az aldbbi hiarom feltétel kéziil egyik teljesiil:

i) da(k)=0(0<k<2".neP),

ii) ¢n = Dyn (n € P),

i) ¢n =2"(Sen W = Spu-1 W);
akkor @ korldtos linedris operdtor H'(1)-bél H' ()-be, és
(4.1.2) I®fllr € Millfllr (f € H'(D),
ahol M csak a (3.3.6) feltételben szereplé M konstanstdl fiigg.

Ezt a tételt felhaszndlva, az aldbbi dllitds mér egyszeriien adédik.



4.2. Tétel. A diadikus Cesiro operator korlitos H'(1)-bél H'(E)-be. azaz Iétezik olvan
C > 0 abszohit konstans, amellyel

ICfllw < Clifu (F € HY(D)).
A BMO-tér az L? (p < oc) és az L tér kozé esik:
L™(1) c BMO(I) c L"(I) (p < oo).

Lattuk, hogy a C : L?(I) — LP(I) korlatos, ha p < oo, és nem korlatos, ha p = x. Természe-
tes modon adodik a kérdés: Mit mondhatunk a C-nek a BMO-ra vonatkozo lesziikitésérol?
Erre vonatkozik az alabhi

4.3. Tétel. 4 Cesaro operdtor nem korldtos a VMO(1) térrél a BMO(K) térhe,
Induljunk ki az

flr) = a2 g B H ()

o (@) b b (e) |

22 2u
00 2" -1
= Z a,2™" Z wi(z)
n=] k=2n-1

Walsh-sorhdl, ahol «,, = 1/ /n (n € P). Igazolhatd. hogy f € VMO, és Cf ¢ BMO.

A 3.5, Tételhez hasonléan dualitasi meggondoldsokbdl adédik, hogy a diadikus Copson
operator korlatos a diadikus BMO(E) térbél BMO(I)-be, és nem korlitos H(I)-bol H(i)-
be.

A kovetezokben clegendo feltételeket adunk az egyviltozos lokalis konvolicids operato-
rok diagonilis kiterjesztésének korldtossigdira a diadikus H” Hardy tereken {1/2 < p < 1).
Egyuttal j bizonyitdst is nyeriink a p = 1 esetben a 4.1. Tételre.

Legyen ¢ = (¢..n € N) integrilhaté fiiggvényeknek egy sorozata. A 0 < p < 1 esetén
bevezetjiik a kovetkez6 kvazi-normat:

s\ P
(4.2.1) léll¢y := sup <Z (/l |¢,,(t)|(lt) ) .

ngN 1€1,

Tehdt, ha p = 1 és & egy martingdl, akkor ||@l(,y megegyezik ¢-nek a szokasos L'(1)-
normdjaval.

4.4. Tétel. Legyen1/2 < p < 1. Tegyiik fel, hogy @ cgy © lokilis konvohiciés operitornak
a diagondlis kiterjesztcse (ldsd (3.2.4)), és a ¢ = (¢u,n € N) generdtor fiiggvénysorozatra
teljesiil az alabbi feltételck egyike:
(i) du(k)=0 (0<k<2neN), ol <o
(i) n=Dun (nEP);
(lll) é,. = 2"(5‘;" W - S2ll-l W)
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Ekkor @ korlitos a HP(1) téren. azaz létezik csak a p-tdl figgs C, konstans, amelyre
12Fllur < CpllFllas

teljesitl minden F € HP(E) evetén.

Megjgvezziik, hogy a 3.4. Tétel elott mondottak alapjan a 4.4. Tételben szereplo lokalis
konvohicios operidtorok spekrrum-tartoak, tehdt a diagonalis kiterjesztésik valoban M —
M operator.

Bebizouyithatd, hogy a Cesaro operatort eldallithatd hirom olyan operator 6sszegeként,
amelyek teljesitik a 4.4. Tétel valamelyik feltételét, ha 1/2 < p < 1.

4.5. Tétel. A diadikus Cesaro operdtor korldtos a HP(1) diadikus Hardy-téren, ha 1/2 <

p<1

A diadikus Cesaro operator Holder-tereken

Ebben a fejezetben a diadikus Cesaro operitort vizsgdljuk Lipschitz-tereken. Bebizo-
nyitjuk, hogy a szobanforgd operator korlatos a Lip(e, p) téren, ha0 < e <1,1 < p < o0,
a < 1/p. tovibbd megmutatjuk, hogy ez a feltétel nem javithaté, ha p > 1. A fejezet
téreleinek bizonyitasa u [14]-»s szdma cikkben taldlhaté meg.

Egy f € Lr0,1) figgvény w?(f,-) LP-beli folytonossdgi modulusét (1 < p<o0)-ar
diadikus transzliciot felhaszualva oz alibbiak szerint szokas értelmezni:

<(.6) = supllf =7y fllp (6> 0).
ys

Tetszoleges a0 > 0 esetén a
Lip(ee.p) :={f € L? : wP(f,6) =0(6*) had - 0} (1< p< o0)

teret Lipschitz-térnek (vagy Holder-térnek) nevezziik. Ismeretes (lasd Sch-W-S-P [30] 189.
old. Th. 3). hogy rgy f figgvény akkor és csak akkor eleme a Lip(a,p) (1 £ p £ o)
osztalynak, ha

(5.1.1) If = Enfll, =0(27"), n— 00 (a>0)
Vezessilk be az
(5.1.2) I f"l..ip(u.ll) = S:g 2m."f - Enf"ﬁ

normit. Eszerint az f figgvény akkor és csak akkor eleme a Lip(a,p) osztilynak, ha

“f"l.ip(n,,,) < 0.
A kivetkezdkben becslést adunk LP-beli illetve Lipschitz-térbeli fiiggvények Walsh-Fo-

urier-soranak 27 indexii részletisszegeinek a nulla helyen felvett értékeire.
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5.1. Lemma. Ha f € L*(0,1), akkor

KELSXON S Y 2440/P)f - Eufll, +1fO) (1 <pS oo, = 0)

k=0

5.1. Kovetkezmény. Haa < 1/p,1 < p < o0, f € Lip(a,p) és f(O) = (). akkor

I(Ellf)(o)l < Mp,a N 2"“/',-0)".["’-:']-(0,,:):

ahol az M, ,, konstans csak p-tél és a-tdl figg.

A diadikus integral W magfliggvénye Walsh-Fourier-soranak
20
W, = g - (neN)
részletosszegeinek LP-normajara fennallnak az alabbi becslések:

5.2 Lemma. Han € N, 1 < p < o0, akkor

IWats = Wally 2 52777,

5.3 Lemma. Hal < p < o<, akkor léteznek 0 < ¢, < Cp < 0o konstausok, amelyekre
2P < |W = Wallp < G277,
és ha p = 1, akkor létezik olyan C, konstans, amelyre
W - Wel, <C27™.

A Cesaro operétor és a feltételes varhatd érték operator kapcsolatira vonatkozik az

5.4. Lemma. Ha f € L)(I). akkor
Cf—Eu(Cf)=C(f = Eaf)+(Eaf)0) - (W -W,) (n€eP)

A fenti segédtételek segitségével bebizonyitjuk az alabbi két tételt.

5.1. Tétel. Ha0 < o € 1,1 < p < 00 és @ < 1/p, akkor a Ceséaro operitor korlditos a
Lip(a, p) téren.

A kovetkezd tételben bebizonyitjuk, hogy az @ < 1/p feltétel a p > 1 esethen nem
gyengithetd.
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5.2. Tétel. Bérmely 1 < p < oo esetén létezik olyan f € Lip(1/p,p) fiiggvény, amelyre
C'f nem eleme a Lip(1/p, p) térnek.

Megmutatjuk. hogy az

b I,,D'pl had 1
= Z 2n = Z 2_n Wi
n=U n=0 k=2n
fuggvényre f € Lip(1/p,p). ha p > 1, és Cf ¢ Lip(1/p, p)-

A diadikus Cesaro operator folytonos valtozata

Ebben a pontban a Cesaro operdtor folytonos megfeleldjét vizsgiljuk a Walsh-Fourier-
egvithatokat Walsh-Fourier-transzformaittal helyettesitve. Megadjuk a Cesaro operator
integral-elodllitasdt. és ezzel egyittal a Cesaro operitort lokélis konvoliciés operatorok
osszegekent allitjuk eld. Az elozd fejezethez hasonléan vizsgalatainkban nem a diadikus
testbél. hanem az azt reprezentdlé Ry := [0, +o00) intervallumbdl indulunk ki. A fejezetben
szerepld tételek és allitdsok bizonyitdsa a {16])-os hivatkozdsi szam alatt szerepld cikkben
talalhatoak meg.

A Walsh-Fourier-transzformaltat a diadikus test karaktereinek megfelelé ¥, (y € R;)
dltalénositott Walsh-figguénuek segitségével értelmezziik. Nevezetesen, legyen

x

ZjY=-j=1

P>
dy(z) = (-1)="= )
ahol ;. y; € {0,1}(j € Z) az z,y € Ry szamoknak az
Tk Yk
$=ng+l’ y=22k+1’
kez kez

diadikus eléallitdsaban szerepld an. bindris egyutthaisk. Specidlisan, ha

r= Dbl €l & y=y w2ty a2+ EN,
akkor a Walsh-fiiggvények (2.2.5) értelmezése alapjan
wy(z) = Py(z) (z€ly€N),

s igy valoban a ¢, figvények a w, Walsh-fiiggvények kitejesztéseinek tekinthetok. A defi-
niciohol az is egybdl lithato, hogy k € N esetén a  fiiggvény 1-szerint periodikus.
Az f € LY(R,) fiiggvény Walsh- Fourier-transzformdltjin az

(6.1.2) f(z) = / f()=(t)dt (z € Ry)
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fiiggvényt értjitk. Ha f tartoja R-nek része és y € N, akkor vnvnlmp]ul\ az [ figgvény
\\'dhh Fourier-egyiitthatdjit. Ismeretes, hogy a Walsh-Fourier-transzformalt kiterjeszthetd
az L'(R4 )N LE(R,) térrdl egzy F : LE(R,) — L*(R4) unitér leképezéssé, amelyre

(Ff)z) == "li_m / f(OY(t)dt mm. z € Ry -ra.
% Jo

A kovetkezokben a [0, t] intervallum azon felbonl.asat fogjuk hasznalni. amelyet az alabbi
lemmaban adunk meg.

6.1. Lemma. Ha t;.k € Z at € Ry szdm bindris egyitthatéi és
Agi=[27F1 278 (ke?),
. akkor egy mcgszamlalhaté halmaz kivételével

U t+4)=[0.)

k€Z,t =1

teljesiil minden t € Ry-re, ahol t + Ax = {t +z : 2 € A},

Az dltaldnositott Walsh-Dirichlet-féle magfigguény definicid szerine

Di(y) = / belyds (ty €Ry).

Ha t = n € N egész szam, akkor D, az [ intervallumon kiviil eltiinik. az I-n pedig a
korabban bevezetett, n-edik Walsh-Dirichlet-féle magfiiggvénnyel esik egyhbe:

Di(y) = { imowe(y) = Duly)  (y€),
l -0 (y € [1.00))
minden f = n € N-re , és

(6.1.5) D3, = 2*xp02-4)

minden & € Z-re, ahol D,, a kordbban bevezetett kozonséges Walsh-Dirichlet-féle magfiigg-
vényt jeloli (lasd Sch-W-S-P (30] 428. old. Ch. 9.4).

Bebhizonyitjuk, hogy minden f € L'(Ry) fiiggvény esetén egyetlen olyan g € L'(R4)
figgvény létezik, amelyre

(6.2.1) i(z) = %/’f(u)du (z > 0).
0
Azt az L'(R4) térr6l L'(R,) térre képezd C operatort, amelyet a Cf 1= ¢ hozzarendeléssel

definialunk, diedikus Cesdro operdtornak nevezzitk az L'(R.4) téren. Megmutatjuk, hogy
C operatort eloallithatjuk lokalis diadikus wavelet-operatorok osszegeként.
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A wavelet operdtorok magfiiggvényének leirdsahoz az a(t) := (t — [¢])/t (t € R ) fugg-
vény Walsh-Fourier-transzformaltjabdl indulunk ki:

o [T t-t
(6.2.2) A(r) = (Fa)z)= lim / ; w.(t)dt (z € Ry).
n=—0o0 0

Az 6.2. Lemmaban helitjuk. hogy 4 € L'(Ry). Az A fiiggvény becsléséhez hirom j

fuggvényt vezetiiuk be:

.’-n( l') = i 2)'-1! iD;.(I + 2_j),

j=—co i=j
n

Y 2 i 2-iD%(z 4+ 277),

j=-—00 i=n

h,(e):= Z?_""-'”D;.-(E),

i=n

gn{E):

ahol n € Z,és r € Ry,
6.2. Lemma. Miuden » € By és 1 € Z esetén
(6.2.3) [2"A(2"z)| £ falz) + gn(z) + ka(z),
l'c('i\'e(kezéskéy;\puu A€ LY(R,).
A fejezet legfoutosabh dllitasanak igazoldsdndl felhaszndljuk az alabbi segédtételt.

6.3. Lemma. Az
F*h:=suplh|+|fal, é G*h:=sup|h|=*|gal
n€l n€Z
maximdl operdtorok gyenge (1,1) és erds (o0, 00) tipusiak.
Legyen e(x) := (z — [¢])/2,
(6.2.10) o(x) 1= 2a(x) - a(27'z), V(z):=(Fu)(z) (z€Ry)

és \, (1 € Z) jelolje a [27"~",27") intervallum karakterisztikus fliggvényét. Ekkor (6.2.2)
¢s a Walsh-Fourier-transzforinalt ismert tulajdonsiga alapjin

V(x) = 2(A(z) - A(2z)) (z > 0).
Vezessuk be a

(6.2.11) (Wof)(&) = 2" [o FRWVEMz+t)dt (feLl',neZ)
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wavelet-operatorokat. majd ezekkel képezziik a

(6.2.12) Wf:i=) Walfxa) (F€L")

n€Z

lokalis konvoliicios operatort. Kénnyen igazolhatd, hogy (6.2.12)-ben szereplé sor maje-
nem mindeniitt pontonként ¢és L'-normaban is konvergal. A 6.2. Tételhen belatjuk. hogy
W és C megegyeznek az L'1R4) téren. A W operdtornak az L? := LP(R4) téren vals
korldtossiganak igazolasahoz hasznélni fogjuk az alabbi maximal operdtort:

(6.2.13) (VFYr) = sup2" /°° If(z + )V(2 )| dt (z € Ry).
n€Z ]

Jeloljik ([ f||-vel az f € L"(R,) figgvény LP-normajat.

6.1. Tétel. AV maximil operdtor gyenge (1,1) tipusii, és erés(q,q) tipusi, hal < ¢ £ xc:
(6.2.14) IVille < Collflly (f € L1 < ¢ < 00).

ahol C; csak a g-tol fiiggé kcnstans .

6.2. Tétel. A W operitor korlatos az L' téren, és megegyezik a C diadikus Cesiro ope-
ratorral:

(6.2.16) (v’v‘f) (z) = = /’f(t)df (z>0.f €L
T Ja
Tovdbbd, a W operator korlitos LP téren, hal < p < oo:

(6.2.17) WAl < Collflls (f € L7),

ahol Cp = C;, Y/p +1/¢g = 1 é C, megegyezik a (6.2.14)-ben szereplé konstanssal. A W
operator nem korldtos az L™ téren.
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