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Bevezetés

Legyenek X1, < -+ < Xp n rendezett mintaelemek, melyek egy n elemt X, ..., Xy
mintdhoz tartoznak. Tegyiik fel, hogy k, pozitiv egész szamokbdl allé sorozat, melyre
1<k, <n,ky, = o0, kn/n — o, amint n — oo valamely 0 < o < 1 szamra. Legyen
tovabbd k > 0 rogzitett egész szam, f egy valds fliggvény és legyenek d;n, 1 < @ < n,

konstansok. Sziikséges és elegendo feltételeket adunk arra, hogy a

k
1 n
Tn(ks kn) = 'ﬁ E dn+1—i,nf(Xn+1—i,n)
1=k+1

sorozatnak megfelel6 centralizdcié és normalizacié megvalasztasa mellett 1étezzen nemelfa-
jult hatdreloszlsa, ezenfeliil leirjuk a lehetséges hatarérték valészinliségi véaltozékat. Ezzel
a feladattal foglalkozik a jelen disszertacid elsd fejezete. A problémét Csorgd S., Haeusler

és Mason [5]-ben teljesen megoldottdk a

k
- 1 L
Tn(k3kn) = ; E : Xﬂ+1—'i»n
i=kt1

stlyok nélkiili 6sszegekre. (A tovédbbiakban Csorgd S. helyett mindig a révidebb Csorgd
megnevezést hasznaljuk, mely sohasem fogja roviditeni e tudomany masik aktiv muveldje,
Csorgo Miklos nevét.)

A fentihez hasonlé vizsgalatok eredete a klasszikus centralis hatdreloszlds probléméakig
nyulik vissza, melyek a Tn(O, n) statisztikdk aszimptotikus viselkedésének leirasara irdanyul-
tak. Az ilyen kutatdsokat motivalé gyakorlati indittatdsok széles kore kozismert. Az els6
idevonatkozé atfogd tanulminyt Gnyegyenko és Kolmogorov [10] kdényve képezi. Ok a
karakterisztikus fliggvények klasszikus mdédszerét alkalmazva, P.Levy, Hincsin, Feller, Do-
eblin és sajat maguk valamint tanftvanyaik és kovetéik korabbi munkéira alapozva, utat
nyitottak az ilyenfajta kutatdsok miveldi szdmdara. Azdta sok évtized eltelte utdn egy 14j
médszer alkalmazdsa bontakozott ki, melyet Csorgs, Haeusler és Mason [4]-ben dolgozott
ki, és amelyet késSbb Csorgé részletesebben kimunkalt [2]-ben. Ugyancsak ezt a mdédszert
hasznaljék a [3] és [5] dolgozatokban hatéreloszlastételek bizonyitasara. Csorgo, Haeusler

és Mason észrevették, hogy az empirikus folyamatra vonatkozé aszimptotikus eredmények
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is hatékonyan alkalmazhatdk ilyen problémék megvélaszolasdban, s6t ez a modszer jelle-
génél fogva megvilagitja a hatareloszlastételek valdszintiségi természetét is, mig mindez a
karakterisztikus fiiggvényekkel torténé Fourier-analitikus megkozelitésrél nem mondhaté
el. [4]-ben Csorgd, Haeusler és Mason megmutatta, hogy a hatareloszlas elmélet klasszikus
eredményei 1j médszeriik segitségével is megteremthetdk, s6t azok tébb vonatkozésban
felil is mulhaték. Ezzel a mddszerrel, melyet a tovabbiakban kvantilismddszernek neve-
ziink, [4]-ben leirtak a T}, (k, n—m) osszegek (k,m > 0 egészek) aszimptotikus viselkedését.
Késobb [3]-ban a Tn(kn, n—m,) statisztikdkat kezdték vizsgalni, melyekben az m, sorozat
ugyanolyan feltételeknek tesz eleget, mint k,. Ezt a problémdt [6] motivalta, amelyben
Csorgd, Horvath és Mason azt vizsgaltak, hogy a Tn(O, n) osszegek mely részei eredménye-
zik az egész Osszeg normalis vagy 2-nél kisebb kitevoja stabilis hatareloszlasat.

Természetesen a Ty (k, k,) Osszegek vizsgélata ([5]) sem pusztén teoretikusan moti-
valt. Bizonyos statisztikai vizsgalatokhoz (pl. egy eloszlas farokindexének becsléséhez;
1d. 4. fejezetiinket) a rendezett minta felsd része elégséges informdcidt szolgaltat, mig a
minta tobbi része ehhez képest jelentéktelen informaciétobblettel bir és néha nem 1s all a
statisztikus rendelkezésére.

Szintén nem 1j keletli probléma a valdszintiségelméletben és a statisztikaban rendezett
mintaelemek linedris kombindcidéinak vizsgalata. Gyakran az ilyen sulyozott statisztikak
optimalisabb tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint az eredeti 6sszegek (pl. szérds, aszimp-
totikus szdrds, ... stb. szempontjabdl). Az els6 linedris kombinaciokra megfogalmazott
altaldnos tételek Chernoff, Gastwirth és Johns ([1]) nevéhez fliz6dnek.

Mi a linedris kombinacidkra azt a technikat fogjuk alkalmazni, melyet Mason és Sho-
rack [14] és [16]-ban kidolgozott a T, (k,n—m) és a Ty (kn,n—m,,) statisztikékra. Ok a d; ,
sulyokat egy kelloképpen sima regularis valtozasu fiiggvény integralasaval allitottak el6. Ez
a modszer egyfajta technikai kiterjesztése a [4]-ben alkalmazott kvantilismédszernek. A
hianyzé lancszem, a Ty, (k, k,,) tipust lineéris kombinaciok vizsgalata erre a disszertaciéra
vér, mely tehat szintén a kvantilismédszeren alapul és 6tvozi az [5] ill. a [14] és [16]-ban
kidolgozott technikai elemeket.

Egy masik fajta rendezett statisztikdkon alapulé extrémalis osszeg a Ty ([ak,], [bkn])

alakban irhaté fel, ahol 0 < a < b rogzitett szamok, k, most pozitiv szamokbdl allé sorozat,
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melyre k, — 00, k,/n — 0 teljesiil amint n — oo, [.] a felsé egészrész fuggvény: [z] =
min{n : n egész, z < n} minden valds z-re. Ezeket a statisztikakat Csorgd és Mason [8]-
ban vezette be, melyeket a tovabbiakban intermedialis 6sszegeknek fogunk nevezni. Csorgo
és Mason leirta az intermedialis 6sszegek aszimptotikus viselkedését, mi a 2. fejezetben
hasonlé tételeket fogalmazunk meg a T),([ak, |, [0k, |) intermedidlis linearis kombinacidkra.

A 3. fejezetben kiilon megfogalmazzuk tételeinket arra az esetre, amikor az alapelosz-
l4s valamely extrémalis eloszlas vonzastartomanyaban van. Erre azért forditunk kitintetett
figyelmet, mert az ilyen eloszlasok vizsgalata manapsdg népszert téma az elméleti statisz-
tikdban. A népszertliség oka természetesen az ilyen eloszlasok statisztikai fontossaga. (Nem
véletlen, hogy az extrémumelmélet egyik hagyomanyos bastyaja Hollandia, ahol a védoga-
tak tervezésekor jelentds szerepet jatszik a tengerszint tetozésének statisztikai analizise.)
A fontossag matematikai oldala az a tény, hogy ilyen eloszldsok mellett nemcsak részso-
rozatok mentén, hanem a természetes szamok teljes sorozatan nyerheték hatdreloszlasok.
Csorgd, Haeusler és Mason &ltal [5)-ben az eredeti T, (k, k,) sszegekre ebben az esetben
nyert tételeknek az az alapveto elméleti jelentésége, hogy hidat képeznek két klasszikus és
klasszikusan szepardlt elmélet kozott, nevezetesen az extrémumelmélet és az Gsszeg-elmélet
kozott, méghozza egy olyan 1j, egyonteti mddszerrel, amely mindkét klasszikus elméletet
egyarant kiadja. A statisztikai alkalmazhatdsag vagy motivaltsag mellett tehat elméleti
szempontbdl sem kozombos, hogy ezeket az eredményeket ki tudjuk terjeszteni linearis
kombinacidkra. Ezzel egyutt elckészitjik a 4. fejezetben targyalt farokindex becslésekre

vonatkozo statisztikai tételeinket is.



1.§ Extrémalis értékek linedris kombindcidinak hatareloszldsai

Legyenek X, X;,X,,... fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintliségi valtozok kozos
jobbrdl folytonos F eloszlésfiiggvénnyel. Feltessziik, hogy X nemelfajult valdszinlségi
valtozé. Jelolje Xy, < -+- < X, , az X;,...,X, mintahoz tartozé rendezett statisztikak
sorozatat. Arra a kérdésre adunk véalaszt, hogy milyen feltételek mellett létezik nemelfajult

hatareloszldsa alkalmas centralizacié és normalizicié mellett a

k
1 n
(1.0) Ty = Ta(k) == 5 '—§k+:1 dnt1-i,nf(Xnt1-i,n)

sorozatnak, ahol k > 0 egész, k,, pozitiv egészek egy olyan sorozata, melyre

(1.1)

1<k, <n,k, — 00, és k,/n — 0,han — oo; vagy k, = [na| valamely 0 < a < 1 szamra

([.] egészrészt jelol), f egy ismert Borel-mérhetd fliggvény, d; , adott konstansok. Ha (1.1)-
ben k,-re az elsé feltétel teljestl, akkor arra az a = 0 relacioval fogunk hivatkozni. Ha U a
(0,1) intervallumon egyenletes eloszlasu valésziniségi valtozd, akkor a Q(U) valdszintiségi

valtozé eloszlasfuggvénye F', ahol
(1.1) Q(s) =inf{z : F(z) > s}, 0<s <1, Q(0) = Q(0+).

az F' eloszlasfliggvény inverze, az ugynevezett kvantilisfuggvény. Igy feltehetjiik, hogy

k

1 n
(1.2) Ta(k) = — _;ldnﬂ_i,nh(vnﬂ_i,n)

ahol h(.) = f(Q(.)) és Uy n < --- < Up n rendezett minta, mely egy a (0,1)-en egyenletes
eloszlasu n elemu mintahoz tartozik.

Az (1.2)-beli h(.) figgvény és d; n stlyok tetszoleges megvalasztasa mellett a prob-
léma megolddsa reménytelennek tiinik, azonban linedris kombinécidk egy specialisabb (de
még mindig elég tag) osztalyara sziikséges és elegendd feltételeket lehet adni nemelfa-

jult hatareloszlas létezésére, és mint azt latni fogjuk lehetséges a hatarérték valoszintuségi
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valtozdk alkalmas reprezentacidé segitségével torténd egyszeru leirasa is. fgy mi linearis
kombindcidknak csak azzal az osztalyaval foglalkozunk, melyet az aldbbi H, D és L felté-
telek hatdroznak meg, és amelyhez hasonlét Mason és Shorack [16]-ban (és el6ttik sokan

mésok) mar alkalmazott a teljes Osszegek hatareloszlasanak vizsgalatakor.

H feltétel:

h nemcsokkend és balrdl folytonos fliggvény a (0,1) intervallumon.

D feltétel: _/
din = n/ L(t)dt, 1 < i < n, valamely L > 0, a (0,1) intervallumon folytonos
(

i—1)/n
figgvényre, mely eleget tesz a kovetkezo feltételnek.

L feltétel:

a) Valamely p > 0 esetén L Lipschitz tulajdonségi az [1 — a — p, 1 — 6] interval-
lumon minden olyan §-ra, melyre 0 < § < a + p, azaz létezik egy olyan M = M, , s
dllandd, hogy |L(z1) — L(z)| < M|z; — 5| tetszleges z1,22 € [1 — a — p,1 — §]
szamokra..

b) Létezik olyan —oco < p < oo konstans, hogy L(1 —t) = t*I(t) a (0,1) in-
tervallumon valamely I(.) a 0-nal lassi véltozési fiiggvényre, tovabba az [ fiiggvény
derivalhaté valamely (0, §) intervallumon és I'(t) = t~11(t)e(t), ahol €(.) egy folytonos
fuggvény és €(t) — 0, ha t — 0.

¢) L >0 pp majdnem mindeniitt az [1 — o — p, 1) intervallumon, ahol up jeldli
a h altal generéalt Lebesque-Stieltjes mértéket.

d) Ha k£ = 0 (1.0)-ban, akkor tegylik fel, hogy p > —1 és minden M > 1 esetén

p | [ Qtm)=Tomper,

1/M<y<M |J I(y/n)y?

ul — 0, n — oo.

Mint az lathaté, L feltételiink és Mason és Shorack feltételei kozotti kiilonbség lényegé-
ben annyi, hogy a mi feltételeink nem a teljes (0,1) intervallumra vonatkoznak, hanem
annak csak egy részére, tovabba mi a k = 0 esetre is kiterjesztjik a linearis kombindci-

ok vizsgalatat. Megjegyezzik azt is, hogy az a) és b) feltételeknek szinte kivétel nélkiil
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eleget tesz minden olyan lasst valtozasu fliggvény, mely elemi fiiggvényekkel kifejezheto,
azaz amelyek az alkalmazdsokban a leggyakrabban el6fordulnak, ilyenek pl. a t*(1 — ), a
(log; t™1)*(log; (1 —1)~" )? fiiggvények, ahol log; jeloli az i-szer iteralt természetes alapi lo-
garitmus fiiggvényt, 1 = 1,2,..., és minden ilyen fliggvény szorzataként el6allé fuggvény,
valamint a normadlis eloszlésfliggvények inverze is ilyen tulajdonsagu. A d) feltételnek

p > —1 esetén eleget tesz minden olyan [ fliggvény melynek véges pozitiv hatdrértéke

létezik a 0-nal.

Miel6tt megfogalmazzuk tételeinket, bevezetink még néhbéxny jelolést. A tovabbiakban

ha egy balrdl folytonos fliggvény szerint integralunk, akkor / alatt mindig / -t értunk.

_ a [a,b)
Legyen J(s) =L(1—3s),0<s<1,g(t)=—-h(1-t—), 0<t <1,
i/n t
Cijn = dnt1—ijn = N-J(t)dt, K(t)= / J(s)dg(s), 0<t<1,
(121) (i—-1)/n %

t pt
o%(s,t) = 0% (s,t) = / / (uAv—uv)dK(u)dK(v), 0<s<t<1,

ahol u A v = min(u,v). Megjegyezzik, hogy a ¢(.) és a K(.) fliggvények megfelelnek a H
feltétel eloirasainak. Szukségunk lesz még a

kn/n

pn(k) = pn(k, g) = —n/

(k+1)/n

T(w)g(w)du — chp1.ng (%)

természetes centralizald és az
o(1/n,kn/n) , ha o(1/n,k,/n) >0,
a,n = an’K = e q oe
1 , kulonben,
természetes normalizdld sorozatokra. Legyen a tovéabbiakban b, = o(1/n,k,/n), tovabba
legyen 6, egy olyan pozitiv szamokbol allé sorozat, melyre né, < n és nd, — 0, han — oco.
A kovetkezd két fliggvénysorozat fontos szerephez jut majd a hatdreloszlas létezésére ki-

mondott sziikséges és elegendo feltételek megfogalmazasakor:

1/2
k1/2{K -'S-IL+I£D;——)—K(%D-)} E1/2 kl/2
oy . y ha __u_2 &5 2
= — 1f2 1/2
Yu(2) =¥nx(2) = { 4 <_£u2_) , ha —co<z<—ta
E1/2 kl/2
“pn(z) , ha H- <z < oo,




és

Y . K(y/:l)/—zf'ﬂjn) , ha 0<y<n-—né,,
on(y) = ¢nk\y) = _6,)—K
WS | Btk ety <y <o

A tovabbiakban {n} jeldli a természetes szdmok sorozatat, {n,} illetve {n,} annak egy
részsorozatét, n; ill. n, pedig azokbdl egy-egy indexet fog jelolni. A szilikséges és elegendo

feltételek, melyeket a 1), és a p, sorozatoknak ki kell majd elégiteni a kovetkezok lesznek:

Tegyiik fel, hogy 1étezik egy {n1} C {n} részsorozat, igy, hogy valamely A,, pozitiv
sorozatra és az (1.1)-ben megadott {kn, } sorozatra az aldbbiak teljestilnek:
(F1) létezik egy nemcsokkend, balrdl folytonos, az egész szamegyenesen definidlt i

fiiggvény, mely sziikségképpen eleget tesz a 1(0) < 0 és a p(0+) > 0 feltételeknek, tovabba

¢:‘l1 (CC) == %d)nl (l') - ¢($)7 amint n; — oo,

minden olyan z-re, amely folytonossagi helye ¢-nek.
(F2) létezik egy nemcsokkend, balrdl folytonos, a (0, 00)-n definialt ¢ figgvény, mely
sziikségképpen eleget tesz a p(1) < 0 és a p(14) > 0 feltételeknek, tovabba

1/2
Tll Cl,-,-l1

99:11(.1%) = A—tpnl(y) — ¢(y), amint n; — oo,
ni

minden olyan y-ra, amely folytonossagi helye ¢-nek.

(F3) létezik egy olyan 0 < a < oo konstans, hogy

1/2 i
”1/ bn, /An, — a, amint n; — oo.

Ennyi elokészilet utan megfogalmazhatjuk {6 tételeinket.

1.1 TETEL. Ha teljestilnek az (F1),(F2) és (F3) feltételek valamely {n1} C {n} részso-
rozat mentén, akkor létezik olyan {n,} C {n1} részsorozat és pozitiv egészeknek olyan [,,
sorozata mely kielégiti a az [,,, — oo, l,,,/k,, — 0 feltételeket, amint n, — oo, tovadbbd

vagy teljestl a o(l,,/n2,kn,/n2) > 0 egyenlStlenség minden ny-re, mely esetben valamely

OSbSaésOSTS(l—a)I/2 szamokra

(1.3) ns20(ln, /P2, kny /12)/Any — b,
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=i kn /n2
s 2 ( 1y )1/2 1 k‘nz/n2 / 3 SdI\,(S) — T, amint no — 00,
kn2 U(an/n2a knz/nz) lng/”?

vagy o(ln,/n2,kn,/n2) = 0 minden nj-re, amikor is el6irjuk, hogy b = r = 0 legyen.

Mindkét esetben

kn,
1
(14) dn2+1—i,n2f(Xn2+1—i,n2) - /‘nz(k) —D Vk(c,o,zb,b,r,a),
An, i=k+1

amint ny — 0o, ahol —p eloszladsban valé konvergenciat jelol,

0

Vi(p,,b,1,a) 1= bZ, +/ Y(z)dz — /°° ho(N(t),t)dp(t)

—Z(r,) Sk+1

B k+1
= [ b o) = [ (o) = bl + 1,1t
k+1 1

— p()(Rp(k, 1) = hp(k +1,1)),

y (y?*t — 2Pt/ ((p+ 1)y?) ha p# -1,
holz,y) = uPdu/yf =
)= [t {m%@m> ha p=-1

A Vi(p, 9, b,r,a) valészinlségi valtozdban szerepl6é médsodik integral egy Riemann improp-
rius integrél, mely az aldbbi (1.6) Osszeflggés miatt egy valdszinlséggel létezik, Z(r,a) =
—rZ1+(1—a—r2)1/22Z,, a Z, és Z, valdszintiségi véltozdk fiiggetlenek és standard normalis
eloszldstak, N(t),0 <t < oo, egy standard Poisson-folyamat, mely fiiggetlen (Z;, Z3)-t6l.
A ¢ és 1 hatarértékfuggvények szukségképpen kielégitik a

(1.5) Y(z) 2 —ar/(1 - a),. —00 <z <00,
(1.6) ¢(y) <a, 0<y< oo, /Oo(so(y) — p(c0))?dy < o0

feltételeket minden ¢ > 0 szdmra. Ezen felil, ha a > 0 és ¢ = 0, akkor b = a (1.4)-ben,

ha pedig a = 0, akkor ¢(y) = 0 minden y > 1 értékre.

A kovetkezo tétel szerint az 1.1 Tétel feltételei optimalisak.
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1.2 TETEL. Tegyiik fel, hogy k > 0 (1.2)-ben. Ha létezik egy {ni} C {n} részsorozat

ugy, hogy valamely A,, > 0 és C,, szamsorozatokra

k
1 n
(17) Z dn1+1'—i,n1 f(Xn1+1—i,n1) i CTll =D V7
An, .
i=k+1
ahol V egy nemelfajult valészinliségi valtozd, akkor létezik olyan {n,} C {n;} sorozat,
hogy az (F1),(F2) és (F3) feltételek teljestilnek {n,} mentén az (1.7)-beli A,, sorozatra
valamely v és ¢ fiiggvényekkel és 0 < a < oo konstanssal. A ¢ és 1) fliggvények kielégitik az
(1.5) és (1.6) feltételeket. A V valdszinliségi véaltozéra érvényes a V =p Vi(p,¥,b,7,a)+c
eloszlasban valé egyenléség valamely 0 < b < a,0 < r < (1 — a)/? és —c0 < ¢ < ©

konstansokra. Ezen feliil ¢ £ 0, 1 #Z 0 és b > 0 kozil valamelyik teljestl.

A tételek bizonyitasait azon a specialis valdszinlségi mezén végezzuk el, melyet a
[3],[4],[5] és [16] dolgozatok haszndlnak és amelyet Csorgé Miklds, Csorgé Sandor, Horvath
és Mason[f‘&]-ben konstrualtak eredetileg. Ha G,(t) jeloli az Uy , < --- < U, , statiszti-
kakhoz tartozé empirikus eloszlasfuggvényt, akkor ezen a valdszintiségi mezon létezik olyan

{B.(t),0 <t <1;n > 1} Brown-hid sorozat, melyre

(1.8)  An(n):=  sup  [n/*(Gals) =) = Ba(s)l/(s(1 = 5))!/27 = 0p(n™)

n-1<s<1—n"1

minden 0 < v < 1/4 szamra, tovdbba U; , felirhaté az

g nat-+Y S
TV 4+ Yarr Sap
alakban, ahol Y3,Y5,... fiiggetlen 1 varhaté értékt exponencialis eloszldsu valoszinlségi

valtozok. Az altalanossag megszoritasa nélkil hozott (1.2) megéllapodas a tovabbiakban

tehat ezekkel az U; ,, valtozdkkal értendo.

Vizsgaljuk eloszor az

n(Tn(k) — zpn(k))

Su(k) = B

10



sorozatot. A fentiek, specialisan az (1.2’)-beli jelolések alapjan

. kn/n
Sa) == 21 > noi) =0 [ T)als)ds
(1.8.1) o =k (k+1)/n
- _nzsi(g(Uk+1,n) —9(1/n))
=: —Qn(k+1,k,) — Rn.
Ha 0 < m < r egész szamok, akkor igaz, hogy
. . r/n
Qu(m,r) =58 3 cing(in)=n [ H)a(e)ds p =
1=m-+1 m/n.
r/n G (1) m/n GH()
(1.8.2) -5 / / I(s)dsdg(t) = 5- / / J(s)dsdg(t)
m/n 1 Up,n m/n
r/n G
+ Aln / / J(8)dsdg(t) =: Bn(m, ) + an(m) — an(r),
Upn rin

ahol
(k+1)/n ,ha0<t< Ugpim,

G:(t) = Gn(t) ,ha Uk+1,n <t< Un,na
1-1/n  halUp,<t<1
(vd. Mason és Shorack [16], (3.23)). Igy ha k+1 < m, < I, < ky, tetszSleges egész

szamok, akkor
Qn(k ‘s 1, kn) + Rn =
= {an(k +1) 4+ 6a(k + 1,mp) + Rp} + On(mn, In) + {0n(ln, k) — an(ka)}

= Agzl)(mn) + A&Z)(mn, In) + Ang)(lm kn).

1.1 LEMMA. Tegytik fel, hogy teljesiilnek az (F2) és (F3) feltételek valamely {n,} C
{n} részsorozat mentén. Ekkor léteznek olyan pozitiv szdmokbdl allé6 m,,, és l,, sorozatok

ﬁgy, hogy 1 < My, < ln1 < knl és Mp, — ooalnl/mnl == oo’knl/lnl — o0,

- Sk41
AR ma) =0 Vale)i= [ BN, 00+ [ (ki )dplt)

k+1 o
4 [ (halyt) = Byl + 1,1)de()
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és Aﬁ)(mm,lnl) —p 0 amint n; — oo, ahol —p sztochasztikus konvergenciat jelol. Ezen-

feliil ha ¢ = 0, akkor {l,, } megvalaszthaté gy, hogy

ni/za(l/nl yIn, /11)/An, — 0.

Bizonyités. Vizsgaljuk elészor az an(k + 1) + 0,(k + 1,m,) és a Aszz)(m, [) mennyi-
ségek aszimptotikus viselkedését. Tegylik fel, hogy m és | folytonossdgi helyei ¢-nek és
k +1 < m <l Megjegyezzik, hogy Mason-Shorack [16] (3.61) ill. (3.62) Osszefliggéseinek
bizonyitadsa nem igényel mast, mint az ottani @, (.) sorozat gyenge konvergenciajat és a
lindris kombinacidkra szabott korlatozo feltevéseket. igy ha ®§,, helyébe ¢,-et irunk, akkor

az ottani gondolatmenet sz6 szerinti megismétlésével kapjuk, hogy

am (k1) + 8y (k + 1,m) > [ T (k4 1, 0dg(t) + [ hav) v (ke + 1),00d000)

k+1 Shia

l
A, [ BNV (5 + 1), 0)d(0),

m

amint n; — oo. Mason és Shorack [16]-ban belatta, hogy ha (1.6) teljestl, akkor az

/ T hp(N (D), ()

k41

valészintiségi valtozé jéldefinialt. Igy ha alkalmazzuk Csorgé, Haeusler és Mason [4] 1.
Tételének igazolasakor felhaszndlt diagonalis eljarast, kapjuk, hogy valamely 1 < m,, <

ln, L kpyymp, = 00,1y, /My, — 00,ky, /l,, — 00, sorozatokra

Sk+1 o0

(4 1)+ Oy (k4 L) = [ B+ 1,000+ [ hy(N(D), 0dp(t)
k+1 Sk+1

és
Ag)(mnu lnl) —p 0

amint n; — oo.

12



Ezek utéan vizsgaljuk az R, mennyiség aszimptotikus viselkedését. Egyszerii szamolds

mutatja, hogy

- (k+1)/n Uk41,n
R, = — J(s)ds/ dg(t)
Ay k/n 1/n
k+1
_ -‘3 +1 J(s/n) "
_ / / Sy dsdK (t/n)

B /"m*—l ( / I(s/n) /t I(s/n) ) 4ot (8)
; e TGS Jon T )
Mason és Shorack ([16], (3.6) Osszefliggés) szerint tetszoleges kicsi € > 0 szamhoz létezik

egy M > 0 elegendden nagy szam ugy, hogy
(1.9) P/ (Mn)<Uijpn <+ SUky1n SM/n)>1—¢€

teljestiljon minden n-re. Legyen A, az (1.9)-ben szerepld esemény, 1, jeldlje a hozza
tartozé indikatorvaltozét. Ekkor felhaszndlva Mason és Shorack [16] 3.1 Lemmadjat illetve
k = 0 esetén az L feltétel d) részét majd Csorgd, Haeusler és Mason [4] 2.1 Lemmajat (ez

utébbit a ¢, és az Uy n sorozatokra), kapjuk, hogy n = n; mentén

Sk+41

eRa =T [ (hylyt) = hylk + 1,8)) d(t) + (1)
1

»

Sk 41
T [ (ol t) = iyl + 1,0) dei(t) + (1)

9

zlr’ze { /SH-1 ((hp(k’t) - hP(k 1 17t)) R (hp(k’ 1) - hP(k + 1’ 1))) de:(t)
+ @(Skan)(holk, 1) = hy(k +1,1)) } +o,(1)
Sk41
=17, { L (ol t) = ol 1,8 = (hol1) = Byl + 1, 1)) ()
+ @(Sk41)(hp(k, 1) — hp(k +1,1)) } +op(1)
Sk+1
-1, { [ okt = e+ 1,) dot®)
+ @(1)(hp(k,1) = hy(k +1,1)) } +0p(1).
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Mivel (1.9)-ben € > 0 tetszélegesen kicsire véalaszthato, ezért a fentiekbdl kovetkezik, hogy

Sk+1
Roy=n [ (hy(k )= iyl +1,8) de)
=+ 99(1)(hp(k7 1) - hp(k T 17 1))

amint n; — 0. Igy a lemma elsd 4llitasat igazoltuk. A masodik &llitas Csorgd, Haeusler

és Mason [5] 2.6 Lemmajabdl kovetkezik. O

1.2 LEMMA. Legyen k, valamely (1.1)-nek eleget tevo sorozat és tegyiik fel, hogy az
(F1) és (F3) feltételek teljestilnek valamely {n;} C {n} részsorozat mentén. Ha I,, egy
olyan sorozat, melyre 0 < l,, < nqy, l,, — o0 ésky,, /l,, — oo amint n; — oo, akkor létezik
olyan {n3} C {n,} részsorozat, hogy (1.3) teljesiil valamely 0 < b < a, 0 <7 < (1 — a)!/?
szamokkal és

0

—-Z(r,a)

(110) Agzsa)(ln:s’kna) —D V3(¢7ba T, O() = {bZI +/ ¢(x)dx}

amint ng — oo, ahol Z(r,a)=-rZ;+ (1 —a — 7‘2)1/2Z2.

Bizonyitas. Vizsgaljuk el6szor az a,(k, ) sorozatot. Legyen

Uk,\n -
do(ky,) = /k / n(Gn(u) — %)dljn)

Az a = 0 esetre Mason és Shorack [14]-ben az 1.3 Tétel igazoldsakor belatta, hogy
(1.11) an(kn) = 6n(kn)(1 + 0p(1)) + 0p(1),

amint n — co. Mivel ennek igazoldsa trivialis mdédon kiterjesztheto a 0 < o < 1 esetre 1is,

igy konnyen belathaté, hogy (1.11) igaz minden 0 < a < 1 szamra.

1.1 Megjegyzés. Az (1.11) egyenloség akarmilyen A,, pozitiv sorozatra fenndll, tovab-
ba annak igazolasdhoz nem kellett feltenniink, hogy a ¢ illetve a 1 sorozat gyengén
konvergal, ahhoz elég csupan (1.1) teljestilése.

Ezutan vizsgaljuk a Q,(ln, kn) sorozatot. Két esetet kiilonboztetiink meg.
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1. Eset: Létezik egy {n2} C {n1} részsorozat, hogy o(l,,/n2,kn,/n2) > 0 minden n,
{nq}-beli szamra. Legyen B = o(lp/n, kn/n). Ekkor

kn /n2
1/2b b(l) 2
2
9nz(ln27kn2): A = b - / n;/ =.q n2 5112)(1712’ nz)
2 2 Inz/nz

ahol " )
i An2 bn2 ’
Az l,, sorozat tulajdonsdgai miatt létezik olyan {n3} C {n2} részsorozat, hogy valamely

0 <b < a szamra
(112) Qns —* b’

amint n3 — oco. A Ggl)(ln,kn) sorozat vizsgalatat Mason és Shorack [14] 1.3 Tételének
bizonyitéséban leirtakhoz hasonléan végezziik el. Igy ha UZ(t) = n!/2(G%(t)—t) és Un(t) =
nl/2(G,(t) — t), akkor

kn/n 4K K f b dK K fn dK
(1) _ an TR L
axmmw-ﬁhsnm LM< - B - Amwnuﬁw

(1.12) 1 1/ e * 2 dg(t)
— o7 /In/n CHORAC o

=3 Zn -+ Yn1 + Tn2 + Yn3
valamely min(¢, G}, (t)) < ¢} < max(t, G;(t)) szdmra n = n, mentén. Nyilvanvaléan Z,,,
standard normaélis eloszlast valdszintségi valtozd minden na-re, tovdbba (1.8) miatt igaz,

hogy

1/n

kn/n
[Yn1l £ (Un — Br)/(I(1 — I))1/2—v”1—1/"/ (t(1 — t))1/2—-u dK(t) <

n/n

(II.]| & szuprémum normadt jeldli, I az identikus leképezés)

Kain 1/2 VdI{(t)

< 0y(n™") 2 < 0,(n™)0((Ia/n) ™) = 0p(1),
bl b()
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(ez utébbi egyenldtlenséghez felhasznaltuk Csorgs, Haeusler és Mason [5] 2.2 Lemmajat)
ha 0 < v < 1/4, amint n = ny — co. Mivel |Gk — G|t < (k+ 1)/n, ezért most [5] 2.1

Lemmaja segitségével kapjuk, hogy

knfn 1pdK k4 1(1L/n)YV2(K(ky/n) — K(In/n)) _
V2| < /; (k+1)n~1/? TV e = 0(1;1/?) = o(1)

n/n

amint n = ny — 00. A 7,3 mennyiség vizsgalatahoz vezessik be az alabbi eseményeket:

Ep={Ukt1n Slo/n}, E, ={Unn > kn/n}, E!={Gn(kn/n) < o+ u/2},
[ Go(t) < t/A ,ha 0<t<1 és )
Gna(t) > tA ,ha Uy, <t<1 és

Go(t)21—-(1—-¢t)/X ,ha 0<t<1 és

| G(t)>1—(1—-t)A ,ha 0<t<U,, )

ahol € > 0 és 0 < A\ < 1 késSbb specifikalt kicsi szdmok, p pedig az L feltétel a) ré-
szében szerepld konstans. Legyenek 1,,1,,1* és 1,, rendre a fenti eseményekhez tartozé

ny *n)'n

indikatorvaltozék. Ekkor Mason és Shorack [14] (4.35) sszefliggéséhez hasonléan kapjuk,

hogy
. K dg(t
(L18) = L el <072 [ @000 - ) )
ln/n 2

valamely M), konstansra. Megjegyezziik, hogy az (1.13) egyenlétlenséghez kell leginkabb
felhasznalni az L feltétel a) és b) pontjait. Igy

Ko dK
n—1/2__ "

= 0% = o(1)

€ne = E(7ne) S M)\e/
ln/n

amint n = ny — co. A Markov-egyenlétlenség felhasznalédsaval adéddik, hogy minden €' > 0

esetén

P(lvns| > €') < P(En) + P(E,) + P(ER) + P(Ene) + ene/€

minden n = ny-re. Mivel lim (P(E,)+ P(E.) + P(E_#)) = 0, tovdbba Mason és Shorack

([16], (3.4) Osszefiiggés) szerint az E,. eseményben szerepld 0 < A < 1 konstans minden
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¢ > 0 szamhoz megvalaszthaté olyan kicsire, hogy P(En.) > 1 — € teljesiiljon minden
n > 1 egész szamra, igy a fentiekbdl kovetkezik, hogy |yn3| = 0,(1), ha n = ny; — co. Az

eddigieket osszefoglalva kapjuk, hogy

(1.14) 0 (Inyy kny) = Zn, + 0p(1), nz — co.

1.2 Megjegyzés. (1.14) igazoldsdhoz szintén nem kellett feltenni, hogy a ¢}, és a 9},
sorozatok gyengén konvergdlnak, elég volt csupdn az, hogy az l,, és k, sorozatok a megfelel6

tulajdonsagokkal birjanak és hogy bsllz) > 0 teljesuljon.

Innentdl (1.10) igazolasa ugyantgy fejezhetd be, mint Csérgd, Haeusler és Mason [5]
2.4 Lemmajanak a bizonyitdsa, hiszen (1.11) és (1.14) ugyanazt a reprezentaciot biztositja

szamunkra, mint amelyet 6k haszndltak.

2. Eset: Létezik egy olyan N > 0 szdm, hogy minden n; > N esetén o (I, /n1, kn, /1)
= 0. Ekkor K(l,,/n1) — K(kn,/n1) =0, ha n; > N. Ezért most

(- Balm dg(t
B0t ) = =507 [ )7 63) )

n/m

n = n; mentén, ha n; elég nagy. fgy (1.13)-hoz hasonléan kapjuk, hogy

kn/n
Tne = Tnlp 141000 (In, k)| < 272/ / (Un(£))* Mrc ()1 — 1)) " ,,g<5>) =

ln/n

n = nj mentén. Igy E(¥,,.) = 0 minden elég nagy n;-re, amibdl az eléz6 esethez hason-
l6an kapjuk, hogy Hgﬁ)(lnl,knl) = 0p(1), amint n; — oo. Mivel (1.11) megint érvényes,

ezért (1.10) most a b = 0 valasztdssal lesz igaz. Ezzel a lemmat teljesen bebizonyitottuk.O

Az 1.1 Tétel bizonyitasa.
Valasszuk meg az {mn,} és {ln,} sorozatokat az 1.1 Lemménak megfeleléen. Igy az

1.1 és 1.2 Lemmdk miatt 1étezik olyan {n,} C {n;} részsorozat, hogy teljestil (1.3) és

A(l)(mnz) —p Vi(e), A(2)(mn2, ln,) =P 0, és A(3)(ln2,kn2) —p Va(,b,r, )
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amint ny — oo. Mivel l,,/m,, — oo, ezért Rossberg [17] 4. Lemmdjabdl kovetkezik,
hogy a Asllz)(mnz) és a Aﬁ?)(lnz,knz) sorozatok aszimptotikusan fiiggetlenek. Igy a fenti

konvergencia allitasokbdl (1.4) egyszerien adodik, hiszen

Vk(% d)a ba 7‘,0[) = —'Vl(ﬂp) = V3(1/’, ba Ty a)'

A tétel tobbi allitdsa Csorgd, Haeusler és Mason [5] 1. Tételébdl kovetkezik. O

1.3 LEMMA. Legyen k > 0 egész szam. Az 1.1 Tételbeli Vi(¢, v, b, r, o) valdsziniiségi
valtozé akkor és csak akkor elfajult, ha ¢ =0, p =0és b=0.

Bizonyitas. Eloszor belatjuk, hogy a Vi(¢) valdszintliségi valtozé akkor és csak akkor
elfajult, ha ¢ = 0. Az elegendGségi rész nyilvanvald. A forditott irdny 4llitas igazoldsa a
kovetkezoképpen lehetséges. Tegytik fel, hogy ¢ # 0 valamely [A,B] (0 < A <1 < B < )

intervallumon és mégis V1(p) elfajult valdszintiségi valtozé. Ekkor a

oo Sk+1
(114) Wiim [ h V0, 0d(0)+ [ Rk D)

k41
valészinliségi valtozo is elfajult. A Poisson-folyamat tulajdonsigai miatt majdnem minden

z > 0 szamra
P(Wi(z) < z) = P(Wg < 2|Sk+1 =), —00< 2z < 00,

ahol

z

Wk(w)=/oohp(N(s—x)+k+1,s)d¢(s)+/k

amibdl kovetkezik, hogy Wi(z) szintén elfajult valészintliségi valtozé. Legyen z egy olyan

ho(k,t)de(t),
+1

szadm, melyre 0 < z < A/2 teljestl. Vegylunk az N(t) Poisson-folyamatnak egy olyan 7 (t)
mintafuggvényét, melyre az

z

B(@)i= [ hoi(s —a)+ E+1,5)dp(s) + [

ho(k,)do(t)
k+1

kifejezésben szerepld improprius integral létezik (az 1.1 Tétel alapjan egy valdszintiség-

gel ilyen mintafliggvényekhez jutunk). Legyenek sp és sz az 71; mintafiiggvénynek olyan
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ugrashelyei, melyekre sz > sp > B teljestil. Tekintstink N(t)-nek egy masik 7z(t) minta-

fliggvényét is, melyre teljesiilnek az alabbiak:

1) np(t) > 71(t), ha 0 <t < o0,

9) fis(t) > 7ix(¢), ha A/2 <t < B,

3) 72(t) = n1(t), ha sy <t < oo.
Mivel ¢ # 0 az [A4, B] intervallumon és a h,(u, v) fliggvény u-ﬁak szigoru monoton csokkeno
fiiggvénye, ezért

Li{z) > Ii(z) = /00 hp(fiz(s — z) + k+ 1,s)do(s) + /I:H ho(k,t)de(t).

Mivel teljestilnek még a
0< P(N(t) > fia()); 0 < ¢ < slgNV(u) = Aa(u)s u > )
< P(Wi(z) < Io(2)|N(u) = fiz(u); u > sp)

it 0 < P(N(t) < 7 (1); 0 <t < slglN(u) = s (u); u > s'5)
< P(Wi(z) 2 Li(2)IN (u) = fiz(u); u > sp)
egyenlotlenségek is, ezért Wi(z) nem lehet elfajult valdszintségi valtozo, ami ellentmondas.
Tehat belattuk, hogy ha ¢ # 0, akkor Wy nemelfajult valoszinuségi valtozo.
Csorg6, Haeusler és Mason [5]-ben bebizonyitotta, hogy V3(3,b,r, ) akkor és csak
akkor elfajult, ha » = 0 és b = 0. Mivel V; és V3 fuggetlenek és Vi(p,9,b,ra) =
—Vi(p) — Va(¥,b,r ), ezért Vi(p,v,b,r,a) akkor és csak akkor elfajult, ha Vi(p) és

V3(v, b, r, ) elfajult, ami igazolja a lemma allitasat. O

Az 1.2 Tétel bizonyitasa. Harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Eset: Minden elég nagy nji-re b,, > 0, tovabba

limsup |¢n, ()] <0, ha —oco<z<o0 és
n;—oo

limsup |[pn,(y)] < 00, ha y>0.

n]—00
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Ekkor a Helly-Bray -féle kivélasztdsi tétel miatt létezik olyan {n,} C {ni} részsorozat,
hogy a 1,, és p,, sorozatok gyengén konvergalnak valamely 1) és B fiiggvényekhez, amint
ny — oo, ahol a v és P fiiggvények rendelkeznek az (F1) ill. (F3) feltételekben a i-re ill.
p-re megfogalmazott orokletes tulajdonsagokkal. Igy az 1.1 Tétel miatt 1étezik egy olyan
{n3} C {ny}, részsorozat, hogy

k
1 ~2 — -
'_1/_2_ E : dn3+1~i,nsh(Una+1—i,n3) - runa(k) —p V= Vk((,D, 1/)’ b, T, 0{),
N3 Gng | j=k+1

amint ng — oo, valamely 0 < b <1, 0<r < (1— «)'/? konstansokra. Ugyancsak az 1.1
Tételbdl kapjuk, hogy ha @ = 0, akkor b = 1, igy az 1.3 Lemma miatt V nemelfajult. Ebbdl
a tipusok konvergencia tétele (Gnyegyenko-Kolmogorov [10], 42.0ldal) alapjan kovetkezik,
hogy teljesiil az (F3) feltétel valamely a > 0 szamra. Tehat (F1) és (F2) is teljesil a
Y = a és a ¢ = ap hatarértékfiiggvényekkel, tovabbd V =p Vi(p,,ab,r,a) + ¢, ahol
c= lim (Bng(k) — Cny)/Ang. Az 1.3 Lemma ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy ¢ # 0,

ng— oo

Y # 0 és b > 0 kozul valamelyik teljestil.

2. Eset: Létezik olyan {n,} C {n;} részsorozat, hogy b,, > 0 minden nj-re és az

alabbi (1.15) és (1.16) feltételek kozil valamelyik teljestil:

(1.15) lim |¢Yp,(z)] =0 valamely — oo <z < co szamra illetve
ng—00

(1.16) lim |¢n,(y)] =0 valamely 0 <y < oo szamra.
ny—00
Csorgd, Haeusler és Mason [5]-ben a 2. Tételtik igazoldsakor belatték, hogy

limsup [$n(2)| < (1 —a)7/?, ha 2<0,

n—00
és

limsuppnr(y) <1, ha 1<y < oo,

n—oo

igy felteheto, hogy z > 0 és 0 < y < 1 (1.15) ill. (1.16)-ban. Felhaszndlva a Qn(m,r)
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mennyiségre (1.8.2)-ben madr alkalmazott dekompoziciét kapjuk, hogy

k
1 n
wZe, { Z dpti—inb(Unpi—in) ~— ,Un(k)} ey

1=k+1
kn/n G.(t) ) kn/n G;(t) ( )
dg(t dg(t
/ / J(s)ds——— /7, / / J(s)dsn1/2an
(k+1)/n Ukp,n kn/n

(k+1)/n G (1)

dg(t) Chpdn 1
+4n / / J(s)ds e, nilta. 9(Uk41,n) — ¢ .

Ukt1,n (k+1)/n

= —0,(k+1,k,) + R — R,

Ezekrol a mennyiségekrol be fogjuk latni az alabbiakat.
(1) gnz(k + 17kn2) = Op(l), nz — 00,
(i) R és R Kielégitik a

lim liminf P{|R{)| < M} >0, i=1,2,

M—o0 na—oo

feltételeket,
(iii) R(l) és Rsn) aszimptotikusan figgetlenek.

Elészor (1)-t fogjuk igazolni. Hasonlé atalakitdsokat alkalmazva mint (1.12’)-ben,
kapjuk, hogy

» knfn AR B dK  [k/m dK
9,,(k+1,k,,):_/ B—‘_/ U —B)——/ Uy~ Un) ==
(k+1)/n an (k+1)/n Qn (k+1)/n an

— Zpmi /kn/n @z () 2
(

2 k+1)/n an
= TTlZ‘n + 7711 +;)7n2 +7n3
n = ny mentén, ahol 0 < 7, := o((k + 1)/n2, kn,/n2)/an, < 1 és Z,, standard normalis
valdszinliségi valtozé minden njp-re. Hasonld egyenlétlenségeket felhaszndlva a ¥,,,7,,

és 7,3 valdszinlségi valtozdkra, mint amilyeneket az 1.2 Lemma igazoldsakor v,1,Yn2 és
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vn3-ra mar alkalmaztunk, kapjuk, hogy 7,; = Op(1),7,2 = Op(1) és 7,3 = O,(1), amint
n = ny, — oco. Ezzel (i)-t bebizonyitottuk.

Most igazoljuk (ii)-t. Jeloljenek a tovabbiakbam M, M', M” ... stb. alkalmas pozitiv
konstansokat. Mivel }RS?}I <|an,(k + 1)|+|Rn,| (most az (1.8.1) és (1.8.2)-beli R,, és

an,(k + 1) mennyiségek definiciéjaban természetszertileg A,, helyén n;/ 2

an, szerepel),
ezért lehet ay,,(k+1)-et és R,,-t kiilon vizsgélni. Definidljuk a Cr, = {(k+1)/n <Ug41,n <
(k 4+ 2)/n} eseményt, melyre lim P(Cp)=P(k+1<Si41<k+2)>0 teljesiil. Nyilvan

a C, eseményen
Ukt1,n (k+1)/n

dg(t)
jan(k +1)] =n / / el ="
(k+1)/n (k+1)/n
és
(k+2)/n (k+1)/n
k+2 k+1
J(s/n) ; dK(t/n)
<
|Ra| <m0 / / I(s)ds 5 man / / 7G/n) > wila,
1/n k/n

o dK(t/n
5/1 (||hp(k+1,.)—h,,(k,.)||f+2+1)%). <

(itt felhasznaltuk Mason és Shorack [16] 3.1 Lemmajat)

K(kn/n)— K(1/n)) "
<y <M,

ha n = n, elég nagy. A fentiekbdl kovetkezik (ii) R'P-re. Ezutén vizsgaljuk Rt Az 11
Megjegyzés miatt

(1.16")
Uk, \n u
B = Balb)(1+0p(0) + 0p(1) = [ n(Gu(w) = T (14 (1) 4 051,

Csorgo, Haeusler és Mason [5]-ben beldtta, hogy

hm liminf P{|0,,(ks,)| < M} > 0,

—»oo ny— 00

amibél (1.16’) miatt kovetkezik (ii) R\ -re is. Végiil (iii) ismét konnyen kévetkezik Ross-
berg [17] 4. Lemmajabdl.
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Csorgé, Haeusler és Mason [3]711.Lemmadjanak bizonyitasakor felhaszndalt gondolat-

menet alkalmazasaval (1),(i1) és (iii)-bol kapjuk, hogy
(1.17) n;ﬂaan(')/( 1/2an2 V An,) = 0p(1), amint ny — oo, 1=1,2,

ahol z V y = max(z,y). Ebbdl, figyelembe véve (1.16’)-t, az 7 = 1 eset azt eredményezi,
hogy

(1.18) n;ﬂan2 ,,2(lcn2)/(nl/2an2 V An,) =0p(1), amint ny — oco.

Be fogjuk latni az alabbiakat:

(1.19) nlgnoo n2 2tn, /A, =0,

(1.20) limsup |4, ()] < oo, ha —oo<z < o00és
ngy— 00

{1:21) limsup |y, (y)| <o, ha 0<y< oco.
ny—00

Csorg6, Haeusler és Mason [5]-ben bebizonyitotta, hogy (1.15)-bél és (1.18)-bdl kovetkezik
(1.19) és (1.20). Mi belatjuk, hogy (1.16) és (1.17)-bél kovetkezik (1.19) és (1.21). Legyen

0 < c <1 tetszéleges szdm. A D, = {Ug41,n < ¢/n} eseményen

1/2an|R$t?)|

nl/zan V An -
(k+1)/n G (1)
nl/%q, dg(t)
nl/2a, V A, {n Jhs)ds nl/2a,
Ukt1,n (k+1)/n
1/n (k+1)/n p
t
(1.22) +n / / J(s)ds 1g() }
nl/2aq,
Ukgy1,n  k/n
1/n(k+1)/n
n'/%a, dg(t)
> “/—W/ [ s
c/n  k/n

M1 J(ufn) | J((k +1)/n) dE(t/n)
1/2anVA // TGt DM I il



Alkalmazva Mason és Shorack [16] 3.1 Lemmajat, majd a lassu valtozasu fliggvények elmé-
letébdl jOl ismert eredményt (De Haan [11]), miszerint tetszéleges I, a 0-nal lassu valtozasi

fliggvényre és tetszoleges 0 < a < b szamokra

I(rt)

(1.22") lim sup 0

tl0 ¢<r<b

_1’:0,

kapjuk, hogy az (1.22)-beli legutolsé kifejezés

n?a, 1 Y J((k+1)/n) dK(t/n)
o (V8 =
- nl/zanVAn4hp(k’k+1)/; J(t/n) nl/2q,

n'/%a, M/l ((k+1))”dK(t/n)

~ nl/2q,V A, t nl/2q,
n'/2a, ,K(1/n)— K(c/n) n'?a, M |on()]
= ()]
~ nl/2q,V A, nl/2a, nl/2a, V A, f

Ebbdl azon tény, hogy lim P(D.,) = P(Sk4+1 < ¢) > 0, valamint (1.16) és (1.17) felhasz-
néldséval egyszertien kovetkezik (1.19) és (1.21). Igy valamely {ns} C {ny} részsorozat
mentén teljesiilnek az (F1),(F2) és (F3) feltételek valamely 1 és ¢ hatdrértékfliggvényekkel

és az a = 0 limesszel, amibél az 1.1 Tétel felhasznédlasdval kapjuk, hogy

kg
1

A Z dn3+1—i,ﬂ3h(Ufl3+1—i,n3) _:u‘ﬂa(k) —D Vk(997 ’Q[),O,T',O(),,
" i=k+1

anint n3 — oco. A tipusok konvergenciatételébdl kovetkezik, hogy a ¢ = lm (pn,(k)—
ng—oco

—Chry)/An, hatarérték létezik. Innentdl a tétel bizonyitésa az el6z6 esethez hasonléan

fejezheto be.

3. Eset: Létezik olyan {n;} C {ni} részsorozat, hogy b,, = o(1/ns,k,,/n2) = 0

minden ny-re. Felhaszndlva az L feltétel C) részét, kapjuk, hogy o(s, t) = 0 akkor és csak
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akkor teljestil, ha g(s) = g(t). igy (1.8.2)-t felhasznalva

k
1 n
—— { § dn+l—i,nh(Un+1—i,n) = ;Un(k)} =]

An i=k+1
kn/n G7(t) )
dg(t
- b P
T o
Ukn,n kn/n
(k+1)/n GL(1) 5 .
t n

+4n / / J(s)ds i(n) _ Ckz: (g(Uk+1,n) —g <5)>

Uk41,n (k+1)/n
=:EWV + E®

n = n,; mentén. Legyen D, = {1/n < Uk, n < kn/n}. A D,, eseményen E( . = 0, ezért

Jim hmmfP{[E(l)l < M} >0,

M—oc0 N gy— 00

hiszen, mint azt Csorgs, Haeusler és Mason [5]-ben belatta, nli_r};o P(D,)=1/2. Most
vizsgaljuk EPt. Legyen D, = {(k+1)/n < Ugg1,n < (k+2)/n}. A D,,, eseményen
EX =0, ha n, elég nagy, amibél lim P(Dy) = P(k+1< Sg41 < k+2) > 0 miatt ké-
vetkezik, hogy

hm hmmfP{lE,(Ii)I <M} >0.

M—oco ny—oo

A fentiekbdl az el6z6 esethez hasonléan kapjuk, hogy ES) = 0,(1) és EZ) = 0,(1),
ng — oco. Az 1.1 megjegyzésbdl megint kovetkezik, hogy

Er(ll) = dn(kn)(1 + 0p(1)) + 0p(1),

igy On,(kn,) = Op(1), ng — oo, is teljestil. Csorgd, Haeusler és Mason [5]-ben igazolta,

hogy az
kn,  Enl
an(x,t) = { o +tn_2 S U nz_[zkllzl no
eseményen
:z:k,ll/z]
oy 0 < b,

25



tovdbba lim P(Qn,(z,t)) >0, ha 0 < z < t. Ebbdl kapjuk, hogy minden ¢t > 0 esetén
limsup [, (t)] < co. Ha t <0, akkor

ngo— 00

B2 K (4a) — K (%o 4 e5a” 12 (e (ka) _ K (1
v g A K (D)) mEG K@)
2 A A

ha ny elég nagy. Tehét belattuk, hogy (1.20) teljesiil. Hasonlé érvényes ¢}, -re is, hiszen

az el6z6 esetben alkalmazott atalakitasokat megismételve kapjuk, hogy a D¢n, = {Uk,n, <

c/n2} eseményen Op(1) = [ESIZ;)I > M|¢;,(c)| minden 0 < ¢ < 1 szamra. Ha ¢ > 1, akkor

)] = KCelna)= Kjna) o Koy ) = KU Jr) _

0,

n2

ha n, elég nagy. A fentiekbdl latszik, hogy (1.21) is igaz. Igy létezik olyan {n3} C {ny}
részsorozat, hogy az (F1),(F2) és (F3) feltételek teljesiilnek valamely ¢ és ¢ hatarérték-
fuggvényekkel és az a = 0 limesszel. Innentdl a tétel igazolasa a szokasos modon fejezhetd

be és mivel az Osszes esetet megvizsgaltuk, ezzel az 1.2 Tételt teljesen bebizonyitottuk. O

Ezutén ratérink az 1.1 és 1.2 Tételek egy fontos kovetkezményének targyalasara, mely
megmondja, hogy mikor lesz az (1.2)-beli statisztikaknak normalis hatdreloszlasa. Ehhez

szikségunk lesz egy tovabbi segédtételre.

1.4 LEMMA. Vegyiink tetszéleges 0 < b < 00, 0 < a <1és0 < r < (1—a)!/? szdmo-
kat. Tegyuk fel, hogy a ¢ és ¢ figgvények eleget tesznek az (F1) és (F2)-beli monotonitési
és folytonossdgi feltételeknek és teljestilnek rédjuk az (1.5) és (1.6) Osszefiiggések. Legyen
k > 0 egész szam. Ekkor a Vi (¢, %, b, r, @) valdszinliségi véltozé akkor és csak akkor nemel-

fajult normdlis, ha ¢ =0, ¥ =0 és b > 0. Ebben az esetben Vi(¢,v,b,r,a) =p N(0,b?).

Bizonyitas. Az elegendéségi rész nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy Vi(p, ¥, b, 7, a) nemel-

fajult normdlis valészintségi valtozé. Mason és Shorack [1]-ben beldtta, hogy az

oo Sk41
L monaety+ [ he+ 10d00)

Sk 41 +1
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valdszintliségi valtozé sohasem lehet valodi normalis, ha £ > 0. Ezt a bizonyitast kis
valtoztatasokkal megismételve belathato, hogy az (1.14°) osszefliggésbenben szerepléo Wy
valdszintiségi valtozo sem lehet semmilyen k£ > 0 egész szamra valddi normadlis. (Ennek
igazolasa elég hosszadalmas és aprolékos, ezért a részletektol itt eltekintunk.) fgy mivel
Vi(p, ¥, b,r,a) = =Vi(p)—Vs(¢, b, r, ) és Vi(p) és V3(1, b, T, a) fliggetlenek, ezért Cramér
tétele miatt V;(p) elfajult normalis, V3(v, b, r, a) pedig nemelfajult normalis valdsziniségi

« e

felhasznalasaval kovetkezik, hogy ¢ =0, ¥ =0 és b > 0. A masodik allitas nyilvanvalé. O

1.1 KOVETKEZMENY. Legyen {n;} pozitiv egészek egy tetszdleges sorozata és k > 0

egész szam. Akkor és csak akkor léteznek olyan A} > 0 és C,, sorozatok, hogy

k

1 =
(123) A* Z dn1+1—i,n1f(Xn1+l—i,n1) = Cnl —7D Z’
"1 i=k+1

ny — oo, valamely Z valddi normalis valoszintségi valtozora, ha az (F1) és (F2) feltételek
teljesilnek az A4, = ni/zan1 sorozattal és a ¢ =0, ¢ = 0 hatarértékfiggvényekkel,
mely esetben (1.23) baloldala az A}, = ni/zan1 és a C,, = fn, sorozatokkal eloszlasban

konvergal egy Z standard normalis valdsziniiségi valtozéhoz.

Bizonyitas. Eloszor az elegendoséget igazoljuk. Legyen {n,} C {n;} egy tetszoleges
részsorozat. Ekkor az (F1),(F2) és (F3) feltételek teljestlnek {n,} mentén az A,, =

néﬂanz, p=0,¢v=0¢ésaza=1 relacidk mellett. igy az 1.1 Tételbol kapjuk, hogy

.
Z dn1+1—i,n1 h(Unl-H—i,m) = :uns(k) /néhans =D N(O’ 1)'
1=1

valamely {n3} C {ny} részsorozat mentén. Igy (1.23) teljesiil {rn;} mentén.

A forditott allitas igazolasahoz vélasszunk ki tetszoleges {n2} C {ni} részsorozatot.
Az 1.2 Tétel miatt létezik olyan {n3} - {ny} részsorozat, hogy az (F1),(F2) és (F3)
feltételek teljesiilnek {n3} mentén az A,, = A} vélasztissal és valamely ¢ és ¢ fligg-

vényekkel, melyek kielégitik az (1.5) és (1.6) feltételeket egy 0 < a < oo konstanssal.
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Ezenfelil léteznek olyan 0 < b <a, 0 <r < (1 - a)1/2 és —0o0 < ¢ < oo szadmok, melyekre
Z =p V(e,¥,b,r,a) + c. igy az 1.4 Lemma miatt ¢ =0, ¥» = 0 és b > 0. Tehat a > 0,
ami miatt az (F1) és (F2) feltételek teljestilnek {n3} mentén az 4,, = n;/zans, ¢ =0 és

Y = 0 valasztasok mellett. Ugyanez teljesil az {n;} részsorozat mentén is, hiszen {n,}

tetszoleges részsorozat volt. 0
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2.§ Intermedialis statisztikak linearis kombinacidinak hatdreloszlasai

Legyenek X; , < --- < X,, , az (1.0)-beli rendezett mintaelemek. Csorgé és Mason

[8]-ban bevezette az alabbi intermedialis 6sszegeket:

[bknl

(2.1) Bfeli= Y, Xopiim
i=[akn]+1

ahol [.] a fels6 egészrész fuggvény, k, pozitiv szamok egy sorozata, melyre 1 < k,, < n,
kn — o0, kn/n — 0, amint n — 0o, 0 < a < b rogzitett szimok. Ugyancsak [8]-bdl ismere-
tes, hogy melyek az alkalmas centralizaciéval és normalizaciéval ellatott (2.1)-beli 6sszegek
lehetséges hatareloszldsai és milyen szlikséges és elegendo feltételek adhaték nemelfajult
hatareloszlas létezésére. Mi az 1. fejezetben targyalt mddszer segitségével az intermedi-
alis statisztikdk H,D és L feltételeknek eleget tevd linedris kombinacidit vizsgaljuk, azaz

[8]-hoz hasonléan szitkséges és elegend6 feltételeket keresiink az

[bkn]

(2-2) In(a" b) = Z dn+l—i,nf(Xn+l—i,n)
i=[ak,]+1

statisztikak hatareloszlasanak létezésére, ahol f(.) és d; » az el6z0 fejezetben targyalt (1.0)-

beli osszetevok. Az 1. fejezetbeli jeloléseinket megtartva néhany jat is bevezetiink. Le-

An(a,b) = Ap(a, b, K) = K <M> = (M> ,

gyen

n n

Bala,b) ha Agla,b) >0,
L

1 Jha An(a,b) =0,
[bkn]/n
fin(a,b) = in(a, b,g) = -1 /r T

ka! ?A%(a,b) és pn(a,b) a természetes centralizalé és normalizalé sorozatok lesznek. A

tovdbbiakban W(t), 0 < ¢, a standard Wiener-folyamatot jeloli. A

( 1/2
kanl k. [ckn]
K( m T g _K( n ) b ckl/2? ckl/2
L Zhn
A (a,b) i He 3 ST =5,
cir) = Al ca ) == kL/2 kl/2
"/)n( ) ) ¢n,K( ) ) < wn C;—“C_g_ , ha —o<z< _2—3_’
ckl/? k1/2
\gbn(c;—g—) , ha c—5‘—<ar:<oo,
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fiiggvények ¢ = a és ¢ = b esetén az intermedidlis statisztikak aszimptotikus viselkedé-
sét szabdlyozzak. Megjegyezzik, hogy ¥,(c;.) nemcsckkend és balrdl folytonos fliggvény

minden n-re. Szukségunk lesz még a

K= )-m{Tend ) [aka] [bkn]
Av(a,b) , ha - ST S,

Pn(z) = Gn,r(z) =14 0 , ha —oco<z< rak—kn"]-,
@n(rbkkn"]) , ha rL,ffl < ¥ < 00,

fuggvényre is, mely azonosan 0, ha A,(a,b) = 0, ellenkez6 esetben @, egy balrdl folytonos
eloszlasfiggvény, melyre ¢,(z) = 1, ha ¢ > [bk,]/k,. Ennyi elokészilet utdn megfo-
galmazhatjuk a (2.2) statisztikdkra vonatkozé f6 tételeinket. (1.2)-héz hasonldan ismét

felteheto a bizonyitasokban, hogy

[bknl

(23) In(ayb) - Z dn+1—-i,nh(Un+1—i,n)-
i=[ak,]+1

2.1 TETEL. (i) Tegyiik fel, hogy létezik egy {n1} C {n} részsorozat és léteznek az
egész szamegyenesen értelmezett ¢, és 1, nemcsokkend és balrdl folytonos fiiggvények,

melyekre .(04) > 0, ¥.(0) < 0 és
Yn,(c;2) = Yc(z), amint n; = 00, c=a,b,

minden olyan z-re, mely folytonossagi helye t.-nek. Ekkor létezik olyan {ns} C {n;}
részsorozat és az egész szamegyenesen értelmezett nemcsokkend, balrél folytonos ¢ fiigg-
vény, melyre ¢(a) = 0, p(c0) = 0 vagy @(b+) = 1, tovabba Gp,(y) — @(y), n2 — oo,

minden olyan y-ra mely folytonossagi helye ¢-nek, és

[bkn, ]
1
1/2 A & Z dn2+l—i,n2f(Xn2+1—i’n2) - ﬂnz(a, b) —D V(l[)a,(,o, d)b)a
kn2 Anz(a7 b) = rakn2]+1

amint ny — oo, ahol

—W(b)

—W(a)
V(¢a,99,¢b)=/0 1/)a(:c)dz+/[ . W(x)dc,o(x)—/o Yy (z)dz.
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Sziikségképpen teljestilnek még a 1,(z) < p(a+) és a ¥p(z) > ¢(b) — 1 relacidk minden z
valés szamra, tovabbd a V(v,, ¢, 1) valosziniségi valtozoé akkor és csak akkor elfajult, ha
e = 1y = 0 és ¢ = 0 az [a, b] intervallumonn.

(i1) Tegyiik fel, hogy létezik egy {n1} C {n} részsorozat és léteznek B,,, > 0 konstan-
sok ugy, hogy valamely nemcsokkend, balrdl folytonos a 1.(0) < 0 és 1.(0+) > 0, c = a, b,
feltételeknek eleget tevo ¢, és 1y figgvényekre

ni(a,)

B —— 9, (¢;z) = Y(z), amint n; — 0o, c¢=a,b,

minden olyan z-re, mely folytonossdagi helye 1.-nek és A, (a,b)/B,, — 0, amint n; — oo.
Ekkor

[bkn, ]
1
170 Z dn1+l—i,n1 f(Xn1+1—i,n1) - ﬂnl(aa b) —7D V(d’a, 0, ¢b)

1/2

kny" Bn, i=[akn,1+1
amint n; — oo. Sziikségképpen teljestilnek még a ,(z) = 0, z > 0 és a ¥(z) = 0,
z < 0 relaciok, ezenfelil a V(1,,0,1;) hatarérték valdszinliségi valtozé akkor és csak

akkor elfajult, ha ¥, =¥, = 0.

A kovetkez6 tétel azt fejezi ki, hogy a 2.1 Tételbeli feltételek nemcsak elegenddek,

hanem sziikségesek is az eloszlasban valé konvergencidhoz.

2.2 TETEL. Tegyiik fel, hogy létezik egy {n1} C {n} részsorozat és léteznek A,, >0
és Cp, sorozatok gy, hogy
[bkny T

_S_ dn1+1—i,n1f(Xn1+1—i,n1) - Cn1 —D V*> amint ny — oo,
Voi=lakn, 141

1
An

valamely V* nemelfajult valdsziniségi valtozéra. Ekkor létezik egy {ny} C {n;} részsoro-
zat és léteznek az egész szdmegyenesen értelmezett 1, és 1, nemcsokkend, balrdl folytonos

figgvények, melyekre 1.(0) <0, ¥.(0+) > 0, és

ka7, (0, B)
Aps

Yn,(c;2) = Ye(z), amint ny — 0o, c¢=a,b,
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minden olyan z-re, mely folytonossagi helye 1.-nek és valamely 0 < § < co szamra
B2 By (@,8)/ Ay — 6,

amint ny — co. A V* valdsziniségi valtozdra érvényes a V* =p V(v,, bp,1p) + 7 Ossze-

fuggés valamely v valds szamra.

A 2.1 és 2.2 Tételek bizonyitasa. Felhasznalva az (1.8.2)-beli dekompozicidt, kapjuk,

hogy
I.(a,b) — pn(a,b) =p
[bkn/n G&(2) [aknl/n GS()
n / / J(s)dsdg(t) +n / / J(s)dsdg(t)
[akn]/n 1 Ufaknl,n [akn]/n

[bkal/n Ga(®)
-n / / J(s)dsdg(t)
Usinl,n [bknl/n

=: M, + Rn(a) — Rn(b),

ahol
l/n ,haOStSUlyn,

Gri(t) =< Ga(t) halUyn<t<Upa,
1-1/n JhalU,,<t<1
Az 1.1 Megjegyzés miatt

R,(c) _ gn({-Ckn])
kx/2Ax(a,b)  ki*A%(a,b)

(1+0p(1)) +0p(1)

Urcal,n &
_/r T (Gaw) - 12y ()

cknl/n n
kL2 A% (a, b)

(1+0p(1)) + 0p(1),
amint n — oo, ¢ = a,b. (1.12’)-h6z hasonléan M,-re pedig azt kapjuk, hogy
[-bkn.l/n rbkn]/n -
M, =nt/? / UndK + nl/z/ Ur —U,)dK
[akn]/n "J[aknl/n

1 [bkn]/n . ..
45 [ P
[akn]/n

= Mn + '7711 + '?nZ
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valamely min(¢, G%(t)) < t% < max(t, G%(t)) szamra, ahol Ux(t) = n!/2(G%(t) — t). Egy-

szeru szamolassal adodik, hogy

[bkn]/n
By & / 37 = B la )
[akp,]/n

Definidljuk az
Er(zl) = {Ul,n < [akn]/n}, E1(12) = {[bkn]/n < Un,n}

eseményeket. Legyen 1, az E,(zl) ﬂES,z) eseményhez tartozé indikdtorvaltozo. igy (1.13)-hoz
hasonléan kapjuk, hogy

~ [bkn]/n
e = 11Tl < /r MO ) do(0)
akn,]/n
Ebbol kovetkezik, hogy
[bkn]/n
€ne = B(Ane) < MAG/ dK = M).Arn(a,b).
[akn]/n

Igy tetsz8leges € > 0 szamra
P(|n2|/ (k32 D3(a, b)) > €) < P(ES)) + P(ESY) + P(EE) + P(Ene) + Mac/(€'kL/?),

amibdl kovetkezik, hogy Yn2/(kn LN w(a,b)) = 0p(1), amint n — oco. A fentieket Gsszegezve
kapjuk, hogy
I.(a,b) — pn(a,b) - M,
ka'? A3(a, b) kn'* A3(a, b)
S .
Blfshl) () (]
Ai(a,b) W O3 (a,b)

Tehat az intermedidlis statisztikdk linearis kombindcidira az o0,(1) tagoktdl eltekintve

(14 0p(1)) + 0p(1), n — oo.

ugyanazt a reprezentaciot kaptuk, mint amelyet Csorgé és Mason [8]-ban haszndlt a stlyok
nélkul képezett osszegekre. igy a 2.1 és a 2.2 tételek bizonyitasa trivialis kiegészitésekkel
(az 0p(1) tagok kikliszobolésével) visszavezethetd az egyszerd osszegekre [8]-ban alkalma-

zott bizonyitdsokra. Ezért a 2.1 és 2.2 Tételeket igazoltnak tekinthetjiik. O
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3.§ Extrémalis és intermedidlis statisztikak linearis kombindacidinak hatéareloszlasai,

amikor az alapeloszlas valamely extrémalis eloszlas vonzastartomanyaban van

Azt mondjuk, hogy egy F eloszlasfliggvény valamely extrémadlis eloszlds vonzastarto-
manyaban van, ha véve egy X1, X, ... figgetlen, kozos F eloszlasfiggvénnyel rendelkezo
valészintliségi valtozokbdl allé sorozatot, megadhatdk olyan d, > 0 és ¢, sorozatok, me-

| lyekre |
d; (max(Xy, Xz, -, Xn) —cn) = Y,

amint n — oo, valamely Y nemelfajult valdszintségi valtozoval. Csorgo, Haeusler és Mason
[5] dolgozatabdl ismeretes, hogy ez pontosan akkor kovetkezik be, ha

(3.1) T H(zs)—H(ys) z ¢—y°

10 H(vs) — H(ws) T ¢ — w-¢ valamely — 0o < ¢ < 0o szamra

tetszoleges 0 < z,y,v,w < oo kiillonbozo értékekre, ahol H(s) = —Q(1 —s—), 0 < s < 1,
Q = F~! pedig az (1.1’)-ben definidlt kvantilisfiiggvény (c = 0 esetén a (3.1)-beli hatarér-
ték (logz — logy)/(logv — log w)-nek értendd). Ha (3.1) teljesiil valamely —oo < ¢ < oo
szamra, akkor erre roviden a H € A(c) irasmdddal fogunk utalni. Csorgd, Haeusler és

Mason [5] dolgozatabdl tudjuk azt is, hogy

(3.2)
H € A(c) valamely 0 < ¢ < oo szamra akkor és csak akkor, ha létezik egy L a 0 — nél

lasst valtozasu fluggvény, melyre — H(s) =s °L(s),0< s <1, és

(3.3)
H € A(c) valamely — oo < ¢ < 0 szémra akkor és csak akkor, ha létezik egy L a

0 — nél lasst valtozasa fliggvény, melyre — H(s) = A — s °L(s),0 < s < 1, valamely

véges A konstansra.
Seneta [18], Lemma 1.8, és (3.2)-bdl az is kovetkezik, hogy H € A(c) valamely 0 < ¢ < oo
szamra pontosan akkor teljesiil, ha az eloszldsfliggvényre érvényes az
(3.4) 1—F(z) =27 Y°¢(z), —o0 <z < o0,
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osszefliggés, ahol l~() egy lassu valtozasu fliggvény a oo-nél. Ilyenkor azt mondjuk, hogy
az eloszlds fels6 farka reguldris valtozasi —1/c¢ index szerint, tovabba a —1/c kitevot az
eloszlas farokindexének nevezzuk. A farokindex becslése régi probléma a statisztikaban. A
jelen fejezetben bizonyitott elméleti tételek egy része azt a célt szolgélja, hogy segitségiikkel
1) becsléseket konstrualjunk egy eloszlds ismeretlen farokindexére. Ehhez szlikségiink lesz

még néhany 1j jelolésre. Ha a > 1/2, akkor legyen

Sk41 k+1

oo Sk+1
Dua) == [ h(N @ dpa) = [ hylh,)dpa®)

k+1
- / (ho(k,t) = ho(k +1,1))dpa(?)
— a(1)(hp(k,1) = hy(k +1,1)),

ahol . '
wa(y) =K, (1—-y~"), y>0,

K, = (2a/(2a — 1))/2.
Mivel minden € > 0 szamra [ (a(y) — ¢a(00))?dy < oo, ezért az 1.1 Tétel miatt a Dy (a)
valészinlségi valtozo joldefinialt tetszoleges k > 0 (egész) és —oo < p < oo értékekre.

Definialjuk a

3 { ,ha z <0,
¢a,K($) = al/Z(I{(a‘i‘) _ I{(a))/a(o,a) 5 ha z > 0,

fiuggvényt, ahol K (t) késébb specifikdlt (1.2°)-beli figgvény lesz. Szlikséglink lesz még az

0 ,ha a=0,

M O(,K =
| ) { ffZ(a,K) Ya,k(z)dz ,ha o >0,

valdszintliségi valtozéra, ahol Z(a, K) = —ro k21 + (1 — a — rfY,K)l/2 Z5, aholis

«

= sdK(s)

"oK = G 201:(0,a) Jo

és 7 és Z, fuggetlen standard normadlis eloszlési valdszintiségi valtozok.
Ebben a fejezetben is feltessziik, hogy linedris kombinécidknak csak olyan osztdlyaval
foglalkozunk, melyeket meghatérozé silyok a D feltétel eldirdsainak megfelelnek. Ilyen

linedris kombindcidkra érvényesek a kovetkezd tételek, melyekben p a D feltételbdl vald.
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3.1 TETEL. Legyen k, egy olyan sorozat, melyre teljesiilnek az (1.1)-beli feltevések
valamely 0 < & < 1 szdmra. Legyen K(t) = flt/2 J(s)dH(s), 0 < s < 1. Ha H € A(c)

valamely —oo < ¢ < oo szamra, akkor

kn
{ z dn+1—i,an+1—i,n_,un(k7H)} /(nl/zan,f() =P

i=k+1
( Di(c — p) yha ¢c—p>1/2éc#0,
Z1 ,ha c¢c—p=1/2,¢#0és0(0,a) = oo,
Zi+M(a,K) ,ha c—p=1/2,c#0és0(0,a)< oo
vagy c—p<1/2,c#0ésc#p
vagy ¢ = p = 0 és létezik

a liff)l J(s) = doy > 0 véges hatarérték.
\ 8

3.2 TETEL. Legyen ki, egy a (2.1) tipusu statisztikakhoz tartozé sorozat. A K figg-
vény legyen ugyanaz, mint a 3.1 Tételben. Ha H € A(c) valamely —oo < ¢ < oo szamra,
akkor tetszoleges 0 < a < b értékekre
(3.5)

[bkn] b
1 _
kl/zA*(a b I;') { FZ] dnt1-inXnt1-in — pn(a, b’H)} "”D/ W(z)dg.—,(z),
n n\® Y i=[ak,]+1 -

amint n — oo, ahol W(z) a standard Wiener-folyamat,

sha y # 0,

Py(z) = Py,ap(z) = logz — log a

11 1 ’ha y=Vy,
logb — loga

feltéve, hogy ¢ és p kielégitik az alabbi feltételek valamelyikét:

(i) ¢ # 0 és p # c vagy

(ii) ¢ = p = 0 és létezik a lifn J(s) = do > 0 véges hatarérték.
sl0

3.1 Megjegyzés. A 3.1 és 3.2 Tételekben ha p = 0, vagyis abban a kritikus
esetben, amikor a stlyokat szolgaltaté L(1 — -) fiiggvény lasst valtozasy, és létezik a
lim J(s) = dy > 0 véges hatdrérték, akkor a ¢ indexparaméter minden értéke mellett ka-

8]0
punk nemelfajult hatareloszlasokat.
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3.2 Megjegyzés. A Wiener-folyamat mérhetosége miatt a Fubini-tétel felhasznalasa-
val egyszerl szamolassal nyerhetd, hogy a 3.2 Tételbeli hatarérték valoszintségi valtozo

normalis eloszldst 0 varhaté értékkel és o2(c — p, a, b) szérasnégyzettel, ahol

b b
02(0 i b) N / / TAY d(ﬁc—p(x)d(ﬁc_p(y) =
! (p—c)(p—c+1)~! pAp—e)t1 o 2(p—e)+1 _ gpp—eyp—ctl
(bp—c—ar=—c)2 ’ha . #: .
sy (b2(P—c)+l o a2(p——c)+1)/(2(p = c) + 1)

és p—c#—1
és p—c# —1/2,

(2(b — a) + (a + b) log(a/b))/ (log(b/a))? sha p—c=0,
2(a™t = b7t + b7 log(a/b)) /(b7 —a~1)? Jha p—c= -1,
( (log(b/a) + 2((a/b)/? —1))/(b~1/2 — a=1/2)? Jha p—c=-1/2.

A kovetkezo két tétel farokindex becslések konstrualasahoz lesz hasznos szamunkra,

melyekben feltesszlik, hogy az alapeloszlds egy pozitiv X valdszinliségi valtozd eloszlasa,

azaz F(0) = 0.

3.3 TETEL. Tegyuk fel, hogy k, egy olyan tulajdonsagu sorozat, mint a 3.1 Té-
telbeli. Ha az L feltételben szerepls p paraméter 0, akkor tegyiik fel, hogy létezik a
lsiﬁ')l J(s) = 131%1 L(1-35)= dé > 0 véges hatdrérték. Legyen H(s) = —log Q(1 — 5—),0 <
s<1, K(t) = flt/z J(s)dH(s),0 <t < 1. Ha H € A(c) valamely 0 < ¢ < oo szamra, akkor

kn
{ Z dn+l—i,n10an+l-i,n_/‘n(kvg)}/(nl/zamk) —D

i=k+1
Dk(_p) ) ha —p > 1/2a
A ,ha —p=1/2és0(0,a) = oo,
Zi1+ M(o,K) ,ha —p=1/2és0(0,a) < oo
vagy —p < 1/2,
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amint n — 0.

3.4 TETEL. Tegytk fel, hogy k, egy olyan sorozat, mint amelyet a 3.2 Tételben
haszndltunk. Legyenek K és H a 3.3 Tételben definidlt fliggvények. Ha p = 0, akkor
tegyuk fel, hogy létezik a liﬁ)l d(8) = 1iﬁ]1 L(1 —s)=dy > 0 véges hatdrérték. Ekkor ha

H € A(c) valamely 0 < ¢ < oo szamra, akkor tetszoleges 0 < a < b értékekre

[bkn-l b
1 — _
T |t s Kesaoin = n(eb ) = | we)dp-p(z),
n n\% Y i=[akn]+1 ¢

amint n — oo.
A fenti tételek bizonyitasa a kovetkezo két lemman alapul.

3.1 LEMMA. Tegyik fel, hogy H € A(c) valamely —co < ¢ < oo szamra. Legyen
K(t) = flt/2 J(s)dH(s), 0 < s < 1, ahol az L(s) = J(1 — s) fiiggvény eleget tesz az L
feltételnek. Ekkor

a) ha ¢ # 0 és p < ¢, akkor —K(t) = t*~¢i(t), 0 < t < 1, valamely [ a 0-ndl lasst
valtozasu fuggvényre;

b) ha ¢ # 0 és p > ¢, akkor —K(t) = A — t*~¢i(t), 0 < t < 1, valamely [ a 0-ndl lasst
valtozasu fliggvényre és valamely véges A konstansra;

c) ha p = ¢ = 0 és létezik a lsiﬁ)l J(s) = dy > 0 véges hatarérték, akkor

I{'(:cs) —K(ys) logz —logy
im — - =
310 K(vs) — K(ws) log v — logw

tetszoleges 0 < z,y,v,w < oo kiilonbdzé értékekre.

3.3 Megjegyzés. Az (1.2’)-beli K fliggvény definicidjabdl konnyen latszik, hogy az
mindig valamely eloszlés kvantilisfiiggvénnye. Igy (3.2) és (3.3) alapjan az a),b) ill. ¢)-beli
K fliggvényekre érvényes az K € A(c — p) Osszefiiggés.

3.2 LEMMA. Tegyiik fel, hogy H € A(c) valamely 0 < ¢ < oo szamra. Legyen K (t) =
s)dH(s),0 < t < 1, mint a 3.3 Tételben. Az L(s) = J(1 — s) fliggvény tegyen eleget
112 J(s)dH(s), 0 1 3.3 Tételben. Az L J f 1
az L feltételben leirtaknak. Ekkor.
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a) ha p < 0, akkor —K(t) = tri(t), 0 < t < 1, valamely [ a 0-nal lasst valtozasi
fliggvényre;

b) ha p > 0, akkor —K(t) = A —t*i(t), 0 < t < 1, valamely [ a 0-ndl lasst véltozasi
fliggvényre és valamely véges A konstansra;

c) ha p =0 és létezik a lsiﬁ)l J(s) = dy > 0 véges hatdarérték, akkor

K(zs) — K(ys) logz —logy
1IN —= = =
s10 K(vs) — K(ws) logv —logw

tetszoleges 0 < z,y,v,w < oo kiilénb6zo értékekre.
A fenti lemmék igazoldsahoz hasznos lesz két tovabbi segédtétel.

3.3 LEMMA. /Karamata tétele, De Haan [11], 15. oldal/
Legyen L(.) egy a 0-nal lassi valtozasu fliggvény. Ekkor

(1) minden ¢ < —1 szamra

(ii) minden ¢ > —1 szédmra

z9t1L(z)
im-————"— =gq+1.
z10 [ u9L(u)du

3.4 LEMMA. /De Haan [11], Cor. 1.2.1 2, 21. oldal/
Legyen R(.) egy reguldris valtozast fliggvény a 0-nal valamely véges p index szerint.

Tegyiik fel, hogy a, és b, olyan pozitiv szdmokbdl all6 sorozatok, melyekre

lim a, = lim b, =0 ¢és

lim %—Tizc (0 < c< o)
teljestul. Ekkor
. R(an)
1 =gF.
oo R(bp)

A 3.1 Lemma bizonyitasa. El6szor igazoljuk a)-t. Jeldlje a tovabbiakban sign az elo-

jelfiiggvényt. Az L feltétel miatt J'(s) = J(s)(p+e(s))/s valamely €(s) fliggvényre, melyre
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€(s) 1 0,s]0. fgy H € A(c) miatt

—K(t) = /1/2 J(s)d(signc s™°L(s)) =
= signe J(t)t7°L(t) —signc J(1/2)(1/2)7°L(1/2)
_/1 signe s L(s)J(s)(p + €(s))ds

/2
1 signe P~ 1(s)L(s €(s))ds
= (L) L{t) {signc + ft & t”—cl((t)illgi) Ag +elo)) }

— signe J(1/2)(1/2)"°L(1/2)

—: P=<1(¢)L(t)(signc + Z(t)) — signe J(1/2)(1/2)"°L(1/2).

Kiilon vizsgaljuk a p # 0 és a p = 0 eseteket. Ha p # 0, akkor a

ftl/z signe sP~¢(s)L(s)(p + €(s))ds
te=el(t)L(t)(p + €(1))

Z(t) = (p + (1))
fliggvényre a 3.3 Lemma (i) részének felhaszndlasaval kapjuk, hogy

ltilr(r)l(signc + Z(t)) = signc + signe £ = el =0,
c

—p e=p

amibdl a késobb kimonddsra kertilé 4.3 Lemma felhasznalasaval kovetkezik a jelen lemma
a) allitdsa. Ha p = 0, akkor a kovetkez6 mddon jarhatunk el. Legyen € > 0 tetszoleges
szam. Valasszunk meg e-hoz egy § > 0 szamot gy, hogy |e(s)| < € teljestiljon minden

0 < s £ 6 szamra. fgy

S? sme1U(s)L(s)|e(s)lds 2 s=e=1(s)L(s)|e(s)|ds

limsup |Z(t)| < i = i
TP 120 < B o T e) I e L ()
? s=e=1i(s)L(s)d
< limsup eft - o i = gfe.
10 t=el(t)L(t)

Ebbol kovetkezik, hogy ltilrtr)l Z(t) =0, igy a lemma a) allitdsa igaz a p = 0 esetre is. A
lemma b) része az a)-hoz hasonldan igazolhaté a 3.3 Lemma (ii) részének felhasznélasaval,

igy ennek bizonyitasatdl eltekintiink. A c) rész bizonyitasa a kovetkezéképpen lehetséges.
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Vegytink kilénb6z6 0 < z,y,v,w < oo szamokat. Ekkor

K(zs) — R’(ys) f” J(s)dH (s)
K(vs) — K(ws) fw J(s)dH(s)
do f”dH(s)—{—f —do)dH (s)
dofvsdH(s + [0 s)——do)dH( )
L+ [y, (J(s) = do)dH(s)/(do [, dH (s))
o dH(s)] [7 dH(s) + [12(J(s) — do)dH(s)/(do [y, dH(s))
= 1 + Eq(s)
~ (H(vs) = H(ws))/(H(zs) — H(ys)) + Ea(s)

Jeldlje a tovabbiakban 'u € (a,b)" a 'min(a,b) < u < max(a,b)" relaciét. Igy igaz, hogy
|E1(s)| £ sup |J(s) — do|/do, ami miatt liff)l E,(s) = 0. Hasonldképpen

u€E(zs,ys)
H(vs) — H(ws)
H(zs)— H(ys)|’

|Ba(s)| <dg’ sup | J(u) — do]

u€(ws,vs)

amibdl H € A(0)-t figyelembe véve liﬁ)l E,(s) = 0 kovetkezik. A fentiek miatt a lemma c)

része is igaz. O

A 3.2 Lemma bizonyitasa. Eszrevessz{ik, hogy

t

k@)= [ Iz =)= [ (@01~ )7 dQ(1 - o)

1/2
Q(1-t-)
= / " J(1 = F(u))du.
Q((1/2)-)
De Haan [11] Cor. 1.2.1 3-bél és (3.4)-bdl kovetkezik, hogy az u~'J(1 — F(u)) fiiggvény

(3.6)

regularis véltozasi —1 — p/c index szerint a co-nél.
El6szor a)-t igazoljuk. Mivel —1 — p/c > —1 ezért az el6z6 észrevételiinkbdl és De
Haan [11] 1.2.2 Lemmadjabdl kovetkezik, hogy az
/t u ' J(1 = F(u))du
Q((1/2)-)
figgvény reguldris valtozasi —p/c index szerint a co-nél. Figyelembe véve (3.6)-t, De Haan
[11] Cor. 1.2.1 3. ismételt alkalmazaséval kapjuk, hogy —K(t) reguldris véltozdsd p index

szerint a 0-nal.
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Ezutan igazoljuk b)-t. Most —1 — p/c < —1, igy De Haan [11] 1.2.1 Lemmaja miatt

az

A(t) = /t°° u ' J(1 - F(u))du

figgvény —p/c index szerint reguldris véltozasa a oco-nél. Igy De Haan [11] Cor. 1.2.1
megint csak azt eredményezi, hogy az A(Q(1 — t—)) fliggvény reguldris valtozasi p index
szerint a 0-nal. Ebbdl kovetkezik a lemma b) &llitdsa, hiszen —K(t) = A(Q((1/2)—)) -
A(Q(1—t—)). Legutoljara igazoljuk c)-t. Vegylink kiilénb6z6 0 < z,y, v, w < oo szamokat.
Ekkor

K(zs) — K(ys) _ f;: J(s)dH (s)
K(vs)— K(ws) [ J(s)dH(s)
do f“ dH(s)—}—f“(J(s —dy)dH(s)
T d Jo2dH(s) + [ (J(s) — do)dH(s)
14 [22(J(5) — do)dB(s)/(do [ dEH(s))
= TG T AR 1 () — do)dB () (do [ A ) |

A 3.4 Lemma felhasznalasaval kapjuk, hogy

m " s—lmoQ(l()) og(x
1310 3 dH(s) I ng(l 59)-) log(z/y)™°

Az is igaz, hogy

/ " (I(s) = do)dH(s)| <

/y CaH(s)

sup |J(u) — do]

u€(zs,ys)
igy
liﬁ)l (J(s) — do)dH(s) = 0.
A fentiekbdl egyszertien kovetkezik, hogy a lemma c) allitasa is igaz. 0

A 3.1 Tétel bizonyitasa. Az

k
1 n
nl/2a_ . { Z dnt1-inXnt1-in — /Jn(k,H)} =p

1=k+1
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k
1 n
12+ . { E, dn+1—i,nQ(Un+l—i,n)—,Un(k,H)}
” an,K

i=k+1

bsszegekre alkalmazni fogjuk az 1.1 Tételt. Igy most A(s) = Q(s) és a lineéris kombindcidk
aszimptotikus viselkedését a ¢, = ¢, g, és a ¥, = ¢ - flggvények hatarozzak meg.
A 3.3 Megjegyzés miatt a 3.1 Lemmadbdl kovetkezik, hogy a tételben megengedett p és ¢
értékekre K € A(c — p) teljesiil. Igy Csorgs, Haeusler és Mason [5] 2.11 és 2.12 Lemmaéja

alapjan allithatjuk, hogy minden z valds szamra

(0 yha c¢c—p>1/2éc#0

vagy c¢—p=1/2,¢#0és 0(0,a) = o0,
Yo i(z) sha c—p=1/2,c#0és 0(0,a) <0

vagy c—p<1/2,c#0ésc#p

vagy ¢ = p = 0 és létezik

L Y,k (2) = 4

a lim J(s) = do > 0 véges hatarérték,

\ sl0

és minden y > 0 valds szamra

(11 { ;
Bege ik —4 (c=P)) hac—p>1/2ésc#0,
0 yhac—p<1/2/c#0ésc#p

lim +(y) =
n—oo n,ic(¥) vagy ¢ = p = 0 és létezik

a lifl(’)l J(s) = do > 0 véges hatarérték.
A fentiek alapjan a tétel allitdsa az 1.1 Tétel felhasznéldséval ugyanazokkal a technikai

lépésekkel igazolhatd, mint amelyeket Csorgs, Haeusler és Mason [5]-ben haszndlt a 2. Ko-

rollarium igazolasakor, igy ennek részletezésétdl itt eltekintiink. o

A 3.3 Tétel bizonyitdsa. A tétel igazoldsa ugyantgy kivitelezheté a 3.2 Lemma fel-

hasznalasdval, mint a 3.1 Tétel bizonyitésa a 3.1 Lemma segitségével. ]
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A 3.2 Tétel bizonyitasa. Az

[bkn]
1
dps1—inXnt1—in — pnl(a, b, H)
1/2 A . P Z n+l1—1,n<*n+1—1,n HnlQ, 0,
k"l/ An(a’ b’ K) i=[akn,]+1
1 [bkn]
Z dn+1—i,nQ(Un+l—i,n) - ,u'n(ay b) H)

:D A
k_}l/2A;(a,b, I{) i=[akn]+1

osszegekre alkalmazni fogjuk az 2.1 Tételt. Igy most h(s) = Q(s) és a linedris kombina-
ciék aszimptotikus viselkedését a ¢ #(6;.), ¢ = a,b fuggvények hatarozzdk meg. A 3.1
Lemmabdl kovetkezik, hogy a tételben megengedett p és ¢ értékekre K € A(c—p). Csorgs
és Mason [8]-ban emlitett példajuk targyalasakor belattak, hogy ha K € A(a) valamely
—00 < & < oo szdmra, akkor ¥, z(éz) — 0, n — oo, minden ¢ > 0 szamra az egész
szamegyenesen €s L,Bn’f((y) = @n,f(,a’b(y) — ¢a(y), n — oo minden a < y < b szamra.
Legyen {n1} C {n} tetszdleges részsorozat. A 2.1 Tétel miatt 1étezik olyan {n2} C {n1}
részsorozat, melyre (3.5) teljestil az n = n, részsorozat mentén. Mivel {n;} tetszoleges

volt, ezért (3.5) teljestil {n} mentén. o

A 3.4 Tétel bizonyitasa. A tétel igazolasa ugyanugy torténik, mint a 3.2 Tétel bizo-

nyitasa, csak itt most a 3.2 Lemmat kell felhasznalni. ]
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4.% Eloszlasok farokindexének becslése

Ebben a fejezetben tegyiik fel, hogy az alapeloszlésra érvényes a (3.4) osszefuggés va-
lamely [ a co-nél lasst valtozasi fiiggvényre és ¢ > 0 szamra. Mint azt lattuk ez ekvivalens

azzal, hogy a megfelel6 Q) kvantilisfuggvény eloall a
(4.1) Q(l-s)=s"°L(s), 0<s<1,

alakban, ahol L(.) egy lasstu véltozasu fliggvény a 0-ndl. Feltesszitk még azt is, hogy
Q egy pozitiv valdszinuségi valtozd kvantilisfuggvénye. Adott ¢ > 0 paraméter mellett
eloszlasoknak ezt az osztalyat R.-vel fogjuk jeloljni, a @ € R, relacioval pedig arra fogunk
utalni, hogy @ valamely R.-beli eloszlas kvantilisfiggvénye.

Bizonyos esetekben az alapeloszlasrél valamivel tobbet fogunk feltenni, mint (4.1)-
ben. Ez a sziikebb eloszlasosztaly a kovetkezoképpen szarmaztathato. A lassi valtozasa
figgvényekre vonatkozd reprezentaciotétel miatt (1d. pl. Seneta [18]) @ € R, ekvivalens
azzal, hogy

(4.2) Q1 = s) = s~%a(s) exp {/1 @du} L 0<s<l,

valamely a(s) és b(s) fuggvényekre, melyekre lsiﬁ)l a(s) = ap valamely 0 < ap < oo szamra
és lsiﬁr)l b(s) = 0 (v6. még Csbrgd, Mason [7]). R jelolje R.-nek azt a részosztalyat, melybe
azok az eloszldsok tartoznak, melyek (4.2)-beli eléallitasaban szerepld a(s) figgvény kons-
tans a 0-nak valamely jobboldali kornyezetében.

A 3. fejezet 3.3 és 3.4 Tételeinek felhasznalasaval aszimptotikusan normalis becsléseket

adunk az R, osztaly c paraméterére. A mar létezé becslések koziil az egyik legnevezetesebb

a Hill-féle becsés (Hill [12], 1975):

k
1 n
(43) E i§=1 log Xn+l—i,n - log Xn—kn,n)

ahol X; , <--- < X, » szokasosan egy F eloszlasfiiggvénnyel biré n elemt mintahoz tarto-
z6 rendezett statisztikdk sorozatat jeloli. Tobbek kozott Davis és Resnick (1984), Csorgé

és Mason (1984) foglalkoztak a Hill-féle becslés aszimptotikus normalitdsdval. Mi belatjuk,
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hogy a (4.3)-beli becslés altaldnosithaté linedris kombinacidkra is. Ezek az dltalanositott
becslések a kovetkezok lesznek:

kn

1
(4.4) csll) = dpnt1-inlog Xnti—in —logXpn_i, n illetve
T i=k+1

kn k,

(2) _ 1 . Xl dati—ipn

(4.5) S Z dnt1-inlog Xnt1—in — k log Xp—k, n-
n i "

Egy masik, altalunk bevezetett becslés intermedialis statisztikakon alapul:

(4.6)
Cng) =
1 [(a+m)kn] [(b+m)kn]
K(a b m)k Z dn+l—i,n log X"+1—i," - Z €nt+1—i,n log Xn+1—i,n )
3y Yy n [akn]+1 [bkn]+1

ahol 0 < m, 0 < a < b rogzitett konstansok, 0 < K(a,b,m) = aloga — blogb + (b +
m)log(b+ m) — (a + m)log(a + m). A fenti statisztikakat az aldbbi silyokra képezziik:
i/n B i/n _
i = n/ Li(s)ds, ein= n/ Ly(s)ds
(i—1)/n (i—1)/n
ahol az L, és L, fiiggvények kielégitik az L feltételben leirtakat és lim L;(1 —s) =

sl0

lljl:l(f)l Ly(1 — s) = 1. Sziikségiink lesz még az

kn/n pkn /n
a2 =ad? K = / / (u A v —uv)dK;(u)dK; (v),
1 1

k) = ol By = = [ WA — duos u B ().

k+1)/n
[ash-m)kqlfn i
(1)(a a+m)= / Ji(s)H(s)ds ésa
[akn]/n
[(b+m)kn]/n .
B (b, b+m) = / J2(s)H (s)ds
[bkn]/n

sorozatokra, ahol J,-gs) =Li(l-s5),0<s<1,i=12 H(s) = —logQ(1 —s-),0 <
s < 1,és Kq(t) = / J1(s)dH(s),0 < t < 1. A becslésekre kimondott tételekhez most is

1/2
szikségunk lesz néhany technikai lemmara.
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4.1 LEMMA. Legyen k, egy (1.1)-beli sorozat és tegyiik fel, hogy a = 0. Ekkor
(4.7) an = gk, ~ (ka/n)?U(ka/n), n— oo,
valamely [(.) a 0-nal lassu valtozasu fiiggvényre.

Bizonyitas. A 3.2 Lemmdbdl kovetkezik, hogy K; € A(0). Csorg6, Haeusler és Mason

[5]-ben a 2.11 Lemma igazolasakor belatta, hogy a, ~ ok, (0, k,/n). Igy ugyancsak az
[5]-beli 2.10 Lemmadbdl kovetkezik (4.7). ]

4.2 LEMMA. ( De Haan [11], Cor 1.2.1 1) Ha R(.) egy reguléris véltozasu fliggvény a

0-ndl valamely véges p index szerint, akkor

lim log R(s) .
slo logs

4.3 LEMMA. (Seneta [18], 18.0ldal) Ha [(.) lasst valtozasu fiiggvény a 0-nal, akkor

minden p > 0 szamra lim s”I(s) = 0 és lim s~ %(s) = oo.
8]0 s]0

Az alabbi segédtétel a [7]-beli Fact 1-1 és az ugyancsak [7]-beli Lemma 3 -1 kovetkez-

ménye.

4.4 LEMMA. @ € R. pontosan akkor teljestil valamely ¢ > 0 szamra, ha

o WA
lslﬁ)l s/, ud(—log Q(1 —u)) =c.
4.5 LEMMA. Legyen
1 /1
cx (o) =5 [ (1= wd=Ki(1 =),
1

Ha Q € R}, akkor ].iﬁ)lC}(l(S) =1
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (4.2)-ben a(s) = ag valamely (0,6) intervallumon. Igy
ha 0 < t < §, akkor

K1 (t) = K1 (8) + /; J1(s)d(— log(s~°ag exp {/1 %‘)du}))

=K1(6)+/6 Jl(s)d(clogs—k/: b(“)du):1<1(5)+/6 ”—Tls(i)(cw(s))ds.

u
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Tehat

, N O - g e I _
lsllr(r)chl(s) —181?.};/0 ud]\l(u)——lalﬁ)l; i Ji(u)(e+ b(u))du = c.

4.6 LEMMA. (Lo [13], Lemma 6) Ha K; € A(0), akkor

lim 0'%(1 (0’ S) .

= 1.
s10 2sck (s)

4.1 TETEL. Legyen k > 0 egy egész szam és k, pozitiv egészek egy sorozata, melyre
kn — oo, kp/n— 0 és logn/k, — 0, amint n — co.

Tegytk fel, hogy

" kn/n

(4.8) lim — |J1(s) — 1|log sds = 0.

(i) Ha Q € R., akkor

kn

nl/2a,

(cﬁj) —c+ M,) —-p N(0,1), n — oo,

és
ks
nl/2aq,

(cg) —c+ R,) —p N(0,1), n— oo,

ahol M, = c+log Xn—k, ,n — pin(k)/kn = 0p(1), n — o0, és

Rn:C+

k
= dn —-i,n

1
5 n—kn,n — Eﬂn(k) = 0,(1), n — oo.

(ii) Ha @ € R, akkor

k}/z(cgl) —c+ M,) —p N(O,2c2), n — oo,
és
k2P — ¢+ Ry) —»p N(0,2¢%), n— .
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4.1 Megjegyzés. (4.8)-bdl kovetkezik, hogy

kn/n
(4.9) lim E”—/ |71(s) — 1|dslog(kn/n) = 0.
n Jo

n—oo

4.2 TETEL. Legyen k, pozitiv szimoknak egy sorozata, melyre k, — 00, kp/n — 0,
logn/k, — 0, n — oo. Tegytik fel, hogy

o latmkal/n
(4.10) lim — |J1(s) — 1|logsds =0
n—oo kn [akn]/n
és
n TOFmk/n
(4.11) lim — |J2(s) — 1]|logsds = 0.

n—oo kn [bkn]/n

Ha Q € R., akkor

a+m b+m
k2K (a,b,m)(c®) —c+ Qn) —p c (/ Mdz —/ mdm) , M — 00,
' a b

T T

ahol

1
P PN SN ) | _ (2) _
Qn c an(a, b, m) (un (a,a+m) Hn (b,b‘{'m)) 0(1), n — oo,

W (z) szokdasosan a standard Wiener-folyamatot jeloli.

4.2 Megjegyzés. A (4.8),(4.10) és (4.11) feltételeknek eleget tesznek pl. a Ji(s) =
s+ 1, a>0; Ji(s) =coss és a Ji(s) = (e* —1)/s fuggvények.

4.3 Megjegyzés. A 4.2 Tételbeli hatarérték valdszintiségi valtozé normaélis eloszldst 0

vérhaté értékkel és c?02(a, b,m) szérasnényzettel, ahol
o?(a, b,m) =2(min(b, a + m) — a) + (a + min(b, a + m))log(a/ min(b, a + m))
+ 2(b + m — max(b, a + m))
+ (max(b,a + m) + b 4+ m) log(max(b,a + m)/(b+ m))

+ 2(a — min(b, a + m))log((b + m)/ max(b, a + m)).

A 4.1 Tétel bizonyitasa. Eloszor a tétel (1) részét igazoljuk. A ¢ ¢s a P

statisztikdkra vonatkozo &llitdsokat parhuzamosan igazoljuk. Legyen C, = 1 illetve
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kn
Cr = Z dn+1-i,n/kn annak megfeleléen, hogy a ¢ illetve a &2 becsléssel foglalko-
i=k+1
zunk. Legyen tovabba

1
En=c+Crlog X,k n— k_#"(k) és

k
1 n
™ i=k+1 dnt1-inl0g Xnt1-in — Cnlog Xn—k, n,

azaz vy, lehet Cszl) és cﬁf) is a C), sorozat megvalasztasatol figgéen. A 3.3 Tételbol kovet-
kezik, hogy
1 < k
nil2a. ( Y dng1-inlog Xng1-in — un(k)> =—2"_(yo —c+ E,) —p N(0,1),

1/2
i=k+1 n'/2an
amint n — oo. Belatjuk, hogy E, = 0,(1), n — oo.

n

kn/n
En=c+Crlog X, g, n— k_/ J1(s)log Q(1 — s—)ds
n Jo

(k+1)/n dn—k,n
+ ki/o J1(s)log Q(1 — s—)ds — L - log Q(1 — (1/n)-).

A 4.2 Lemma felhasznaldsaval kapjuk, hogy minden elég nagy n-re

(k+1)/n
" < l2c/ |log s|ds
ke Jo

(k+1)/n
k_/ J1(s)log Q(1 — s—)ds
n Jo

k
:2cki (k+1— +1logk+1>=o(1), n — oo.

(4.12)

n n n

Hasonlé szamolassal ( lim d,—,, = 1 felhaszndldsdval) konnyen belathatd, hogy
n—oo

(4.13) lim dn—kin log Q(1 — (1/n)-) = 0.

n—oo  kn

Parcialis integralassal egyszertien adodik, hogy

n

n freln kn/n
(4.14) E/o log Q(1 — s—)ds =logQ(1 — (kn/n)—) — Z—/o sdlog Q(1 — s—),

n

tovabbd a 4.2 Lemma és (4.9) alkalmazdsaval konnyen latszik, hogy

(4.15) log Q(1 — (kn/n)—) = Crlog Q(1 — (kn/n)—) + o(1), n — co.
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Igy (4.8),(4.12),(4.13),(4.14) és (4.15) alapjan irhatjuk, hogy

-

kn/n X
n n—kn,n
Enzc—}-——/ sdlogQ(1 —s—)+ C,log - 4+ 0o(1), n — oo,
B Jo SHBIESD) QA= (k) o

ami a 4.4 Lemma felhasznalasaval

Xty n Q(1 — Uk, +1,n)
Q(1 — (kn/n)-) Q1 — (kn/n)—)

Figyelembe véve, hogy Uk, +1,n/(kn/n) = 1, n — oo, a 3.4 Lemma alkalmazdsdval az

= Oy log + 0(1) =p Crlog +0o(1), n — oo.

E, = 0p(1), n — oo, osszefliggéshez jutunk. Ezzel a tétel (i) részét bebizonyitottuk.

A tétel (i1) allitdasdnak igazoldsdhoz mindossze azt kell beldtnunk, hogy
(4.16) kY2 )(nY%a,) - 1/(2Y2%¢), n — .

Mint azt a 4.1 Lemma bizonyitasakor lattuk, a, ~ (0, k,/n), n — oco. Ezért a 3.2, 4.5 és

4.6 Lemmakbdl kovetkezik (4.16). m)

A 4.2 Tétel bizonyitasa. A 3.4 Tételbol kovetkezik, hogy

1 [(a+m)ka]
172 A+ Z dn+1—i,n 10g Xn+1—i,n - /,Ls,ll)(a, a+ m)
(4.17) k" O0(a, 0 +m, K) iz ok

a+m
—D / W($)d950,a,a+m(37),

amint n — oco. Vizsgéaljuk a A,(a,a + m, K;) sorozatot.

[(at+m)kal [(atm)kaT .
dH (s) +/ (J1(s) = 1)dH(s) =: TV 4+ TP,

An(a,a+m,Kp) = /
[akn,]/n

rakn] /n
A 3.4 Lemma felhasznalasaval kapjuk, hogy

M) = 1op @ = ([akal/n)=)

— log (a-ﬁm) = c¢(log(a +m) —loga), n — oo, és

]T,(lz)l < sup |J1(s) — 1|T,£1) — 0, n — oo.
s€([akn],[(a+m)k,])
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Tehat Ap(a,a+ m, K;) — c¢(log(a + m) — loga), n — oo. Igy (4.17)-bél kovetkezik, hogy

[(a+m)kn]
ngl)(aa a+m):= 172 Z dnt1-inlog Xny1—in — .ngl)(aa a+m)
kn i=[ak,]+1

a+m W
- c/ (x)dx, n — oo.
2 F

Hasonléan kapjuk, hogy

[-(b+m)kn1
‘9512)(1)’ b + m) = 1/2 Z en-}-l——i,n log Xn+1—i,n S }14512)(b, b —+ m)
kn i=[bk,]+1

b+m W(Z)

b X

—p C dz, n — oo.

A 3.4 Tétel bizonyitasabdl észreveheto, hogy az (51(11)((1, a+m), Sﬁf)(b, b+ m)) vektorval-

tozok sorozatara teljesiil az

a+m b+m
(57(11)(a7 a+ m)7 ng)(b, b+ m)) —D <C/ mdxa C/ md:B) y N — 00,
a b

T x

egyuttes konvergencia is. fgy
a+m b+m
SV(a,a+m)—SP(b,b+m)) —pc (/ W / de) ., n — 00,
a T b z

azZaz

a+m b+m
k,ll/2K(a, b,m)(cﬁf) —c+Qn)—pc (/ I/—V-(x—)diz — / mdm) , m — oo.
a b

T T

Tehat azt kell még belatni, hogy @, — 0, n — oo. A (4.10) feltételbdl és a 4.2 Lemmadbdl
egyszeruen kovetkezik, hogy

1
—u(a,a+m) =

1 ['(a—f-m)k,,]/n 1
—n/ log Q(1 — s=)ds + o(1) =: —i(a,a +m) + o(1), n — oo.
ko Jiak,1/m kn

Hasonldan

1
—uD (b, b+ m) =

1 [(b+m)kn]/n 1
En/fbk 1/ log Q(1 — s—)ds + o(1) =: 7{"/_‘53)(5, b+m)+o(1), n— oo.
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Elég tehat belatni, hogy
By = ki(ﬁ%”(a, a+m) - i (b,b+m)) =p cK(a,b,m), n — oo.

D, -t irjuk fel a kovetkezo alakba:

o latm)kal/n n (G+mE/n
Dy = k_/ log s™“ds — — log s™%ds

f[akn]/n n J[bkp]/n
n  [[atm)kal/n n  [[(+m)ka]/n
- —/ log L(s)ds — ——/ log L(s)ds
ky [akn]/n kn [bknl/n
=An + eq,

ahol L(.) a (4.1) eléallitdasban szereplo lasst valtozasu fliggvény. Egyszer(i szdmoldssal

kaphato, hogy

A = —o ( [(a+m)kn] | [ +T:n)kn] _ [(a+ m)ka]

kn kn
[ak,] [ak,]  [akn]
T Th 2T, T,
b mb [G+mk | [ mb)
Ky n ks
[bkn] .  [bkn]  [bkx]
4 B log - i .
A logn/k, — 0, n — oo feltevés miatt minden z > 0 szadmra
(4.18)
k — 3
[2k,] log [zkal _ | log [2kn]  [2kn] = 2kn log [zka] _ 2log [kn] o(1), 1 — oo,
kn n n kn n n
igy
[(a +m)kn] [bkx ] [(a +m)kn]
A, =~ log ———— 4+ blog ———— log 77—
e ((oton Myl o i o L ot
a+m a+m
c (a 0g — +blogb+m +mlogb+m ) +o(1), n — oo,

tehat lim A, = cK(a, b, m). Ezutan vizsgéljuk e,-t. (4.18)-hoz hasonld egyszerti szdmo-
lassal belathato6, hogy az integraldsi hatédrokban levé [.] jelek aszimptotikusan elhagyhatdk,
azaz

- (a+m)kn/n - (b+m)kn/n
By, = 7:/ log L(s)ds — —/ log L(s)ds p + o(1) =: &, + o(1),

ak,/n n Jbk,/n
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amint n — oo. Ilgy elég belatni, hogy €, — 0, n — oco. Mivel

B n [latm)kn/n L(s)
S0 = T o T
on (o )

ezért a lassu valtozasu fiiggvényekre érvényes (1.22’) Osszefiiggés miatt minden € > 0

ds,

szamra
- (a+m)kn/n
. & ™ log(1 + €)ds = mlog(1l + €)
n Jak,/n

minden elég nagy n-re. Hasonléan beldthatd, hogy —e, < mlog(l + €), ha n elég nagy.

Tehat |e,| < mlog(l + ¢€), amibdl &, — 0, n — oo, kovetkezik. m]

4.1 KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy k, = [nf] valamely 0 < 8 < 1 szémra. Ha
Q € R. és (4.8) teljestl, akkor CSE) —p c és cs,z) —p c, N — 0O.

Bizonyitas. A 4.1 Tétel (i) része alapjan mindossze azt kell belatni, hogy
(4.19). kn/(n'?a,) — 00, n — .

A 4.1 Lemma miatt k,/(n'/%a,) ~ k,ll/zl(kn/n) valamely [(.) a 0-nal lassu valtozasu fligg-
vényre, amibél a 3.4 Lemma felhasznalasival kapjuk, hogy k./(n!/%a,) ~ nf/2|(nf~1) =
(nP~1)B/(2(B=1)](nA=1). Ebbdl a 4.3 Lemma alkalmazdsaval kovetkezik (4.19). ]

4.2 KOVETKEZMENY. Legyen k, pozitiv egészbél 4llé sorozat, melyre k, — oo,
kn/n — 0 éslogn/k, — 0, amint n — co. Ha Q € R} és (4.8) teljesiil, akkor e —p cés
(2)

Cn’ —7p C, N — 0O.

Bizonyitas. Az allitas a 4.1 Tétel (i1) része alapjan nyilvanvald. O

4.3 KOVETKEZMENY. Tegyuk fel, hogy k, pozitiv szamoknak egy olyan sorozata,
melyre k, — oo, kn/n — 0 éslogn/k, — 0, amint n — co. Ha Q € R, és (4.10) és (4.11)
teljestilnek, akkor cﬁf’) —p Cc, N — 0O.

Bizonyitas. A 4.2 Tétel alapjan az allitas nyilvanvalé. 0
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