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Bevezetés

rendezett mintaelemek, melyek egy n elemű X\,..., XnLegyenek X\iH < • • • < X 

mintához tartoznak. Tegyük fel, hogy kn pozitív egész számokból álló sorozat, melyre 

1 < kn < n, kn —* oo, kn/n —> a, amint n —> oo valamely 0 < a < 1 számra. Legyen 

továbbá к > 0 rögzített egész szám, / egy valós függvény és legyenek diiTl, 1 < i < n,

n,n

konstansok. Szükséges és elegendő feltételeket adunk arra, hogy a

— / . ^n+l-z,n/(^n+l-í',n)
П *■—'

Tn(k,kn)
t=fc+i

sorozatnak megfelelő centralizáció és normalizáció megválasztása mellett létezzen nemelfa­

jult határeloszlása, ezenfelül leírjuk a lehetséges határérték valószínűségi változókat. Ezzel 

a feladattal foglalkozik a jelen disszertáció első fejezete. A problémát Csörgő S., Haeusler 

és Mason [5]-ben teljesen megoldották a

1

Ai
n '

Tn(k,kn) := n+l — i,n
i=k+l

súlyok nélküli összegekre. (A továbbiakban Csörgő S. helyett mindig a rövidebb Csörgő 

megnevezést használjuk, mely sohasem fogja rövidíteni e tudomány másik aktív művelője, 

Csörgő Miklós nevét.)

A fentihez hasonló vizsgálatok eredete a klasszikus centrális határeloszlás problémákig 

nyúlik vissza, melyek a Tn(0, n) statisztikák aszimptotikus viselkedésének leírására irányul­

tak. Az ilyen kutatásokat motiváló gyakorlati indíttatások széles köre közismert. Az első 

idevonatkozó átfogó tanulmányt Gnyegyenko és Kolmogorov [10] könyve képezi, 

karakterisztikus függvények klasszikus módszerét alkalmazva, P.Levy, Hincsin, Feller, Do- 

eblin és saját maguk valamint tanítványaik és követőik korábbi munkáira alapozva, utat 

nyitottak az ilyenfajta kutatások művelői számára. Azóta sok évtized eltelte után egy új 

módszer alkalmazása bontakozott ki, melyet Csörgő, Haeusler és Mason [4]-ben dolgozott 

ki, és amelyet később Csörgő részletesebben kimunkált [2]-ben. Ugyancsak ezt a módszert 

használják a [3] és [5] dolgozatokban határeloszlástételek bizonyítására. Csörgő, Haeusler 

és Mason észrevették, hogy az empirikus folyamatra vonatkozó aszimptotikus eredmények

Ők a
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is hatékonyan alkalmazhatók ilyen problémák megválaszolásában, sőt ez a módszer jelle­

génél fogva megvilágítja a határeloszlástételek valószínűségi természetét is, míg mindez a 

karakterisztikus függvényekkel történő Fourier-analitikus megközelítésről nem mondható 

el. [4]-ben Csörgő, Haeusler és Mason megmutatta, hogy a határeloszlás elmélet klasszikus 

eredményei új módszerük segítségével is megteremthetők, sőt azok több vonatkozásban 

felül is múlhatok. Ezzel a módszerrel, melyet a továbbiakban kvantilismódszernek neve­

zünk, [4]-ben leírták a Tn(k,n — m) összegek (k,m> 0 egészek) aszimptotikus viselkedését. 

Később [3]-bana Tn(kn,n — mn) statisztikákat kezdték vizsgálni, melyekben az mn sorozat 

ugyanolyan feltételeknek tesz eleget, mint kn. Ezt a problémát [6] motiválta, amelyben 

Csörgő, Horváth és Mason azt vizsgálták, hogy a T„(0, n) összegek mely részei eredménye­

zik az egész összeg normális vagy 2-nél kisebb kitevőjű stabilis határeloszlását.

Természetesen a Tn(k,kn) összegek vizsgálata ([5]) sem pusztán teoretikusan moti­

vált. Bizonyos statisztikai vizsgálatokhoz (pl. egy eloszlás farokindexének becsléséhez; 

ld. 4. fejezetünket) a rendezett minta felső része elégséges információt szolgáltat, míg a 

minta többi része ehhez képest jelentéktelen információtöbblettel bír és néha nem is áll a 

statisztikus rendelkezésére.

Szintén nem új keletű probléma a valószínűségelméletben és a statisztikában rendezett 

mintaelemek lineáris kombinációinak vizsgálata. Gyakran az ilyen súlyozott statisztikák 

optimálisabb tulajdonságokkal rendelkeznek, mint az eredeti összegek (pl. szórás, aszimp­

totikus szórás, ... stb. szempontjából). Az első lineáris kombinációkra megfogalmazott 

általános tételek Chernoff, Gastwirth és Johns ([1]) nevéhez fűződnek.

Mi a lineáris kombinációkra azt a technikát fogjuk alkalmazni, melyet Mason és Sho- 

rack [14] és [16]-ban kidolgozott a Tn(fc,n —m) és a Tn(kn,n — mn) statisztikákra. Ők a di>n 

súlyokat egy kellőképpen sima reguláris változású függvény integrálásával állították elő. Ez 

a módszer egyfajta technikai kiterjesztése a [4]-ben alkalmazott kvantilismódszernek. A 

hiányzó láncszem, a Tn(k, kn) típusú lineáris kombinációk vizsgálata erre a disszertációra 

vár, mely tehát szintén a kvantilismódszeren alapul és ötvözi az [5] ill. a [14] és [16]-ban 

kidolgozott technikai elemeket.

Egy másik fajta rendezett statisztikákon alapuló extrémális összeg a Tn([afcn], [bfcn]) 

alakban írható fel, ahol 0 < a < b rögzített számok, kn most pozitív számokból álló sorozat,
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melyre kn —* oo, &n/n —► 0 teljesül amint n —» oo, [\"| a felső egészrész függvény: [x] = 

min{n : n egész, x < n) minden valós x-re. Ezeket a statisztikákat Csörgő és Mason [8]- 

ban vezette be, melyeket a továbbiakban intermediális összegeknek fogunk nevezni. Csörgő 

és Mason leírta az intermediális összegek aszimptotikus viselkedését, mi a 2. fejezetben 

hasonló tételeket fogalmazunk meg a Tn( \akn], \bkn~\) intermediális lineáris kombinációkra.

A 3. fejezetben külön megfogalmazzuk tételeinket arra az esetre, amikor az alapelosz­

lás valamely extrémális eloszlás vonzástartományában van. Erre azért fordítunk kitüntetett 

figyelmet, mert az ilyen eloszlások vizsgálata manapság népszerű téma az elméleti statisz­

tikában. A népszerűség oka természetesen az ilyen eloszlások statisztikai fontossága. (Nem 

véletlen, hogy az extrémumelmélet egyik hagyományos bástyája Hollandia, ahol a védőgá­

tak tervezésekor jelentős szerepet játszik a tengerszint tetőzésének statisztikai analízise.) 

A fontosság matematikai oldala az a tény, hogy ilyen eloszlások mellett nemcsak részso­

rozatok mentén, hanem a természetes számok teljes sorozatán nyerhetők határeloszlások. 

Csörgő, Haeusler és Mason által [5]-ben az eredeti Tn(k,kn) összegekre ebben az esetben 

nyert tételeknek az az alapvető elméleti jelentősége, hogy hidat képeznek két klasszikus és 

klasszikusan szeparált elmélet között, nevezetesen az extrémumelmélet és az összeg-elmélet 

között, méghozzá egy olyan új, egyöntetű módszerrel, amely mindkét klasszikus elméletet 

egyaránt kiadja. A statisztikai alkalmazhatóság vagy motiváltság mellett tehát elméleti 

szempontból sem közömbös, hogy ezeket az eredményeket ki tudjuk terjeszteni lineáris 

kombinációkra. Ezzel együtt előkészítjük a 4. fejezetben tárgyalt farokindex becslésekre 

vonatkozó statisztikai tételeinket is.
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l.§ Extrémális értékek lineáris kombinációinak határeloszlásai

Legyenek X, Ad, X2,... független és azonos eloszlású valószínűségi változók közös 

jobbról folytonos F eloszlásfüggvénnyel. Feltesszük, hogy X nemelfajult valószínűségi 

változó. Jelölje Xljn < • • • < ХП)П az X\,... ,Xn mintához tartozó rendezett statisztikák 

sorozatát. Arra a kérdésre adunk választ, hogy milyen feltételek mellett létezik nemelfajult 

határeloszlása alkalmas centralizáció és normalizáció mellett a

•j^ kn
~ / V ^n+l-Í,n/(-Jfn+l—i,n)
П z'

Tn = Tn(k) :=(1.0)
i — к -j-1

sorozatnak, ahol к > 0 egész, kn pozitív egészek egy olyan sorozata, melyre

(1.1)

0,ha n —► oo; vagy kn — [na] valamely 0 < a < 1 számra1 < kn < n,kn —* oo, és kn/n

([.] egészrészt jelöl), / egy ismert Borel-mérhetö függvény, d{n adott konstansok. Ha (1.1)- 

ben kn-re az első feltétel teljesül, akkor arra az a = 0 relációval fogunk hivatkozni. Ha U a 

(0,1) intervallumon egyenletes eloszlású valószínűségi változó, akkor a Q(U) valószínűségi 

változó eloszlásfüggvénye F, ahol

Q(s) = inf{x : F(x) > s}, 0 < s < 1, Q(0) = Q(0+).(1-10

/
az F eloszlásfüggvény inverze, az úgynevezett kvantilisfüggvény. így feltehetjük, hogy

(1.2) n+1 — Í,nh{Un + \ — i,n )
i=k+l

ahol h(.) — f(Q(.)) és UiiTl < ■ < Un,n rendezett minta, mely egy a (0,l)-en egyenletes

eloszlású n elemű mintához tartozik.

Az (1.2)-beli h{.) függvény és с^)П súlyok tetszőleges megválasztása mellett a prob­

léma megoldása reménytelennek tűnik, azonban lineáris kombinációk egy speciálisabb (de 

még mindig elég tág) osztályára szükséges és elegendő feltételeket lehet adni nemelfa­

jult határeloszlás létezésére, és mint azt látni fogjuk lehetséges a határérték valószínűségi
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így mi lineáris

kombinációknak csak azzal az osztályával foglalkozunk, melyet az alábbi H, D és L felté­

telek határoznak meg, és amelyhez hasonlót Mason és Shorack [16]-ban (és előttük sokan 

mások) már alkalmazott a teljes összegek határeloszlásának vizsgálatakor.

változók alkalmas reprezentáció segítségével történő egyszerű leírása is.

H feltétel:

h nemcsökkenő és balról folytonos függvény a (0,1) intervallumon.

D feltétel:
i / nn I

függvényre, mely eleget tesz a következő feltételnek.

L{t)dt, 1 < i < n, valamely L > 0, a (0,1) intervallumon folytonosdítn —

L feltétel:

a) Valamely p > 0 esetén L Lipschitz tulajdonságú az [1 — a — /х, 1 — á] interval­

lumon minden olyan (5-ra, melyre 0 < 6 < a + /x, azaz létezik egy olyan M = 

állandó, hogy \L(xi) — Х(хг)| < M\x\ — x2| tetszőleges xi,x2 € [1 — a — /х, 1 — <S] 

számokra..

b) Létezik olyan —oo < p < oo konstans, hogy L( 1 — t) — tpl(t) a (0,1) in­

tervallumon valamely /(.) a 0-nál lassú változású függvényre, továbbá az / függvény 

deriválható valamely (0,<Ü) intervallumon és J'(t) = 1 Z(í)e(í), ahol e(.) egy folytonos

függvény és e(t) —> 0, ha t —» 0.

c) L > 0 цн majdnem mindenütt az [1 — a — /х, 1) intervallumon, ahol ^ jelöli 

a h által generált Lebesque-Stieltjes mértéket.

d) На к = 0 (l.O)-ban, akkor tegyük fel, hogy p > —1 és minden M > 1 esetén

f (/(u/n) - l(y/n))up ^

Ку/п)ур
/

0, n —► oo.sup
1 /M<y<M J

Mint az látható, L feltételünk és Mason és Shorack feltételei közötti különbség lényegé­

ben annyi, hogy a mi feltételeink nem a teljes (0,1) intervallumra vonatkoznak, hanem 

annak csak egy részére, továbbá mi а к = 0 esetre is kiterjesztjük a lineáris kombináci­

ók vizsgálatát. Megjegyezzük azt is, hogy az a) és b) feltételeknek szinte kivétel nélkül
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eleget tesz minden olyan lassú változású függvény, mely elemi függvényekkel kifejezhető, 

azaz amelyek az alkalmazásokban a leggyakrabban előfordulnak, ilyenek pl. a ta( 1 — t)b, a 

(log; t~l )a(logj(l függvények, ahol log; jelöli az г-szer iterált természetes alapú lo-

és minden ilyen függvény szorzataként előálló függvény, 

valamint a normális eloszlásfüggvények inverze is ilyen tulajdonságú. A d) feltételnek 

p > — 1 esetén eleget tesz minden olyan / függvény melynek véges pozitív határértéke 

létezik a 0-nál.

garitmus függvényt, i — 1,2,.. • 4

Mielőtt megfogalmazzuk tételeinket, bevezetünk még néhány jelölést. A továbbiakban 

ha egy balról folytonos függvény szerint integrálunk, akkor / alatt mindig
Ja Ju

Legyen J(s) = L( 1 — s), 0 < s < 1, g(t) = —h( 1 — t—), 0 < t < 1,

-t értünk.
[a,6)

i/n
J J(s)dg(s)=L K{t) =Ct,n — dn-\-\ — i,n 0 < t < 1,

(i-l)/n(1.2')

a2(s,t) = &k(s, t) = (u Au — uv)dK(u)dK(v), 0 < s < t < 1,

gfelelnek a hjahol и A v = min(it,u). Megjegyezzük, hogy a g{.) és a Jl(.) függvények me 

feltétel előírásainak. Szükségünk lesz még a

kn/n 1П I J(u)g(u)du - Ck+i,ng ( -p,n(k) = Pn(k,g) := -
(fc+l)/n

természetes centralizáló és az

' (т(1/п,кп/п) , ha <r(l/n, kn/n) > 0,
ön — &n,K —

, különben,

természetes normalizáló sorozatokra. Legyen a továbbiakban bn = a(l/n,kn/n), továbbá 

legyen 8n egy olyan pozitív számokból álló sorozat, melyre nón < n és n6n 

A következő két függvénysorozat fontos szerephez jut majd a határeloszlás létezésére ki­

mondott szükséges és elegendő feltételek megfogalmazásakor:

1

0, ha n —> oo.

^/2{у(^+1Ц(1)-^(^)}
, fc1/2hci----- ™

]Л гY < ® < V
k1'2

n!/2a„
-фп(х) = грп,к(х) = (-T) , ha —oo < x <

fci/2
-y- < a: < oo

2

*■ (Я , ha

7



és
К(у/п)-К{\/п) , ha 0 < у < n — п8п,

, ha n — n8n < у < oo.

A továbbiakban {n} jelöli a természetes számok sorozatát, {ni} illetve {n2} annak egy 

részsorozatát, ni ill. n2 pedig azokból egy-egy indexet fog jelölni. A szükséges és elegendő 

feltételek, melyeket a фп és a p>n sorozatoknak ki kell majd elégíteni a következők lesznek:

n1/2aTl4>n{y) = 4>п,к(у) = К (\—6n) — K( \ / n)
n1/2a„

Tegyük fel, hogy létezik egy {ni} C {n} részsorozat, úgy, hogy valamely Ani pozitív 

sorozatra és az (l.l)-ben megadott {kni} sorozatra az alábbiak teljesülnek:

(FI) létezik egy nemcsökkenő, balról folytonos, az egész számegyenesen definiált ф 

függvény, mely szükségképpen eleget tesz a ф(0) < 0 és a ?/>(0+) > 0 feltételeknek, továbbá

1/2?V ani
Vn^x) = фП1(х) —> ф(х), amint ni —> oo,

A-m

minden olyan x-re, amely folytonossági helye ф-nek.

(F2) létezik egy nemcsökkenő, balról folytonos, a (0, oo)-n definiált (p függvény, mely 

szükségképpen eleget tesz a <p(l) < 0 és a <p(l + ) ^ 0 feltételeknek, továbbá

1/2
^Т1\

íé,n1(y) -» P>(y), amint ni -> oo,
A-n i

minden olyan y-ra, amely folytonossági helye cp-nek. 

(F3) létezik egy olyan 0 < a < oo konstans, hogy

n\ bni/Ani a, amint ni —> oo.

Ennyi előkészület után megfogalmazhatjuk fő tételeinket.

1.1 TÉTEL. Ha teljesülnek az (F1),(F2) és (F3) feltételek valamely {ni} C {n} részso­

rozat mentén, akkor létezik olyan {n2} C {^1} részsorozat és pozitív egészeknek olyan Z„2 

sorozata mely kielégíti a az ln2 —> oo, ln2/kn2 

vagy teljesül а а(/П2/п2, кП2/п2) > 0 egyenlőtlenség minden n2-re, mely esetben valamely 

0<6<aés0<r<(l — a:)1/2 számokra

oo, továbbá0 feltételeket, amint n2

1 /2n2 cr(lnJn2,kn2/n2)/An2 6,(1.3)
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кт»2/п21 - knJn2 лл;,

Jtn2/n2

vagy сг(1П2/п2,кП2/п2) = 0 minden n2-re, amikor is előírjuk, hogy b = r = 0 legyen. 

Mindkét esetben

= (f)1/2
^Tl 2

s<fjr(s) amint n2 —у оо,г,^n2 v{ln2/n2, кП2/п2)

2
1

^ ] ^n2+l— г,п2/(АГп2 + 1 — i,n2) Pn2(^) > 2> Ук(ч>,Ф,Ъ,г,а),(1.4)
^n2

i=fc+l

amint n2 —> oo, ahol —»£> eloszlásban való konvergenciát jelöl,

f
J-Z{r,a) s:j bk+i

hp(N(t), t)d<p(t)Vk{<p,i/>, b,r,a) := + ip{x)dx —

fc+i■S’t+i lJJk+1
(hp(k,t) - hp(k + M))d<p(t)/ip(fc, t)d<p(t) —

- ¥>(l)(Mfc> !) - + !» !)),

J updu/yp = (yp+! _ xp+1)/((p + l)yp) ,ha рф~\
hp{x,y) =

y\og(y/x) ,ha p = — 1.

A Vk(<p, Ф, b, r, a) valószínűségi változóban szereplő második integrál egy Riemann improp- 

rius integrál, mely az alábbi (1.6) összefüggés miatt egy valószínűséggel létezik, Z(r,a) — 

—rZi+(l — a — r2)1//2Z2, a Z\ és Z2 valószínűségi változók függetlenek és standard normális 

eloszlásúak, N(t), 0 <t< oo, egy standard Poisson-folyamat, mely független (Zj, Z2)-től. 

A <p és ф határértékfüggvények szükségképpen kielégítik a

(1.5) ф(х) > —ar/( 1 — a), — OO < X < oo ,

és а

ЛОО

J O(y) - <f(°°))2dy < oo(1.6) <p(y) < a, 0 < у < oo,

feltételeket minden e > 0 számra. Ezen felül, ha а > 0 és ip = 0, akkor b = a (1.4)-ben, 

ha pedig а = 0, akkor cp(y) = 0 minden у > 1 értékre.

A következő tétel szerint az 1.1 Tétel feltételei optimálisak.
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1.2 TÉTEL. Tegyük fel, hogy к > 0 (1.2)-ben. Ha létezik egy {ni} C {n} részsorozat 

úgy, hogy valamely Ani > 0 és Cni számsorozatokra

к-1 лп

7- E
U=k+1

П1 + 1 —i,ni—i,ni ) C'nj > H,(1.7)

ahol У egy nemelfajult valószínűségi változó, akkor létezik olyan {n2} C {пх} sorozat, 

hogy az (F1),(F2) és (F3) feltételek teljesülnek {n2} mentén az (1.7)-beli An2 sorozatra 

valamely ф és ip függvényekkel és 0 < a < oo konstanssal. A ip és ф függvények kielégítik az 

(1.5) és (1.6) feltételeket. А V valószínűségi változóra érvényes а V =x> Vjt(<^) Ф-, b, r, a) + c 

eloszlásban való egyenlőség valamely 0<b< a, 0<r<(l — a)1/2 és —oo < c < oo 

konstansokra. Ezen felül <p jé 0, ф ^ 0 és b > 0 közül valamelyik teljesül.

A tételek bizonyításait azon a speciális valószínűségi mezőn végezzük el, melyet a 

[3],[4],[5] és [16] dolgozatok használnak és amelyet Csörgő Miklós, Csörgő Sándor, Horváth 

és Mason{í^j-ben konstruáltak eredetileg. Ha Gn(t) jelöli az U 

kákhoz tartozó empirikus eloszlásfüggvényt, akkor ezen a valószínűségi mezőn létezik olyan 

{Bn(í), 0 < t < 1; n > 1} Brown-híd sorozat, melyre

statiszti-i,n E • • • < U71,П

|n>/2(G„(í) - s) - S„M|/(s(l - s))1'2-’' = 0r(n-’)(1.8) A„(u) := sup
n~1<S<1—n-1

minden 0 < v < 1/4 számra, továbbá felírható az

SiEX+--- + T, ____
Yi + • • • + Fn+i ‘S’n+i

Ui,n =

alakban, ahol Yi,Y2,... független 1 várható értékű exponenciális eloszlású valószínűségi

változók. Az általánosság megszorítása nélkül hozott (1.2) megállapodás a továbbiakban 

tehát ezekkel az UitTl változókkal értendő.

Vizsgáljuk először az
n(Tn(k) - ^n(k))

Sn(k) -

10
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sorozatot. A fentiek, speciálisan az (1.2’)-beli jelölések alapján

I fc„ k„/n
~7 j ci,n.g(Uitn) — n /

I i=k+2 7
J(s)g(s)dsSn(k) =v -

(fc+l)/n(1.8.1)

= : —Qn(k + 1? fen) -Rn-

Ha 0 < m < r egész számok, akkor igaz, hogy
r/n

'У ^ Ci,ng(Uitn) n I J($)g(s)ds

i=m+l ,m/n

Qn(m,r) = ^~ 

лп

m/n Gn(t)r/n G*(<)

J(s)dsdg(t) —— 
A.n

n
J(s)dsdg(t)(1,8.2)

An
t/m,n m/nm/n

r/n Gn(0
П

J(s)dsdg(t) =: 0„(m, r) + an(m) - an(r),

Gr,n r/n

ahol
(fc + l)/n ,ha 0 < t < Uk+i,n,

,ha Uk+itn < t < U 

,ha Hn>n < t < 1

(vö. Mason és Shorack [16], (3.23)). így ha к + 1 < mn < ln < kn tetszőleges egész

G„(í)Gn« - n,n?

1 — 1/n

számok, akkor 

Qn(k + 1, kn) + Rn =

= {an(fc + 1) + 0n{k + l,mn) + Яп) + 0n{mn, ln) + {#„(/„, fc„) - an(fc„)}

=: AÍ1}K) + A^K, ln) + Aí,3)(/„, kn).

1.1 LEMMA. Tegyük fel, hogy teljesülnek az (F2) és (F3) feltételek valamely {nj} C

{n} részsorozat mentén. Ekkor léteznek olyan pozitív számokból álló mni és lni sorozatok 

úgy, hogy 1 < mni < lni < kni és mni (X>tkni/lni * oo,^n 1 Ki

í hp(N(t),t)dtp(t) + í 
J Sk +1 J fc+l

—> oo

Л!1,1«™.,) hp(k,t)d(f(t)v VífoO :=
fc+il (hp(k,t) - hp(k + l,t))cfy?(í)

+ !) - Mfc + !))>
+
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és A^(mni,/ni) —0 amint ni —> oo, ahol —>-p sztochasztikus konvergenciát jelöl. Ezen­

felül ha ip = 0, akkor {lni} megválasztható úgy, hogy

nJ/2(r(l/ni,/ni/ni)/Ani -» 0.

Bizonyítás. Vizsgáljuk először az an(k + 1) + 0n{k + l,m„) és a A„ (m,/) mennyi­

ségek aszimptotikus viselkedését. Tegyük fel, hogy m és l folytonossági helyei t^-nek és 

к -f 1 < m < /. Megjegyezzük, hogy Mason-Shorack [16] (3.61) ill. (3.62) összefüggéseinek 

bizonyítása nem igényel mást, mint az ottani Фоп(-) sorozat gyenge konvergenciáját és a 

lináris kombinációkra szabott korlátozó feltevéseket. így ha Фц„ helyébe <^n-et írunk, akkor 

az ottani gondolatmenet szó szerinti megismétlésével kapjuk, hogy

-л-р í hp(k+ l,t)dip(t) + í hp(N(t) V (k + l),t)chp(t)
J k-hl ''Sk + i

v í hp(N(t) V (k + l),t)dip(t),
J m

otni(k + 1) + вП1(к + 1 ,m)

és

AÍ?K 0

amint ni oo. Mason és Shorack [16]-ban belátta, hogy ha (1.6) teljesül, akkor az

r OO

J Sk+i
hp(N(t),t)dip(t)

valószínűségi változó jóldefiniált. így ha alkalmazzuk Csörgő, Haeusler és Mason [4] 1. 

Tételének igazolásakor felhasznált diagonális eljárást, kapjuk, hogy valamely 1 < mni < 

oo,/ni/mni —* oo,kni/lni —> oo, sorozatokra^ni 5: kniiTlT.n1

(k + 1) + вП1(к + l,mni) —>-p í hp(k + l,t)d<p(t) + í hp(N(t),t)d(p(t)
J fc+1 J sk+1

&П1

és

A^(mRl,íni) —>-p 0

amint ni oo.

12



Ezek után vizsgáljuk az Rn mennyiség aszimptotikus viselkedését. Egyszerű számolás 

mutatja, hogy
(k+l)/n Uk + l,n— / 

■A-n Jк
J(s)ds í dg(t)Rn =

k/n 1 /n

1 rn~s—^J_ / "+1 /
-^n J1 Jk

J(s/n) dsdK (t / n)
J(t/n)

/ (/. J(s/n)J(s/n) L ds d<p*n(t).ds —
fc+i J(</n)J(t/n)

Mason és Shorack ([16], (3.6) összefüggés) szerint tetszőleges kicsi б > 0 számhoz létezik

egy M > 0 elegendően nagy szám úgy, hogy

P(l/(Mn) < Di,» < • • ■ < Cl+1,„ < M/n) > 1 - e(1.9)

teljesüljön minden n-re. Legyen A”É az (1.9)-ben szereplő esemény, l”e jelölje a hozzá 

tartozó indikátorváltozót. Ekkor felhasználva Mason és Shorack [16] 3.1 Lemmáját illetve 

к — 0 esetén az L feltétel d) részét majd Csörgő, Haeusler és Mason [4] 2.1 Lemmáját (ez 

utóbbit a ipn és az Uk+\,n sorozatokra), kapjuk, hogy n — mentén

1neRn — (hp(k,i) - hp(k + M))<fy>n(*) + op(l)

5*; + l
(hp(k,t) - /i,(fc + l,í))^n(0 + Ы1)

Sit + i
= C ((hp(k,t) - hp(k + l,í)) - (hp(k, 1) - hp{k + 1,1))) dip*n(t)

+ 4>n(Sk+i)(hp{k, 1) - hp(k + 1,1)) +op(l)

Sk + i
=1». ((hp(k,t) - hp(k + l,í)) - (hp(k, 1) - hp(k + 1,1))) dip(t)

+ <f(Sk+i)(hp(k, 1) - hp(k + 1,1)) +op(l)

Sk+i

-H=1” (hp(k,t) - hp(k + 1 ,í))) difit)

+ 4>0)(hp{k, 1) - hp(k + 1,1)) +0,(1).
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Mivel (1.9)-ben e > 0 tetszőlegesen kicsire választható, ezért a fentiekből következik, hogy

Sk+1/
(hp(k,t) - hp{k + l,í))) dip(t) 

+ <p(l)(hp(k, 1) - hp(k + 1,1))

-Rni -*v

amint Ti\ —у oo. így a lemma első állítását igazoltuk. A második állítás Csörgő, Haeusler 

és Mason [5] 2.6 Lemmájából következik. □

1.2 LEMMA. Legyen kn valamely (l.l)-nek eleget tevő sorozat és tegyük fel, hogy az 

(FI) és (F3) feltételek teljesülnek valamely {ni} C {n} részsorozat mentén. Ha lni egy 

olyan sorozat, melyre 0 < lUl < ni, lUl —> oo és kni/lnx —> oo amint ni —> oo, akkor létezik 

olyan {n3} C {ni} részsorozat, hogy (1.3) teljesül valamely 0 < b < a, 0 < r < (1 — a)1/2 

számokkal és

f
J-Z(r,a)

A %(L„kn,)(1.10) v У3(Ф, b, r, «):=:-{ bZ-í + tp(x)dx

amint n3 —> oo, ahol Z(r, a) = —rZ\ + (1 — a — r2)1/2Z2.

Bizonyítás. Vizsgáljuk először az <xn(kn) sorozatot. Legyen

íUk-n
Jkn/n n An

Sn(kn) = n(Gn(u) -

Az а = 0 esetre Mason és Shorack [14]-ben az 1.3 Tétel igazolásakor belátta, hogy

(1.11) Ön(fcn) = 6n(kn)(l + Op(l)) + Op(l),

amint n —> 00. Mivel ennek igazolása triviális módon kiterjeszthető a 0 < а < 1 esetre is 

így könnyen belátható, hogy (1.11) igaz minden 0 < а < 1 számra.

1.1 Megjegyzés. Az (1.11) egyenlőség akármilyen An pozitív sorozatra fennáll, továb­

bá annak igazolásához nem kellett feltennünk, hogy a ip*ni illetve а sorozat gyengén 

konvergál, ahhoz elég csupán (1.1) teljesülése.

Ezután vizsgáljuk a Qn(ln,kn) sorozatot. Két esetet különböztetünk meg.
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1. Eset: Létezik egy {n2} C {ni} részsorozat, hogy сг(/П2/п2, кП2/п2) > 0 minden n2 

{n2}-beli számra. Legyen ^ = a(ln/n, kn/n). Ekkor

c;2(t)k„2/n2
1/2, t(l)n2 bn2 bn2 
•d-n 2 ^«2

/ /

, ln2/n2 t

=: Яп2@п2(1п2, kn2),Qn2(Jn2i kn2) — J(s)ds
b{1)uTl2

ahol
n1/2fe 5(1)
'*2 ^П2 иП2

-dn2 bn2

Az Z„2 sorozat tulajdonságai miatt létezik olyan {пз} C {n2} részsorozat, hogy valamely 

0 < b < a számra

Яп2 —

(1.12) Qn3 * b,

amint n3 —» oo. A dn\ln, A:n) sorozat vizsgálatát Mason és Shorack [14] 1.3 Tételének 

bizonyításában leírtakhoz hasonlóan végezzük el. így haí/*(í) = n1//2(G* (í) — í) és Un{t) — 

n}/2(Gn{t) — t), akkor

fcn/n fc„/n
= - / 

Jlr

dK f
e~A

,,, „ ,A!í Г

( " "V Л
dKК-un)Bn
b{Uunln/n ln/n

kn/n(1.12') dg(t)í b(1)2

valamely min(í, G* (í)) < í* < max(Z,G*(í)) számra n = n2 mentén. Nyilvánvalóan Z„2 

standard normális eloszlású valószínűségi változó minden n2-re, továbbá (1.8) miatt igaz, 

hogy

rkn/n
/ «l-<))1/2
Jln/n

-V dK(t)1-1 /nl7„1|<ll(W„-ß„)/U(l-fl)1/2",'ll <1 /п 6(1)un

(II-II a szuprémum normát jelöli, I az identikus leképezés)

k„/n udK(t)< Opt”-") /
Jl.

tl/2 < 0p(n~I')0((ln/n)~'') = op(l),
6(1)N/n
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(ez utóbbi egyenlőtlenséghez felhasználtuk Csörgő, Haeusler és Mason [5] 2.2 Lemmáját) 

ha 0 < v < 1/4, amint n = n2 

Lemmája segítségével kapjuk, hogy

oo. Mivel ||G* — Gn||o < (k + 1 )/n, ezért most [5] 2.1

rkn/n
/ (& + l)n_1/2

J ln/n

к + 1 (lJny/\K(kn/n) - tf(/n/n))ri/v -0(C1/2)=o(l)1Тп2 I <
b{1) l1/2un 6(1)un

amint n = П2 —■> oo. А -упз mennyiség vizsgálatához vezessük be az alábbi eseményeket:

En = {Uk+i,n < ln/п}, É'n — {UnjU > kn/n], E£ = {Gn(kn/n) < a + ц/2},

' Gn(t) < t/X 

^ tX

Gn(t) > 1 - (1 -t)/X , ha 0<f <1 és

. Gn(<) > 1 - (1 -<)A , ha 0 <t<U

, ha 0 < t < 1 és 

, ha Ui>n <t < 1 és
Éne ,

n,n

ahol 6>0és0<A<l később specifikált kicsi számok, [jl pedig az L feltétel a) ré­

szében szereplő konstans. Legyenek ln,l”,l£ és lne rendre a fenti eseményekhez tartozó 

indikátorváltozók. Ekkor Mason és Shorack [14] (4.35) összefüggéséhez hasonlóan kapjuk,

hogy

kn/n dg(t)L:= l„l’’1£1„<|7.>з| < "~1/2 (W„(())2MA«.7(í)(í(l -í))“1(1.13)
bwunln/n

valamely M\t konstansra. Megjegyezzük, hogy az (1.13) egyenlőtlenséghez kell leginkább 

felhasználni az L feltétel a) és b) pontjait. így

kn/n

ent ;— E(^7пб) Sí Xd\€
Ji.

dl< = °(C1/2) = -(1)n"1/2
b{1)unln/n

oo. A Markov-egyenlőtlenség felhasználásával adódik, hogy minden e1 > 0amint n = П2 

esetén
/Р(|7пз| > e) < P(En) + P(K) + P(E£) + P(Ene) + en€/e

= П2-ге. Mivel lim (P{En) + P(E”n) + P(En)) = 0, továbbá Mason és Shorack
n—►OO

minden n

([16], (3.4) összefüggés) szerint az Ent eseményben szereplő 0 < A < 1 konstans minden
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б > 0 számhoz megválasztható olyan kicsire, hogy P(Ent) >1 — 6 teljesüljön minden 

n > 1 egész számra, így a fentiekből következik, hogy |7„3| = op(l), ha n = n2 —» oo. Az 

eddigieket összefoglalva kapjuk, hogy

0^(1П2-,кП2) = Zn, + Op (1),(1.14) oo.n2

1.2 Megjegyzés. (1.14) igazolásához szintén nem kellett feltenni, hogy а с^>* és а ф* 

sorozatok gyengén konvergálnak, elég volt csupán az, hogy az ln és kn sorozatok a megfelelő 

tulajdonságokkal bírjanak és hogy b> 0 teljesüljön.

Innentől (1.10) igazolása ugyanúgy fejezhető be, mint Csörgő, Haeusler és Mason [5] 

2.4 Lemmájának a bizonyítása, hiszen (1.11) és (1.14) ugyanazt a reprezentációt biztosítja 

számunkra, mint amelyet ők használtak.

2. Eset: Létezik egy olyan N > 0 szám, hogy minden щ > N esetén cr(lni/ni, kni/n\) 

= 0. Ekkor К(1П1/щ) — K(kni/ni) = 0, ha na > N. Ezért most

kn/n dg(t)L-n-1'2e£\ln,kn) = “
<u b(1)unln/n

/
n — ni mentén, ha пг elég nagy. így (1.13)-hoz hasonlóan kapjuk, hogy

rkn/n dn(t)/ (un(t))2MXejm( i-or^^o
Jln/П 6n

:= lnl”l£lne|0£l)(/n,Jbn)| < n_1/2T ne

n — mentén. így E(/yn f) = 0 minden elég nagy ni-re, amiből az előző esethez hason­

lóan kapjuk, hogy 6^(1 oo. Mivel (1.11) megint érvényes,kni) = op( 1), amint ni 

ezért (1.10) most a b = 0 választással lesz igaz. Ezzel a lemmát teljesen bebizonyítottuk.□

ni 5

Az 1.1 Tétel bizonyítása.

Válasszuk meg az {mni} és {/ni} sorozatokat az 1.1 Lemmának megfelelően. így az 

1.1 és 1.2 Lemmák miatt létezik olyan {П2} C {«1} részsorozat, hogy teljesül (1.3) és

AnV(m«2) ~*v Ví(v), &n2(m ln2)-^v 0, és A^(ln2,kn2) У3(ф,Ь,г,а)
П 2 )
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oo. Mivel lni/mni —> oo, ezért Rossberg [17] 4. Lemmájából következik, 

kn2) sorozatok aszimptotikusan függetlenek. így a fenti

amint П2 

hogy а Ап}(тП2) és a An2(l
П2 1

konvergencia álhtásokból (1.4) egyszerűen adódik, hiszen

Vk{^Pi Ф, b,r,a) = -Vi(y) - V3(ip,b,r,a).

A tétel többi állítása Csörgő, Haeusler és Mason [5] 1. Tételéből következik. □

1.3 LEMMA. Legyen к > 0 egész szám. Az 1.1 Tételbeli 14(tp,x/>,b,r, a) valószínűségi 

változó akkor és csak akkor elfajult, ha ф = 0, ip = 0 és b — 0.

Bizonyítás. Először belátjuk, hogy a V\ (ip) valószínűségi változó akkor és csak akkor 

elfajult, ha ip = 0. Az elegendőségi rész nyilvánvaló. A fordított irányú állítás igazolása a 

következőképpen lehetséges. Tegyük fel, hogy ip ф 0 valamely [А, В] (0 < A < 1 < В < oo) 

intervallumon és mégis V\ (y>) elfajult valószínűségi változó. Ekkor a

Sk+i= Í hp(N{t),t)dip{t) + í 

J S k+ i J к1
(1.14') Wk : hp(k, t)d<p(t)

valószínűségi változó is elfajult. A Poisson-folyamat tulajdonságai miatt majdnem minden 

x > 0 számra

P(Wk(x) <z) = P(Wk < z|5fc+I = *), — oo < z < oo,

ahol
лоо

J X

x) + к + 1, s)dip(s) + í hp(k,t)dip(t),
Jk+i

amiből következik, hogy Wk(x) szintén elfajult valószínűségi változó. Legyen x egy olyan 

szám, melyre 0 < x < А/2 teljesül. Vegyünk az N(t) Poisson-folyamatnak egy olyan nj(í) 

mintafüggvényét, melyre az

Wk(x) = hp(N(s

/ hp(üi(s - x) + к -f 1, s)dip(s) + / hp(k,t)dip(t) 
J x Jк+1

/i(x)

kifejezésben szereplő improprius integrál létezik (az 1.1 Tétel alapján egy valószínűség­

gel ilyen mintafüggvényekhez jutunk). Legyenek sg és s'B az ni mintafüggvénynek olyan
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ugráshelyei, melyekre s'B > sb > В teljesül. Tekintsünk N(t)-nek egy másik n2(t) minta­

függvényét is, melyre teljesülnek az alábbiak:

1) n2(t) > na(t), ha 0 < t < oo,

2) h2(t) > ni(í), ha Aj2 <t<B,

3) n2(t) = üi(í), ha s'B <t < oo.

Mivel p ф 0 az [A, 5] intervallumon és a hp(u, v) függvény u-nak szigorú monoton csökkenő 

függvénye, ezért

[ hp(n2(s — x) + k + l,s)d<p(s) + í hp(k, t)dip(t). 
Jx Jk+1

Ii(x) > I2(x) :=

Mivel teljesülnek még a

0 < P(N(t) > n2(t))-, 0 < t < s'B\N(u) — n2(u); и > s'B) 

< P(Wk(x) < I2(x)\N(u) = n2(u); и > s'B)

és a
0 < P(N(t) < ni(í)); 0 < t < s'B\N(u) = n!(u); и > s'B)

< P(Wk(x) > h(x)\N(u) = n2(u); u > s'B)

egyenlőtlenségek is, ezért Wk(x) nem lehet elfajult valószínűségi változó, ami ellentmondás. 

Tehát beláttuk, hogy ha p ф 0, akkor Wk nemelfajult valószínűségi változó.

Csörgő, Haeusler és Mason [5]-ben bebizonyította, hogy V3(xf>,b,r,a) akkor és csak 

akkor elfajult, ha ф = 0 és b — 0. Mivel V\ és V3 függetlenek és Vk(<p, Vb b, r, a) = 

— V\(<~p) — V3(xpib,r,<y), ezért Vjkakkor és csak akkor elfajult, ha és

V3(ip, b, r, a) elfajult, ami igazolja a lemma állítását. □

Az 1.2 Tétel bizonyítása. Három esetet különböztetünk meg.

1. Eset: Minden elég nagy ni-re bni > 0, továbbá

limsup |'0n1(^)| < 00, ha — 00 < x < 00 és
ni —►OO

limsup \pni(y)\ < 00 ha у > 0.
ni —►OO
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Ekkor a Helly-Bray -féle kiválasztási tétel miatt létezik olyan {n2} C {ni} részsorozat, 

hogy а фП2 és (pn2 sorozatok gyengén konvergálnak valamely ф és Tp függvényekhez, amint 

n2 —* oo, ahol а ф és Tp függvények rendelkeznek az (FI) ill. (F3) feltételekben а ф-те ill. 

(f-re megfogalmazott örökletes tulajdonságokkal. így az 1.1 Tétel miatt létezik egy olyan 

{n3} C {n2 }, részsorozat, hogy

fcr»3
1

dn3+i-i,n3h(Un3+i-i,n3) - fins(^) V := Vjfc(y?, V», 6, U a),1/2
n3 °n3 i=fc+l

amint n3 —> oo, valamely 0 < 6 < 1, 0 < r < (1 — a)1/2 konstansokra. Ugyancsak az 1.1 

Tételből kapjuk, hogy ha</> = 0, akkor 6=1, így az 1.3 Lemma miatt V nemelfajult. Ebből 

a típusok konvergencia tétele (Gnyegyenko-Kolmogorov [10], 42.oldal) alapján következik, 

hogy teljesül az (F3) feltétel valamely a > 0 számra. Tehát (FI) és (F2) is teljesül a 

ф = аф és a íp — aTp határértékfüggvényekkel, továbbá V =x> Ук(<р,ф,аЬ,г,а) + c, ahol 

c = lim ((*Пз(к) — Спз)/Ап . Az 1.3 Lemma ismételt alkalmazásával kapjuk, hogy <p ф 0,
n3-*oo

ф ф 0 és 6 > 0 közül valamelyik teljesül.

2. Eset: Létezik olyan {n2} C {^1} részsorozat, hogy 6„2 > 0 minden n2-re és az 

alábbi (1.15) és (1.16) feltételek közül valamelyik teljesül:

(1.15)

(1.16)

lim |^6n (z)| = oo valamely — oo < x < oo számra illetve
n2 —►OO

lim |</?n2(y)l = 00 valamely 0 < у < oo számra.
П 2 —► OO

Csörgő, Haeusler és Mason [5]-ben a 2. Tételük igazolásakor belátták, hogy

limsup |^„(ж)| < (1 — a) 1//2, ha x < 0 ,
П—►OO

es

limsupipn(y) <1, ha 1 < у < oo
TI—* OO

így feltehető, hogy x>0és0<y<l (1.15) ill. (1.16)-ban. Felhasználva a Qn(m,r)
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mennyiségre (1.8.2)-ben már alkalmazott dekompozíciót kapjuk, hogy

к n1 'У ^ d-n+l -i,n,h(Un-\-l — г,n) ^ —Z*

ku/n g;(í) fcn/n g;(<)
dg(t)

Sn'/'>an П
dg(t)n J J J(s)d J(s)ds

nl/2an
и к n , n kn/n(k+l)/n t

(fc+i)/n g;(<)
áff(í)" / / fl№+l,n) “ ^cfc+l ,nJ(s)ds+ n1/2an n1/2an

Uk+i,n (fc+l)/n

=: -Í.tl+l.y+üf'-í1.
Ezekről a mennyiségekről be fogjuk látni az alábbiakat.

(i) вП2(к + l,fc„2) = 0,(1), n2 —> oo,

(ii) és kielégítik a

lim liminf < M} > 0, г = 1,2,
M—*00 n 2—>oo 2

feltételeket

(iii) fdV és jRn2^ aszimptotikusan függetlenek.

Először (i)-t fogjuk igazolni. Hasonló átalakításokat alkalmazva mint (1.12’)-ben, 

kapjuk, hogy

kn/n kn/n kn/ndK _ Г 
fln J( (Un-Bn)-í

an J (

dK9n{k + 1, kn) = -
On(fc+l)/n (fc+l)/n (fc-f l)/n

kn/n

(u:(t)yj\en)^p
an11 —1/2 

-П '
2 (fc+l)/n

= : TnZn + 7nl + 7n2 + 7n3

n — n2 mentén, ahol 0 < r„2 := <x((fc + l)/n2, &П2/п2)/аП2 < 1 és Zn2 standard normális 

valószínűségi változó minden n2-re. Hasonló egyenlőtlenségeket felhasználva a 7„i>7n2 

és 7n3 valószínűségi változókra, mint amilyeneket az 1.2 Lemma igazolásakor 7ni,7n2 és
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7пз-га már alkalmaztunk, kapjuk, hogy 7nl = 0P{l),7n2 = 0P{ 1) és 7n3 = 0P( 1), amint 

n = n2 —► oo. Ezzel (i)-t bebizonyítottuk.

Most igazoljuk (ii)-t. Jelöljenek a továbbiakbam M, M',M” ... stb. alkalmas pozitív 

konstansokat. Mivel |i2^| <|nn2(k + 1)| + |Ä„2| (most az (1.8.1) és (1.8.2)-beli Rn2 és 

an2(k -f 1) mennyiségek definíciójában természetszerűleg An2 helyén п\^2аП2 szerepel), 

ezért lehet an2(k + l)-et és RU2-1 külön vizsgálni. Definiáljuk a Cn = {(k + l)/n <Uk+i,n < 

(k + 2)/n] eseményt, melyre lim P(Cn) =P(k + 1 < Sk+i < к + 2) > 0 teljesül. Nyilván
n—► oo

a Cn eseményen
tA+l.n (fc+l)/n

" / / J(s)ds\an(k + 1)| = - 0
n1/2an

(k+l)/n (k+l)/n

es
(fc+2)/n(fc+l)/n ! rk+2 ,k +1

n Jfc
J(s/n) dK{i/n) 

ds
dg(t)" / /

|Я„|< J(s)ds
nl!2ann1/2a J(t/n)

1/n fc/nг dK(t/n)
(|M*: + l,.)-MMIIÍ+2 + l)< <

n1/2an

(itt felhasználtuk Mason és Shorack [16] 3.1 Lemmáját)

K(kn/n)-K(l/n))
< M'с M

n}!2an

-re. Ezután vizsgáljuk RÜ^-t. Az 1.1(2)ha n = n2 elég nagy. A fentiekből következik (ii) 

Megjegyzés miatt

(Lie-)
Р^Г = ^n(^n)(l + 0,(1)) + °p(l) : —

íuhn’n

Jkn/n

K(u)
n

n(Gn(u) - (1 + 0,(1)) + o,(l).
n1/2an

Csörgő, Haeusler és Mason [5]-ben belátta, hogy

lim liminf P{|án2(k„2)| < M) > 0,
M—►OO П2—-oo

amiből (1.16’) miatt következik (ii) R^-^ is- Végül (iii) ismét könnyen következik Ross- 

berg [17] 4. Lemmájából.
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Csörgő, Haeusler és Mason [3] '2 Af.Lemmájának bizonyításakor felhasznált gondolat- 

menet alkalmazásával (i),(ii) és (iii)-ből kapjuk, hogy

ruj2an2R^/(n\/2a„2 V A„2) = Op( 1),(1.17) i — 1,2,amint ri2 —> oo,

ahol iVy = max(x,y). Ebből, figyelembe véve (1.16’)-t, az г = 1 eset azt eredményezi,

hogy

tuJ2аП26П2(кП2)/(n^2ön2 V An2) = Op(l),(1.18) amint ri2 —> oo.

Be fogjuk látni az alábbiakat:

n1̂ 2 ап2/АП2 = 0(1.19) lim
n2—>oo

(1.20)

(1.21)

limsup |0* (x)| < oo, ha — oo < x < oo és
TI 2—►OO

limsup |</?*2(y)| < oo, ha 0 < у < oo.
n2—►OO

Csörgő, Haeusler és Mason [5]-ben bebizonyította, hogy (1.15)-ből és (1.18)-ból következik 

(1.19) és (1.20). Mi belátjuk, hogy (1.16) és (1.17)-ből következik (1-19) és (1.21). Legyen 

0 < с < 1 tetszőleges szám. A Dcn = {£4+1 ,n < c/n} eseményen

n1 /2 an\R^ \

п1/2ап V An
, (k+i)/n g;(í)

rAl2an V An 1 " / /

Uk + i,n (k+l)/n

nx'2a ágit)
J(s)ds

n1/2an

l/n (fc+l)/n
dy(í)/ /(1.22) J(s)ds+ n

n1/2a„
Uk + l,n

rd^CLn
~ v}!2an V An

fc/n
1 /n (fc+l)/n

dy(f)
J(s)ds

nx!2an
c/n k/n

k+1rd I2 a J((/c + l)/n) dK(t/n) 
J(t/n)

J(u/n)
n1/2an V A nx/2anJ((k + l)/n)
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Alkalmazva Mason és Shorack [16] 3.1 Lemmáját, majd a lassú változású függvények elmé­

letéből jól ismert eredményt (De Haan [11]), miszerint tetszőleges l, a 0-nál lassú változású 

függvényre és tetszőleges 0 < a < b számokra

l(rt) 
(1.22') lim sup ■

*10 a<r<b 4D
= 0,

kapjuk, hogy az (1.22)-beli legutolsó kifejezés

nx^2an
— nl/2an V An 4

n}/2an
— n1/2a„ V An

n}/2 an
~ n1/2an V An

1 J((k + l)/n) dK(t/n)\кр(к,к + 1)[
n1/2anJ(t/n)

(k + l)\pdK(t/n)
M

nll2ant
m}l2an,K(1 /n)-K(c/n) 

nxl2an
>

n1/2an V An

Ebből azon tény, hogy lim P(Dcn) = P(Sk+1 < c) > 0, valamint (1.16) és (1.17) felhasz-
n—►OO

nálásával egyszerűen következik (1.19) és (1.21). így valamely {n3} C {n2} részsorozat 

mentén teljesülnek az (F1),(F2) és (F3) feltételek valamely ф és ip határértékfüggvényekkel 

és az a = 0 limesszel, amiből az 1.1 Tétel felhasználásával kapjuk, hogy

fcn3
1 ^ ] ^пз+i— 1,п3й(17Пз-|_1_^Пз) /ln3{k) > >v lT(<p, ф, 0, r, a),.

An 3 i=fc+l

anint n3 —> 00. A típusok konvergenciatételéből következik, hogy a c — 

—СПз)/АПз határérték létezik, 

fejezhető be.

lim (^na(fc)-
П3—► OO

Innentől a tétel bizonyítása az előző esethez hasonlóan

3. Eset: Létezik olyan {n2} C {n3} részsorozat, hogy ЬП2 = a(l/n2, кП2/п2) — 0 

minden n2-re. Felhasználva az L feltétel C) részét, kapjuk, hogy a(s, t) — 0 akkor és csak
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/
akkor teljesül, ha g(s) = g(t). így (1.8.2)-t felhasználva

fcn1
'У y dn+1 — i,n h(Un+l — i,n) Hn(k') >  X>

An

kn/n G*(í)
J(s)dsdjA

An
- n

Uk„,n kn/n

(*+i)/n g;(í)

n I / Jí's'>ds~^! 9(Ut+i,n) - 9 Ack+l,n+
An

Uk + i,n (k+l)/n

=: + ^i2)
n — n2 mentén. Legyen Dn = {1/n < £4ni„ < &n/n}. A .D„2 eseményen = 0, ezért

lim liminf Р{|£^| < M} > 0,
М—юо n2—*oo 2

hiszen, mint azt Csörgő, Haeusler és Mason [5]-ben belátta, lim P(Dn) = 1/2. Most
n—+ oo

vizsgáljuk E^-t. Legyen Dn = {(к + 1 )/n < £4+i,n < (k + 2)/n). A L>n2 eseményen 

= 0, ha n2 elég nagy, amiből lim P(Dn) = -P(fc + 1 < Sfc+i < A: + 2) > 0 miatt kö­

vetkezik, hogy
n—+oo

lim liminf P{|i7^| < M} > 0.
M—»oo n2—*oo 2

A fentiekből az előző esethez hasonlóan kapjuk, hogy PnV — Op(l) és = Op(l),

n2 —* oo. Az 1.1 megjegyzésből megint következik, hogy

^ = *»(*n)(l + 0,(1)) + 0,(1),

így 6П2(кП2) = Op(l), n2 —» oo, is teljesül. Csörgő, Haeusler és Mason [5]-ben igazolta, 

hogy az
' , ,1/2 

fcri2 , , "'712fín2(x,t) := < — U kn2-[xklJ2],n2+ t
П2 n2

eseményen
[xk\J2]

Фп3(*) — Ön2(kn2),7,1/2
Kn2
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továbbá lim P(í2„2(x,í)) > 0, ha 0 < x < t. Ebből kapjuk, hogy minden t > 0 esetén
712—

limsup |?/>*2(t)| < °°- * — 0) akkor
712 —► OO

kj'2 )}<^WÍM(i)l = o,l^aWI = An

ha n2 elég nagy. Tehát beláttuk, hogy (1.20) teljesül. Hasonló érvényes - re is, hiszen

az előző esetben alkalmazott átalakításokat megismételve kapjuk, hogy a PCTl2 = {C4,n2 

c/n2} eseményen Op(l) = || > M|</?*2(c)| minden 0 < с < 1 számra. Ha c > 1, akkor

K(c/n2) - K(l/n2) < K(knJn2) - K(l/n2) _QK2(c)| = An2 -d-n2

ha n2 elég nagy. A fentiekből látszik, hogy (1.21) is igaz. így létezik olyan {n3} C {«2} 

részsorozat, hogy az (F1),(F2) és (F3) feltételek teljesülnek valamely ф és tp határérték­

függvényekkel és az a = 0 limesszel. Innentől a tétel igazolása a szokásos módon fejezhető 

be és mivel az összes esetet megvizsgáltuk, ezzel az 1.2 Tételt teljesen bebizonyítottuk. □

Ezután rátérünk az 1.1 és 1.2 Tételek egy fontos következményének tárgyalására, mely 

megmondja, hogy mikor lesz az (1.2)-beli statisztikáknak normális határeloszlása. Ehhez 

szükségünk lesz egy további segédtételre.

1.4 LEMMA. Vegyünk tetszőleges 0 < b < 00, 0<o<lés0<r< (1 —a)1/2 számo­

kat. Tegyük fel, hogy a íp és ф függvények eleget tesznek az (FI) és (F2)-beli monotonitási 

és folytonossági feltételeknek és teljesülnek rájuk az (1.5) és (1.6) összefüggések. Legyen 

к > 0 egész szám. Ekkor a 14 (tp, ф, 6, r, a) valószínűségi változó akkor és csak akkor nemel­

fajult normális, ha ip = 0, ф = 0 és b > 0. Ebben az esetben Vjt(<p, Ф, b, r, a) ÍV(0, 62).

Bizonyítás. Az elegendőségi rész nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy 14(</Ь ф, b, r, a) nemel­

fajult normális valószínűségi változó. Mason és Shorack [l]-ben belátta, hogy az

Sk+1[ hp(N(t),t)d<p(t)+ í
J S к +1 J к У1

hp(k + 1 ,t)dip(t)
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valószínűségi változó sohasem lehet valódi normális, ha к > 0. 

változtatásokkal megismételve belátható, hogy az (1.14’) összefüggésbenben szereplő W* 

valószínűségi változó sem lehet semmilyen к > 0 egész számra valódi normális. (Ennek 

igazolása elég hosszadalmas és aprólékos, ezért a részletektől itt eltekintünk.) így mivel 

Vk(<f, ip, b, r, a) = — V\(f) — V3(^, b, r, a) és V\ (f) és V3(%p, b, r, a) függetlenek, ezért Cramér 

tétele miatt Vi(f) elfajult normális, V3(г/^, b, r, a) pedig nemelfajult normális valószínűségi 

változó. Ebből az 1.3 Lemma, valamint Csörgő, Haeusler és Mason [3] 1. Prepozíciójának 

felhasználásával következik, hogy f = 0, ф = 0 és b > 0. A második állítás nyilvánvaló. □

Ezt a bizonyítást kis

1.1 KÖVETKEZMÉNY. Legyen {ni} pozitív egészek egy tetszőleges sorozata és к > 0 

egész szám. Akkor és csak akkor léteznek olyan A*ni > 0 és CUl sorozatok, hogy

к
1 У , ^ni + l—i,ni/(-Vni-|-I_,!ni )(1.23) —5vv Z,A*Л"1

i=k+i

ni —> 00, valamely Z valódi normális valószínűségi változóra, ha az (FI) és (F2) feltételek

0 határértékfüggvényekkel,1 /2 /teljesülnek az Ani = nx ani sorozattal és a ip = 0, f = 

mely esetben (1.23) baloldala az = n'J2ani és a Cni = fni sorozatokkal eloszlásban 

konvergál egy Z standard normális valószínűségi változóhoz.

Bizonyítás. Először az elegendőséget igazoljuk. Legyen {n2} C {«1} egy tetszőleges

részsorozat. Ekkor az (F1),(F2) és (F3) feltételek teljesülnek {n2} mentén az An2 = 

П2/2а„2, (f = 0, ip = 0 és az а = 1 relációk mellett. így az 1.1 Tételből kapjuk, hogy

kn3
1/2

nZ an3У ' dni-i-i-i!„1h(Un1+i-ijn1) Ип3(к) vN( 0,1).
X — 1

valamely {n3} C {n2} részsorozat mentén. így (1.23) teljesül {n3} mentén.

A fordított állítás igazolásához válasszunk ki tetszőleges {n2} C {ni} részsorozatot. 

Az 1.2 Tétel miatt létezik olyan {n3} C {«2} részsorozat, hogy az (F1),(F2) és (F3) 

feltételek teljesülnek {n3} mentén az АПз = А*з választással és valamely f és ip függ­

vényekkel, melyek kielégítik az (1.5) és (1.6) feltételeket egy 0 < а < oo konstanssal.
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Ezenfelül léteznek olyan 0 < b < a, 0 < r < (1 — n)1/2 és —oo < c < oo számok, melyekre 

Z =j> V(ip,ip,b,r,a) + c. így az 1.4 Lemma miatt = 0, ф = 0 és b > 0. Tehát a > 0, 

ami miatt az (FI) és (F2) feltételek teljesülnek {n3} mentén az АПз = nlJ2a 

Ф = 0 választások mellett. Ugyanez teljesül az {ni} részsorozat mentén is, hiszen {П2} 

tetszőleges részsorozat volt.

<p = 0 ésПз 1

□
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2.§ Intermediális statisztikák lineáris kombinációinak határeloszlásai

az (l.O)-beli rendezett mintaelemek. Csörgő és MasonLegyenek X\^n < • • • < X 

[8]-ban bevezette az alábbi intermediális összegeket:

n,n

[bkn 1
í„(a,b)= £ X

i= fafcn] +1
(2.1) n+l-:,ni

ahol [.] a felső egészrész függvény, kn pozitív számok egy sorozata, melyre 1 < kn < n, 

kn —» oo, kn/n —> 0, amint n oo, 0 < a < b rögzített számok. Ugyancsak [8]-ból ismere­

tes, hogy melyek az alkalmas centralizációval és normalizációval ellátott (2.1 )-beli összegek 

lehetséges határeloszlásai és milyen szükséges és elegendő feltételek adhatók nemelfajult 

határeloszlás létezésére. Mi az 1. fejezetben tárgyalt módszer segítségével az intermedi­

ális statisztikák H, D és L feltételeknek eleget tevő lineáris kombinációit vizsgáljuk, azaz 

[8]-hoz hasonlóan szükséges és elegendő feltételeket keresünk az

fb*»l
^ ] ^n+l — i,nf(X „4-1 _ jin)(2.2)

i= [afc„"| + 1

statisztikák határeloszlásának létezésére, ahol /(.) és d,in az előző fejezetben tárgyalt (1.0)- 

beli összetevők. Az 1. fejezetbeli jelöléseinket megtartva néhány üjat is bevezetünk. Le­

gyen
\bkn] \akn]

A n(a,b) = An(a,b,K) = K - К
n n

An(a,b) ,ha An(a, b) > 0,a;m) = | x

Pn(a,b) = gn(a,b,g) = -

,ha An(a, b) = 0,

n J J(s)g(s)ds.
J fafcnl/n

k]J2 A* (a, b) és Цп(а, b) a természetes centralizáló és normalizáló sorozatok lesznek. A

továbbiakban W(t), 0 < í, a standard Wiener-folyamatot jelöli. A

cA/2n— < x < 1-Л—
2 — — 2 ’

cA/2
, haA*n(a,b)

T)1Фп(с; x) = фп,к{с\х) = Фп (c; ha —oo < x <
, cfc1/2
ha ” < x < oo,*.(4*F)
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függvények с — a és с — b esetén az intermediális statisztikák aszimptotikus viselkedé­

sét szabályozzák. Megjegyezzük, hogy фп(с].) nemcsökkenő és balról folytonos függvény 

minden n-re. Szükségünk lesz még a

< x <— — fcn, ha
Aü(a.ft) kn

fafcnlФп{х) = фп,к(х) = { О , ha —oo < x < 

, ha
kn ’

(^r1) < X < oo,4>n *»

függvényre is, mely azonosan 0, ha An(a, b) = 0, ellenkező esetben (pn egy balról folytonos 

eloszlásfüggvény, melyre (pn(x) = 1, ha x > \bkn]/kn. Ennyi előkészület után megfo­

galmazhatjuk a (2.2) statisztikákra vonatkozó fő tételeinket. (1.2)-höz hasonlóan ismét 

feltehető a bizonyításokban, hogy

fbfcnl
^ ] dn+i-i,nh(Un+i-i'n).(2.3) In(a,b) =

i= fa/cnl + l

2.1 TÉTEL, (i) Tegyük fel, hogy létezik egy {ni} C {n} részsorozat és léteznek az 

egész számegyenesen értelmezett фа és фь nemcsökkenő és balról folytonos függvények,

melyekre ^>c(0+) > 0, фс(0) < 0 és

фП1(с-,х) —> фс(х), amint ni c = a, b,--- > OO

minden olyan z-re, mely folytonossági helye фс-пек. Ekkor létezik olyan {n2} C {ni} 

részsorozat és az egész számegyenesen értelmezett nemcsökkenő, balról folytonos cp függ­

vény, melyre <p(a) = 0, p(oo) = 0 vagy <p(b+) = 1, továbbá фП2(у) 4>{y), n2 ~► oo, 

minden olyan y-ra mely folytonossági helye </?-nek, és

ГЬ*»21
^ ' dn2+l-i,n2f(-^n2+l-i,n2) — Уп2(а1 b) ’ >v У(фа,<р,фЬ),

1=Га*г.21+1

1

kn2 An2(a,b)

amint n2 —> oo, ahol

-W(a) -W(b)
У(фа,<р,фъ) = /

Jo
í W (x)dip(x) — í 

J[a,b] Jo
фa(x)dx + фь(x)dx.
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Szükségképpen teljesülnek még а фа(х) < <р(а+) és a Фъ{х) > y?(b) — 1 relációk minden x 

valós számra, továbbá а У(фа,1р,фь) valószínűségi változó akkor és csak akkor elfajult, ha 

фа = фъ = 0 és с/? = 0 az [a, b] intervallumonn.

(ii) Tegyük fel, hogy létezik egy {пг} C {n} részsorozat és léteznek Bni > 0 konstan­

sok ügy, hogy valamely nemcsökkenő, balról folytonos a фс(0) < 0 és фс(0+) > 0, c = a, b, 

feltételeknek eleget tevő фа és фь függvényekre

A;tM)
фП1(с;х) —> фс(х), amint ni —* oo, с = a, 6,

*ni

minden olyan ж-ге, mely folytonossági helye фс-пек és Ani(a, b)/Bni 0, amint n\ —> oo.

Ekkor

1
^ ] ^«1+1 —i.ni/í-X'ni + l —i,ni) fJ-Tniüib) V У(фа,0,фь)к1/2 В *= fafcnj + l

oo. Szükségképpen teljesülnek még a фа{х) = 0, ж > 0 és a фь(х) = 0, 

ж < 0 relációk, ezenfelül a У(фа,0,фь) határérték valószínűségi változó akkor és csak 

akkor elfajult, ha фа = фъ = 0.

amint ni

A következő tétel azt fejezi ki, hogy a 2.1 Tételbeli feltételek nemcsak elegendőek, 

hanem szükségesek is az eloszlásban való konvergenciához.

2.2 TÉTEL. Tegyük fel, hogy létezik egy {ni} C {n} részsorozat és léteznek Ani > 0

és Cni sorozatok úgy, hogy

У у ^Tii + 1—i,ni/(ATni-f 1—;)П1 ) ~ Cnx
i'=rafcni1 + l

1
-n V*, amint ni —у oo,

Ani

valamely V* nemelfajult valószínűségi változóra. Ekkor létezik egy {П2} C {ni} részsoro­

zat és léteznek az egész számegyenesen értelmezett фа és фь nemcsökkenő, balról folytonos 

függvények, melyekre фс{0) < 0, фс(0+) > 0, és

^2д;,(а, ь)
фп2(с; ж) —> фс(х), amint П2 —► 00, с = а, 6,
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minden olyan x-re, mely folytonossági helye фс-пек és valamely 0 < 8 < oo számra

b)/A„, -> 6,

amint 77.2 —► oo. А F* valószínűségi változóra érvényes а F* =-p V(tpa, 6<p, фь) + 7 össze­

függés valamely 7 valós számra.

A 2.1 és 2.2 Tételek bizonyítása. Felhasználva az (1.8.2)-beli dekompoziciót, kapjuk,

hogy

In(a, b) - fin(a, b) -v
Л-'

r&fc„l/n G* (í) fafcnl /n g;(<)
гг J J J(s)dsdg{t) + 77 J J J(s)dsdg(t)

fafcnl/n 7
rbfc„i/„ G*n(t)

afcn] , n fafcn]/n
ÍV

- / / J{s)dsdg(t)

^ГЫЬтЛ." Г6*п1/п 

= : + Rn(a) — Rn(b),

ahol
1/77 ,ha 0 < t < Í7i>n, 

,ha С/1)П < t <U

n,n<t< 1.

g;(<) = Gn(o
1 1 — I/77 ,ha U

n,n ?

Az 1.1 Megjegyzés miatt

-Rn(c)
(1 + Op(l)) + Op(l)

кп/2А^(а,Ь) kn/2A*(a,b)
G[c*„l ,n

n(Gn(u) - )dK(u)
77

/

fcfcnl/n (1 + Op(l)) + Op(l),
/г„/2Д*(а, 6)

amint 77 —> 00, c = a, b. (1.12’)-höz hasonlóan Mn-re pedig azt kapjuk, hogy

r&fc„l/n fb^nl/n
n1'2 / 

J Г
/

«7 rafcnl/n
WndAT + 771/2 (U*-Un)dKMn =

fafenl/n
fbfcnl/n+Hfafcnl/n 

—: + 7nl + 7„2
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valamely min(í, G*n(t)) < t*n < max(í, G*n(í)) számra, ahol Ű*(t) = n}/2{G*n{t) — t). Egy­

szerű számolással adódik, hogy

fbfcnl/n/
dl< = An(a, b).7m <

fafcnl/n

Definiáljuk az

Ei1} = {Uhn < \akn]/n}, E™ = {\bkn]/n < Un,n}

eseményeket. Legyen ín az eseményhez tartozó indikátorváltozó. így (1.13)-hoz

hasonlóan kapjuk, hogy

/
'Yne • — 1 n ^ne In |Tn2 | ^

fafcnl/n

Ebből következik, hogy

\Ьк„1/пéne := -E(7ne) < МЛе í

J г
dK = MXeAn{a,b).

\akn~\/n

/
így tetszőleges e' > 0 számra

Д|7п2|/(^/2Л;(а, 6)) > e1) < P{E™) + P(E{n2)) + P(EÜ) + P(Ene) + MxJ(e'k'J2),

amiből következik, hogy 7п2/(^У2 A* (a, b)) = op(l), amint n —> oo. A fentieket összegezve 

kapjuk, hogy

J„(q, b) - /rn(a, b) _ ____________
&r/2 A* (q, 6) &n/2 A* (q, b)

(1 + op(l)) -

Mn

Sn(\akn]) í»(r^nl)- (!+ °?(1))+ °p(1), n oo.
к]/2 A*(q, b) k]J2 A*n{a, b)

Tehát az intermediális statisztikák lineáris kombinációira az op(l) tagoktól eltekintve 

ugyanazt a reprezentációt kaptuk, mint amelyet Csörgő és Mason [8]-ban használt a súlyok 

nélkül képezett összegekre. így a 2.1 és a 2.2 tételek bizonyítása triviális kiegészítésekkel 

(az Op(l) tagok kiküszöbölésével) visszavezethető az egyszerű összegekre [8]-ban alkalma­

zott bizonyításokra. Ezért a 2.1 és 2.2 Tételeket igazoltnak tekinthetjük. □
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3.§ Extrémális és intermediális statisztikák lineáris kombinációinak határeloszlásai, 

amikor az alapeloszlás valamely extrémális eloszlás vonzástartományában van

Azt mondjuk, hogy egy F eloszlásfüggvény valamely extrémális eloszlás vonzástarto­

mányában van, ha véve egy Ad,X2, ■ ■ ■ független, közös F eloszlásfüggvénnyel rendelkező 

valószínűségi változókból álló sorozatot, megadhatók olyan dn > 0 és cn sorozatok, me­

lyekre

dn 1(max(Ai, X2, • • •, An) — cn) —Y,

amint n —► 00, valamely Y nemelfajult valószínűségi változóval. Csörgő, Haeusler és Mason 

[5] dolgozatából ismeretes, hogy ez pontosan akkor következik be, ha

H(xs)-H(ys) x~c — y~c
(3.1) valamely — 00 < c < 00 számra

sjo H(vs) — H(ws) v~c — w~c

tetszőleges 0 < x, y, v, w < 00 különböző értékekre, ahol H(s) = —Q(l — 5—), 0 < s < 1, 

pedig az (l.l’)-ben definiált kvantilisfüggvény (c = 0 esetén a (3.1 )-beli határér--1Q = F

ték (log a: — logy)/(logu — logu;)-nek értendő). Ha (3.1) teljesül valamely —00 < c < 00

számra, akkor erre röviden a H € Д(с) írásmóddal fogunk utalni. Csörgő, Haeusler és 

Mason [5] dolgozatából tudjuk azt is, hogy

(3.2)
H 6 A(c) valamely 0 < c < 00 számra akkor és csak akkor, ha létezik egy L a 0 — nál

lassú változású függvény, melyre — H(s) = s cL(s),0 < s < 1, és

(3.3)
H G A(c) valamely — 00 < c < 0 számra akkor és csak akkor, ha létezik egy L a

0 — nál lassú változású függvény, melyre — H(s) — A 

véges A konstansra.

s cE(s), 0 < s < 1, valamely

Seneta [18], Lemma 1.8, és (3.2)-ből az is következik, hogy H € A(c) valamely 0 < c < 00 

számra pontosan akkor teljesül, ha az eloszlásfüggvényre érvényes az

1 - F(x) =(3.4) — 00 < X < 00,
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összefüggés, ahol /(.) egy lassú változásé függvény a oo-nél. Ilyenkor azt mondjuk, hogy 

az eloszlás felső farka reguláris változásé —1/c index szerint, továbbá a —1/c kitevőt az 

eloszlás farokindexének nevezzük. A farokindex becslése régi probléma a statisztikában. A 

jelen fejezetben bizonyított elméleti tételek egy része azt a célt szolgálja, hogy segítségükkel 

új becsléseket konstruáljunk egy eloszlás ismeretlen farokindexére. Ehhez szükségünk lesz 

még néhány új jelölésre. Ha a > 1/2, akkor legyen

Sk+iЛОО

Jsk+l I
Jk+i

Dk(a) = - hp(N(t), t)dipa(t) - hp(k, t)d<pa(t)

r (hp(k, t) - hp{k + 1 ,t))dipa(t)

- Va(l)(hp(k, 1) - hp(k + 1,1)),

ahol
<Pa(y) = Ka -y “), у > 0,

Ka = (2a/(2a- 1))1/2.

Mivel minden e > 0 számra fe°°(<fa(y) — a(oo))2dy < oo, ezért az 1.1 Tétel miatt a Dk(a) 

valószínűségi változó jóldefiniált tetszőleges к > 0 (egész) és — oo < p < oo értékekre. 

Definiáljuk a

Í0 , ha x < 0,

. a1/2(K(a+) - K(a))/a(0, a) , ha x > 0, 

függvényt, ahol K(t) később specifikált (1.2’)-beli függvény lesz. Szükségünk lesz még az

Фа,к(х) ■= '

0 , ha a — 0,
M(a,K) :=

. f—Z(a,K) Фо‘,к(х)(^х > Ö > 0,

valószínűségi változóra, ahol Z(a, К) = -raiKZ\ + (1 - a - r2a K)l^Z2, aholis

Oí /*Q

a1/2aK(0,a) J0

és Z\ és Z2 független standard normális eloszlású valószínűségi változók.

Ebben a fejezetben is feltesszük, hogy lineáris kombinációknak csak olyan osztályával 

foglalkozunk, melyeket meghatározó súlyok a D feltétel előírásainak megfelelnek. Ilyen 

lineáris kombinációkra érvényesek a következő tételek, melyekben p a D feltételből való.

1 -
sdK(s)га,к =
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3.1 TÉTEL. Legyen kn egy olyan sorozat, melyre teljesülnek az (l.l)-beli feltevések 

valamely 0 < a < 1 számra. Legyen K(t) = f^2 J(s)dfí(s), 0 < s < 1. Ha H € A(c) 

valamely — oo < c < oo számra, akkor

к
(п1/2апД)( ^ ^ <^n+i—t,nAn-)-i—t,n y

- i=k+1

Dk(c — p) , ha c-p > 1/2 és с ф 0,

, ha c-p = l/2,c/0 és <r(0,a) = oo, 

Z1+M(a,ÉT) , ha c — p = 1/2, с ф 0 és <x(0, a) < oo

vagy c — p < l/2,c 7^ 0 és c 7^ /) 

vagy c = p — 0 és létezik

a lim J(s) = d0 > 0 véges határérték.

Zi

a|0

3.2 TÉTEL. Legyen kn egy a (2.1) típusú statisztikákhoz tartozó sorozat. А К függ­

vény legyen ugyanaz, mint a 3.1 Tételben. Ha H £ A(c) valamely —oo < c < oo számra, 

akkor tetszőleges 0 < a < b értékekre

(3.5)
r«»l
^ ] dn + \ — i,n-^-n+l

i= fafcnl + 1

oo, ahol W(x) a standard Wiener-folyamat

v Í W(x)d<p 
J a

1
(*)>- pn(a, Ь, H) >-i,n c-p

кЦ2&1(а,Ь,к)
amint n

x~y - а~У ,ha уф 0,
b~y - а~У 
log x — log alfy{x) = <Py,a,b(X) =

,ha у = 0,
log b — log a

feltéve, hogy c és p kielégítik az alábbi feltételek valamelyikét:

(i) с ф 0 és p ф c vagy

(ii) c — p = 0 és létezik a lim J(s) = d0 > 0 véges határérték.
aj.0

A 3.1 és 3.2 Tételekben ha p = 0, vagyis abban a kritikus

esetben, amikor a súlyokat szolgáltató L( 1 — •) függvény lassú változású, és létezik a

lim J(s) — d0 > 0 véges határérték, akkor a c indexparaméter minden értéke mellett ka- 
sj.0
punk nemelfajult határeloszlásokat.

3.1 Megjegyzés.
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3.2 Megjegyzés. A Wiener-folyamat mérhetősége miatt a Fubini-tétel felhasználásá­

val egyszerű számolással nyerhető, hogy a 3.2 Tételbeli határérték valószínűségi változó 

normális eloszlású 0 várható értékkel és a2(c — p,a,b) szórásnégyzettel, ahol

ь
a2(c — p, a, b) x Ay dípc-p(x)dipc-p(y) = 

b2{p-c)+i + a2(p-c)+i _ 2bp~cap~c+1 —

- (b^p~c^+1 - a2(^_c)+1)/(2(p - c) + 1)
(p-c)(p-c+l) 1 ,ha p — с ф 0(bP-'-at-*)*

és p - с ф -1 

és p — сф —1/2,

(2(6 - a) + (a + 6) log(a/6))/(log(6/a))2 ,ha p — c = 0,

2(a * — 6 1 + 6 1 log(a/6))/(6 a — а *) ,ha p — c = — 1,

(log(6/a) + 2((a/6)1/2 - l))/(6“1/2 - a"1/2)2 ,ha p — c— —1/2.

A következő két tétel farokindex becslések konstruálásához lesz hasznos számunkra, 

melyekben feltesszük, hogy az alapeloszlás egy pozitív X valószínűségi változó eloszlása,

F(0) = 0.azaz

3.3 TÉTEL. Tegyük fel, hogy kn egy olyan tulajdonságú sorozat, mint a 3.1 Té- 

Ha az L feltételben szereplő p paraméter 0, akkor tegyük fel, hogy létezik a 

lim J(s) = limZ(l — s) = do > 0 véges határérték. Legyen H(s) = — logQ(l — s —),0 < 

s < 1, K(t) — J(s)díí(s), 0 < t < 1. Ha H € A(c) valamely 0 < c < oo számra, akkor

' *»
< ^ , ^n+l — i,n log Xny\ —j,n /2n(^, -66) >

telbeli.

(n1/2an д-) —

, ha — p > 1/2,
, ha -p = 1/2 és <r(0,a) = oo, 

, ha -p = 1/2 és <r(0,or) < oo 

vagy -p < 1/2,

Z

Zi + M{a, K)
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amint n —» со.

3.4 TÉTEL. Tegyük fel, hogy kn egy olyan sorozat, mint amelyet a 3.2 Tételben 

használtunk. Legyenek К és H a 3.3 Tételben definiált függvények. Ha p — 0, akkor 

tegyük fel, hogy létezik a lim J(s) = limL(l — s) = d0 > 0 véges határérték. Ekkor ha
sj.0 s|0

H £ A(c) valamely 0 < c < oo számra, akkor tetszőleges 0 < a < b értékekre

\bkn 1 _ '
^ ^ dn+i—i,n log An-i-i_j)n /rn(a, 6, íf) >

i= fa fc„l +1

d / W(rr)d^_p(x), 
J a

l
k^A^a.b.K)

amint n —^ oo.

A fenti tételek bizonyítása a következő két lemmán alapul.

3.1 LEMMA. Tegyük fel, hogy H G A(c) valamely — со < c < oo számra. Legyen 

K[t) = Ji12 J(s)dH(s), 0 < s < 1, ahol az L(s) = J( 1 — s) függvény eleget tesz az L 

feltételnek. Ekkor

a) ha с ф 0 és p < c, akkor —Kit) = tp~cl(t), 0 < t < 1, valamely í a 0-nál lassú 

változású függvényre;

b) ha с ф 0 és p > c, akkor —K(t) — A — tp~cí(t), 0 < t < 1, valamely l a 0-nál lassú 

változású függvényre és valamely véges A konstansra;

c) ha p — c = 0 és létezik a lim J(s) — do > 0 véges határérték, akkor
s J.0

K(xs) — K(ys) log x - log у
lim — „ — ,
^io K(vs) - K(ws) bgu - logiü

tetszőleges 0 < x, y, v, w < oo különböző értékekre.

3.3 Megjegyzés. Az (1.2’)-beli К függvény definíciójából könnyen látszik, hogy az 

mindig valamely eloszlás kvantilisfüggvénnye. így (3.2) és (3.3) alapján az a),b) ill. c)-beli 

К függvényekre érvényes az К £ A(c — p) összefüggés.

3.2 LEMMA. Tegyük fel, hogy H £ A(c) valamely 0 < c < oo számra. Legyen K(t) — 

fi/2 J(s)dH(s), 0 < t < 1, mint a 3.3 Tételben. Az L(s) = J(1 — s) függvény tegyen eleget 

az L feltételben leírtaknak. Ekkor.
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a) ha p < 0, akkor —K(t) = tpí(t), 0 < t < 1, valamely / a 0-nál lassú változású 

függvényre;

b) ha p > 0, akkor —K(t) = A — tpl(t), 0 < t < 1, valamely / a 0-nál lassú változású 

függvényre és valamely véges A konstansra;

c) ha p = 0 és létezik a lim J(s) = do > 0 véges határérték, akkor
a|0

K(xs) — K(ys) 
a~|cT K(vs) — K(ws) log v - log w

log x log у
lim

tetszőleges 0 < x, у, v, w < oo különböző értékekre.

A fenti lemmák igazolásához hasznos lesz két további segédtétel.

3.3 LEMMA. /Karamata tétele, De Haan [11], 15. oldal/ 

Legyen L(.) egy a 0-nál lassú változású függvény. Ekkor 

(i) minden q < — 1 számra

xq+1 L(x)
lim = -?-!,
1 ° /У2 uqL(u)du

(ii) minden q > — 1 számra
xq+1L(x)

lim rX--------------
ij.0 jo uqL(u)du = 9 + 1-

3.4 LEMMA. /De Haan [11], Cor. 1.2.1 2, 21. oldal/

Legyen R(.) egy reguláris változású függvény a 0-nál valamely véges p index szerint. 

Tegyük fel, hogy an és bn olyan pozitív számokból álló sorozatok, melyekre

lim an ~ lim bn = 0 és
TI—+ OO

= c (0 < c < oo)

n—►OO

T anhm — 
г—*'0° bn

teljesül. Ekkor
%) _ cp

oo R{bn)
lim

П—►

A 3.1 Lemma bizonyítása. Először igazoljuk a)-t. Jelölje a továbbiakban sign az elő­

jelfüggvényt. Az L feltétel miatt J\s) = J(s)(p + e(s))/s valamely 6(5) függvényre, melyre
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e(s) I 0, 5 i 0. így Я G Д(с) miatt

-/ 

J1/2
-k(t) J (s)d(signc s~cL(s)) =

= signc J{t)t~cL{t) — signc J(l/2)(l/2)_cL(l/2)

L(s)J(s)(p + e(s))dsl — c—1signc s
1/2

p—c—1ri/z .
Jt signc Д l(s)L(s)(p + e(s))ds

= tp cl(t)L(t) < signc +

-signc J(l/2)(l/2)-cL(l/2)

=: tp~cl(t)L(t)(signc + Z(í)) - signc J(l/2)(l/2)-cX(l/2).

Külön vizsgáljuk a/)^0ésa/9 = 0 eseteket. На p ф 0, akkor a

r1 /2 .
Jt sisnc s 1 l(s)L(s)(p + e(s))dsp-C-

Z{t) - (p + e(í))
tP~cl(t)L(t)(p + e(t))

függvényre a 3.3 Lemma (i) részének felhasználásával kapjuk, hogy

limfsignc + Z(t)) = signc + signc—-— 
<4.0 c — p

amiből a később kimondásra kerülő 4.3 Lemma felhasználásával következik a jelen lemma 

a) állítása. Ha p — 0, akkor a következő módon járhatunk el. Legyen e > 0 tetszőleges 

szám. Válasszunk meg e-hoz egy <5 > 0 számot úgy, hogy |e(s)| < e teljesüljön minden 

0 < s < 8 számra. így

Jt1/2s c 4(s)L(s)\e(s)\ds Jt s C 1l(s)L(s)\e(s)\ds
limsup \Z(t)\ < limsup = limsup

t~cl(t)L(t)t~cl(t)L(t) 

e ff s~c~1l(s)L(s)ds
<10<10 <10

= б/с.< limsup
t cl(t)L(t)<10

Ebből következik, hogy limZ(t) = 0, így a lemma a) állítása igaz a p = 0 esetre is. A 

lemma b) része az a)-hoz hasonlóan igazolható a 3.3 Lemma (ii) részének felhasználásával, 

így ennek bizonyításától eltekintünk. A c) rész bizonyítása a következőképpen lehetséges.
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Vegyünk különböző 0 < x,y,v,w < oo számokat. Ekkor

Kíxs) - k(ya) J(s)dH(s)
K(vs) - K(ws) ~ C J(s)dH(s)

* dH(s) + - d„)dH(s)
d0£ldH(s)+fZ(J(k-äc)dH(s)

1 + £V« - do)dH(s)/(da <гя(а))
JZ dHw/ IZ dH(s) + IZ(JM - do)dH(s)/(d0 <ш(з))

_ _________________1 + -Ei (д)_________________
(Я(и) - Я(и.а))/(Я(и) - H(ys)) + E2(s) '

Jelölje a továbbiakban 'u € (a, b)1 а ' mini а. b) < u < ma x(a,b)' relációt. így igaz, hogy 

I J(s) — <f01/c?oT ami miatt \imEi(s) = 0. HasonlóképpenISiWI < sup
uE(xs,ys) sj.0

H (vs) — H(ws) 
H(xs) - H(ys) ’1ЗД1 < 41 \J(u) - do Isup

uE(ws,vs)

amiből H <E A(0)-t figyelembe véve limE2(s) = 0 következik. A fentiek miatt a lemma c)
•sj.0

része is igaz. □

/
A 3.2 Lemma bizonyítása. Észrevesszük, hogy

/

Jl/2
—K(t) = í J(s)d log Q(1 - s-) —

J1/2

Q(i-í-)

7(5)(<2(1-5-))-М<Э(1-5-)
(3.6)

I и 1 J( 1 — F(u))du.
Q(( 1/2)-)

De Haan [11] Cor. 1.2.1 3-ból és (3.4)-ből következik, hogy az u-1 J(1 — F(u)) függvény 

reguláris változású —1 — р/c index szerint a oo-nél.

Először a)-t igazoljuk. Mivel —1 — p/c > —1 ezért az előző észrevételünkből és De 

Haan [11] 1.2.2 Lemmájából következik, hogy az

L и lJ{l—F{u))du
Q(( 1/2)-)

függvény reguláris változású —p/c index szerint a oo-nél. Figyelembe véve (3.6)-t, De Haan 

[11] Cor. 1.2.1 3. ismételt alkalmazásával kapjuk, hogy —K(t) reguláris változású p index 

szerint a 0-nál.
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Ezután igazoljuk b)-t. Most —1 — p/c < —1, így De Haan [11] 1.2.1 Lemmája miatt

az
r oo

J u-1 J(1 — F(u))duA(t) :=

-nél. így De Haan [11] Cor. 1.2.1függvény —p/c index szerint reguláris változású a oo 

megint csak azt eredményezi, hogy az A(Q( 1 — t—)) függvény reguláris változású p index

szerint a 0-nál. Ebből következik a lemma b) állítása, hiszen —K(t) = A(Q(( 1/2) — )) — 

A(Q( 1 —<—)). Legutoljára igazoljuk c)-t. Vegyünk különböző 0 < x, y, v, w < oo számokat. 

Ekkor

/" J(s)dÜ(s)K(xs) -K(ys) ____________
K(vs)-K(ws) J’lJ(s)dH(s)

dof^dH(s) + - Jo)dff(s)
' do JZ dH(s) + fZ(J(P - do)dH(s)

1 + /;,VW - d„)dH(s)l(d„ /;/ dH(s))

IZ dü(s)i + /“(J(í) - d0)dH(s)/(d0 <гям) '
А 3.4 Lemma felhasználásával kapjuk, hogy

r3
J xs

Q( 1 - M-) = \og(x/y) c.dH(s) = limloglim
Q(1 - (ys)-)s|0 sj.0

Az is igaz, hogy

I Г
I

/•XS

I /
J ys

(J(s) - do)dH(s) < dH(s) ,sup I J(ií) — d0
«€(xs,!/s)

így
rxs

J ys
(.J(s) - d0)dH(s) = 0.lim

s|0

A fentiekből egyszerűen következik, hogy a lemma c) állítása is igaz. □

A 3.1 Tétel bizonyítása. Az

n1/2T~ I ^ d 
i=fc+l

n+1 — t,nA"n+1 —i,n fJ-nfóiH') > —z>
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J—k {t“ Q(Un-\-\—i,n) !^n(&, íf) >n+l — i,n

összegekre alkalmazni fogjuk az 1.1 Tételt. így most h(s) = Q(s) és a lineáris kombinációk 

aszimptotikus viselkedését a ipn = p>n és a ipn = tpn ^ függvények határozzák meg. 

A 3.3 Megjegyzés miatt a 3.1 Lemmából következik, hogy a tételben megengedett p és c 

értékekre К £ Д(с — p) teljesül. így Csörgő, Haeusler és Mason [5] 2.11 és 2.12 Lemmája 

alapján állíthatjuk, hogy minden x valós számra

, ha c — p > 1/2 és с ^ 0

vagy c — p — 1/2, с ф 0 és <r(0, a) = oo,

, ha c- p = 1/2, с ф 0 és a(0, a) < oo 

vagy c — p < 1/2, c 7^ 0 és c 7^ p 

vagy c = p = 0 és létezik

a lim«7(s) = do > 0 véges határérték,

0

Фа,к№
lim Фп,к(х) =n—ЮО >

si 0

és minden у > 0 valós számra

^c-V1 - j/-(c-í,)) ha c — p > 1/2 és c 7^ 0, 

ha c — p < 1/2, c 7^ 0 és c / p 

vagy c = p = 0 és létezik 

a lim J(s) = d0 > 0 véges határérték.

0
JiSo *’»,*(!') = '

s J.0

A fentiek alapján a tétel állítása az 1.1 Tétel felhasználásával ugyanazokkal a technikai 

lépésekkel igazolható, mint amelyeket Csörgő, Haeusler és Mason [5]-ben használt a 2. Ko- 

rollárium igazolásakor, így ennek részletezésétől itt eltekintünk. □

A 3.3 Tétel bizonyítása. A tétel igazolása ugyanúgy kivitelezhető a 3.2 Lemma fel- 

használásával, mint a 3.1 Tétel bizonyítása a 3.1 Lemma segítségével. □
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A 3.2 Tétel bizonyítása. Az

Г**».!1 'у ^ ^n + l-i,n-^n+l-i,n ^п(а) -^0
^/2Д*(а,Ь,АГ)

fbfcnl
1 ^ ^ ^n+l — i,TiQ(Un-\-\ — i,n ) pn(ai Ь, H') >

* ^/2Д*(а,Ь,АГ)
i= fafeni +1

összegekre alkalmazni fogjuk az 2.1 Tételt. így most h(s) = Q(s) és a lineáris kombiná­

ciók aszimptotikus viselkedését a грп ^(c;.), c — a,b függvények határozzák meg. A 3.1 

Lemmából következik, hogy a tételben megengedett p és c értékekre К E Д(с — p). Csörgő 

és Mason [8]-ban említett példájuk tárgyalásakor belátták, hogy ha К E Д(а) valamely 

— oo < а < oo számra, akkor фп ^(c; x) —> 0, n —> oo, minden c > 0 számra az egész 

számegyenesen és фп^{у) = Фп,к,а,ь(у^ ^(y), n 

Legyen {ni} C {n} tetszőleges részsorozat. A 2.1 Tétel miatt létezik olyan {n2} C {ni} 

részsorozat, melyre (3.5) teljesül az n = n2 részsorozat mentén. Mivel {ni} tetszőleges 

volt, ezért (3.5) teljesül {n} mentén.

00 minden а < у < b számra.

□

A 3.4 Tétel bizonyítása. A tétel igazolása ugyanúgy történik, mint a 3.2 Tétel bizo­

nyítása, csak itt most a 3.2 Lemmát kell felhasználni. □
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4.§ Eloszlások farokindexének becslése

Ebben a fejezetben tegyük fel, hogy az alapeloszlásra érvényes a (3.4) összefüggés va­

lamely / a oo-nél lassú változású függvényre és c > 0 számra. Mint azt láttuk ez ekvivalens 

azzal, hogy a megfelelő Q kvantilisfüggvény előáll a

(4.1) Q( 1 — 5) = s cL(s), 0 < s < 1,

alakban, ahol L(.) egy lassú változású függvény a 0-nál. Feltesszük még azt is, hogy 

Q egy pozitív valószínűségi változó kvantilisfüggvénye. Adott c > 0 paraméter mellett 

eloszlásoknak ezt az osztályát lZc-ve\ fogjuk jelöljni, a Q G TZC relációval pedig arra fogunk 

utalni, hogy Q valamely 77c-beli eloszlás kvantilisfüggvénye.

Bizonyos esetekben az alapeloszlásról valamivel többet fogunk feltenni, mint (4.1)- 

ben. Ez a szűkebb eloszlásosztály a következőképpen származtatható. A lassú változású 

függvényekre vonatkozó reprezentációtétel miatt (ld. pl. Seneta [18]) Q G 7Zc ekvivalens 

azzal, hogy

Q(1 — s) = s ca(s)expl^J ^ ,
(4.2) 0 < s < 1,

valamely a(s) és b(s) függvényekre, melyekre lima(s) = a0 valamely 0 < a0 < 00 számra
sj.0

és lim b(s) = 0 (vö. még Csörgő, Mason [7]). 7Z* jelölje 77.c-nek azt a részosztályát, melybe
s|0

azok az eloszlások tartoznak, melyek (4.2)-beli előállításában szereplő a(s) függvény kons­

tans a 0-nak valamely jobboldali környezetében.

A 3. fejezet 3.3 és 3.4 Tételeinek felhasználásával aszimptotikusan normális becsléseket 

adunk az 7ZC osztály c paraméterére. A már létező becslések közül az egyik legnevezetesebb 

a Hill-féle beesés (Hill [12], 1975):

1 kn

Г I>«v^71
1=1

(4.3) n+i—i,n log An_fcn jn,

ahol XiíTl < • • • < X szokásosan egy F eloszlásfüggvénnyel bíró n elemű mintához tarto­

zó rendezett statisztikák sorozatát jelöli. Többek között Davis és Resnick (1984), Csörgő 

és Mason (1984) foglalkoztak a Hill-féle becslés aszimptotikus normalitásával. Mi belátjuk,

n,n
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hogy a (4.3)-beli becslés általánosítható lineáris kombinációkra is. Ezek az általánosított 

becslések a következők lesznek:

kn

г E
n i=k+1

T У ^ log ^ín + 1 —i,n
А/ fin i=k+1

(4.4) n+i—t,n 1°S A n+i—i,n log-^én—fc„,n illetve

J2i=k+1 ^n+l-i.n
(4.5) log Xn-k П •

kn n )

Egy másik, általunk bevezetett becslés intermediális statisztikákon alapul:

(4.6)
c(3) =°n

r(a+m)fc„l
У ) ^n+l — i,n l°g ^n+1 —

fafcnl + 1

ahol 0<m, 0 < a < 6 rögzített konstansok, 0 < K(a,b,m) = aloga — Mog 6 + (6 + 

m)log(6 + m) — (a + m)log(a + m). A fenti statisztikákat az alábbi súlyokra képezzük:

У ) ^n + l —i,n log A"n+1

fbfcnl+1

1
,-i,ni,nK(a, b, m)fcn

i/n i/nn / n /
L1(s)ds, ti L2(s)dsd,i,n — n ---

(i-l)/n

ahol az Li és Ej függvények kielégítik az L feltételben leírtakat és limüi(l — s)—
sj.0

limZ^l — s) = 1. Szükségünk lesz még az
sió

[■kn/п r 

J\/n J1

kn/n
2 2 

an = an (iíAd - uv)dK1(u)dKi(v),n,K 1 -
1 /n

kn/n

Цп(к) = Цп(к,Н) = -n
J(

1
J\(u)H(u)du dn-k,nH I

(fc+l)/n 
r(a + m)fcn] /n

П jH(n\a,a + m) = - Ji(s)H(s)ds és a
fafcn]/n

/nM(n2)(b,b + m) = -n f
Jr

J2(s)H(s)ds
fí-fcnl/n

sorozatokra, ahol J,^s) = L,(l — s), 0 < з < 1, i = 1,2, íf(s) = — logQ(l — s—),0 < 

s < 1, és Ki(t) = 1 Ji(s)dH(s), 0 < t < 1. A becslésekre kimondott tételekhez most is
1/2

szükségünk lesz néhány technikai lemmára.
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4.1 LEMMA. Legyen kn egy (l.l)-beli sorozat és tegyük fel, hogy a = 0. Ekkor

~ (K/n)'/2l(kn/n),(4.7) n —» oo,“n = an,K\

valamely /(.) a 0-nál lassú változású függvényre.

Bizonyítás. A 3.2 Lemmából következik, hogy Kx € A(0). Csörgő, Haeusler és Mason 

[5]-ben a 2.11 Lemma igazolásakor belátta, hogy an ~ <7^(0, kn/n). így ugyancsak az 

[5]-beli 2.10 Lemmából következik (4.7). □

4.2 LEMMA. ( De Haan [11], Cor 1.2.1 1) Ha i?(.) egy reguláris változású függvény a 

0-nál valamely véges p index szerint, akkor

log R(s)
lim 
sj.o log s = P-

4.3 LEMMA. (Seneta [18], 18.oldal) Ha /(.) lassú változású függvény a 0-nál, akkor 

minden p > 0 számra limsp/(s) = 0 és lims“p/(s) = oo.
slO s J.0

Az alábbi segédtétel a [7]-beli Fact 1 • 1 és az ugyancsak [7]-beli Lemma 3 • 1 következ­

ménye.

4.4 LEMMA. Q € 7Zc pontosan akkor teljesül valamely c > 0 számra, ha

1 fslim- / ud(— logQ(l 
*io s Jо

— u)) = c.

4.5 LEMMA. Legyen

- /
5 Jl-s

скЛ3) = - (1 — u)d(—Kx(l — и)).

Ha Q (E 77.*, akkor lim cr^s) = c.
s].0

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy (4.2)-ben a(s) = a0 valamely (0, S) intervallumon. így 

ha 0 < t < é, akkor

IŰ(t) = K1(S) + j' J,(s)d(

(«) + f /,(3)<í(clog5 4- / —du) = K,(í)+ I A 

Js JIй J6 s

log(s ca0 exp

= K 1 (c + b(s))ds.
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Tehát
lfs If

limcr-. (s) = lim - / udKi(u) = lim - / 
40 s Jo «Ю 5 Jо

Ji(u)(c + b(u))du = c.

□

4.6 LEMMA. (Lo [13], Lemma 6) Ha K\ G A(0), akkor

^(0^) = г
lim ■ „ .
s|o 2sczK (s)

4.1 TÉTEL. Legyen к > 0 egy egész szám és kn pozitív egészek egy sorozata, melyre

0, amint nkn -> oo, kn/n -> 0 és log n/kn 

Tegyük fel, hogy

oo.

kn/n

lim Г íl—°° kn Jо
(4.8) |Ji(s) — l|logsds = 0.

(i) Ha Q G TZc, akkor

kn. (c(i) - с + M t 
ni/2a/C" C + Mnj X» ÍV(0,1), n —> oo,

és
-A-(c<,2> - c + R„) JV(0,1), n
n4 an

ahol Mn = c + logXn_fcn,„ - fj.n(k)/kn = op{ 1), n —> oo, és

£,=fc+l ^n+l-i.n

OO,

Kn
Rn — c + log Xn_fc op(l), TI > oo.n 5

(ii) Ha Q G 71*, akkor

Н/2(41) - с + М„) -в N(0,2c2), n —> OO,

es

- c + Rn) ->v N(0,2c2), n OO.
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4.1 Megjegyzés. (4.8)-ból következik, hogy

kn/n

lim Г í IJi(s) - l\ds\og(kn/n) = 0.(4.9)

/
4.2 TETEL. Legyen kn pozitív számoknak egy sorozata, melyre kn oo, kn/n —» 0,

log n/kn —> 0, n —> oo. Tegyük fel, hogy

f(a + m)fc„] /n
lim í 
l-*°° kn J r

I Ji(s) — 1| logsds = 0(4.10)
fafcnl/n

és

r(6+m)fc„l/n

lim Г í°° kn J r
(4.11) I J2(s) — 1| log sds — 0.

П—► fbfcn]/n

Ha Q € 7ZC, akkor

b+ma + m W{x) W(x)Lk1J2K(a, b, m)(c^3) - c + Qn) dx — dx , n oo
X

ahol
1 (№( + m) - b + m)) = o(l), n ->Qn = knK(a,b,m)

W(x) szokásosan a standard Wiener-folyamatot jelöli.

a, a oo,

4.2 Megjegyzés. A (4.8),(4.10) és (4.11) feltételeknek eleget tesznek pl. a Ji(s) = 

sa + 1, си > 0; Ji(s) = coss és a J,(s) = (es — 1 )/s függvények.

4.3 Megjegyzés. A 4.2 Tételbeli határérték valószínűségi változó normális eloszlású 0 

várható értékkel és c2cr2(a, b, m) szórásnényzettel, ahol

cr2(a, b, m) =2(min(b, a + m) — a) + (a + min(b, a + nij) log (a/ min(6, a + m)) 

+ 2(6 + m — max(6, a + m))

+ (max(6, a + m) + b + m) log(max(6, а + m)/(6 + m))

+ 2(a — min(6, a + m)) log((6 + m)/ max(6, а + m)).

Л (1) , (2)A c„ es a c„ 

Legyen C„ = 1 illetve

A 4.1 Tétel bizonyítása. Először a tétel (i) részét igazoljuk, 

statisztikákra vonatkozó állításokat párhuzamosan igazoljuk.
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*n

dn+i-i,n/kn annak megfelelően, hogy a illetve a c„ ^ becsléssel foglalko- 

zunk. Legyen továbbá

Cn =

En — c -f- Cn log n 1

кп
Г E <*lb 77 i=fc+l

n+i—i,n log Xn-{-l—{>n Cn log Xn—kn ]П,7n =

azaz 7„ lehet cés c„2') is a Cn sorozat megválasztásától függően. A 3.3 Tételből követ­

kezik, hogy

kn

Х-Ы - c + E„) N(0,1),
n1 /^an

1 ^ ^ ^71+1 — Í,Tl l0§ Xn-^-\ — i n fj.n(k)
n1/2an i=k+1

amint n —> oo. Belátjuk, hogy = 0^(1), n —» oo.

kn/ti- fkn Jо
Ji(s)logQ(l — s—)dsEn —c T En log Xn—iCn n

(k+l)/n d"^MogO(l-(l/n)-). 

kn
+ f f

Kn J 0
Ji(s)logQ(l - s—)ds -

A 4.2 Lemma felhasználásával kapjuk, hogy minden elég nagy n-re

(fc+l)/n (fc+l)/n- íkn Jо
-2c í
n J o

Ji(s) log <2(1 — )ds < —
»Cr>

n /fc + l + 1 , & + 1

I log s|ds
(4.12)

= o(l)log= 2c-— n —► oo.
kn n n n

Hasonló számolással ( lim dn-k n — 1 felhasználásával) könnyen belátható, hogy
n—700 ’

Um d-==2logQ(l-(l/n)-) = 0.(4.13)
n—►oo

Parciális integrálással egyszerűen adódik, hogy

kn/n kn /n(4-14) víк-п Jo
log Q(1 - s-)ds = log Q( 1 - (kn/n)~) - y- [

kn Jо
sdlog <2(1 -S-),

továbbá a 4.2 Lemma és (4.9) alkalmazásával könnyen látszik, hogy

(4.15) l°g Q(1 - (кп/n)-) = Cn log <2(1 - (kn/n)—) + o(l), n -> oo.
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így (4.8),(4.12),(4.13),(4.14) és (4.15) alapján írhatjuk, hogy

kn/n y-Л-п — кп,пЕп=с+Г í
kn Jо

sd\og Q(l - s-) + Cn log + o(l), n > oo,
Q( 1 - (kn/n)~)

ami a 4.4 Lemma felhasználásával

*2(1 Ukn+i,n)Xn — kn ,n
— Cn log + o(l) — v cn log + o(l), n > oo.

Q( 1 - (kn/n)-) <2(1 - (kn/n)~)

Figyelembe véve, hogy Ukn+i,n/(kn/n)

oo, összefüggéshez jutunk. Ezzel a tétel (i) részét bebizonyítottuk. 

A tétel (ii) állításának igazolásához mindössze azt kell belátnunk, hogy

■p 1, n —» oo, a 3.4 Lemma alkalmazásával az

En — °p(l)> n

A2/("1/2an) -* l/(21/2c), n -t(4.16) OO.

Mint azt a 4.1 Lemma bizonyításakor láttuk, an ~ <r(0, kn/n), n —> oo. Ezért a 3.2, 4.5 és 

4.6 Lemmákból következik (4.16). □

A 4.2 Tetei bizonyítása. A 3.4 Tételből következik, hogy

Г(а + т)*п1
1 E < i,nlogXn+1_iin — dn\ai а + m)n+l-k\J2 /\*п(а, а + m, АГХ)(4.17) *= Г“*п1 + 1

а-j-mL W ( X ) dip о i а i а m ( ® ))

amint n oo. Vizsgáljuk a А „(а, а + m,K\) sorozatot.

f(a + m)fcn] [(a + m)fcnll dH(s)+ [ 
J г

(71(в)-1)ЙЯ(в)=:Г^+Т^.A„(a,a + m,Ff1) =
J \akn\ln

A 3.4 Lemma felhasználásával kapjuk, hogy

Гafc„l/n

<2(1 - (\akn]/n)-) _
<2(1 - (f(a + m)kn]/n)-)

T*1» = log

— c
= c0°g(a + m) - log a), n -» oo,

|JiM - l|rO> -> 0

log es
a + m

ih2)i < sup
se(r“fcnl,r(a+m)fcn])

, П OO.

51



/
. így (4.17)-ből következik, hogyc(log(a + m) — log a)Tehát An(a, a + m, Ah) n —> oo

5i1}(a,G + m) := —^
i^Tl

E « -i,n log Xn+i-ijTl - a + m)n+1
i= [afc„]+l

a + m W(x)->v c í
J a

dx, n —► oo.
x

Hasonlóan kapjuk, hogy

C(b+m)fc„]
^ ' en+l — i,n I°S Xn+1

i= rbfc„l+i 
b+m

S%\b,t + m) := 1
r£n

- Vn\b,b + m)-i,n

W(x)l dx, n —► oo.l> c
3;

A 3.4 Tétel bizonyításából észrevehető, hogy az (S^(a, a + m), 6 + m)) vektorvál­

tozók sorozatára teljesül az

v{cL b+ma+m W(x) l(sí'H + m),Sn\b,b + m)) dx, cd, d , n —► OO
X X

f

együttes konvergencia is. így

vc{l
b+ma + m W(x) W(x)ls£\ + m) — S{2\b,b + m)) dx — dxa, a n —>■ 00,

x x

azaz

c(/ b+ma + m W(x) W(x)lk1J2K(a, b, m)(c^3) - c + Qn) -+v dx — dx , n 00.
x X

Tehát azt kell még belátni, hogy Qn —>► 0, n —» 00. A (4.10) feltételből és a 4.2 Lemmából 

egyszerűen következik, hogy

rA,a + m) =
f(а + т)кп~\/пA,nfkn Jr

log Q(1 - s-)ds + 0(1) =: a + m) + o(l) , n —» 00.
fafcnl/n

Hasonlóan

ТГ+п\ьЧ + m) = 
fcn

|"(b+m) fcn] /n

гЧkn J г
log <3(1 - s — )ds + 0(1) =: b + m) + o(l), n —> 00.

kn[bkn^/n
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Elég tehát belátni, hogy

ЛП

+ m) - ц^\Ъ, b + m)) cK(a, b, m)a, a , n —>• oo.

E>n-t írjuk fel a következő alakba:

r(a + m)fc„l/n f(b+m)fc„] /n
- Íkn J г

1 ogs-cds_" í
kn J\bkn-]/n

log L(s)ds ~Y~
kn J г

Dn = logs cds >
\akn~\/n

\(а + тп)к„~\/п l(b+m)kn'\/п

- Íkn J г
log L(s)ds >+

fafcnl/n Гbkn]/n

• — -A-п “I- 6jj )

ahol L(.) a (4.1) előállításban szereplő lassú változású függvény. Egyszerű számolással 

kapható, hogy

c í [~(a + m)kn] ("(a + m)fen] [(a + m)kn]
An = log

kn knn

fafen] \akn]_ [afen]
fen

\(b + m)kn] [(H-m)fen]

-T^lo S —
fen n

[(b + m)fe„]
log

kn knn
\bkn] \bkn1 fbfcnl

fen
A log n/fen

(4.18)
[zfen] [zfen] 
~lo6~

0, n —> oo feltevés miatt minden 2 > 0 számra

Ип] . r^fen] zkn [2 fen] r^fen]= 2l°g log = 2 log , n —>■ 00,
fenП n

így

\{a + m)fe„] [bfen] [(a + m)fe„]An = — с l a log + °(1)+ m log[qfe„] [(b + m)fen] [(fe + m)fc„]
) +0(1)q + m q + m— с I q log + m log n —> 00+ mq

tehát lim An = cK(a,b,m). Ezután vizsgáljuk e„-t. (4.18)-hoz hasonló egyszerű számo-
TI —► OO

lássál belátható, hogy az integrálási határokban levő [.] jelek aszimptotikusan elhagyhatók,

azaz

(a-fm)fc„/n (b+m)kn/n

- Íkn Ja
log L(s)ds - [

kn Jb
logL(s)ds + o(l) =: en + o(l),cn —

akn/n bkn/n
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oo. így elég belátni, hogy e„ —» 0, n —> oo. Mivel

(a+m) kn/n

amint n

L{s)- íкn Ja
log ds,én =

akn/n

ezért a lassú változású függvényekre érvényes (1.22’) összefüggés miatt minden e > 0 

számra
(a+m)kn/n

e„ < f /
kn Ja

log(l + e)ds = mlog(l + e)
akn/n

minden elég nagy n-re. Hasonlóan belátható, hogy —en < mlog(l + e), ha n elég nagy.

oo, következik.Tehát \en\ < mlog(l + e), amiből en 0, n □

4.1 KÖVETKEZMÉNY. Tegyük fel, hogy kn = [nß\ valamely 0 < ß < 1 számra. Ha 

Q £ 1ZC és (4.8) teljesül, akkor c„ ^ c és c

Bizonyítás. A 4.1 Tétel (i) része alapján mindössze azt kell belátni, hogy

fcn/(n1/2a„) -» oo

V с, П oo.

(4.19). , n —> oo.

A 4.1 Lemma miatt kn/(n1/2an) ~ k]J2l{kn/n) valamely /(.) a 0-nál lassú változású függ-

ß/2l(nß~1) =vényre, amiből a 3.4 Lemma felhasználásával kapjuk, hogy fcn/(n1/2an)

Ebből a 4.3 Lemma alkalmazásával következik (4.19).

~ n

□

4.2 KÖVETKEZMÉNY. Legyen kn pozitív egészből álló sorozat, melyre kn —> oo 

-> 0 és log n/kn 

T> c, n

Bizonyítás. Az állítás a 4.1 Tétel (ii) része alapján nyilvánvaló.

(i)kn/n, 0, amint n —> oo. Ha Q £ ÍZ* és (4.8) teljesül, akkor c„ —>7? c és
(2)

Cn OO.

□

4.3 KÖVETKEZMÉNY. Tegyük fel, hogy kn pozitív számoknak egy olyan sorozata, 

со, kn/n —y 0 és log n/kn —> 0, amint n —у oo. Ha Q £ 1ZC és (4.10) és (4.11)melyre kn

teljesülnek, akkor c\i

Bizonyítás. A 4.2 Tétel alapján az állítás nyilvánvaló.

(3) v c, n -* oo.

□
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