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1. Bevezetés

Ebben az értekezésben olyan véges algebrakkal foglalkozunk, amelyek
véges sok alapmiivelettel rendelkeznek. Miiveleten mindig véges valtozos muve-
letet értiink. Algebraink filggvényteljességét vizsgaljuk, részletesebben arra a kér-
désre fogunk valaszolni, hogy bizonyos algebrak alapmiveleteib6l, alaphalmazuk
elemeibdl és a projekciokbdl szuperpozicioval eldall-e az alaphalmazukon értel-
mezett 0sszes muvelet. Mtivelet helyett gyakran fiiggvényt mondunk. Kozelebbrol
olyan algebrakat vizsgalunk, amelyeknek alapmiiveletei p-mintafiiggvények. A
p-mintafiiggvény fogalmat Csakany Béla javasolta. O vetette fel az olyan véges
algebrak fiiggvényteljességének a vizsgalatat, amelyek véges sok alapmiivelet-
tel rendelkeznek €s az alapmiiveleteik p-mintafiiggvények. Az ilyen algebrakat
relacio-mintaalgebraknak vagy p-mintaalgebriaknak nevezzik.

Ertekezésem cclja a véges p-mintaalgebrak fuggvényteljességének vizs-
galata, ha p ekvivalencia-relacio, permutacio, centralis relacid, részbenrendezes,
affin relacio és h-regularis relacio. 1. G. Rosenberg [14] bizonyitotta, ilyen tipusu-
ak az olyan p relaciok, amelyekre a Polp alaki klonok maximalis klonok. Ezeket
a klonokat Rosenberg-klonoknak nevezziik.

A tovabbiakban roviden ismertetjiik a disszertacio egyes fejezeteit.

A masodik fejezetben a késobb felhasznalt fogalmakat, definiciokat, jelo-
léseket irjuk le, valamint néhany, a késObbiekben gyakran alkalmazott kisebb
megallapitast tesziink. Itt fogalmazzuk meg 1. G. Rosenberg [13] minimalis klo-
nokra bizonyitott tételének két kovetkezményét is p-mintaalgebrakra.

A harmadik fejezetben a dolgozatban felhasznalt tételeket kozoljik. Csa-
kany Béla [3] homogén algebrara vonatkozo tételét mintaalgebrakra is leirjuk.
Szendrei Agnes [21] fiiggvényteljességi tételét konzervativ algebrakra a 10. Lem-
maban fogalmazzuk meg, majd Szabd Laszlo [17] tételével a 10. Lemmat ¢élesit-
juk. Szabo Laszld [16] tranzitiv algebrakra, Palfy Péter Pal, Szabo Laszlo,

Szendrei Agnes [8] primitiv automorfizmuscsoporttal rendelkez6 algebrakra bizo-
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nyitott fuggvényteljességi eredményeit p-mintaalgebrakra illetve konzervativ al-
gebrakra 1s kimondjuk.

A tovabbi fejezetekben a p-mintaalgebrak fiiggvényteljességével foglalko-
zunk.

A negyedik fejezetben leirt 21. Tételnek és a 23. Tételnek annyiban van
elvi jelentésége, hogy ramutatnak: bizonyos p relaciok biztositjak, mas p relaciok
pedig kizarjak a p-mintaalgebrak fiiggvényteljességét.

Az 6todik fejezetben permutacido-mintaalgebrak fiiggvényteljességére vo-

vényteljességének teljes leirdsa a 28. Tétel és a 29. Tétel, ha f tetszéleges kétval-
tozos vagy tetszileges tobbségi fiiggvény. Az eddigi eredmények és probalkoza-
sok alapjan megfogalmazhatd a sejtés, hogy a 32. Tétel tetszoleges 7 permutacio-
ra is érvényben marad. A 34. Tételt [27]-ben publikaltuk, a bizonyitas egyes rész-
leteit egyszertisitettiik.

A hatodik fejezetben bizonyitott 36. Tételt késdbb felhasznaljuk a 39. Te-
tel és a 64. Tétel bizonyitasara.

A hetedik fejezetben a p-mintaalgebrak fiiggvényteljességére vonatkozo
tételeket bizonyitunk, ha p centralis relacid. Kilén foglalkozunk az olyan p-min-
taalgebrak fiiggvényteljességével, ahol p minimalis centralis relacid. A 46. Tételt
[26]-ban publikaltuk, bizonyitasat a 39. Tétel alkalmazasaval egyszerisitettik,

A nyolcadik fejezetben a <-mintaalgebrak fiiggvényteljességével foglal-
kozunk, ha < linearis rendezés vagy korlatos részbenrendezés. Az 52. Tétel a [28]-
ban publikalt 1. Tételnek és 2. Tételnek az altalanositasa.

A kilencedik fejezetben olyan p-mintaalgebrak fuggvényteljességét vizs-
galjuk, ahol p affin relacio.

A tizedik fejezetben leirt eredményeket még nem publikaltuk. A Ar-min-

taalgebrak fiiggvényteljességét a 64, Tétel teljesen leirja.



2. Definiciok, fogalmak

Projekcionak, részletesebben n-valtozos i-edik projekcionak nevezzik az
olyan, barmely halmazon értelmezhetd miveletet, amely minden elem n-eshez
annak /-edik komponensét rendeli hozza. Akkor mondjuk, hogy az 4 halmazon
eértelmezett /' n-valtozos mivelet 1ényegesen fiigg az i-edik valtozojatol, ha vannak

olyan a,,...,a,, be A elemek, amelyekre
.f (al sosey @ity Wiy Qi 5, o5 a,,) if(al, sesy i1y b, A, wesy Cln).

Az f miveletet Iényegesnek nevezziik, ha legalabb két valtozgjatol Iénye-
gesen fiigg €s szurjektiv. Az 4 halmazon értelmezett / miivelet idempotens, ha
minden a€A-ra f (a, ..., a) = a. Az A halmazon értelmezett / haromvaltozos mi-

veletet tobbségi fiiggvénynek nevezziik, ha minden x, ye4-ra

fxeyi=fzy =y =5

Az 4 halmazon értelmezett /' n-valtozos miveletet » > 3 és 1 < 7 < n esetén
n-valtozos i-edik szemiprojekcionak nevezziik, ha nem csupa kiillonb6zo
X1, ..., Xx,€4 elemekre f (xy, ..., x,) = x,.

Az fs 4 =>4 fuggvényt konzervativ fiiggvénynek nevezziik, ha
f ey, e, x3) €{xy, ..., x3} minden x4, ..., Xi € A-ra.

R. W. Quackenbushtol ([10], 74. oldal) szarmazik a kovetkezo definicio.

Az (xy, ..., x), (V1 s Vi)EA" elem k-asokrol akkor mondjuk, hogy azonos
mintajaak, ha barmely i, je {1, ..., k} esetén x; = x; akkor és csak akkor, ha
yi=y. Azf: A* = 4 konzervativ fuggvényt mintafiiggvénynek nevezzik, ha
Jf (xy, e, xp) = x;, (1 i< k), ahol 7 ugy fugg az x,, ..., x;-tol, hogy 1 (31, ..., V) = Vi
ugyanazzal az i-vel, ha (v, ..., Vx) €s (xy, ..., X;) azonos mintajuak.

Legyen p n-valtozos relacio az 4 halmazon. Az (xy, ..., x;), (1, - Vi) € A*
elem k-asokrol akkor mondjuk, hogy azonos mintajaak p -ra nézve, ha barmely

i, e in € {1, ..., k} esetén (E s o0 X, ) EP akkor és csak akkor, ha
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(¥i» =s Yy JE P AZS: A" — 4 konzervativ figgvényt p-mintafiiggvénynek ne-
vezzik, ha f(x,, ..., x;) = x;, (1< < k), ahol 7 ugy fugg az xy, ..., x;-t6l, hogy

SO, .o Yi) = v, ugyanazzal az i-vel, ha (yy, ..., ¥;) €s (xy, ..., ;) azonos mintajuak
p-1a nézve.

Példa. (1) Legyen L egy halo és p a halot definiald részbenrendezés. Ha L
lanc, akkor a halomiiveletek p-mintafiiggvények, maskillonben nem p-minta-
fuggvények.

(2) A konzervativ fliiggvények mind p-mintafiiggvények valamely
p szerint (1. Korec, szdbeli kézlés). Ugyanis legyen f -A* 5 A konzervativ fiigg-
vény és p={{ay, ..., ay, a) € A . a=a; of(ay ... a)=a;}. Ekkor f p-minta-
faggvény.

Konzervativ algebranak neveziink egy algebrat, ha miiveletei konzervativ
fiiggvények. Hasonloan, az (4; F) algebrat p-mintaalgebranak nevezziik, ha min-

den fe/' p-mintafiiggvény.

A p-mintafiiggvények definiciojabdl konnyen adodnak a kovetkezd meg-
allapitasok:

(1) A mintafiiggvények 4-n p-mintafiiggvények, ha p egyenldség relacio
A-n,

(2) Legyen p n-valtozos relacié A4-n és p = A"\p. Akkor p-mintafiiggvé-
nyek 4-n p -mintafiiggvények is.

(3) A pc A° relaci6 inverze legyen p . Ekkor a p'-mintafiiggvények va-
lamint a p up’l-mintafuggvények is p-mintafiiggvények.

A pc A" relacionak a 7: 4 — A bijektiv leképezés automorfizmusa, ha
barmely (a;, ..., @,) € pesetén (7 (g,), ..., 7 (a,)) €p.

(4) Haa pc A" relacionak a rautomorfizmusa, akkor 7automorfizmusa
barmely (4, ) p-mintaalgebranak is.

(5) Barmely p < 4"-re az 4 halmazon értelmezett projekciok p-mintafigg-

vények.
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Legyen O} (n2=1) az A4 nemiires halmazon értelmezett n-valtozds mii-

veletek halmaza és O, = U 0" . Ha f €0, g, ..., g, €0, akkor az

nzi

/. g, ..., g, miveletek szuperpoziciojat jelolje 7(g,, ..., g,). ¢slegyen

(& s gy, s a)= flgla, -.q), -, g4y, s &)

minden «;, ..., a; € A-ra.

Ha az /" < O, mivelethalmaz tartalmazza a projekciokat és zart a szuper-
poziciora, akkor /-et klénnak nevezziik.

Az 9sszes projekciok halmazat jeldlje 7,. Az O, I, halmazok klénok. Az
I, klont trivialis kionnak nevezzikk. Kionok barmely haimazanak a k6zos része
szintén klon. Az 4 halmazon az §sszes klonok algebrai halot alkotnak, amelyek-
nek a legkisebb eleme /,, a legnagyobb eleme O, Ennek a halonak az atomjait
minimalis kiénoknak, dualis atomjait maximalis klénoknak nevezziik. Az 4 hal-
mazon definialt miveletek barmely /' halmazahoz létezik egy legkisebb klon,
amely az /" halmazt tartalmazza. Ezt a kiont nevezziik /- altal generalt klénnak.

’ Az 4 = (4, I) algebra esetén 7(A4)-val jeloljik azt a klont, amelyet / gene-
ral, P(4)-val jeloljuk azt a klont, amelyet /- és az §sszes konstansok (mint egy-
valtozés miveletek) generalnak és Aut(A4)-val az 4 automorfizmusainak a cso-
portjat. A 7({A) klont az A4 algebra termfiiggvényei klénjanak, mig a P(A4) kiont
az A algebra polinomfiiggvényei klonjanak nevezzik. Ha 7(A4) trivialis klon,
akkor az 4 algebrat trivialis algebranak nevezziik. A trivialis algebrak alapmii-
veletei projekciok, amelyeket trividlis miiveleteknek is neveziink.

Az A véges algebra primal, ha 7(A4) = O, Az A4 véges algebra fiiggvény-
teljes, vagy funkcionalisan teljes ha P(4)= O .

Ha az A4 algebra végtelen, akkor szamossagi meggondoldasok miatt
\P(A)=14 < O, ,azaz a végtelen algebrak nem fuggvényteljesek.

Ha az 4, és az 4, algebrak alaphalmazai egyenlok, akkor 7(4,) = 7(4;)
esetén termekvivalensek, P(4,) = I’(A4,) esetén polinomekvivalensek.

Az A, és A, algebrak ekvivalensek, ha az 4, algebra izomorf egy olvan ai-

gebraval, amely termekvivalens az 4- algebraval.



1. Lemma. Ha p c A" tetszoleges relacio, akkor az 4 halmazon értelmezett

p-mintafiiggvények kldnt alkotnak.

Bizonvitds. Emlitettitk a projekciok barmely p relacid esetén p-minta-
fiiggvények. Belatjuk, hogy a p-mintafiiggvények szuperpozicidja is p-minta-
tiggvény. Legyenek f k-valtozos €s gy, ..., g n-valtozos p-mintafiiggvények az 4
halmazon. Legyen A(x,, ..., x, )= f(g(x, ... X,), .., g&(x, ..., x,,)). Megmu-
tatjuk, hogy A(x,, ..., x,) is p-mintafiiggvény 4-n. Ha (a,, ..., a,) € A",

(b, ..., b)) e A" azonos mintak p-ra, akkor
Bl s Uy )=8,, p Gl - @) =8, (154, ...s {, S 0)
esetén g/(b, .., b )= b, .s 8(b .. b,)=b, €s forditva. Ezért
ha,, ..., a,)=a, akkor és csak akkor, ha /(b ..., b,)=b, , ahol 1</ < k. Ezzel
belattuk, hogy 7(x,, ..., x,) is p-mintafiiggvény, azaz a p-mintafiiggvények va-

loban klont alkotnak.

Rosenberg [13] bebizonyitotta, hogy minden minimalis klon generalhato a
kovetkez6 tipusu miiveletek valamelyikével: nemtrivialis egyvaltozos; nemtrivia-
lis kétvaltozos idempotens; haromvaltozos tobbségi fiiggvény; nemtrivialis szemi-
projekeid; x ~ y + =, ahol (4; +) Boole-csoport.

A nemtrivialis egyvaltozos miiveletek és az x ~ y +— = miivelet, ahol (4; +)
Boole-csoport, nem p-mintafiiggvényvek Masrészt barmely nemtrivialis véges
p-mintaalgebra termfuggveényei kldnjanak van minimalis részklonja. Igy megfo-

galmazhatjuk a kévetkezd két lemmat.

2. Lemma. Minden nemtrivialis véges p-mintaalgebra termfiggvényei
klonja tartalmaz vagy nemtrivialis kétvaltozds p-mintafiiggvényt vagy olyan ha-
romvaltozds p-mintafiiggvényt, amely tobbségi fiiggvény vagy olyan nemtrivialis

p-mintafiiggvényt, amely szemiprojekcio.
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3. Lemma. Adott p relaciora minden (4; /) nemtrivialis véges p-minta-
algebra fiiggvényteljes akkor és csak akkor, ha barmely olyan (4; /) nemtrivialis
p-mintaalgebra fiiggvényteljes, amelyre f az 4-n értelmezett nemtrivialis kétval-
tozds, vagy haromvaltozds tobbségi fiiggvény, vagy nemtrivialis szemiprojekcio.

Az f 0 miivelet megérzi a p = A" relaciot, ha valahanyszor

(a,, ..., a,)ep, (1Si<k),
mindannyiszor (f(a,,, ..., a;), ..., f(a,,, ..., a,,)) € p. Ekkor p részalgebraja az

(4; /" algebranak.
Ha p < 4" esetén Polp-val jeloljik az O, mindazon miiveleteinek a halmazat,

amelyek megdrzik a p-t, akkor Polp szintén klon.

4. Megiegyzés. Az A halmazon definialt nemtrivialis szemiprojekeciok

nem Orzik meg az 4 halmazon értelmezett korlatos részberendezéseket [8].

orc s

A p < A" relaciot az (A4; F) algebra kompatibilis relaciéjanak nevezzik,
ha /" < Polp.

Az (4; F) algebra kétvaltozos, kompatibilis, reflexiv, szimmetrikus reléaci-
oit az algebra tolerancidinak nevezziik. Az (4; F) algebra p tolerancigja trivialis,
ha p egyenléség relacid vagy p = A°. Ha az algebranak nincs trivialis toleranciak-
tol killonbozd toleranciaja, akkor az algebra toleranciamentes.

Legyen & ekvivalencia-relacio az 4 halmazon és p < 4", Ha valahanyszor
(ay, ..., a) € p, by, .., beA, (ay, b)es, .., (a, b,)e s mindannyiszor
(by, ..., b)ep, akkor azt mondjuk, hogy £ kompatibilis p-val.

Az A halmazon értelmezett p relacié egyszerii, ha nincs olyan nemtrivi-
alis ekvivalencia-relacio 4-n, amely kompatibilis a p-val.

A pc A" relacio teljesen reflexiv, ha
p={a, ..,a,):3i,j i#j1<i,j<n a,=a;.

A pc A" relacid teljesen szimmetrikus, ha (¢, ..., @,) € pesetén

(@, ..., a, ) € p, ahol rtetszdleges permutacio az {1, ... n} halmazon.

nrx /
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Az A halmaz szimmetrikus csoportjat §;-val jeloljik. ABc 4a G <8,
permutaciocsoport blokkja, ha Bz =B vagy Br nB=& minden 7€ G-ra. Az A hal-
mazt és annak egyelemu részhalmazait trivialis blokkoknak nevezziik.

Legyen G < §, permutéaciocsoport. Ha barmely a, beA4 esetén van olyan
m €G permutacio, amelyre az =b, akkor a G permutdciocsoportot tranzitivnek
nevezzilk. A G tranzitiv permutaciocsoport primitiv, ha csak trivialis blokkjai
vannak.

Az 4" teljesen reflexiv és teljesen szimmetrikus o részhalmazat centralis
relaciénak nevezzik, ha p = A" ¢s van olyan ced, amelyre {c}*x A" < p. Az
ilyen tulajdonsagu ¢ elemek halmazat a p centralis relacio centrumanak nevez-

o

ZUK.

7

Legyen 3 < i <|4]. A 7={6,, ..., 6,} (m = 1) ekvivalencia-relaciok haima-

zat A-n h-reguiarisnak nevezzik, ha:

(1) minden @-nek / osztalya van (1 <j < m),
N . . . . 13 . n
(2) a G relaciok tetszoleges g ekvivalencia-osztalyaira r\l g+
iz

A T altal meghatarozott Ay relacié az 6sszes olyan («aj, ..., a)eA™ rende-
zett h-asokbol all, amelyekre minden j (1 <j < m) esetén az a;, ..., a;, elemek koziil
legalabb ketté §-nek ugyanabban az ekvivalencia-osztalyban van. A Ar-relaciot
h-reguldris reidcionak nevezziik.

Ha a C algebra alapmiiveletei egyvaltozosak, akkor a C algebrat unér
algebranak nevezziik.

Legyen C=(C; F)unéralgebram n>1, M= {1,...,m} ésN= {1, .., n}.
A c:M—>M, u:M—>N adott leképezésekre és g, ..., g, € 1{O)N ()}“—re
a C" halmazon definidljunk egy #;[g,, ..., g, ] n-valtozés miveletet a kovetkezd-
képpen:

A8 <o Bl 005 s X)) = (g,(,\';‘;’ Y s Gk ))s @b0OL %, = {x), vy ) &C°,
=1, st

Azt az algebrat, amelynek alaphalmaza (™ ¢s alapmiveletei az 0sszes
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hilg, .., g,] alaka miveletek, a C algebra m-edik matrixhatvdnyanak nevez-
zitk és C "-mel jelsljik.

A G<8,¢ésaH<S, permutaciocsoportok koszoriszorzata az 6sszes
(@, o ) = (ay, 7, ..., @, 7,) alaku A" értelmezett permutaciok csoportja,
ahol m,eH, my, ..., m, €G.

Ha (4; +) clemi Abel-csoport, akkora p= {{x,y,z,7) € A x- y+z=t}
relaciot affin relaciénak nevezzik.

Az (A4; F) algebra szemiaffin az (4; +) elemi Abel-csoportra nézve, ha a
p={(x,y,z,t)ed . x—y+z= 1} relacié kompatibilis relacidja az (4, F) algeb-
ranak.

Ha az (4, I') szemiaffin algebranak x - y + = termfiiggvénye, akkor az
(A; F) algebra affin az (4, ) Abel-csoportra.

Egy (A4; F') algebrat a K test feletti affin térnek neveziink, ha az /" miive-
lethalmaz egy K test feletti 4 tartohalmazi vektortér 6sszes idempotens termfiigg-

vényeibdl all.
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3. Fiiggvényteljességi tételek

Kételemi halmazon értelmezett klonok haldjanak dualis atomjai Post tel-
jessegi tétele [9] szerint a kovetkezok: az egy6rz0, a nulladrzd, a linearis, az 6ndu-
alis és a monoton fiiggvények osztalya. Egyik konstans sem 6rzi meg a masikat, a

konstansok nem ondualisak, ezért érvényes a kovetkezd:

S. Lemma. Egy kételemi algebra akkor €s csak akkor fuggvényteljes, ha

az algebra alapmiiveletei kozott van nem linearis €s nem monoton miivelet.

Szamos szerzd vizsgalta a véges algebrak fliggvényteljességét. Az elso ne-
vezetes eredmény Rédei és Szele [11] tétele, amely szerint a véges testek fiigg-
vényteljesek, ha alapmiiveleteknek az dsszeadast és a szorzast tekintjuk. Az utob-
bi tétel altalanositasaként Kuznyecov [6] bebizonyitotta, hogy a véges gytirik ko-
zil pontosan a nemtrivialis szorzasu (elyan gyiird, amelyben van két olyan elem,
athelyek szorzata nemzérus), egyszerii gyiiritk a fiiggvényteljesek. Maurer és
Rhodes [1] belattak, hogy egy véges csoport akkor és csak akkor fuggvényteljes,
ha nemkommutativ, egyszerii vagy trivialis csoport.

Stupecki [15] tétele szerint az A4 legalabb haromelemii, véges algebra ak-
kor ¢s csak akkor fiiggvényteljes, ha P(A4) tartalmazza az dsszes egyvaltozos figg-
vényt €s legalabb egy 1ényeges fiiggvényt.

Véges halmazon értelmezett klonok halojanak dualis atomjait Rosenberg

[14] irta le. Az 6 nevéhez flizodik a kovetkezod nevezetes tétel:

6. Tétel. A C fuggvényklon az 4 véges halmazon akkor és csak akkor
maximalis, ha C=Polp, ahol p-ra a kévetkezo hat eset valamelyike teljesiil:

(1) p korlatos részbenrendezés A-n,

(2) p négyvaltozos relacid A-n, amelyhez van olyan (4; +) elemi Abel-
csoport, hogy barmely «), a,, a3, a4 € A-ra (@), a1, a;, ay) € A% akkor és csak ak-

kor, ha ayt+a>=as+a,.
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(3) p kétvaltozos relacido A-n, amelyhez van az A halmaznak olyan p prim
rend(, fixpont nélkiili 7 permutacioja, hogy barmely «,, a,,€ A-ra (a,, ;)€ p akkor
¢és csak akkor, ha ¢, = a7,

(4) paz A-nak nemtrivialis ekvivalencia-relacigja,

(5) paz A-nak centralis relacidja,

(6) paz A-nak h-regularis relacioja valamely A-ra (/2 > 3).

7. Kovetkezményv. Az (4; F) véges algebra akkor és csak akkor fliggvény-

teljes, ha /" miivelethalmazt nem tartalmazzak a 6. Tételben felsorolt Rosenberg-
klonok kozal az (1), (2), (4) és (6) tipustiak és a legalabb kétvaltozds centralis
relaciohoz tartozo (5) tipust. Valdban a konstansokat, mint egyvaltozos mivele-
teket a felsorolt Rosenberg-klonok tartalmazzak, mig a kimaradtak egyike sem
tartalmazza mindegyik konstanst.

Szendrei Agnes ([20], 436. oldal), ([21], 58. oldal) tételeit a kovetkezo

tételben fogalmazzuk meg.

8. Tétel. Egy véges, egyszer(i, sziriektiv A4 algebrara a kovetkezdk vala-
melyike mindig teljesil:

(1) A4 fuggvényteljes,

(2) A affin egy elemi Abel-csoportra,

(3) 4 1zomorf egy olyan algebraval, amely termekvivalens az
(N; G)™ (m > 1) matrix hatvannyal, ahol N véges, de nem egyelemii, G < Sy ¢és
IN] > 2 esetén a G permutaciocsoport primitiv,

(4) az A4 algebranak van kompatibilis, kétvaltozos centralis relacigja,

(5) az 4 algebranak van kompatibilis, korlatos részbenrendezése.

A konzervativ algebrak sziirjektivek és nem izomorfak olyan algebraval,
amely termekvivalens a (3) alatt leirt matrix hatvannyal. Ugyanis m = | esetén G

nem identikus permutacio, m > 2 esetén G nem konzervativ.
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9. Lemma. Ha az A4 legalabb haromelem, véges, konzervativ algebra és a
termmoiiveletei kozott van legalabb egy lényeges mivelet, akkor az A4 algebra

egyetlen (4; +) elemi Abel-csoportra sem szemiaffin.

Bizonyitds. Ha (4; +) elemi Abel-csoport, akkor |4] = p", ahol m pozitiv
egész szam €s p prim. Legyen az f n-valtozos konzervativ mivelet termmiivelete
az A algebranak. Tegyiik fel, hogy a 8 ={(x,y,z,t)e 4 : x— y+z =t} relacio
kompatibilis relacioja az 4 algebranak. Ekkor az / miivelet megdrzi a € relaciot,
ha az A-t azonositjuk a GF(p) feletti vektortérrel, akkor f/ a kovetkezd alakban
irhatd: f(x;, ..., x,) = Bix; + ... + Bx, + C, ahol By, ..., B, mxm-es €s xy, ..., X,
m>1-es matrixok GF(p) felett [12]. Az f(0, ..., 0) = 0-bol kovetkezik C = 0.

Ezért B;x;=f(0, ..., x;, ..., 0) € {0, x;} tetszbleges x;cA4-ra. Ha B;a=0¢s B;h=b
valamely a, be 4\{0}-ra, akkor B;(a + )& {0, a + b}. Igy B;x;= 0 minden x; e4-ra
vagy B, x; =x; minden x;e4 esetén. Ezért B, zérOmatrix vagy egységmatrix. Az f
milvelet fiigg minden valtozojatol, ezért f(xy, ..., x,,) =x;+ ... + x,,. Legyen

¢, de A\{0}, c #d ekkor f(c, -d, 0, ..., 0)=c-d¢ {c,-d, 0}, ami ellentmondas.

Egy legalabb haromelem(i, véges, egyszerii konzervativ, algebra termmii-
veletei kozott mindig van legalabb egy lényeges miivelet. Ezt a tényt valamint a 8.

Tételt és a 9. Lemmat felhasznalva kapjuk:

10. Lemma. Legyen A legalabb haromelemii, véges, egyszerti, konzervativ
algebra. Az A4 algebra akkor ¢€s csak akkor fuggveényteljes, ha:
(1) A-nak nincs kompatibilis, kétvaltozos centralis relacioja A-n €s

(2) A-nak nincs kompatibilis, korlatos részbenrendezése A-n.

Szabd Laszlo [17] megmutatta, hogy a 8. Tételben (4) illetve (5) helyett a
kovetkezd (47), 111, (57) irhaté:
(4’) az A algebranak van olyan kompatibilis kétvaltozos centralis relacio-

ja, amelyet az 4 algebra minden automorfizmusa megoriz,
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(57) az A algebranak van olyan p kompatibilis, korlatos részbenrendezése,

T

hogy az A algebra minden 7 automorfizmusara a ={(xm,y7): (x,y) € p}
relacio vagy p vagy p et

Mindezek figyelembevételével a 10. Lemmabdl a kovetkezd lemmat kapjuk:

11. Lemma. Az A legalabb haromelemd, véges, egyszer(, konzervativ al-
gebra akkor és csak akkor fiigggvényteljes, ha

(1) A-nak nincs olyan kompatibilis, kétvaltozos centralis relacioja, ame-
lyet az A minden automorfizmusa megoriz, €s

(2) A-nak nincs olyan p kompatibilis, korlatos részbenrendezése, hogy 4

minden xautomorfizmusara a p* = {(x7, y7) : (X,y) € p} relacio p vagy 27,

12. Megjegyzés. (a) Ha az 4 algebranak 7 automorfizmusa, akkor az el6z6

lemma (1) feltételébdl kovetkezik, hogy nincs olyan p kompatibilis, kétvaltozos
centralis relacioja az 4 algebranak, amelyre teljesul a kovetkezo:

ha 7 valamely ciklusaban van centrumelem, akkor abban a ciklusaban csak
centrumelem van.

(b) Ha az A algebranak 7 automorfizmusa, akkor az el6-
z6 lemma (2) feltételébol kovetkezik, hogy nincs olyan p kompatibilis, korlatos
részbenrendezése az A algebranak, amelyre teljesil a kovetkezo:

ha 0,1 €4 a p korlatelemei, akkor azok 7 fixpontjai vagy 7 egy kettd hosz-

szusagu ciklusat alkotjak.

A. F. Pixley nevéhez fiizodik a

2 haz=y,
x, hax#y

f(x,y,:)={

fuggvény, az Gn. terndris diszkriminator vizsgalata. H. Werner [30] belatta, hogy
az (A4; t) véges algebra figgvényteljes.

Fried és A. F. Pixley [5] vizsgalta a
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x, hak=y,

d(x,y,z)= {

z,hax#y

un. dualis diszkriminatort. Belattak, hogy az (4; d) legalabb haromelemd, véges
algebra figgvényteljes.
A

x,, hax,, ..., x, paronként killonbozok,

gu(’xla eny 'xn): {

x,, kiilonben

fuggvényt kozelprojekcionak nevezziikk. Csakany Béla [4] bebizonyitotta, hogy az
(4; g,) legalabb haromelem{, véges algebra fiiggvénytejes.

Az (A4; I) algebrat homogén algebranak nevezziik, ha az §; szimmetrikus
csoport automorfizmuscsoportja az (4; I) algebranak. Az (4; ), (4; d) és (4; 1,)
algebrak homogén algebrak. Csakany Béla [4] bebizonyitotta, hogy barmely nem-
trivialis, véges, homogén algebra fiiggvényteljes hat kivételes esettol eltekintve. A
mintaalgebrak homogén algebrak, ezért mintaalgebrakra érvényes a kovetkezd

lemma.

13. Lemma. Barmely legalabb haromelemii, véges, nemtrivialis mintaal-

gebra fuggvényteljes.

Szabo Laszlo [16] bebizonyitotta, hogy azok a legalabb haromelemi ve-
ges, egyszeri algebrak, amelyeknek az automorfizmuscsoportja tranzitiv fugg-
vényteljesek, ha termfuggvényeik kozott van legalabb egy nemtrivialis konzerva-
tiv fuggveny.

E tétel kovetkezménye p-mintaalgebrakra a kovetkezo:

14. Lemma. Ha p ¢ 4" tetszdleges relacio és a p automorfizmuscsoportja
tranzitiv, akkor barmely legalabb haromelemd, véges, egyszerli p-mintaalgebra

fuggvényteljes.
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Palfy Péter Pal, Szabo Laszlo és Szendrei Agnes [8] bizonyitotta a kovet-

kezo tételt:

15. Tétel. Barmely olyan nemtrivialis, véges algebra, amelynek az auto-
morfizmuscsoportja primitiv, fiiggvényteljes, ha nem ekvivalens a kovetkezd dl-
gebrak egyikével sem:

(1) 4°, ahol s > 2, A4 fuggvényteljes algebra és A automorfizmuscsoportja
osszetett rendi,primitiv permutaciocsoport. Ekkor Aut(A4") koszoruszorzata az
Aut(A4)-nak és az §; szemmetrikus csoportnak,

(2) affin tér egy véges test felett,

(3) (4;x+ 1), ahol (4; +) az 1 altal generalt primrend ciklikus csoport,

(4) (4; x -y +z+1), ahol (4; +) az 1 altal generalt primrendi ciklikus
csoport.

(5) (4; xy + xz+yz+1), ahol (4; +, -) kételemd test.

A:15. Tételbol konzervativ algebrakra a kovetkezo lemmat kapjuk:

16. Lemma. Ha az A legalabb haromelem, véges, konzervativ algebra
automorfizmuscsoportja primitiv, akkor A vagy figgvényteljes vagy ekvivalens
egy C', (s > 2) algebraval, ahol a C algebra fiiggvényteljes és automorfizmuscso-
portja dsszetett renddi, primitiv permutacio csoport (ebben az esetben C' koszoru-

szorzata az Aut(A)-nak ¢s az §; szimmetrikus csoportnak).
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4. A p-mintaalgebrak fiiggvényteljessége

17. Lemma. Ha az 4 véges halmazon értelmezett tetszdleges p relacio
nem egyszer(l, akkor barmely 4 p-mintaalgebra nem fuggvényteljes.
Bizonyitas. Ha a p relacié nem egyszerii, akkor van olyan g nemtrivialis

gebranak az ¢ nemtrivialis kongruenciaja. A 7. Kévetkezmény szerint az

5 WO LAAAR

taalgebra nem fuggvényteljes.

18. Lemma. Ha az 4 legalabb kételem(i, véges halmazon értelmezett tet-
szbleges p ekvivalencia-relacio nem egyenl@ség relacio, akkor barmely 4 p-min-

taalgebra nem fiiggvénvteljes.

Bizonyitds. Ha p = 4°, akkor barmely 4 p-mintaalgebra trivialis algebr.

2 "oor rosr 5 r . .
Ha p# A" és nem egyenl6ség relacio 4-n, akkor kénnyen belathato, hogy a p rela-
c10 kompatibilis p-val, azaz p nem egyszerii. A 17. Lemma szerint az A p-minta-

algebra nem fuiggvényteljes.

19.L.emma. Az 4 legalabb haromelemii, véges halmazon értelmezett tet-
szbleges egyvaltozos p relacio esetén barmely 4 p-mintaalgebra nem fiiggvény-

teljes.

Bizonvitds. Ha p= A4, akkor a p-mintaalgebrak trivialis algebrak. Ha
akkor az az ¢ ekvivalencia-relacio, amelynek blokkjai p és 4\p kompatibilis

p-val. A p nem egyszer(, igy a 17. Lemma szerint valoban igaz az allitas.

20. Megjegvzés. Ha 4 1}, akkor a 19. Lemma nem igaz. Ugyanis le-

= {0,
gyen p= {0} és a kovetkezd fiiggvény

. [z, haxepésyep,
7 ('x’ }"a:)zj
U
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az 4 halmazon. Az f fuggvény nem monoton €s nem linearis 4-n. Az 5. Lemma

szerint az (4; f) algebra fuggvényteljes.

21. Tétel. Ha 3 < |4| < w, 1 < n < |4|, akkor az 4 halmazon megadhato
olyan n-valtozos p relacio, amelyre 1étezik nemtrivialis p-mintaalgebra és bar-

mely nemtrividlis p-mintaalgebra fiiggvényteljes.
Bizonyitds. Ha 1 <n < |4, akkor definialjuk az

xl’ ha(‘x2> Tt x)H-l) ep’

x ., kilonben

i+l

-f(xi’ A ’xn+l ) = {
p-mintafiiggvényt az 4 halmazon, ahol

p=a, .., a,)eA" i, j(i+#)), a=a;.

Ekkor az (4; /) nemtrivialis p-mintaalgebra. Ekkor a nemtrivialis p-mintaalgeb-
rak nemtrivialis mintaalgebrak is. Ezért a 13. Lemmabol kovetkezik, hogy bar-

mely nemtrividlis p-mintaalgebra fiiggvényteljes.

22. Megiegvzés. Ha 4= {0, 1}, akkor belatjuk, hogy a 21. Tétel nem igaz.

(a) Legyen p= {0} és

x, hax ep,

]
7 (%) | ¥ kiillonben.

Ekkor az f(x, y) nemtrivialis p-mintafiiggvény €s monoton az 4 halmazon, ezért a
5. Lemma szerint az (4, /) algebra nem fiiggvényteljes.

(b)Ha p ={1}, akkor az el6z6 (a) pont alatti (4; /) algebra nemtrivialis
© -szerinti mintaalgebra is, tehat nem fiiggvényteljes.

(c)Legyen 4 = {0, 1}, n=2. Ebben az esetben az 4 halmazon az ires €s a
teljes relacion kiviil pontosan 14 kétvaltozos relacié definialhato. Irjuk fel a ko-

vetkezo fuggvényeket:
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\ [x:' ha('xax)epa X, ha(xa}’)ep>
Si(xy)= 1}’ kulonben; Salx.y)= y kiilénben;
x, hax=y,
fi(xy,2)= {: kiilénben .

Toltsiik ki a kovetkezd tablazatot:

pC AxA4 p-mintaalgebra alapmiivelet |allitas
I 1{(0,0)} (4. /1) nemtrivialis | monoton nem fliggvényteljes
2 {011 (A4; f1) nemtrivialis | monoton nem flaggvényteljes
3 1{(0, 1)} (A: f>) nemtrivialis | monoton nem fiiggvényteljes
4 1{(0,0), (1, )} [(4;f;) nemtrivialis |monoton nem fuggvényteljes
5 1{(0,0), (0, 1)} |[(A4; /) nemtrivialis | monoton nem faggvényteljes
6 1{(0,1), (1, )} |(4;f;) nemtrividlis |monoton nem fuggvényteljes

A tablazatban felsorolt 6 kétvaltozds relaciobol komplementer €s inverz képzéssel
mind a 14 kétvaltozds relaciot megkaphatjuk. Mar emlitettitk, a p-mintaalgebrak
a p'l Esa g = Az\p relacié szerint is mintaalgebrak. A tablazat szerint ebben az

esetben sem igaz a 21. Tétel.

23. Tétel. Ha 3 < [4] < o0, 1 < n < |4|, akkor az 4 halmazon megadhato
olyan n-valtozos p-relacio, amelyre létezik nemtrivialis p-mintaalgebra ¢€s bar-

mely p-mintaalgebra nem fuggvényteljes.

Bizonvitds. (a) Legyen 1 < n < |4|, & olvan ekvivalencia-relaci¢ az 4 hal-
mazon, amelynek egyetlen nem egyelemi blokkja van és az kételemi. Ha

p=1{a, .., a,)eA"  3i,j(i#))(a,,a,)ee&},akkor definialjuk az

ot 5]

- ) ['\‘{’ ha('\‘Z’ 2efn 'x11+!)epa
X, o, X )= il
ACE o x, . kiilonben

n+l
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p-mintafiiggvényt az 4 halmazon. Az (4; f) p-mintaalgebra nemtrivialis. Az ¢
nemtrivialis ekvivalencia-relacio kompatibilis p-val, azaz p nem egyszerli. Ekkor
a 17. Lemma szerint barmely p-mintaalgebra nem fuggvényteljes.

(b)yHan=1, akkor legyen pc 4, p# &, 4 és

; x, hay e p,
8% ¥)=1 ), kiilonben.

Az (4; g) p-mintaalgebra nemtrivialis. Ekkor a 19. Lemma szerint barmely

p-mintaalgebra nem fiiggvényteljes.

24. Megijegvzés. Ha 4 = {0, 1}, akkor barmely nemiires vagy nem teljes

legfeljebb kétvaltozos A-n értelmezett p relacidhoz mindig megadhaté olyan

p-mintaalgebra, amely fiiggvényteljes.

Bizonvitds. (1) Ha p= {0}, akkor a 20. Megjegyzésben definialt algebra
fuggvényteljes, amely p= {1} szerint mintaalgebra is.
(2) Ha a ptetszoleges kétvaltozds relacid nemdres relacio €s

nem teljes relacié az 4 halmazon, akkor van olyan p-mintaalgebra, amely fligg-

z, ha X, V)E L, (-y> ha /x’ 1) Ep,
Legyen fi(x,y.2)=9  _ .,( i filx.v.oy=4" 777
‘ y kulonben; 7 | = kulonben;

y, ha(x,x) e pes(x,y) ep,

.f.%(x:)/;:)Z{

- kiulonben;

jx, ha(x,y) € p,

fi(x,y,2)=
Ji(x,3,2) | = kulonben.
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Tekintsiik a kovetkezo tablazatot:

pc Ax4 p-mintaalgebra allitas
I 1{(0,0)} (4; /1) nemtrividlis | fuggvényteljes
2 1{(1, 1)} (A4; f1) nemtrivialis | fuggvényteljes
3 1{(0, 1)} (A4; f>) nemtrividlis | fuggvényteljes
4 1{(0,0), (1, D)} |(4;f1) nemtrividlis | fuggvényteljes
5 1{(0,0),(0, 1)} |(A4;f;) nemtrividlis | fuggvényteljes
6 {0, 1), (1, )} |(4;/fy) nemtrividlis | fuggvényteljes

A tablazatban felsorolt relaciokbdl az ures és a teljes relacid kivételével az 6sszes
kétvaltozos relacio komplementer és inverz képzéssel megkaphato. Az f, 1>, f3. /4
fuggvények A-n nem linearisak és nem monotonok. fgy a tablazatban felsorolt

algebrak valoban fuggvényteljesek, azaz igaz az allités.



5. Permutacié-mintaalgebrak fiiggvényteljessége

A 7 permutaciot ciklikus permuticionak nevezzikk az 4 halmazon, ha 7
egyetlen nem egy hosszusagi ciklusbol all. Az 4 7-mintaalgebrat permutacio-

mintaalgebrianak nevezziik, ha 7az 4 halmazon egy permutacio.

25. Lemma. Ha az 4 véges halmazon értelmezett 7 permutacié paronként
idegen ciklusokra valo felbontasaban legalabb egy 4 hossziisagh ciklus van, akkor

” S g ;
egyetlen 4 7 Uz~ -mintaalgebra sem figgvényteljes.

Bizonvitids. A 7 permutacid paronként idegen ciklusaira vald felbontasa-
ban legyen (ay, as, a3, ay) egy 4 hossziisagh ciklus. Legyen az 4 halmazon ¢ az a
nemtrividlis ekvivalencia-relacid, amelynek egyetlen nem egyelemii blokkja
{ay, as}. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy & kompatibilis p= 7z '-gyel. A p rela-

c10 nem egyszer(, ezért a 17. Lemma szerint igaz az allitas.

26. Lemma Ha 3 < 4| < oo, |4=p (p prim) és z ciklikus permutéci6 az 4

halmazon, akkor barmely (4; /) nemtrivialis 7-mintaalgebra fiiggvényteljes.

Bizonyitds. Konnyt belatni, ha 7 ciklikus permutacié 4-n és [4|=p
(p prim), akkor 7 automorfizmuscsoportja primitiv. Ekkor barmely (4; /) nemtri-
vialis 7-mintaalgebranak az automorfizmuscsoportja is primitiv és nem ekviva-
lens fiiggvényteljes algebrak nemtrivialis direkt hatvanyaval. A 16. Lemmat fel-

hasznalva az allitast kapjuk.

27. Lemma. Legyen 3 < |4| < o és 7 olyan permutacié az 4 halmazon,
amelynek paronként idegen ciklusokra valéd felbontasaban minden ciklus ugyan-

olyan hossziisagu, akkor barmely A egyszer(i 7-mintaalgebra fuggvényteljes.

Megjegvzés. Ha |4| = 2, akkor a 22. Megjegyzéshez tartozo tablazat 4. so-
raban olyan algebrat talalunk, amely 7= (0, 1) esetén z-mintaalgebra 1s. Ez az

algebra egyszerti, de nem fiiggvényteljes.



Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy a 7 automorfizmuscsoportja tranzi-
tiv. A 14. Lemmat alkalmazva a 27. Lemmat kapjuk.
Definialjuk a kovetkez6 z-mintafiiggvényeket, ha 7 tetszdleges ciklus

permutacio az 4 halmazon:

x, ha(x,y)enr, x, ha(y,x) emn,
.fl(xay): = T . /”('xa )= e .
vy kilénben; vy kilonben;
| x, ha (x,y) ez vagy (v,x)ex,
.f}(xo,v): S
v kiilonben.

Ha fi(x, y) = f3(x, y), akkor érvényes a kovetkezo tétel.

28. Tétel. Legyen 3 < |4| < oo, 7 tetszOleges permutacio és f tetszoleges,
nemtrivialis, kétvaltozos z-mintafiiggvény az A halmazon. Az (4; /) 7-mintaal-
gebra akkor és csak akkor fiiggvényteljes, ha 7 ciklus permutacio és [4| = 4 esetén

f250

Megjegvzés. Ha |A| = 2 és 7 permutacio 4-n, akkor a kétvaltozos 7-minta-

fuggvények projekciok.

Bizonvitas. Legyen 3 < |4]| <o és 7 ciklikus permutacio az 4 halmazon.
Ha |A| = 3, akkor az f; és f; 7~mintafuggvények projekciok. Ha |4| = 4, akkor az
(A4: £3), (4. 1) algebrak 7ru7r']-mintaalgebrék, amelyek a 25. Lemma szerint nem
fuggvényteljesek.

(1) Belatjuk, ha =z ciklikus permutacio az 4 halmazon és |[4] = 4 esetén
[# /5, fu, akkor az (4; ) m-mintaalgebra fiiggvényteljes. E10szor az (4: f;)
(i=1, 2, 3) nemtrivialis z-mintaalgebrak fiiggvényteljességet vizsgaljuk, ha
3 <|4| <. Legyen 7tetszleges nemtrivialis ekvivalencia-relacié az 4 halmazon.
Ekkor vannak olyan «, b, ¢ € A, a # b elemek, amelyekre (¢, b)e 7, (a, c)gT €S

(a, c)er irj uk fel a kovetkez6d matrixokat:
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a b & @ as a
c c a b as day
a c ¢ b as  ay

Az els6 matrixbol kapjuk, hogy az f; nem 6rzi meg a zrelaciot. A masodik
matrixbol kapjuk, hogy /, sem 6rzi meg a rrelaciot. Ekkor a 27. Lemma szerint az
(4; f1) és (4; 1) algebrak fuggvényteljesek.

Legyen 5 < |4| < w és 7= (a, ¢, a3, aq, ..., a,) ciklikus permutacioé az 4
halmazon. Vizsgaljuk meg ebben az esetben az (4; f;) algebra fuggvényteljesse-
gét. Ha a, = b vagy as = b vagy ... vagy a, = b, akkor az elsd matrixot, ha a; = b,
(as, a) € 1, (a3, a;)¢ 1, akkor a harmadik matrixot alkalmazzuk. Tehat az (4; f3)
algebra egyszerdi. Szintén a 27. Lemma szerint az (4; /) algebra fuiggvényteljes.

Az f1, f», /3 m-mintafuggvényekbol a valtozok felcserélésével az Osszes
kétvaltozos nemtrivialis 7-mintafiiggvény megkaphato, ha 7 ciklikus permutacio
az A halmazon. Ezzel belattuk, hogy az (A; f) 7~mintaalgebra fuggvényteljes, ha 7
ciklikus permutacio €s [4| = 4 esetén [ # f3, /.

L (2) Végiil belatjuk, hogy az (4; /) n-mintaalgebra nem fiiggvényteljes, ha
7 nem ciklikus permutacié az 4 halmazon. Ha r identikus permutéacio, akkor a
kétvaltozos z-mintafiiggvények projekciok. Ha 7 nem identikus és nem ciklikus
permutacié 4-n, akkor legyen o olyan nemtrivialis ekvivalencia-relacié az A hal-
mazon, amelynek egyik blokkja a 7 valamely legalabb kettd hosszusagu ciklusa-
nak az elemei, a masik blokkja az 4 tobbi elemei.

Belatjuk, hogy barmely kétvaltozos f* z-mintafiiggvény megdrzi a o relaciot A4
halmazon. Haa, b, ¢, de A,a# b, (a, b),(c,d) € o és(a, ¢) ¢o, akkor (b, d) ¢
€s az (q, ¢), (b, d) mintak 7-re nézve azonos mintak. Haa, b, ¢, d € A, a# b,

(a, b),(c, d) € ogés(a, ¢) € o, akkor (b, d) € o. Mindkét esetben

(f(a,c), f(b,d)) eoc. Tehat f megdrzi a o nemtrivialis ekvivalencia-relaciot az 4

halmazon, azaz az (4; /) algebra nem fiiggvényteljes.
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29. Tétel. Ha 3 < |4]| < o, 7 tetszéleges permutacié az 4 halmazon és f
olyan zmintafiiggvény, amely tobbségi fiiggvény, akkor az (4; f) algebra
fuggvényteljes.

Megjegvzés. Az A={0, 1} halmazon egyetlen tobbségi fiiggvény van,

amely monoton. Tehat ebben az esetben a tétel nem igaz

Bizonyitds. (1) Ha 7 identikus permutacié 4-n, akkor a 13. Lemma sze-

rint igaz a tétel.

(2) Ha |4 =3 ¢és zciklikus permutacio 4-n, akkor a 26. Lem-
ma szerint barmely nemtrivialis 7~mintaalgebra fiiggvényteljes, azaz igaz a tétel.

(3) Ha 7 nem identikus permutacio és nem harom hosszusagu
ciklikus permutacio A4-n, akkor vannak olyan a, beA, a # b elemek, amelyekre
(a, b), (b, a),(a, a) ¢r. Az(a, a, b), (a, b, a) és (b, a, a) mintdk 7-re nézve azonos
mintak. Ebbol kovetkezik, hogy ebben az esetben egyetlen z-mintafiiggvény sem
tobbségi fiiggvény.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

30. Tétel Ha 3 < 4| < w0 és mtetszOleges permutacio az 4 halmazon, akkor
van olyan f nemtrivialis 7z-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio €s amelyre az

(A:f) algebra fiiggvényteljes.
Megjegvzés. Ha |4| = 2, akkor a szemiprojekciok 4-n projekciok.

Bizonvitds. (a) Ha 7 identikus permutacio A4-n, akkor a 13. Lemmat al-
kalmazva, ha [4]| = p (p prim) és 7 ciklikus permutacid 4-n, akkor a 26. Lemmat
felhasznalva konnyen megadhatunk olyan f fiiggvényt, amely a tételben leirt tulaj-
donsagokkal rendelkezik.

(b) Ha |4] = n (n dsszetett szam) és 7 ciklikus permutacio az 4

x]a ha (x]:x: )> (Xzax})v sery (xn—l’xn) € ﬂ.’

h] # ‘.kk . i (g vees X )=
almazon, akkor az f,(x,. ... x,) {x,, kilonben

fuggvény nemtrivialis 7z-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio az 4-n. A 7 auto-

morfizmuscsoportja tranzitiv, ezért az (4; f,) algebranak az automorfizmus-
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csoportja is tranzitiv. Az (4; f,,) algebra fuggvényteljességének az igazolasahoz a
14. Lemma szerint elegend6 belatni, hogy (4; f,, ) egyszerl. Legyen p tetszéleges
nemtrivialis ekvivalencia-relacié az 4 halmazon. Ekkor konnyen ellen6rizheto,
hogy van olyan (ay, ..., a,) € A" minta, amelyre f(ay, ..., a,) = a1, (a), a,)€p. A p
nemtrivialis ekvivalencia-relacio, ezért van olyan i, j, amelyekre 1 <7 <j<n¢€s

(a;, a))ep. A kovetkezd matrix felhasznalasaval kapjuk, hogy £, nem tiszteli a p

relaciot:
ay @
da; a;
aj a;
aﬂ an
ay ay

Az (A f,) algebra valdban egyszerli, azaz fuggvényteljes.
(c) Legyen r fixpont nélkili nem ciklikus permutacio az A

halmazon. Ha & szamu paronként idegen ciklus szorzata a 7z, akkor legyen

x,, ha B igaz,

f(x, ,\'Zk):{

x,, kulonben,

ahol
k 2k 2k 2k
B=(A(x3.%5) €ETNACA (2, x) € DD ACA (32, %,) €D ACA (33,%,) ETNA
= 12 iz oy
2k 2k 2k B
ACA (g x) DA - AC A (x5, %) € T)) A i (X545 X;) € 7))
1:514 i=:2;;'=—ll.2k iiZ;\':—]l.?.k

Koénnyen belathatd, hogy az igy definialt / figgvény nemtrivialis 7z-mintafigg-
vény, amely szemiprojekcid A-n.
(1) Legyen p tetszdleges nemtrivialis ekvivalencia-relacid az 4 halmazon.

Ekkor vannak olyan a,, ..., a, beA elemek, amelyekre a; # b, (a;, b)ep,
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flay, ..., ay)=ay, (a\, ay)ep, A kovetkezd matrix felhasznalasaval kozvetleniil

kapjuk, hogy az f figgvény nem 6rzi meg a p relaciot:

a b
as a
Ay Ay
a arp.

(2) Legyen 7 tetszoleges kétvaltozds centralis relacio az 4 halmazon. Van-
nak olyan ay, ..., axy.,, b, ¢ € 4 elemek, amelyekre (ay, b) ¢ 7, ¢ a 7 centrumele-

me €s f(a, ..., dy.1, C) = ay. 1rjuk fel a kovetkezd matrixot:

a, c
adyy €
c b

a, b.

A matrixbol kapjuk, hogy az f fiiggvény nem Orzi meg a 7 relaciot. A
10. Lemma és a 4. Megjegyzés szerint az (4; /) algebra fuggvényteljes.
(d) Legyen olyan =z permutacio az 4 halmazon, amely nem
identikus és van fixpontja. El6szor tegyiik fel, hogy a 7 permutacionak pontosan
egy fixpontja van.

x;, ha (((x,,x) e ) A((x,,X,) € T)A((X,,X3) €7T))V
Az f(x,,Xx,,X3)= v(((x,x,) e T)A((x,x,) € T)A((X3,X3) €ETT))5

x, kulonben
fuggvény nemtrivialis 7-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio az 4 halmazon.
Legyen p tetszbleges nemtrivialis ekvivalencia-relacio az 4 halmazon.
Konnyen ellenérizhetjilk, hogy vannak olyan ay, ai, a3, b €4 elemek, amelyekre
ay # b, (a), b) € p, (ay, a3)ep, f(a,, ay, a3) = a;. A kovetkezd matrixbol kapjuk,

hogy az f figgvény nem 6rzi meg a p relaciot:
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a b

a, ap
dz a3
a; Qas.

Tehat az (4; /) algebra egyszerti. A 4. Megjegyzés szerint nincs kompatibilis kor-
latos részbenrendezése A-n, ezért az (4; f) algebra fiiggvényteljességének az iga-
zolasdhoz a 11. Lemma szerint elegendé belatni, hogy az f fiiggvény nem 6rzi meg
a 12. Megjegyzés (a) pontja alatt leirt kétvaltozds centralis relaciokat. Legyen 7
egy ilyen kétvaltozos centralis relacio az 4 halmazon. Ekkor vannak olyan a;, «;,

as, b €4 elemek, amelyekre f(a;, ay, az)=a,, az 7 centrumeleme és (a;, b) ¢z A

kovetkezé matrixbol kozvetleniil kapjuk, hogy az f fiiggvény nem Orzi meg a 7

relaciot:

a, c¢
[25) C
ay b
a; b.

Ezzel belattuk, hogy az (4; /) algebra valoban fiiggvényteljes.

(c) Legyen 7 olyan permutacid az 4 halmazon, amelyek legaldbb két fix-
pontja van, de nem identikus permutacid. Legyen
B=((x,,x))em)rn((x,,x,)em)n({(x5,x,)em)A((x,,x,) eI~ ((x;,x;)€m),

C=(x,,x))em)n((xy,x;)em)n((x,,x,)emIn((x,x,)em)n((x,,x,) &),

D=((x;,x;) em)n((x;,x5) em) A((xy,x,) €m) Al(x),x,) ) A ((x5,x,) €77),

x, haBvCvD,
x, kiillonben.

Az f fuggvény nemtrivialis z-mintafiiggvény, amely szemiprojekcié az A halma-
zon.
Legyen p tetszOleges nemtrivialis ekvivalencia-relacié az 4 halmazon.

Ekkor kénnyen belathatd, hogy vannak olyan «;, a», a3, b € 4 elemek, amelyekre
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ay # b, (ay, b) ep, (ay, a;) ¢pés f(a, ay, a3, a;) = a;. A kovetkezd matrixbol koz-

vetlenill kapjuk, hogy az f nem 6rzi meg a p relaciot:

a, b
a, d
as as
ays dy
a;

Belatjuk, hogy az f figgvény nem 6rzi meg a kétvaltozos centralis relacio-
kat sem. Elegend6 a 11. Lemma szerint és a 12. Megjegyzes (a) pontja alatt leirt
kétvaltozos centralis relaciokat vizsgalni. Legyen 7 egy ilyen kétvaltozds centralis
relacio az 4 halmazon. Belatjuk, hogy f nem 0rzi meg a z-t. Konnyen ellendriz-
hetjuk, hogy vannak olyan «a,, a,, as, a,, b €A elemek, amelyekre a, centrumeleme
a rnek, (ay, b) ¢ vés f(a,, ar, a3, a;) = a,. A kovetkezd matrixbol kapjuk, hogy

nem Orzi meg a 7 relacidt:

a c
75 (&
as c
ady b
a, b

A 4. Megjegyzés felhasznalva kapjuk, hogy az (A4; 1) algebra fiiggvényteljes.

31. Tétel. Ha 3 < 4] < w0 és rolyan tetszOleges permutacio az A halmazon,
amely nem identikus vagy |4| = p (p prim) esetén nem ciklikus, akkor van olyan /
nemtrivialis 7-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio és amelyre az (4; /) algebra

nem fiiggvényteljes.
Bizonvitas. (a) Legyen |4| = pk, ahol p primés k> 1. Az

x,, ha (x,x,),(x5, %), ..., (X,.%,,) €7,

x,,, kilonben

.fpﬂ(‘rl"x:. 2 xp*rl ) = {
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figgvény nemtrivialis z-mintafuggvény, amely szemiprojekcio. Legyen

A={aq, a

ceey

o wous Bypy ooy Qo ds (s A (G @ )ER (F=4, . Bp-1) €8
p olyan nemtrivialis ekvivalencia-relacid az 4 halmazon, amelynek blokkjai
{a,, a

1 1 ! 1 A
pets von gt ds 1.0, 50 s Qg 3,098 =5 18gsBaps s Oy} KOONMyEN

ellendrizhetjiik, hogy az £, fuggvény megérzi a p relaciot az 4 halmazon. Az
(A f,+1) algebra nem egyszerli. A 7. Kovetkezmény szerint nem faggvényteljes.

(b) Legyen 7 fixpont nélkili nem ciklikus permutdcié az 4
halmazon és tegyiik fel 7 felbomlik k& szamu paronként idegen ciklus szorzatara. A
30. Tétel bizonyitasanak a (c) pontjaban definmalt f(x;, ..., x;) fiiggvény definici-
Ojaba az xy; fuggvényérték helyett x,-t irjunk. Ekkor olyan g(x;, ..., xy;) nem-
trivialis 7~mintafiiggvényt kapunk, amely szemiprojekcio. Legyen p az a nemtrivi-
alis ekvivalencia-relacié az 4 halmazon, amelynek egyes blokkjait pontosan a 7
permutacié paronként idegen ciklusaiban szerepld elemek alkotjak. Konnyen el-
lendrizhetjiikk, hogy a g(x,, ..., x;) figgvény tiszteli a p relacidt, azaz az (4; g)
algebra nem fiiggvényteljes.

(c) Legyen a 7 olyan permutacié az 4 halmazon, amelynek

pontosan egy fixpontja van. Legyen

Irxp ha ((-xzaxz) Eﬁ)’A‘ ((A‘I,,‘Cl ) E/’Z")/’\((,‘CI,X~) Eﬁ'),

X s XouXs) = ’
8%, %2 %5) x, kiilonben.

Kénnyen igazolhato, hogy a g fiiggvény megdrzi azt a nemtrivialis ekvivalencia-
relacidt 4 halmazon, amelynek egyes blokkjait pontosan a 7 permutacié paron-
ként idegen ciklusaiban szerepld elemek alkotjak. Az (4; g) algebra sem figg-
vényteljes.

Legyen a 7 olvan nem identikus permutacio az 4 halmazon, amelynek leg-

alabb két fixpontja van. Legyen

, ~ [x,, ha Bigaz,
8 X, X5,X5,X, )= nie
ad 74 | x, kulonben,

ahol

B=((x;,x;) €em)A((xy,x,) €T)A((x5,%;) €M) A((x;,x,) € ) A((X,,%;) € 7T).
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Konnyen ellenorizhetjiik, hogy a g(x|, xi, x3, x4) nemtrivialis 7-mintafiiggvény,
amely szemiprojekcio. A g(x, x,, x3, x4) figgvény megorzi azt a nemtrivialis ek-
vivalencia-relaciot az 4 halmazon, amelynek egyes blokkjait pontosan a 7 per-
mutacid paronként idegen ciklusaiban szereplo elemek alkotjak. Az (4; g) algebra

sem fuggvényteljes.

32. Tétel. Legyen 3 < |4| < o és 7z fixpont nélkili permutacioé az 4 halma-
zon. Az A egyszerli 7-mintaalgebra fiiggvényteljes akkor és csak akkor, ha az 4
algebranak nincs olyan kompatibilis, kétvaltozds centralis relacidja, amelyet 4

minden automorfizmusa megoriz.

Bizonvitas. (1) Ha az 4 egyszer(i 7z-mintaalgebra fuggvényteljes, akkor a
10. Lemma szerint nincs kompatibilis kétvaltozds centralis relacioja.

(2) Belatjuk, ha az A egyszer(i z-mintaalgebranak nincs olyan
kompatibilis ,kétvaltozos centralis relacioja, amelyet az A minden automorfizmusa
megbriz, akkor az A algebra fuggvényteljes. Az A algebranak a 7 fixpont nélkili
automorfizmusa, ezért a 11. Lemmat és a 12. Megjegyzés (b) pontjat felhasznalva
elegendé megmutatni, hogy az A4 egyszeri 7-minaalgebranak nincs olyan kompati-
bilis korlatos részbenrendezése, amelynek a korlatelemei a 7 egy kettd hosszusagu
ciklusadban vannak. A 29. Tételbol illetve a 4. Megjegyzesbol kovetkezik, hogy
mindazon 7-mintafiiggvények, amelyek tobbségi fuggvények vagy olyan nemtrivialis
m-mintafuggvények, amelyek szemiprojekciok ,a korlatos parcialis rendezéseket nem
orzik meg. Megmutatjuk, hogy a nemtrivialis kétvaltozos z-mintafuggvények nem
orzik meg azokat a korlatos részbenrendezéseket, amelyeknek a korlatelemei a m egy
kettd hosszusagl ciklusaban vannak. Az osszes nemtrivialis kétvaltozds z-minta-

fuggvények a kovetkezok:

x, ha (x,y) ex, ¥, ha(y,x)em,

ACHY) ={ VACHY ={

y kilonben; x kilonben;

rr B '\" ha ('x) ,V) e ”: - A -V’ ha (.}"7‘\‘) e”a
5% Y)=1 5 kilonben: TAEN= & ilvaben:
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- ~ |x, ha(x,y)ezés (y,x)e;r, [y, ha(x,y)enés (y,x) e,
Jslxy)= v kiillonben; )= 1\ kilénben;
£ )= (x, ha(x,y)enés (y,x) e, i ,ha(y,x)ezmés(x,y)en
T F1= i y kiilonben; x kiilonben;
(x, ha(y,x)enés(x,y)en, (x,y)emés(y,x)er,
f ('x V)'— v g d n A V)
y kilonben; X kulonben
.. |xha(x,y)emes(y,x)ém, . [yv.bha(x,y)emés(y,x)em,
Juxy)=9 Ju(x,¥)= ey
y kilonben; ‘ | x kilonben;

[x, ha((x,y) e wés (y,x) ¢ w) vagy ((x, ) € 7és (¥,X) € 7),
y kilénben;

.fl3('x> y) =

v, ha((x,y) emés (y,x) ¢x) vagy ((x,y) € wés (y,X) € 7),
x kilénben.

S (x,y) = {
Konnyen ellendrizhetjitk, hogy az 6sszes kétvaltozos nemtrivialis z-mintafiigg-
vényt felsoroltuk, masrészt az i, i, fs, fo, for fir, fis b6l az fo. fos fou oo fros fizs fis
fuggvényeket megkaphatjuk az x és y felcserélésével. Legven < korlatos
részbenrendezés az A halmazon a 0 legkisebb, az 1 legnagyobb elemmel €s tegytk
tel, hogy a 0, 1 elemek a 7 fixpont nélkiili permutacio egy ketté hosszisagi ciklu-
saban vannak. Elegendé igazolni, hogy a < relaciot az f1, f, fs, /7. fo, 11, /13 fugg-

veények nem Orzik meg. Ehhez a kovetkez6 matrixot hasznaljuk fel:

O -

Q

—_— O
Q

"
QI Q
SO
O Q

ahol 0, a, b, 1 €4 paronként kiiionboz6 elemek. Az elsd matrixra fi, €s fs, fuggve-
nyeket, a masodikra f; és 7, fuggvényeket alkaimazzuk. Ha z-ben csak kettd
hosszusagu ciklusok vannak, akkor 75, 7, fi3 projekcio. Tegyuk fel, hogy 7-ben

van legalabb egy harom hosszsagu ciklus. Ekkor f7, f1; fuggvényeket a harmadik
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matrixra alkalmazzuk, ahol (a, b)e x, (b, a)e 7, (a, b)e<. Az f fuggvényt a negye-
dik matrixra alkalmazzuk, ahol (a, b)erx, (b, a)¢ x, (b, a)g<. Azt kapjuk, hogy a
nemtrivialis kétvaltozés z-mintafiggvények nem 6rzik meg azokat a korlatos
részbenrendezéseket az 4 halmazon, amelyeknek a korlatelemei a 7 egy kettd
hosszisagl ciklusaban vannak. A 2. Lemmat felhasznalva kapjuk, hogy az A egy-

szerll 7-mintaalgebranak sem lehet ilyen kompatibilis korlatos részbenrendezése.

Ezzel a tételt belattuk.

33. Tétel. Legyen 3 < |4| < o és 7 fixpont nélkiili permutacio az 4 halma-
zon. Az A r-mintaalgabra fiiggvényteljes akkor és csak akkor, ha tolerancia-

mentes.

Bizonyitas. Kozvetleniil belathatd, hogy barmely fiiggvényteljes algebra
toleranciamentes.

Forditva, ha egy algebra toleranciamentes, akkor egyszerQ €s
nincs kompatibilis kétvaltozos centralis relacidja. A 32. Tétel szerint az algebra
fu;ggvényteljes.

Legyen A véges halmaz. Tetszbleges kétvaltozos p < A” relacié esetén
definialjuk a kovetkezo k-valtozos p-mintafiiggvényeket:

T lBns, oo ) ={

X, ha(x, %) ep, (X,,%) €0, ..o (Bp_0:%04) €L
x, kulonben,

. %o BB Xy ) € P (X X ) €, s (Xpg:%5 1 JED,
g/f('xl :'\‘2 9 sieisy xk) = as ] a2
' X, kulonben,

x;, ha (x,,x,) € p, valamely (i,j) parra (1<i < j<k),

hf(x,,x X, )=
Ml N 9 emem ok 9 o5
e x, kilonben.

Megjegvzés. Ha p egyenldségrelacio 4-n, akkor 77 a ternaris diszkrimi-

nator, g% a dualis diszkriminator €s i/ k > 3-ra egy k-valtozos kozelprojekcio.
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34. Tétel. Legyen 3 < |4| < w0 és r tetszOleges permutacié az 4 halmazon.
Ha p= mvagy p= wur’', akkor az (4; f) algebra f = f”, gf vagy h esetén
fuggvényteljes kivéve, ha

(I) z-nek van négy hosszusagu ciklusa és p= 7oz’ vagy

(I) = hf,|4) =3, zciklikus permutacio és p= U7 vagy

(1) f=hf, 7 identikus permutacio és k > |A4|.

Megjegvzés. Az A = {0, 1} halmazon p= z. Ekkor A4, projekcio €s
7= (0, 1) esetén f; (amely ugyanaz, mint g5, ha 7 identikus permutacio) mo-

noton. Ezért az (4; f) algebra nem fiiggvényteljes, ha f =1/, fi*V, gi. A még

nem vizsgalt esetekben f,”,g; nem monoton és nem linearis, ezért a 5. Lemma
szerint az (4; /) algebra fuggvényteljes, ha f = f,* vagy f =g/ .

A tétel bizonyitasahoz felhasznaljuk, a kovetkezd lemmat:

3S. Lemma. Legyen 7 tetszOleges permutacio A-n€s p=xvagy p=murnx 1.
Tegyiik fel 7 nem identikus permutacié vagy k < [4|. Akkor a kovetkezo allitasok
teljesilnek:

(1) minden olyan ay, a;, a;.; sorozatot, amelyre ay, a;, a;, €A €s (ap, a1),
(ag, aj.), (ay, ar1)€p ki lehet egésziteni olyan a,, as, ..., q;o€A elemekkel, ame-
lyekre (¢, a;)¢ p teljesiil tetszoleges 0 < i <j < k-1 esetén,

(2) minden olyan ay, gy, sorozatot, amelyre a,, a;. €4 €s (ay, a;)€ p ki le-
het egésziteni olyan a;, a., ..., ar,€4 elemekkel, amelyekre (a;, @))€ p teljesil tet-

szoleges 0 </ < < k-1 esetén.

Bizonyitds. (1) Ha 7 identikus permutacio és k < |4|, akkor az allitast

kozvetlenul kapjuk.
(2) Ha 7 nem identikus permutacio, akkor s, ..., a;,€4 ele-
mek megvalasztasa a kovetkezoképpen torténik:
(@)haayr#a,,akkora,=a, = .... = a;.,

(b)ha ¢, 7# a_y, akkor @y = ... = @4, = a.,,
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(c)haaym+ ay, ayr=a,, g, w=ay.;, akkor ag=a, = ... = ay.,
(d) ha apm= ay, ayx= a,, a,.,n= a;.,, akkor tetszoleges a, elemre a, 7 # a,

€s Q5 = e = lpp.

A 34. Tétel bizonvitasa.

A 25. Lemma szerint, ha (I) teljesiil, akkor az algebrak nem fiiggvényteljesek. A
(II), (IIT) esetekben kozvetleniil adodik, hogy 4/ projekcid, ezért (4; A ) valoban
nem figgvényteljes. Megmutatjuk, hogy az Osszes tobbi esetben az algebrak

fuggvényteljesek. A bizonyitast a 11. Lemma alkalmazasaval és a 12. Megjegyzés

felhasznalasa végezziik el.
(a) Legyen 7 tetszdleges nemtrivialis ekvivalencia-relacio A4-n. Belatjuk,
hogy a tételben felsorolt (I), (II), (IIT) kivételektdl eltekintve f =Ahf, f,’,gl nem

orzi meg a z-t. A bizonyitashoz az

a b
ar  ar
fy /
SIS
c c

% b

vagy
a

matrixot és a kovetkez0 allitast hasznaljuk fel.

Allitas. Ha a 7 permutacionak nincs 4 hosszusagu ciklusa, akkor a, beA
tetszbleges, killonbozd elemekre b = az? és a = bz’ nem teljesiilhet egyidejiileg.
Most vegyiik észre, hogy

(1) vannak olyan a, b, ¢ €4 elemek, amelyekre (a, b)er, a # b, (a, c)&r,
(b, am)e pteljesil.

Valoban, legyen B egy nemtrivialis blokkja a =nak és ceA\B, a, beB,
a# b. Ha p = x akkor (1) teljesiil. Ha p =n w7 és m-nek nincs 4 hosszusagu

ciklusa, akkor felhasznalva az el6z6 allitast feltehetjitk, hogy & # arn”, amely
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biztositja (1) teljesiilését. Ha az eléz6 matrixban 13 = az’, ..., ty, = ax’ 2, akkor
kozvetlenil kapjuk, hogy f,”,g? nem 6rzi meg a 7 relaciot.

Ha a kovetkezo erdsebb feltétel, azaz:

(2) vannak olyan a, b, ¢ €4 elemek, amelyekre

(a,b)er,a+b,(a,c)gr, (b, an)ep, (ar, c)ep, (b, c)gp

szintén teljesill, akkor a 35. Lemma felhasznalasaval megvalaszthatjuk a s, ..., ;.
elemeket az e€l6z6 matrixban (a III. eset kivételével), hogy ~/ nem 6rzi meg z-t.
Be kell még latni, hogy (2) fennall, ha (I), (I) és (III) nem teljestl. Ha p = 7, ak-
kor a p-ra vonatkozo (2)-beli kovetelmények ekvivalensek a kovetkezdvel: a #
et b#er!

Legyen a =nak B nemtrivialis blokkja és ceA\B. Mivel cz™* = ca™ ' -bél

3 -2 -
kovetkezik ez ® =cx!

= c¢ B, akkor azokat az «, b elemeket, amelyek teljesitik

ezeket a feltételeket a B-bol valaszthatjuk. Most tegyik fel p = 7wz ', akkor a

p-1a vonatkozo (2) kovetelmények ekvivalensek a kovetkezokkel:
Ba#cat,azbr*, brex ', b#cern

Eloszor tegyiik fel, hogy 7nak van olyan B blokkja, amelyre |B| > 3 ¢és legyen

' en

ceA\B. Ha ¢z ' eB, akkor c7® # cx’! ,lgyaz a = crl és a beB\{ct
megfeleld valasztas lesz. Tegyik fel cz”'¢B. Ha a B\{cz™ °, cz} halmazoknak
van legalabb két eleme, akkor az el6z§ allitast felhasznalva beldle kivalaszthatunk
olyan a, b elemeket, amelyekre (3) teljesiil. Egyébként e . cma B kilonbozd

Y aeB\{cn? bx ) valasztasok megfelelok.

elemeiésab=cx
Végil tegyik fel, hogy t minden blokkja legfeljebb 2 elemt és B = {qa, b}
a rnak egy kételemi blokkja. Ha axr = a, bxr = b, akkor (3) teljesil tetszoleges
ceA\B-re. Ha a, b a 7 kilonb6zd ciklusaiban vannak é€s ax # «a, akkor a ¢ =ar
valasztas megfeleld. Tegyiik fel, hogy az a, b elemek a 7 ugyanazon ciklusaban
vannak. Az el6z6 allitast felhasznalva feltehetjitk, hogy @ # bz . Ha axr & B, akkor
¢ = aresetén (3) teljesil. Ha ax €B, akkor azr = b. igy c-t megvalaszthatjuk ugy,
hogy ¢ €A\B,
c# bmés (3)teljesil, kivéve ha 4 = {a, b, brt. Ha A= {a, b, br}, akkor |[4| =3 ¢és

7 3 hosszusagu ciklus (lasd (11)).
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Ezzel belattuk, hogy az (4; ) algebra az (1), (II) és (IIT) kivételes esetektdl
eltekintve f = £, g7 hf esetén egyszeri.
(b) A 12. Megjegyzés (a) pontja alapjan azokat a kétvaltozds centralis re-
laciokat vizsgaljuk, amelyekre tetszoleges ¢ centrumelem esetén crr is centrum-

elem. Legyen o egy ilyen kétvaltozds centralis relacio az A halmazon, (x, y)¢ o €s

¢ a o centrumeleme. Irjuk fel a kovetkezé matrixokat:

¢ y x ¢
cm 8y X7 X
2 2 2
cr S3 X7 X
k-1 " kA k-1
cr 1.1 X7 X7
x c c ¥
X y X y

A 35. Lemma felhasznalasaval az els6 matrixban ugy valasztottuk meg az
52, ..., Sp.1€A elemeket, hogy A/ (v.s,, ..., s, ,,¢)=y. Ekkor az els6 matrixbol
kapjuk, hogy a A ésazf/ figgvények nem Orzik meg a o relaciot. A masodik
matrixbol kozvetleniil adodik, hogy a g/ fuggvény sem 6rzi meg a o relaciot.

(c) A 11. Megjegyzés (b) pontja alapjan elegenddé azokat a korlatos rész-
benrendezéseket vizsgalnunk az 4 halmazon, amelyeknek korlatelemei a 7 per-

mutacionak egy ketté hosszisagu ciklusaban vannak vagy a 7 permutacid fix-

pontjai. A bizonyitashoz a kovetkez6 matrixokat hasznaljuk fel:

0 X X X 1 1 x® X
O 1 X7 1 [ 1 X7 1
0r’ 1 X’ 1 I3 1 X’ 1
075 1 xzh o ey 1 xxt? o1
1 1 0 0 0 0 0 0
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Legyen az A halmazon értelmezett < korlatos részbenrendezés legkisebb
eleme a 0, legnagyobb elme az 1.

Ha a 0 és 1 elemek a 7 permutacid egy kettd hosszisagu ciklusaban van-
nak ¢s xed, x # 0, 1, akkor az elsd matrixbdl kapjuk, hogy az f,”,h nem oOrzi
meg a < relaciot illetve a masodik matrixbol adodik, hogy a gf sem Orzi meg a <
relaciot.

Ha 0 és 1 a 7 permutacid fixpontjai, akkor a 35. Lemma felhasznalésaval
valasztjuk meg a harmadik matrixba a 1, 15, ..., 7;.,€A4, 1, # 1 elemeket. A harma-
dik matrixbol azt kapjuk, hogy az /7 és a hf sem 6rzi meg a < relaciot. A negye-
dik matrix felhasznalasaval adédik, hogy a g/ sem 6rzi meg a < relaciot. Ezzel a

bizonyitast befejeztik.



439.

6. A p-mintaalgebrak fliggvényteljessége,

ha plegalabb haromvaltozos relacio

A p n-valtozos relacio az 4 halmazon teijesen reflexiv minimalis relacio,
ha az 4 halmazon értelmezett barmely ¢ n-valtozos teljesen reflexiv relaciora
pCE

Ha 3 < 4| <w, 1 <n <|4] és a p n-valtozds relacio teljesen reflexiv mini-
malis relacio az 4 halmazon, akkor barmely nemtrivialis p-mintaalgebra fiigg-

vényteljes (1asd a 21. Tétel bizonyitasat).

36. Tétel. Legyen 3 < |4] < w €s p legalabb haromvaltozos teljesen reflexiv
relacio az 4 halmazon. Az A p-mintaalgebra fiiggvényteljes akkor és csak akkor,

ha A toleranciamentes.

Bizonvitas. (1) A fuggvényteljes algebrak toleranciamentesek.

(2) Legyen A4 toleranciamentes p-mintaalgebra. Belatjuk,
hogy A4 fuggvényteljes. A kétvaltozds p-mintafiiggvények projekciok. Tetszdleges
a, bed esetén az (a, a, b), (a, b, a), (b, a, a) mintak p-ra nézve azonosak, ezért
nem létezik olyan p-mintafiiggvény az 4 haimazon, amely tobbségi fuggvény. A
2. Lemmat alkalmazva ¢s a 4. Megjegyzést felhasznalva azt kapjuk, hogy az 4
algebranak nincs kompatibilis korlatos részbenrendezése. Az A toleranciamentes
algebra, ezért egyszerl és nincs kompatibilis kétvaltozos centralis relacioja. A 10.

Lemma szerint az A algebra fuggvényteijes.

37. Megjegvzés. Ha 5 < |[4| < oo, akkor van olyan p nem teljesen reflexiv

relacié az 4 halmazon, hogy barmely A nemtrivialis p-mintaalgebra fiiggvénytel-

jes.

Bizonvitas. Legyen 4 = {0, 1, ..., n-1}, 5 < |4| < o0 és p < A" mindazon
elem n-esek halmaza, amelyek az 4 halmaz 9sszes paros permutacioi. Ekkor bar-

mely 4 nemtrivialis p-mintaalgebrara Autp < Aut(A), ahol Autp n-edfoku alter-
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nalo csoport. Az n-edfoka alternald csoport n > 5 esetén legalabb négyszeresen
tranzitiv. Ezért az Aut(A4) is legalabb négyszeresen tranzitiv. Egy legalabb négy-
elemi, nemtrivialis, véges algebra négyszeresen tranzitiv automorfizmuscsoport-
tal fuggvényteljes vagy ekvivalens a GF(2) test feletti négyelem affin térrel [18].
Az A nemtrivialis véges p-mintaalgebra nem ekvivalens a GF(2) test feletti vek-

tortérrel, ezért az A algebra fuggvényteljes.
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7. A p-mintaalgebrak fliggvényteljessége,

ha p centralis relacid

Az A = {0, 1} halmazon pontosan két centralis relacié van: p= {0} ésa
p = {1} egyvaltozds relaciok. A 22. és a 24. Megjegyzéshez tartozd tablazatok
elsé és masodik soraiban olyan nemtrivialis p-mintaalgebrakat talalunk, amelyek
kozott p= {0} vagy p= {1} esetén vannak fiiggvényteljes és nem fuggvényteljes

algebrak is.

38. Megjegvzés. (1) Ha 3 <|4| < w0 és p egyvaltozds centralis relacio az 4

halmazon, akkor a 19. Lemma szerint barmely 4 p-mintaalgebra nem fuggvény-
teljes.

(2) Ha 3 < 4] < = ¢s az 4 halmazon értelmezett p cent-
ralis relacionak legalabb két centrumeleme van, akkor p kompatibilis azzal az ¢
nemtrivialis ekvivalencia-relacéval 4-n, amelynek egyetlen nem kételemi blokkja
éppen a p 6sszes centrumelemeibdl all. Ekkor a p nem egyszerii. A 17. Lemma

szerint barmely 4 p-mintaalgebra nem fiiggvényteljes.

39. Tétel. Legyen p legalabb kétvaltozos centralis relacio az 4 véges hal-
mazon. Az A véges p-mintaalgebra akkor és csak akkor fiiggvényteljes, ha A tole-

ranciamentes.

Bizonvitds. (1) Ha p legalabb haromvaltozos, akkor a 36. Tétel szerint

1gaz a tétel.
(2) Legyen p centralis relacié az 4 halmazon. Mivel barmely
fuggvényteljes p-mintaalgebra toleranciamentes, ezért elegendd bebizonyitani,
hogy az 4 véges toleranciamentes p-mintaalgebra fiiggvényteljes. Pontosan kettd

kétvaltozos nemtrivialis p-mintafiiggvény van az 4 halmazon. Ezek koziil

(xa ha (X,‘y') E,O,
f(xy) =1 :
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az egyik, a masik az x és y valtozok felcserélésével adodik. Belatjuk, hogy az f
fiiggvény nem 0Orzi meg a korlatos részbenrendezéseket az 4 halmazon. Ebbdl
adodik, hogy a masik fuggvény sem 6rzi meg azokat. Legyen a < tetszdleges kor-
latos részbenrendezés az 4 halmazon a 0 legkisebb és az 1 legnagyobb elemmel.

A ¢ a p centrumeleme ¢és a, bed, (a, b)e<, (a,b)ep. Irjuk fel a kovetkezd mat-

rixokat:
a a b b 0 ¢ 0 ¢ 0 0 ¢ k
0 5 a 1 1 1 k k k ¢ 0 0
a b a b i ¢ kK ¢ kK 0 ¢ 0

Ha ¢ = 0, akkor az els® matrixra, ha ¢ = 1, akkor a masodik matrixra alkalmazzuk
az f fiiggvényt. Ha 0, 1 nem centrumelemek, akkor van olyan k€A, amelyre
(0, k)¢ 7. Ebben az esetben, ha k = 1 a harmadik matrixra alkalmazzuk az f fiigg-
vényt. Ha £ # 0, 1, akkor a kovetkezo eseteket kiilonboztetjitk meg:

(1) k és ¢ nem hasonlithatok Gssze,

Q) k<c,

3)c<k.
Az (1) esetben a negyedik matrixra, (2) esetben az 6t6dik matrixra és a (3) esetben
a hatodik matrixra alkalmazzuk az f fiiggvényt. Az f fiiggvény nem &rzi meg a
korlatos részbenrendezéseket az 4 halmazon. Ezzel belattuk, hogy a nemtrivialis
kétvaltozos p-mintafiiggvények nem 6rzik a korlatos részbenrendezéseket az A4
halmazon.

Ha ¢ a p centrumeleme és acA tetszdleges, akkor a (¢, ¢, a), (¢, a, ¢),
(a, ¢, ¢) mintdk p-ra nézve azonosak. Ezért nincs az 4 halmazon olyan p-minta-
fiiggvény, amely tobbségi fiiggvény. A 2. Lemmat alkalmazva és a 4. Megjegy-
zést, valamint az eldzdeket felhasznalva azt kapjuk, hogy az A algebranak nincs
kompatibilis, korlatos részbenrendezése. A 10. Lemma szerint az 4 algebra fiigg-

vényteljes.
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40. Tétel. Legyen 3 < |4| < w és p tetszOleges centralis relacio az 4 halma-

zon. Az (4, f) p-mintaalgebra nem figgvényteljes, ha f tetszOleges kétvaltozos

p-mintafuggvény.
Bizonyitas. (1) Ha p egyvaltozds centralis relacio, akkor a 38. Megjegy-

zes (1) pontja alapjan igaz a tétel.
(2) Ha p kétvaltozos centralis relacid, akkor legyen a p cent-

ruma C. Ekkor a kétvaltozds p-mintafuggvények megdrzik azt a nemtrivialis ek-
vivalencia-relacidt az 4 halmazon, amelynek blokkjai: C, A\C. Ekkor az (4; /)

algebra nem egyszer(, a 7. Koévetkezmény miatt nemfiiggvényteijes.
(3) Ha p haromvaltozos, akkor a kétvaltozos p-mintafiiggve-

nyek projekciok.
41. Tétel. Legyen 3 < |A4] < w ¢s p tetszOleges legalabb kétvaltozos centra-
lis relacid az 4 halmazon. Ekkor megadhaté olyan (4; /) nem figgvényteljes

p-mintaalgebra, ahol f olyan nemtrivialis p-mintafiiggvény, amely szemiprojek-

cio.
Bizonvitds. Ha p kétvaltozos centralis relacio az 4 halmazon, akkor az
](‘XS ha ('xl 7-x2 ):(xz a'x3,) € :0 éS ('xl ='x3) € ,0:

]‘1 (_ri > X5, X5 )= ‘]\xi killonben

-

o
Ha p n-valtozds (n > 3) centralis relacio az 4 halmazon, akkor az

£ N
x,ha(x, .., x,)ep,

fix, .. x)=
o s X, {xl kiilonben

fuggvény nemtrivialis p-mintafiiggvény és szemiprojekcio.

fliggvény nemtrivialis p-mintafiiggvény és szemiprojekcio.
Az f; és f, fuggvények megbrzik azokat a nemtrivialis ekvivalencia-

relacidkat az 4 halmazon, amelyeknek blokkjai: €, A\C, ahol C a p centruma. A

7. Kovetkezmény szerint igaz a tétel.
A p n-valtozos centralis relacio minimalis centralis relacioé az 4 halmazon,
o An)EP.

ha barmely a, ..., a,,€ 4 paronként kiillonb6z6 nem centrumelemekre (a;,
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42. Megjegyzés. (1) Kozvetleniil belathatd, hogy a legalabb kétvaltozos

minimalis centralis relaciok egyszeriek, ha a centrumuk egyelemi.
(2) Ha a p centralis relaciéo nem egyszerd, akkor egyet-

len p-mintafaggvény sem fuggvényteljes a 17. Lemma szerint.

43. Tétel. Legyen p legalabb kétvaltozos minimalis centralis relacio az A4
véges halmazon, amelynek centruma egyelemi. Ekkor barmely 4 véges nemtrivi-

alis p-mintaalgebra fuggvényteljes, ha van olyan 7 e Aut(4), amelyre 7 ¢ Autp.

Bizonvitas. Ha van ilyen 7, akkor belathato, hogy az Autp u{ 7} altal ge-
neralt csoport éppen az S, szimmetrikus csoport. igy az A algebra homogén algeb-
ra, amelynek alapmiveletei nemtrivialis mintafiiggvények. A 13. Lemma szerint

az A algebra figgvényteljes.

44. Tétel. Legyen p legalabb kétvaltozos,minimalis centralis relacio az 4
véges halmazon, amelynek a (' centruma egyelemii. Ha az 4 egyszeri, véges p-
mintaalgebranak az a pontosan kétvaltozds minimalis centralis relacio nem kom-

patibilis relacioja, amelynek a centruma C, akkor az 4 algebra fuggvényteljes.

Bizonyitas. Az 4 p-mintaalgebra nemtrivialis algebra. A 39. Tétel bizo-
nyitasat felhasznalva kapjuk, hogy az 4 algebranak nincs kompatibilis, Korlatos
részbenrendezése. Legyen C = {¢}. Ekkor a p automorfizmusai az 4 algebranak is
automorfizmusai, ameiyeknek fixpontja a ¢. Konnyen belathato, hogy ezek az
automorfizmusok csak azt a kétvaltozos centralis relaciot 0rzik meg az 4 halma-
zon, amely minimalis €s a centrum a {c}. A 11. Lemmat alkalmazva a tétel bizo-

nyitasat kapjuk.

45. Tétel. Ha 3 < |4| < oo, akkor megadhato olyan p legalabb kétvaitozos
minimalis centralis relacié egyetien centrumelemmel az 4 haimazon, amelyre van
olyan f nemtrivialis p-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio és az (4; /) algebra

fuggvenyteljes.
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Bizonyitids. Legyen 4| = n és legyen p n-1-valtozos centralis relacio a
tételben megkovetelt tulajdonsagokkal. Az

x,, hax,, ..., x, paronként kilonbozOk €s x, vagy x, centrumelem,

J(x,, ..., xn)={

x kiiléonben

n

fuggvény az 4 halmazon nemtrivialis p-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio.

Legyenek ay, ..., a,, ¢ € A paronként kilonboz6 elemek és ¢ a p minimalis
centralis relacio centrumeleme. Legyen ¢ tetszoleges, nemtrivialis ekvivalencia-

relacié az A halmazon. Irjuk fel a kovetkezd matrixokat:

c a ¢ €
Cc c a ay

g a8y -
o a  a

an an : *
a, & a  q
an a"

ay C

Ha (c, a))e & és (ay, a,)¢ ¢, akkor az els6 matrixra; ha {c¢} az ¢ egyelemi blokkja
€s (¢, a,)¢¢, akkor a masodik matrixra alkaimazzuk az f figgvényt. Azt kapjuk,
hogy az f nem 6rzi meg az & nemtrivialis ekvivalencia-reiaciot az 4 halmazon,
azaz az (4; f) algebra egyszeri.

Legyen 7 az a kétvaltozos minimalis centraiis relacio az 4 halmazon,
amelynek egyetien centrumeleme a p ¢ centrumeleme. Legyen «y, a,€4 (¢, ay)et
¢s (ay, a,)¢ v Ha az els6 matrixra alkalmazzuk az f fuggvényt, akkor azt kapjuk,
hogy a 7 nem kompatibilis centralis relacidja az (4; /) algebranak. A 44. Tétel
szerint az (4; f) véges, egyszerl algebra fliggvényteljes.

Legyen 4 véges halmaz, k > 2 és p tetszdleges k-1-valtozos p relacio az 4

halmazon. Definialjuk a kovetkezo fiiggvényeket:
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Xps DALR o Ky ) EP,s

[ 1T xk):Jl

x, kulonben;

x, ha(x, ..., x,) €p,

gr(x, ..., xk)::{

x, kulonben.

Megjegvzés. Ha p egyenloség relacio az A halmazon, akkor f° a ternaris

diszkriminator, g¥ a dualis diszkriminator.

46. Tétel. Legyen p tetszOleges centralis relacio az 4 legalabb haromele-
mi, véges halmazon. Akkor az (4; /) p-mintaalgebra f = f,” vagy f =gf ese-

tén akkor €s csak akkor fiiggvényteljes, ha p egyszeri.

47. Megjegvzés. Ha |4| = 2 és p centralis relacio az 4 halmazon, akkor az

fi£ és gf fuggvények monotonok, azaz az (4; f”) és az (4; gf) algebrak nem

figgvényteljesek.

Bizonyitds. Ha a p centralis relacio nem egyszer(i, akkor a 17. Lemma
szerint a p-mintaalgebrak nem fiiggvényteljesek.

Legyen a p- centralis relacio egyszeri. Belatjuk, hogy az
(4. f) p-mintaalgebra f = /7 vagy f = gf esetén fuggvényteljes.

Legyen ¢ tetszOleges nemtrivialis ekvivalencia-relacio az 4 halmazon. Mi-
vel p egyszer, ezért vannak olyan a, ..., i1, by, ..., bi. €A elemek, amelyekre
(ay, ..., ar)ep, (ay, by)ee, ..., (a1, biy)ee, (by, ..., bi)egp. Legyen (1, by)¢e, ak-
kor (ay, )¢ & Ha a kovetkezd matrixok koziil az els6 matrixra az f,” fuggvényt, a
masodik matrixraa g; fuggvényt alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy az

(A: fF)ésaz(A4; gl ) algebrak egyszeriek.
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ay b

Ay bj

{ !

{ b,
vagy

ay L

Legyen 7 tetszoleges kétvaltozos centralis relacié az 4 halmazon €s 7 cent-
ruma C. A p centralis relacio egyszeri, ezért a p centralis relacionak pontosan
egy ¢ centrumeleme van. Belatjuk, hogy az f,” és a gf fuggvények nem Orzik

meg a rrelaciot. Irjuk fel a kovetkezé matrixokat:

b b d d
4 c 1 /
o e
lia C o1 to 1
a a c c c &
b a d c d c
vagy B p VA vagy . J

(a) Ha ce (., akkor legyen (a, )¢z A 14, ..., t;, elemeket az els6 matrix-
ban valasszuk meg ugy, hogy (b, 1, ..., t;.2)¢ p. Ekkor az els6 matrixbdl kapjuk,
hogy az f/ ésa g/ fuggvények nem 6rzik meg a rrelaciot.

(b) Ha c¢ C,, akkor a d és [ elemeket valasszuk meg ugy, hogy (¢, d )& r €s
leC.. Legyen k=3. Ha (d, /)e p, akkor legyen 7, olyan elem, amelyre (d, ;)¢ 7. Ha
(d, ¢ p, akkor legyen 1, = d. Ekkor a masodik matrixbol kapjuk, hogy az f,” ésa
gf fuggvények nem Orzik meg a 7 relaciot. Ha &> 4, akkor vannak olyan 7y, ..., f;2
elemek, amelyekre (d, ¢y, ..., #,.,)¢ p. Ekkor a harmadik matrixbol kapjuk, hogy az

10 ésa gf fuggvények nem orzik meg a rrelaciot.
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Az (4, 1) és az (4; gf) algebrak nemtrivialis algebrak. A 2. Lemmat €s
a 39. Tétel bizonyitasat felhasznalva kapjuk, hogy az (4; f,”) és az (4; gf ) algeb-

raknak nincs kompatibilis,korlatos részbenrendezése. 10. Lemma szerint ezek az

algebrak fuggvényteljesek.

Megjegvzés. Legyen p kétvaltozos minimalis centralis relacio az A halma-
zon legfeljebb két centrumelemmel. Ekkor a p relaciohoz megadhaté az 4 halma-
zon olyan < részbenrendezés, amelyre a p-mintafiiggvények <-mintafiiggvények
is. A < relaciot a kovetkezoképpen adjuk meg:

(1)Az (a,b)ep < a<bvagy b<a,

(2) ha p-nak a c¢ egyetlen centrumelme, akkor a ¢ legyen az 4 legkisebb
eleme,

(3) ha p-nak a ¢, és ¢, killéonbozd centrumelemei, akkor ¢, legyen a legki-

sebb, ¢, a legnagyobb eleme az 4-nak.
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8. A <-mintafliggvények fliggvényteljessége,
ha < részbenrendezés

48. Tétel. Ha 2 < |4| < o, < az 4 halmazon értelmezett tetszbleges korlatos
részbenrendezés és f tetszOleges kétvaltozos <-mintafiiggvény, akkor az (4; f)

algebra nem fuggvényteljes.

Bizonyitds. Ha 4| = 2, akkor a kétvaltozos <-mintafiiggvények monoto-
nok. Ha 3 < |4] < oo, akkor legyen a < részbenrendezés legkisebb eleme 0 és p
olyan nemtrivialis ekvivalencia-relacié az 4 halmazon, amelynek blokkjai: {0},
A\{0}. Konnyen belathato, hogy a p ekvivalencia-relaciot a kétvaltozos <-minta-
fuggvények megdrzik. Ezzel belattuk, hogy 2 < |[4] < o esetén a tétel valoban tel-
jesul.

Legyen < azn= {0, 1, ..., n-1} halmazon olyan korlatos részbenrendezés,
amelyre ieneseten 0 < 7 < n-1és 1 az (n; < )-nek atomja. Az a, ..., @; sorozatot
(al-eg, i=1, .., k)leszallé sorozatnak nevezzitk, ha 1 <i <, <k esetén a,-ﬁ a;. Az
(n; <) részbenrendezett haimaz iep altal generalt dualis féidealjat jeloljik P(7)-
vel. Leszallo sorozatokra érvényesek a kovetkezo allitasok:

(I) Legyen ien, i # 0. Akkor és csak akkor létezik egy a;= i, ..., a; alaku
leszallo sorozat, ha k < » - P(i)| + 1. Ekkor mindig feitehetjik, hogy ¢; = 0.

(II) Legyen ke N. Az n minden nemzérus eleme egy & hosszusagn leszallo
sorozat elsé tagja akkor és csak akkor, ha

k<ky=n-max{|P(7)|:iaz (n; <) atomja}+1.

(II) Ha 7 4 p, ¢, akkor Iétezik egy «; = 7, ..., a; alakl leszallo sorozat,
amelynek eleme apésag.

A felsorolt allitasok konnyen igazolhatok. A (II) allitasban a &, szam fugg a <

rendezéstol, ezért a ky helyett D( < )-t irunk.

Definicid. Legyen az n halmazon az
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x;, hax,<x; valamely i < j-re (i,j €{l, ..., n}),

'Y 1 - xk)={

x, kulonben

legalabb kétvaltozos fiiggvény.

Megjegvzés. Ha &k > 3, akkor az /, szemiprojekcio az » halmazon.

49. Tétel. Az (n; ;) legalabb haromelemt, véges algebra akkor és csak ak-
kor fiiggvényteljes, ha 3 <k < D(<).

Megjegvzés. k = 2, 2 < n < 3 esetén az /, maximum mivelet, amely mo-
noton. Ha k = 2, n > 3, akkor {0}, {1, ..., n-2}, {n-1} az (n; /;) algebra egy nem-
trivialis kongruenciajanak a blokkjai, ezért (n; /;) nem egyszert. Ha k > 3, n =2

akkor /; projekcio.

Bizonyitas. (1) Eloszor belatjuk, ha 3 < k < D(<), akkor az (#; /;) legalabb
haromelemii, véges algebra fiiggvényteljes.
| (a) Legyen p nemtrivialis ekvivalencia-relacié az n halmazon. Ha
(0, n-1)e p, akkor van olyan cen, amelyre (¢, n-1)¢ p. Ha (0, n-1)¢ p, akkor van-
nak olyan a, hen elemek, amelyekre a=<b, (a, b)ep és a kovetkezd esetek lehet-
nek (1) a=n-1, 2y b=0, (3) azn-1,b#0.
irj uk fel a kovetkez6 matrixot, amelynek az els6é oszlopaban a (II) és (III)

allitasoknak megfelel6 k elemi leszallo sorozatokat irtuk:

n-1 n-1
(%) (&)
n-1 n-1 n-1 n-1 ’
C (&) (&) Ch a a
& (&
Ch ¢y b n-1 a 0 b a
Cr-1 Ck-1 Ck-1 Cr-1 Cp-1 Cr-1 Cik-1 Ck-1
0 n-1 0 0 0 0 0 0

c n-1 n-1 0 n-1 0 n-1 0
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Ha (0, n-1)e p, akkor az els6 matrixot, ha (0, n-1)g p, akkor az (1), (2), (3)
eseteknek megfelelden rendre a masodik, harmadik és negyedik matrixot alkal-
mazzuk. Ezzel belattuk, hogy 3 < & < D(<) esetén az /; figgvény nem 6rzi meg a
nemtrivialis ekvivalencia-relaciokat az » halmazon.

(b) Legyen ztetszOleges kétvaltozos centralis relacio az n halmazon. Ekkor
a kovetkezo eseteket killonboztetjiikk meg:

ha 0 a rcentrumelem, akkor legyenek 7, jen olyan elemek, amelyekre (7, ))& 7,
ha 0 nem centrumeleme a z-nak, akkor van olyan ien, amelyre (0, /)¢ 7 és le-

gyen ¢ a rcentrumeleme. Irjuk fel a kovetkezd matrixokat:

i 0 i

Cy Q Cy

Ck-1 0 Ck-1 c
0 J 0 0
i J i 0

Els6 esetben az elsd, masodik esetben a masodik matrixot alkalmazzuk. A
matrixok elsd oszlopaban az i, ¢,, ..., ¢, 0 egy k elemi leszalld sorozat. A mat-
rixokbol kapjuk, hogy az /; miivelet nem 6rzi meg a 7 kétvaltozds centralis relaci-
ot. A 4. Megjegyzes felhasznalasaval a 10. Lemma szerint a tétel elso része igaz.

(2) Legyen k > D(<). Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy max{|P(7)|: 7 az (n; <) atomja} = [P(1)|. Legyen 7 az n halmazon
olyan kétvaltozds centralis relacio, amelynek 2, ..., n-1 a centrumelemi €s
(0, 1), (1, 0)¢ = Megmutatjuk, hogy /; megébrzi a 7 relaciot. Tegyiik fel, hogy /;
nem Orzi meg a -t és

Gy d 1
d
Cpe1 g

Cy

3
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a megfeleld matrix. A 7 szimmetrikus, ezért feltehetjik c;.; = 0, diy = 1. Az (1)
allitasbol és k > D(=<)-bol kovetkezik: d,#1, igy d;= 1. Ebbdl kapjuk ¢# 0 €s
=0, amibdl ¢;+; = ¢; # 0 ellentmondas.

A 7. Kovetkezmény szerint az (n, /;) legalabb haromelemd, véges algebra, ha

k > D(=<) nem fuggvényteljes. Ezzel a tételt belattuk.

50. Tétel. Legyen 3 < |4| < o0 és < tetszoleges linearis rendezés 4-n. Ekkor:

(1) van olyan /' <-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio és az (4; f) algeb-
ra fuggvényteljes,

(2) van olyan g nemtrivialis <-mintafiiggvény, amely szemiprojekcio €s az

(A4; g) algebra nem fuggvénytejes.
Bizonvitas. (1) Az

X, hax, <x;,6sx; #X, €SX; #X;,

T3, . % )= {

x; kiilonben

fiiggvén}f <-mintafiiggvény €s nemtrivialis szemiprojekcio. Belatjuk, hogy az
(A: f) algebra fiiggvényteljes.

(a) Legyen p tetszdleges nemtrivialis ekvivalencia-relacio az 4 halmazon
€sa, b, ced, a<b, (a, bep, (a, c)¢p. A kovetkezd matrixbol kozvetlenil kap-

juk, hogy az f nem 6rzi meg a p relaciot:

o« Q O
Q Q O

o
Q

(b) Legyen r tetszoleges kétvaltozos centralis relacio az 4 halmazon é€s ¢ a

rcentrumelem, (a, b)¢ 7. Irjuk fel a kovetkezé matrixokat:

a c a a
c € b -b
b b ¢ b
a b a b
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Ha ¢ < b, akkor az els6, ha ¢ ¢b, akkor a masodik matrixot alkalmazzuk.

A matrixokbdl kapjuk, hogy az f nem 6rzi meg a 7 kétvaltozos centralis relaciot. A
4. Megjegyzést felhasznalva, majd a 10. Lemmat alkalmazva az (1)-et kapjuk.

(2) Legyen < linearis rendezés az r halmazon és 3 < k < n. Eb-

ben az esetben D(< ) < 3 és az (n; /;) nemtrivialis p-mintaalgebra a 49. Tétel sze-

rint nem fiiggvényteljes. A g = [, és az A = n valasztassal a keresett algebrahoz

jutunk.

51. Tétel. Legyen 3 < |4| < o és < tetszOleges linearis rendezés az 4 hal-
mazon. Ekkor érvényesek a kovetkezo allitasok:

(1) van olyan f <-mintafuiggvény, amely tobbségi fiiggvény ¢és az (4; f)
algebra fuggvényteljes,

(2) van olyan g <-mintafuggvény, amely tobbségi fuggvény és az (4; g)
algebra nem fiiggvényteljes.

Bizonyitas. (1) Legyen

x, hax=y,
fHxpz)=<p hax<y<z,
- kilonben.
Konnyen ellendrizhetjitk, hogy az igy definialt fuggvény <-mintafiiggvény €s
tobbségi fuggvény. Belatjuk, hogy az (4; f) algebra egyszerii, nincs kompatibilis,
korlatos részbenrendezése és nincs kompatibilis, kétvaltozos centralis relacioja.
(a) Legyen p tetszoleges nemtrivialis ekvivalencia-relacié az 4 halmazon

€sa, bed,a<b,(a,c)ep. Tekintsiik a kovetkez6 matrixokat:

o Q o
o Q Q
S~ O Q
Q O Q
(o > L
o [

o
Q
o
Q
o
Q
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ahol ¢ < b < ¢ esetén az elsd, a < ¢ < b esetén a masodik €s ¢ < a < b esetén a
harmadik matrixot alkalmazzuk. Kozvetleniil kapjuk, hogy a p relaciot az f figg-
vény nem Orzi meg, azaz az (A4; f) algebra egyszeri.

(b) Legyen 4 tetszoleges korlatos részbenrendezés az A halmazon az m
legkisebb és az M legnagyobb elemmel. Belatjuk, hogy az (4; f) algebranak a 4

nem kompatibilis,korlatos rendezése. A kovetkezd matrixokat alkalmazzuk:

Qe 3
IR ¥ %
N

3|z s o
Q

ahol az a, m, M e A4 kiillonbozd elemek. Ha a < m < M, akkor az elsé matrixot, ha
a < m < M nem teljesiil, akkor a masodik matrixot hasznaljuk. A matrixokbol
kozvetlenil kapjuk, hogy az (4; /) algebranak a4 relacié nem kompatibilis,kor-
latos részbenrendezése.

(c) Legyen 1 tetszoleges kétvaltozos centralis relacio az A halmazon,

a,beA, (a,b)gt és c a1 centrumeleme. A kovetkezO matrixokat irjuk fel:

¢ b c a
a & a a
b b b

Q
e
>

a

A ¢ < a < b esetén az elsd matrixot alkalmazzuk. Ha ¢ < @ <b nem teljesill, akkor
a masodik matrixot hasznaljuk fel. Ezzel belattuk, hogy az (4; /) algebranak a
nem kompatibilis kétvaltozos centralis relacioja.

A 10. Lemma szerint (1) valoban teljesiil.

(2) Legyen

x, hax=yvagyx=-vagyy<x<zvagy-z<x<y,
g(x,y,2)=qy, hay=:-vagyx<y<zvagy-<y<ux,
1: kiilonben.
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Kozvetleniil ellendrizhetjiikk, hogy a g fuggvény < mintafiiggvény €és tobbségi
fuggvény.

Belatjuk, hogy az (4; g) aigebranak van kétvaltozos kompatibilis centralis
relacioja. Legyen a < linearis rendezés legkisebb eleme 0, legnagyobb eleme 1 €s
7 olyan tetszOleges kétvaltozds centralis relacio az 4 halmazon, amelyre (0, 1)g7
¢s az A\{0, 1} minden eleme a 7 centrumeleme. Ekkor barmely a,, a;, a3€A4 pa-
ronként killonbozo elemekre g(a,, a», a3) centrumelem. Konnyen beldthatd, hogy
g megorzi a 7kétvaltozos centralis relaciot. Ezzel belattuk a tételt.

Legyen A4 véges halmaz, < tetszoleges részbenrendezés 4-n €s legyen

z,hax<y,
A=) x, hax % y;

x,hax<y,

dix,y.2)=
(%.3:2) {:, hax<y.

Megjegvzés. Ha a 7 illetve a d fuggvény definicigjaban a < helyett egyen-
10séget irunk, akkor a ternalis diszkriminatort illetve a dualis diszkriminatort

kapjuk.

52. Tétel. Legyen 3 < |4| < w0 és < tetszOleges részbenrendezés az 4 halma-

zon. Ha f = ¢ vagy /= d, akkor az (4; /') algebra fuggvényteljes.

Megjegvzés. Legyen |A|=2. A ¢ figgvény nem monoton és nem linearis, a
d fuggvény monoton az 4 halmazon. Az 5. Lemma szerint az (4; /) algebra fugg-

venyteljes, az (4; d) algebra nem fiiggvényteljes.

Bizonvitas. (a) Legyen € tetszoleges, korlatos részbenrendezés az 4 hal-
mazon a meA legkisebb €s az M A4 legnagyobb elemmel. Megmutatjuk, hogy a
1, d fuggvények nem Orzik meg az 4-n értelmezett € korlatos, részbenrendezést.

Legyen keA és k # m, M. Irjuk fel a kovetkez6 matrixokat:
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m m kK M kK M k k
m k m M k k k M
M M m m m m m m
M m k m k m k m

Ha k < m, akkor az elsé matrixbdl, ha k¢ m, akkor a masodik matrixbol
adodik, hogy a t fuggvény nem 6rzi mega 4 relaciot A-n. Ha k < M, akkor a
harmadik matrixbol, ha & ¢ M, akkor a negyedik matrixbol kapjuk, hogy a d
fuggvény nem Orzi meg a<d relaciot.

(b) Legyen p tetszOleges nemtrivialis ekvivalencia-relacio az 4

halmazon €s a, be A, a # b, (a, b)ep, (a, c)&p. irjuk fel a kovetkezo matrixokat:

a b a a a b a a
a a a b a a a b
& 1€ Z e G @ & ©
¢ b c a a c a €

Ha a < b, akkor az elsd matrixbol, ha ¢ ¢ b, akkor a masodik matrixbol
kapjuk, hogy a 7 fuggvény nem 6rzi meg a p relaciot az 4 halmazon. Ha a < b,
akkor a masodik matrixbol, ha ¢ ¢ b, akkor a harmadik matrixbol kozvetleniil
kapjuk, hogy a d fuggvény sem 6rzi meg a p relaciot az 4 halmazon.

(c) Legyen 7 tetszdleges kétvaltozos centralis relacio az 4 hal-
mazon, a, beA, a # b, (a, b)g rés ¢ a 7 centrumeleme. A 7 szimmetrikus relacio,

ezért feltehetd, hogy ¢ < b. Irjuk fel a kovetkezd matrixokat:

QIO o> K
(oo o
/IO Q 8
SN S TR ORI

Az elsé matrixbol kapjuk, hogy a 7 fiiggvény nem 6rzi meg a rrelaciot. Ha

a % ¢, akkor a masodik matrixra alkalmazzuk a d figgvényt. Ha a < ¢, akkor a
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masodik matrix els6 és masodik sorat cseréljik fel, majd az igy adodé matrixra
alkalmazzuk a d figgvényt. A d fiiggvény sem Orzi meg a zt. A 10. Lemma sze-

rint igaz a tétel.



8. A p-mintaalgebrak fliggvényteljesssége,

ha p affin relacio

Legyen az n = {0, 1, .., n-1} halmazon egy + Abel-csoport-milvelet

relacidt a kovet-

(a mod n osszeadas) érteimezve. Definidljuk az » halmazon a p relacio

kezbképpen:
(X1, X2, X3, X)) €0 < X1+ X3 =X3+ X

Az igy definialt relacid affin relacio.

Definialjuk az » haimazon a kovetkezo fuggvényeket:

[xo" ha (x;;%,,%5,%, ) €P;

ik
ok s B X )=
P et ) lxkkuldnben;

]/x,, ha (x,,x;,X,,X5) €p,
Js(x,x, xp,x,,x5) = )

| x, kilonben;

fi o = ” - xZ’ ha (X2 :'x3’x4 :-x5> Ep,
85( X, X, X3, %,,X5) =

x, kiilonben.

Megjegvzés. Az 15 és g5 figgvények a diszkriminator fiiggvények affin

relaciora vonatkozo megfeieloi.

4 ik 4 4 4 3 - + T
54. Tétel. Az (n, "y vépes alpebrak 7 # &, 1 < i, k < 4 esetén fuggvénytel-
e e e — é A 2

jesek.
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Bizonyvitds. (1) Ha n =2, akkor kénnyen belathato, hogy a pi’k fuggvények
i#k, 1 <1, k < 4 esetén nem monotonok €s nem linearisak, azaz az aigebrak fugg-
vényteljesek.

(2) Ha 3 < n < m, akkor belatjuk, hogy i= 1, k= 2 illetve i=1,

k = 3 esetén a megfeleld algebrak egyszerek. A tobbi esetek ezekbol a valtozok
megfeleld permutalasaval megkaphatok.

Legven otetszoleges nemtrivialis ekvivalencia-relacié az n halmazon és
a,b,cen,a#b,(a,b)ec,(a,c)eo Az algebrak egyszeriiségének igazolasahoz a

kovetkez0 matrixokat hasznaljuk fel:

o Q
~ 0 o 9Q

QI
O I0r xx0 Q
QI™ 6 Q Q

5

Feltehetjiik, hogy az elsé matrixban & € n-re (a, c, k, a)€ p, a masodik matrixban
len-re (a, a, ¢, [)e p. Ha az elsé matrixra a p]‘2 fluggvényt, a masodikra a p“3 fugg-
vényt alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy az (n; pl‘z) illetve az (n; ])1'3) algebrak

egyszerlek. Az 53. Megjegyzést felhasznalva a tétel bizonyitasat kapjuk.

55. Kovetkezmény. Az A = (n; f5) és a B = (n; gs) véges algebra fliggvény-

teljes. Ugyanis x; = x3 esetén legyen A(x,, X3, X4, X5) = f5 (X3, X2, X3, X4, X5),

I(x3, X3, X4, X5) = g5(X3, X3, X3, X4, X5). Ha a 2 és 7 x,, X3, Xy, x5 valtozoi helyett ebben
a sorrendben rendre az x;, x,, x3, x; valtozokat irjuk, akkor a p:‘1 illetve a p]’2
fiiggvényt kapjuk. Ezzel belattuk, hogy p™'e7 (4) illetve, p'?eT (B), azaz az A
illetve a B algebra fuiggvényteljes.

56. Megjegyzés. Ha n = prim, akkor az n halmazon definiait barmely affin

relacié automorfizmuscsoportja primitiv. Ebben az esetben a 16. Lemma szerint
barmely legalabb haromelemi nemtrividlis p-mintaalgebra fuggvényteljes, ha p

affin reiacio az n halmazon.
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S7.Tétel. Legyen3<n<w,n=2/,leNésaoc={x,x,y,y) x+tx=y+y}
affin relacio az n halmazon. Ekkor barmely (n; /') o-mintaalgebra nem fiiggvény-

teljes.

Bizonyitas. Elég belatni, hogy barmely (r; /) o~-mintaalgebra nem egysze-
ri. Az n halmazon definialt & nemtrivialis ekvivalencia-relacionak a blokkjai le-
gyenek: {0, 7}, n\{0, 7}. Ha a, ben, (a, a, b, b)e o, akkor igaz a kovetkezd: a = 0
vagy a = [ akkor ¢és csakis akkor, ha » =0 vagy » = /. Ebbol kozvetleniil kapjuk,
hogy ¢ kompatibilis a o affin relacioval. Ezért barmely (n; F) o-mintaalgebranak
enemtrivialis kongruenciaja. Ezzel belattuk, hogy barmely (n; /) c-mintaalgebra

nem egyszerl, azaz nem fuggvényteljes.

58. Kovetkezménv. Ha 3 < n < oo, akkor barmely (n; /) p-mintaalgebra

nem figgvényteljes, ha p affin relacio és f kétvaltozos figgvény. Ha n paratlan,
akkor a kétvaltozos fuggvények projekciok; ha n paros, alkalmazzuk az el6z6 té-

telt.

59. Megjegvzés. A mintafiiggvényeket egyenloség relacioval definialjuk.
p = {(x, x,x,y): x =y} affin relaciot irjuk, akkor azt kapjuk, hogy minden minta-

fuggvény p-mintafuggvény is.
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10. A Ar-mintaalgebrak fiiggvényteljessége

2

60. Lemma. Ha3<h<A4ésaTlT=1{0, .., 6, (m=1) h-regularis ekviva-

A

lencia-redlciok olyan csaladja az A halmazon, amelyre j(nj‘ 0 =1, akkor a 7’ h-re-
gularis ekvivalencia-realciok csaladja altal meghatarozott A relacié automorfiz-
muscsoportja primitiv.

Bizonyitds. (1) Legyen ¢ : 4 — A/6,x ... xA/6, (a — (alb,, ..., al G,)).
A Irnj 0, = 1, miatt ¢ bijektiv leképezés. Definialjuk az 4/6,* ... <A4/6), halmazon a

0; (j =1, ..., m) ekvivalencia-relaciokat a kovetkezoképpen:

(a/ 6, ..., a,/6,) E(a,’ Qi) 0; <a;/0 =a/6 (j=1,..,m).

5%
Kénnyen belathato, hogy az e;: 4 — A/6,  (j=1, ..., m) projekcio § magjanak a ¢
bijektiv leképezés a 0:. (j =1, ..., m) ekvivalencia-relaciot felelteti meg.

(2) Legyen B olyan halmaz, amelyre |B| = [4/6| = h. Legyenek ¢;: A/6, ->B
(i=1, ..., m) tetszOleges bijektiv leképezesek és

w:AlGx ... %416, — Bx ... xB (a6, ..., a,/6) = (pr(ar/6), ..., @ula@nl G)))
Az igy definialt y leképezés is bijektiv. Definialjuk a Bx ... xB halmazon a
¢ (j=1,...,m) ekvivalencia-relaciot a kovetkezOképpen:
(b1 ooy i) =(b],...,8,) 6 <= b, =bi(j=1,...m)

Konnyen belathatd, hogy a y bijektiv leképezeés a 9:.( j=1,...,m) ekvivalencia-
relaciot a 9_7 (j=1....,m) ekvivalencia-relaciokba viszi at.
A wo. A — B” bijektiv leképezés a 6, (j =1, ..., m) ekvivalencia-relaciot a

Hox

@" ) h-regularis

ok X . 3 e = 5 .7 ok
€, (j=1,....m) ekvivalencia-relacioba viszi ¢s a 7" = {§ ,....6, |
. e K ” ’
ekvivalencia-relaciok olyan csaladja az 4 halmazon, amelyre (\lé?i egyenlOseg
Jj=1 "

relacio a B” halmazon.
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Legyen A, a 7" h-regularis ekvivalencia-relaciok csaladja altal meghatarozott
relacio és ((by1, ....bum)s - (Pt s bim))€ Ay Ha m, €S, akkor

((Br1zy 5301 iz Vo> By 17y 5w By NE A7 Ha 7y, 7, €8, akkor

(D1, Brs- <201 s g oo+ B 1y T3 D e, T ) € A, . Ebbdl kovetkezik, hogy az
Sz, S, koszoruszorzat részcsoportia a A, automorfizmuscsoportjanak. Az
Spx, S, koszoruszorzatban |B| > 3, ezért az Sy %, S, primitiv permutaciocsoport
[2]. gy a A, autmorfizmuscsoportja primitiv, ezért a A, automorfizmuscsoportja

1s primitiv. Ezzel a lemmat belattuk.

m

61. Lemma. Ha p = N 0. nem egyenl6ség az 4 halmazon, akkor barmely
=

A A;-mintaalgebra nem fiiggvényteljes.

Bizonyitas. Konnyen belathatd, hogy a p nemtrivialis ekvivalencia-relacio
az A halmazon kompatibilis a A; relacioval. Ekkor barmely A Ar-mintaalgebra-
nak a p nemtrivialis ekvivalencia-relacié kongruenciaja. Igy barmely 4 A;-minta-

algebra nem egyszeri, azaz nem figgvényteljes.

62. Megjegvzés. Barmely primitiv permutacidcsoport tranzitiv is. Ezért a

14. Lemma szerint barmely nemtrivialis, véges A,-mintaalgebra akkor és csak

akkor fiiggvényteljes, ha egyszeri.

X, Ba(%,.... 5, ) ELp,

HE fo(% ) ={

x, killonben,

akkor érvényes a kovetkezo tétel:

63. Tétel. Az (A4; f,,) nemtrivialis, véges A;-mintaalgebra akkor és csak ak-

m
kor fuggvényteljes, ha QI 0, =1,
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Bizonyitas. Ha jrj] 0, #1,, akkor a 6]. Lemma szerint az (4, /) algebra
nem fuggvényteljes.
Ha Ql Q =1, , akkor a 62. Megjegyzés alapjan elég belatni, hogy az (4; f;)
algebra egyszerl.

Legyen o tetszleges nemtrivialis ekvivalencia-relacio A-n. Jeloljiuk a 6,

blokkjait &/ -vel, ahol 1 <; < h. Ekkor vannak olyan a,, ay, ... , a), €4 elemek €s i
(1 < i< m), amelyekre j =1, ..., h, qje €], (a1, ax)e o, (a1, ap)¢ o. A kovetkezd

matrixbol kapjuk, hogy az f;, fiiggvény nem 6rzi meg a o nemtrivialis ekvivalen-

cia-relaciot A-n:

a @
a, d
ay ap
a ap.

Ezzel a tételt belattuk.

64. Tétel. Legyen Ay a 7'= {6, ..., 6,} (m > 1) h-regularis ekvivalencia-
relaciok csaladja altal meghatarozott relacio az 4 halmazon. Az (A4; F) tetszdleges,

véges, nemtrivialis A7-mintaalgebra akkor és csak akkor fuggvényteljes, ha

m

,Q, 6 =1.

m

Bizonvitds. (a) Ha ml 6’1 # 1, , akkor a 61. Lemmma szerint az (4; /) nem
=
trivialis A7-mintaalgebra nem fiiggvényteljes.
(b) Ha N 0, = 1, , akkor belatjuk, hogy az (A:F) nemtrivialis
=% T

Lt -mintaalgebra fiiggvényteljes. Ekkor a kovetekezd eseteket kiilonboztetjik

meg.
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(1) Ha az eldz6 tételben szerepld f), figgvény termfuggvénye az (4; /) al-
gebranak, akkor az (4; F) aigebra vaioban fuggvényteijes.

(2) Ha az f), nem termfiiggvénye az (4; F) algebranak, akkor a 2. Lemmat
valamint a 36. Tétel bizonyitasaban mondottakat felhasznalva kapjuk, hogy az
(A; ) algebra termfiiggvényei klonja tartalmaz legalabb egy az f;-tol kulonbozo
nemtrivialis Ay -mintafiiggvényt, amely az A halmazon szemiprojekcio. Barmely
n < h aritast Ap-mintafuggvény , amely szemiprojekcid, projekcio az 4 halmazon,
mig az n = h aritasuakbol az f, a valtozok felcserélésével megkaphaté. Igy ele-
gend6 az n > h+1 aritasu olyan nemtrivialis Ay -mintafiggvényekkel foglalkoz-
nunk, amelyek az 4 halmazon szemiprojekciok. Legyen ¢ n = h + 1 valtozos,
nemtrividlis Ay -mintafiiggvény, ami szemiprojekcio. Az A=(4; ) algebrara
Aut Ay < Aut(A) és a 60. Lemma miatt az Aut (A) primitiv permutaciocsoport.
Tegyiik fel, hogy az 4 algebra nem fiiggvényteljes. Ekkor a 16. Lemma szerint
A=C, ahol C fiiggvényteljes algebra és s > 2 és Aut (4) = Aut (C) %, S,. Az
elozdek szerint § x-S, < Aut A< Aut (A4) = Aut (C) x5 S5 < Sc % S,

Ha |B| = h, |C| = k, akkor S}, X, S, < Sk %, Sy

Palfy Péter Pal megmutatta [7], hogy ez csak akkor teljesiilhet, ha h=k£;
m=s. Mivel az A algebra ¢ alapmiivelete legalabb 4 + 1 valtozos szemiprojekcio,
ezért a C algebra mivelete is legalabb /# + 1 valtozos szemiprojekcio, amely

|C| = k= h miatt projekcio. Ez ellentmondas.
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Abstract

In this work we study finite algebras with finitely many finitary basic
operations. Our aim is to establish or to refute functional completeness of
algebras of a special kind, called relational-pattern algebras, or, in short, p-pattern
algebras. The prototype of functional complete algebras are finite fields; it is well-
known fact that all possible finitary operations defined on a finite field F can be
represented by polynomial functions of F. In general, an algebra A is said to be
functionally complete if all possible finitary operations on the universe of 4 can
be constructed from the basic operations of A4, the elements of 4 (considered as
constant operations), and the projections, using the customary superposition of
functions only.

The notion of a p-pattern operation (it is often called a p-pattern function)
at first emerged for p the equality relation in a paper of R. W. Quackenbush [3] in
the seventies.

, Two k-tuples (xy, ..., x), (v1, ..., yk)eAk are of the same pattern, if for
ije{l, ...k}, x;=x;and y; =y, mutually imply each other. A function /: AF 54 is
a pattern function if it is conservative, i. €., f(x;, ..., x;) always equals some x;,
ie{1, ..., k}, and, in addition, this / depends merely upon the pattern of (xy, ..., x;).

B. Csakany suggested the following generalization of pattern functions.

Consider an n-ary relation on 4. Two k-tuples (xy, ... Xz), (V1. ..., yk)eAk are

of the same p-pattern, if for 7y, ..., i,e {1, ..., k}, (% 5 o %y ) € pand
( . ) € p mutually imply each other. A function /" A" > Aisa p-pattern

function, if /(xy, ..., x;) always equals some x;, i € {1, ..., k} where i depends on
the p-pattern of (xy, ..., x;) only.

An algebra A4 is called relational-pattern algebra or p-pattern algebra,
if every operation of A4 is a p-pattern function.

There are some classical examples of functional completeness. For
instance, finite algebras (4; /) with / the ternary discriminator or (in the case

|4| > 2) the dual discriminator are functionally complete (Werner [10] and Fried-
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Pixley [2], respectively). Csakany [1] proved that every finite algebra (4; /) with
|4] > 3 is functionally complete if /s an arbitrary non-trivial pattern function. He
also raised the question on the functional completeness of p-pattern algebras for
relations p other than equality.

Here we consider, and, answer this question for relations occurring in
Rosenberg’s primality criterion [4], namely, for partial orderings, affine relations,
permutations (considered as binary relations), equivalences, central relations, and
h-reqular relations. In some cases our answers are general statements, in the
others we provide examples or counter-examples.

Our main tool is a strong result on functional completeness by A.
Szendrei, published in [5]. From her result we derive, among others, the following
frequently-used fact:

Lemma. At least three element finite simple conservative algebra is
functionally complete iff

A has no compatibie central relation on 4, and

A has no compatible bounded partial order on 4.

Now we list several characteristic samples of our-results for p-pattern
algebras.

Let 7 be a permutation and f a non-trivial binary z-pattern function on an
at least three element finite set 4. The z-pattern algebra (4; /) is functionally
complete iff 7 is cyclic permutation on A, except for the case |[4] =4 and /= f5 or
/= fi, where

[x, if (x,y)ex or (y,x) e,

f(x.y)= 1

y otherwise

and i(x, ) = 31, X).
If 7 be a permutation and the zpattern function fis a majority function on
an at least three element finite set 4, then the algebra (4; /) is functionally

complete.
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Let 7 be a permutation without fixpoint on an at least three element finite
set A. The simple zpatter algebra 4 is functionally complete iff the algebra has
no compatible binary central relation preserved by all automorphisms of 4.

Let p be an at least binary central relation on 4. A finite p-pattern algebra
A 1s functionally complete iff A4 is tolerance-free.

Consider the following generalizations of the ternary discriminator and the
dual discriminator:

z, K(x,¥)ep,
x otherwise,

f(x,_v,:)={

'x’ if('\’a.}y) ep,
- otherwise.

d(x,y,:)z{

If pis a permutation or a partial order on an at least three element finite
set 4. Then (4; ) and (A4; d) are functionally complete.
Let A7 be h-regular relation defined by the h-regular family of equivalence

relations 7={4,, ..., 6, (m > 1). All non-trivial A-pattern algebras are functio-

nally complete 1ff (’36' =1,.
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Koszonetet mondok Csakany Béla egyetemi tanarnak, aki a szakmai mun-
kamat iranyitotta. Nagyon sokat tanultam t6le emberségben, pontossagban, inten-
ziv munkavégzésben. O felvételiztetett az egyetemre, az 6 eldadasait hallgattam.
Kozépiskolai tanarként szakmai tanacsokkal iatott el, javasiatara kezdtem el fog-
lalkozni a p-mintaalgebrak fuggvényteljességével, amelybdl egyetemi doktori
disszertaciot nyujtottam be. A JATE rektoraként is jutott ideje arra, hogy a leg-
fontosabb szakmai problémakat megbeszéljiik.

Sok szakmai tanacsot, segitséget kaptam Szendrei Agnes egyetemi tanartol
€s Szabo Laszlo egyetemi docenstol.

Kiulon koszonetet mondok a JATE Algebra €s Szamelméiet Tanszék ok-
tatoinak, hogy az ott folyo tudomanyos szeminariumokon rendszeresen részt ve-

hetek, annak munkajaba bekapcsolodhatok.





