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1. Bevezetés

Ebben az értekezésben olyan véges algebrákkal foglalkozunk, amelyek 

véges sok alapművelettel rendelkeznek. Műveleten mindig véges változós műve­

letet értünk. Algebráink függvényteljességét vizsgáljuk, részletesebben arra a kér­

désre fogunk válaszolni, hogy bizonyos algebrák alapműveleteiből, alaphalmazuk 

elemeiből és a projekciókból szuperpozícióval előáll-e az alaphalmazukon értel­

mezett összes művelet. Művelet helyett gyakran függvényt mondunk. Közelebbről 

olyan algebrákat vizsgálunk, amelyeknek alapműveletei p-mintafüggvények. A 

p-mintafüggvény fogalmát Csákány Béla javasolta. Ő vetette fel az olyan véges 

algebrák függvényteljességének a vizsgálatát, amelyek véges sok alapművelet­

tel rendelkeznek és az alapműveleteik p-mintafiiggvények. Az ilyen algebrákat 

reiáció-mintaaigebráknak vagy p-mintaalgebráknak nevezzük.

Értekezésem célja a véges p-mintaalgebrák függvényteljességének vizs­

gálata, ha p ekvivalencia-reláció, permutáció, centrális reláció, részbenrendezés, 

affin reláció és h-reguláris reláció. !. G. Rosenberg [14] bizonyította, ilyen típusú­

ak az olyan p relációk, amelyekre a Polp alaki! kiónok maximális kiónok. Ezeket 

a kiónokat Rosenberg-klónoknak nevezzük.

A továbbiakban röviden ismertetjük a disszertáció egyes fejezeteit.

A második fejezetben a később felhasznált fogalmakat, definíciókat, jelö­

léseket írjuk le, valamint néhány, a későbbiekben gyakran alkalmazott kisebb 

megállapítást teszünk. Itt fogalmazzuk meg I. G. Rosenberg [13] minimális kió­

nokra bizonyított tételének két következményét is p-mintaalgebrákra.

A harmadik fejezetben a dolgozatban felhasznált tételeket közöljük. Csá­

kány Béla [3] homogén algebrára vonatkozó tételét mintaalgebrákra is leirjuk. 

Szendrei Ágnes [21] függvényteljességi tételét konzervatív algebrákra a 10. Lem- 

mában fogalmazzuk meg, majd Szabó László [17] tételével a 10. Lemmát élesít­

jük. Szabó László [16] tranzitív algebrákra, Pálfy Péter Pál, Szabó László, 

Szendrei Agnes [8] primitív automorfizmuscsoporttal rendelkező algebrákra bizo-
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nyitott függvényteljességi eredményeit p-mintaalgebrákra illetve konzervatív al­

gebrákra is kimondjuk.

A további fejezetekben a p- mintaalgebrák függvénytelj ességével foglalko­

zunk.

A negyedik fejezetben leírt 21. Tételnek és a 23. Tételnek annyiban van 

elvi jelentősége, hogy rámutatnak: bizonyos p relációk biztosítják, más p relációk 

pedig kizárják a p-mintaalgebrák függvényteljességét.

Az ötödik fejezetben permutáció-mintaalgebrák függvényteljességére vo­

natkozó tételeket bizonyítunk. Az (A; /) véges permutáció-mintaalgebrák függ­

vényteljességének teljes leírása a 28. Tétel és a 29. Tétel, ha/ tetszőleges kétvál­

tozós vagy tetszőleges többségi függvény. Az eddigi eredmények és próbálkozá­

sok alapján megfogalmazható a sejtés, hogy a 32. Tétel tetszőleges n permutáció­

ra is érvényben marad. A 34. Tételt [27]-ben publikáltuk, a bizonyítás egyes rész­

leteit egyszerűsítettük.

A hatodik fejezetben bizonyított 36. Tételt később felhasználjuk a 39. Té­

tel és a 64. Tétel bizonyítására.

A hetedik fejezetben a p- mintaalgebrák függvénytelj ességere vonatkozó 

tételeket bizonyítunk, ha p centrális reláció. Külön foglalkozunk az olyan p-min- 

taalgebrák függvényteljességével, ahol p minimális centrális reláció. A 46. Tételt 

[26]-ban publikáltuk, bizonyítását a 39. Tétel alkalmazásával egyszerűsítettük.

A nyolcadik fejezetben a <-mintaalgebrák függvényteljességéve! foglal­

kozunk, ha < lineáris rendezés vagy korlátos részbenrendezés. Az 52. Tétel a [28]- 

ban publikált 1. Tételnek és 2. Tételnek az általánositása.

A kilencedik fejezetben olyan p-mintaalgebrák függvénytelj ességét vizs­

gáljuk, ahol p affin reláció.

A tizedik fejezetben leírt eredményeket még nem publikáltuk. А Ат-min- 

taalgebrák függvénytelj ességét a 64. Tétel teljesen leírja.
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2. Definíciók, fogalmak

Projekciónak, részletesebben н-változós /-edik projekciónak nevezzük az 

olyan, bármely halmazon értelmezhető műveletet, amely minden elem n-eshez 

annak /-edik komponensét rendeli hozzá. Akkor mondjuk, hogy az A halmazon 

értelmezett///-változós művelet lényegesen függ az /-edik változójától, ha vannak 

olyan ai.... a„, beA elemek, amelyekre

/О...... a,-h ah a,+lt .... ü„)*f (ah .... alA, b, ai+h an).

Az/ műveletet lényegesnek nevezzük, ha legalább két változójától lénye­

gesen függ és szürjektív. Az A halmazon értelmezett / művelet idempotens, ha 

minden aeA-ra/ (a, a) = a. Az A halmazon értelmezett/háromváltozós mű­

veletet többségi függvénynek nevezzük, ha minden x, yeA-ra

/ (x, x, y) =f (x> y, x) =f (y, x, x) = X.

Az A halmazon értelmezett//7-változós műveletet n > 3 és 1 < / < n esetén 

//-változós /-edik szemiprojekciónak nevezzük, ha nem csupa különböző 

xb x„eA elemekre / (xb x„) =x,.

Az/: Ak —> A függvényt konzervatív függvénynek nevezzük, ha 

/ Оь....xk) e (xb .... xk} minden xb xk e ^-ra.

R. W. Quackenbushtól ([10], 74. oldal) származik a következő definíció.

Az (xb xk), (yb .... yk)eAk elem kasokról akkor mondjuk, hogy azonos 

mintájúak, ha bármely /', je {1,..., esetén x, = x, akkor és csak akkor, ha 

yi = y>j. Az/: -> /í konzervatív függvén/ mintafüggvénynek nevezzük, ha 

/ Ob .... 4'a) = x„ (1 < / < k\ ahol / úgy függ azxb ..., xA.-tól, hog>'/ Oá, /•) =>’/ 

ugyanazzal az /-vei, ha (yb vA) és (л'ь •••. xk) azonos mintájúak.

Legyen p п-változós reláció az A halmazon. Az (л'ь xú, О’ь •••. Ук) e 

elem Oasokról akkor mondjuk, hogy azonos mintájúak p-ra nézve, ha bármely 

/),.... /„ e (1,..., k] esetén (x., ..., x( ) ep akkor és csak akkor, ha
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(yh, ..., yin) e p. Az/: Ak -> A konzervatív függvényt p-mintafüggvénynek ne­

vezzük, ha f{x\,xk) = x„ (1< / < k), ahol i úgy függ az vb .vrtól, hogy 

/Oh, •••. Ук) = Уi ugyanazzal az /-vei, ha (уь Ук) és (xb xk) azonos mintájúak 

p-ra nézve.

Példa. (1) Legyen L egy háló és p a hálót definiáló részbenrendezés. Ha L 

lánc, akkor a hálóműveletek p-mintafüggvények, máskülönben nem p-minta- 

függvények.

(2) A konzervatív függvények mind p-mintafüggvények valamely 

p szerint (I. Korec, szóbeli közlés). Ugyanis legyen/:Ak -> A konzervatív függ­

vény és p={{ax, ak, a) e Ak+1 : a = at <=>/(<2]..... ak) = a,-}. Ekkor /p-minta-

függvény.

Konzervatív algebrának nevezünk egy algebrát, ha műveletei konzervatív 

függvények. Hasonlóan, az (A; F) algebrát p-mintaalgebrának nevezzük, ha min­

den/e/7 p- mintafüggvény.

A p-mintafüggvények definíciójából könnyen adódnak a következő meg­

állapítások:

(!) A mintafüggvények A-n p-mintafüggvények, ha p egyenlőség reláció

A-Ti.

(2) Legyen p n-változós reláció A-n és p = .4/p. Akkor p-mintafüggvé­

nyek A-n p -mintafüggvények is.

(3) Apc A2 reláció inverze legyen p'1. Ekkor ap'1-mintafüggvények va­

lamint a p <jp~1 -mintafüggvények is p-mintafüggvények.

А реЛ” relációnak а г: Л -» Л bijektív leképezés automorfizmusa, ha 

bánnely (Oj,..., ci„) e pesetén (гЦ), ..., r (o,,)) ep.

(4) Ha a pczA" relációnak a r automorfizmusa, akkor г automorfizmusa 

bánnely (.4,- F) p-mintaalgebrának is.

(5) Bármely p cr /'-re az A halmazon értelmezett projekciók p-mintafügg­

vények.
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Legyen (/"’ (n > 1) az A nemüres halmazon értelmezett w-változós mű­

veletek halmaza és 0A = u СУАп) .Ha / e ü'An\ gl3 gn e 0A], akkor az
n> i

/, öi> ö,, műveletek szuperpozícióját jelölje /(g„ g„), és legyen

/(a. ->g„Xai> «*) =/(&(«!» -.a*). g„(a Я*))1’ •

minden ab .... ak e H-ra.

Ha az F c 0A művelethalmaz tartalmazza a projekciókat és zárt a szuper- 

pozícióra, akkor F-et kiónnak nevezzük.

Az összes projekciók halmazát jelölje 1A. Az 0A , IA halmazok kiónok. Az 

lA kiónt triviális kiónnak nevezzük. Kiónok bármely halmazának a közös része 

szintén klón. Az A halmazon az összes kiónok algebrai hálót alkotnak, amelyek­

nek a legkisebb eleme lA, a legnagyobb eleme Oa. Énnek a hálónak az atomjait 

minimális kiónoknak, duális atomjait maximális kiónoknak nevezzük. Az A hal­

mazon definiált műveletek bármely F halmazához létezik egy legkisebb klón, 

amely az F halmazt tartalmazza. Ezt a kiónt nevezzük F által generált kíónnak.

AzA = (A; F) algebra esetén T(A)-val jelöljük azt a kiónt, amelyet F gene­

rál, F(.d)-val jelöljük azt a kiónt, amelyet F és az összes konstansok (mint egy­

változós műveletek) generálnak és Aut(H)-val az A automorfizmusainak a cso­

portját. A T(A ) kiónt az A algebra term függvén vei kíónjának, míg a P(A) kiónt 

az A algebra polinomfüggvénvei kiónjának nevezzük. Ha í\A) triviális klón, 

akkor az A algebrát triviális algebrának nevezzük. A triviális algebrák alapmű­

veletei projekciók, amelyeket triviális műveleteknek is nevezünk.

Az A véges algebra prímái, ha T(A) = ()A. Az A véges algebra függvény­

teljes, vagy' funkcionálisan teljes, ha P(A) = 0A.

Ha az A algebra végtelen, akkor számossági meggondolások miatt 

\P{A) -\A\ < C)A , azaz a végtelen algebrák nem függvényteljesek.

Ha az A\ és az Az algebrák alaphalmazai egyenlők, akkor T{A\) = T(A2) 

esetén termekvivalensek, P(A f) - P{AZ) esetén polinomekvivalensek.

AzA, és A2 algebrák ekvivalensek, ha az A, algebra izomorf egy' olyan al­

gebrával, amely termekvivalens az.4; algebrával.



- 7 -

1. Lemma, На /?с A" tetszőleges reláció, akkor az A halmazon értelmezett 

p-mintafüggvények kiónt alkotnak.

Bizonyítás. Említettük a projekciók bármely p reláció esetén p-minta- 

függvények. Belátjuk, hogy a p-mintafüggvények szuperpozíciója is p-minta- 

függvény. Legyenek/ Аг-változós és gb .... gA. я-változós p-mintafüggvények az A 

halmazon. Legyen h(x„ ..., x„) = f(g1(xi, ..., xn), ..., gk{x{, ..., *„)). Megmu­

tatjuk, hogy h{xx, ..., хя) is p-mintafüggvény Л-n. Ha (ax, ..., £/„) e A",

(/>,, ..., ó„) eA" azonos minták p-ra, akkor

81(“>’ a„) = a,,, •••= a„) = a4 0^/ •••> 4

esetén g,(ó,, ..., 6„) = ..., g/4, ..., bn) = / és fordítva. Ezért

/?(<?,, ..., an) = a- akkor és csak akkor, ha h{bx, ..., bn) = Ьц, ahol 1< / < k. Ezzel 

beláttuk, hogy h(xt, .... xn) is p-mintafüggvény, azaz a p-mintafüggvények va­

lóban kiónt alkotnak.

Rosenberg [13] bebizonyította, hogy minden minimális klón generálható a 

következő típusú műveletek valamelyikével: nemtriviális egyváltozós; nemtriviá­

lis kétváltozós idempotens; háromváltozós többségi függvény; nemtriviális szemi- 

projekció; x + у + r, ahol (A; +) Boole-csoport.

A nemtriviális egyváltozós műveletek és az x + у + z művelet, ahol (A; +) 

Boole-csoport, nem p-mintafüggvények. Másrészt bármely nemtriviális véges 

p-miníaalgcbra tcrmfüggvcnyci kiónjának van minimális rcszklónja. így megfo­

galmazhatjuk a következő két lemmát.

2, Lemma. Minden nemtriviális véges p-mintaalgebra term függvényei 

kiónja tartalmaz vagy nemtriviális kétváltozós p-mintafüggvényt vagy olyan há­

romváltozós p-mintafüggvényt, amely többségi függvény vagy olyan nemtriviális 

p-mintafuggvényt, amely szemiprojekció.
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3. Lemma. Adott p relációra minden (A; F) nemtriviális véges p-minta- 

algebra függvényteljes akkor és csak akkor, ha bármely olyan (A; f) nemtriviális 

p-mintaalgebra függvényteljes, amelyre /az A-n értelmezett nemtriviális kétvál­

tozós, vag>' háromváltozós többségi függvény, vág}' nemtriviális szemiprojekció. 

Az / g O*/ * művelet megőrzi a pczAw relációt, ha valahányszor 

(an, ..., ajep, {\<i<k\
mindannyiszor (/(an, ..., aH), ...,/(aln, ahl))ep. Ekkor prészalgebrája az 

(A;f)n algebrának.

Hapc .4" esetén Polp-va! jelöljük az Cfj mindazon műveleteinek a halmazát, 

amelyek megőrzik a p-t, akkor Polp szintén klón.

4. Megjegyzés. Az .4 halmazon definiált nemtriviális szemiprojekciók 

nem őrzik meg az A halmazon értelmezett korlátos részberendezéseket [8].

A p ez A" relációt az (A; F) algebra kompatibilis relációjának nevezzük,

haFc Polp.

Aj. (A; F) algebra kétváltozós, kompatibilis, reflexív, szimmetrikus reláci­

óit az algebra toleranciáinak nevezzük. Az (A; F) algebra p toleranciája triviális, 

ha p egyenlőség reláció vagy p = A2. Ha az algebrának nincs triviális toleranciák­

tól különböző toleranciája, akkor az algebra toleranciamentes.

Legyen £ ekvivalencia-reláció az A halmazon és p ez A". Ha valahányszor 

(űb .... a„) e p, bu ..., b„eA, (au ..., (a„, bn)ee, mindannyiszor

(b..., bn)ep; akkor azt mondjuk, hogy e kompatibilis p-val.

Az A halmazon értelmezett p reláció egyszerű, ha nincs olyan nemtrivi­

ális ekvivalencia-reláció A-n, amely kompatibilis a p-val.

A pc A" reláció teljesen reflexív, ha

P = aj: 3 /,./ 7 А У, 1 < /, j < 77, a,. = a/}.

A p ez reláció teljesen szimmetrikus, ha (a\.....a„) e p esetén

an]I) ep, ahol ^tetszőleges permutáció az {1,..., 77} halmazon.(*u. ••
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Az A halmaz szimmetrikus csoportját S^-val jelöljük. A В c: A a G < SA 

permutációcsoport blokkja, ha Вл=В vagy В я nB=0 minden леС-та. Az A hal­

mazt és annak egyelemü részhalmazait triviális blokkoknak nevezzük.

Legyen G < SA permutációcsoport. Ha bármely a, be.A esetén van olyan 

я eG permutáció, amelyre ая =b, akkor a G permutációcsoportot tranzitívnek 

nevezzük. A G tranzitív permutációcsoport primitív, ha csak triviális blokkjai 

vannak.

Az A" teljesen reflexív és teljesen szimmetrikus p részhalmazát centrális 

relációnak nevezzük, ha p * A" és van olyan ceA, amelyre {c}* A 

ilyen tulajdonságú c elemek halmazát a p centrális reláció centrumának nevez­

zük.

/1-1 ez p. Az

Legyen 3 < h < Щ. A T={6\, ..., Bm} (m > 1) ekvivalencia-relációk halma­

zát A-n /з-reguiárisnak nevezzük, ha:

(1) minden fcj-nek h osztálya van (i <j< m),

(2) a 6, relációk tetszőleges s, ekvivalencia-osztályaira

A 7'által meghatározott Лт reláció az összes olyan (ah .... ü/,)eA" rende­

zett /?-asokból áll, amelyekre minden j (1 <j < m) esetén az űb .... ah elemek közül 

legalább kettő (9-nek ugyanabban az ekvivaiencia-osztáiyban van. A át-relációt 

«-reguláris relációnak nevezzük.

Ha a C algebra alapműveletei egyváltozósak, akkor a C algebrát unér 

algebrának nevezzük.

Legyen С = (C; F) unér algebra m, n> 1, M- {1,ésN = {1,

A p \ A4 —> N adott leképezésekre és gb ..., g„, e7'(C)nOc '-re

a C” halmazon definiáljunk egy h°[g,, ..., gm] «-változós műveletet a következő­

képpen:

•••> &Jt*b g.(0), ahol л-, =(x’, x"‘)eC'\

i= 1, «•

Azt az algebrát, amelynek alaphalmaza Cu és alapműveletei az összes
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h°\gx, ..., gm] alakú műveletek, a C algebra m-edik mátrixhatványának nevez­

zük és С ^"]-те1 jelöljük.

A G < SA és a H < S„ pennutációcsoportok koszo rií szorzata az összes 

{ax, an) -* (au°nrls at)^nn) alakú A” értelmezett permutációk csoportja,

ahol тг0е#, ku ..., nn eG.

Ha (A; +) elemi Abel-csoport, akkor a p- {(x,y,z,t) eA4 \ x- у+ z = t) 

relációt affin relációnak nevezzük.

Az (A; F) algebra szemiaffin az (A; +) elemi Abel-csoportra nézve, ha a 

p = {(x,y,z,t) 6 A4 : a' - y + z = i) reláció kompatibilis relációja az (A; F) algeb­

rának.

Ha az (A; F) szemiaffin algebránakx-y + z termfüggvénye, akkor az 

(A; F) algebra affin az (A; F) Abel-csoportra.

Égy (A; F) algebrát а К test feletti affin térnek nevezünk, ha az F műve­

lethalmaz egy К test feletti A tartóhalmazú vektortér összes idempotens termfügg- 

vényeiből áll.
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3. Függvényteljességi tételek

Kételemű halmazon értelmezett kiónok hálójának duális atomjai Post tel­

jességi tétele [9] szerint a következők: az egyőrző, a nullaőrző, a lineáris, az öndu­

ális és a monoton függvények osztálya. Egyik konstans sem őrzi meg a másikat, a 

konstansok nem önduálisak, ezért érvényes a következő:

5. Lemma. Egy kételemű algebra akkor és csak akkor függvényteljes, ha 

az algebra alapműveletei között van nem lineáris és nem monoton művelet.

Számos szerző vizsgálta a véges algebrák függvényteljességét. Az első ne­

vezetes eredmény Rédei és Szele [11] tétele, amely szerint a véges testek függ­

vényteljesek, ha alapműveleteknek az összeadást és a szorzást tekintjük. Az utób­

bi tétel általánosításaként Kuznyecov [6] bebizonyította, hogy a véges gyűrűk kö­

zül pontosan a nemtriviális szorzású (olyan gyűrű, amelyben van két olyan elem, 

amelyek szorzata nemzérus), egyszerű gyűrűk a függvényteljesek. Maurer és 

Rhodes [1] belátták, hogy egy véges csoport akkor és csak akkor függvényteljes, 

ha nemkommutatív, egyszerű vagy triviális csoport.

Shxpecki [15] tétele szerint az A legalább háromelemű, véges algebra ak­

kor és csak akkor függ vény telj es, ha P(A) tartalmazza az összes egyváltozós függ­

vényt és legalább egy lényeges függvényt.

Véges halmazon értelmezett kiónok hálójának duális atomjait Rosenberg 

[14] írta le. Az ő nevéhez fűződik a következő nevezetes tétel:

6. Tétel. A C függvényklón az A véges halmazon akkor és csak akkor 

maximális, ha C=Poí/?, ahol p-ra a következő hat eset valamelyike teljesül:

(1) p korlátos részbenrendezés A-n,

(2) p négyváltozós reláció A-n, amelyhez van olyan (A; +) elemi Abel- 

csoport, hogy' bármely ah a2, a3, a4 e А-га (аь a2, a:„ a4) e A4 akkor és csak ak­

kor, ha ci] + a2 = a3 + a4.

1
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(3) p kétváltozós reláció A-n, amelyhez van az A halmaznak olyan p prím 

rendű, fixpont nélküli л-permutációja, hogy bármely au а2,еЛ-ra (ob a2)ep akkor 

és csak akkor, ha a2 = axn,

(4) p az rí-nak nemtriviális ekvivalencia-relációja,

(5) p az A-nak centrális relációja,

(6) p az Л-пак Л-reguláris relációja valamely Л-га (/? > 3).

7. Következmény. Az (A; F) véges algebra akkor és csak akkor függvény- 

teljes, ha F művelethalmazt nem tartalmazzák a 6. Tételben felsorolt Rosenberg- 

klónok közül az (1), (2), (4) és (6) típusúak és a legalább kétváltozós centrális 

relációhoz tartozó (5) típusú. Valóban a konstansokat, mint egyváltozós művele­

teket a felsorolt Rosenberg-klónok tartalmazzák, míg a kimaradtak egyike sem 

tartalmazza mindegyük konstanst.

Szendrei Ágnes ([20], 436. oldal), ([21], 58. oldal) tételeit a következő 

tételben fogalmazzuk meg.

8, Tétek Egy véges, egyszerű, szürjektív A algebrára a következők vala­

melyike mindig teljesül:

(1) A függvényteljes,

(2) A affin egy elemi Abel-csoportra,

(3) A izomorf egy olyan algebrával, amely termekvivalens az

(N; G)[",] (m > 1) mátrix hatvánnyal, ahol N véges, de nem egyelemű, G < SN és 

jAj > 2 esetén a G permutációcsoport primitív,

(4) az A algebrának van kompatíbilis, kétváltozós centrális relációja,

(5) az A algebrának van kompatíbilis, korlátos részbenrendezése.

A konzervativ algebrák szűrjektivek és nem izomorfak olyan algebrával, 

amely termekvivalens a (3) alatt leírt mátrix hatvánnyal. Ugyanis m = 1 esetén G 

nem identikus permutáció, m > 2 esetén G nem konzervatív.
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9. Lemma. Ha az A legalább háromelemű, véges, konzervatív algebra és a 

termműveletei között van legalább egy lényeges művelet, akkor az A algebra 

egyetlen (A; +) elemi Abel-csoportra sem szemiaffin.

Bizonyítás. Ha (A; +) elemi Abel-csoport, akkor \A\ = pm, ahol m pozitív 

egész szám és p prím. Legyen az / и-változós konzervatív művelet termművelete 

az A algebrának. Tegyük fel, hogy а в = {(x,y,z,t) e A4 : x -y + ~ = t) reláció 

kompatibilis relációja az A algebrának. Ekkor az / művelet megőrzi a 0 relációt, 

ha az A-1 azonosítjuk a GF{p) feletti vektortérrel, akkor / a következő alakban 

írható: f(xu ..., x„) = B,x} + ... + B,s„ + C, ahol Bu ..., B„ tn^m-es és xu ..., xn 

/?7><l-es mátrixok GF(p) felett [12]. Az /(0,..., 0) = 0-ból következik C = 0.

Ezért BjXj ~/(0,..., xh ..., 0) € (0, Xj] tetszőleges x^A-ra. Ha Bta = 0 és B,b = b 

valamely ö, üeH\{0}-ra, akkor Bt {a + b)&{0, a + b}. így 5>л',= 0 minden Л', eA-ra 

vagy B, Xj -Xj minden Х/eA esetén. Ezért Bj zérómátrix vagy egységmátrix. Az/ 

művelet függ minden változójától, ezért/(xb ..., xn) =x^+ ... + xn. Legyen 

c, c/eA\{0}, с ф d ekkor/(c, -d, 0,..., 0)=c-dé {c,-d, 0}, ami ellentmondás.

Eg}' legalább háromelemű, véges, egyszerű konzervatív, algebra termmű­

veletei között mindig van legalább egy lényeges művelet. Ezt a tényt valamint a 8. 

Tételt és a 9. Lemmát felhasználva kapjuk:

10. Lemma Legyen A legalább háromelemű, véges, egyszerű, konzervatív 

algebra. Az A algebra akkor és csak akkor függvényteljes, ha:

(1) .4-nak nincs kompatibilis, kétváltozós centrális relációja A-n és

(2) H-nak nincs kompatibilis, korlátos részbenrendezése A-n.

Szabó László [17] megmutatta, hogy a 8. Tételben (4) illetve (5) helyett a 

következő (4’), ill. (5’) irható:

(4’) az A algebrának van olyan kompatibilis kétváltozós centrális reláció­

ja, amelyet az A algebra minden automorfizmusa megőriz,
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(5’) az A algebrának van olyan p kompatibilis, korlátos részbenrendezése, 

hogy az A algebra minden n automorfízmusára a pn = {(хл,ул) : (x,y) ep} 

reláció vagy p vagy p'\

Mindezek figyelembevételével a 10. Lemmából a következő lemmát kapjuk:

11. Lemma. Az A legalább háromelemű, véges, egyszerű, konzervatív al­

gebra akkor és csak akkor függvényteljes, ha

(1) .4-nak nincs olyan kompatibilis, kétváltozós centrális relációja, ame­

lyet az A minden automorfizmusa megőriz, és

(2) .4-nak nincs olyan p kompatibilis, korlátos részbenrendezése, hogy A 

minden л automorfízmusára а рг = {{хл,ул): (x,y) e p} reláció p vagy p "1.

12. Megjegyzés, (a) Ha az .4 algebrának ;r automorfizmusa, akkor az előző 

lemma (1) feltételéből következik, hogy nincs olyan p kompatibilis, kétváltozós 

centrális relációja az A algebrának, amelyre teljesül a következő:

ha 7Г valamely ciklusában van centrumelem, akkor abban a ciklusában csak 

centrumelem van.

(b) Ha az .4 algebrának ;r automorfizmusa, akkor az elő­

ző lemma (2) feltételéből következik, hogy nincs olyan p kompatíbilis, korlátos 

részbenrendezése az .4 algebrának, amelyre teljesül a következő:

ha 0,1 gA a p korlátelemei, akkor azok к fixpontjai vagy 7regy kettő hosz- 

szúságú ciklusát alkotják.

A. F. Pixley nevéhez fűződik a

-, ha л- = v, 
x, ha x ^ у

t(x,y, r) =

függvény, az űn. ternáris diszkriminátor vizsgálata. H. Wemer [30] belátta, hogy 

az (A; t) véges algebra függvényteljes.

Fried és A. F. Pixley [5] vizsgálta a
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A', ha a = у,
z, ha a 9t уd(x, У,-) =

ún. duális diszkriminátort. Belátták, hogy az (A; d) legalább háromelemű, véges 

algebra függvényteljes.

A

Aj, ha a,, a„ páronként különbözők,
xn különbeng„(*i» •••> *»)H

függvényt közelprojekciónak nevezzük. Csákány Béla [4] bebizonyította, hogy az 

(A; g„) legalább háromelemű, véges algebra függvénytejes.

Az (A; F) algebrát homogén algebrának nevezzük, ha az SA szimmetrikus 

csoport automorfizmuscsoportja az (A; F) algebrának. Az (A; t), (A; d) és (A; /„) 

algebrák homogén algebrák. Csákány Béla [4] bebizonyította, hogy bánnely nem­

triviális, véges, homogén algebra függvényteljes hat kivételes esettől eltekintve. A 

mintaalgebrák homogén algebrák, ezért mintaalgebrákra érvényes a következő 

lemma.

13. Lemma Bármely legalább háromelemű, véges, nemtriviális mintaal­

gebra függvényteljes.

Szabó László [16] bebizonyította, hogy azok a legalább háromelemű vé­

ges, egyszerű algebrák, amelyeknek az automorfizmuscsoportja tranzitív függ­

vényteljesek, ha termfüggvényeik között van legalább egy nemtriviális konzerva­

tív függvény.

E tétel következménye p-mintaalgebrákra a következő:

14. Lemma Ha p<^An tetszőleges reláció és a p automorfizmuscsoportja 

tranzitív, akkor bánnely legalább háromelemű, véges, egyszerű p-mmtaalgebra 

függvényteljes.
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Pálfy Péter Pál, Szabó László és Szendrei Ágnes [8] bizonyította a követ­

kező tételt:

15. Tétel. Bármely olyan nemtriviális, véges algebra, amelynek az auto- 

morfízmuscsoportja primitív, függvényteljes, ha nem ekvivalens a következő ál- 

gebrák egyikével sem:

(1) A'\ ahol s >2, A függvényteljes algebra és A automorfízmuscsoportja 

összetett rendű,primitív permutációcsoport. Ekkor Aut(/T) koszorúszorzata az 

Aut(/f)-nak és az Ss szemmetrikus csoportnak,

(2) affin tér egy véges test felett,

(3) (A; x + 1). ahol (A; +) az 1 által generált prímrendű ciklikus csoport,

(4) (A; x - у + г +1), ahol (A; +) az 1 által generált prímrendű ciklikus

csoport.

(5) (A; xy + xz + yz + \), ahol (A; +, •) kételemű test.

A’ 15. Tételből konzervatív algebrákra a következő lemmát kapjuk:

16. Lemma. Ha az A legalább háromelemű, véges, konzervatív algebra 

automorfízmuscsoportja primitív, akkor A vagy' függvényteljes vagy' ekvivalens 

egy C, (s > 2) algebrával, ahol a C algebra függvényteljes és automorfizmuscso- 

portja összetett rendű, primitív permutáció csoport (ebben az esetben C koszorú­

szorzata az Aut(.4 )-nak és az Ss szimmetrikus csoportnak).
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4. A p-mintaalgebrák függvényteljessége

17. Lemma Ha az A véges halmazon értelmezett tetszőleges p reláció 

nem egyszerű, akkor bármely Л p-mintaalgebra nem függvényteljes.

Bizonyítás. Ha a p reláció nem egyszerű, akkor van olyan s nemtriviális 

ekvivalancia-reláció az A halmazon, amely kompatibilis p-val. Az A p-mintaal- 

gebrának az s nemtriviális kongruenciája. A 7. Következmény szerint az A p- min­

taalgebra nem függvényteljes.

18. Lemma. Ha az A legalább kételemű, véges halmazon értelmezett tet­

szőleges p ekvivalencia-reláció nem egyenlőség reláció, akkor bármely A p-min- 

taalgebra nem függvényteljes.

Bizonyítás. Ha p = A1, akkor bármely A p-mintaalgebra triviális algebra. 

На р Ф A2 és nem egyenlőség reláció A-n, akkor könnyen belátható, hogy a p relá­

ció kompatibilis p-val, azaz pnem egyszerű. A 17. Lemma szerint az A p-minta­

algebra nem függvényteljes.

19.Lemma. A.z A legalább háromelemű, véges halmazon értelmezett tet­

szőleges egyváltozós p reláció esetén bármely A p-mintaalgebra nem függvény- 

teljes.

Bizonyítás. Ha p = A, akkor a p-mintaalgebrák triviális algebrák. Ha 

p фА, akkor az az s ekvivalencia-reláció, amelynek blokkjai p és A\p kompatibilis 

p-val. A p nem egyszerű, így a 17. Lemma szerint valóban igaz az állítás.

20. Megjegyzés. Ha A = {0, 1}, akkor a 19. Lemma nem igaz. Ugyanis le­

gyen p= {0} és a következő függvény:

r, ha a- e p és>' e p, 
v különben/(*, v, r)= <
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az A halmazon. Az/'függvény nem monoton és nem lineáris A- n. Az 5. Lemma 

szerint az (A;f) algebra függvény teljes.

21. Tétel. Ha 3 < \A\ < од, 1 < n < \A\, akkor az A halmazon megadható 

olyan n-változós p reláció, amelyre létezik nemtriviális p-mintaalgebra és bár­

mely nemtriviális p-mintaalgebra függvényteljes.

Bizonyítás. Ha 1 <n < \A\, akkor definiáljuk az

ha(x2, ..., xn+])ep, 
xll+i különben

f(x., ..., xn+l) = j

p- mintafüggvényt az A halmazon, ahol

P={(aо an) e A" ■ 3/,/ (/ * j), a, = a .).

Ekkor az (A;f) nemtriviális p-mintaalgebra. Ekkor a nemtriviális p-mintaalgeb­

rák nemtriviális mintaalgebrák is. Ezért a 13. Lemmából következik, hogy bár­

mely nemtriviális p-mintaalgebra függvényteljes.

22. Megjegyzés. Ha A= {0, 1}, akkor belátjuk, hogy a 21. Tétel nem igaz. 

(a) Legyen p= {0} és

x, ha x e p,
у különben.f(x,y) = <

Ekkor az fix, y) nemtriviális p-mmtafügg\'ény és monoton az A halmazon, ezért a 

5. Lemma szerint az (A; f) algebra nem függvényteljes.

(b) Ha p ={1}, akkor az előző (a) pont alatti (A; f) algebra nemtriviális 

p -szerinti mintaalgebra is, tehát nem függvényteljes.

(c) Legyen A = {0, 1}, n — 2. Ebben az esetben az A halmazon az üres és a 

teljes reláción kívül pontosan 14 kétváltozós reláció definiálható. Írjuk fel a kö­

vetkező függvényeket:
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x, Ьа(л',л-) ер, 
у különben;

х, ha (х, у) е р,
А (х,у) Аг(х,у)— <

у különben;

х, hax = у, 
г különben .f3(x,y,z) =

Töltsük ki a következő táblázatot:

p c: A x.4 alapművelet állításp- mintaalgebra

1 {(0,0)} (A;/) nemtriviális nem függvényteljesmonoton

2 (A; fi) nemtriviális nem függvényteljes{(1,1)} monoton
л {(0,1)} (A;/2) nemtriviáiis nem függvényteljesmonoton

(A;/3) nemtriviális4 nem függvényteljes{(0,0), (1,1)} monoton

5 (A;/2) nemtriviális nem függvényteljes{(0,0), (0,1)} monoton

6 (A;/2) nemtriviális nem függvényteljes{(0,1), (1,1)} monoton

A táblázatban felsorolt 6 kétváltozós relációból komplementer és inverz képzéssel 

mind a 14 kétváltozós relációt megkaphatjuk. Már említettük, a p-mintaalgebrák 

a p'1 és a p = A2\p reláció szerint is mintaalgebrák. A táblázat szerint ebben az 

esetben sem igaz a 21. Tétel.

23. Tétel Ha 3 < \A\ < 00, 1 < /? < \A\, akkor az A halmazon megadható 

olyan 77-változós p-reláció, amelyre létezik nemtriviális p-mintaalgebra és bár­

mely p-mintaalgebra nem függvényteljes.

Bizonyítás, (a) Legyen 1 < n < \A\, £ olyan ekvivalencia-reláció az A hal­

mazon, amelynek egyetlen nem egyelemü blokkja van és az kételemű. Ha 

p = {(<3,, ..., an) e A" : 3i,j (/ Ф j),{at,ay) e s), akkor definiáljuk az

л-,, ha(x2, ..., xn+l)ep, 
jt„+1 különbenf(xi, xll+]) = <
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p-mintafüggvényt az A halmazon. Az (A; f) p-mintaalgebra nemtriviális. Az e 

nemtriviális ekvivalencia-reláció kompatibilis p-val, azaz p nem egyszerű. Ekkor 

a 17. Lemma szerint bármely p-mintaalgebra nem függvényteljes.

(b) Ha n = 1, akkor legyen p c= A, p ^ 0, A és

x, ha>’ e p,
у különben.gO, V) =

Az (.-4; g) p-mintaalgebra nemtriviális. Ekkor a 19. Lemma szerint bármely 

p-mintaalgebra nem függvényteljes.

24, Megjegyzés. Ha A = {0, 1}, akkor bármely nemüres vagy nem teljes 

legfeljebb kétváltozós A-n értelmezett p relációhoz mindig megadható olyan 

p-mintaalgebra, amely íuggvényteljes.

Bizonyítás. (1) Ha p= {0}, akkor a 20. Megjegyzésben definiált algebra 

függvényteljes, amely p= {1} szerint mintaalgebra is.

(2) Ha a p tetszőleges kétváltozós reláció nemüres reláció és 

nem teljes reláció az A halmazon, akkor van olyan p-mintaalgebra, amely függ­

vényteljes.

ГУ, ha (x,y) ep,
г különben;

-, ha (x, y) e p,
у különben;Legyen fí(x,y,z) = i f2(x,y,z) = <

v, ha(x,x) epés (x,y) ep, 
г különben;

/,(x, v,r) = <

X, ha (x, v) e p,
x különben.f4(x,y,=) = '
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Tekintsük a következő táblázatot:

állításp- mintaalgebrapczAxA

1 (A', f) nemtriviális függvényteljes{(0, 0)}

luggvényteljes2 (A; fi) nemtriviális{(1,1)}
л függvény telj es(A, ff) nemtriviális{(0,1)}

4 (A;f) nemtriviális függvényteljes{(0, 0), (1, 1)}

függvényteljes5 (A; ff) nemtriviális{(0,0), (0,1)}

6 függvényteljes(A\ff) nemtriviális{(0,1), (1,1)}

A táblázatban felsorolt relációkból az üres és a teljes reláció kivételével az összes 

kétváltozós reláció komplementer és inverz képzéssel megkapható. Az/ь/ь/з,/* 

függvények A-n nem lineárisak és nem monotonok. így a táblázatban felsorolt 

algebrák valóban függvényteljesek, azaz igaz az állítás.
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5. Permutáció-mintaalgebrák függvényteljessége

А к permutációt ciklikus permutációnak nevezzük az A halmazon, ha л 

egyetlen nem egy hosszúságii ciklusból áll. Az A ^-mintaalgebrát permutáció- 

mintaalgebrának nevezzük, ha к az A halmazon egy permutáció.

25. Lemma Ha az A véges halmazon értelmezett л permutáció páronként 

idegen ciklusokra való felbontásában legalább eg}' 4 hosszúságú ciklus van, akkor 

egyetlen А л^лЛ -mintaalgebra sem függvénytelj es.

Bizonyítás. А л permutáció páronként idegen ciklusaira való felbontásá­

ban legyen (öb a2, ö3, aA) egy 4 hosszúságú ciklus. Legyen az A halmazon s az a 

nemtriviális ekvivalencia-reláció, amelynek egyetlen nem egyelemü blokkja 

{ab ű3}. Könnyen ellenőrizhetjük, hogy £ kompatíbilis p = 7Г w/T "'-gyei. A p relá­

ció nem egyszerű, ezért a 17. Lemma szerint igaz az állítás.

26, Lemma Ha 3 <; \A\ < со, И!= P (P prím) és 7r ciklikus penmitáció az A 

halmazon, akkor bármely (.4;/) nemtriviális n-mintaalgebra függvényteljes.

Bizonyítás. Könnyű belátni, ha ;r ciklikus permutáció A-n és j.4| =p 

(p prím), akkor лautomorfizmuscsoportja primitív. Ekkor bármely (A; f) nemtri­

viális n-mintaalgebrának az automorfizmuscsoportja is primitív és nem ekviva­

lens függvényteljes algebrák nemtriviális direkt hatványával. A 16. Lemmát fel­

használva az állítást kapjuk.

27. Lemma. Legyen 3 < \A\ < oo és л olyan permutáció az A halmazon, 

amelynek páronként idegen ciklusokra való felbontásában minden ciklus ugyan­

olyan hosszúságú, akkor bármely A egyszerű n-mintaalgebra függvényteljes.

Megjegyzés. Ha \A\ = 2, akkor a 22. Megjegyzéshez tartozó táblázat 4. so­

rában olyan algebrát találunk, amely 

algebra egyszerű, de nem függvényteljes.

(0, 1) esetén n-mintaalgebra is. Ez azл -
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Bizonvítás. Könnyen belátható, hogy a n automorfizmuscsoportja tranzi­

tív. A 14. Lemmát alkalmazva a 27. Lemmát kapjuk.

Definiáljuk a következő n-mintafüggvényeket, ha n tetszőleges ciklus 

permutáció az .4 halmazon:

x, Ьа{у,х)ел,
у különben;

x, ha (x, j/) e n 

у különben;f (x,y) = <

rx, ha (x,y) e n vagy (y,x) e n, 
у különben./з (x,y) = <

Ha fn(x,y) = /3(л', у), akkor érvényes a következő tétel.

28. Tétéi. Legyen 3 < \A\ < oo, л-tetszőleges permutáció és/tetszőleges, 

nemtriviális, kétváltozós /г-mintafüggvény az A halmazon. Az (A; f) 7r-mintaal- 

gebra akkor és csak akkor függvényteljes, ha л-ciklus permutáció és \A\ = 4 esetén

./>/,.Z.

Megjegyzés. Ha \A\ = 2 és л-permutáció A-n, akkor a kétváltozós л--minta­

függvények projekciók.

Bizonyítás. Legyen 3 < \A\ <00 és n ciklikus permutáció az A halmazon. 

Ha \A\ = 3, akkor az/3 és/ zr-m 1 ntafüggvények projekciók. Ha \A\ = 4, akkor az 

(H;/), (Л;/4) algebrák л^>пл-mintaalgebrák, amelyek a 25. Lemma szerint nem 

függvényteljesek.

(1) Belátjuk, ha n ciklikus permutáció az A halmazon és p4] = 4 esetén 

/^/3,/, akkor az (A; f) л--mintaalgebra függvényteljes. Először az (A;f)

(/ = 1,2, 3) nemtriviális л’-mmtaalgebrák függvémheljességét vizsgáljuk, ha 

3 < \A\ < 00. Legyen rtetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon. 

Ekkor vannak olyan a, b, с e А, а Ф b elemek, amelyekre (a, b)ez, (a, c)ír és 

(a, c)en. írjuk fel a következő mátrixokat:
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a b c a-$ a 
aA сцa b

c b a3 a4

Az első mátrixból kapjuk, hogy azf nem őrzi meg a г relációt. A második 

mátrixból kapjuk, hogy f2 sem őrzi meg a rrelációt. Ekkor a 27. Lemma szerint az 

(A',f) és (A;f2) algebrák függvényteljesek.

Legyen 5 < \A\ < oo és л = (a, c, a3, a4, ..., a„) ciklikus pennutáció az A 

halmazon. Vizsgáljuk meg ebben az esetben az (A;f3) algebra függvényteljessé­

gét. Ha a4 = b vagy a5 = b vagy ... vagy a„ = b, akkor az első mátrixot, ha a3 = b, 

(a3, a) e r, (ű3, ű4)g r, akkor a harmadik mátrixot alkalmazzuk. Tehát az (A\f3) 

algebra egyszerű. Szintén a 27. Lemma szerint az (A;f3) algebra függvényteljes.

Az fi, f2, f л-mintafüggvényekből a változók felcserélésével az összes 

kétváltozós nemtriviális л--mintafüggvény megkapható, ha ;r ciklikus permutáció 

az .4 halmazon. Ezzel beláttuk, hogy az (A; f) ^-mintaalgebra függvényteljes, ha n 

ciklikus pennutáció és \A\ = 4 esetén/V /3,/4.

(2) Végül belátjuk, hogy az {A\f) n-mintaalgebra nem függvényteljes, ha 

n nem ciklikus permutáció az A halmazon. Ha n identikus pennutáció, akkor a 

kétváltozós n-mintafüggvények projekciók. На л-nem identikus és nem ciklikus 

pennutáció A-n, akkor legyen a olyan nemtriviális ekvivalencia-reláció az A hal­

mazon, amelynek egyik blokkja а л valamely legalább kettő hosszúságú ciklusá­

nak az elemei, a másik blokkja az A többi elemei.

Belátjuk, hogy bármely kétváltozós / к-mintafüggvény megőrzi a cr relációt A 

halmazon. Ha a, b, c, d e А, а Ф b, (a, b), (c, d) e a és (a, c) gcr, akkor (.b, d) g cr 

és az (.a, c), {b, d) minták л--ге nézve azonos minták. Ha a, b, c, d e А, а Ф h,

{a, b), (c, d) e <rés (a, c) e a, akkor (b, d) e cr. Mindkét esetben 

(f(a,c),f{b,d)) ecr. Tehát/megőrzi a a nemtriviális ekvivalencia-relációt az A 

halmazon, azaz az (A;f) algebra nem függvényteljes.
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29. Tétel. На 3 < \A\ < со, л-tetszőleges permutáció az A halmazon és/ 

olyan лг-mintafüggvény, amely többségi függvény, akkor az (A; f) algebra 

függvényteljes.

Megjegyzés. Az H={0, 1} halmazon egyetlen többségi függvény van, 

amely monoton. Tehát ebben az esetben a tétel nem igaz

Bizonyítás. (1) Ha л-identikus permutáció A-n, akkor a 13. Lemma sze­

rint igaz a tétel.

(2) Ha \A\ = 3 és л-ciklikus permutáció A-n, akkor a 26. Lem­

ma szerint bármely nemtriviális /г-mintaalgebra függvényteljes, azaz igaz a tétel.

(3) Ha л-nem identikus permutáció és nem három hosszúságú 

ciklikus permutáció A- n, akkor vannak olyan a, be А, а Ф b elemek, amelyekre 

(ü, b), (b, a), (a, á) <£л. Az {a, a, b), (a, b, a) és (b, a, a) minták лг-ге nézve azonos 

minták. Ebből következik, hogy ebben az esetben egyetlen л--mintafüggvény sem 

többségi függvény.

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

30. Tétel Ha 3 < \A\ < oo és л-tetszőleges permutáció az A halmazon, akkor 

van olyan / nemtriviális ti-mintafüggvény, amely szemiprojekció és amelyre az 

(A\f) algebra függvényteljes.

Megjegyzés. Ha \A\ = 2, akkor a szemiprojekciók A-n projekciók.

Bizonyítás, (a) Ha n identikus permutáció A-n, akkor a 13. Lemmát al­

kalmazva, ha \A\ = p (p prim) és л-ciklikus permutáció A-n, akkor a 26. Lemmát 

felhasználva könnyen megadhatunk olyan/függvényt, amely a tételben leírt tulaj­

donságokkal rendelkezik.

(b) Ha JHj = n (n összetett szám) és л-ciklikus permutáció az A

Aj, ha (x],x2), (x2,.г,), ..., (x„_itx„)exy 
xn különben

függy'ény nemtriviális л-mintafüggvény, amely szemiprojekció az .4-n. A /rauto- 

morfizmuscsoportja tranzitív, ezért az (.4; fn) algebrának az automorfizmus-

halmazon, akkor az ..., xn) = <
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csoportja is tranzitív. Az (A,f„) algebra függvényteljességének az igazolásához a 

14. Lemma szerint elegendő belátni, hogy (A\fn) egyszerű. Legyen p tetszőleges 

nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon. Ekkor könnyen ellenőrizhető, 

hogy van olyan (au ..., a„) e A" minta, amelyre/(öb ..., a„) = au (a}, an)<£p. A p 

nemtriviális ekvivalencia-reláció, ezért van olyan i, j, amelyekre 1 < i <j < n és 

(ah cij)ep. A következő mátrix felhasználásával kapjuk, hogy f„ nem tiszteli a p 

relációt:

öi a2

a, cij

Uj Uj

ö„ Cln

a 1 a„

Az (A, f,) algebra valóban egyszerű, azaz függvényteljes.

(c) Legyen л- fixpont nélküli nem ciklikus permutáció az A 

halmazon. На к számú páronként idegen ciklus szorzata а л, akkor legyen

jc,, ha В igaz, 
x2k különben,fixi, ..., x2k) = \

ahol

2 кк 2 к 2 к
x2i) е Л’))л( A d.xi’xi) &K))/\( Л {Цх2,х,) í я-))л( л ((*3»*i)* Л-)) д 

/=1 1=1 1=1
15*1,2 /5*1.2 /5*3.4

2 к 2 к
Л( Л ((*4>■*,•) £л))/\ ... л( Л ((х2А-15) « *)) Л ( Л ((*2*5) í л-)).

7=1 /=1 7=1

/=1
2/-15

2Í-

i*2k-\.2kг*2к-\.2к/5*3.4

Könnyen belátható, hogy az így definiált /függvény nemtriviális л-mintafügg­

vény, amely szemiprojekció A-n.

(1) Legyen p tetszőleges nem triviális ekvivalencia-reláció az A halmazon.

a,„ beA elemek, amelyekre ax ^ b, (öi, b)ep,Ekkor vannak olyan au .. • ?
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f(a\, ..., alk)=ci\, (au a2k)&p, A következő mátrix felhasználásával közvetlenül 

kapjuk, hogy az/függvény nem őrzi meg a p relációt:

b"í

a2 a2

a2k a2k

a\ a2k-

(2) Legyen r tetszőleges kétváltozós centrális reláció az A halmazon. Van­

nak olyan au a2kA, b, c e A elemek, amelyekre (аъ b) g г, с а г centrumele­

me és/(űi, a2k-\, c) = ű]. írjuk fel a következő mátrixot:

ö] c

«2А-1 C

6C

fc."1

A mátrixból kapjuk, hogy az / függvény nem őrzi meg а г relációt. A 

10. Lemma és a 4. Megjegyzés szerint az (A'J) algebra függvényteljes.

(d) Legyen olyan л permutáció az Л halmazon, amely nem 

identikus és van fixpontja. Először tegyük fel, hogy а л permutációnak pontosan 

egy fixpontja van.

л-,, ha (((x,,x,) e n) л ((x2,x2) í тг) л ((x2,x3)ei))v
v (((x,, x,) £ л) л ((x,, x2) e л-) л ((x3, x3 )eff)), 

x3 különben
Az /(x„x2,x3)

függvény nemtriviális л--mintafüggvény, amely szemiprojekció azzl halmazon.

Legyen p tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon. 

Könnyen ellenőrizhetjük, hogy vannak olyan au a2, a3, b eA elemek, amelyekre 

ü\ Ф b, (au b) e p, (ab a2)<£p,f(au a2, a2) = ax. A következő mátrixból kapjuk, 

hogy az/függvény nem őrzi meg a relációt:
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ЬU\
a2 a2 
eh,ü2
ax a3.

Tehát az (A; f) algebra egyszerű. A 4. Megjegyzés szerint nincs kompatíbilis kor­

látos részbenrendezése A-n, ezért az (A;f) algebra függvénytelj ességének az iga­

zolásához all. Lemma szerint elegendő belátni, hogy az/függvény nem őrzi meg 

a 12. Megjegyzés (a) pontja alatt leirt kétváltozós centrális relációkat. Legyen r 

egy ilyen kétváltozós centrális reláció az A halmazon. Ekkor vannak olyan ab a2, 

a2, b eA elemek, amelyekre f(au a2, а3)=аь a2 г centrumeleme és (ab b) <£. t. A 

következő mátrixból közvetlenül kapjuk, hogy az /'függvény nem őrzi meg а г 

relációt:

Cl\ c 
a2 c 
a2 b

b.

Ezzel beláttuk, hogy az (.4;/) algebra valóban függvényteljes.

(c) Legyen n olyan permutáció az A halmazon, amelyek legalább két fix­

pontja van, de nem identikus permutáció. Legyen

В - ((*i, ) e лО a ((x2, x2 ) e к) a ((jr3, x4) e n) л ((x,, x2 )<*я)л ((x3, x3) £ n\
c = ((Xj, X, ) € я) л ((x2 , x3 ) e n) A ((x4 , x4 ) Eff) A ((x,, x4 ) é 7l) A ((x2 , X2 ) £ 7C\ 
D = ((Xj, x2) e я) л ((x3 , x3) 6 n) а ((x4 ,х4)е/л ((x,, x,) «é я-) a ((x3 , x4 ) í ít),

Xj, ha A v C v D,
x4 különben./(x,,x2,x3,x4)=<

Az / függvény nemtriviális /г-mmtafüggvény, amely szemiprojekció az A halma­

zon.

Legyen p tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon. 

Ekkor könnyen belátható, hogy vannak olyan au a2, a2, b e A elemek, amelyekre

*
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ci\ Ф b, (au b) ep, (ö], ö4) <£p és/(ob «2, ű3, í/4) = ah A következő mátrixból köz­

vetlenül kapjuk, hogy az/nem őrzi meg a p relációt:

ci\ b 
a2 a2
a, 03 
a4 a4
a1 a4

Belátjuk, hogy az/függvény nem őrzi meg a kétváltozós centrális reláció­

kat sem. Elegendő all. Lemma szerint és a 12. Megjegyzés (a) pontja alatt leírt 

kétváltozós centrális relációkat vizsgálni. Legyen г egy ilyen kétváltozós centrális 

reláció az A halmazon. Belátjuk, hogy /nem őrzi meg a r-t. Könnyen ellenőriz­

hetjük, hogy vannak olyan au a2, a3, r/4, b eA elemek, amelyekre aA centrumeleme 

a г-nek, (ab b) <£ rés f(ab a2, ö3, <r/4) = a\. A következő mátrixból kapjuk, hogy/ 

nem őrzi meg a r relációt:

a\ c
a2 c 
a3 c

ba4
a\ b.

A 4. Megjegyzés felhasználva kapjuk, hogy az (A: f) algebra függvényteljes.

31. Tétel. Ha 3 < \A\ < со és molyán tetszőleges permutáció az A halmazon, 

amely nem identikus vagy \A\ — pip prim) esetén nem ciklikus, akkor van olyan/ 

nemtriviális л--mintafüggvény, amely szemiprojekció és amelyre az (A;f) algebra 

nem függvényteljes.

Bizonyítás, (a) Legyen \A\ =pk, ahol p prím és к > 1. Az

*1, ha (x,, x2 ), (x2, x3), ..., (xp, xp+l) e я, 
xp+] különbenfp+ii* -Vi) =
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függvény nemtriviális л--mintafüggvény, amely szemiprojekció. Legyen 

A={at, ..., ap, . a2p> -•> akPh (akP, aiX (<*„ <*1+1)ея (i = 1,..,kp-1) és 

p olyan nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon, amelynek blokkjai

a(k-\)p+2>-> •••’ {ap’a2p’

• • ?

№i, а a{k-X)pJ’ ia2,a

ellenőrizhetjük, hogy az f/J+l függvény megőrzi a p relációt az A halmazon. Az 

(A\fp+О algebra nem egyszerű. A 7. Következmény szerint nem függvényteljes.

(b) Legyen к fixpont nélküli nem ciklikus permutáció az A 

halmazon és tegyük fel nfelbomlik k számú páronként idegen ciklus szorzatára. A 

30. Tétel bizonyításának a (c) pontjában definiált /(xb ..., x2k) függvény definíci­

ójába az x2k függvényérték helyett jc2-t írjunk. Ekkor olyan g(xb ..., xlk) nem­

triviális тг-mintafüggvényt kapunk, amely szemiprojekció. Legyen p az a nemtrivi­

ális ekvivalencia-reláció az A halmazon, amelynek egyes blokkjait pontosan a n 

permutáció páronként idegen ciklusaiban szereplő elemek alkotják. Könnyen el­

lenőrizhetjük, hogy a g(xb ..., x2к) függvény tiszteli a p relációt, azaz az (A; g) 

algebra nem függvénylelj es.

a kp) - Könnyenp+i’ •••> /7+2’ •••’ • • • ?

(c) Legyen a molyán permutáció az A halmazon, amelynek

pontosan egy fixpontja van. Legyen

x,, ha ((x2,x2) e x) л ((x,,x, )€я) л ((x,,x3) ez), 
x3 különben.g(x i,x2,x3) = ■<

Könnyen igazolható, hogy a g függvény megőrzi azt a nemtriviális ekvivalencia- 

relációt A halmazon, amelynek egyes blokkjait pontosan а к permutáció páron­

ként idegen ciklusaiban szereplő elemek alkotják. Az (A; g) algebra sem függ­

vényteljes.

Legyen a molyán nem identikus permutáció az A halmazon, amelynek leg­

alább két fixpontja van. Legyen

x,, ha В igaz, 
x4 különben,g(x„x2,x3,x4) = <

ahol

B = ((-fi,Aj) e л-)л((х2,х2) е7г)л((х3,х3) e ;г) л ((х,,^) £2г)л((х2,х3) iff)
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Könnyen ellenőrizhetjük, hogy a g(xb x2, x3, л-4) nemtriviális л--mintafüggvény, 

amely szemiprojekció. A g(xb x2, x3, x4) függvény megőrzi azt a nemtriviális ek­

vivalencia-relációt az A halmazon, amelynek egyes blokkjait pontosan a n per­

mutáció páronként idegen ciklusaiban szereplő elemek alkotják. Az (A; g) algebra 

sem függvényteljes.

32. Tétel. Legyen 3 < \A\ < oo és л-fixpont nélküli permutáció az A halma­

zon. Az A egyszerű n-mintaalgebra függvényteljes akkor és csak akkor, ha az A 

algebrának nincs olyan kompatíbilis, kétváltozós centrális relációja, amelyet A 

minden automorfizmusa megőriz.

Bizonyítás. (1) Ha az A egyszerű n-mintaalgebra függvényteljes, akkor a 

10. Lemma szerint nincs kompatibilis kétváltozós centrális relációja.

(2) Belátjuk, ha az A egyszerű л--mintaalgebrának nincs olyan 

kompatibilis >kétváltozós centrális relációja, amelyet az A minden automorfizmusa 

megőriz, akkor az A algebra függvényteljes. Az A algebrának а к fixpont nélküli 

automorfizmusa, ezért all. Lemmát és a 12. Megjegyzés (b) pontját felhasználva 

elegendő megmutatni, hogy az A egyszerű ^-minaalgebrának nincs olyan kompati­

bilis korlátos részbenrendezése, amelynek a korlátelemei а к egy kettő hosszúságú 

ciklusában vannak. A 29. Tételből illetve a 4. Megjegyzésből következik, hogy 

mindazon /r-mintafüggvények, amelyek többségi függvények vagy olyan nemtriviális 

л'-mintafüggvények, amelyek szemiprojekciók,a korlátos parciális rendezéseket nem 

őrzik meg. Megmutatjuk, hogy a nemtriviális kétváltozós л--mintafüggvények nem 

őrzik meg azokat a korlátos részbenrendezéseket, amelyeknek a korlátelemei а л egy 

kettő hosszúságú ciklusában vannak. Az összes nemtriviális kétváltozós л'-minta­

függvények a következők:

У, ha (y,x)e/r, 
x különben;

x, ha (x, y) e n, 
у különben; /2<X v) = <

ry, ha (y,x) £ Л-,
x különben;

x, ha (x, у) £ 7C,
у különben;fÁx>y) = < /4(-T v) — <
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У, ha (х, у) gk és (у,х)ел-, 
х különben;

х, ha (х,у) е тг és (у,х) е к 

у különben; f6(*,y)= 1Ux,y) = '

х, ha (x,y) e к és (y,x) & n 

у különben;
y, ha (y,x)etrés (х,у)ея, 
x különben;fa(*,y)/,(х,У)=1 — <

x, ha (y,x) e л-és (x,y) g n, 
у különben;

y, ha (x,y) g ;rés (y,x) £ n, 
x különben;/ю(х, y) = < Mx,y) — <

[y, ha(x,y)g;rés (у,х)ёяг, 
[ x különben;

x, ha (x, у) л" és (y, x) к 

у különben; ’ fa(x,y) =fiAx,y) = <

'x, ha ((x,y) ел-és (y,x) e /r) vagy ((x,y) ёл-és (y,x) ел-), 
у különben;fis(x,y) =<

y, ha ((x,y) ел-és (y,x) íít) vagy ((x,y) £/rés (y,x) елг), 
x különben.fxÁX’}’) = <

Könnyen ellenőrizhetjük, hogy az összes kétváltozós nemtriviális лг-mmtafügg- 

vényt felsoroltuk, másrészt az f, /, /5, f, f, f,, /13,-ból az /2> /4, /6, /8, /10, /12, /м 

függvényeket megkaphatjuk az x és у felcserélésével. Legyen < korlátos 

részbenrendezés az /4 halmazon a 0 legkisebb, az 1 legnagyobb elemmel és tegyük 

fel, hogy a 0, 1 elemek а л-fixpont nélküli permutáció egy kettő hosszúságú ciklu­

sában vannak. Elegendő igazolni, hogy a < relációt az f, f, f5, fi, f), fu, fu függ­

vények nem őrzik meg. Ehhez a következő mátrixot használjuk fel:

1 1 0 а а 1 а а
b 1Ь b0 а 1 1
b а,а b1 а 1 а

ahol 0, а, b, 1 еЛ páronként különböző elemek. Az első mátrixra / , ésfi, függvé­

nyeket, a másodikra f és fu függvényeket alkalmazzuk. Ela л--Ьеп csak kettő 

hosszúságú ciklusok vannak, akkor fi, fi, fi projekció. Tegyük fel, hogy л--Ьеп 

van legalább egy három hosszúságú ciklus. Ekkor/), fi függvényeket a harmadik
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mátrixra alkalmazzuk, ahol (a, b)en, (b, a)ín, (a, b)í< Az/9 függvényt a negye­

dik mátrixra alkalmazzuk, ahol (a, b)en, (b, a)ín, (b, <f)g< Azt kapjuk, hogy a 

nemtriviális kétváltozós ;r-mintafüggvények nem őrzik meg azokat a korlátos 

részbenrendezéseket az A halmazon, amelyeknek a korlátelemei a n egy kettő 

hosszúságú ciklusában vannak. A 2. Lemmát felhasználva kapjuk, hogy az .4 egy­

szerű n-mintaalgebrának sem lehet ilyen kompatibilis korlátos részbenrendezése. 

Ezzel a tételt beláttuk.

33. Tétel. Legyen 3 < \A\ < со és n fixpont nélküli permutáció az A halma- 

Az A ^-mintaalgabra függvényteljes akkor és csak akkor, ha tolerancia-zon.

mentes.

Bizonyítás. Közvetlenül belátható, hogy bármely függvényteljes algebra 

toleranciamentes.

Fordítva, ha egy algebra toleranciamentes, akkor egyszerű és 

nincs kompatibilis kétváltozós centrális relációja. A 32. Tétel szerint az algebra 

függvényteljes.

Legyen A véges halmaz. Tetszőleges kétváltozós p c; A2 reláció esetén 

definiáljuk a következő A'-változós p-mmtafüggvénveket:

к-2 ’Xk-1 ) G A**, ha U,,x2) ep, (x2,x3) ep, ..., (x 

x, különben.
//(■* i.JC xk) = <2 ’

Xt, ha (jf,,x2) ep, (x2,x3) ep, ..., (x
xk különben,

k-2>Xt-l ) ^ Pi
gk(Xi,X ..,xk) = <2> •

xk, ha (x,,xj) e p, valamely (y) párra (1 < / < j < к), 
x, különben.

h?(xi,x2, ■ .., Х*) = <

Megjegyzés. Ha p egyenlőségreláció .d-n, akkor ff a ternáris diszkrimi- 

nátor, gg a duális diszkriminátor és hf к > 3-ra egy £-változós közelprojekció.
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34. Tétel. Legyen 3 < \A\ < со és л-tetszőleges permutáció az A halmazon. 

Ha p = л-vagy p = л^>л'\ akkor az (A; f) algebra / = f\p, gk vagy h£ esetén 

függvényteljes kivéve, ha

(I) л--пек van négy hosszúságú ciklusa és p = л-ил-'1 vagy

(II) /= h£, [v4| = 3, л ciklikus permutáció és p — л^лА vagy

(III) /= hp, л- identikus permutáció és к > |/4|.

Megjegyzés. Az^ = (0, 1} halmazon /?= лг. Ekkor /?* projekció és 

л - (0, 1) esetén f" (amely ugyanaz, mint g3®, ha л- identikus permutáció) mo­

noton. Ezért az (A; f) algebra nem függvényteljes, ha / = hp, /j 

nem vizsgált esetekben fk ,gk nem monoton és nem lineáris, ezért a 5. Lemma 

szerint az (A\f) algebra függvényteljes, ha / = // vagy / = g* .

A tétel bizonyitásához felhasználjuk, a következő lemmát:

(0,1) , gj. A még

-135. Lemma. Legyen л tetszőleges permutáció A-n és р=л\agy р=л^>л . 

Tegyük fel л nem identikus permutáció vagy к < \A\. Akkor a következő állítások 

teljesülnek:

(1) minden olyan a0, ax, akA sorozatot, amelyre a0, au akA eA és (a0, ci\), 

(a0, akA), (au akA)^p ki lehet egésziteni olyan a2, <a3, ..., ak.2eA elemekkel, ame­

lyekre (a„ cij)<£p teljesül tetszőleges 0 < i <j < к-1 esetén,

(2) minden olyan a0, akA sorozatot, amelyre a0, akAeA és (a0, akA)<£p ki le­

het egésziteni olyan au a2, ..., ak.2eA elemekkel, amelyekre (a„ a})€p teljesül tet­

szőleges 0 < / <j < A'-l esetén.

Bizonyítás. (1) На л-identikus permutáció és к < \A\, akkor az állítást 

közvetlenül kapjuk.

(2) Ha л-nem identikus permutáció, akkor a3, ..., ak_2eA ele­

mek megválasztása a következőképpen történik:

(a) ha а\лФ au akkor ci\ = a2 = .... = ak_2,

(b) ha акАлФ akA, akkor a2 = ... = ak_2 = akA,
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(c) ha а07гФ a0, а{к= au акЛк= ak.u akkor a0 = a2 = ... = ak.2,

(d) ha а0к= a0, ахк= au ak_хк- акл, akkor tetszőleges a2 elemre а2пФ a2 

és a2 = ... = ak_2.

A 34. Tétel bizonyítása.

A 25. Lemma szerint, ha (I) teljesül, akkor az algebrák nem függvényteljesek. A 

(II), (III) esetekben közvetlenül adódik, hogy h£ projekció, ezért (A; h£) valóban 

nem függvényteljes. Megmutatjuk, hogy az összes többi esetben az algebrák 

függvényteljesek. A bizonyítást all. Lemma alkalmazásával és a 12. Megjegyzés 

felhasználása végezzük el.

(a) Legyen r tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció A-n. Belátjuk, 

hogy a tételben felsorolt (I), (II), (III) kivételektől eltekintve / = hg,fkp,gk nem 

őrzi meg a r-t. A bizonyításhoz az

ba
UK UK

h h

4-1 4-1
c c

bcvagy
a c

mátrixot és a következő állítást használjuk fel.

Állítás. Ha a n permutációnak nincs 4 hosszúságú ciklusa, akkor a, b&A 

tetszőleges, különböző elemekre b = un1 és a = bn~ nem teljesülhet egyidejűleg. 

Most vegyük észre, hogy

(1) vannak olyan a, b, c eA elemek, amelyekre (a, ó)e г, а Ф b, (a, c)g r, 

(b, ак)<£рteljesül.

Valóban, legyen В egy nemtriviális blokkja a г-nak és ceA\B, a, b^B, 

а ф b. Ha p = к, akkor (1) teljesül. Ha p =k^jk] és л"-пек nincs 4 hosszúságú 

ciklusa, akkor felhasználva az előző állítást feltehetjük, hogy b Ф un", amely
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k-2biztosítja (1) teljesülését. Ha az előző mátrixban /3 = ал1, tkA = ал 

közvetlenül kapjuk, hogy fk,gk nem őrzi meg a r relációt.

Ha a következő erősebb feltétel, azaz:

(2) vannak olyan a, b, c eA elemek, amelyekre

(a, b)e т,аФЬ, {a, c)<£ r, (b, ал)<£р, (ал,, c)<£p, (b, c)<£p 

szintén teljesül, akkor a 35. Lemma felhasználásával megválaszthatjuk a /3, ..., tkA 

elemeket az előző mátrixban (a III. eset kivételével), hogy h£ nem őrzi meg r-t. 

Be kell még látni, hogy (2) fennáll, ha (I), (II) és (III) nem teljesül. Ha p = л, ak­

kor a p-ra vonatkozó (2)-beli követelmények ekvivalensek a következővel: а Ф 

сл~, b Ф сл1.

, akkor

Legyen a г-nak В nemtriviális blokkja és ceA\B. Mivel сл'2 = сл'1 -bői 

következik сл'2 = сл-1 = с<£В, akkor azokat az a, b elemeket, amelyek teljesitik 

ezeket a feltételeket a B-ből választhatjuk. Most tegyük fel p = л^л'\ akkor a

p-ra vonatkozó (2) követelmények ekvivalensek a következőkkel: 

(3) а Ф сл2, а Ф Ьл'1 ,Ьф с л - I ,Ьф сл

Először tegyük fel, hogy г-nak van olyan В blokkja, amelyre |Z?| > 3 és legyen

és а ЬеВ\{сл' \ сл}ceA\B. На сл'1 eB, akkor сл'2 -1-1 , így az a = сл

megfelelő választás lesz. Tegyük fel сл~1£В. На а В\{сл'2, сл} halmazoknak

Ф сл

van legalább két eleme, akkor az előző állítást felhasználva belőle kiválaszthatunk 

olyan a, b elemeket, amelyekre (3) teljesül. Egyébként сл'2, сл г. В különböző 

elemei és a b = сл'1, а^В\{сл'2, Ьл'2} választások megfelelők.

Végül tegyük fel, hogy x minden blokkja legfeljebb 2 elemű és В = {a, b} 

a r-nak egy kételemű blokkja. На ал= а, Ьл= b, akkor (3) teljesül tetszőleges 

ceA\B-re. Ha a, b а л különböző ciklusaiban vannak és ал Ф a, akkor а с =ал 

választás megfelelő. Tegyük fel, hogy az a, b elemek a n ugyanazon ciklusában 

vannak. Az előző állítást felhasználva feltehetjük, hogy а ф Ьл2. На ал <£B, akkor 

с = ал esetén (3) teljesül. На ал eB, akkor ал= b. így c-1 megválaszthatjuk úgy, 

hogy c eA\B,

с ф Ьлё s (3) teljesül, kivéve ha A = [a, b, Ьл}. Ha A = {a, b, Ьл}, akkor \A\ = 3 és 

л 3 hosszúságú ciklus (lásd (II)).
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Ezzel beláttuk, hogy az (A\f) algebra az (I), (II) és (III) kivételes esetektől 

eltekintve / = fkp,gk,h£ esetén egyszerű.

(b) A 12. Megjegyzés (a) pontja alapján azokat a kétváltozós centrális re­

lációkat vizsgáljuk, amelyekre tetszőleges c centrumelem esetén cn is centrum­

elem. Legyen cr egy ilyen kétváltozós centrális reláció az A halmazon, (pc, y)<£crés 

c a cr centrumeleme. írjuk fel a következő mátrixokat:

c x cУ
s2 ХПСП XTC

г :cn2 s3 xnxn

к A к-1 A--1
sk-1 ХП xncn

c Уx c

УX xУ

A 35. Lemma felhasználásával az első mátrixban úgy választottuk meg az 

s2, ..., sk.ieA elemeket, hogy h£(y,s2, ..., sk^,c) = y. Ekkor az első mátrixból 

kapjuk, hogy a Af és az// függvények nem őrzik meg a a relációt. A második 

mátrixból közvetlenül adódik, hogy a gp függvény sem őrzi meg a cr relációt.

(c)A 11. Megjegyzés (b) pontja alapján elegendő azokat a korlátos rész- 

benrendezéseket vizsgálnunk az A halmazon, amelyeknek korlátelemei a n per­

mutációnak egy kettő hosszúságú ciklusában vannak vagy a n permutáció fix­

pontjai. A bizonyításhoz a következő mátrixokat használjuk fel:

0 1 1 xXX X X

11 11On A xnxn
2On2 1 xn2 111 h xn

к-2к -2 к- 2 11 11On 4-1 xnxn
000 01 1 0 0
01 01 0 _rX X
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Legyen az A halmazon értelmezett < korlátos részbenrendezés legkisebb 

eleme a 0, legnagyobb elme az 1.

Ha a 0 és 1 elemek a n permutáció egy kettő hosszúságú ciklusában van­

nak és xeA, x Ф 0, 1, akkor az első mátrixból kapjuk, hogy az fkp,hk nem őrzi 

meg a < relációt illetve a második mátrixból adódik, hogy a gpk sem őrzi meg a < 

relációt.

Ha 0 és 1 a n permutáció fixpontjai, akkor a 35. Lemma felhasználásával 

választjuk meg a harmadik mátrixba a t2, t3, ..., 4.1 eA, h Ф 1 elemeket. A hanna- 

dik mátrixból azt kapjuk, hogy az// és a hpk sem őrzi meg a < relációt. A negye­

dik mátrix felhasználásával adódik, hogy a gk sem őrzi meg a < relációt. Ezzel a 

bizonyítást befejeztük.
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6. A p-mintaalgebrák függvényteljessége, 

ha p legalább háromváltozós reláció

A p /7-változós reláció az A halmazon teljesen reflexív minimális reláció, 

ha az A halmazon értelmezett bármely s ;?-változós teljesen reflexív relációra

PC£.

Ha 3 < \A\ < oo, 1 < n < Щ és a p л-változós reláció teljesen reflexív mini­

mális reláció az A halmazon, akkor bármely nemtriviális p-mintaalgebra függ­

vényteljes (lásd a 21. Tétel bizonyitását).

36. Tétel. Legyen 3 < \A\ < oo és p legalább háromváltozós teljesen reflexív 

reláció az A halmazon. Az ,4 p-mintaalgebra függvényteljes akkor és csak akkor, 

ha A toíeranciamentes.

Bizonyítás. (1) A függvényteijes algebrák toieranciamentesek.

(2) Legyen A toleranciamentes p-mintaalgebra. Belátjuk, 

hogy A függvényteljes. A kétváltozós p-mintafüggvények projekciók. Tetszőleges 

a, be A esetén az (a, a, b), (a, b, a), (b, a, a) minták p-ra nézve azonosak, ezért 

nem létezik olyan p- mintafüggvény az A halmazon, amely többségi függvény. A 

2. Lemmat alkalmazva és a 4. Megjegyzést felhasználva azt kapjuk, hogy az A 

algebrának nincs kompatibilis korlátos részbenrendezése. Az A toleranciamentes 

algebra, ezért egyszerű és nincs kompatibilis kétváltozós centrális relációja. A 10. 

Lemma szerint az A algebra függvényteljes.

37. Megjegyzés. Ha 5 < \A\ < oo, akkor van olyan p nem teljesen reflexív 

reláció az A halmazon, hogy bármely A nemtriviális p-mintaalgebra függvénytel­

jes.

Bizonyítás. Legyen A = {0, 1, n-1}, 5 < Щ < со és p c= A’’ mindazon

elem л-esek halmaza, amelyek az A halmaz összes páros permutációi. Ekkor bár­

mely A nemtriviális p-mintaalgebrára Autp e Aut(H), ahol Autp л-edfokú alter-
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náló csoport. Az 77-edfokú alternáló csoport n > 5 esetén legalább négyszeresen 

tranzitív. Ezért az Autf4) is legalább négyszeresen tranzitív. Egy legalább négy- 

elemű, nemtriviális, véges algebra négyszeresen tranzitív automorfizmuscsoport- 

tal függvényteljes vagy ekvivalens a GF{2) test feletti négyelemű affin térrel [18]. 

Az A nemtriviális véges p-mintaalgebra nem ekvivalens a GF(2) test feletti vek­

tortérrel, ezért az A algebra függvényteljes.
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7. A p-mintaalgebrák függvényteljessége, 

ha p centrális reláció

Az A = {О, 1} halmazon pontosan két centrális reláció van: p= {0} és a 

p = {1} egyváltozós relációk. A 22. és a 24. Megjegyzéshez tartozó táblázatok 

első és második soraiban olyan nemtriviális p-mintaalgebrákat találunk, amelyek 

között p = { 0} vagy p = {1} esetén vannak függvényteljes és nem függvény  telj es 

algebrák is.

38. Megjegyzés. (1) Ha 3 < \A\ < со és p egyváltozós centrális reláció az A 

halmazon, akkor a 19. Lemma szerint bármely A p-mintaalgebra nem függvény- 

teljes.

(2) Ha 3 < \A\ < oo és az A halmazon értelmezett p cent­

rális relációnak legalább két centrumeleme van, akkor p kompatibilis azzal az s 

nemtriviális ekvivalencia-relácóval A-n, amelynek egyetlen nem kételemű blokkja 

éppen a p összes centrumelemeiből áll. Ekkor a p nem egyszerű. A 17. Lemma 

szerint bármely A p-mintaalgebra nem függvényteljes.

39. Tétel. Legyen p legalább kétváltozós centrális reláció az A véges hal­

mazon. Az A véges p-mintaalgebra akkor és csak akkor függvényteljes, ha A tole­

ranciamentes.

Bizonyítás. (1) Ha p legalább háromváltozós, akkor a 36. Tétel szerint

igaz a tétel.

(2) Legyen p centrális reláció az A halmazon. Mivel bármely 

függvényteljes p-mintaalgebra toleranciamentes, ezért elegendő bebizonyítani, 

hogy az A véges toleranciamentes p-mintaalgebra függvényteljes. Pontosan kettő 

kétváltozós nemtriviális p-mintafüggvény van az A halmazon. Ezek közül

X, ha (x,y) ep,
у különbenf (x,y) = <
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az egyik, a másik az x és у változók felcserélésével adódik. Belátjuk, hogy az/ 

függvény nem őrzi meg a korlátos részbenrendezéseket az A halmazon. Ebből 

adódik, hogy a másik függvény sem őrzi meg azokat. Legyen a < tetszőleges kor­

látos részbenrendezés az A halmazon a 0 legkisebb és az 1 legnagyobb elemmel. 

A c a p centrumeleme és a, beA, (a, b)<£<, (a,b)£p. írjuk fel a következő mát­

rixokat:

с кb b 0 00 c 0 ca a
0 h 0 0к к к са 1 1 1
а b с Оа Ъ к Ок с1 с

На с = 0, akkor az első mátrixra, ha c— 1, akkor a második mátrixra alkalmazzuk 

az / függvényt. Ha 0, 1 nem centrumelemek, akkor van olyan k&A, amelyre 

(0, k)e r. Ebben az esetben, ha к = 1 a harmadik mátrixra alkalmazzuk az/függ­

vényt. На к ^ 0, 1, akkor a következő eseteket különböztetjük meg:

(1) к és c nem hasonlíthatók össze,

(2) к < c,

(3 )c<k.

Az (1) esetben a negyedik mátrixra, (2) esetben az ötödik mátrixra és a (3) esetben 

a hatodik mátrixra alkalmazzuk az / függvényt. Az / függvény nem őrzi meg a 

korlátos részbenrendezéseket az A halmazon. Ezzel beláttuk, hogy' a nemtriviális 

kétváltozós p-mintafüggvények nem őrzik a korlátos részbenrendezéseket az A 

halmazon.

Ha c a p centrumeleme és aeA tetszőleges, akkor а (с, с, а), (с, a, c), 

(a, c, c) minták p-ra nézve azonosak. Ezért nincs az A halmazon olyan p-minta- 

függvény, amely többségi függvény. A 2. Lemmát alkalmazva és a 4. Megjegy­

zést, valamint az előzőeket felhasználva azt kapjuk, hogy' az A algebrának nincs 

kompatíbilis, korlátos részbenrendezése. A 10. Lemma szerint az A algebra függ­

vényteljes.
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40. Tétel. Legyen 3 < \A\ < oo és p tetszőleges centrális reláció az A halma­

zon. Az (A; f) p- mintaalgebra nem függvény telj es, ha/ tetszőleges kétváltozós 

p- mintafüggvény.

Bizonyítás. (1) Ha p egyváltozós centrális reláció, akkor a 38. Megjegy­

zés (1) pontja alapján igaz a tétel.

(2) Ha p kétváltozós centrális reláció, akkor legyen a p cent­

ruma C. Ekkor a kétváltozós p-mintafüggvények megőrzik azt a nemtriviális ek­

vivalencia-relációt az A halmazon, amelynek blokkjai: C, A\C. Ekkor az (A; f) 

algebra nem egyszerű, a 7. Következmény miatt nemfüggvényteljes.

(3) Ha p háromváltozós, akkor a kétváltozós p-mintafüggvé­

nyek projekciók.

41. Tétel. Legyen 3 < |zí| < ю és p tetszőleges legalább kétváltozós centrá­

lis reláció az A halmazon. Ekkor megadható olyan (A; f) nem függvényteijes 

p-mintaalgebra, ahol / olyan nemtriviális p-mintafüggvény, amely szemiprojek-

ció.

Bizonyítás. Ha p kétváltozós centrális reláció az A halmazon, akkor az

x3 ha (л-!,ос2),(jc2,jc3) epés (x,,x3) ep,
x, különben/з(х1,х2,х3) = ^

függvény nemtriviális p-mintafüggvény és szemiprojekció.

Ha p «-változós (n > 3) centrális reláció az A halmazon, akkor az

x„ ha (x,, ..., xjep, 

x. különben
/»(xi, *„) = <

függvény nemtriviális p-mintafüggvény és szemiprojekció.

Az / és fn függvények megőrzik azokat a nemtriviális ekvivalencia- 

relációkat az A halmazon, amelyeknek blokkjai: C, A\C, ahol Cap centruma. A 

7. Következmény szerint igaz a tétel.

A p/?-változós centrális reláció minimális centrális reláció az A halmazon, 

ha bármely a},..., a„eA páronként különböző nem centrumelemekre (a},..., a„)<£p.
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42. Megjegyzés. (1) Közvetlenül belátható, hogy a legalább kétváltozós 

minimális centrális relációk egyszerűek, ha a centrumuk egyelemű.

(2) Ha a p centrális reláció nem egyszerű, akkor egyet­

len p-mintafüggvény sem függvény telj es a 17. Lemma szerint.

43. Tétel. Legyen p legalább kétváltozós minimális centrális reláció az A 

véges halmazon, amelynek centruma egyelemű. Ekkor bármely A véges nemtrivi­

ális p-mintaalgebra függvényteljes, ha van olyan n eAut(/l), amelyre n gAutp.

Bizonyítás. Ha van ilyen к, akkor belátható, hogy az Autp n\ által ge­

nerált csoport éppen az SA szimmetrikus csoport. így az A algebra homogén algeb­

ra, amelynek alapműveletei nemtriviális mintafüggvények. A 13. Lemma szerint 

az A algebra függvényteljes.

44. Tétel. Legyen p legalább kétváltozós »minimális centrális reláció az A 

véges halmazon, amelynek a C centruma egyelemű. Ha az A egyszerű, véges p- 

mintaalgebrának az a pontosan kétváltozós minimális centrális reláció nem kom­

patibilis relációja, amelynek a centruma C, akkor az A algebra függvényteljes.

Bizonyítás. Az A p-mintaalgebra nemtriviális algebra. A 39. Tétel bizo­

nyítását felhasználva kapjuk, hogy az A algebrának nincs kompatíbilis, korlátos 

részbenrendezése. Legyen C= {c}. Ekkora p automorfizmusai az A algebrának is 

automorfízmusai, amelyeknek fixpontja a c. Könnyen belátható, hogy ezek az 

automorfizmusok csak azt a kétváltozós centrális relációt őrzik meg az A halma­

zon, amely minimális és a centrum a {c}. All. Lemmát alkalmazva a tétel bizo­

nyítását kapjuk.

45. Tétel. Ha 3 < \A\ < oo, akkor megadható olyan p legalább kétváltozós 

minimális centrális reláció egyetlen cemrumeiemmei az A halmazon, amelyre van 

olyan/nemtriviális p-mintafüggvény, amely szemiprojekció és az (A; f) algebra 

függvényteljes.
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Bizonyítás. Legyen \A\ = n és legyen p >?-l-változós centrális reláció a 

tételben megkövetelt tulajdonságokkal. Az

.у,, hax,, xn páronként különbözők ésx, vagyx2 centrumelem, 
különben/0,, x„) = \

Vх,,

függvény azzí halmazon nemtriviális p-mintafüggvény, amely szemiprojekció.

Legyenek au ..., an, c e A páronként különböző elemek és c a p minimális 

centrális reláció centrumeleme. Legyen £ tetszőleges, nemtriviális ekvivalencia­

reláció az A halmazon. írjuk fel a következő mátrixokat:

c a\ c c
c c a, aj
a2 a2

a, a,
a„ a„
an a\ ai aj

cin cin
a„ c

Ha (c, a{)e£ és (au a„)<££, akkor az első mátrixra; ha {c} az £ egyelemü blokkja 

és (c, a„)<££. akkor a második mátrixra alkalmazzuk az/ függvényt. Azt kapjuk, 

hogy' az f nem őrzi meg az £ nemtriviális ekvivalencia-relációt az A halmazon, 

azaz az (A\f) algebra egyszerű.

Legyen г az a kétváltozós minimális centrális reláció az A halmazon, 

amelynek egyetlen centrumeleme a pc centrumeleme. Legyen a\, aneA (c, ci\)ez 

és (űj, a„)<£ г. Ha az első mátrixra alkalmazzuk az/függvényt, akkor azt kapjuk, 

hogy a rnem kompatibilis centrális relációja az (A\f) algebrának. A 44. Tétel 

szerint az (A; f) véges, egyszerű algebra függvényteljes.

Legyen A véges halmaz, к > 2 és p tetszőleges к-1 -változós p reláció az A 

halmazon. Definiáljuk a következő függvényeket:
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**, ha (x,, xk_fep, 

-Xj különben;
xk)=\

I. -

*1, ha (x,, Xk_x)ep,
g£(xi. •••> ■**) = ' jca. különben.

Megjegyzés. Ha p egyenlőség reláció az Л halmazon, akkor ff a temáris 

diszkriminátor, g? a duális diszkriminátor.

46. Tétel. Legyen p tetszőleges centrális reláció az A legalább háromele­

mű, véges halmazon. Akkor az (A;f) p-mintaalgebra / = ff vagy f = gk ese­

tén akkor és csak akkor függvényteljes, ha p egyszerű.

47. Megjegyzés. Ha \A\ = 2 és p centrális reláció az A halmazon, akkor az 

ff és gk függvények monotonok, azaz az (A; ff) és az (A; gk) algebrák nem 

függvénylelj esek.

Bizonyítás. Ha a p centrális reláció nem egyszerű, akkor a 17. Lemma 

szerint a p-mintaalgebrák nem függvényteljesek.

Legyen a p- centrális reláció egyszerű. Belátjuk, hogy az 

(A\f) p-mintaalgebra / = ff vagy f = gk eseten függvényteljes.

Legyen e tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon. Mi­

vel p egyszerű, ezért vannak olyan au ..., ak.u bu ..., Ьк.геА elemek, amelyekre 

<Ai, .... акл)ep, (au bfee, ..., (ak_u Ъкл)ee, (bu ..., bkA)£p. Legyen (/, bfee, ak­

kor (au t)ü£. Ha a következő mátrixok közül az első mátrixra az ff függvényt, a 

második mátrixra a gk függvényt alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy az 

(A; ff) és az (A; gk ) algebrák egyszerűek.
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bxa 1

ak-\ bk.\

tt

bxívagy
t.a 1

Legyen r tetszőleges kétváltozós centrális reláció az И halmazon és r cent­

ruma Cr. A p centrális reláció egyszerű, ezért a p centrális relációnak pontosan 

egy c centrumeleme van. Belátjuk, hogy az // és a gpk függvények nem őrzik 

meg а г relációt. írjuk fel a következő mátrixokat:

b b d d
l44 c

d d
1I4-2 C 4-24
ca c c ca

b d c 
b ¥аёУ c d

da c
vagyvagy dc

(a) Ha ceCr, akkor legyen (а, Ъ)&т. A tu ..., tk_2 elemeket az első mátrix­

ban válasszuk meg úgy, hogy (b, /ь ..., tk_2)<£p. Ekkor az első mátrixból kapjuk, 

hogy az ff és a gp függvények nem őrzik meg а г relációt.

(b) Ha cíCT, akkor a d és / elemeket válasszuk meg úgy, hogy (c, d)£ rés 

/eCr. Legyen £=3. Ha (4, /jep, akkor legyen /, olyan elem, amelyre (d, 4)£r. Ha 

(í/, /)£/?, akkor legyen /j = d. Ekkor a második mátrixból kapjuk, hogy' az ff és a 

gjf függvények nem őrzik meg a rrelációt. Ha k> 4, akkor vannak olyan 4, ..., tk.2 

elemek, amelyekre (d, /ь ..., tk_2)<£p. Ekkor a harmadik mátrixból kapjuk, hogy az 

ff és a g£ függvények nem őrzik meg a rrelációt.
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Az (A; //) és az (^; gf) algebrák nemtriviális algebrák. A 2. Lemmát és 

a 39. Tétel bizonyítását felhasználva kapjuk, hogy az (A; ff) és az (/4; gf) algeb­

ráknak nincs kompatibilis,korlátos részbenrendezése. 10. Lemma szerint ezek az 

algebrák függvényteljesek.

Megjegyzés. Legyen p kétváltozós minimális centrális reláció az A halma­

zon legfeljebb két centrumelemmel. Ekkor a p relációhoz megadható az A halma­

zon olyan < részbenrendezés, amelyre a p-mintafüggvények <-mintafüggvények 

is. A < relációt a következőképpen adjuk meg:

(1) Az (a, b)&p <=> a < b vagy b <a,

(2) ha p-nak a c egyetlen centrumelme, akkor a c legyen az A legkisebb

eleme,

(3) ha p-nak a c\ és c2 különböző centrumelemei, akkor c\ legyen a legki­

sebb, c2 a legnagyobb eleme az^-nak.
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8. A <-mintafüggvények függvényteljessége, 
ha < részbenrendezés

48. Tétel. Ha 2 < \A\ < со, < az A halmazon értelmezett tetszőleges korlátos 

részbenrendezés és / tetszőleges kétváltozós <-mintafüggvény, akkor az (A; f) 

algebra nem függvényteijes.

Bizonyítás. Ha \A\ = 2, akkor a kétváltozós <-mintafüggvények monoto­

nok. Ha 3 < \A\ < oo, akkor legyen a < részbenrendezés legkisebb eleme 0 és p 

olyan nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon, amelynek blokkjai: {0}, 

H\{0}. Könnyen belátható, hogy a p ekvivalencia-relációt a kétváltozós ^-minta- 

függvények megőrzik. Ezzel beláttuk, hogy 2 < \A\ < oo esetén a tétel valóban tel­

jesül.

Legyen -< az n = (0, 1, ..., n-1} halmazon oivan korlátos részbenrendezés, 

amelyre len esetén 0 ■< i ■< n-\ és 1 az (и; < )-nek atomja. Az au ..., ak sorozatot 

(a;e«, / = 1, ..., k) leszálló sorozatnak nevezzük, ha 1 < i <j < к esetén a^cij. Az 

(и; <) részbenrendezett halmaz ien által generált duáiis főideálját jelöljük P(/)- 

vei. Leszálló sorozatokra érvényesek a következő állítások.

(I) Legyen zen, i Ф 0. Akkor és csak akkor létezik eg}' ax= i, ..., ak alakú 

leszálló sorozat, ha к < n - P(/)j + 1. Ekkor mindig feltehetjük, hogy ak = 0.

(II) Legyen k&N. Az n minden nemzérus eleme eg}' к hosszúságú leszálló 

sorozat első tagja akkor és csak akkor, ha

к < k0 = n - max{|P(/)j : / az («; -<) atomja}+l.

(Ill) Ha i 1Kp, q, akkor létezik eg}' ux = i, ..., ak alakú leszálló sorozat, 

amelynek eleme a p és a q.

A felsorolt állítások könnyen igazolhatók. A (II) állításban a k0 szám függ a x 

rendezéstől, ezért a k0 helyett D(^ )-t írunk.

Definíció. Leg}'en az n halmazon az
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'xk, ha xi < Xj valamely / < j - re (/',./ e {1, ..., n)), 
л-, különben/.(л-,, ...,xk) = \

legalább kétváltozós függvény.

Megjegyzés. На к > 3, akkor az lk szemiprojekció az n halmazon.

49. Tétel. Az («; 4) legalább háromelemű, véges algebra akkor és csak ak­

kor függvényteljes, ha 3 < к < D(^).

Megjegyzés. к = 2,2 < n < Ъ esetén az 4 maximum művelet, amely mo­

noton. На к ~ 2, n > 3, akkor {0}, (1, ..., n-2}, {n-1} az (и; 4) algebra egy nem­

triviális kongruenciájának a blokkjai, ezért (77; 4) nem egyszerű. На к > 3, /7 = 2 

akkor 4 projekció.

Bizonyítás. (1) Először belátjuk, ha 3 < к < D( ^), akkor az (77; 4) legalább 

háromelemű, véges algebra függvényteljes.

(a) Legyen p nemtriviális ekvivalencia-reláció az n halmazon. Ha 

(0, л-l)ep, akkor van olyan cen, amelyre (с, /?-l)£p. Ha (0, n-\)<£p, akkor van­

nak olyan a, óé« elemek, amelyekre a<b, {a, b)^p és a következő esetek lehet- 

(1) a = 77-1,

írjuk fel a következő mátrixot, amelynek az első oszlopában а (II) és (III) 

állításoknak megfelelő к elemű leszálló sorozatokat irtuk:

nek (3) а Ф 77-1, b Ф 0.(2) b = 0,

77- 1 77-1

CiCi

77- 1 77- 1 77- 1 77- 1

a£7C2 C2 C2C2

C c
Ь 77-1 60 aCi Cl a

Ck-1 Q-] cí-iCk- \ ck_ 1 C*-l
ü 0üü 0 0 077-1

77-1 077-1 77-1 077-1 0C
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На (0, п-\)<Ер, akkor az első mátrixot, ha (0, n-\)£p, akkor az (1), (2), (3) 

eseteknek megfelelően rendre a második, harmadik és negyedik mátrixot alkal­

mazzuk. Ezzel beláttuk, hogy 3 < k <D(<) esetén az 4 függvény nem őrzi meg a 

nemtriviális ekvivalencia-relációkat az n halmazon.

(b) Legyen г tetszőleges kétváltozós centrális reláció az n halmazon. Ekkor 

a következő eseteket különböztetjük meg:

ha 0 a rcentrumelem, akkor legyenek i,jen olyan elemek, amelyekre (i,j)<£ t, 

ha 0 nem centrumeleme a r-nak, akkor van olyan ien, amelyre (0, /')grés le­

gyen c a rcentrumeleme. írjuk fel a következő mátrixokat:

0i i c
0c2 cCl

Ск-1 0

0 J
Ck-\ c
0 0

0.i iJ

Első esetben az első, második esetben a második mátrixot alkalmazzuk. A 

mátrixok első oszlopában az i, c2, ..., ck.u 0 egy к elemű leszálló sorozat. A mát­

rixokból kapjuk, hogy az 4 művelet nem őrzi meg а г kétváltozós centrális reláci­

ót. A 4. Megjegyzés felhasználásával a 10. Lemma szerint a tétel első része igaz.

(2) Legyen к > D(^). Az általánosság megszorítása nélkül 

feltehetjük, hogy max{jP(/)|: i az (и; <) atomja} = jP( 1 )|. Legyen ráz« halmazon 

olyan kétváltozós centrális reláció, amelynek 2,.... /?-1 a centrumelemi és 

(0, 1), (1, 0)gr. Megmutatjuk, hogy 4 megőrzi a r relációt. Tegyük fel, hogy 4 

nem őrzi meg a г-t és

d\Cl

dkCk

ck+\ dk.1
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a megfelelő mátrix. A r szimmetrikus, ezért feltehetjük c*+i = 0, dk+\ = 1. Az (I) 

állításból és к > D(^)-ból következik: 1, így dk= 1. Ebből kapjuk скФ 0 és

ci=0, amiből ck+\ = скФ 0 ellentmondás.

A 7. Következmény szerint az (n, 4) legalább háromelemű, véges algebra, ha 

к > D(^) nem függvényteljes. Ezzel a tételt beláttuk.

50. Tétel. Legyen 3 < \A\ < qo és < tetszőleges lineáris rendezés A-n. Ekkor:

(1) van olyan/<-mintafüggvény, amely szemiprojekció és az (A;f) algeb­

ra függvényteljes,

(2) van olyan g nemtriviális <-mintafüggvény, amely szemiprojekció és az 

(A; g) algebra nem függvénytejes.

Bizonyítás. (1) Az

xt, ha x2 < x3 és x, Ф x2 és x, Ф x3,
x3 különben/(X) ,x2 ,x3) — “

függvény <-mintafüggvény és nemtriviális szemiprojekció. Belátjuk, hogy az 

(A\f) algebra függvényteljes.

(a) Leg\'en p tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon 

és a, b, с eA, a < b, (a, b)ep, (a, c)<£p. A következő mátrixból közvetlenül kap­

juk, hogy az/nem őrzi meg a p relációt:

c c
a a
b a
c a

(b) Legyen r tetszőleges kétváltozós centrális reláció az A halmazon és c a 

r centrumelem, (a, b)&r. írjuk fel a következő mátrixokat:

a aa c
b bc c
c bb b

a b a b
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На с < b, akkor az első, ha c -£b, akkor a második mátrixot alkalmazzuk. 

A mátrixokból kapjuk, hogy az/nem őrzi meg a zkétváltozós centrális relációt. A 

4. Megjegyzést felhasználva, majd a 10. Lemmát alkalmazva az (l)-et kapjuk.

(2) Legyen < lineáris rendezés az n halmazon és 3 < к <n. Eb­

ben az esetben D(^) < 3 és az (и; 4) nemtriviális p-mintaalgebra a 49. Tétel sze­

rint nem függvényteljes. A g - lk és az A = n választással a keresett algebrához 

jutunk.

51. Tétel. Legyen 3 < \A\ < да és < tetszőleges lineáris rendezés az A hal­

mazon. Ekkor érvényesek a következő állítások:

(1) van olyan /<-mintafüggvény, amely többségi függvény és az (A; f) 

algebra függvényteljes,

(2) van olyan g <-mintafüggvény, amely többségi függvény és az (A; g) 

algebra nem függvényteljes.

Bizonyítás. (1) Legyen

x, ha x-y,
У, hax<y<=,
z különben.

f(x,y,=) — <

Könnyen ellenőrizhetjük, hogy az így definiált függvény <-mintafüggvény és 

többségi függvény. Belátjuk, hogy az (A; f) algebra egyszerű, nincs kompatibilis, 

korlátos részbenrendezése és nincs kompatibilis, kétváltozós centrális relációja.

(a) Legyen p tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció az A halmazon 

és a, beA, a < b, (a, c)gp. Tekintsük a következő mátrixokat:

b a a aa a
b aa a c c

b a c cc c
c a.c a c a
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ahol a < b < c esetén az első, a < c < b esetén a második és c < a < b esetén a 

harmadik mátrixot alkalmazzuk. Közvetlenül kapjuk, hogy a p relációt az/ függ­

vény nem őrzi meg, azaz az (A\f) algebra egyszerű.

(b) Legyen ^ tetszőleges korlátos részbenrendezés az A halmazon az m 

legkisebb és az K4legnagyobb elemmel. Belátjuk, hogy az {A\f) algebrának a ú 

nem kompatibilis,korlátos rendezése. A következő mátrixokat alkalmazzuk:

a aи a
m am m
M MMa
M a,a m

ahol az a, m, M e A különböző elemek. Ha a<m< M, akkor az első mátrixot, ha 

a < m < M nem teljesül, akkor a második mátrixot használjuk. A mátrixokból 

közvetlenül kapjuk, hogy az (A;/) algebrának a^ reláció nem kompatibilis »kor­

látos részbenrendezése.

(c) Legyen t tetszőleges kétváltozós centrális reláció az A halmazon, 

a, be А, (а, Ь)£т és с а т centrumeleme. A következő mátrixokat írjuk fel:

c b c a
a aa c
b cb b
b aa b

A c <a < b esetén az első mátrixot alkalmazzuk. Ha c < a <b nem teljesül, akkor 

a második mátrixot használjuk fel. Ezzel beláttuk, hogy az (A; f) algebrának a r 

nem kompatibilis,kétvá]tozós centrális relációja.

A lü. Lemma szerint (1) valóban teljesül.

(2) Legyen

x, ha x = у vagy л- = г vagy v < л' < г vagy г < x < у,
y, ha у = г vagy х < у < _ vagy z<y< х, 
г különben.

g{x,y,z) = -
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Közvetlenül ellenőrizhetjük, hogy a g függvény < mintafüggvény és többségi 

függvény.

Belátjuk, hogy az (A; g) algebrának van kétváltozós kompatibilis centrális 

relációja. Legyen a < lineáris rendezés legkisebb eleme 0, legnagyobb eleme 1 és 

г olyan tetszőleges kétváltozós centrális reláció az A halmazon, amelyre (0, l)£r 

és az zí\{0, 1} minden eleme а г centrumeleme. Ekkor bármely au a2, a3eA pá­

ronként különböző elemekre g(a}, a2, a2) centrumelem. Könnyen belátható, hogy 

g megőrzi а г kétváltozós centrális relációt. Ezzel beláttuk a tételt.

Legyen A véges halmaz, < tetszőleges részbenrendezés A-n és legyen

r, ha jc < y, 
x, ha x & v;

í(x,y,z) = <

x, ha x < v, 
r, ha x < y.d{x,y,z) = j

Megjegyzés. Ha a t illetve a d függvény defíniciójában a < helyett egyen­

lőséget írunk, akkor a temális diszkriminátort illetve a duális diszkriminátort 

kapjuk.

52. Tétel. Legyen 3 < \A\ < oo és < tetszőleges részbenrendezés az A halma­

zon. Ha f=t vagy/= d, akkor az (H;/) algebra függvényteljes.

Megjegyzés. Legyen jAj = 2. At függvény nem monoton és nem 'lineáris, a 

d függvény monoton az A halmazon. Az 5. Lemma szerint az (A; t) algebra függ­

vényteljes, az (A; d) algebra nem függvényteljes.

Bizonyítás, (a) Legyen -ú tetszőleges, korlátos részbenrendezés az A hal­

mazon a me A legkisebb és az M eA legnagyobb elemmel. Megmutatjuk, hogy a 

/, d függvények nem őrzik meg az A-n értelmezett á korlátos, részbenrendezést. 

Legyen keA és к ф m, M. írjuk fel a következő mátrixokat:
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к к 
к М

к М 
т М

к М 
к к

т т 
т к
М М т тт тт т

к т.М т к к тт

На к < т, akkor az első mátrixból, ha kitm, akkor a második mátrixból 

adódik, hogy a t függvény nem őrzi meg a ú relációt A-n. Ha k< M, akkor a 

harmadik mátrixból, ha к M, akkor a negyedik mátrixból kapjuk, hogy a d 

függvény nem őrzi meg aá relációt.

(b) Legyen p tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció агЛ 

halmazon és a, be.A, аФ b, (a, b)&p, (a, c)<£p. írjuk fel a következő mátrixokat:

a b a b a aa a
a ba ba a a a
c cc c c c c c

c b a c.a cc a

Ha a < b, akkor az első mátrixból, ha a < b, akkor a második mátrixból 

kapjuk, hogy a t függvény nem őrzi meg a p relációt az A halmazon. Ha a < b, 

akkor a második mátrixból, ha a £ b, akkor a hannadik mátrixból közvetlenül 

kapjuk, hogy a d függvény sem őrzi meg a p relációt az A halmazon.

(c) Legyen r tetszőleges kétváltozós centrális reláció az A hal­

mazon, а, beA, а Ф b, (a, b)erés с а г centrumeleme. A r szimmetrikus reláció, 

ezért feltehető, hogy a < b. írjuk fel a következő mátrixokat:

a aa c 
b c 
c b

a c
c b
a b.a b

Az első mátrixból kapjuk, hogy a 1 függvény nem őrzi meg а г relációt. Ha 

а ф c, akkor a második mátrixra alkalmazzuk a d függvényt. Ha a < c, akkor a
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második mátrix első és második sorát cseréljük fel, majd az így adódó mátrixra 

alkalmazzuk a d függvényt. A d függvény sem őrzi meg a r-t. A 10. Lemma sze­

rint igaz a tétel.
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S. A p- m i r. ta a! g e b rá к függvényteljesssége 

ha paffin reláció

«-1} halmazon egy + Abel-csoport-müvelet 

(a mod n összeadás) értelmezve. Definiáljuk az n halmazon a p relációt a követ­

kezőképpen:

Legyen az n = {0, 1, . • • ?

Ob *2, *3» ■*«) ер О Л',+ X2 =X3 + JC4.

Az így definiált reláció affin reláció.

53. Megjegyzés. A n= (0, 1, ..., пЛ) ciklikus pennutáció az n halmazon 

énelmezett affin relációnak automorfizmusa. Ezért bármely affin reláció automor- 

fízmuscsoportja tranzitív. Ekkor a 14. Lemmából kapjuk, hogy bármely legalább 

háromelemű, véges, egyszerű p-mintaalgebra függvényteljes, ha p affin reláció.

Definiáljuk az n halmazon a kővetkező függvényeket:

лр ha Oj,x 

különben;
2,Л'з,Х4 ) & p,

pa\xl,x2x3,x4) = <

Л',, ha (x2,x3,x4,x5) ep, 
x2 különben;/5(х,,х2Хз, хл,х5) = <

x2, ha (x2,x3,x4,x5) ep,
x, különben.

g5(x,,x2,x3,x45x5) = <

Megjegyzés. .Az /5 és g5 függvények a diszkriminátor függvények affin 

relációra vonatkozó megfelelői.

54. Tétel. Az (n, p'k) véges algebrák i Ф к, 1 < i, к < 4 esetén függvény-tel­

jesek.
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Bizon vitás. (1) Ha n = 2, akkor könnyen belátható, hogy a p‘,k függvények 

fck, 1 < I, к < 4 esetén nem monotonok és nem lineárisak, azaz az algebrák függ­

vényteljesek.

(2) Ha 3 < n < oo, akkor belátjuk, hogy /= 1, &= 2 illetve i= 1, 

к = 3 esetén a megfelelő algebrák egyszerűek. A többi esetek ezekből a változók 

megfelelő perm utál ásávai megkaphatok.

Legyen crtetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció az n halmazon és 

a, b,c ^n, а Ф b, (a, b) e a; (a, c)<£cr. Az algebrák egyszerűségének igazolásához a 

következő mátrixokat használjuk fel:

a aa a
a bc c

к к с с
J Ia b

a c a c

Feltehetjük, hogy az első mátrixban к e n-re (а, с, к, a)ep, a második mátrixban 

/en-re (a, a, c, l)ep. Ha az első mátrixra ap]'2 függvényt, a másodikra a p'~:' függ­

vényt alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy az («; p12) illetve az (/?; pLi) algebrák 

egyszerűek. Az 53. Megjegyzést felhasználva a tétel bizonyítását kapjuk.

55. Következmény. Az A = (и;/5) és а В = («; g5) véges algebra függvény- 

teljes. Ugyanis X] = x3 esetén legyen h(x2, x3, x4, x5) =/5 (x3, x2, x3, x4, x5),

/(x2, x3, x4, x5) = g5(x3, x2, x3, x4, x5). Ha a h és / x2, x3, x4, x5 változói helyett ebben 

a sorrendben rendre az xb x2, x3, x4 változókat írjuk, akkor а р1Л illetve a p 

függvényt kapjuk. Ezzel beláttuk, hogy p~~'eT {A) illetve, p' ~^T {B), azaz az A 

illetve а В algebra függvényteljes.

1,2

56. Megjegyzés. Ha n = prím, akkor az n halmazon definiált bármely affin 

reláció automorfizmuscsoportja primitív. Ebben az esetben a 16. Lemma szerint 

bármely legalább háromelemű nemtriviális p-mintaalgebra függvényteljes, ha p 

affin reláció az n halmazon.
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57. Tétel. Legyen 3 < n < со, n = 21, /e.V és a <t= {x, x, у, у): x + x = у + у} 

affin reláeió az n halmazon. Ekkor bármely (n; F) a-mintaalgebra nem függvény­

teljes.

Bizonyítás. Elég belátni, hogy bármely («; F) a-mintaalgebra nem egysze­

rű. Az n halmazon definiált s nemtriviális ekvivalencia-relációnak a blokkjai le­

gyenek: {0, /}, «\{0, /}. Ha a, ben, (a, a, b, b)e a; akkor igaz a következő: a = 0 

vagy a = / akkor és csakis akkor, ha b =0 vagy b = l. Ebből közvetlenül kapjuk, 

hogy e kompatibilis а о affin relációval. Ezért bármely (n; F) a- mintaalgebrának 

enemtriviális kongruenciája. Ezzel beláttuk, hogy bármely (я; F ) o-mintaalgebra 

nem egyszerű, azaz nem függvényteljes.

58. Következmény. Ha 3 < n < oo, akkor bármely (n;f) p-mintaalgebra 

nem függvényteljes, ha p affin reláció és/ kétváltozós függvény. Ha n páratlan, 

akkor a kétváltozós függvények projekciók; ha n páros, alkalmazzuk az előző té­

telt.

59. Megjegyzés. A mintafüggvényeket egyenlőség relációval definiáljuk. 

Ha a mintafüggvények definíciójában minden x = у egyenlőség reláció helyett a 

p = {(x, x, x, y): x =3/} affin relációt írjuk, akkor azt kapjuk, hogy minden minta­

függvény p-mintafüggvény is.
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10. A Ar-mintaalgebrák függvényteljessége

60. Lemma. На 3 < h < A és а Т = {0\, ..., 9т) (т > 1) /?-reguláris ekviva-

lencia-reálciók olyan családja az A halmazon, amelyre n 9t = iA akkor a T h-re­

guláris ekvivalencia-reálciók családja által meghatározott ÄT reláció automorfiz- 

muscsoportja primitív.

Bizonyítás. (1) Legyen <p: A —> AiO^ ... xA!9m (a i—> (a/9\,a/9m)).

A nft = iA miatt (p bijektív leképezés. Definiáljuk az A/0,x ... xA/0m halmazon a
j=1 J

9)(j =1,..., ni) ekvivalencia-relációkat a következőképpen:

(a\l&ь ciJOJ =(a{/q,...,a^ 0J в] « aj/9j = a'f 9} (у = 1 ,...,m).

Könnyen belátható, hogy az e, :A -> A/9, (j =1,..., ni) projekció 9j magjának a <p 

bijektív leképezés a 0* (j =1,..., m) ekvivalencia-relációt felelteti meg.
;A

(2) Legyen В olyan halmaz, amelyre \B\ = \A/9j\ = h. Legyenek <y>,: A!9, —>B 

(/' =1,..., m) tetszőleges bijektív leképezések és 

yr.AJ9x* - XA/9,„ —» x ... xB((ai/9u ...,am/0„,) ..., (pm{aJ0m)))

Az így definiált ^/leképezés is bijektív. Definiáljuk a ßx ... xß halmazon a 

éT(y = l,...,m) ekvivalencia-relációt a következőképpen:

(bj,..., bm)^[b[,...,b'm) 9Г « bJ = b’U = \,...,m)

Könnyen belátható, hogy a ^bijektív leképezés a #*(y = ekvivalencia­

relációt a &~(j = ekvivalencia-relációkba viszi át.

А ц/ср. A -» B"1 bijektív leképezés a 9j (J =1,..., m) ekvivalencia-relációt a 

0**(j=l,...,m) ekvivalencia-relációba viszi és a T** = {0**,...,9*t } /г-reguláris

ekvivalencia-relációk olyan családja az A halmazon, amelyre n 9“ egyenlőség
7 = '

reláció a B" halmazon.
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Legyen Я” a 7’’* /7-reguláris ekvivalencia-relációk családja által meghatározott 

reláció és ((bn, ...,bh„),..., {bhu ..., bhm))e Х*г. На л0 eS„„ akkor

Л«,0))е a n\eSB,akkor 

({bn„^,...,bXmnKm\...XbhX4^,...Am„Km))e Я". Ebből következik, hogy az

SBxu- Snt koszorúszorzat részcsoportja a X*T automorfizmuscsoportjának. Az 

SB X» S>n koszorúszorzatban \B\ > 3, ezért az Sfí xr 5„, primitív permutációcsoport 

[2]. így а Д” autmorfizmuscsoportja primitív, ezért a ÁT automorfizmuscsoportja 

is primitív. Ezzel a lemmát beláttuk.

((^1 \л0 »••• »^1 mjr0 )з h\n0->-"

61. Lemma. На /? = r\ 0j nem egyenlőség az A halmazon, akkor bánnely
./=!

A /1.7-mintaalgebra nem függvényteljes.

Bizonyítás. Könnyen belátható, hogy a p nemtriviális ekvivalencia-reláció 

az A halmazon kompatibilis a AT relációval. Ekkor bánnely A Ят-mintaalgebrá- 

nák a p nemtriviális ekvivalencia-reláció kongruenciája. így bánnely A A7-minta- 

algebra nem egyszerű, azaz nem függvényteljes.

62. Megjegyzés. Bánnely primitív permutációcsoport tranzitív is. Ezért a 

14. Lemma szerint bánnely nemtriviális, véges ^/-mintaalgebra akkor és csak 

akkor függvényteljes, ha egyszerű.

x,„ ha ел
je, különben,

T ’Ha fh(xl,...,xh) = <

akkor érvényes a következő tétel:

63. Tétel. Az (A', fi,) nemtriviális, véges Ят-mintaalgebra akkor és csak ak­

kor függvényteljes, ha глв = 11
~ ' ./=1 J
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m

Bizonyítás. Ha n 6t Ф i,, akkor a 61. Lemma szerint az (A; f,) algebra
7=1 J

nem függvényteljes.
m

На пв = iA, akkor a 62. Megjegyzés alapján elég belátni, hogy az (A- f,)
7 = 1 J

algebra egyszerű.

Legyen <j tetszőleges nemtriviális ekvivalencia-reláció A-n. Jelöljük a $ 

blokkjait £■ -vei, ahol 1 <j < h. Ekkor vannak olyan au a2,... , cih eA elemek és i 

(1 < i < m), amelyekre j =1, ..., /?, aye érj, (au a2)eo; (ab ah)<£ <j. A következő 

mátrixból kapjuk, hogy az fh függvény nem őrzi meg a a nemtriviális ekvivalen­

cia-relációt A-n:

a 1 a2
a2 a2

£h qj.
ű] ah.

Ezzel a tételt beláttuk.

64. Tétel. Legyen a T = {9\, ..., 0m) (да > 1) /г-reguláris ekvivalencia­

relációk családja által meghatározott reláció az A halmazon. Az (A; F) tetszőleges, 

véges, nemtriviális /lr-mintaalgebra akkor és csak akkor függvényteljes, ha
m
n 0 = i4.
7=1 3

m
Bizonyítás (a) Ha n в Ф iA, akkor a 61. Lemmma szerint az (A; F) nem 

triviális ÁT-mintaalgebra nem függvényteljes.

(b) Ha n 0, = i4, akkor belátjuk, hogy az (A;F) nemtriviális
7 = 1 J

A.j -mintaalgebra függvényteljes. Ekkor a követekező eseteket különböztetjük 

meg.
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(1) Ha az előző tételben szereplő fh függvény tennfüggvénye az (A; F) al­

gebrának, akkor az (A; F) algebra valóban függvényteijes.

(2) Ha az f, nem termfüggvénye az (A; F) algebrának, akkor a 2. Lemmát 

valamint a 36. Tétel bizonyításában mondottakat felhasználva kapjuk, hogy az 

(A; F) algebra termfüggvényei kiónja tartalmaz legalább egy az /A-tol különböző 

nemtriviális Лт -mintafüggvényt, amely az A halmazon szemiprojekció. Bármely 

n < h aritású Лт-mintafüggvény , amely szemiprojekció, projekció az A halmazon, 

míg az n = h aritásúakból az f, a változók felcserélésével megkapható. így ele­

gendő az n > /?+! aritású olyan nemtriviális Лт -mintafüggvényekkel foglalkoz­

nunk, amelyek az A halmazon szemiprojekciók. Legyen t n > h + 1 változós, 

nemtriviális Лт -mintafüggvény, ami szemiprojekció. Az A = (A; /) algebrára 

Aut Лт< Aut(zl) és a 60. Lemma miatt az Aut (A) primitív permutációcsoport. 

Tegyük fel, hogy az A algebra nem függvényteljes. Ekkor a 16. Lemma szerint

A = Cf, ahol C függvényteljes algebra és s > 2 és Aut {A) = Aut (C) xfr Ss. Az 

előzőek szerint SBx„. S,„ < Aut Лт< Aut (A) = Aut (C) x„. Ss < Scx,r Ss.

Ha \B\ = h, |C| = k, akkor Sh хя. S„, < Sk xw Ss.

Pálfy Péter Pál megmutatta [7], hogy ez csak akkor teljesülhet, ha h-k\ 

m = s. Mivel az A algebra t alapművelete legalább h + 1 változós szemiprojekció, 

ezért a C algebra művelete is legalább h + 1 változós szemiprojekció, amely 

|C| ~k = h miatt projekció. Ez ellentmondás.
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Abstract

In this work we study finite algebras with finitely many finitary basic 

operations. Our aim is to establish or to refute functional completeness of 

algebras of a special kind, called relational-pattern algebras, or, in short, p-pattern 

algebras. The prototype of functional complete algebras are finite fields; it is well- 

known fact that all possible finitary operations defined on a finite field F can be 

represented by polynomial functions of/7. In general, an algebra A is said to be 

functionally complete if all possible finitary operations on the universe of A can 

be constructed from the basic operations of A, the elements of A (considered as 

constant operations), and the projections, using the customary superposition of 

functions only.

The notion of a p-pattern operation (it is often called a p-pattem function) 

at first emerged for p the equality relation in a paper of R. W. Quackenbush [3] in 

the seventies.

Two А-tuples Ui, ..., jet), (yb yk)&Ak are of the same pattern, if for 

ye {1, ...,k},Xj = Xj and V/ =yv mutually imply each other. A function/: Ak~>A is 

a pattern function if it is conservative, i. e.,/(xb ..., xk) always equals some x„ 

/e {1,..., A}, and, in addition, this i depends merely upon the pattern of (л'ь ..., xk). 

B. Csákány suggested the following generalization of pattern functions. 

Consider an «-ary relation on A Two к-tuples (л-ь ...,xk), (yb ...,yk)eAk are 

of the same p- pattern, if for /),/„e{l, ..., A}, (jc,. , ..., xin) epand

(>’,., ..., y; ) ep mutually imply each other. A function/: A1' -» A is a p-pattern

function, iff(xu ..., xk) always equals some xh / e {1, ..., A} where i depends on 

the p-pattern of (xb ..., xk) only.

An algebra A is called relational-pattern algebra or p-pattern algebra,

if ever)' operation of A is a p-pattem function.

There are some classical examples of functional completeness. For 

instance, finite algebras (A; f) with / the ternary discriminator or (in the case 

\A\ > 2) the dual discriminator are functionally complete (Werner [10] and Fried-
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Pixley [2j, respectively). Csákány [1] proved that every finite algebra (A\f) with 

\A\ > 3 is functionally complete if/is an arbitrary non-trivial pattern function. He 

also raised the question on the functional completeness of p-pattern algebras for 

relations p other than equality.

Here we consider, and, answer this question for relations occurring in 

Rosenberg's primality criterion [4], namely, for partial orderings, affine relations, 

permutations (considered as binary relations), equivalences, central relations, and 

/i-reqular relations. In some cases our answers are general statements, in the 

others we provide examples or counter-examples.

Our main tool is a strong result on functional completeness by A. 

Szendrei, published in [5]. From her result we derive, among others, the following 

frequently-used fact:

Lemma. At least three element finite simple conservative algebra is 

functionally complete iff

A has no compatible central relation on A, and

A has no compatible bounded partial order on A.

Now we list several characteristic samples of our results for p-pattem

algebras.

Let л be a permutation and /a non-trivial binary ^--pattern function on an 

at least three element finite set A. The ^--pattern algebra (A; /") is functionally 

complete iff л-is cyclic permutation on A, except for the case \A\ = 4 and/=/ or 

/=/4, where

a-, if (x,y) ел от (y,x) eл, 
у otherwiseMx>y) = <

and /4(л', v) =f}(y, x).

If ;rbe a permutation and the ^--pattern function / is a majority function on 

an at least three element finite set A, then the algebra (A; f ) is functionally 

complete.
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Let к be a permutation without fixpoint on an at least three element finite 

set A. The simple ^-patter algebra A is functionally complete iff the algebra has 

no compatible binary central relation preserved by all automorphisms of A.

Let p be an at least binary central relation on A. A finite p-pattern algebra 

A is functionally complete iff A is tolerance-free.

Consider the following generalizations of the ternary discriminator and the 

dual discriminator:

if (x,y) ep, 
л- otherwise,t(x,y,z) = \

x, if (x,y) ep, 
г otherwise.d(x,v,:) = <

If pisa permutation or a partial order on an at least three element finite 

set A. Then (A; t) and (A; d) are functionally complete.

Let Ят be /?-regular relation defined by the h-regular family of equivalence 

relations T-{0b 9m\ (m > 1). All non-trivial //-pattern algebras are functio­

nally complete iff n 9 - i..
7-1 J
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Köszönetét mondok Csákány Béla egyetemi tanárnak, aki a szakmai mun­

kámat irányította. Nagyon sokat tanultam tőle emberségben, pontosságban, inten­

zív munkavégzésben. Ő felvételiztetett az egyetemre, az ő előadásait hallgattam. 

Középiskolai tanárként szakmai tanácsokkal látott el, javaslatára kezdtem el fog­

lalkozni a p- mintaalgebrák függvénytelj ességével, amelyből egyetemi doktori 

disszertációt nyújtottam be. A JATE rektoraként is jutott ideje arra, hogy a leg­

fontosabb szakmai problémákat megbeszéljük.

Sok szakmai tanácsot, segítséget kaptam Szendrei Ágnes egyetemi tanártól 

és Szabó László egyetemi docenstől.

Külön köszönetét mondok a JATE Algebra és Számelmélet Tanszék ok­

tatóinak, hogy az ott folyó tudományos szemináriumokon rendszeresen részt ve­

hetek, annak munkájába bekapcsolódhatok.




