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Bevezetés

A kvantummechanika olyan fizikai világképet tár a fizikusok szeme elé, mely a mak­

roszkopikusan megszokott világtól gyökeresen eltér. A kvantummechanika axiómái 

lerögzítik azt a matematikai megközelítést, ahogy a mikroszkopikus világban a fizikai 

jelenségeket a tapasztalattal egyezően értelmezni lehet. A kvantummechanika alapjait 

e század első harminc évében rakták le. Az új elméleti modell sikeresen megmagya­

rázott olyan jelenségeket, amelyekkel szemben a klasszikus fizika eszköztára sikertelen 

maradt. Az elméleti modell felépítésénél elkerülhetetlenül be kellett vezetni olyan új 

fizikai fogalmakat, melyek létjogosultsága közvetlen megfigyeléssel akkor még nem volt 

igazolható, viszont az új fogalmak következetes alkalmazásával a kísérletekben megfi­

gyelhető eredményekre vezettek az elméleti számítások. Néhány példát szeretnék csak 

kiemelni itt: az egyik alapvető szemléleti váltást a kvantummechanikai állapottér be­

vezetése jelentette, amelynek vektorai a fizikai rendszer egy állapotának felelnek meg. 

Az állapotvektorok tartalmazzák az összes megismerhető információt a rendszerről. A 

fizikai mennyiségek szerepét az állapottéren ható hermitikus, megfigyelhető operátorok 

vették át.

Az állapottérben megengedett művelet, hogy két állapotvektort összeadjunk egy­

mással. Ez a kvantummechanikai szuperpozíció, melynek klasszikus analógiája nincs. 

Gondoljunk például Schrödinger szuperponált állapotban lévő macskájára, amely egy­

szerre élő és halott. A kvantummechanikai szuperpozíció közvetlen megfigyelésének 

egy lehetséges útját, kísérletileg ellenőrizhető körülmények között, a lézerek megjele­

nése tette lehetővé az 1960-as években. A lézerben jó közelítéssel koherens állapot­

ban van a fény, amely a klasszikus elektromágneses tér kvantummechanikai megfe­

lelője. A sugárzási tér két jól megkülönböztethető koherens állapotának szuperpozí­

cióját tekinthetjük úgy, mint Schrödinger-macskája optikai analógiáját. Az optikai 

Schrödinger-macska számos nemklasszikus tulajdonsággal rendelkezik, így annak elő­

állítása és nemklasszikusságának megfigyelése elvi jelentőségű probléma. A kvantum- 

mechanikai szuperpozíció által olyan állapotai alakulhatnak ki egy rendszernek, amely 

különleges tulajdonságai miatt jelentős. A kvantumoptikában a fény kvadratúra össze­

nyomott állapota egy fontos példa erre, amelyben például az elektromos térhez rendelt
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kvadratúra operátor szórása kisebb a vákuumállapotban felvett értéknél. A szuper- 

pozíció mai alkalmazásaként megemlítjük, hogy a szuperponált állapotok szolgáltak 

alapul a kvantumszámítógép elméleti modelljének kidolgozásához.

Több szabadsági fokú rendszerek szuperponált állapota összefonódott állapotot 

eredményezhet. Az összefonódott állapotok különös tulajdonságára Einstein, Podolsky 

és Rosen hívták fel a figyelmet híres dolgozatukban 1932-ben. Az összefonódott állapo­

tok ma már fontos gyakorlati alkalmazást nyertek a kvantum-titkosításban és döntően 

hozzájárulnak a kvantum-teleportáció megvalósításához is.

A dolgozatomban a fenn bemutatott elemi kvantummechanikai jelenségek vizsgála­

tát tűztem ki célul néhány egyszerű fizikai rendszerben. Egyszerűségen azt értem, hogy 

a rendszerben lehetséges csak annyi szabadsági fokot figyelembe venni, amennyit a ta­

nulmányozni kívánt jelenség megkövetel, másrészt a környezettel való kölcsönhatásai 

közül azok befolyásolják számottevően a rendszer állapotát, amelyek a vizsgált jelen­

ség szempontjából fontosak. Továbbá célszerű olyan rendszert választani, amelynek 

kvantummechanikai modelljét analitikusan tudjuk kezelni, ami rávezethet a jelenség 

mélyebb megértésére. Az is fontos szempont lehet, hogy a rendszert ne csak matema­

tikailag, hanem kísérletileg, méréssel is tanulmányozni tudjuk.

A harmonikus oszcillátor az egyik legegszerűbb modell a kvantummechanikában. 

Egyszerűsége ellenére mégis számos fizikai rendszer igen jó közelítéssel leírható vele. 

Az oszcillátor modellel jellemzett rendszerek közös problémája a kvantumállapotuk 

reprezentációja. Egy alkalmasan választott bázisban kifejtve a rendszer állapotvek­

torát bizonyos problémák megoldása lényegesen egyszerűsödik. Az első fejezetben 

egy-dimenziós koherens állapot reprezentációval foglalkozom. Kidolgozok egy kon­

struktív eljárást a harmonikus oszcillátor tetszőleges állapota kifejtésére a 

fázistér valamely folytonos egy-dimenziós görbéje mentén [VI]. A módszer 

használatát több példán illusztrálom, s meghatározom a fázisoptimalizált állapot va­

lós tengely menti folytonos koherens állapot reprezentációját, mely eddig ismeretlen 

volt az irodalomban. Megmutatom azt is, hogy az egy-dimenziós folytonos koherens 

állapot kifejtés kiindulási pontul szolgálhat egy állapot diszkrét koherens állapot repre­

zentációjának megtalálásához.

Az előző bekezdésben vázolt reprezentáció-elméleti problémával kísérleti szempont-
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bői analóg egy rendszer kvantumállapotának mérés útján történő teljes meghatáro­

zása, amelyet kvantumállapot rekonstrukciónak neveznek. A második fejezetben egy 

új mérési elrendezést javasolok a fény kvantumállapotához rendelt kvázi- 

valószínűségeloszlás függvény rekonstruálására. A kaszkád homo din mé­

résben két jól ismert állapot-rekonstrukciós eljárás előnyeit ötvözöm, ami 

által az állapot s-paraméterezett kvázi-valószínűségeloszlás függvénye loká­

lisan rekonstruálható egy kísérleti szempontból is reális méréssel [VIII]. A 

módszer mellékeredménye, hogy megtaláltam a generátorfüggvényét azoknak a minta­

függvényeknek, amelyek a szimmetrikus homodin mérésben a sűrűségmátrix diagonális 

elemeit szolgáltatják Fock reprezentációban.

Nevezetes kvantumállapotok előállítása egy-egy fizikai rendszerben napjainkban 

fontos, aktuális probléma. A harmadik fejezetben nemklasszikus molekularezgési álla­

potok keltésével foglalkozom. Megmutatom azt, hogy egy kétatomos molekulá­

ban két rövid, transzformáció-limitált fényimpulzussal rezgési Schrödinger- 

macska állapotot lehet generálni [1,11,111]. Ilyenkor a molekula két nukleonjának a 

távolsága két különböző távolság szuperpozíciója. Meghatározom sokatomos mo­

lekulák rezgési állapotát, amely egy gyenge fényimpulzus hatására alakul ki 

Franck-Condon átmenet során [IV,V]. Kimutatom, hogy a gerjesztés hatá­

sára két rezgési módus összefonódott állapotba kerülhet, ha a normálrezgési 

frekvenciák aránya kifejezhető kis egész számok hányadosával.

A kvantummechanika alapvető kijelentéseinek kísérleti vizsgálatában a fény kiemel­

kedő helyet foglal el. Egyrészt számos eszköz áll rendelkezésre a fény kvantumállapotá­

nak manipulálására, másrészt több eljárást is kidolgoztak a kvantumállapota mérésére, 

amelyek közül a legfontosabbak alapgondolatát a második fejezetben ismertetem. A 

fény ugyanakkor arra is alkalmas, hogy atomi rendszerek kvantumállapotát kontrol­

lálható módon befolyásoljuk illetve az állapotról információt szerezzünk. A negyedik 

fejezetben a fény egy speciális kvantumállapotának előállításával és az ilyen állapotú 

fény egy lehetséges felhasználási területével foglalkozom: megmutatom, hogy egy 

nemlineáris optikai kristályban, /с-fotonos lekonverziós folyamatban kiala­

kuló fény (csillag állapot) kiemelkedő hatékonysággal indukál sokfotonos 

abszorpciót [VII]. Kimutatom, hogy a csillag állapotú fény erősíthető parametrikus
3



erősítőben anélkül, hogy a sokfotonos abszorpcióban mutatott nagy hatékonysága je­

lentősen csökkenne. Ismertetek egy kaszkád elrendezésű fényforrást, amelyben 

két 2-fotonos lekonverziós folyamat követi egymást, és a kialakuló csillag 

állapotról megmutatom, hogy ugyancsak kiemelkedő hatékonysággal vesz 

részt sokfotonos abszorpciós folyamatban.
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Koherens állapot reprezentáció 5

1. Egy-dimenziós, folytonos és diszkrét koherens álla­

pot reprezentáció

Ebben a fejezetben egy konstruktív eljárást mutatok be, amellyel a harmonikus osz­

cillátor bármelyik | ф) állapota kifejthető koherens állapotok folytonos vagy diszkrét 

szuperpozíciójával a fázistér elvileg tetszőleges görbéje mentén. A 1.1 alfejezetben 

ismertetem a koherens állapot reprezentációval kapcsolatos alapfogalmakat és az ed­

dig elért eredményeket. A 1.2 alfejezetben bemutatom a módszeremet, amellyel egy 

állapot Fock reprezentációja ismeretében meghatározható a folytonos kifejtési függvé­

nye. Az eljárás használatát néhány példán keresztül illusztrálom. A 1.3 alfejezetben 

megmutatom, hogy egy állapot folytonos kifejtési függvénye ismeretében, hogyan lehet 

diszkrét koherens állapot reprezentációt konstruálni.

1.1. Koherens állapot reprezentáció

A kvantummechanikai problémákat matematikai szempontból különböző absztrakciós 

szinteken lehet megfogalmazni. A legtisztább, csak a kvantummechanika alapaxiómá­

ira épülő absztrakt Hilbert tér a legmagasabb szint, ahol azonban elég szűkös mate­

matikai eszköztár áll rendelkezésre akár egy probléma leírására, akár annak megol­

dására. Ezért nagy jelentőségű, hogy konkrét feladatokat nem az absztrakt Hilbert 

térben az absztrakt állapotvektorokkal és operátorokkal hanem egy alkalmas bázisban, 

a bázisvektorokra való vetítés útján nyert reprezentációban oldunk meg. Történeti 

szempontból érdemes megjegyezni, hogy a kvantummechanika dinamikai egyenletét 

két különböző alakban írta fel Schrödinger és Heisenberg, s csak később bizonyították 

be, hogy a két egyenlet egyenértékű, csak más reprezentációban van megadva ugyanaz 

az abszrakt Hilbert térbeli egyenlet. A kvantummechanika matematikai megalapozásá­

nak egyik fontos tétele, hogy bizonyos megszorítások mellett a vizsgált rendszer Hilbert 

terén ható bármelyik hermitikus operátor sajátfüggvény-rendszere bázist alkot, s így 

meghatároz egy reprezentációt. A teljesség igénye nélkül megnevezek három bázist, 

amelyeket széles körben használnak: a koordináta-operátor sajátvektorai, a Hamilton- 

operátor stacionáris állapotai, az impulzusmomentum-operátor sajátvektorai.
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A kvantumoptikai számítások során előtérbe került egy olyan bázis, amely a szo­

kásos bázisvektor-rendszerektől több szemponból is jelentősen különbözik, azonban 

annyira hatékonyan lehet használni a problémák megfogalmazása és megoldása során, 

hogy jelentősége felülmúlja a korábbi “klasszikus” bázisokét. Ez a bázis a harmonikus 

oszcillátor koherens állapotainak a halmaza [1]. A koherens állapot nevezetes tulaj­

donsága, hogy sajátállapota a harmonikus oszcillátor foton eltüntető operátorának:

(í.i.i)а I а) = а \ а),

ahol ól egy tetszőleges komplex szám. További nevezetes tulajdonága, hogy koherens 

állapotban az x és у kvadratúra operátorok (a harmonikus oszcillátor dimenziótlanított 

koordináta- és impulzus-operátorai) szórása egyenlő egymással, a szórások időfügget­

lenek és minimalizálják a Heisenberg féle határozatlansági összefüggést:

. a* — а 
y = i

2
л „ 1

AxAy=í. (1.1.2)

Koherens állapotben az x és у operátorok várhatóértéke:

(cl I x I a)=Re{o:}, (а \ у | a;) = Im{o!}. (1.1.3)

A fenti képlet alapján a koherens állapot a paraméterének igen szemléletes jelentése 

van: a valós része megadja a hely, a képzetes része pedig az impulzus oprátor vár­

hatóértékét. A koherens állapotok terét fázistérnek is nevezik. Egy koherens állapot 

egy vektor a fázistérben, amely az origóból az a pontba mutat, s a szabad időfejlődés 

során a vektor az origó körül forog állandó szögsebességgel. Ezen tulajdonságok miatt, 

a koherens állapotot a harmonikus oszcillátor tiszta, klasszikus állapotának is szokták 

tekinteni, s viszonyítási alapként szolgál egy állapot nemklasszikusságának mértékénél 

[41]. A koherens állapot a harmonikus oszcillátor Hamilton-operátorának sajátállapo­

tai szerint kifejtve:

00 rvn
£4=?i»>.
n=0 Vn!

a) = e-HV2 (1.1.4)
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ahol az | n) állapotot energia sajátállapotnak vagy Fock állapotnak nevezik. A kohe­

rens állapotok bázisként azért használhatók, mert bár nem ortogonálisak egymásra, a 

teljességi relációt mégis egy igen egyszerű formában elégítik ki:

í=ljd*a\c)(a\, (1.1.5)

ahol az integrálást a teljes komplex síkon kell elvégezni. Egy | /) állapotvektort a 

koherens állapotok halmazán vett folytonos szuperpozíció segítségével ki lehet fejteni

[1]:
I /) = ^ J d2af(oc*)e-ki2/2 а). /(а*) = еН2/2Ы/>. (1.1.6)

Koherens állapotokkal egy kevert állapotban levő rendszer sűrűségoperátora is közvet­

lenül megadható, ez az úgynevezett R reprezentáció:

g=^2 f d2ocd2ß R(a*,ß)e lQl2/2 \ a)(ß \ 

R(a*, ß) = elal2/2+l/3l2/2(a: \ q \ ß). (1,1,7)

A kvantumoptikában igen fontos szerepe van operátorok rendezett szorzatai kiérté­

kelésének. Ezt a területet röviden operátor rendezésnek nevezik [2]. A cßkdl egy normál 

rendezett szorzat. Antinormál rendezés során addig kell cserélgetni a keltő és eltüntető 

operátorokat, amíg a keltő operátor hatványai mind a jobboldalra, az eltüntető ope­

rátor hatványai mind a baloldalra kerülnek. A szimmetrikusan rendezett alak pedig a 

к darab keltő és l darab eltüntető operátor minden lehetséges sorrendjét tartalmazza. 

Példaképpen tekintsük azt az esetet, amikor 2 keltő és 3 eltüntető oprátorunk van:

at2a3 
a3at2
-^(at2a3 + a3at2 + ata3aí + aat2a2 + a2at2a +

Л Л I A A t Л . Л t Л А X Л / . Л / Л T Л A T . Л Л T Л / Л | . A T Л / A , Л \аа'аа'а + а'аа'а + а а'аа' + аа'а а' + а'а а'а).

Normál rendezett :

(1.1.8)Antinormál rendezett :

Szimmetrikusan rendezett :

A rendezés során a fenti rendezett szorzatokhoz hozzárendelünk egy-egy komplex vál- 

tozós függvényt. A fenti példában, mivel mindegyik kifejezés megfelelően rendezett 

alakú, ezért mindhárom esetben а а*2а3 szorzat a komplex függvény. A normál ren­

dezéshez tartozó komplex függvényt a koherens állapotok segítségével igen egyszerűen
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meg lehet kapni: legyen Á = Á(a, &) egy lineáris operátor a harmonikus oszcillátor Hil­

bert tere fölött. Az Á operátor normál rendezett alakjához tartozó komplex függvény

a

AN(a, а’) = (а | Á | a) (1.1.9)

várhatóértékkel számítható ki. Az A operátor normál rendezett alakját ezután úgy 

kaphatjuk meg, hogy az AN(a, a*) függvényben, amelyről feltesszük, hogy kifejezhető 

a*kal hatványok Taylor sorával, minden a*kal komplex szám szorzatot kicserélünk 

a)kal operátor szorzatra
00

(a|i| а>=£<,а-‘а‘
к ,1—0 
oo

к,1=0

Tegyük fel, hogy a harmomikus oszcillátor sűrűségoperátora kifejezhető a következő 

integrállal:

Á(a, a*) AN{a, a*)->■

AN(a,a*) (1.1.10)A

ß = J d20iP(a) I o;) (ck | (1.1.11)

P(a) függvényt a sűrűségoperátor P-reprezentációja [25]. Most számítsuk ki az A 

operátor várhatóértékét a P-reprezentáció felhasználásával:

J d2Q;P(Q;)tr{| Oi)(a I Ä} — J d2aP(a){a \ Á \ a) 

J d2aP(oc)AN(a, a*).

tr{^i}

(1.1.12)

A képletből látszik egy másik igen fontos alkalmazási területe egy operátor normál 

rendezett alakjához rendelt komplex függvénynek: segítségével a kvantummechanikai 

várhatóértékek kiszámítása komplex függvények integrálására vezethető vissza. Azt 

is be lehet látni, hogy a sűrűségoperátorhoz rendelt P(a) függvény a sűrűségoperátor 

antinormál rendezett alakját adja meg:

P(o) = IX»“"1“"-'

m,n

m,n

в = ßA = (1.1.13)

7Г
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A (1.1.12) és (1.1.13) egyenletek összevetéséből kitűnik, hogy egy operátor kvantum- 

mechanikai várhatóértékének kiszámításánál a sűrűségoperátor antinormál rendezé­

séhez tartozó komplex függvényt kell integrálni az operátor normál rendezett alak­

jához rendelt komplex függvénnyel. Azonban a kétféle rendezést fel is cserélhetjük. 

Ha pedig az operátor szimmetrikus rendezéséhez tartozó komplex függvényt választ­

juk, akkor a sűrűségoperátornak is a szimmetrikus rendezett alakját kell használni a 

(1.1.12) képletben. A sűrűségoperátor normál rendezett alakjához rendelt komplex 

függvényt Q(oc) függvénynek, az antinormál rendezetthez tartozót P(a) függvénynek, 

a szimmetrikusan rendezett alakhoz tartozót pedig W(а) Wigner függvénynek nevezik 

[26, 27]. Ezekkel a függvényekkel a klasszikus fázistérbeli eloszlásfüggvényhez hasonló 

módon lehet várhatóértékeket kiszámítani a kvantummechanika keretén belül, ezért 

kvantummechanikai kvázi-valószínűségeloszlás függvényeknek is nevezik őket. Azért 

nem tekinthetők hagyományos értelemben vett eloszlásfüggvényeknek, mert lehetnek 

negatív tartományaik, sőt nem is mindig léteznek függvény értelemben. Az utóbbi 

megállapítás különösen igaz a P(ce) függvényre, amely már a klasszikusnak tekintett 

koherens állapot esetében is a Dirac ő disztribúció. Kvázi-valószínűségeloszlás függvé­

nyeket nemcsak harmonikus oszcillátor keltő és eltüntető operátorainak rendezésével 

kapcsolatban lehet definiálni, hanem a kanonikusán konjugált koordináta és impulzus­

operátorok rendezett szorzataihoz is hozzárendelhetők. A Wigner eloszlásfüggvény a 

sugárzási tér leírásán túl, atomi állapotok és fény-anyag kölcsönhatás fázistérbeli jel­

lemzésére is hasznos eszköznek bizonyult [3, 4, 5]. Végül megjegyezzük, hogy mindhá­

rom kvázi-valószínűségeloszlás függvényre fel lehet írni egy-egy dinamikai egyenletet, 

amely ekvivalens a sűrűségoperátor időfejlődését meghatározó von Neumann egyen­

lettel. Ennek alapján beláthatjuk, hogy a kvázi-valószínűségeloszlás függvények és az 

operátorok különböző rendezett alakjaihoz rendelt komplex függvények lehetővé teszik, 

hogy a kvantummechanikát a klasszikus mechanikához hasonlóan a kvantummechani­

kai fázistérben tárgyalhassuk. A harmonikus oszcillátor koherens állapotai pedig nagy 

segítséget jelentenek az oszcillátor Hilbert terén ható operátorok rendezése során fel­

lépő függvények meghatározásánál.

A (1.1.5) egyenlet a koherens állapotok teljességét fejezi ki. Azonban a koherens 

állapotok egész komplex síkon értelmezett halmaza túlteljes rendszert alkot. Neumann
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János bebizonyította, hogy ha a komplex síkon kiválasztunk egy szabályos rácsot, 

amelynek elemi cellája n területű, akkor az így definiált megszámlálhatóan végtelen 

sok elemű halmaz épp teljes rendszert alkot. Ha az elemi cella területe nagyobb mint 

7Г akkor a halmaz nem teljes, ha pedig kisebb, akkor túlteljes [6].

Cahill tétele még ennél is többet állít: ha a komplex síkon van egy tetszőleges 

{an}fieN Cauchy sorozatunk, akkor a {| an)}neN koherens állapot halmaz teljes rend­

szert alkot, azaz a harmonikus oszcillátor Hilbert terének a nullvektora az egyetlen 

vektor, amely valamennyi | an) bázisvektorra ortogonális [7]. Azonban nem sikerült 

általánosan teljességi relációt találni egy-egy ilyen halmazra, s ezért nincs általános 

konstruktív eljárás egy állapot kifejtésére a Cahill féle bázisokban.

Janszky és Vinogradov megmutatták, hogy koherens állapotok páros függvény 

szerinti folytonos szuperpozíciója a komplex sík valós tengelye mentén kvadratúra- 

összenyomott (squeezed) állapotra vezet [8]. A kvadratúra-összenyomottság azt je­

lenti, hogy a (1.1.2) egyenletben az x vagy у operátor szórása kisebb a vákuum ha­

tárértéknél, 1/2-nél [9, 10, 11]. A fázistérben az állapotot meghatározó a pont köré 

egy ellipszist lehet rajzolni, amely a részecske fázistérbeli helyének bizonytalanságát 

fejezi ki. Koherens vagy vákuum állapot esetén az ellipszis helyett egy 1/2 sugarú 

körünk van. A 1. ábrán egy | 0 kvadratúra-összenyomott vákuum állapot fázistér­

beli eloszlását ábrázoltuk, mely egy £ = гегв komplex paraméterrel jellemezhető. Az 

l/2exp(—r) és l/2exp(r) mennyiségek a fázistérbeli bizonytalanságot megadó ellip­

szis kis- és nagytengelye. A 9/2 szög pedig az ellipszis nagytengelyének iránya az X 

tengelyhez képest. Visszatérve az egyenes menti szuperpozícióra, ha eloszlásfüggvény­

ként Gauss-függvényt válassztunk, akkor az ideális, kvadratúra-összenyomott vákuum 

állapotot kapjuk [8]:

Го
J —00

dxe x2t'1 I x)10 = 5(010) =
л/тп

2u
-----, /i = coshr, zv = sinhr, (1.1.14)7 —

fJL — V

ahol S(Q = exp(|<(at2 _ I(*а2) a squeezing-operátor (а С)=гегв paraméter kapcsola­

tát az összenyomott vákuum állapot hely és impulzus eloszlásával a fázistérben már 

láttuk).
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1. ábra: A kvadratúra-összenyomott (squeezed) vákuum állapot bizonytalansági ellipszise a 

fázistérben.

A kvadratúra-operátorok szórása a 7 paraméterrel kifejezve:

1
(1.1.15)Ax 2уТ+Т

A fenti, egy-dimenziós koherens állapot szuperpozíció jelentősége az, hogy ugyan csak 

egy speciális állapotosztály esetében, de sikerült a koherens állapotok egy részhalma­

zán kifejteni állapotokat a (1.1.6) teljes halmazon értelmezett kifejtés helyett, ráadásul 

most egyértelműen tudjuk, hogy a súlyfüggvény paramétereinek megváltoztatása mi­

lyen kvantumállapotra vezet.

Az egy-dimenziós reprezentációk területén továbblépést jelentett Ádám, Földesi, 

Janszky eredménye [12], akik kimutatták, hogy a harmonikus oszcillátor energia-operá­

torának kvadratúra-összenyomott sajátállapotai ugyancsak kifejthetők koherens álla­

potok szuperpozíciójával a fázistér valós tengelye mentén:
roo

I Hn)=S(С) I n)=Mn / dxHn(ax)e~x2/l | x),
J —OO

(2 + 7)^yTT7 
2n7m!(n + 1)7

ahol Hn(x) az n-edik Hermite polinom. A {| Hn)}neN halmaz ortonormált bázis, mivel 

egy ortonormált bázis unitér transzformáltja. A harmonikus oszcillátor tetszőleges | ф)

2(1 + 7) 
7(2 + 7)’K= (1.1.16)a =
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állapota kifejthető a {| Hn)}nen bázisban:
OO

\ф) = ^К\Нп), (1,1.17)K = {H„ I Ф).
n=0

A fenti kifejtés egyúttal konstruktív módszert kínál egy tetszőleges állapot valós tengely 

menti koherens állapot szuperpozíció súlyfüggvényének a megtalálására. Tegyük fel, 

hogy I ф) előállítható a következő szuperpozícióval:

í dxF(x) I x).
J — OO

I ф) (1.1,18)

Kérdés: hogyan lehet megkapni az F(x) súlyfüggvényt? A válasz a (1.1.16,1.1.17) 

képletek alapján így hangzik: fejtsük ki az állapotot a {| Hn)}nen bázisban. A hn 

együtthatók ismeretében képezzük a
OO

Flx) = Y^h,MíH,l(xyrr'-/'> (1.1.19)
n=0

összeget, amely épp a keresett eloszlásfüggvény. A (1.1.19) egyenletben kapott kifejtési 

függvénnyel kapcsolatban két probléma is felmerül: a formula gyakorlati alkalmazha­

tóságát megnehezíti az, hogy a hn együthatók kiszámításához meg kell határoznunk a 

S(Q squeezing-operátor hatását vagy a kifejtendő | ф) állapotra, vagy az | n) energia 

sajátállapotokra, vagy kiszámítani a
/»OO

/ dxHn(ax)e~x2(x \ ф)
J —OO

hn — (1.1.20)

integrált. Általában ezek egyike sem túl egyszerű feladat. A másik egy elvi jelentőségű 

kérdés: vajon csak a fázistér teljes valós egyenese mentén lehet kifejteni egy állapotot, 

vagy elég egy rövidebb szakasz is? Cahill tétele alapján a komplex síkon bármilyen 

kis szakasz vagy görbe alkalmas arra, hogy rajta koherens állapotok szerint kifejtsünk 

egy tetszőleges állapotot, ezért fennáll a lehetőség, hogy más görbékre is találjunk 

konstruktív kifejtési eljárást.

A fázistérbeli egy-dimenziós reprezentációk kidolgozásának nemcsak elvi, hanem 

gyakorlati jelentősége is van. Vannak olyan kísérletek, amelyekben egy harmonikus 

oszcillátor modellel leírható rendszer kvantumállapota valamely külső térrel való köl­

csönhatás következtében koherens állapotok folytonos vagy diszkrét szuperpozíciója­

ként áll elő. Példaképpen megemlítjük, hogy Wallentowitz és munkatársai kidolgoztak
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egy eljárást, amellyel ioncsapdában a csapdázott ion rezgési állapotát koherens álla­

potok diszkrét szuperpozíciójaként tudják előállítani a fázistér valós tengelye mentén 

[13]. Egy másik terület a kétatomos molekulák, amelyekben egy rövid fényimpulzussal 

kiváltott Franck-Condon átmenet leírásánál egy olyan egyenletet kapunk a kialakuló 

rezgési állapotvektorra, amely koherens állapotok folytonos, kör menti szuperpozícióját 

tartalmazza (lásd a 3.1.1 alfejezetet).
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1.2. Egy-dimenziós folytonos koherens állapot reprezentációk

Az előző fejezetben megmutattuk, hogy a koherens állapotok túlteljes rendszert alkot­

nak, s ezért elvileg egy részhalmazuk is használható bázisként. Most levezetünk egy 

módszert, amellyel a fázistér elvileg tetszőleges Г görbéje mentén vett folytonos vagy 

diszkrét koherens állapot szuperpozícióval meg lehet adni az állapotot. Induljunk ki a 

(1.1.18) egyenlet kicsit módosított változatából:

I Ф) = J^dzF(z) I z). (1.2.1)

A koherens állapot (1.1.4) Fock állapotok szerinti kifejtésében az összegzést vágjuk 

le egy tetszőlegesen nagy, de véges N értéknél, s ezt a közelítő koherens állapotot 

helyettesítsük be a (1.2.1) egyenletbe:

W p л

5Í'-0Wsi'I Ф) n),

-1/2 
2 n

G(z)=Nn(z)F(z) (1.2.2)
„ 71=0

A Fock bázis csonkolására azért van szükség, hogy az integrálás és összegzés műveletet 

biztosan fel tudjuk cserélni. Ez egyúttal megkötést jelent a kifejthető állapotra is: 

az állapotnak merőlegesnek kell lennie az A-nél nagyobb indexű Fock állapotokra. 

Ez a fajta csonkolt Hilbert téren való kifejtés nem ismeretlen a kvantumoptikában, 

gondoljunk a Pegg-Barnett féle fázis-operátor formalizmusra [16].

Tegyük fel, hogy ismert а | ф) állapot reprezentációja Fock bázisban:

N

I ф)=ЕСп i n>- (1.2.3)
n=0

A (1.2.2) és (1.2.3) egyenleteket összehasonlítva látszik, hogy a (1.2.2) egyenletben 

szereplő integráloknak és a megfelelő Fock kifejtési együtthatóknak meg kell egyezniük 

egymással:

cn — J dzG(z)zn,Cn = y/n\ (1.2.4)n = 0...N.

Az egyenlet jobboldán álló zn polinomok bázist alkotnak a legfeljebb iV-ed fokú po- 

linomok terében. Ez a bázis nem ortogonális, de ortogonalizálható a Schmidt-féle
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ortogonalizációs eljárással [14]. Tegyük fel, hogy választunk egy w(z) súly függvényt, 

amire a polinomok ortogonálisak, s a zn polinomok ortogonalizálása után kapjuk a 

ortonormált polinomrendszert, mely az ortogonáltsági relációt a követ-{Pn{z)}n=l...N

kező alakban elégíti ki:

L dzPn(z)Pm(z)w(z) = S (1.2.5)nm •

A zn és Pn(z) polinomok között fennáll a

\ / Po,q 0 ... 0 N

P\ fi Pi,i ■■■ 0

г» 'íад
Pi (fi zl

(1.2.6)

\z" JV Pn(z) \ Pn,о Pn,i ••• Pn,n

összefüggés. Az egyenlet jobboldalán álló mátrixot a Pn(z) polinomok együtthatóiból 

képezzük. Mivel egy alsó háromszög mátrix, ezért determinánsa egyenlő a főátlóbeli 

elemek szorzatával, ami garantáltan nem nulla, azaz a mátrix invertálható. A (1.2.6) 

egyenlet baloldalán álló vektort jelöljük P(z)-vel, a jobboldali zn polinomokból álló 

vektort z-vel, az együttható mátrixot pedig P-vel. E jelölésekkel a (1.2.6) egyenlet

inverze:

z = P~1P(z). (1,2.7)

A (1.2.7) egyenletben zn polinomot egy ortonormált polinomrendszer tagjaival fe­

jeztük ki. Ha ezt behelyettesítjük a (1.2.4) egyenletbe, akkor a

G(z)■n = JdzK(z)Pn(z)w(z), K{z) = (1.2.8)n = 0...A\
w(z) ’

integrálokat kell elvégeznünk, amelyek approximációs együtthatókat szolgáltatnak a 

K(z) függvény {-Pn(z)}neN polinomokkal való közelítő előállításához. Ebben a lépésben 

látszólag impliciten feltételezzük, hogy az első N polinommal jól közelíthető a K(z) 

függvény, azonban a K(z)~ről előzetesen nem tudunk semmit. Majd látni fogjuk, hogy 

К(z) függvényt épp ezek a Kn együtthatók határozzák meg. A (1.2.4) egyenletet 

átírjuk a (1.2.7) és (1.2.8) egyenletek segítségével, vektor és mátrix jelölést használva:

c = P-1K. (1.2.9)
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Az egyenletet invertálva, elvégezzük K(z) polinom-approximációját:

(1.2.10)K(z)=P{z)Pc.

Figyelembe véve K(z) és G(z) definícióját, megkapjuk a keresett F(z) súly függvényt:

F(z)=w(z)Af^(z)P(z)Pc. (1.2.11)

Az (1.2.11) egyenlet jobboldalán a w(z), J\Ín(z), P(z), P mennyiségek függetlenek a c 

vektorral meghatározott állapottól, s így rögzítve а Г halmazt és a csonkolt Fock tér 

N + 1 dimenzióját, előre kiszámíthatók.

Szót kell még ejtenünk arról, hogy a (1.2.11) egyenlet által meghatározott F(z) 

súlyfüggvény mikor létezik függvény és mikor csak disztribúció értelemben. Ez nyil­

vánvalóan függ a választott polinomrendszertől és a reprezentálandó állapot Fock ki­

fejtési együtthatóitól is. Általában azt mondhatjuk, ha a (1.2.11) egyenletben az N 

növelésével konvergens függvénysorozatot kapunk, akkor az F(z) függvény, ha a függ­

vénysorozat divergens, akkor F(z) csak disztribúció értelemben létezik, legalábbis e 

módszert használva.

Mindezidáig nem konkretizáltuk, milyen Г halmazokon és milyen polinomrendsze- 

rekkel állítjuk elő F(z) súlyfüggvényt. A 1. táblázatban összefoglaltunk néhány ne­

vezetes polinomot, amelyek a valós számegyenes részhalmazain vannak értelmezve, és 

kiindulásként szolgálhatnak az F(z) súlyfüggvény (1.2.11) előállításában. Amennyiben 

sikerül találni egy polinomrendszert, amely nem a valós számegyenes valamely rész­

halmazán értelmezett, úgy a bemutatott módszer természetesen arra is alkalmazható.

A módszer használatának illusztrálására határozzuk meg egy valós tengelyen fekvő 

I Жо) koherens állapot F(x) súly függvényét. A koherens állapot (1.1.4) Fock kifejtési 

együtthatóiból kapjuk a c vektor elemeit:

cn = e xo/2 Xq. (1.2.12)

A 1. táblázatból bármelyik polinomot választhatjuk, jelöljük ezt Pn(x)~szel. A polinom 

értelmezési tartománya legyen az [a, b] intervallum, a súlyfüggvényt jelöljük w(x) -szel. 

Ekkor F(x) függvényre a (1.2.6) felhasználásával kapjuk:

F(x) = w(x)J\f^1(x) e~x°/2 P(x)P(a;o). (1.2.13)
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w(x) súlyfüggvényPolinom Intervallum

7г/2 пф 0 

7Г n — 0
(1 - X2)-1/2Chebyshev I. Tn(x) К, 1]

(1 - x2f!2 n/2Chebyshev II. Un{x) 

Legendre Pn(x) 

Laguerre Ln(x) 

Hermite Hn{x)

[-1, 1]

2/(2n+l)К, 1] 1

[0,oo] e“1 1

e x212 n1'2 n\ 2n[—oo, oo]

1. táblázat: Néhány polinomrendszer, amelyekkel F(x) előállítható a valós számegyenesen, 

f dxw(x)P2(x) = sn amivel még le kell normáim a polinomokat a (1.2.11) képletben.

A (1.2.13) kifejezés az N -4 oo határesetben a {Pn(x)}n£N polinomhalmaz teljességi 

relációja, ha x0 benne van a polinomok értelmezési tartományában. Ekkor (1.2.13) 

képletben F(x) = ő(x—x0). Ez az eredmény összhangban van eló'zetes várakozásunkkal, 

hiszen

f b
/ dx5(x 

J a
I xo) = - xo) I x), Zo € [a, b]. (1.2.14)

Konkrétan, ha a Hermite polinomokat választjuk teljes rendszerként, akkor [o, 6] 

. Behelyettesítve a (1.2.13) egyenletbe:[—oo,oo] és w(x) = e x2

N 1F(x)=e~x2/2-x°/2 lim V
N-* oo

Hn(x)Hn(xo) = S(x - x0), x e [-00,00].
\/n 2n n\

71=0

(1.2.15)

Egy másik választási lehetó'ség a Chebyshev I. polinomok, melyek ах e [—1,1] szaka­

szon értelmezettek, a súlyfüggvényük (1 — x2)“1/2. Az (1.2.13) egyenlet ekkor

ex2/2—xg/2 Ji
^Tn(x)Tn(x0),F(x) — x e [-1,1]. (1.2.16)(1 - x2)V2
71 = 0

A 2. ábrán N = 30-ig adtuk össze a Chebyshev polinomokat. A függvény grafikonján jól 

látható egy kiemelkedő' csúcs. A 3. ábrán N = 120 Chebyshev polinomot összegeztünk. 

Itt már jó közelítéssel Dirac 6 eloszlásnak tekinthető az F(x) súlyfüggvény.

Ha Xo a polinom értelmezési tartományán kívül esik, akkor a N —> 00 határeset­

ben F(x) általában nem konvergens, s egy reguláris disztribúciót kapunk. Ezen azt
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2. ábra: A | 0.3) koherens állapot egy-dimenziós reprezentációs függvénye a [—1,1] interval­

lumon Chebyshev I. polinomok szerint kifejtve, N = 30. Bár a függvény még nem egy éles 

Dirac ő, de a csonkolt koherens állapotot pontosan visszaadja.

értjük, hogy F(x) minden véges N értékre függvény értelemben létezik, s az N —>■ oo 

határesetben pedig a függvénysor határértéke már nem függvény. Gondoljunk például 

arra, hogy a (7r1/2a)_1 exp(—x2/o) Gauss-függvény a a -» 0 határesetben a Dirac 5 

disztribúcióhoz tart. Azonban F(x) ilyenkor is előállítja a kiindulási | x0) koherens 

állapotot. Ennek belátására a (1.2.13) kifejezést helyettesítsük be a (1.2.1) képletbe. 

Felhasználva a koherens állapot Fock állapotok szerinti (1.1.4) kifejtését a

(i)P(a:)P(io)Mr(í) ^4=7 I n)‘
V n\

rb
e~xol2 / dxw(x)Nfj 

J a
(1.2.17)

integrálra jutunk. Figyeljük meg, hogy AÍn(x) kiesik. A (1.2.7) egyenlet segítségével 

xn kifejezhető a Pi(x) polinomokkal:

e-‘>2 fdxw(x) jhpm(x)Pm(x„) ^^(,|

a 171=0 n=0

amely az integrálás elvégzése után az

n) (1.2.18)\frú

N 1
e °П E TT'5».,ií,™(^)(P-1ki|n)

m,n,(=0 'Jnl
(1.2.19)
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3. ábra: Ugyanaz, mint a 2. ábra, de most N = 120. Ez a görbe már jó közelítéssel a Dirac 

ő disztribúció.

alakra egyszerűsödik. A (1.2.7) egyenlet ismételt alkalmazásával, némi átrendezés után 

kapjuk:

N Tn
~xl/2 ST' I

_ \fn\ (1.2.20)

amely épp a kifejteni kívánt, csonkolt koherens állapot.

Az F(x) súlyfüggvény (1.2.11) kifejtésének egy másik szemléletes jelentést is ad­

hatunk. Az egyszerűség kedvéért a kifejtéshez használt {Pi(x)} polinomok legyenek 

valós számhalmazon értelmezettek. A P együtthatómátrix Ik eleme előállítható a Pi(y) 

polinom deriválásával:

1 dk
p,(v) (1.2.21)Plk — k\ dyk y=о

Ezt behelyettesítve a (1.2.11) képletbe kapjuk:

N

TP,(x)P,(y) w(x)MN'(x) (1.2.22)
k=0 y=0

ahol figyelembe vettük c definícióját. Az N -> oo határátmenetben a (P;(x)} polino-
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mok teljességi relációját kihasználva a (1.2.22) formula az

F(x)=y—[) ^у/к\ду« M~\x) (1.2.23)S(y - x)
k=О y—O

alakot ölti. Helyettesítsük be ezt a kifejezést az egy-dimenziós kifejtést definiáló (1.2.1) 

egyenletbe:
pb °° _ p)k[ dx S(y — х)Я 1(x) I x) (1.2.24)I Ф)

y=o

А Я 1(x) I x) vektor a normálatlan koherens állapot, amelyet Bargman állapotnak is 

neveznek:
00 / xlll*> = £ 10- (1.2.25)

VT\1=0

A (1.2.24) egyenletben elvégezzük az integrálást, figyelembe véve a (1.2.25) definíciót:
00 dk

1Ф) ^Jb.Dv“ II») (1.2.26)
fe=0 y=o

Az eredmény triviális, ugyanakkor az az út, ahogy eljutottunk hozzá jól mutatja az 

F(x) függvény kapcsolatát a kifejtendő' állapottal. A kifejezést tekinthetjük egy repre­

zentációnak a {||o:)} normálatlan koherens állapotok origó körüli nyílt halmazán. Eb­

ből a szempontból a (1.2.26) egyenlet megadja a kapcsolatot a kifejteni kívánt állapot 

Fock reprezentációja és normálatlan koherens állapot reprezentációja között.

Példaképpen ismét tekintsük a koherens állapotot. A (1.1.4) Fock együtthatókat 

behelyettesítve a (1.2.26) egyenletbe kapjuk:

—MV2 y' ^ dk

k=0

= е~|а|2/2||о')=| a).

(%)ll!,>= e-H2/2I Ф) 111/) exp
k\ dyk y=0y—O

(1.2.27)

Általában mindig ilyen “szép” eredményre jutunk, ha a (1.2.26) képletben az összegzést 

analitikusan, zárt alakban el tudjuk végezni. Ha a kifejtendő állapot véges sok koherens 

állapot szuperpozíciója, akkor ez mindig sikerülni fog. Érdekességképpen tekintsük az 

optikai Schrödinger-macska állapotokat:

(“!)ыM+{\ a)+ I —a)) = 2A4+cosh
y=0

(%) lla/>M-(I a)- I -a)) (1.2.28)2Л4_ sinh
y=o
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4. ábra: A fázisoptimalizált állapot egy-dimenziós koherens állapot reprezentációja Chebyshev 

polinomok szerint kifejtve.

Utolsó példánkban meghatározzuk az egy-dimenziós, folytonos koherens állapot 

reprezentációját a Summy-Pegg féle fázisoptimalizált állapotnak [15], amely eddig is­

meretlen volt az irodalomban. A fázisoptimalizált állapot nevezetes tulajdonsága, 

hogy fázisszórása minimális a Pegg-Barnett féle fázis-operátor formalizmusban [16]. A 

fázis-operátor definíciója:

Фв У ] 9m I ^m) ißm | j (1.2.29)
m=0

ahol (I 9m)} a fázis sajátállapotok:

1 У^ехр(inOm) I n),0m) (1.2.30)
\/l + s n=0

a 9m sajátértékek pedig:

2mn
9m — 9o + (1.2.31)m — 0,1, 2,..., s.

s + 1’

A fázis-operátor várhatóértéke egy adott állapotban függ a 9m referencia fázistól, de 

szórása nem. A fázis-operátor tehát itt is egy csonkolt Hilbert téren van definiálva. 

Minden várhatóértéket úgy kell meghatározni, hogy előbb véges s értékkel számolunk, 

majd vesszük az s —> oo határ átmenetet.
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A fázisoptimalizált állapot Fock kifejtési sora [15]:

Noo

I Ф) =Jsf ^ Ai(a[Ä: + b] + b0) I k) = JJbk | k) (1.2.32)
k=0 k=0

ahol Ai(x) az Airy függvény [17], b0 = —2.3381 az Airy függvény első nullahelye. A 

konkrét példában а = 0.271 és b = 0.86. A fotonszám-operátor várhatóértéke (n) = 

= 4.86, a fázis-operátor szórása Аф = 0.0574. Helyettesítsük be a (1.2.11) egyenletbe

F
1

0.8

0.6

0.4

0.2

x-1 1 2 3 4 5

5. ábra: A fázis optimalizált állapot egy-dimenziós koherens állapot reprezentációja Hermite 

polinomok szerint kifejtve.

a fázisoptimalizált állapot (1.2.32) Fock együtthatóit. Ha a Chebyshev polinomokat 

választjuk polinomrendszerként, F(x) függvényre a

gi2/2 N

^2 Tn(x)TnkVk\bk,
n,k=0

kifejezés adódik. A függvény grafikonját a 4. ábra mutatjuk be, amely az első 25 

Fock együttható figyelembevételével született. Az oszcillációk hatalmasak, ami arra 

vall, hogy a [—1,1] szakaszon csak disztribúció értelemben tudjuk előállítani a (1.2.32) 

állapotot.

Amennyiben Hermite polinomokkal fejtjük ki a fázisoptimalizált állapot F{x) súly-

F(x) x £ [-1,1] (1.2.33)
(1 -Z2)!/2
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6. ábra: A fázis optimalizált állapot Wigner eloszlásfüggvénye.

függvényét a

N
F(x) = e-x2/2 Y, ^^Hn{x)HnkVk\bk,

n,k=0 *
X e [ OO, oo] (1.2.34)

képletet kapjuk. Az e_x2/2 szorzófaktor a szumma előtt gyorsan lecseng |x| növeked- 

tével, ezért van rá esély, hogy mind véges, mind |ж| —> oo a határesetben a (1.2.34) 

súlyfüggvény véges határértékhez tart N növelésével. A függvényt az 5. ábrán mu­

tatjuk be, ahol N — 35 Fock együtthatót összegeztünk. Jól megfigyelhető, hogy a 

súlyfüggvény nem nyúlik át az origón, hanem csak a pozitív félegyenesen különbözik 

nullától. Az origótól távolodva lassan növekszik, majd nullára csökken. Ez azt su­

gallja, hogy a Summy-Pegg féle fázisoptimalizált állapot Wigner eloszlásfüggvényének 

képe a fázistérben csepp alakú. A 6. ábra igazolja ezt a feltételezést, azonban a csepp 

csak nagyon kicsit elnyúlt.
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1.3. Egy-dimenziós diszkrét koherens állapot reprezentációk

Most megmutatom azt, hogy egy állapot egy-dimenziós folytonos koherens reprezentá­

ciós függvény ismerete alapján az állapot koherens állapotok szerinti diszkrét reprezen­

tációját hogyan tudjuk megtalálni. Mindenekelőtt tisztáznunk kell, mit értünk ponto­

san diszkrét koherens állapot reprezentáció alatt. Neumann és Cahill tétele is koherens 

állapotok megszámlálhatóan végtelen sok elemű halmazának a teljességét mondja ki. 

A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy sok esetben már egy csonkolt Neumann rá­

cson, vagy a Cahill féle bázis néhány elemének lineáris kombinációjával is nagyon jól 

közelíthető a kifejteni kívánt állapot. Az irodalomban, amikor egy állapotot néhány 

koherens állapot szuperpozíciójával közelítenek, s a szuperpozíciós együtthatókat nu­

merikusán, optimalizációval határozzák meg, a diszkretizáció utóbbi esete valósul meg 

[18, 19, 20].

Mi egy másik utat javaslunk azokra az esetekre, amikor F(x) valós számokon ér­

telmezett, sima függvény, azaz a (1.2.11) képletben az N —> oo határesetben F(x) 

az értelmezési tartománya minden pontjában függvény értelemben létezik. A diszkrét 

koherens állapot reprezentáció meghatározásának az az alapja, hogy a (1.2.1) egyen­

letben szereplő integrált numerikusán közelítjük a (1.2.11) képletben megadott F(x) 

súlyfüggvény felhasználásával. Induljunk ki a (1.2.4) képletből, amely kapcsolatot te­

remt az állapot F(x) folytonos koherens állapot reprezentáció súlyfüggvénye és a c* 

Fock kifejtési együtthatói között. Helyettesítsük be G(x) helyére a polinom kifejtését:

ci= dxw(x)Bi(x) 
J а

Bl(x) = ^7=P(x)Pcxl, (1.3.1)1 = 0...N.
y/Ü

Bi(x) általában komplex függvény, de mivel valós polinomokkal fejtettünk ki, ezért a 

képzetes része csak a c vektor képzetes részéből származik. A (1.3.1) egyenletben az 

integrált a Gauss kvadratúra módszerrel tudjuk numerikusán kiszámítani [17]:
fb n

ci— dx w{x)Bi{x) = y^yWjBi(xj) + R 
Ja i=о

(n) _n(n) , fí(n) 
l ~al + Kl . (1-3.2)

ahol a {w;} súlyokat az {z*} pontokat és a R\n^ hibakorlátokat a 1. táblázatban 

megadott intervallumokhoz és integrálási súlyfüggvényekhez a 2. táblázatban közöljük. 
Az egyenlet jobboldalán álló af1^ számok az n + 1 pontos diszkretizációval közelített 

Fock együtthatók, amelyek hibája .
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R(n)Polinom Intervallum XiWi

(2í-1)tt
(2n)!22n_1 J 'A>К- 1]Chebyshev I. Tn(x) 

Chebyshev II. Un(x) 

Legendre Pn(x) 

Laguerre Ln{x) 

Hermite Hn(x)

TL COS 2 n
___E___ f(2n)(f)t
(2n)!22n+1 •!

”7T SÍn2 -ХТ7Г 
ra+1 n+1 cos

Рп(^) = 01

^n(^)=0t

я„(®о=о+

[-1, i]
22"+4n!)4 f(2n) ( r\i

(2ra+l)[(2n)!]3 J

/<2")(í)*

2[-1, 1] (1-х?)[Р4(х012
(n!)2Xj

[0, oo] (n+l)2[Ln+i(xj)]2
2n~ln\^ n\ytv[-00,00]

n2[Hn-l(Xj)l2 2n(2n)!

í dxw(x)f{x) = '^2wif(xi)+R('nHO
Ja i=0

2. táblázat: A Gauss kvadratúra integrál Wi súlyai,

Xi pontjai és hibakorlátjai különböző polinom rendszerek esetén.

1: Xi a Qn{x) polinom i-edik nullahelye.

t . j{2az f(x') függvény 2n-edik deriváltja azon a helyen, ahol az integrálformulában az 

egyenlőség teljesül.

A kifejteni kivánt | ip) állapot ennek alapján a

I Ф)~I i>d»8zk) = y^jwiM(xj) ^(a^Pc I Xi) (1.3.3)
i=0

diszkrét koherens állapot szuperpozícióval állítható elő. A közelítés pontosságát szám­

szerűen úgy tudjuk megbecsülni, hogy meghatározzuk a diszkretizáció útján nyert 

(1.3.3) állapot normájának egytől való eltérését. A (1.3.1) és (1.3.2) egyenletek fel- 

használásával:
N N 2 N Г,

+ Д,(П)| =£ a!n) 2 + a\n)*Rln) + a\n)R\n)* + p[n) 2 .1 = Illeni2='52\a!n)
(=0i=0 1=0

(1.3.4)

A jobboldali összeg első tagja a (1.3.3) diszkrét reprezentáció normája, a további tagok 

a Gauss integrálás hibájából származnak. Ha valamennyi R\n^ hibakorlát abszolútér­

téke felülről becsülhető egy e számmal, akkor
N

|1 - (ildázk I i>di,zk) I < 'R [2Re (“í”*) f- + f-2 - Í-,V + (2*£ + í2) . (1.3,5)
/=0

ahol к — max[Re(a[n^)], l = 0..N. A (1.3.5) egyenlet jobboldala eltűnik, ha a Gauss 

integrálok hibája nullához tart. Ez egyúttal azt jelenti, hogy a | ip) állapotot “pontosan” 

állítja elő a (1.3.3) diszkrét koherens állapot reprezentáció.
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2. Kvázi-valószínűségeloszlás függvények lokális rekonst­

rukciója kaszkád optikai homodin méréssel

Ebben a fejezetben két ismert állapot-rekonstrukciós eljárást kapcsolok össze, amely 

egy kísérleti szempontból is realisztikus mérési elrendezést ad kvázi-valószínűségeloszlás 

függvények lokális rekonstruálására. A 2.1 szakaszban ismertetem a homodin mérésen 

alapuló állapot-rekonstrukció alapjait. A 2.2 alfejezetben bemutatom a kaszkád ho­

modin mérési elrendezést.

2.1. Kvantumállapot rekonstrukció alapjai

A kvantummechanika axiómái szerint egy rendszer kvantummechanikai állapotát az 

állapotvektora teljesen meghatározza. A rendszeren végrehajtott tetszőleges mérés 

kimenetelét a kvantummechanika számolási szabályainak alkalmazásával az állapot­

vektorból ki lehet számítani. Érdekes volna, hogyha méréseket végezve nagyszámú, 

azonosan preparált rendszeren, meg tudnánk határozni a rendszerek kvantumállapo­

tát. Ezt a problémát először Pauli vetette fel 1933-ban [21]. A kérdése pontosabban így 

hangzik: ha ismerjük egy részecske hely ^(x)\2 és impulzus \ф(р)\2 eloszlását, ebből 

egyértelműen helyreállítható-e a részecske állapotvektora? A válasz az, hogy általá­

ban nem. Például ha a hullámfüggvény adott paritású, akkor csak a hely és impulzus 

eloszlás mérésével nem lehet különbséget tenni a hullámfüggvény és konjugáltja között.

Az áttörést K. Vogel és H. Risken eredménye hozta meg 1989-ben [22]. Bebizo­

nyították azt, hogy fény esetében a fázisforgatott kvadratúra-operátor [üt exp(i9) +

+ аехр(—гв)]/2 eloszlása kifejezhető kvázi-valószínűségeloszlás függvényekkel, mint 

például P, Q és Wigner, és megfordítva, ha a fázisforgatott kvadratúra-operátor elosz­

lása ismert minden в értékre a 0 < в < 7г intervallumon, akkor a kvázi-valószínűségeloszlás 

függvények megkaphatok. Röviden tekintsük át gondolatmenetüket. Az s-parametrizált 

karakterisztikus függvény Cahill féle definíciója [23]:

x(u, v\ s) =Tr{exp[—iuq — ivp + s(u2 + г>2)/4] g}. (2.1.1)
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Az eloszlásfüggvény a karakterisztikus függvény inverz Fourier transzformáltja:

OO1 dudvx(u,v; s)e^uq+vp\ (2.1.2)W{q,p\ s)
(2tt)2 OO

A W(q,p-, 1) a Glauber-Sudarshan féle P függvény [24, 25], a W(q,p-, 0) a Wigner 

függvény [26, 27] amelyet Wigner Jenő 1932-ben fedezett fel mint a klasszikus fázis­

térbeli eloszlásfüggvény kvantummechanikai analógiáját, nagyon általános szimmetria 

megfontolások alapján. Az ő eredeti definíciója:

1 j X X \
W(q’P') = 2n J dx exv(ipx) \9 - J I® l®+ 2/ (2.1.3)

Végül W(q,p-, —1) = (о: I ß I a)/7r a Q vagy Husimi függvény. A kvázi-valószínűségeloszlás 

függvényekről egy alaposabb bevezető a 1.1 alfejezetben található.

Vogel és Risken módszere alapjául az az észrevétel szolgált, hogy a fázisforgatott 

kvadratúra-operátor eloszlásának a Fourier transzformáltja egyenlő az s = 0 karakte­

risztikus függvénnyel. A fázisforgatott kvadratúra-operátor eloszlását a

m(q,e) = (q, \ Q | ©) = (? | (Нв)д(/Цв) | q) (2.1.4)

kifejezés adja meg, ahol Ü{9) = exp(—ihO) a fázistolás-operátora. A w(q,9) eloszlás 

Fourier transzformáltja:

= í dq(q I Ü{9) qŰ\9) U)exp(
J —OO

= J dq{q\Ü(9) gÜ](9)exp(

= Tr{Ü{9)qÜ'{9)exp(-iriq)}

= Tr{gÜ^(9)exp(—iriq)Ü(9)}

= Tr{p exp(—ip [íj cos 0 + psin0])} 

= xC7?cos ^7 sin ^5 0) •

w(v ,9) -щ g)

-ívó) I g)

(2.1.5)

A (2.1.1) definíció felhasználásával a (2.1.5) összefüggés kiterjeszthető valamennyi 

parametrizált karakterisztikus függvényre:

s-

X{v cos 9,77 sin 9] s) = w(77,9)ещ2^. (2,1,6)
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Behelyettesítve ezt a kifejezést az s-parametrizált eloszlásfüggvényt definiáló (2.1.2) 

egyenletbe, polár koordináta rendszer bevezetése után és a (2.1.5) egyenlet figyelembe 

vételével megkapjuk a keresett összefüggést:
poo г ж roo
/ / / dxd0dr)w(x,9) \rj\ exp (ip [q cos 9 + psin0 — x] + srj2/4).

J —oo J 0 J—oo

(2.1.7)

1
W(q,p] s)

(2tt)2

A (2.1.2) egyenlet inverz Fourier transzformáltját véve a (2.1.5) és (2.1.6) egyenletek 

felhasználásával és az integrálási változók cseréjével jutunk a w(q,9) fázisforgatott 

kvadratúra-eloszlás kifejezésére:
OO OO

du dv drj W(и cos 9 — v sin 9, и sin 9 + v cos 9\ s) 

x exp(—srj2/4 + ir][q — u]).
—oo J — oo J — oo

(2.1.8)

Amennyiben s > 0 az p szerinti integrálás elvégezhető':
OO1 uf/s\.w(q,9) du dv W{u cos 9 — v sin9,usin9 + ücos 9\ s) exp[— (q

Фrs OO

(2.1.9)

Az s —> 0 határátmenetben, azaz ha a Wigner függvényt transzformáljuk, (2.1.9) az 

egyszerűbb
poo 

J — oo
w(q,9) = dv W(q cos 9 — v sin 9, q sin 9 + v cos 9\ 0) (2.1.10)

alakot ölti. Ennek az eredménynek igen szemléletes tartalma van: a fázisforgatott 

kvadratúra-operátor eloszlása a Wigner függvény vetülete a fázistérben egy 9 irányú 

felületre.

Térjünk most vissza a (2.1.7) képletre. Vezessük be a

1 f°°
- drj \rj\ exp(irjx + sr)2/4)
^ J — OO

K,(x) = - (2.1.11)

jelölést, amit kernel-függvénynek nevezünk. Ennek felhasználásával (2.1.7) átírható a

ич«,р;*)=^ dx d9w(x,9)Ks(qcos9 +psin9 — x) (2.1.12)
2tt2

alakra. Ha s > 0 akkor az integrál divergens és a kifejezés értelmetlen. Az s —> —0 

határesetben az integrál általánosított függvény értelemben létezik, amelyet azonban
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regularizálni lehet. Eredményül kapjuk a (2.1.10) transzformáció inverzét, melyet in­

verz Radon transzformációnak neveznek:
w(x,e)OOV (2.1.13)W(q,p) d6 dx 2 >(q cos в + p sin в — x)2tt2

ahol V a Cauchy-féle főérték integrált jelöli. A (2.1.13) képletben szereplő transzfor­

mációt J. Radon publikálta először 1917-ben [28]. A transzformációt újra felfedezték 

az 1960-as években és az orvosi tomográfiában alkalmazták. A bemutatott rekonst­

rukciós eljárás analóg az orvosi alkalmazással, ezért kvantumállapot tomográfiának is 

nevezik. Megjegyezzük, hogy a numerikus implementáció során a (2.1.11) kernel kép­

letben csak egy véges frekvenciáig Fourier transzformáinak, és az origó környezetében 

pedig hatványsorral közelítik K0(x) függvényt.

Amennyiben s < 0 a (2.1.11) alatti integrál konvergens és a Ks(x) kernel függvény 

értelemben létezik. Az integrált elvégezve kapjuk:

OO

вд=-s — x exp(—x2/s) erfi^L , 
s y/S\

(2.1.14)1 - s < 0,

ahol erfi(:r) = 27r ll2 Ц dt exp(í2) a képzetes hibafüggvény. A (2.1.12) rekonstrukciós 

formula tartalma ez alapján úgy fogalmazható meg, hogy a fázistérbeli fázisforgatott

kvadratúra-operátor eloszlásainak az ismeretében az adatokat egy alkalmasan válasz­

tott Ks(x) kernel-függvénnyel konvolválva az s < 0 paraméterű kvázi-valószínűségeloszlás 

függvények rekonstruálhatók. Az állapot rekonstrukciónak ezt a módját “filtered back- 

projectionalgoritmusnak nevezik az irodalomban.

A Vogel és Risken által javasolt rekonstrukciós eljárást először Smithey, Beck, Ray- 

mer, és Faridani valósította meg kísérletileg 1993-ban [29]. Kísérletükben a vákuum és 

a kvadratúra összenyomott vákuum állapotú fény Wigner függvényét rekonstruálták 

a fázisforgatott kvadratúra-operátor eloszlásfüggvényének mérési adataiból az inverz 

Radon transzformáció alkalmazásával. A kísérleti elrendezésük elvi sémáját a 7. ábrán 

mutatjuk be. A mérésük során az úgynevezett szimmetrikus homodin mérés [30, 31] 

elvét használták a kvadratúra-operátor eloszlásának meghatározása érdekében. A fé­

ligáteresztő tükör egyik bemenetére érkezik a mérendő jel, a másikra az úgynevezett 

lokális oszcillátor mező, amelynek frekvenciája azonos a jel frekvenciájával, fázisa pedig 

a jel fázisához képest pontosan hangolható. A lokális oszcillátor mező nagy intenzi­

tású a jelhez képest, egyrészt azért, hogy fázisa minél határozottabb legyen, másrészt
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jel

а

7. ábra: A szimmetrikus homodin mérés elvi elrendezése. A jel és LO mezőket az NY 

nyalábosztó térben fedésbe hozza. A két detektor fotoáramának a különbsége arányos a jel 

fázis forgatott kvadratúra-eloszlásával.

azért, hogy klasszikusan lehessen kezelni. A nyalábosztó tükör után a jel és a lokális 

oszcillátor mező szuperponálódik egymással és a két kimeneten a fény amplitúdóját a

aj = 2 1/2(a — cklo), aj —2 1^2(а + о:/Уо) (2.1.15)

módus operátorok írják le. a a bemenő jel eltüntető módus operátora, аьо a lokális 

oszcillátor mező amplitúdója. A detektorokról feltételezzük, hogy a megjelenő fotoá- 

ram arányos az őket érő fény fotonszámával, amelyeket a

nj =aj^aj n'2 = a'2]a'2. (2.1.16)15

összefüggések adnak meg. A két fotoáram különbsége így arányos lesz a fotonszámok 

különbségével:

n'21 = nj - nj = a*LOa + aLOa) = V2\aLO \ q(6) (2.1.17)

ahol q(9) épp a mérni kívánt fázisforgatott kvadratúra-operátor. Ennek a kísérleti 

elrendendezésnek nagy előnye, hogy igen kis intenzitású jel mérésére is alkalmas, mert 

az erős lokális oszcillátor mező felerősíti a detektorokhoz érkező jelet. Az alkalmazott 

fotodiódák kvantum-hatásfoka közel 100% lehet [32].

Az s-paraméterezett kvázi-valószínűségeloszlás függvény ismeretében egy lineáris
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integrál-transzformáció segítségével meg lehet kapni a sűrűségmátrix elemeit is:
OO

(a' I q I а)=Тг{д \ а)(a' |} = 27t dq dp W(q,p', s) Wa>a(q,p-, -s) (2.1.18)
OO

projector Wigner transzformáltja (2.1.3). Mivel a 

mért kvadratúra-eloszlásokból ugyancsak lineáris transzformációval nyerjük a Wig­

ner függvényt, ezért léteznie kell egy lineáris leképezésnek amely a mért kvadratúra- 

eloszlásokból közvetlenül megadja a sűrűségmátrix elemeit:

ahol Waia(q,p-, -s) a a') (a

Qa>a = (a! I в I a) dq d9w(q,9)Fa'a(q,9) (2.1.19)

ahol {I a)} egy tetszőleges bázis [33, 34]. A (2.1.19) formula a mérés kiértékelése 

szempontjából jelent újat. Az Faia(q, 6) minta-függvények már a mérés elvégzése előtt 

kiszámíthatók valamennyi megkövetelt q és 0, valamint a és a' paraméter értékekre. A 

mérés során a minta-függvényeket statisztikusan átlagolják a mért gyakoriságokkal:

Qa'a — ((Faia(q, (2.1.20)

ahol a (. )a zárójel a statisztikus átlagolást jelenti. Fock bázisban a minta-függvényekre 

egy igen egyszerű kifejezés kapható [35, 36, 37]:

Fmn(q, 0) = -fmn{q) ехр[г(т - n)9\,
7Г

(2.1.21)

ahol fmn{q) az amplitúdó minta-függvény:

фт(х)фп(х) d
dX~q-Xy =dq

r°
J — OO

fmn{q) = -V [Фт(ч)Ч>пШ- (2.1.22)

фт(х) a harmonikus oszcillátor reguláris, <pn{x) a harmonikus oszcillátor irreguláris 

megoldása, melyek a harmonikus oszcillátor m-edik és гг-edik sajátértékéhez tartoz­

nak. Az irreguláris hullámfüggvények ugyancsak megoldásai a Schrödinger egyenlet­

nek, azonban négyzetesen nem integrálhatók. Az irreguláris hullámfüggvények úgy 

kaphatók meg, hogy a nulla sajátértékhez tartozó expliciten kiszámolható

(~t) erfi(9)<A) 0?) = 7T3/4 exp (2.1.23)

és a magasabb indexűeket az át foton keltő operátor ismételt alkalmazásával nyerjük:

atn
<Pn(q) = -r=i<p o{q)-

vn\
(2.1.24)
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A (2.1.19) összefüggés alapján, a minta-függvények (2.1.21) kifejezését felhasználva, a 

sűrűségmátrix elemeinek rekonstruálására Fock bázisban a

1
dqd9w(q, 9)fmn(q) exp[i(m - n)0] (2.1.25)Q mn n27Г

képletet kapjuk.

A NY
jel

äjel
D

LO

8. ábra: Az aszimmetrikus homodin mérés elvi elrendezése. A jel és LO mezőket az NY 

nyalábosztó térben fedésbe hozza. A detektor méri a szuperponált mező fotonstatisztikáját.

Az eddig ismertetett rekonstrukciós eljárások mind a kvázi-valószínűségeloszlás 

függvények mind a sűrűségmátrix esetében az objektumot egységes egészként állítja elő. 

Nincs lehetőség arra, hogy egy kvázi-valószínűségeloszlás függvény fontosabb területeit 

pontosabban kapjuk meg, míg a kevésbé lényegeseket csak kisebb pontossággal, amely 

kevesebb adatgyűjtést és így gyorsabb mérést jelentene. Wallentowitz és Vogel kidolgo­

zott egy aszimmetrikus homodin mérési elrendezést, amely a kvázi-valószínűségeloszlás 

függvényeket lokálisan, pontról pontra rekonstruálja [38]. A mérés elvi sémáját a 8. 

ábrán mutatjuk be. A mérendő jelet és a lokális oszcillátor mezőt a nyalábosztó szu- 

perponálja, amelyet a fotodetektorok rjD kvantum-hatásfokkal mérnek. A lokális osz­

cillátorról most nem tételezzük fel, hogy nagy intenzitású, s így kvantumosan kezeljük 

azt is. A szuperponált mező amplitúdója:

b = Täjei + Räio,

arg(T) - arg(Ä) = ±f,|Д|2 + |Г|2 = 1, (2.1.26)

ahol dja, äi0, b a mérendő jel, a lokális oszcillátor és a szuperponált mező eltüntető
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operátorai. A fotodetektort érő mező fotonszámát a

^ + rj, Ülo'jRЬЧ— |T|2 í äjei + —äio (2.1.27)

operátor határozza meg. Annak a pn valószínűségét, hogy a r]D kvantum-hatásfokú 

fotodetektor n fotont detektál a

(урЬЩп h4 (2.1.28)Pn=( ■ n\

képlet adja meg [40, 41, 42]. A :: szimbólum a normál rendezést jelenti, például 

: (ata)fc := cßkäk. Ha a lokális oszcillátor mező | ß) koherens állapotban van, ak­

kor a (2.1.28) képletben, a normál rendezést kihasználva, a lokális oszcillátor mezőre 

átlagolás után, az n foton detektálásának valószínűségére a következő formulát kapjuk:

. {vN(ep)}n c_r,N(e0) .Pn{eß;v) (2.1.29)
n!

ahol e = R/T, és rj a teljes detektálási hatásfok r) = r)£>\T\2. Annak érdekében, hogy a 

teljes detektálási hatásfok minél nagyobb legyen |T|2 « 1, amely magával vonja, hogy 

e<l. Az N{eß) a mérendő jel eltolt fotonszám-operátora:

N(eß) = (äjei + eß)\ajei + eß) = D(eß)a{jeläjeiD(£ß)i (2.1.30)

ahol D(a) = exp(Q:á',’ — a*ä) a koherens eltolási-operátor. A mérés szemléletesen úgy 

interpretálható, hogy a mérendő jel amplitúdóját eß-val eltoljuk, majd megmérjük rj 

teljes detektálási hatásfokkal a fotonstatisztikáját.

A rekonstruálási eljárás másik sarkalatos pontja az a felismerés, hogy az s-paraméterű 

kvázi-valószínűségeloszlás függvény az a helyen arányos a 0 beütésszám valószínűségé­

vel a (2.1.29) képletben, 77 = 2/(1 — s) teljes detektálási hatásfok mellett:

W(ol\ s) = W(751)7Г(1

(:е*р(-ГГ^(-“)) )2
7г(1 — S)

2 2
(2.1.31){oí = eß),Po -а;

7г(1 - s)

ahol W(7; 1) a mérendő jel P függvénye. Az összefüggés ebben a formájában nem iga­

zán használható, mivel s = l — 2/rj, amely negatív, szélsőértéke -1, azaz ideális detektor

1 — s



Kvantumállapot rekonstrukció alapjai 34

esetén is csak a Q függvényt lehet rekonstruálni. Azonban ha nemcsak a 0 beütésszám 

valószínűségét vesszük figyelembe, hanem a teljes fotonstatisztikát, akkor lehetséges 

az s > 1 - 2/77 paraméterű kvázi-valószínűségeloszlás függvények rekonstrukciója is. 

A (2.1.31) képletben, az exponenst bővítve a —r]N(—a) operátorral, sorfejtés után 

kapjuk a

^_y(*(! -s) éí v
2-iy(l-a)\" 

77(1 - s) )W{ot\s) Pn(-ar,rj) (2.1.32)

összefüggést. A (2.1.32) képlet elvileg lehetővé teszi adott 77 teljes detektálási hatás­

fok mellett bármelyik — 1 < s < 1 paraméterű kvázi-valószínűségeloszlás függvény 

rekonstrukcióját. Annak érdekében, hogy a mérés során a pn valószínűségekben meg­

jelenő bizonytalanság ne összegződjön fel, a súlyok abszolútértékének egynél kisebbnek 

kell lenni. Ez a rekonstruálható eloszlásfüggvényekre az s < 1 — 1 /77 megszorítást adja.

A mérési elv gyakorlati alkalmazásához nagy kvantum-hatásfokú detektorra van 

szükség, amely különbséget tud tenni különböző beérkező fotonszámok között. Egyes 

fotonok megkülönböztetésére alkalmas eszköz például a fotomultiplier, amelynek a 

kvantum-hatásfoka nem túl magas. Ehelyett sokcsatornás detektort lehetne használni, 

azonban kísérletileg ezt még nem realizálták [43].
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2.2. Kaszkád homodin mérés

Az előző alfejezetben bemutattuk a szimmetrikus és aszimmetrikus homodin méré­

sen alapuló állapotrekonstrukció elvét. Az aszimmetrikus elrendezés lehetővé teszi, 

hogy a mérendő állapothoz rendelt s-paraméterezett kvázi-valószínűségeloszlás függ­

vényeket pontról pontra, lokálisan rekonstruáljuk. A módszer hátránya, hogy olyan 

fotodetektorra van szükség, amely nagy kvantum-hatásfokú és különbséget tud tenni 

n és n + 1 foton között is. A probléma egy lehetséges megoldását a 9. ábrán mu­

tatjuk be. Egy aszimmetrikus és egy szimmetrikus homodin mérőeszköz van kaszkád- 

ban elhelyezve. Az aszimmetrikus homodin mérés lokálisan rekonstruálja a mérendő 

mező kvázi-valószínűségeloszlás függvényét úgy, hogy a szimmetrikus homodin mérés 

véletlen-fázis módszerrel méri az aszimmetrikus homodin mérésben eltolt rekonstruá­

landó mező fotonstatisztikáját. Az NY1 nyalábosztó szuperponálja a mérendő mezőt 

az LOl lokális oszcillátor mezővel, amely \ß) koherens állapotban van. A nyalábosztó 

T transzmissziós együtthatója közel egységnyi. A nyalábosztó után a mérendő mező 

sß értékkel el van tolva a fázistérben, ahol e = R/T C 1. Az eltolt jelet ezután az NY2 

50% : 50% nyalábosztó összekeveri az L02 lokális oszcillátor mezővel, amely fázisa vé­

letlenszerűen változik és az amplitúdója erős a jel amplitúdójához képest. A Dl és D2 

detektorok az NY2 nyalábosztó kimenetein megjelenő mezők fotonszám különbségét 

mérik r]D hatásfokkal.

Dl

jel

NY1 NY2 D2

LOl L02

9. ábra: A kaszkád homodin mérés elvi elrendezése.

A (2.1.32) képlet megadja az eltolt mérendő mező foton-beütésszám statisztikája 

és az s-paraméterezett kvázi-valószínűségeloszlás függvénye közötti összefüggést. Egy
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mező foton-beütésszám statisztikájának mérése legpontosabban szimmetrikus homodin 

méréssel valósítható meg úgy, hogy a lokális oszcillátor mező fázisa véletlenszerűen 

változik [44]. Az eljárás elve röviden a következő: ha egy szimmetrikus homodin 

mérésben a lokális oszcillátor mező fázisa véletlenszerűen változik a jel fázisához képest, 

az egyenértékű azzal, hogy nem a jel fázisforgatott kvadratúra-eloszlását mérjük meg, 

hanem annak átlagát aO < в < 2w intervallumon. Ez matematikailag azt jelenti, hogy 

a fázisforgatott kvadratúra-eloszlás (2.1.4) képletében a fázisszögre átlagolni kell:

= i J cWw(q,e). (2.2.1)

A (2.1.25) rekonstrukciós formulát felhasználva nyerjük a mért jel fotonstatisztikáját:
roo

/ dqw(q)fnn(q).
J —OO

(2.2.2)Pn =

A mérés során az egyes pn valószínűségeket úgy kapjuk meg, hogy az fnn{q) amplitúdó 

minta-függvényeket statisztikusan átlagoljuk a véletlenszerűen változó fázisú lokális 

oszcillátorral mért kvadratúra-eloszlásokkal. Ezzel megoldottuk a kitűzött problémát, 

azaz meg tudjuk határozni a fotonstatisztikáját az aszimmetrikus homodin mérőbe­

rendezésből származó szuperponált mezőnek. Azonban egy kis trükk segítségével egy 

lényegesen egyszerűbb, új rekonstrukciós sémát kaphatunk.

Alkalmazzuk a (2.2.2) összefüggést az eltolt és rj = |Tj2?7£> hatásfokkal mért jel 

radiális kvadratúra eloszlására:
roo

J —OO
Pn(a;r}) = dqw(q-,a,r])fnn(q). (2.2.3)

A (2.1.32) képletbe behelyettesítve a (2.2.3) összefüggést egy formális kifejezést ka­

punk a W(a; s) kvázi-valószínűségeloszlás függvény lokális mintavételezésére a mért 

w(q\a,rj) adatokból:

r°°
J —OO

W(a; s) = dx S(x; s, r))w(x; a,rj). (2.2.4)

Az S(x; s,r}) általános mintavételező függvényt az amplitúdó minta-függvények végte­

len sorával definiáljuk:

2 00
fnn(x).

' ' 71=0

S(x]s,rj) = (2.2.5)
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A képletben bevezettük a £(s,77) jelölést:

2-77(l-s)
77(1 - s)

Az S(x-,s,rj) általános mintavételező függvény független az eltolás a paraméterétől, 

ezért a fázistér minden pontjában ugyanazt a függvényt lehet alkalmazni a kvázi- 

valószínűségeloszlás függvény rekonstrukciójára. Azt az információt, hogy az elosz­

lásfüggvényt melyik pontban mérjük a w(x\ —ct,rj) eltolt kvadratúra-operátor tartal­

mazza, amelyben az a paraméter értékét a mérést végző fizikus a kísérleti berendezésen 

állítja be. A mérés során a mért adatokkal statisztikusan átlagolni kell az 5(x;s,7y) 

függvényt, hasonlóan a sűrűségmátrix rekonstruálásához. Az utóbbi esetben azonban 

a különböző Qnm elemek mehatározásához más és más Fnrn(q, в) minta-függvényre van 

szükség, amely az indexek növelésével egyre jobban oszcillál. Ez a mérés szempontjá­

ból azt jelenti, hogy egyre több cellára kell osztani a q radiális paramétert a w(q,6) 

eloszlások meghatározásánál, hogy a gyors oszcillációkat megfelelően feloldjuk [45].

A (2.2.5) összegben az egyre magasabb indexű fnn(x) amplitúdó minta-függvények 

növekvő oszcillációi miatt a képlet numerikus kiértékelése nehéz feladat. Most megmu­

tatjuk azt, hogy az összegzést analitikusan el lehet végezni, és eredményül azt kapjuk, 

hogy az S(x-,s,rj) általános mintavételező függvény kifejezhető az foo(x) amplitúdó 

minta-függvény átskálázásával. Az fnn(x) függvények korlátosak, ezért ha £ < 1 akkor 

az összegnek van határértéke. Induljunk ki az amplitúdó minta-függvények (2.1.22) 

definíciójából:

£(s,?7) = (2.2.6)

fnn(q) = ^r[Í>n(q)<Pn{q)\- (2.2.7)
dq

A harmonikus oszcillátor reguláris és irreguláris hullámfüggvénye is kielégíti a

\/2(rc + l)Xn+i = qXn - Vnx

Xn = QXn - V4n + l)Xn+i

Xn — т/>п, ipnn—1)

(2.2.8)

rekurziós összefüggéseket. A (2.2.8) képletek felhasználásával a (2.2.7) kifejezésben el 

lehet tüntetni a deriválást:

fnn — У'Ч'ФпФп \/2(т7 + 1) ([трп+Хфп Vwn+l)- (2.2.9)



Kaszkád homodin mérés 38

Az /n+i,n+i is kifejezhető a fenti módon:

/71+1,71+1 — 2Q lj)n+\ípn+\ + y/2(n + 1) (l/jn+l^Pn “к Ipn^Pn+l) • (2.2.10)

A (2.2.9) és (2.2.10) képleteket összeadva jutunk az összegzés alapjául szolgáló

fnn /71+1,71+1 — ^{'Фп'Рп "Фп+хфп+х) (2.2.11)

formulára. Adjuk össze alternáló előjelekkel a (2.2.11) képlet mindkét oldalát n = 0 

-tói n = l — 1-ig. Az egyenlet baloldalán kapjuk:

(/00 + /11) + ( 1)(/11 + /22) + (—1)2(/г2 + /33) + + (—1У + fu)

= /00 — (—1 )lfu- (2.2.12)

A jobboldal:

2?{(VWo - Vwi) + (-l)(Vwi - Ф2Ф2) + (-1)2O02<£2 - Фз<Рз) + 

1 - Фт)}
' I

2q< 2^2(-l)nijjn<Pn + Фо<Ро - {-1)1Фт > (2.2.13)
k 71=1

A jobb- és baloldalt egyenlővé téve, kis átrendezés után a

i
(-l)% = /oo -2q< 2^(-l)nV>7i</>7i + Фо<Ро - (-1 )1фт > (2.2.14)

, П= 1

eredményre jutunk. Szorozzuk meg a (2.2.14) képlet mindkét oldalát £l -el, és össze­

gezzünk l = 1 -tői l = iV-ig:

N N N l N N

=£í7o» 2?1 25^£I5A-1)"A>'í>" + ’52?Фо¥о - •
1=1 1=1 1 = 1 71=1 / = 1 1 = 1

(2.2.15)

Az egyenlet minkét oldalához hozzáadunk f00 -át, majd alkalmazzuk a geometriai sor 

ismert összegképletét:

£í _ £N+1^+^+! + ... (2.2.16)
1-/
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A (2.2.15) egyenletben elvégezzük az összegzéseket a (2.2.16) kifejezés alapján:

N N+1i-Éy^Á~Olfn foo1-e(=0
NN l É - ZN+12? 2^^(-!)^A + Фом - 53(-oWí >i-ei = l 71=1 / = 1

(2.2.17)

A (2.2.17) képlet jobboldalán, a második tagban cseréljük fel az l-re és n-re való összeg­

zés sorrendjét:

NI N N N f
'52?'^2(-1)Пфп<Рп = ^(-1)П'11’п<Рп'^2£1 = '^2(-1)П'ФпЧ>п-

N+ln-£
i-e1 = 1 71=1 71 = 1 71=11=71

N Ní
E(-On^n - 53(-l)n,0n^n > • (2.2.18)

1-É 71 = 1 71 = 1

A (2.2.18) képletet helyettesítsük be a (2.2.17) egyenletbe:

N 2 N 
г ZTf:

N+1i-eУЧ(~о*/н /oo — 2g <i-eí=0 71=1

2^ív+i ^ e - r+1X](-:t)nVwn + Фо^ро - ^{-^)1Фт > •i-e i-e71 = 1 1=1
(2.2.19)

A (2.2.19) egyenletben végrehajtjuk a lehetséges összevonásokat:

N f N1 - £N+1У^(-Qlfu ^2(-0Пфп<Рпfoo — 2q <
1-í i-Éí=0 n=0

2^/v+i-1 + ^+1 У^(-1 )пФпЧ>п > • (2.2.20)Фо<Р0 -1-e 1-e n=0

Most végezzük el a (2.2.20) képletben az N —> oo határátmenetet:

Г1 + ^OO

- 2(i *У""!(-£)% ^2(~0ПФпРп
i-eг=о П=0

o/riv+i Jv1
(2.2.21)Фо^Ро - hmi-e n=0
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ahol kihasználtuk azt, hogy £ < 1. A reguláris és irreguláris hullámfüggvények aszimp­

totikus alakjának ismeretében belátható [45], hogy a jobboldal utolsó tagjában a szum- 

mát ciV-nel becsülhetjük felülről. Mivel £ < 1 a linpv-*oo N£N határérték nullához tart, 

ezért ez a tag eltűnik. A határátmenet után végül a

1+í £<-{)■*.*.+ ^{
00

£(-?)‘Л = -2<г (/oo + 2яФо<Ро) (2.2.22)
1 - £ 71 = 0/=0

egyenletet kapjuk. Vegyük észre, hogy az egyenlet baloldalán álló szumma a jobbol­

dalon levő szummának a deriváltja. Bevezetve a
OO

М(д-,£) = ^2{-£)пфпЦ>п (2.2.23)
n=0

jelölést, (2.2.22) egy közönséges differenciálegyenlet lesz:

^М(д;£) = -2д^|м(д;£) + + 2qip0(p0).

A <po irreguláris hullámfüggvény (2.1.23) definíciója felhasználásával a (2.2.24) egyen­

letben az inhomogén tagra kapjuk:

/00(9) +29^0(9)^0(9) = {7r3/4e_92/2erfi(g)7T_1/4e_92/2

= 7Г1/2 j— 2ge-92erfi(<7)

= 7rl/2e_<?2^2e92=2-

(2.2.24)

I + 2<}7r1/2e g2erű.(q) 

erfi'(<7) j + 2<77r1/2e_92erfi((j)

(2.2.25)

-924- e

A (2.2.24) egyenlet megoldása:

2
а^(9;0=с(0 exP exp

1-í
(2.2.26)

A c(£) konstans az M(0;£) kezdőfeltételből határozható meg. Mivel а фп(я)1Рп{я) 

szorzatban vagy a reguláris vagy az irreguláris hullámfüggvény egy páratlan függvény, 

ezért q = 0-ban a szorzatfüggvény 0, és így M(0;£) = 0, amiből következik, hogy 

c(£)=0. A (2.2.25) képletben az integrál kifejezhető a képzetes hibafüggvénnyel:

i+e?2 1 + £ 92M(q-,0 = 1-f l+<£\/7rexp erfi q expi-<ev l+£ l-£2 i-e l-£2

1 1+f m (2.2.27)q Фо=Vo
vi-e i-£
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A keresett J2ii~Olfu szurama a (2.2.27) képletben kapott M(g;£) q változó szerinti 

deriváltja, ami viszont épp az átskálázott foo(q) minta-függvény. így a (2.2.5) általános 

mintavételező függvényre, a £ paraméter (2.2.6) definícióját figyelembe véve kapjuk:

V QS(q] s, rj) (2.2.28)/oo
Vvi1 -s) -1 /7г[?7(1 - s) - 1]

Ez az eredmény nagyon egyszerű, mert csak a nulladrendű amplitúdó minta-függvényt

со
В

to

10. ábra: A mintavételező függvény az s = — 0.2 paraméter és azq = 0.85 (folytonos), r/ = 0.9 

(szaggatott), 77 = 1.0 (pontozott-szaggatott) teljes detektálási hatásfok értékekre.

tartalmazza, amely át van skálázva, hogy figyelembe vegyük az 77 teljes detektálási 

hatásfokot és az s paramétert. Az foo(q) amplitúdó minta-függvény explicit alakja:

/00(g) = 2 -Це q2 í 
J 0

dtet2 = 2 — 4 qF(q), (2.2.29)

ahol F(q) a Dawson integrál, amelyet numerikusán nagyon hatékonyan lehet kiérté­

kelni [46]. Az S(x; s, 77) általános mintavételező függvény képét a különböző paraméter 

értékek mellet a 10. ábrán mutatjuk be.

A módszer használatának illusztrálására numerikusán szimuláljuk a kaszkád re­

konstrukciós kísérletet. A valós kísérletekben a kvadratúra-eloszlásokat 4000-5000 mé­

résből határozzák meg [44, 47, 48]. A szimulációban a w(q-,s,r7) eloszlást 128 cellára
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11. ábra: А ß = 1.5i paraméterű, páratlan Schrödinger-macska állapot W(a;— 0.2) kvázi- 

valószínűségeloszlás függvényének a szimulált rekonstrukciója. Minden fázistér ponthoz a 

kvadratúra-eloszlás ok 5000 eseményből 128 cellában voltak mintavételezve. A folytonos vonal 

az eloszlásfüggvény elméleti kontúrja a valós tengely mentén, a fekete négyzetek a hibahatá­

rokkal a szimulált mérésből rekonstruált értékek.

osztjuk úgy, hogy a lefedett q tartomány tartalmazza az eloszlás lényeges részét. A 

mért kvantumállapot a

|в>-)=ЛГ{|а)-|-а)} (2.2.30)

optikai Schrödinger-macska állapot. A szimulált kísérletben az s = —0.2 paraméterű 

kvázi-valószínűségeloszlás függvényt rekonstruáljuk 77 = 0.9 teljes detektálási hatásfok 

mellett, amely közel van a Wigner függvényhez. A 11. ábrán bemutatjuk a szimuláció 

eredményét. A kapott átlagértékek körül feltüntettük a mintavételezések statisztikus 

szórását is. Az eredmény a statisztikus bizonytalanságon belül jól egyezik az elméleti 

értékkel.

Végül megemlítjük még a levezetésünk egy másik érdekes másodlagos eredmé­

nyét: a számolás során meghatároztuk a fnn{h) amplitúdó minta-függvények generátor­

függvényét. Ugyanis a (2.2.27) képlet alapján a £ -» — £ változó csere után a fnn(q)



Kaszkád homodin mérés 43

amplitúdó minta-függvény előállítható a

1 fin °°
~n\ ^ ^ ^ll ^ 1 dn

n\ őe (2.2.31)fnnijí)
e=o

alakban, azaz az átskálázott nulladik amplitúdó minta-függvény n-edik deriváltjaként.
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3. Nemklasszikus rezgési állapotok keltése Franck-Condon 

átmenet során

Ebben a fejezetben azt szeretném megmutatni, hogy két- és sokatomos molekulák­

ban egy rövid, kis intenzitású transzformáció-limitált fényimpulzus Franck-Condon 

átmenet során milyen különleges, nemklasszikus rezgési állapotokat hozhat létre. A 

3.1 alfejezetben röviden összefoglalom, hogy két- és sokatomos molekulák esetében a 

Franck-Condon átmenet hogyan tárgyalható matematikailag, és milyen érdekes rezgési 

állapotokat fedeztek fel korábban. A 3.2 alfejezetben megmutatom, hogy kétatomos 

molekulákban két egymást követő fényimpulzussal rezgési Schrödinger-macska álla­

potot lehet kelteni. A 3.3 alfejezetben ismertetem, hogy sokatomos molekulákban a 

Franck-Condon átmenet hogyan tárgyalható véges hosszúságú gerjesztő fényimpulzus 

esetén, a 3.4 alfejezetben elemzem a kialakuló rezgési állapotokat.

3.1. Franck-Condon átmenet

3.1.1. Franck-Condon átmenet kétatomos molekulákban

Egy kétatomos molekulában az atommagokat körülvevő elektronfelhő ellensúlyozni ké­

pes a pozitív töltésű magok Coulomb taszítását és egy olyan effektiv potenciált ered­

ményez, amelyben a magoknak kötött állapotai vannak [49, 50]. Mivel a magok tömege 

legalább három nagyságrenddel nagyobb az elektronok tömegénél, a magok jóval las­

sabban mozognak, ezért lehetséges a magok és elektronok mozgásának szétválasztása. 

Ezt a leírást Born-Oppenheimer közelítésnek nevezik [51, 49]. A magok az effektiv 

potenciálban, a közelítő megoldás érvényességének keretén belül, kis amplitúdójú rez­

gőmozgást végeznek. Alacsony gerjesztettségű rezgési állapotok esetében a potenciált 

közelíthetjük harmonikus potenciállal, s ekkor a magok mozgását leíró Schrödinger 

egyenletünk átmegy a harmonikus oszcillátor Schrödinger egyenletébe. A 12. ábrán 

vázoljuk egy molekula két elektronállapotához tartozó rezgési potenciálfelületeket, s a 

közelítő harmonikus potenciálokat. Az oszcilláció frekvenciája, ahogy arra korábban 

utaltunk, az elektronhéj kvantumállapotától erősen függ. Az elektronhéj különböző 

gerjesztett állapotaihoz más egyensúlyi magtávolság és más harmonikus erőállandó
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tartozik [52]. Ez az alapja a molekulák rezgési állapota egy lehetséges külső befolyáso­

lásának: megfelelően választott fényimpulzussal gerjesztve az elektronhéjat, a magok 

rezgési állapota előre meghatározott módon változtatható. Ezt a rezgési állapot vál­

tozást is magával vonó elektronhéj gerjesztést Franck-Condon átmenetnek nevezik: 

pontosabban fogalmazva, Franck-Condon átmenet során az elektronhéj állapotának 

pillanatszerű megváltozását a jóval nehezebb magok nem tudják követni, s így a távol­

ságuk nem változik meg az elektronátmenet alatt [53, 54, 49]. Azonban az a potenciál, 

amelyben mozognak megváltozik, s az új potenciálban már más rezgési állapotnak 

felel meg az elektronátmenet előtti rezgési állapotuk, 13. ábra. A molekulák rezgési 

állapota kontrollálható megfelelően választott frekvenciájú és borkológörbéjű fényim­

pulzusokkal [55, 56], amely a szelektív lézerkémia alapja.

\ /J i \
Il / le>U(x) ///\

Ii\ /i\

I
I\ //\

II\ ч\ //\
lg>//\ //\ //\ //\ \ ///\ /Л /l\

U\ \
\ \

Jl\ /,\ /.\ /\ /■ч

X

12. ábra: Egy molekula alap l#) és valamely gerjesztett \e) elektronállapotához tartozó rez­

gési potenciálfelületek az egyensúlyi magtávolság függvényében. Szaggatott vonallal jelöljük a 

közelítő harmonikus potenciálokat.

A gerjesztési folyamat általános analitikus tárgyalása komoly nehézségekbe ütközik 

még abban az esetben is, ha a magok rezgőmozgását meghatározó potenciált harmo­

nikus potenciállal közelítjük az elektronhéj alap és gerjesztett állapotában.
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A teljes rezgési állapotvektor egy kételemű oszlopvektorral adható meg:

I Фд№) (3.1.1)I m)
I ^e(t))

ahol Iipg/e(t)) az alap/gerjesztett elektronállapothoz tartozó rezgési állapotvektor. Az 

alap és gerjesztett elektronállapot betöltési valószínűségeit a

Hg/e(t) ~ (Фд/е^) I Фд/eit)), Pg{t) + Ee(t) — 1 (3.1.2)

egyenletek hatátozzák meg. A két állapotvektor kiilön-külön nem normált, azonban 

normáik összege 1. Tegyük fel, hogy a molekula elektronhéját egy fényimpulzussal 

gerjesztjük. Ekkor a (3.1.1) állapotvektor időfejlődését az alábbi Schrödinger egyenlet 

írja le:

d l I $g{t))
m 11 Ф.т

Hg -ßE(t)

pE(t) He

I Í>g(t)) (3.1.3)íh—
I V»e(*))

ahoi ß a molekula elektromos dipólmomentumának mátrixeleme az alap és gerjesztett 

elektronállapotok között, E(t) pedig a külső elektromos tér. Hg/e a rezgési állapotvek­

tor időfejlődését meghatározó Hamilton-operátor az alap/gerjesztett elektronállapot­

hoz tartozó rezgési potenciálfelületen:

+ \мп2е x2. 
2 e

Hg — бд +

p2
ee + — (3.1.4)He =

2 M

Az egyenletből látható, hogy a két potenciálfelület minimuma d távolsággal el van 

tolódva és a rezgési frekvenciák is különbözőek.

A továbbiakban feltételezzük, hogy E(t) valamilyen véges hosszúságú fényimpul­

zust ír le. A (3.1.3) egyenletet az időfüggő perturbációszámítás módszerével lehet 

megoldani, sorfejtési paraméternek a ßEmax(t)/h mennyiséget választva. Tegyük fel, 

hogy a molekula elektronhéja az impulzus érkezése előtt alapállapotban volt. Ez azt

= 1. Ekkor a perturbációszámítás 

első rendjében a gerjesztett elektonállapothoz tartozó rezgési állapotvektort a

jelenti, hogy |^e(í))í_4_oű = 0 és (ipg(t) | ipg(t)) t—¥ —OO

-Ihj-oo dt'e-iAe{t-t>)/hßE(t') I фд(е))I Mt)) (3.1.5)
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í l

U(x)

xg *e

13. ábra: Egy molekula alap \g) és valamely gerjesztett |e) elektronállapotához tartozó rezgési 

potenciálfelületek meghatároznak egy-egy természetes koordináta-rendszert melyek kezdőpontja 

Xg és xe. Az Xg pontból nézve az e potenciál alapállapota egy d = \xg — xe\ amplitúdóval 

oszcilláló hullámcsomag és viszont.

integrál adja meg. Az alapállapoti rezgési állapotvektor csak a perturbációszámítás 

második rendjében változik meg

if
h J-oo

íU!e-‘H’u-,,)l'‘itFAÍ) I V’Jt'j). (3.1,6)

A fenti iterációs eljárást formálisan tetszőleges rendig folytatni lehet, azonban az in­

tegrálokat zárt alakban elvégezni mai ismeretek alapján nem lehetséges. Mi a továb­

biakban olyan gerjesztési folyamatokat fogunk vizsgálni, ahol elegendő a perturbáci­

ószámítást első rendben elvégezni, a magasabb rendek járuléka elhanyagolható. Ez 

fizikailag azt jelenti, hogy az alkalmazott fényimpulzus kis amplitúdójú.

Most térjünk rá a (3.1.5) képlet kiértékelésére. Tegyük fel, hogy a molekula rezgési 

alapállapotban volt az impulzus érkezése előtt, azaz | xf(t —> —oo) =| 0)9. Azonban 

az alap elektronállapothoz tartozó rezgési alapállapot nem sajátállapota a He operá­

tornak. Keressük meg az összefüggést a He operátor sajátállapotai és a | 0)9 állapot 

között. Ehhez elsőként diagonalizáljuk Hg operátort [57]. Fejezzük ki a q és p operá-
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torokat a harmonikus oszcillátor fonón keltő és eltüntető operátoraival:

ft 11/2 

2Mtie

Helyettesítsük be a kvadratúra operátorokat a (3.1.4) egyenletbe:

^ + (ota + aat) + i

(af + a) + \МП2Л2,
2 y

1 1/2. 'hMtie (a1^ — a).(a* + á), (3.1.7)p=iQ = 2

1 \ng5{Hg — tg + Jíti 4 tie
-.1/2nn2gd \Mtie

tie 2 ft
Йе = бе + ihtie{a)d + aa^).

A (3.1.8) egyenletben 5TS diagonalizálható a

(3.1.8)

Ё - S(X)D(g),

D(g) = exp[p(af - a)],

S(A) = exp ^A(á2 — a*2)
Z

1 1/2Mtig
g = d 2 ft

A = ^ ln(íís/ííe) (3.1.9)

unitér transzformációval. Itt D(g) a koherens eltolás operátor, 5(A) pedig a squeezing 

operátor. Alkalmazzuk a E transzformációt a Hg operátorra a (3.1.8) egyenletben:

Hgíl — tg + ^htig(a)a + ad)).

Ebből következik, hogy a He operátor alapállapota kifejezhető a Hg alapállapotával:

(3.1.10)

E|0)e=|0)9. (3.1.11)

Helyettesítsük be az alapállapoti Hamilton-operátor alapállapotának (3.1.11) kifejezé­

sét a (3.1.5) egyenletbe:

í dtie-M^-W/iEWt I 0)e
J -oo

(3.1.12)

A 14. ábrán a (3.1.12) integrál tartalmát a gerjesztett potenciálfelülethez tartozó 

fázistérben szemléltetjük. Amikor a fényimpulzus elkezdi gerjeszteni a molekulát, egy 

kis része a rezgési alapállapotnak megjelenik a gerjesztett potenciálfelületen, mint rez­

gési koherens állapot. Ahogy telik az idő ez tovább fordul a fázistérben, ugyanakkor az
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14. ábra: A rezgési állapot kialakulása a fázistérben. A szürke körök sugara arányos a ger­
jesztő impulzus amplitúdójával.

impulzus folyamatosan “dob fel” újabb koherens állapotokat. Az eredmény koherens 

állapotok kör menti szuperpozíciója, amelyet a 1.1 szakaszban említettünk.

Most néhány példán keresztül bemutatjuk, hogy a gerjesztő fényimpulzus speciá­

lis megválasztása hogyan befolyásolja a gerjesztett potenciálfelülethez tartozó rezgési 

állapot kialakulását. Első példánkban a gerjesztő elektromos tér egy a magok rezgési 

periódusidejéhez képest nagyon rövid lefutású fényimpulzus. Ezt matematikailag egy 

Dirac féle S(t) függvénnyel lehet leírni: E(t) = E0S(t). Az E(t) függvényt behelyette­

sítve a (3.1.5) egyenletbe a gerjesztett elektronállapothoz tartozó rezgési állapotvek­

torra a következő kifejezést kapjuk:

!^е-.и,«/«g I 0)e.I V’e(í)) (3.1.13)

A legegyszerűbb esetben Qe = ftg és d = 0, azaz Ё = /. Ez fizikailag azt je­

lenti, hogy sem az egyensúlyi magtávolság, sem a rezgési potenciálfelület alakja nem 

különbözik az alap és a gerjesztett elektronállapotban, az alapállapotú molekula ala­

pállapotú rezgési hullámcsomagjának egy része a gerjesztett elektronállapothoz tartozó 

potenciálfelület alapállapotaként jelenik meg. Ha az elektronátmenet során a rezgési 

potenciálfelület minimuma eltolódik, de alakja nem változik meg, akkor Ё = D{g). 

Mivel a g paraméterű eltolás operátor hatása az alapállapotra | g) koherens állapotot 

eredményez, a gerjesztett potenciálfelületen egy rezgési koherens állapot jelenik meg
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a gyors gerjesztés hatására, amely ezután szabadon fejlődik, és alakváltozás nélkül 

oszcillál d amplitúdóval az | e) gerjesztett elektronállapothoz tartozó egyensúlyi mag­

távolság körül. Ha nemcsak az egyensúlyi magtávolság, de a potenciálfelület görbülete 

is megváltozik az elektronátmenet során, akkor a gerjesztett potenciálfelületen egy 

kvadratúra-összenyomott (squeezed) rezgési hullámcsomag alakul ki, amelynek széles­

sége a rezgési periódusidő kétszeresével oszcillál a szabad időfejlődés során [58].

Most térjünk át olyan gerjesztő fényimpulzus hatásának vizsgálatára, amelynek 

időtartama összemérhető a molekula rezgési periódusidejével. A gerjesztő elektromos 

tér legyen egy Gauss-görbe burkolójú, cu közepes frekvenciájú transzformáció-limitált 

fény impulzus:

E(t) = E0e-u2t2/2cos(ut). (3.1.14)

Tegyük fel, hogy a molekula elektronhéja és rezgési állapota is alapállapotban volt 

az impulzus érkezése előtt. Az E(t) függvényt behelyettesítve a (3.1.12) egyenletbe, 

figyelembe véve a pillanatszerű gerjesztést meghatározó (3.1.13) egyenletet is, kapjuk a 

hosszú lefutású gerjesztés hatására kialakuló rezgési állapotvektort gyenge elektromos 

tér közelítésben:

Л-ißE0 —iÉet/h—(He/h—'y)2/2u2 £ I

]:MÜ2d2.
Ti y

I Mt)) hu

U) Lüge A, A = (3.1.15)7

Amennyiben az impulzus nagyon rövid, az и értéke nagyon nagy, és ezért a fenti 

egyenletben az exponenciálisban szereplő kvadratikus tag elhanyagolható. Ez meg­

felel az előző bekezdésekben tárgyalt rövid gerjesztő impulzus határesetnek. Ha az 

impulzus hossza összemérhető a rezgési periódusidővel, úgy a kvadratikus tag hatása 

is számottevővé válik, s ez nemklasszikus rezgési állapotok kialakulását eredményezi. 

A 15. ábrán egy ilyen állapotot mutatunk, amelyet egy körülbelül hatszor rövidebb 

impulzus keltett, mint a rezgési periódusidő. Ha az impulzus hossza többszöröse a 

rezgési periódusidőnek, akkor и értéke kicsi lesz, s a kvadratikus tag a kitevőben egy 

Dirac 5 függvényhez fog közelíteni. Ez arra vezet, hogy ha a (3.1.15) egyenletben 

áttérünk energia sajátállapot reprezentációra, akkor a kifejtésében csak az a tag ma­

rad meg, amelynek n indexe közelítőleg kielégíti a 7 = (n -I-1/2) De egyenletet, azaz
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egyetlen energia sajátállapot. A fenti eredményeket röviden összefoglalva azt mond­

hatjuk, hogy egy kétatomos molekulát transzformáció-limitált impulzussal gerjesztve, 

az impulzus hosszának függvényében, háromféle kimenetel lehetséges: (i) nagyon rö­

vid gerjesztő impulzus esetén rezgési koherens állapot, vagy kvadratúra-összenyomott 

állapot; (ii) hosszú impulzus esetén rezgési energia sajátállapot; (iii) a rezgési periódu­

sidővel összemérhető impulzus hatására pedig a kettő közötti amplitúdó-összenyomott 

állapot alakul ki.

0.4

0.2

W

15. ábra: Rezgési amplitúdó-összenyomott (“banán”) állapot Wigner eloszlásfüggvénye, amely 

átmenetet képez a koherens és energia sajátállapot között. Az állapotot egy rezgési periódusidő 

hatoda hosszúságú impulzus keltette.
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3.1.2. Franck-Condon átmenet sokatomos molekulákban

Egy N atomból álló molekulának 3N — 6 rezgési szabadsági foka van, ha a molekula 

nem lineáris, és 3N — 5 ha lineáris. Mi a továbbiakban egy sok rezgési szabadsági 

fokú molekulában kiválasztunk 2 rezgési szabadsági fokot, ugyanis a bemutatni kívánt 

jelenségek már itt is jelentkeznek és a további szabadsági fokok figyelembevétele csak a 

matematikai leírást nehezítik meg. A molekula alap elektronállapotához tartozó rezgési 

potenciálfelület két-dimenziós, azaz két normálkoordinátát lehet bevezetni, melyeket 

jelöljék az xi,X2 operátorok, a hozzájuk tartozó impulzusokat pedig api,p2 oprátorok. 

Ezekkel kifejezve a rezgési rendszer Hamilton-operátorát kapjuk:

1 (Pi +ßl) + ^М(П2х2г + П$х1). (3.1.16)Hg
2 M

Most röviden összefoglaljuk, hogyan lehet meghatározni a molekula rezgési állapotát 

az elektronrendszer állapotának hirtelen megváltozása után. Általánosan azt lehet 

mondani, hogy egy gerjesztett | e) elektronállapotban mind az egyensúlyi magtávolság, 

mind az erőállandók, és még a potenciálfelület ekvipotenciális ellipsziseinek iránya is 

megváltozik. A gerjesztett elektronállapotban a (3.1.16) Hamilton-operátor helyett a

1 (Pl + Pl) + ^M(unxl + 2ui2X\X2 + U22x\) + f\X i + f2X2He (3.1.17)2 M

Hamilton-operátor határozza meg a rezgő rendszer időfejlődését. Ez nem diagoná- 

lis, mivel a korábbi normálkoordináták már nem normálkoordinátái az új potenciál­

nak. Azonban megfelelő koordináta-transzformációval könnyen át lehet térni olyan 

változókra, amelyek diagonalizálják He Hamilton-operátort. A jelölések egszerűsítése 

érdekében írjuk fel a (3.1.17) egyenletet vektor és mátrix jelölésben:

4-p2 + JmxUx + fx. 
M 2 (3.1.18)He

Vezessünk be új változókat a

x' = Ox + d. (3.1.19)

lineáris transzformáció segítségével [59, 60]. Az О mátrix tiszta forgatást ír le, a d vek­

tor pedig a koordináta-rendszer kezdőpontjának az eltolását. Ez a két transzformáció
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fizikailag megfelel a rezgési potenciálfelület elfordulásának és az egyensúlyi magtávol­

ságok megváltozásának. Az új koordináta-rendszerben megadott változókat vesszó'vel 

jelöljük. Az О forgatási mátrixot definiáljuk a következő egyenlettel:

cos x sin x 

— sin x cos x
(3.1.20)o=

ahol

u = {(un - U22)2 + 4ui2}1/2.

A d vektornak és az f erőállandónak a kapcsolatát a d = A_1Sf/M egyenlettel le­

het kifejezni, ahol A = diag(n,12,fi22)i az új normálkoordinátákhoz tartozó rezgési 

frekvenciák. Az új koordináta-rendszerben a (3.1.17) Hamilton-operátor diagonális

-^-p'2 + Jmx'Ax'
2 M 2

ahol Hq = MdAd, az egyensúlyi magtávolság megváltozása következtében felhalmo­

zódó rugalmas energia.

A (3.1.19) egyenletben definiált konfigurációs térbeli geometriai transzformációnak 

megfeleltethető egy Hilbert téren ható unitér transzformáció, amelyet Ё-val jelölünk 

[61]. Ez a transzformáció egyrészt összeköti az alap és gerjesztett potenciálfelület­

hez tartozó rezgési sajátvektorokat | n)s = E | n)e, másrészt diagonalizálja a (3.1.17) 

Hamilton-operátort. А Ё transzformáció faktorizálható elemi Hilbert térbeli transz- 

formációk szorzatára:

cos x = {1/2 + (uu - u22)/u}1/2, (3.1.21)

(3.1.22)#e = -#o,

£ = D(d)S'(\')R(X)S(\). (3.1.23)

A £>(d) operátor egy eltolás a fázistérben:
1/2

di{a\ - си) (3.1.24)

ahol áj az г-edik rezgési módushoz rendelt eltüntető operátor, d a normálkoordináta­

rendszer kezdőpontjának eltolódása a (3.1.19) egyenletben. Az S(X) transzformáció 

nyújtás a fázistérben, az úgynevezett squeezing-operátor:

£(л) = Пexp \Xitä - áI2)’
i= 1,2

£(л') = пexp \х'^ ~ á*í2)’

2

lln П'г.

Xi =

*=2 (3.1.25)
i= 1,2
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Végül az R(x) operátor forgatást ír le:

R{x) =exp x{ö\a2 - ^4)- (3.1.26)

А £ operátor energia sajátállapotok közötti mátrixelemei megadják az alap és gerjesz­

tett potenciálfelület sajátállapotainak az átfedését. Az átfedések abszolútérték négy­

zetei arányosak a pillanatszerű elektronátmenet során megfigyelhető spektrumvonalak 

relatív intenzitásával:

Рп-п=|е(п'|Е|п)е I2. (3.1.27)
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3.2. Rezgési Schrödinger-macska állapotok keltése kétatomos mo­

lekulákban

A (3.1.1) szakaszban bemutattuk, hogy egy Gauss-görbe burkolójú transzformáció li­

mitált fényimpulzus milyen rezgési állapotokat indukál egy kétatomos molekulában 

Franck-Condon átmenet során. Vizsgáljuk meg mi történik, ha két impulzust alkal­

mazunk egymás után. A gerjesztő elektromos tér legyen két egymást Ti idővel követő 

azonos Gauss-görbe burkolójú fényimpulzus:

E(t) = B0e‘“,|,+Tl/21I/2 cos(w[í + 71/2]) + Еае~^,-Т'1^12 cos(w[í - 7\/2] + ф)

(3.2.1)

ahol ф az impulzusok fáziskülönbsége. A kialakuló rezgési állapotot a következő szu-

0.5
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W
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0 -22 4^-4 У
x

16. ábra: Rezgési Schrödinger-macska állapot Wigner eloszlásfüggvénye, amelyet a rezgés 

periódusidejéhez képest igen rövid fényimpulzus pár indukált.

perpozícióval tudjuk megadni:

\{и,Тиф}) = e~iuj9eTl/2 \u, t -I- Ti/2) + eiugeT1/2-í(t> \u, i _ Ti/2). 
ipE0 e-iHet/h-(He/h--y)2/2u2 £ IM) = (3.2.2)
2hu
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Tegyük fel, hogy az impulzusokat elválasztó Ti időkülönbség épp a rezgés Te periódu-

0.5

0.25

w
■ ii0

-0.25

17. ábra: Rezgési Schrödinger-macska állapot Wigner eloszlásfüggvénye. A gerjesztő fényim­

pulzus pár hossza hatoda a molekularezgés periódusidejének.

sidejének a fele. Amennyiben az impulzus nagyon rövid, |u, t) egy koherens állapot, 

ezért I {ii,Tj,</>}) két koherens állapot szuperpozíciója, amely a kvantumoptikából jól­

ismert optikai Schrödinger-macska állapot rezgési analógja. Az állapot tulajdonságait 

jól szemléltethetjük, ha ábrázoljuk a Wigner eloszlásfüggvényét. A 16. ábrán egy 

olyan rezgési Schrödinger-macska állapotot mutatunk be, amelyre т = Те/207г (т — 1/и 

az impulzus hossza), 7/uje = 7, a molekula alap és gerjesztett elektronállapotában a 

rezgési frekvenciák azonosak, viszont az egyensúlyi magtávolság eltolódik, ezért |u, t) = 

= \g(t)) koherens állapot, g = 2. Az ábrán épp a fordulópontokban van a két rezgési 

hullámcsomag. A Wigner eloszlásfüggvényben a Gauss harangok közötti interferencia 

az állapot nemklasszikusságát jelzi. A molekulát alkotó nukleonok távolságának most 

nincs határozott értéke, hanem а \{x \ {и,Тг,ф})|2 eloszlással rendelkezik. A 17. ábra 

olyan rezgési állapot Wigner eloszlásfüggvényét mutatja, amely az előző példában vá­

lasztott fiktív molekulának a gerjesztésével született, azonban az impulzusok hossza 

most г = Ti/27t. Mivel az impulzusok hosszabbak, ezért itt nem két Gauss harang,
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hanem két “banán” áll egymással szemben, s közöttük ismét határozott interferencia 

alakul ki.

A fenn bemutatott rezgési Schrödinger-macska állapotot nemcsak két-impulzusos 

gerjesztéssel lehet kelteni, hanem egyetlen csörpölt impulzus alkalmazásával is. Li­

neárisan csörpölt impulzusban az impulzus frekvenciája folyamatosan változik az idő 

múlásával:

E(t) = Е0е~иЧ2/2 cos([(it>2/2)f + w]t). (3.2.3)

A molekularezgés periódikussága miatt egy E(ti) elektromos mező hatása a molekulára 

ugyanaz, mintha a ti ± nT időpillanatban alkalmaznánk, (T a rezgés periódusideje, 

n egész szám). Emiatt ha a csörpölt impulzus hossza több rezgési periódusidőt tesz 

ki, akkor a hatása egyenértékű egy —T/2 < t < T/2 időtartamú, effektiv impulzus 

hatásával:
OO T TÉ(t) = E0 e-“2íí+nTí2/2 cos([(tü2/2)(í + nT) +u]{t + nT)) - — <t<—.2 2n=— 00

(3.2.4)

Az effektiv imulzus hosszának és a lineáris csörp paraméter értékének megfelelő meg­

választásával az E(t) effektiv térerősség megfelelhet egyetlen impulzusnak, impulzus 

párnak, vagy impulzus sorozatnak. így a lineárisan csörpölt impulzus kelthet rezgési 

amplitúdó-összenyomott állapotot, vagy Schrödinger-macska állapotot is.

A rezgési Schrödinger-macska generálása egy érdekes gondolatot vet fel. Tegyük 

fel, hogy a molekula kezdetben alapállapotban van, rezgési állapota az alap elektro­

nállapothoz tartozó potenciálfelületen nyugvó rezgési alapállapot. Egy fényimpulzus 

egy taszító potenciálfekületre “dobja” a rezgési alapállapot egy részét. Az alap és 

gerjesztett potenciálfelületeken időben fejlődik a rezgési hullámcsomag, amely ered­

ményeképpen a gerjesztett felületen mozgó rész egyre távolodik, azaz a kémiai kötés 

felbomlik. Ezzel egy olyan szuperpozíció jön létre, amelyben a kötött és disszociált 

molekula van szuperponált állapotban. Ez az állapot nagyon közel áll Schrödinger 

eredeti élő és halott állapotú macska szuperpozíciójához, az analógia miatt kémiai 

Schrödinger-macskának is nevezhetjük.
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3.3. Franck-Condon átmenet véges hosszúságú gerjesztő fényim­

pulzus hatására sokatomos molekulákban

Ebben és a következő fejezetben megvizsgáljuk azt, hogy egy véges időtartamú, kis 

amplitúdójú fényimpulzus milyen rezgési állapotokat kelthet egy sokatomos molekulá­

ban az impulzus paramétereinek függvényében. Az impulzus legyen ismét egy Gauss- 

görbe burkolójú, transzformáció-limitált fényimpulzus:

-uH2/2E(t) — Eoe cos (a)t). (3.3.1)

Feltételezzük, hogy az impulzus ш közepes frekvenciája a molekula elektronátmeneti 

frekvenciájának közelében van, továbbá u~l hossza nagyobb annál, hogy az impul­

zus frekvenciaspektruma átfedjen más elektronátmenetekkel is. A fényimpulzus és 

a molekula elektronhéja kölcsönhatását a (3.1.3) csatolt egyenletrendszerrel írjuk le, 

behelyettesítve a megfelelő (3.1.16) és (3.1.17) Hamilton-operátorokat. A rezgési ál­

lapotvektorra kapott egyenletrendszer ugyanazzal a perturbatív módszerrel oldható 

meg, ahogy kétatomos molekulák esetében azt megmutattuk.

Tegyük fel, hogy egy nagyon rövid fényimpulzus érkezik az alapállapotú moleku­

lához. Az elektronhéj, bizonyos valószínűséggel, a magok rezgési periódusidejének 

törtrésze alatt elnyel annyi energiát, amely fedezi valamely gerjesztett állapotba jutá­

sát, s eközben egy kis valószínűséggel rezgési hullámcsomag jelenik meg a gerjesztett 

elektronhéjhoz tartozó rezgési potenciálfelületen. E potenciálfelületen a rezgő rendszer 

időfejlődését a

Ü(t) = e-iÉet/h£ (3.3.2)

időfejlesztő operátor írja le, amely tartalmazza az alapállapoti potenciálfelületről ger­

jesztett potenciálfelületre történő hirtelen váltást megadó E operátort is. Megjegyez­

zük, hogy bár a gerjesztett potenciálfelületen a normálrezgési módusok egymástól füg­

getlenül rezegnek, azonban a fenti folyamatban valamennyi módus egy időpontban van 

gerjesztve.

A (3.3.1) gerjesztő impulzus esetén, amennyiben a molekula az impulzus érkezése 

előtt alap rezgési állapotban volt az alapállapotú elektronhéjhoz tartozó rezgési poten-
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ciálfelületen, a gerjesztett potenciálfelületen a rezgési állapotát a

ißE0 ‘OLe-iHet/h-(He/n-'y)2/2u2Y^ II M*)) = hu
Ш-Шде- H0/h (3.3.3)7

kifejezés adja meg. A 7 paraméter jelentőségét majd akkor fogjuk tisztázni, amikor 

rátérünk a hosszú gerjesztő fényimpulzus határeset vizsgálatára. Most előre bocsátunk 

annyit, hogy ebben a határesetben, amelyet koherens hullám határesetnek is neveznek, 

7 megfelel annak az energiának, amelyet a gerjesztett potenciálfelületen kialakuló rez­

gési hullámcsomag tartalmaz, ugyanis a molekula által elnyelt Тип foton energiának 

fedeznie kell az alap és gerjesztett állapotú elektronhéj energiakülönbséget (huge), és 

az egyensúlyi magtávolság megváltozásából származó rugalmas energiaváltozást (#0). 

A fennmaradó energia a rezgő rendszer energiája a gerjesztett potenciálfelületen. A 

kétatomos molekulák esetéban már rámutattunk arra, hogy a gerjesztett elektronál­

lapot betöltési valószínűségének felső határát a pbE0/hu faktor abszolútérték négyzete 

adja meg, s közelítő számításunk pontosságának is ez szab határt: amíg a betöltési 

szám sokkal kisebb mint 1, addig a közelítésünk alkalmazható, és nem kell figyelembe 

vennünk az ellentétes irányú folyamatot.
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3.4. Nemklasszikus rezgési állapotok sokatomos molekulákban

Most szisztematikusan áttekintjük, hogy a gerjesztő fényimpulzus paramétereinek és 

a molekula alap és gerjesztett állapotaihoz rendelt rezgési potenciálfelületek különbö­

zőségének a függvényében milyen rezgési állapotok alakulhatnak ki a Franck-Condon 

átmenet során. Ehhez elsőként a (3.3.3) rezgési állapotvektort kifejtjük a He operátor 

sajátvektor rendszere szerint:

I lpe(t)) = MJ2e~iA'Jh~'r)2/2u2~iA'et/h \ n')ee(n' \t\0)e 
n'

^Pn,e-Kni+n2n2-7)2/2«2-i(n'in'1+n'2n'2)t I n'}e, (3.4,1)
n'

ahol Fn> = e(n' I Ё I 0)e. Amennyiben az impulzus u~l hossza sokkal kisebb a rezgési 

periódusidőnél, a kvadratikus tag járuléka a (3.4.1) állapotvektorban elhanyagolha­

tóan kicsi lesz. Ekkor a kialakuló rezgési állapot tulajdonságait az Fn< mátrixelemek 

határozzák meg. A tulajdonságok koordináta-reprezentációban sokkal könnyebben le- 

olvashatóak, amelyet a (3.1.19) konfigurációs térbeli transzformációt megadó egyenlet 

és az alap elektronállapothoz tartozó rezgési alapállapot hullámfüggvényének felhasz­

nálásával számolhatunk ki:
1/4M2  ̂2 icLc.)^ x'Lx' + dl/x' —

Z
V’e(x') = e(x' |É|0)e = exp7Г2Д2

fii COS2 X + ^2 sin2 X 1(^2 - f^l) sin 2x I 
|(Í22 — f^i) sin2x П2 cos2 x + sin2 x /

ahol x a (3.1.19) egyenletben definiált elfordulási szög, Qi az alapállapotú potenciálhoz 

rendelt normálrezgési frekvenciák. Az (3.4.2) hullámfüggvényből könnyen le lehet ol­

vasni, hogy a kialakuló rezgési állapot általában egy összefonódott (entangled) rezgési 

állapot lesz. Ez azt jelenti, hogy például egy két-szabadsági fokú rendszerben bár a 

teljes rendszernek van állapotvektora, a részrendszereket csak sűrűségoperátorral lehet 

jellemezni, mert a két részrendszer tulajdonságai nem függetlenek egymástól.

Most megvizsgáljuk, hogy mi a feltétele annak, hogy rövid gerjesztő impulzus ese­

tén a gerjesztett potenciálfelületen tiszta rezgési állapotok alakuljanak ki a független 

normálmódusokban. Ez akkor valósul meg, ha a (3.4.2) hullámfüggvény szeparálható

ML (3.4.2)ft
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két hullámfüggvény szorzatára, az egyik csak a^-től a másik csak x'2-tő\ függ. Ennek 

az a feltétele, hogy az L mátrix diagonális legyen: az elfordulás szöge x = W2, l = 

= 0, ±1,... és/vagy az alap potenciálfelület forgásszimmetrikus, azaz Í21 = Q2-

A legegszerűbb esetben d = 0,x = 0,f2i = ^í) azaz az alap és gerjesztett elektronál­

lapothoz tartozó rezgési potenciálfelületek megegyeznek egymással, csak egy konstans 

energiakülönbség van közöttük, mely egyenlő az alap és gerjesztett elektronállapot 

energia különbségével. Egy valamivel összetettebb esetben, az egyensúlyi magtávolság 

megváltozik az elektronátmenet során, azaz d Ф 0. Ekkor a rezgési hullámfüggvény a 

(3.4.2) hullámfüggvény speciális esete:

1/4m2hxíi2 Mil Mii'fc(x') (3.4,3)exp
7r2h2

A fenti hullámfüggvény egy origóból kitolt harmonikus oszcillátor alapállapot a fá­

zistérben. Ez az állapot koherens állapot, amennyiben a gerjesztett potenciálfelü­

let normálrezgési frekvenciái megegyeznek az alapállapot normálrezgési frekvenciáival, 

ili = il'i- Az állapot nevezetes tulajdonságai, hogy mind a hely-, mind az impulzus­

operátor szórása időfüggetlen, megegyezik az alapállapotban felvett szórás értékekkel, 

másrészt- minimalizálja a Heisenberg féle határozatlansági relációt:

h hMilia m= A Pi(t) =2 MSV

Arr'A#

2 ’
h (3.4.4)
2

Az időfüggetlen hely és impulzus szórás arra vezet, hogy a rezgési hullámcsomag meg­

őrzi az alakját a gerjesztett potenciálfelületen miközben oszcillál.

Amennyiben az elektronátmenet során nemcsak az egyensúlyi magtávolság, de a 

normálrezgési módusok frekvenciái is megváltoznak, a (3.4.3) hullámfüggvény ugyan 

megadja a gerjesztett potenciálfelületen kialakuló hullámcsomagot, azonban nem ko­

herens állapotot, hanem kvadratúra-összenyomott (squeezed) állapotot ír le. Ez annak 

köszönhető, hogy az alapállapotú rezgési potenciálfelület által meghatározott rezgési 

alapállapot hullámfüggvényének a szélessége nem felel meg a gerjesztett elektronál­

lapothoz tartozó potenciálfelület alap rezgési állapota szélességének. A harmonikus 

oszcillátor kvadratúra-összenyomott állapotát az jellemzi, hogy vagy a hely- vagy az
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impulzus-operátor szórása kisebb az alapállapoténál, természetesen a konjugált operá­

tor szórásának a rovására:

HMQ'h iAx' < др;> (3.4,5)i 2 МП' ’ 2г

A hullámfüggvény szélessége most periodikusan változni fog, egy rezgési periódus alatt 

kétszer veszi fel a maximális illetve minimális értékét. A két független normálrezgési 

módusban természetesen egymástól független összenyomott állapotok alakulnak ki.

Általában a gerjesztett elektronállapotban a normálrezgési koordináta-rendszer irá­

nya is megváltozik az alapállapotú elektronhéjhoz tartozó normálrezgési koordináta- 

rendszerhez viszonyítva, x Ф 0. Ekkor ha ^! = П2 = Г2, a gerjesztett rezgési potenciál­

felületen tiszta, kvadratúra-összenyomott állapotok alakulnak ki:

1/2МП МП
2a<x'-d>2 ■Фе{*') = (3.4.6)expnh

mivel általában a normálrezgési frekvenciák különbözőek az alap és gerjesztett elekt­

ronállapotban, П[ ф П. Ez még abban a speciális esetben is igaz, ha az egyensúlyi 

magtávolság nem változik az elektronátmenet során. Ekkor kvadratúra-összenyomott 

alap rezgési állapot jön létre a gerjesztett potenciálfelületen.

Amennyiben fii ф íi2 és x Ф br/2, akkor a gerjesztett elektronállapothoz tartozó 

rezgési potenciálfelületen összefonódott rezgési állapot alakul ki függetlenül attól, hogy 

az egyensúlyi magtávolság hogyan változik az elektronátmenet során. A rezgő rendszer 

hullámfüggvényét az általános (3.4.2) képlet adja meg.

Az összefonódottság mértékének jellemzésére a Neumann János féle statisztikus 

entrópiát választottuk. Az entrópia definíciója:

S(í>) = -Tr(f!ln£). (3.47)

Tegyük fel, hogy egy két szabadsági fokú, véges dimenziós rendszerünk van. A rendszer 

legyen egy tiszta | ф) állapotban, a részrendszerek pedig összefonódott állapotban, azaz 

sűrűségoperátorral lehet jellemezni őket. Belátjuk azt, hogy a részrendszerek entró­

piái mindig egyenlőek egymással. Ehhez felhasználjuk a Schmidt-féle felbontási tételt, 

amely azt állítja, hogy amennyiben egy korrelált, két szabadsági fokú kvantumrendszer
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I гр) tiszta állapotban van, mindg lehetséges találni olyan bázist, amelyben a rendszer 

sűrűségoperátora bi-ortogonális tagok összegeként fejezhető ki:

в= I 'Ф)(Ф I I щ){щ I ® I Vi)(vj I . (3.4.8)
ij

A részrendszerek sűrűségoperátora ebben a bázisban:

= I Mi I2 I Vi)(Vi I, в2 = ^Г, I M3 I2 I из)(и3 I ' 
j

(3.4.9)

A két sűrűségoperátor sajátértékei megegyeznek egymással Wi=\ Mi |2, ezért a hozzá­

juk rendelt statisztikus entrópiák is egyenlőek:

S{qi) = -^2,Wí In wit (3.4.10)1 = 1,2.

A statisztikus entrópia jól ismert tulajdonsága, hogy akkor veszi fel maximális értékét, 

ha a Wi valószínűségek egyenlőek egymással. Ez viszont, ha a szóban forgó részrendszer 

egy korrelált rendszer egyik tagja, megfelel a maximális összefonódottságnak a két 

részrendszer között. Ha a részrendszerek korrelálatlanok, akkor a (3.4.8) képletben 

az összeg egyetlen tagból áll, és a részrendszerek (3.4.9) sűrűségoperátorai is egyetlen 

projektort tartalmaznak. Ekkor a (3.4.10) statisztikus entrópia 0. Összefoglalva, egy 

két szabadsági fokú kvantumrenszer részrendszereihez rendelt statisztikus entrópia 0, 

ha a részrendszerek korrelálatlanok és felveszi maximumát, ha a részrendszerek közötti 

összefonódottság maximális.

A rövid összefoglalás után visszatérünk a molekula összefonódott rezgési állapo­

tának vizsgálatára. Az utolsóként megfontolt esetben a molekula alap elektronálla­

potához tartozó rezgési potenciálfelület ekvipotenciális felülete ellipszis alakú volt, és 

a normálkoordináta-rendszer elfordult a gerjesztés során. A kialakuló rezgési állapot 

egy összefonódott állapot. A 3. táblázatban az elfordulás x szögének függvényében 

megadjuk az egyik rezgési módus kvantumállapotához rendelt statisztikus entrópiát. 

A táblázatból leolvasható, hogy nagyobb elfordulási szöghöz nagyobb entrópia érték 

tartozik, amely mélyebb összefonódottságot eredményez.

A továbbiakban a molekularezgések periódusidejével összemérhető hosszúságú ger­

jesztő fényimpulzusokkal fogunk foglalkozni. A (3.4.1) hullámfüggvény nem szeparál­

ható két hullámfüggvény szorzatára, s az alap és gerjesztett elektronállapothoz tartozó
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8° 10° 12° 15°X 3° 5°

Sí 0.0030 0.0075 0.0166 0.0241 0.0322 0.04545

3. táblázat: Két rezgési szabadsági fokú molekula egyik rezgési módusához rendelt von Ne­

umann féle statisztikus entrópia a normálkoordináta-rendszer elfordulásának a függvényében. 

A molekula alapállapotában ÍI1/ÍI2 = 1-5 és az egyensúlyi magtávolság nem változik az elekt­
ronátmenet során.

rezgési potenciálfelületek geometriai viszonyától függetlenül összefonódott állapot ala­

kul ki a véges hosszúságú gerjesztő fényimpulzus hatására. Példaképpen megvizsgálunk 

egy olyan esetet, amikor a nagyon rövid gerjesztés független rezgési állapotokra vezet 

a két normálmódusban. A nagyon rövid gerjesztés során kialakuló állapot legyen a 

(3.4.3) kétmódusú rezgési koherens állapot. A véges hosszúságú gerjesztő impulzus 

hatásának vizsgálata érdekében célszerű az állapotot energia sajátállapot reprezentá­

cióban felírni:
n'i n'2

91 9 2I V’coO^f’n- I n\n'2)=e« Y, I ’V’i) (3.4.11)vSinpn' Tlj ,712

ahol Fn> definíciója a (3.4.1) egyenlet után található, gi = (MQ'i/2h)di. A (3.4.1) 

egyenletbe behelyettesítve a fenti állapotvektort kapjuk meg a véges gerjesztés hatá­

sára kialakuló állapot vektort. A 4. táblázatban az impulzus hosszának függvényében 

megadjuk az egyik rezgési módus kvantumállapotához rendelt statisztikus entrópiát. 

A táblázatból leolvasható, hogy hosszabb gerjesztő fényimpulzus mélyebb összefonó- 

dottságra vezet.

0.05 0.1 0.2 0.5 1 10r

Sí 8.9 x IO“5 9.3 x IO“4 8.9 x 10~3 0.1 0.394 0.811

4. táblázat: Két rezgési szabadsági fokú molekula egyik rezgési módusához rendelt von Ne­

umann féle statisztikus entrópia a gerjesztő fényimpulzus r = ílu-1 hosszának függvényében. 

A molekula alapállapotában íli = ÍI2 = íí és a normálrezgési frekvenciák nem változnak az 

elektronátmenet során.

Az összefonódottság abból származik, hogy a (3.4.1) egyenletben a Gauss levágás
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számos tag amplitúdóját közel nullára csökkenti. Ha a gerjesztő fényimpulzus nagyon 

hosszú (koherens hullám “CW” határérték), akkor a Gauss levágás közelítőleg Dirac ő 

függvény lesz, és csak azok a tagok maradnak meg, amelyek sorszáma kielégíti a

7 = n\kl\ + n2kl2 (3.4.12)

egyenletet. Amennyiben hányados kifejezhető kis egész számok hányadosaként,

a (3.4.12) egyenletnek töb megoldása is van és összefonódott rezgési állapot alakul 

ki. Ha ez a feltétel nem teljesül és csak egy megoldás létezik, akkor a két rezgési 

módusban tiszta, korrelálatlan állapotok jönnek létre. A Gauss levágás a (3.4.11) 

kétmódusú koherens állapotot a

raj raj
91 9 2 n'xn'2) (3.4.13)

yjn'x\n'2\raj+raj=7/fi'

összefonódott állapottá transzformálja. Itt az egyszerűség kedvéért a két normálrezgési 

frekvenciát egyenlővé tettük egymással. A 18. ábrán olyan állapot fononstatisztikáját

o. 1

0.08

0.06

P

0.04

0.02

0

18. ábra: Egy véges hosszúságú impulzussal keltett összefonódott állapot fononstatisztikája.
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mutatjuk, amelynél a molekulában az egyensúlyi magtávolságok megvátozásai <71 = 1.1

y/2/u). A grafikononés g2 — 1.3, 7 = 15/a>, a gerjesztő fényimpulzus hossza u~l 

nagyon jól látható, hogy a két rezgési módusban a fononszámok összefüggenek.

A (3.4.13) rezgési állapotból a részleges spúr kiszámításával megkapható valamely

módusához rendelt sűrűségoperátor:

N N n' /V—n'*=E l«)(n (3.4.14)г, к = 1, 2 к ф гPi Рк i hКп\=О

ahol JV = 7/Í)' és

9Í 92Pi = 91+9%’ P2 9Í +9%'

A (3.4.14) sűrűségoperátorhoz tartozó statisztikus entrópiát a

N N
S{ßi)= - \n Wn' n'N—n' (3.4.15)Wn' — Pi Pkrín'= 0

képlettel lehet kiszámítani. A 4. táblázatban az utolsó oszlopban álló, leghosszabb 

gerjesztő impulzushoz tartozó entrópia értékeket ezzel a képlettel is kiszámíthatjuk.
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4. Csillag állapotok sokfotonos abszorpciós folyamat­

ban

Ebben a fejezetben nemlineáris optikai kristályban zajló k-fotonos lekonverzió folya­

mat során keletkező' csillag állapotok hatékonyságát vizsgálom sokfotonos abszorpciós 

folyamatban. A 4.1 alfejezetben röviden összefoglalom a nemlineáris optikából szük­

séges ismereteket. A 4.2 szakaszban a sokfotonos abszorpció alapjait mutatom be. A 

4.3 alfejezetben megvizsgálom, hogy a csillag állapotú fényt hogyan lehet alkalmazni 

sokfotonos abszorpciós folyamatokban.

4.1. Nemlineáris optika

4.1.1. Nemlineáris optika - klasszikus tárgyalás

Az elektromágneses tér terjedését dielektrikumban a Maxwell egyenletek írják le [62,

63]:

VxE(r.t) = —^B(r,í), 

■^D(r.í),V x H(r,í) 

VB(r,í) 

VD(r, t)

dt
0,

(4.1.1)0,

melyeket még ki kell egészíteni az anyag polarizációját és elektromos eltolásvektorát 

összekötő egyenlettel:

D — во® + P. (4.1.2)

Feltételezzük, hogy az anyag nem mágnesezhető, ezért

(4.1.3)В = д0Н.

A Maxwell egyenletekből levezethetünk egy másodrendű parciális differenciálegyenletet 

az elektromos térerősségre:

1 ő2E 1 d2P
(4.1.4)V x V x E + c2 dt2 £qc2 dt2
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ahol c2 = 1/eqPq a vákuumbeli fénysebesség. A dielekrikum polarizációjának elektro­

mos térerősségtől való függését hatványsorral lehet kifejezni:

(4.1.5)Pi — ^oXijEj + 2dijkEjEk + AxijkiEjEkEi + ...,

ahol Xij a lineáris, dijk a másodrendű, Xijki a harmadrendű szuszceptibilitás tenzor. 

Ha az anyag kristályos szerkezetű, a dielektrikumot alkotó atom- illetve molekularács 

szimmetria tulajdonságai határozzák meg, hogy a szuszceptibilitás tenzorok mely ele­

mei különbözhetnek nullától. Ha a kristályrács rendelkezik inverzió-szimmetriával, a 

dijk másodrendű szuszceptibilitás tenzor eltűnik. A (4.1.5) képletben a harmadrendű 

tag járuléka a kialakuló polarizációhoz általában több nagyságrenddel kisebb a másod­

rendű tag járulékánál az olyan anyagokban, ahol a kristályszimmetria mindkét tenzor 

létezését megengedi. A polarizáció (4.1.5) egyenlete egy lineáris és további nemlineáris 

tagokból áll: P = Pi + Pjvl- Helyettesítsük be ezt a kifejezést a (4.1.4) egyenletbe. 

Egy kis átrendezés után a

1 d2 1 d2PNL
(1 + X)E (4.1.6)V x V x E +

dt2 ’£qC2

kifejezést kapjuk. Az egyenlet kiindulási pont a fényterjedés leírására anizotrop, nemli­

neáris dielektrikumokban. A megoldása során az elektromos térerősség vektort gyakran 

síkhullámnak tételezik fel: E(r, t) =E^W^ exp(kr—cut). A lehetséges folyamatokat a line­

áris és nemlineáris szuszceptibilitás tenzorok határozzák meg. Általánosan azt mond­

hatjuk, hogy a (4.1.6) egyenlet jobboldalán a nemlineáris polarizáció energiaáramlásra 

vezet a dielektrikumban egyszerre jelenlévő, különböző frekvenciájú elektromágneses 

mezők között. A folyamatokat az elektromos terek kezdőfeltételei alapján lehet csopor­

tosítani. Tegyük fel, hogy aP^ polarizációban a másodrendű tag járuléka dominál. 

Ekkor a három legfontosabb folyamat a következő: (1) másodharmonikus keltés, amely 

során a kristályban terjedő u> frekvenciájú hullám 2ш frekveniájű hullámot kelt [64, 65]; 

(2) parametrikus oszcilláció, amikor egy intenzív w3 frekvenciájú fény egyszerre kelt oj\ 

és u>2 frekveniájű hullámokat úgy, hogy u>3=ui + W2 [66]; (3) frekvencia fel-konverzió, 

amely során egy kis intenzitású, alacsony u>i frekvenciájú fény magasabb o>3 frekvenci­

ájú fénnyé transzformálódik azáltal, hogy a nemlineáris kristályban keveredik egy erős 

cü2=cj3 — üJi frekvenciájú fénnyel [67].

c2 dt2
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4.1.2. Nemlineáris optika - kvantummechanikai leírás

A nemlineáris optikai folyamatok kvantummechanikai tárgyalása alapvetően abban tér 

el a klasszikus leírástól, hogy a folyamatban résztvevő hullámok közül azokat, amelyek 

kvantumos tulajdonsága várhatóan meghatározó lehet a folyamat során, kvantumosan 

kezeljük. Ilyen eset például, amikor a spontán parametrikus fluoreszcenciát vizsgáljuk.

Mielőtt rátérnénk a kvantummechanikai leírás ismertetésére, röviden összefoglaljuk 

a kvantált elektromágneses térrel kapcsolatos alapfogalmakat. Egy zárt térrészben a 

sugárzási tér egymástól független normálmódusokra bontható. Minden normálmódus- 

hoz egy harmonikus oszcillátor rendelhető, amely kanonikusán konjugált koordináta és 

impulzus változóival lehet kifejezni az elektromágneses tér elektromos térerősségét és 

mágneses indukcióját. A kvantummechanikai tárgyalás során ezeket az oszcillátorokat 

kvantáljuk. Legyen a kvantálási térfogat egy L élhosszúságú kocka. Periodikus határ- 

feltételek előírása esetén, az elektromágneses tér és a mágneses indukció operátoraira 

a következő kifejezéseket kapjuk [2, 63]:

-11/2hu к {ак,ле'кг-^ - 4>Ae-ikr+ÍWfcí}É(r,í) = 6k,A2 eb3
k,A

h 11/2 ek,A {äk^e*'-^ - aíiAe-<,tr+iWfcí} , (4.1.7)B(M) = iY к x
2eL%Uk_k,A

ahol £ = £o(l + x)- A (4-1.7) kifejezésben a téroperátorok haladó síkhullámokat írnak 

le. Az elektromágneses tér Hamilton-operátorának a megkonstruálásához induljunk ki 

a klasszikus térenergia kifejezésből. Egy nem mágnesezhető szigetelőben a sugárzási 

tér energiája [63]:

e=Liv^+4w?+jPNíiB) (4.1.8)

Behelyettesítve az elektromágneses tér (4.1.7) operátorait, megkapjuk a kvantált elekt­

romágneses tér Hamilton-operátorát dielektrikumban:

2
-dijkEiEjEk + XijkiEiEjEkEi + ...H = (“м«к,л + \ . (4.1.9)dv

k,A

A képlet jobboldalán, az anyag polarizációján végzett munkából származó járulékban 

nem jelöltük, hogy az elektromos mezők klasszikusak vagy kvantáltak. Egy konkrét
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problémában egyes módusokat célszerű klasszikusan, másokat kvantumosan kezelni. 

A (4.1.9) Hamilton-operátorban az elektromágneses mező másodrendnél magasabb 

hatványai is megjelennek, ennek alapján beszélhetünk harmad-, negyed-, stb. rendű 

optikai folyamatokról.

Elsőként vizsgáljuk meg három különböző mező kölcsönhatását, amelyek frekven­

ciájára teljesül, hogy

(4.1.10)Lü3 —Lü 1 íü2.

A mezők kölcsönhatását a (4.1.9) Hamilton-operátor harmadrendű tagjával írjuk le:

-d í dvÉ^É^E^, 
3 Jv

H' = (4.1.11)

ahol a d effektiv nemlináris együttható a dijk tenzor elemeinek lineáris kombinációja, 

amely függ a mezők terjedési irányától és a polarizációktól. A képletből leolvasható, 

hogy az ui és lü2 frekvenciájú mezőket kvantumosan, az o>3 frekvenciájú mezőt klasszi­

kusan kezeljük. Ezt az utóbbit ugyanis nagy intenzitásúnak tételezzük fel és pumpa 

mezőként szolgál a vizsgált folyamatban:

£(шз) (r, t) = Ez cos(k3r - Lü3t). (4.1.12)

A pumpa módusból energia áramlik a gyengébb és lü2 frekvenciájú módusokba. Ezt 

a tárgyalásmódot parametrikus közelítésnek nevezzük, amely magába foglalja még azt 

a feltevést is, hogy a pumpa nem gyengül a folyamat során. Az egyszerűség kedvé­

ért tegyük fel, hogy a mezők azonos irányban terjednek. Behelyettesítve a (4.1.11) 

egyenletbe a mezők kifejezéseit, az integrálás elvégzése után a kölcsönhatási Hamilton- 

operátor:

.dh У^Е3 (аДАОМ, - C(Afc)* älaj)H' = -*6 L

(eiAkL 
(4.1.13)

ahol Ah = ki + k2 — kz a hullámvektorok nem illeszkedését jellemzi. A (4.1.11) ki­

fejezésben a ki hullámvektorok más előjellel vett lineáris kombinációi is megjelennek, 

amelyek azonban sokkal nagyobbak Д/c-nál, ezért az integrálás elvégzése után a já­

rulékuk sokkal kisebb a Ak-t tartalmazó tagokénál, s így elhagyjuk őket. A ((Ak)
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faktorról könnyű belátni, hogy egy sin(x)/a; típusú kifejezés:

sin(AfcL/2) 
AkL/2 '

C (Ak)=iLe~iAkL/2 (4.1.14)

На Ak ф 0 és a nemlineáris kristály L hosszát rosszul választjuk meg, a kölcsönha­

tási Hamilton-operátor akár el is tűnik. Ha a kristályban sikerül az elektromágneses 

mezőknek olyan terjedési irányt találni, hogy ДА; = 0, akkor ezt fázis-illeszkedésnek 

nevezzük. Ekkor a (4.1.13) egyenlet helyett az egyszerűbb

dH' — ti'y {а\а,2 + ájá^ , LO\ÍÜ2
(4.1.15)Ez7= 6̂ £l£2

kifejezést kapjuk. A (4.1.15) kölcsönhatási Hamilton-operátorral könnyen kifejezhetjük 

a rendszer időfejlesztő operátorát:

Ü(t) = exp ^—*7 üi 02 + alájJ tj (4.1.16)

A fenn röviden ismertetett tárgyalás az alapja az optikai parametrikus erősítő és pa­

rametrikus oszcillátor kvantummechanikai leírásának. A parametrikus erősítés során 

az u>i módusban a jel felerősödik a nemlineáris kristályban, miközben megjelenik az 

u>2 frekvenciájú segéd mező, amely biztosítja az energia- és impulzusmegmaradást. A 

kvantummechanikai leírás lehetővé teszi, hogy ne csak a mezők amplitúdójának vál­

tozását ismerjük meg, hanem a jel mező fotonstatisztikáját is [67, 68, 69, 70]. A 

fotonstatisztika vizsgálata vezetett a foton sűrűsödés, foton ritkulás (bunching és anti- 

bunching) jelenségének a felfedezéséhez [71, 72]. A parametrikus folyamatban korrelált 

fotonpárok keletkeznek [73, 74, 75]. E párok nagy jelentőségre tettek szert az utóbbi 

időben a Bell egyenlőtlenségek tesztelésénél és a kvantum-teleportáció kísérleti meg­

valósításában.

Az előző szakaszban ismertetett parametrikus folyamatnak egy fontos speciális 

esete, amikor a és U2 frekvenciájú jel és segéd mezők azonosak. Ekkor a pumpa és 

jel mezők frekvenciáira teljesül, hogy o>3 = 2u>i. Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy 

minden pumpa foton két jel fotonra hasad. A kölcsönhatási Hamilton-operátor:

^^в3(с(ДА)0?-<(ДЦ*а!2),#'=- (4.1.17)



Nemlineáris optika - kvantummechanikai leírás 72

nem tökéletes fázis-illeszkedés esetén, A.k = 2ki — A:3. Amennyiben Д/с = 0, a kölcsön­

hatási Hamilton-operátor

J=PE36 £i
H' — h'y -I- a\2 j , (4.1.18)

alakú. A rendszer időfejlődését a

Ü (t) = exp (—17 al + aj2 j tj (4.1.19)

operátor adja meg. A (4.1.19) operátor a bevezetőben már formálisan definiált squeezing- 

operátor. Hatására az oq módus vákuum állapotából kvadratúra-összenyomott vá­

kuum állapot lesz [76, 77, 78, 79]. Ez volt az az állapot, amelynek Wigner eloszlás- 

függvényét Smithey elsőként sikeresen rekonstruálta [29]. Másik jelentősége az, hogy 

elsőként ennek az állapotnak sikerült egy-dimenziós koherens állapot reprezentációját 

megtalálni, amelyről bővebben a 1.1 fejezetben írtunk.

Nagyon érdekes eredményre vezet az előző szakaszban tárgyalt squeezing folyamat 

magasabbrendű megfelelőinek a vizsgálata. Tekintsük azt a speciális esetet, amikor egy 

jel módus és egy pumpa módus van jelen a nemlineáris közegben, amelyek frekvenciái 

kielégítik а u>2 = кшi egyenletet. Kvantummechanikai szempontból ebben a folyamat­

ban minden pumpa foton к darab jel fotonra hasad, ezért A:-fotonos lekonverziónak 

is nevezik. Parametrikus közelítésben a kölcsönhatási Hamilton-operátor a harmad­

rendű folyamatnál bemutatott módon konstruálható meg. Fisher, Nieto és Sandberg 

megmutatták [80], hogy a (4.1.19) squeezing-operátor általánosításának

Ük = exp [zktfk + Ri(a\ a) + z*kak] ,

(ahol Ri{a),a) egy legfeljebb к — 1 fokú polinomja a ä és a* operátoroknak) vákuum 

mátrixeleme divergens к > 2 esetén, amiből azt a következtetést vonták le, hogy a 

Uk operátort a vákuum állapotra hattatva nem fizikai állapotok keletkeznek. A prob­

léma egy lehetséges megoldását Braunstein és McLachlan javasolta [81], akik a Pádé 

approximáció módszerét alkalmazva véges időtartamokra meghatározták az általánosí­

tott squeezing folyamatban keletkező állapot Q függvényét. A k-fotonos parametrikus 

lekonverzió során kialakuló “felrobbanó” megoldásokat többen is vizsgálták [82, 83]. 

Az állapot fázistérbeli képe egy k-ágú csillagra emlékeztet, ezért csillag állapotnak is 

nevezik.

(4.1.20)
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A &-fotonos squeezing folyamatban a pumpa módust is kvantumosan kezelve vizs­

gálta Drobny és Jex a kialakuló mező fotonstatisztikáját [84]. Banaszek és Knight 

az állapot Wigner függvényében megjelenő kvantum interferenciát tanulmányozta. A 

3-fotonos lekonverzió kísérleti megvalósíthatóságát Felbinger, Schiller és Mlynek vizs­

gálta [86]. Arra az eredményre jutottak, hogy még optikai rezonátor alkalmazása esetén 

is csak nagyon kis intenzitású csillag állapot előállítása lehetséges, a rendelkezésre álló 

nemlineáris kristályok felhasználásával.
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4.2. Sokfotonos abszorpció

Sokfotonos folyamatokban az átmeneti valószínűség függését a sugárzási tér statisztikus 

tulajdonságaitól számos szerző vizsgálta a 60-as években [87, 88, 89, 90, 91, 92]. Az 

elektromágneses tér és egy hidrogénszerű atom közötti kölcsönhatást a

= — p(t)Ä(f,i) (4.2.1)m

Hamilton-operátor írja le, ahol A(r,í) a sugárzási tér vektorpotenciálja, e az elekt­

rontöltés, m az elektrontömeg, p(t) az elekton impulzus-operátora. Dipól közelítésben 

a vektorpotenciái helyfüggését elhanyagoljuk. A vektorpotenciái pozitív és negatív 

frekvenciájú komponensekre bontható:

Á(r,í)«Á(í) = Á{+)(í) + Á(_)(í), (4.2.2)

ahol

hÁ(+)(í)=E — iWkt (4.2,3)ек.лйк.ле2so L3Wk
k,A

Kölcsönhatási képben az időfejlesztő-operátor
OO

t>I(í)=Eí)í",w, (4.2.4)
n—0

ahol

rtn
dtn I

J о

Pt 2

J 0
гÜ\n\t) = (4.2.5)dtn—\...h

Ha csak a foton abszorpciós folyamatokat vesszük figyelembe, akkor az effektiv köl­

csönhatási Hamilton-operátor:

&//(*) = ^Р(*)А(+)00.
fii/

(4.2.6)

Az n foton abszorpcióját leíró időfejlesztő-operátort úgy nyerjük, hogy a (4.2.5) egyen­

letbe behelyettesítjük a (4.2.6) kifejezést

[ dtip(tn)Á{+)(tn) 
J о

Üín\t) dtn-1...

xp(ín_i)Á(+)(tn_1)...p(íi)Á(+)(t1). (4.2.7)
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Tegyük félj hogy a sugárzási tér állapotát kezdetben a

£f(0) = ^í?ü I IF (4.2.8)
ip

sűrűségoperátorral lehet jellemezni. Az n foton elnyelési valószínűség ekkor:

= 5>i|</|F</Ut/í”,(í)|!),,|!>F

TVf {&■<* U ^"»(í) I f)A(f U üf\t) I t) Л ,
ipfF

(4.2.9)

ahol I í)a a kezdeti, | /)д a végső atomi állapot. Vezessük be a

/ 6 \П
{int ti) = ) (f \ A Pinion) ■ ■■Pilisi) I Í)a (4.2.10)

függvényt. Ennek felhasználásával (4.2.9) átírható a

Pt2 rt rt'n
/ dh / dt'n 

Jo J 0 J 0

rt'2

Jo
V- [l , ftn ^2 dtn

{inbbn}

xTrp

P{n)(t) = dt dt[dtn-\... П — 1 ‘ * *

(Jnl •••! ^...П (tn) •••) ti)ХФ* (4.2.11)

alakra. A képletben a trace kifejezés a mező (n, n)-ed rendű normál rendezett korrelációs­

függvénye:

({^};{*»})=^{^4‘)Ю--Д')К)4+)(‘»)-^Г)(‘1)}- <4-2-12)C(n,n)
í ni ■ * - j Jn j • • • 1

Amennyiben a mező stacionárius, frekvencia spektruma egy szűk tartományra kon­

centrálódik, közepes u>0 frekvenciája a rezonáns шд/п frekvencia közelében van, és a 

mező spektrális szélessége Aui jóval kisebb az atom végállapota 7j szélességénél, az 

időegységre eső átmeneti valószínűség:

7/ИАП) = (?(”’")({0}, {0}) |Ф({о>0})|2 (4.2.13)
\l) + {ша-пшо)2’

ahol Ф({о10}) а (4.2.10) képletben definiált Ф függvény Fourier transzformáltja. A 

képletből jól látható, hogy amennyiben a mező teljesíti a fenti feltételeket, az átmeneti 

valószínűséget egy adott atomban a mező (n, n)-ed rendű normál rendezett korrelációs­

függvénye határozza meg.
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4.3. Hatékony fényforrás sokfotonos abszorpciós folyamatokhoz

Az előző szakaszban láttuk, hogy az átmeneti valószínűség egy hidrogénszerű atom két 

energiaszintje között n-foton abszorpciója esetén, bizonyos feltételek teljesülése mellett, 

arányos a sugárázási tér (n, n)-ed rendű normál rendezett korrelációs-függvényével.

Vizsgáljuk meg, hogy egy nemlineáris kristályban, k-fotonos lekonverzió során ke­

letkező fény (csillag állapot) milyen hatékonysággal vesz részt n-fotonos abszorpcióban. 

Ehhez meg kell határoznunk a csillag állapot (n, n)-ed rendű korrelációs-függvényét. A 

4.1.2 szakaszban megmutattuk, hogy а к > 2 fotonos lekonverzió tárgyalása paramet­

rikus közelítésben ellentmondásos eredményre vezet. Ezért mi mind a pumpa, mind 

a jel módust kvantumosan kezeljük. Induljunk ki a fc-fotonos lekonverzió Hamilton- 

operátorából, tökéletes fázis-illeszkedést feltételezve:

H = #o + Я/ = (кПшЪ'Ь + hűti а) + hj(b ап+Ь]ак), (4.3.14)

ahol a és b a jel és pumpa módusok foton eltüntető operátorai, a 7 nemlineáris konstans 

arányos a k-ad rendű szuszceptibilitás tenzor megfelelő elemeinek lineáris kombináci­

ójával. A (4.3.14) Hamilton-operátor tulajdonságait részletesen elemezték a [71, 72] 

cikkekben. Mivel H0 és Hí operátorok felcserélhetők egymással, ezért mindkettő moz­

gásállandó. Ez lehetővé teszi, hogy a exp(—iÉ0t/h) faktort elhagyjuk az időfejlesztő­

operátorból. A kialakuló állapot:

I ,iß(t))=exp(—ihifit/h) I ф(0)). (4.3.15)

Legyen a kezdeti állapot a pumpa módusban a | ß) koherens állapot, a jel módusban 

pedig vákuum:
OO

e-\ß\2/i £L 
vGTI Ф(°)) = ^2Ьп I 0,n) (4.3.16)bn

n=0

Ezzel a kezdőfeltétellel a (4.3.15) egyenlet:
00

I = I km,n-m), (4.3.17)
n=0 m=0

ahol а I km, n — m) állapotban n — m foton van a pumpa módusban és km foton a jel 
módusban. A cim(t) együtthatók az időfejlesztő-operátor mátrixelemei:

cnm(t)= (km, n — m I exp(-ihHit/h) | 0, n), (4.3.18)
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amelyeket numerikusán tudunk meghatározni a kölcsönhatási Hamilton-operátor di- 

agonalizálásával [71, 72]. Mi konkrét példaképpen a 3-fotonos lekonverzió során ke­

letkező fényt vizsgáltuk. A kiindulási állapotban a pumpa módusban | 9) koherens 

állapot volt. A 19. ábrán egy 71 = 0.024 ideig fejlődő állapot Wigner eloszlásfügg­

vényét mutatjuk be, amelynek fotonszám várhatóértéke 4. A példánkban szereplő

19. ábra: A Wigner eloszlásfüggvénye egy csillag állapotnak, amelyben a fotonszám várható­

értéke 4-

állapot (n, n)-ed rendű normál rendezett korrelációs-függvényét numerikusán tudjuk 

meghatározni Fock együtthatói felhasználásával. Hasonlítsuk össze a koherens, erő­

sen összenyomott vákuum, termikus és háromágú csillag állapotok hatékonyságát 2- 

és 3-fotonos elnyelési folyamatokban. Az első három állapot esetében analitikusan
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meghatározhatók a normál rendezett korrelációs-függvények [93]:

S~l(n,n) __ rn
^coh — 1 >

G&’n) = n\In,

G§n) = (2n — l)!!/n,

ahol I = = {а)a). Az 5. táblázatban a másod- és harmadrendű korrelációs­

függvényeit tüntettük fel néhány intenzitás értékre a koherens, erősen összenyomott 

vákuum, termikus és háromágú-csillag állapotokra. Jól látható, hogy a csillag álla­

pot jóval nagyobb valószínűséggel indukál 2-fotonos abszorpciót mint a másik három 

állapot. A 3-fotonos abszorpció során még ennál is nagyobb, több nagyságrendnyi a 

különbség.

(4.3.19)

A jelenség egy lehetséges szemléletes magyarázata a következő: a pumpa és jel mo­
dus cim(í) fotonszám kifejtési együtthatóiból képezzünk sűrűségmátrixot. Kiátlagolva 

a pumpa módusra nyerjük a csillag állapot g\^ sűrűségmátrixát. Ez a mátrix ritka, 

mert csak minden harmadik eleme nem nulla. Az n-fotonos abszorpció valószínűsége 

az állapot (n, n)-ed rendű korrelációs-függvényével arányos, amely jelen esetben:
OO

CLX = £3i(3f-l)...(3f (cs)n 4-1 )g (4.3.20)31,31'
l=n

A diagonális g^t mátrixelemek nagyon lassan tartanak nullához, jóval lassabban mint 

a koherens vagy termikus állapot esetében, azaz a nagy fotonszámú állapotok is vi­

szonylag nagy valószínűséggel vannak jelen a csillag állapotban. Ezért a (4.3.20) kép­

letben az összegzés során számottevő súlyt kapnak a 3/(3/ — 1)...(3Z — n + 1) faktorok 

/ nagy értéke esetén is, amely jelentősen megnöveli értékét.

A 4.1.2 szakaszban láttuk, hogy a 3-fotonos lekonvérzióban csak nagyon kis inten­

zitású csillag állapotot lehet előállítani az ismert nemlineáris anyagokkal. Vizsgáljuk 

meg azt, hogy erősítés után az állapot sokfotonos abszorpciós tulajdonsága hogyan 

változik meg. A parametrikus erősítőt Heisenberg képben a

c = л/Ää + VA - 1$ (4.3.21)

egyenlettel lehet jellemezni, ahol a a bejövő jel foton eltüntető, W a segéd mező foton 

keltő, c az erősített jel foton eltüntető operátorai. Az A erősítési tényező a parametrikus
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£(2,2) £(3,3)

Koherens 1.2 1.3

Termikus 2.4 8

Squeezed

Csillag

3.6 20

55 8395

G^ = 2.2

Koherens 4.8 10.6

Termikus

Squeezed

Csillag

9.7 64

16 196

191 33883

£(!,!) =4.7

Koherens 22.5 104

Termikus

Squeezed

Csillag

45 623

68 1557

563 105625

5. táblázat: Normál rendezett korrelációs-függvények értékei néhány nevezetes állapotra, kü­

lönböző fotonszám várhatóértékek mellett.

közelítés miatt arányos a pumpa mező amplitúdójával. A (4.3.21) képletben látható, 

hogy a jel és segéd mezők elkerülhetetlenül keverednek egymással az erősítőben, azaz 

az erősítési folyamat mindenképpen zajt visz az erősített jelbe. Egy nemklasszikus 

állapot “nemklasszikussága” általában nagyon érzékeny a környezeti zajokra, és már 

egész kis zaj hozzáadásával is eltűnik [94]. Megmutatjuk, hogy a csillag állapotnak az a 

tulajdonsága, hogy kiemelkedően nagy valószínűséggel indukál sokfotonos abszorpciót, 

nem romlik el az erősítés hatására. Ehhez kiszámítjuk, hogy a felerősített jel (n, n)- 

ed rendű korrelációs-függvénye hogyan függ a bemenő jel korrelációs-függvényeitől, 

feltételezve, hogy az erősítő bemenetén a segédmező vákuum állapotban van. A kimenő
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(n,n)jel G korrelációs-függvénye n = 2-reout

G^ = Á‘G{y) + 4Л(Л - 1 )G(y> + 2(A - l)2, (4.3.22)

és n = 3 esetén

G%?> = A3g£3) + 9 A2 (.4 - 1)0£Е» + 9A(A - l)2G<iJ) + 6(Л - l)3. (4.3.23)

Itt Ga bemenő, a felerősített jel korrelációs-függvénye. A képletekből

mindenekelőtt az látszik, hogy az erősítő zaja a kimenő jel korrelációs-függvényében 

is megjelenik. Másrészt mindkét kifejezésben valamennyi tag szorzófaktora azonos 

nagyságrendű, vezető rendben arányos An-nel. Ennek következtében, ha egy állapot 

Q(n>n) korrelációs-függvénye jóval meghaladja az n-nél alacsonyabb rendű korrelációs­

függvényeit, akkor erősítés után valamennyi tulajdonságát megőrzi, amely ezzel a nagy 

(n, n)-ed rendű korrelációs-függvényével kapcsolatos. A konkrét példánkban szereplő 

csillag állapot korrelációs-függvényei G^ =4, G^ =450, és =84100. A másod 

és harmadrendű korrelációs-függvények között több, mint két nagyságrend a különbség, 

ezért megállapíthatjuk, hogy a csillag állapot erősítés során megőrzi kiemelkedően nagy 

hatékonyságát harmadrendű abszorpciós folyamatokban. Ez a következtetés magasabb 

rendű abszorpciós folyamatokra is igaz.

NL1 NL2
CCH-CŰ+CŰ+CŰ2cű+2cű4(0

► ►
►

20. ábra: A kaszkád, kétszer 2-fotonos lekonverzió elvi sémája.

Az alábbiakban ismertetünk egy másik lehetőséget, amellyel megfelelő intenzitású 

csillag állapotot lehet előállítani. Tekinsük a 20. ábrát, amelyen két nemlineáris kris­

tály, kaszkád elrendezésben egy kétlépcsős lekonverziós folyamatot valósít meg. Az első 

kristály degenerált 2-fotonos lekonverzióval összenyomott vákuum állapotot generál. A 

pumpa fény frekvenviája 4u>, így a megjelenő jel 2lü frekvenciájú. Az összenyomott vá­

kuum állapot pumpaként szolgál a második nemlineáris folyamathoz, amely az elsőhöz
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hasonlóan ugyancsak degenerált 2-fotonos lekonverzió, csak itt a pumpa frekvenciája 

2üj és a megjelenő jelé w. Az első folyamatot kezelhetjük parametrikus közelítésben, a 

második esetében viszont figyelembe kell vennünk a pumpa módus fotonstatisztikáját, 

ezért a fenn bemutatott teljes kvantumos eljárást alkalmazzuk. Egy konkrét példá­

ban az első nemlineáris kristály kimenetén megjelenő összenyomott állapot fotonszám 

várhatóértéke (п2ш) = 2.9, kvadratúra-szórásai Ax = 0.192 és Ap = 2.595. A második 

nemlineáris kristály bemenetén mint pumpa módus alkalmazzuk ezt az állapotot. A 

kimeneten 7í = 0.5 idő elteltével megjelenő állapot fotonszám várhatóértéke {hj) = 3.2. 

Az állapot Wigner eloszlásfüggvényét a 21. ábrán mutatjuk be. Az ábrán jól látható, 

hogy az állapot kicsit zajos, de kvantuminterferencia megjelenik a karok között, és a 

függvénynek vannak nemklasszikus tulajdonságokra utaló negatív tartományai is. Az 

állapot korrelációs-függvényeit az előző példában vizsgált csillag állapotéhoz hason­

lóan, numerikusán tudjuk meghatározni: = 3.2, G= 44.4 és Gt3,3) = 900.

A G^k'k\k > 1 értékek jóval meghaladják az azonos intenzitású koherens, termikus 

és kvadratúra-összenyomott állapotok megfelelő korrelációs-függvényeit, ezáltal belát­

hatjuk, hogy a kaszkád folyamatban kialakuló csillag állapot ugyancsak kiemelkedő 

hatékonysággal indukál sokfotonos abszorpciót.
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21. ábra: A kaszkád folyamat kimenetén megjelenő állapot Wigner eloszlásfüggvénye.
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• •
Összefoglalás

A Ph.D. értekezésemben nemklasszikus állapotok előállításával és tulajdonságaik vizs­

gálatával foglalkozom. Az alábbiakban összefoglalom a főbb területeket, amelyeket 

vizsgáltam. A témához kapcsolódó publikációimat az összefoglalás utáni jegyzékben 

adom meg, a hivatkozások itt ezekre vonatkoznak.

Legfontosabb eredményeim:

1. Kidolgoztam egy konstruktív eljárást a harmonikus oszcillátor tetszőleges álla­

potának reprezentálására a fázistér valamely folytonos egy-dimenziós görbéje mentén. 

A módszer lényege, hogy a reprezentáció súlyfüggvényét valamely teljes ortogonális 

polinomhalmaz elemei szerint kifejtem, és a kifejtési együtthatókat az állapot Fock 

együtthatóinak a felhasználásával fejezem ki. A módszert alkalmaztam a koherens és 

a fázisoptimalizált állapotok reprezentálására a fázistér valós tengelyének különböző 

szakaszain. Levezettem egy összefüggést a folytonos koherens állapot reprezentáció és 

a vákuumállapot körüli Bargmann állapot reprezentáció között. Megmutattam azt is, 

hogy az egy-dimenziós, folytonos koherens állapot reprezentáció kiindulási pontul szol­

gálhat egy állapot diszkrét koherens állapot reprezentációjának megtalálásához [VI].

2. Új mérési elrendezést javasoltam a fény kvantumállapotához rendelt kvázi- 

valószínűségeloszlás függvény rekonstruálására. A kaszkád homodin mérésben a szim­

metrikus és az aszimmetrikus homodin mérés összekapcsolása egy olyan mérési elren­

dezést eredményez, amelyben az állapot s-paraméterezett kvázi-valószínűségeloszlás 

függvénye lokálisan rekonstruálható egy kísérleti szempontból is reális méréssel. A 

módszer mellékeredménye, hogy megtaláltam a generátorfüggvényét azoknak a minta­

függvényeknek, amelyek a szimmetrikus homodin mérésben a sűrűségmátrix diagonális 

elemeit szolgáltatják Fock reprezentációban [VIII].

3. Megmutattam azt, hogy egy kétatomos molekulában két rövid, transzformá- 

ció-limitált fényimpulzussal rezgési Schrödinger-macska állapotot lehet kelteni a ger­

jesztett elektronállapothoz tartozó rezgési potenciálfelületen. Ilyenkor a molekula két 

nukleonjának a távolsága két különböző távolság szuperpozíciója [1,11,111].
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4. Meghatároztam sokatomos molekulák rezgési állapotát, amely egy gyenge, transz- 

formáció-limitált fényimpulzus hatására alakul ki Franck-Condon átmenet során. Ki­

mutattam, hogy a gerjesztés hatására két rezgési módus összefonódott állapotba kerül­

het, ha a normálrezgési frekvenciák aránya kifejezhető kis egész számok hányadosával. 

Az összefonódottság mérésére a von Neumann-féle statisztikus entrópiát használtam 

[IV,V],

5. Kimutattam, hogy egy nemlineáris optikai kristályban, /с-fotonos lekonverziós 

folyamatban kialakuló fény (csillag állapot) kiemelkedő hatékonysággal indukál sokfo- 

tonos abszorpciót. Megmutattam, hogy a csillag állapotú fény erősíthető parametrikus 

erősítőben anélkül, hogy a sokfotonos abszorpcióban mutatott nagy hatékonysága je­

lentősen lecsökkenne. Ismertettem egy kaszkád elrendezésű fényforrást, amelyben két 

2-fotonos lekonverziós folyamat követi egymást, és az így kialakuló csillag állapotról 

megmutattam, hogy ugyancsak kiemelkedő hatékonysággal vesz részt sokfotonos ab­

szorpciós folyamatban [VII].
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Summary

In my Ph.D. thesis I have considered generation of nonclassical quantum states of 

simple physical systems. I have worked out some methods for the investigation of the 

properties of these states also. Below I summarize briefly my main results:

1. I have derived a method to represent any state of the quantum harmonic oscilla­

tor along an arbitrary, continuous curve in phase-space by a continuous superposition 

of coherent states. It is well known, that coherent states of the harmonic oscillator form 

an overcomplete basis set in phase-space. Because of the overcompleteness, a subset 

of coherent states still can be complete. It has been shown earlier, that the quadra­

ture squeezed eigenstates of the harmonic oscillator can be represented by continuous 

superposition of coherent states along the real axis in phase-space. Moreover, a const­

ructive procedure has been proposed to find the weight function for the continuous 

coherent state representation of a state along the real axis.

In my method the curve along which the superposition takes place can have arbit­

rary shape in principle. The weight function of the superposition is expressed in terms 

of the Fock state expansion coefficients of the state. The basic idea of the method is 

to develop the weight function into a series of orthonormal polynomials. For mathe­

matical convenience it is assumed, that the Fock state expansion of the state is given 

in an arbitrarily large, finite dimensional, truncated Hilbert space.

The expression for the derived weight function can be easily evaluated choosing 

a certain set of polynomials. The weight function does not necessarily exist as an 

ordinary function, it can be a distribution also if the dimension of the truncated Hilbert 

space tends to infinity.

2. I have proposed a feasible experimental scheme, in which the s-parameterized 

quasi-probability density function associated with the state of a light field can be 

locally reconstructed. I proceeded from the unbalanced homodyning which yields a 

local method for reconstructing the phase-space distribution of a light field. The sig­

nal field is superimposed by the local oscillator whose intensity and phase uniquely 

define the point in phase space where the quasiprobability of the signal field is reconst­

ructed. That is, this method yields a local reconstruction of the quantum state for



88

each point in phase space independently. Therefore, the density of the chosen set of 

phase-space points has no impact on the quality of the reconstructed quasiprobabi­

lities, contrary to the situation in homodyne tomography. For applying this method 

one has to discriminate between n and n+1 photons, which is a non-trivial task with 

available photo-detection devices.

I have solved this problem by combining the unbalanced homodyne scheme for the 

local reconstruction of phase-space distributions and the phase-randomized balanced 

homodyne detection of the photon statistics to a unified detection scheme which we 

call cascaded optical homodyning. Here the phase-randomized balanced homodyne 

detection scheme serves as the photon-counter in an unbalanced homodyne measure­

ment. I have derived a local sampling relation for the cascaded homodyne scheme 

that maps the measured phase-integrated quadrature statistics directly onto the qua­

siprobability of the signal field for the phase-space point defined by the setting of the 

local-oscillator amplitude in the unbalanced subdevice. An important result is that 

the complete phase space can be locally probed by a universal sampling function. 

This is in contrast to the, in principle, infinite set of sampling functions needed for 

the density-matrix reconstruction via balanced optical homodyning. In my method 

rapidly oscillating sampling functions, that appear in balanced homodyning for large 

photon numbers, become superfluous. Moreover, I obtained an analytical expression 

for the sampling function for cascaded homodyning, which turns out to be an approp­

riately scaled zeroth-order pattern function known from quantum-state tomography. 

Consequently, the sampling function is well-behaved and the scheme is robust against 

noisy data.

3. I have shown, that in a diatomic molecule two short, transform-limited light 

pulses induce a vibrational Schrödinger-cat state during a Franck-Condon transition 

in the vibrational potential associated with the excited electronic state of the molecule. 

Let the molecule be in its ground state initially, i.e. both the electronic system and 

the vibrational system are in the ground state. Assume that a short, weak electric 

pulse arrives at the molecule which excites the electronic system. As a result, a small 

portion of the electronic population appears in an excited electronic level. In the 

excited electronic state the vibrational potential is distinct from the one in the ground
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electronic state. In general both the minimum position and the shape of the vibrational 

potential surface change during an electronic transition.

In the course of a rapid electronic excitation the ground state vibrational wave pac­

ket preserves its shape and position. I have assumed, that the vibrational potentials 

can be approximated by harmonic ones. If the equilibrium position of the potential is 

displaced and the shape of the potential is conserved during the electronic transition 

there appears a vibrational coherent state in the excited potential surface. This cohe­

rent state then starts to oscillate in the harmonic potential valley. After half of the 

vibrational period has passed a second pulse arrives to the molecule. This pulse drops 

again a small amount of the vibrational ground state to the excited potential surface. 

As a result, we have a superposition of two coherent states in the excited potential. 

This state is regarded as the vibrational counterpart of the optical Schrödinger-cat 

state.

4. I have calculated analytically the time evolution operator and the emerging 

vibrational state of a polyatomic molecule in a Franck-Condon transition when the 

electronic system is excited with a weak, transform-limited light pulse. I considered 

a general polyatomic molecule but I have taken into account only two vibrational 

freedoms because it is enough to demonstrate the considered phenomenon.

I have analyzed the impact of the duration of the exciting pulse and the change of 

the vibrational surface during the excitation on the emerging vibrational state. I have 

shown, that the emerging vibrational state is non-entangled when the exciting pulse 

is very short compared to the vibrational period and the ground state vibrational 

potential is spherical and/or the equilibrium nuclear configuration is not rotated in 

the excited electronic state compared with that in the ground electronic state. If 

the ground state vibrational potential is nonspherical and the vibrational potential 

rotates during the electronic transition a very short exciting pulse induces an entangled 

vibrational state.

A finite exciting pulse leads to an entangled vibrational state. In the CW limit the 

vibrational state keeps to be entangled only if the ratio of the vibrational frequencies 

in the excited electronic level is the ratio of small integer numbers. I have described 

the deepness of entanglement by the von Neumann’s statistical entropy.
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5. I have shown that the absorption probability of states generated in degenerate 

three-photon down-conversion (so called star states) is very high in multiphoton ab­

sorption processes. As an example I compared it to coherent and thermal light. It 

turned out that the efficiency of absorption for this state is orders of magnitude larger 

than for the other considered states.

The intensity of light produced in three-photon down-conversion is very low even 

in an optical cavity because of the smallness of the third order nonlinear constants 

of the available materials. Thus the amplification of such a signal is of great practi­

cal importance. The amplification process introduces some noise inevitably into the 

amplified signal. I have shown that in case of star states, linear amplification does not 

destroy the ability for high absorption efficiency in multiphoton processes.

I have proposed an alternative way to generate star states of light with sufficient 

intensity. In my cascaded scheme two second-order nonlinear crystals follow each 

other. The pump field at frequency 4cj enters the first crystal. This crystal generates 

a signal field in squeezed vacuum state at frequency 2ш in a degenerate two-photon 

down-conversion process. The squeezed vacuum state serves as pump field for the 

second nonlinear crystal. In that crystal in the course of degenerate two-photon down- 

conversion process a signal field is generated at frequency u>. I have shown that this 

signal field has nonclassical properties and it also exhibits outstanding efficiency in 

multiphoton absorption processes.
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Köszönetnyilvánítás

Ezúton szeretném megköszönni témavezetőmnek, Janszky Józsefnek a közös munkában 

nyújtott segítséget és a sok hasznos tanácsát. Külön szeretném kiemelni a leglényege­

sebbet, amit tőle tanultam: bonyolult problémákról is lehet egyszerűen gondolkodni.

Továbbá köszönöm közvetlen munkatársaim Ádám Péter, Kiss Tamás, Szabó Szi­

lárd, Domokos Péter együttműködését és munkámmal szemben támasztott kritikáját, 

amely sokat segített egy-egy probléma megoldásában.
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