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Bevezetés

A kvantummechanika olyan fizikai vilagképet tar a fizikusok szeme elé, mely a mak-
roszképikusan megszokott vilagtol gyokeresen eltér. A kvantummechanika axiémai
lerogzitik azt a matematikai megkozelitést, ahogy a mikroszképikus vilagban a fizikai
jelenségeket a tapasztalattal egyez&en értelmezni lehet. A kvantummechanika alapjait
e szadzad els6 harminc évében raktadk le. Az Gj elméleti modell sikeresen megmagya-
razott olyan jelenségeket, amelyekkel szemben a klasszikus fizika eszkoztara sikertelen
maradt. Az elméleti modell felépitésénél elkeriilhetetleniil be kellett vezetni olyan aj
fizikai fogalmakat, melyek létjogosultsaga kozvetlen megfigyeléssel akkor még nem volt
igazolhatd, viszont az 4j fogalmak kovetkezetes alkalmazasaval a kisérletekben megfi-
gyelhets eredményekre vezettek az elméleti szamitasok. Néhany példat szeretnék csak
kiemelni itt: az egyik alapveté szemléleti valtast a kvantummechanikai allapottér be-
vezetése jelentette, amelynek vektorai a fizikai rendszer egy allapotanak felelnek meg.
Az allapotvektorok tartalmazzak az Gsszes megismerhetd informéciot a rendszerrsl. A
fizikai mennyiségek szerepét az allapottéren haté hermitikus, megfigyelhet6 operatorok
vették at.

Az allapottérben megengedett mivelet, hogy két allapotvektort Osszeadjunk egy-
méssal. Ez a kvantummechanikai szuperpozici6, melynek klasszikus analégiaja nincs.
Gondoljunk példaul Schrédinger szuperponalt allapotban 1évé macskajara, amely egy-
szerre él6 és halott. A kvantummechanikai szuperpozicié kozvetlen megfigyelésének
egy lehetséges utjat, kisérletileg ellenérizhetd koriilmények kozott, a lézerek megjele-
nése tette lehet6vé az 1960-as években. A lézerben jo kozelitéssel koherens allapot-
ban van a fény, amely a klasszikus elektromagneses tér kvantummechanikai megfe-
lelsje. A sugarzasi tér két jol megkiilonboztethet6 koherens allapotanak szuperpozi-
Schrédinger-macska szdmos nemklasszikus tulajdonsiggal rendelkezik, igy annak elé-
allitasa és nemklasszikussdganak megfigyelése elvi jelent8ségi probléma. A kvantum-
mechanikai szuperpozicié altal olyan allapotai alakulhatnak ki egy rendszernek, amely
kiilonleges tulajdonsagai miatt jelentés. A kvantumoptikdban a fény kvadratira ssze-
nyomott allapota egy fontos példa erre, amelyben példaul az elektromos térhez rendelt
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kvadratira operator szérasa kisebb a vakuumallapotban felvett értéknél. A szuper-
pozici6 mai alkalmazasaként megemlitjlik, hogy a szuperponalt allapotok szolgaltak
alapul a kvantumszamitogép elméleti modelljének kidolgozasahoz.

Tobb szabadsagi foka rendszerek szuperponalt allapota Osszefonodott allapotot
eredményezhet. Az osszefonddott dllapotok kiilonds tulajdonsagara Einstein, Podolsky
és Rosen hivtak fel a figyelmet hires dolgozatukban 1932-ben. Az 6sszefondédott allapo-
tok ma mar fontos gyakorlati alkalmazast nyertek a kvantum-titkositasban és dént&en
hozzajarulnak a kvantum-teleportacié megvalésitasihoz is.

A dolgozatomban a fenn bemutatott elemi kvantummechanikai jelenségek vizsgala-
tat tdztem ki célul néhany egyszert fizikai rendszerben. Egyszer{iségen azt értem, hogy
a rendszerben lehetséges csak annyi szabadsagi fokot figyelembe venni, amennyit a ta-
nulményozni kivant jelenség megkdvetel, masrészt a kornyezettel valoé kolcsénhatasai
koziil azok befolyasoljak szdmottevéen a rendszer allapotat, amelyek a vizsgalt jelen-
ség szempontjabdl fontosak. Tovabba célszeri olyan rendszert valasztani, amelynek
kvantummechanikai modelljét analitikusan tudjuk kezelni, ami ravezethet a jelenség
mélyebb megértésére. Az is fontos szempont lehet, hogy a rendszert ne csak matema-
tikailag, hanem kisérletileg, méréssel is tanulmanyozni tudjuk.

A harmonikus oszcillator az egyik legegszertibb modell a kvantummechanikaban.
Egyszerisége ellenére mégis szamos fizikai rendszer igen j6 kozelitéssel leirhato vele.
Az oszcillator modellel jellemzett rendszerek kozos problémaja a kvantumallapotuk
reprezentaciéja. Egy alkalmasan valasztott bazisban kifejtve a rendszer allapotvek-
torat bizonyos problémak megoldasa lényegesen egyszertsodik. Az els6 fejezetben
egy;dimenzic’)s koherens allapot reprezentacioval foglalkozom. Kidolgozok egy kon-
struktiv eljarast a harmonikus oszcillator tetszéleges allapota kifejtésére a
fazistér valamely folytonos egy-dimenzioés gdrbéje mentén [VI]. A modszer
hasznalatat t6bb példan illusztrdlom, s meghatarozom a fazisoptimalizalt allapot va-
volt az irodalomban. Megmutatom azt is, hogy az egy-dimenzids folytonos koherens
allapot kifejtés kiindulasi pontul szolgalhat egy allapot diszkrét koherens 4llapot repre-
zentaciojanak megtalalasdhoz.

Az el6z6 bekezdésben vazolt reprezentacio-elméleti problémaéval kisérleti szempont-
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bél analég egy rendszer kvantumallapotanak mérés Gtjan torténd teljes meghatéro-
zésa, amelyet kvantumallapot rekonstrukciénak neveznek. A masodik fejezetben egy
1j mérési elrendezést javasolok a fény kvantumallapotahoz rendelt kvazi-
val6sziniiségeloszlas fiiggvény rekonstrualasara. A kaszkdd homodin mé-
résben két jol ismert allapot-rekonstrukcids eljaras elényeit 6tvozém, ami
altal az allapot s-paraméterezett kvazi-valoszintségeloszlas fiiggvénye loka-
lisan rekonstrualhaté egy kisérleti szempontbdél is realis méréssel [VIII]. A
modszer mellékeredménye, hogy megtalaltam a generatorfiiggvényét azoknak a minta-
fliggvényeknek, amelyek a szimmetrikus homodin mérésben a stirtiségmatrix diagonalis
elemeit szolgaltatjak Fock reprezentaciéban.

Nevezetes kvantumallapotok elGallitasa egy-egy fizikai rendszerben napjainkban
fontos, aktuélis probléma. A harmadik fejezetben nemklasszikus molekularezgési alla-
potok keltésével foglalkozom. Megmutatom azt, hogy egy kétatomos molekula-
ban két révid, transzformacié-limitalt fényimpulzussal rezgési Schrédinger-
macska allapotot lehet generalni [I,ITI,ITI]. Ilyenkor a molekula két nukleonjanak a
tavolsaga két kiilonboz6 tavolsag szuperpozici6ja. Meghatarozom sokatomos mo-
lekulak rezgési allapotat, amely egy gyenge fényimpulzus hatasara alakul ki
Franck-Condon atmenet soran [IV,V]. Kimutatorﬁ, hogy a gerjesztés hata-
sara két rezgési moédus Osszefondédott allapotba keriilhet, ha a normalrezgési
frekvenciak aranya kifejezhets kis egész szamok hanyadoséaval.

A kvantummechanika alapvetd kijelentéseinek kisérleti vizsgalataban a fény kiemel-
kedd helyet foglal el. Egyrészt szamos eszkoz all rendelkezésre a fény kvantumaéllapoté-
nak manipulalasara, mésrészt tobb eljarast is kidolgoztak a kvantumallapota mérésére,
amelyek koziil a legfontosabbak alapgondolatat a masodik fejezetben ismertetem. A
fény ugyanakkor arra is alkalmas, hogy atomi rendszerek kvantumallapotéat kontrol-
lalhat6 modon befolyasoljuk illetve az allapotrél informéaciot szerezziink. A negyedik
fejezetben a fény egy specialis kvantumallapoténak elGallitasaval és az ilyen allapotu
fény egy lehetséges felhasznélasi teriiletével foglalkozom: megmutatom, hogy egy
nemlineéris optikai kristalyban, k-fotonos lekonverziés folyamatban kiala-
kulé fény (csillag allapot) kiemelked6 hatékonysaggal indukal sokfotonos

abszorpciot [VII]. Kimutatom, hogy a csillag allapotu fény erésithets parametrikus
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er6sit6ben anélkiil, hogy a sokfotonos abszorpciéban mutatott nagy hatékonysaga je-
lentGsen csokkenne. Ismertetek egy kaszkad elrendezési fényforrast, amelyben
két 2-fotonos lekonverzios folyamat koveti egymast, és a kialakulé csillag
allapotrol megmutatom, hogy ugyancsak kiemelkedé hatékonysaggal vesz

részt sokfotonos abszorpcids folyamatban.
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1. Egy-dimenziés, folytonos és diszkrét koherens alla-
pot reprezentacid

Ebben a fejezetben egy konstruktiv eljarast mutatok be, amellyel a harmonikus osz-
cillator barmelyik | ¢) allapota kifejtheté koherens allapotok folytonos vagy diszkrét
ismertetem a koherens allapot reprezentacioval kapcsolatos alapfogalmakat és az ed-
dig elért eredményeket. A 1.2 alfejezetben bemutatom a moédszeremet, amellyel egy
allapot Fock reprezentacidja ismeretében meghatarozhato6 a folytonos kifejtési fiiggve-
nye. Az eljarads hasznalatat néhany példan keresztiil illusztralom. A 1.3 alfejezetben
megmutatom, hogy egy allapot folytonos kifejtési fliggvénye ismeretében, hogyan lehet

diszkrét koherens allapot reprezentéaciot konstrualni.

1.1. Koherens allapot reprezentacio

A kvantummechanikai problémakat matematikai szempontbol kiildnb6z6 absztrakciés
szinteken lehet megfogalmazni. A legtisztabb, csak a kvantummechanika alapaxiéma-
ira épilé absztrakt Hilbert tér a legmagasabb szint, ahol azonban elég sziikés mate-
matikai eszkdztar all rendelkezésre akar egy probléma leirasara, akar annak megol-
dasara. Ezért nagy jelentGségd, hogy konkrét feladatokat nem az absztrakt Hilbert
térben az absztrakt allapotvektorokkal és operatorokkal hanem egy alkalmas bazisban,
a bazisvektorokra valé vetités utjan nyert reprezentaciéban oldunk meg. Torténeti
szempontboél érdemes megjegyezni, hogy a kvantummechanika dinamikai egyenletét
két kiilonbozs alakban irta fel Schrodinger és Heisenberg, s csak késébb bizonyitottak
be, hogy a két egyenlet egyenértékii, csak mas reprezentacidban van megadva ugyanaz
az abszrakt Hilbert térbeli egyenlet. A kvantummechanika matematikai megalapozéasa-
nak egyik fontos tétele, hogy bizonyos megszoritasok mellett a vizsgalt rendszer Hilbert
terén hatoé barmelyik hermitikus operator sajatfiiggvény-rendszere bazist alkot, s igy
meghataroz egy reprezentaciot. A teljesség igénye nélkiil megnevezek harom bazist,
amelyeket széles korben hasznalnak: a koordinata-operator sajatvektorai, a Hamilton-

operétor stacionéris allapotai, az impulzusmomentum-operator sajatvektorai.
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A kvantumoptikai szamitasok soran elGtérbe keriilt egy olyan bazis, amely a szo-
kasos bazisvektor-rendszerektsl tobb szemponbdl is jelentGsen kiilonbozik, azonban
annyira hatékonyan lehet hasznélni a problémak megfogalmazasa és megoldésa soran,
hogy jelentdsége feliilmulja a korabbi “klasszikus” bazisokét. Ez a bazis a harmonikus
oszcillator kohereﬁs allapotainak a halmaza [1]. A koherens allapot nevezetes tulaj-

donséaga, hogy sajatallapota a harmonikus oszcillator foton eltiintets operatordnak:
a|a)=a|a), (1.1.1)

ahol a egy tetsz6leges komplex szam. Tovabbi nevezetes tulajdonéiga, hogy koherens
allapotban az £ és § kvadratura operatorok (a harmonikus oszcillator dimenziétlanitott
koordinata- és impulzus-operatorai) szorasa egyenl6é egymassal, a szérasok idéfiigget-

lenek és minimalizaljak a Heisenberg féle hatarozatlansagi osszefiiggést:

j_d-l-c”zf A_Z,&T—&
- 2 ) y_ 2 )
1 ' 1
A== Afj==
x 27 y 27
AEAg=1 (1.1.2)
Koherens allapotben az Z és § operatorok varhatéértéke:
(a| %] a)y=Re{a}, {(a]g|a)=Im{a}. (1.1.3)

A fenti képlet alapjan a koherens allapot a paraméterének igen szemléletes jelentése
van: a valés része megadja a hely, a képzetes része pedig az impulzus oprator var-
hatéértékét. A koherens allapotok terét fazistérnek is nevezik. Egy koherens allapot
egy vektor a fazistérben, amely az origébél az o pontba mutat, s a szabad id6fejlédés
soran a vektor az orig6 koriil forog allandé szdgsebességgel. Ezen tulajdonsagok miatt,
a koherens allapotot a harmonikus oszcillator tiszta, klasszikus allapotanak is szoktak
tekinteni, s viszonyitasi alapként szolgél egy allapot nemklasszikussdganak mértékénél
[41]. A koherens 4allapot a harmonikus oszcillator Hamilton-operatoranak sajatallapo-

tai szerint kifejtve:

| o) =glol’/2 i 57% | n), (1.1.4)
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ahol az | n) allapotot energia sajatallapotnak vagy Fock allapotnak nevezik. A kohe-
rens allapotok bazisként azért hasznalhaték, mert bar nem ortogonalisak egymaésra, a

teljességi relaciot mégis egy igen egyszeri formaban elégitik ki:

f=%/d2a | aYa ), (1.15)

ahol az integralast a teljes komplex sikon kell elvégezni. Egy | f) allapotvektort a

koherens allapotok halmazan vett folytonos szuperpozicié segitségével ki lehet fejteni

1)
1 —lvl2 2
=3 [@as@)e P a), f@)=e P alp. (119

Koherens allapotokkal egy kevert allapotban levé rendszer siriiségoperatora is kdzvet-

leniil megadhatoé, ez az ugynevezett R reprezentacio:

o=2% [ d?ad?B R(a*, B)e~IoP/216P/2 | 0) (B |,
R(a*,ﬁ):elalz/%lﬁlz/?(a 16| B). (1.1.7)

A kvantumoptikdban igen fontos szerepe van operatorok rendezett szorzatai kiérté-
kelésének. Ezt a teriiletet roviden operator rendezésnek nevezik [2]. A at*a! egy normal
rendezett szorzat. Antinormal rendezés soran addig kell cserélgetni a keltd és eltiintets
operatorokat, amig a kelt6 operator hatvanyai mind a jobboldalra, az eltiintets ope-
rator hatvanyai mind a baloldalra keriilnek. A szimmetrikusan rendezett alak pedig a
k darab kelt6 és [ darab eltiintetd operator minden lehetséges sorrendjét tartalmazza.

Példaképpen tekintsiik azt az esetet, amikor 2 kelts és 3 eltiintetd opratorunk van:

Normal rendezett : af?g3
Antinormaél rendezett :  a3a!? (1.1.8)
Szimmetrikusan rendezett : %(a”eﬁ +ad%a? + a'atat + aaa® + a%at%a +
aataata + ataa’a® + a%a'aat + aata’at + a'a’ata).

A rendezés soran a fenti rendezett szorzatokhoz hozzarendeliink egy-egy komplex val-
tozos fiiggvényt. A fenti példaban, mivel mindegyik kifejezés megfelelGen rendezett
alaki, ezért mindharom esetben a o*?a® szorzat a komplex fiiggvény. A normaél ren-

dezéshez tartozo komplex fiiggvényt a koherens allapotok segitségével igen egyszeriien
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meg lehet kapni: legyen A =fl(&, a') egy linearis operator a harmonikus oszcillator Hil-
bert tere folétt. Az A operator normal rendezett alakjahoz tartozé komplex fiiggvény

AN(o,o)=(a | A| @) (1.1.9)

varhatoértékkel szamithaté ki. Az A operator normal rendezett alakjat ezutan ugy
kaphatjuk meg, hogy az AN (o, a*) fiiggvényben, amelyrél feltessziik, hogy kifejezhets
a**o! hatvanyok Taylor soraval, minden a**o! komplex szam szorzatot kicseréliink

atka! operator szorzatra

o0

A@,ay - AV o) = (a|A]a)= EAﬁla o
k=0
AVa,0t) o A = AV(@a,ah)=) Afatal. (1.1.10)
k,l1=0

Tegyiik fel, hogy a harmomikus oszcilldtor siiriségoperatora kifejezhets a kovetkezd

integrallal:

:/d2ap(a) | a)(a]. (1.1.11)

P(a) fiiggvényt a strtségoperator P-reprezentaciéja [25]. Most szamitsuk ki az A

operator varhatéértékét a P-reprezentéicio felhasznalasaval:

tr{pA} = / o P(a)tr{| a){a | A} = / o P(a)(a| A | o)
= /d2aP(a)AN(a,a*). (1.1.12)

A képletbdl latszik egy masik igen fontos alkalmazasi teriilete egy operator normaél
rendezett alakjahoz rendelt komplex fiiggvénynek: segitségével a kvantummechanikai
varhatoértékek kiszamitasa komplex fiiggvények integralasara vezethetd vissza. Azt
is be lehet latni, hogy a siiriiségoperatorhoz rendelt P(«) fiiggvény a stiriiségoperator

antinormal rendezett alakjat adja meg:

P(a)

A m . *n
E O 0",

o=0" = Zg*‘ amat. (1113)
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A (1.1.12) és (1.1.13) egyenletek Gsszevetésébdl kitiinik, hogy egy operator kvantum-
mechanikai varhatoértékének kiszamitasanal a strliségoperator antinormdl rendezé-
séhez tartozé komplex fiiggvényt kell integralni az operator normal rendezett alak-
jahoz rendelt komplex fiiggvénnyel. Azonban a kétféle rendezést fel is cserélhetjiik.
Ha pedig az operator szimmetrikus rendezéséhez tartoz6é komplex fiiggvényt valaszt-
juk, akkor a sdrdségoperatornak is a szimmetrikus rendezett alakjat kell hasznalni a
(1.1.12) képletben. A stiriségoperator normal rendezett alakjahoz rendelt komplex
fiiggvényt Q(a) fiiggvénynek, az antinormal rendezetthez tartozot P(«) fiiggvénynek,
a szimmetrikusan rendezett alakhoz tartozot pedig W («) Wigner fiiggvénynek nevezik
[26, 27]. Ezekkel a fiiggvényekkel a klasszikus fazistérbeli eloszlasfiiggvényhez hasonl
modon lehet varhatéértékeket kiszamitani a kvantummechanika keretén beliil, ezért
kvantummechanikai kvazi-valészintségeloszlas fiiggvényeknek is nevezik Gket. Azért
nem tekinthet6k hagyomanyos értelemben vett eloszlasfiiggvényeknek, mert lehetnek
negativ tartoményaik, s6t nem is mindig léteznek fiiggvény értelemben. Az utébbi
megallapitas kiilondsen igaz a P(c) fiiggvényre, amely mar a klasszikusnak tekintett
koherens allapot esetében is a Dirac 4 disztribtcié. Kvazi-valésziniiségeloszlas fliiggvé-
nyeket nemcsak harmonikus oszcillator kelt és eltiinteté operatorainak rendezésével
kapcsolatban lehet definialni, hanem a kanonikusan konjugalt koordinéta és impulzus-
operatorok rendezett szorzataihoz is hozzarendelhet6k. A Wigner eloszlasfiiggvény a
sugérzasi tér leirdsan tal, atomi allapotok és fény-anyag kolcsonhatas fazistérbeli jel-
lemzésére is hasznos eszkoznek bizonyult [3, 4, 5|. Végiil megjegyezziik, hogy mindh4-
rom kvazi-valészintiségeloszlas fliggvényre fel lehet irni egy-egy dinamikai egyenletet,
amely ekvivalens a strdségoperator idéfejl6dését meghataroz6 von Neumann egyen-
lettel. Ennek alapjan beladthatjuk, hogy a kvézi-valészindségeloszlas fiiggvények és az
operatorok kiilonboz6 rendezett alakjaihoz rendelt komplex fiiggvények lehet6vé teszik,
hogy a kvantummechanikat a klasszikus mechanikdhoz hasonléan a kvantummechani-
kai fazistérben targyalhassuk. A harmonikus oszcillator koherens allapotai pedig nagy
segitséget jelentenek az oszcillator Hilbert terén hat6é operatorok rendezése soran fel-
1épé6 fiiggvények meghatarozasanal.

A (1.1.5) egyenlet a koherens allapotok teljességét fejezi ki. Azonban a koherens

allapotok egész komplex sikon értelmezett halmaza tulteljes rendszert alkot. Neumann
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Janos bebizonyitotta, hogy ha a komplex sikon kivalasztunk egy szabalyos racsot,
amelynek elemi cellaja 7 tertiletd, akkor az igy definiadlt megszamlalhatéan végtelen
sok elemii halmaz épp teljes rendszert alkot. Ha az elemi cella teriilete nagyobb mint
7 akkor a halmaz nem teljes, ha pedig kisebb, akkor tulteljes [6].

Cahill tétele még ennél is tobbet allit: ha a komplex sikon van egy tetszéleges
{an}nen Cauchy sorozatunk, akkor a {| o) }nen koherens allapot halmaz teljes rend-
szert alkot, azaz a harmonikus oszcillator Hilbert terének a nullvektora az egyetlen
vektor, amely valamennyi | o) bazisvektorra ortogonalis [7]. Azonban nem sikeriilt
altaldnosan teljességi relaciot talalni egy-egy ilyen halmazra, s ezért nincs altalanos
konstruktiv eljaras egy allapot kifejtésére a Cahill féle bazisokban.

Janszky és Vinogradov megmutattak, hogy koherens allapotok paros fiiggvény
szerinti folytonos szuperpozicidja a komplex sik valés tengelye mentén kvadratira-
osszenyomott (squeezed) allapotra vezet [8]. A kvadratura-osszenyomottsag azt je-
lenti, hogy a (1.1.2) egyenletben az % vagy § operator szérasa kisebb a vdkuum ha-
tarértéknél, 1/2-nél [9, 10, 11]. A fazistérben az allapotot meghataroz6 o pont koré
egy ellipszist lehet rajzolni, amely a részecske fazistérbeli helyének bizonytalansagat
fejezi ki. Koherens vagy vakuum allapot esetén az ellipszis helyett egy 1/2 sugari
koriink van. A 1. &bran egy | ¢) kvadrattra-dsszenyomott vakuum allapot fazistér-
beli eloszlasat abrazoltuk, mely egy ¢ = re? komplex paraméterrel jellemezhets. Az
1/2exp(—r) és 1/2exp(r) mennyiségek a fazistérbeli bizonytalansigot megadé ellip-
szis kis- és nagytengelye. A 6/2 sz6g pedig az ellipszis nagytengelyének iranya az X
tengelyhez képest. Visszatérve az egyenes menti szuperpoziciora, ha eloszlasfiggvény-
ként Gauss-fiiggvényt valassztunk, akkor az idedlis, kvadratura-6sszenyomott vakuum

allapotot kapjuk [8]:

A _ Y1+~ [® —z2/y ‘
10=50) 1=~ /_wdxe | 2),
2v

y= , p=coshr, v=sinhr, (1.1.14)
- v

ahol S(¢) = exp(3¢af? — 1¢*a?) a squeezing-operétor (a ¢ =rei paraméter kapcsola-
tat az Osszenyomott vikuum &llapot hely és impulzus eloszlasaval a fazistérben mér

lattuk).
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1. &bra: A kvadratira-dsszenyomott (squeezed) vikuum dllapot bizonytalansdgi ellipszise a

fazistérben.

A kvadratira-operatorok szorasa a -y paraméterrel kifejezve:

V1 1
A= +’Y, A= ——rnm——.
2 21+

A fenti, egy-dimenzios koherens allapot szuperpozicio jelentsége az, hogy ugyan csak

(1.1.15)

egy specidlis allapotosztaly esetében, de sikeriilt a koherens allapotok egy részhalma-
zén kifejteni allapotokat a (1.1.6) teljes halmazon értelmezett kifejtés helyett, raadasul
most egyértelmden tudjuk, hogy a sulyfiiggvény paramétereinek megvaltoztatasa mi-
lyen kvantumallapotra vezet.

Az egy-dimenziés reprezentéciok teriiletén tovabblépést jelentett Adam, Foldesi,
Janszky eredménye [12], akik kimutattik, hogy a harmonikus oszcillator energia-operéa-
tordnak kvadratura-0sszenyomott sajatallapotai ugyancsak kifejtheték koherens alla-

t stz

potok szuperpozicidjaval a fazistér valos tengelye mentén:
| H,)=S5(C) | n) N/ dzH,(az)e /" | z),
(2 PPaf1 2(1
Np= \/ )Vt 21+7) (1.1.16)

2nnl(n + 1)y Y2 +7)’

ahol H, (z) az n-edik Hermite polinom. A {| H,)},en halmaz ortonormalt bazis, mivel

egy ortonormalt bazis unitér transzformaltja. A harmonikus oszcillator tetszéleges | v)
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allapota kifejthets a {| H,)}nen bazisban:

| 9)= ha | Ha),  ha=(H,|¥). (1.1.17)

A fenti kifejtés egyuttal konstruktiv médszert kinal egy tetszéleges allapot valods tengely
menti koherens &allapot szuperpozici6 silyfiiggvényének a megtalalasara. Tegyiik fel,

hogy | ©) eldallithato a kovetkezs szuperpozicival:

|¢):/ dzF(z) | z). (1.1.18)
Kérdés: hogyan lehet megkapni az F(z) sulyfiggvényt? A valasz a (1.1.16,1.1.17)
képletek alapjan igy hangzik: fejtsiik ki az allapotot a {| H,)}nen bazisban. A h,

egyltthatok ismeretében képezziik a
had 2
F(z) =Z P N Hy (z)e™= /7 (1.1.19)
n=0

Osszeget, amely épp a keresett eloszlasfiiggvény. A (1.1.19) egyenletben kapott kifejtési
fiiggvénnyel kapcsolatban két probléma is felmeriil: a formula gyakorlati alkalmazha-
tosadgat megneheziti az, hogy a h, egyiithatok kiszamitisdhoz meg kell hataroznunk a
S(¢) squeezing-operator hatasat vagy a kifejtends | 4) sllapotra, vagy az | n) energia

sajatallapotokra, vagy kiszamitani a
o 2
h,n=/\/n/ deH,(az)e >/ (z | ) (1.1.20)
-0

integralt. Altalaban ezek egyike sem til egyszeri feladat. A masik egy elvi jelentéségi
kérdés: vajon csak a fazistér teljes valos egyenese mentén lehet kifejteni egy allapotot,
vagy elég egy rovidebb szakasz is? Cabhill tétele alapjan a komplex sikon barmilyen
kis szakasz vagy gorbe alkalmas arra, hogy rajta koherens allapotok szerint kifejtsiink
egy tetszbleges &llapotot, ezért fenndll a lehetéség, hogy mas gorbékre is talaljunk
konstruktiv kifejtési eljarast.

A fazistérbeli egy-dimenzids reprezentaciok kidolgozasanak nemcsak elvi, hanem
gyakorlati jelentGsége is van. Vannak olyan kisérletek, amelyekben egy harmonikus
oszcillator modellel leirhat6 rendszer kvantumallapota valamely kiilsé térrel vald kol-
csonhatas kovetkeztében koherens allapotok folytonos vagy diszkrét szuperpozicioja-

ként all elg. Példaképpen megemlitjiik, hogy Wallentowitz és munkatarsai kidolgoztak
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egy eljarast, amellyel ioncsapdaban a csapdazott ion rezgési allapotat koherens alla-
potok diszkrét szuperpoziciojaként tudjik elGallitani a fazistér valos tengelye mentén
[13]. Egy masik teriilet a kétatomos molekuldk, amelyekben egy révid fényimpulzussal
kivaltott Franck-Condon &tmenet leirasanal egy olyan egyenletet kapunk a kialakulé

rezgési allapotvektorra, amely koherens allapotok folytonos, kér menti szuperpozicijat

tartalmazza (lasd a 3.1.1 alfejezetet).
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1.2. Egy-dimenzids folytonos koherens allapot reprezenticidk

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy a koherens allapotok tulteljes rendszert alkot-
nak, s ezért elvileg egy részhalmazuk is hasznalhaté bazisként. Most levezetiink egy
moédszert, amellyel a fazistér elvileg tetszéleges I' gorbéje mentén vett folytonos vagy
diszkrét koherens allapot szuperpoziciéval meg lehet adni az allapotot. Induljunk ki a

(1.1.18) egyenlet kicsit modositott valtozatabol:

|¢>=/rdzp(z) | 2). (1.2.1)

A koherens 4llapot (1.1.4) Fock allapotok szerinti kifejtésében az Osszegzést vagjuk
le egy tetsz6legesen nagy, de véges NN értéknél, s ezt a kozelit6 koherens allapotot

helyettesitsiik be a (1.2.1) egyenletbe:

|¢>=Z/Fdza<z>% n),

n=0
N

2n —1/2
G(z)=Nn(2)F(2), NN(Z)={Z |Zn_l'} : (1.2.2)

A Fock bazis csonkolasara azért van sziikség, hogy az integralas és 6sszegzés miiveletet
biztosan fel tudjuk cserélni. Ez egyattal megkétést jelent a kifejthets allapotra is:
az allapotnak merélegesnek kell lennie az N-nél nagyobb indexd Fock &allapotokra.
Ez a fajta csonkolt Hilbert téren valé kifejtés nem ismeretlen a kvantumoptikaban,
gondoljunk a Pegg-Barnett féle fazis-operator formalizmusra [16].

Tegyiik fel, hogy ismert a | 1) allapot reprezentacioja Fock bazisban:

| $)=D cn|n). (1.2.3)

A (1.2.2) és (1.2.3) egyenleteket Osszehasonlitva latszik, hogy a (1.2.2) egyenletben
szerepl integraloknak és a megfelels Fock kifejtési egyiitthatoknak meg kell egyezniiik

egymassal:

6n=\/ﬁ!cn=/de(z)z", n=0...N. (1.2.4)
r

Az egyenlet jobboldan 4ll6 2™ polinomok béazist alkotnak a legfeljebb N-ed foku po-

linomok terében. Ez a bazis nem ortogondlis, de ortogonalizalhaté6 a Schmidt-féle



Egy-dimenzios folytonos koherens allapot reprezentaciok 15

ortogonalizacios eljarassal [14]. Tegyiik fel, hogy valasztunk egy w(z) sulyfiiggvényt,
amire a polinomok ortogonalisak, s a 2" polinomok ortogonalizaladsa utdn kapjuk a
{Pn(2) }n=1..n ortonormélt polinomrendszert, mely az ortogonaltsagi relaciot a kovet-

kez6 alakban elégiti ki:
/ dz Py (2) P (2)w(2) =5, (1.2.5)
T

A z" és P,(z) polinomok kozott fennall a

P()(Z) Po,o 0 0 ZO
Pi(z Py P, ... 0 2

1_( ) |2 W _ (1.2.6)
PN(Z) PN,O PN,l PN,N ZN

osszefiiggés. Az egyenlet jobboldalan 4ll6 matrixot a P,(z) polinomok egyiitthat6ibol
képezzik. Mivel egy als6 haromszog méatrix, ezért determinéansa egyenlé a f6atlobeli
elemek szorzatéval, ami garantaltan nem nulla, azaz a matrix invertalhat6. A (1.2.6)
egyenlet baloldalan all6 vektort jeldljik P(z)-vel, a jobboldali 2™ polinomokbdl allo
vektort z-vel, az egyiitthaté matrixot pedig P-vel. E jelolésekkel a (1.2.6) egyenlet

inverze:
z=P"'P(2). (1.2.7)

A (1.2.7) egyenletben 2™ polinomot egy ortonormalt polinomrendszer tagjaival fe-
jeztiik ki. Ha ezt behelyettesitjik a (1.2.4) egyenletbe, akkor a
G(2)

K’n=/rde(z)Pn(z)w(z), K(z):m,

n=0...N. (1.2.8)

integralokat kell elvégezniink, amelyek approximécids egyiitthatokat szolgaltatnak a
K (z) figgvény { P,(2) }nen polinomokkal valé kozelit6 el6allitasahoz. Ebben a lépésben
latszélag impliciten feltételezziik, hogy az els6 N polinommal jol kozelithets a K (z)
fiiggvény, azonban a K (z)-r6l el6zetesen nem tudunk semmit. Majd latni fogjuk, hogy
K(2) fiiggvényt épp ezek a K, egyiitthatok hatérozzék meg. A (1.2.4) egyenletet

atirjuk a (1.2.7) és (1.2.8) egyenletek segitségével, vektor és matrix jelolést hasznalva:

¢=PK. (1.2.9)
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sz 2

« v .

F(z)=w(2)Ny'(2)P(2)PE. (1.2.11)

Az (1.2.11) egyenlet jobboldalan a w(z), Ny(z), P(z), P mennyiségek fiiggetlenek a €
vektorral meghatarozott allapottél, s igy rogzitve a I" halmazt és a csonkolt Fock tér
N + 1 dimenziojat, elére kiszamithatok.

Sz6t kell még ejtentink arrél, hogy a (1.2.11) egyenlet altal meghatarozott F(z)
sulyfiiggvény mikor létezik fliggvény és mikor csak disztribicié értelemben. Ez nyil-
vanvaldan fiigg a valasztott polinomrendszertél és a reprezentalandé allapot Fock ki-
fejtési egyiitthat6itol is. Altaldban azt mondhatjuk, ha a (1.2.11) egyenletben az N
novelésével konvergens fiiggvénysorozatot kapunk, akkor az F'(z) fiiggvény, ha a fiigg-
vénysorozat divergens, akkor F'(z) csak disztribuci6 értelemben létezik, legalabbis e
modszert hasznalva.

Mindezid4ig nem konkretizaltuk, milyen I' halmazokon és milyen polinomrendsze-
rekkel allitjuk el F'(z) sulyfiiggvényt. A 1. tablazatban Osszefoglaltunk néhany ne-
vezetes polinomot, amelyek a valés szdmegyenes részhalmazain vannak értelmezve, és
kiindulasként szolgalhatnak az F'(z) sulyfiiggvény (1.2.11) elGallitasaban. Amennyiben
sikeriil taldlni egy polinomrendszert, amely nem a valdés szamegyenes valamely rész-

halmazén értelmezett, igy a bemutatott modszer természetesen arra is alkalmazhato.

A moédszer hasznalatanak illusztralasara hatarozzuk meg egy valos tengelyen fekvo
| o) koherens allapot F'(z) sulyfiiggvényét. A koherens allapot (1.1.4) Fock kifejtési
egyltthato6ibol kapjuk a € vektor elemeit:

En=e"%8/2 22, (1.2.12)

A 1. tablazatboél barmelyik polinomot valaszthatjuk, jeldljiik ezt P, (z)-szel. A polinom
értelmezési tartoméanya legyen az [a, b] intervallum, a sulyfiiggvényt jel6ljik w(z) -szel.

Ekkor F'(z) fiiggvényre a (1.2.6) felhasznalasaval kapjuk:

F(z)=w(z)Ny7!(z) e %/ P(z)P(x0). (1.2.13)
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Polinom Intervallum | w(z) sulyfiggvény | s,

Chebyshev I Tu(z) | [1,1] | (1— z2)2 { m/2 n#0
T n=0

Chebyshev II. Uy (z) [-1, 1] (1 — 2?)1/? /2

Legendre P,(z) [-1, 1] 1 2/(2n+1)

Laguerre L, (z) [0, 00] e” 1

Hermite H,(z) [—00,00] | e=%*/2 ml/2 pl2n

1. tablazat: Néhdny polinomrendszer, amelyekkel F(z) elddllithaté a valds szdmegyenesen.

[ dz w(z)P%(z) =s, amivel még le kell normdini a polinomokat a (1.2.11) képletben.

A (1.2.13) kifejezés az N — oo hatéaresetben a {P,(z)}nen polinomhalmaz teljességi
relacidja, ha zp benne van a polinomok értelmezési tartomanyaban. Ekkor (1.2.13)
képletben F(z)=0(z—zo). Ez az eredmény 6sszhangban van el6zetes varakozasunkkal,

hiszen
b
| xo)=/ dz d(z — o) | ), Zo € [a, b]. (1.2.14)

Konkrétan, ha a Hermite polinomokat valasztjuk teljes rendszerként, akkor [a, b] =
[—00, 0] és w(z)=e~*". Behelyettesitve a (1.2.13) egyenletbe:
2/0_z2/2 . al 1
F(z)=e %" /2%/ A;l_r)noo; mHn(:c)Hn(xo)=6(m — Zp), z € [—00, 0.

(1.2.15)

Egy masik valasztési lehet&ség a Chebyshev I. polinomok, melyek a z € [—1, 1] szaka-
szon értelmezettek, a stlyfiggvényiik (1 — 2?)~1/2. Az (1.2.13) egyenlet ekkor

a:2/2—a:0/2

F(z)= e ZT z € [-1,1]. (1.2.16)

n=0
A 2. abran N =30-ig adtuk Ossze a Chebyshev polinomokat. A fliggvény grafikonjan jol
lathato egy kiemelkedd cstics. A 3. abran N =120 Chebyshev polinomot 6sszegeztiink.
Itt mar jo kozelitéssel Dirac § eloszlasnak tekinthetd az F'(z) sulyfiiggvény.

Ha zy a polinom értelmezési tartomanyan kiviil esik, akkor a N — oo hatareset-

ben F(z) altalaban nem konvergens, s egy regularis disztribuciét kapunk. Ezen azt
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2. 4bra: A | 0.3) koherens dllapot egy-dimenzids reprezentdcids fiiggvénye a [—1,1] interval-
lumon Chebyshev I. polinomok szerint kifejtve, N = 30. Bdr a fiiggvény még nem eqy éles

Dirac §, de a csonkolt koherens dllapotot pontosan visszaadja.

értjiik, hogy F'(x) minden véges N értékre fiiggvény értelemben létezik, s az N — oo
hataresetben pedig a fiiggvénysor hatarértéke mar nem fiiggvény. Gondoljunk példaul
arra, hogy a (7'/20)~!exp(—x?/0) Gauss-fiiggvény a ¢ — 0 hataresetben a Dirac &
disztribticichoz tart. Azonban F(z) ilyenkor is el6allitja a kiindulési | xy) koherens
allapotot. Ennek belatasara a (1.2.13) kifejezést helyettesitsiik be a (1.2.1) képletbe.
Felhasznalva a koherens allapot Fock allapotok szerinti (1.1.4) kifejtését a

T / dz w(z) N3\ (z) P(2)P(z0) Ny ( Z (1.2.17)

integralra jutunk. Figyeljiik meg, hogy Ny (z) kiesik. A (1.2.7) egyenlet segitségével
x" kifejezheté a Pj(z) polinomokkal:

e—z?)/?/ dz w(z ZP o (To) ZZZ o "’Pl( ) | n), (1.2.18)

amely az integralas elvégzése utan az

N

et 3 7% 5miPra(6) (P | 1), (1.2.19)

m,n,l=0
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3. dbra: Ugyanaz, mint a 2. dbra, de most N = 120. Ez a gérbe mdr j6 kézelitéssel a Dirac

0 disztribicid.

alakra egyszertisodik. A (1.2.7) egyenlet ismételt alkalmazasaval, némi atrendezés utan

kapjuk:

N "
e "o E — | n), 1.2.20
o /—n'| > ( )

amely épp a kifejteni kivant, csonkolt koherens allapot.

Az F(z) sulyfiiggvény (1.2.11) kifejtésének egy masik szemléletes jelentést is ad-
hatunk. Az egyszertiség kedvéért a kifejtéshez hasznélt {P(z)} polinomok legyenek
valés szamhalmazon értelmezettek. A P egyiitthatomatrix [k eleme elGallithato a P(y)

polinom derivalaséaval:

1 8*

Py= Ha_ykpl(y) - (1.2.21)
Ezt behelyettesitve a (1.2.11) képletbe kapjuk:
A Ll q
F(w)=k§ T ;B(I)Pz(y) yzow(x)NN (z), (1.2.22)

t 2z

ahol figyelembe vettiik ¢ definiciojat. Az N — oo hataratmenetben a {P,(z)} polino-



Egy-dimenziés folytonos koherens 4llapot reprezentaciék 20

2tz

mok teljességi relaciojat kihasznalva a (1.2.22) formula az

NH(z) (1.2.23)

y=0

Z\/_ak 2

alakot 6lti. Helyettesitsiik be ezt a kifejezést az egy-dimenzios kifejtést definialé (1.2.1)
egyenletbe:

(1.2.24)

0= as Zwak ~BN(@) | 2

A N~Y(z) | =) vektor a normalatlan koherens allapot, amelyet Bargman 4llapotnak is

y=0

neveznek:

||z) & ; j—;_' | 1). (1.2.25)

A (1.2.24) egyenletben elvégezziik az integralast, figyelembe véve a (1.2.25) definiciot:

Z fayklly (1.2.26)

Az eredmény trivialis, ugyanakkor az az ut, ahogy eljutottunk hozza jo6l mutatja az
F(z) fuggvény kapcsolatat a kifejtends allapottal. A kifejezést tekinthetjiik egy repre-
zentacionak a {||ca)} normalatlan koherens &llapotok origé koriili nyilt halmazan. Eb-
bél a szempontbol a (1.2.26) egyenlet megadja a kapcsolatot a kifejteni kivant allapot
Fock reprezentécidja és normaéalatlan koherens allapot reprezentaciéja kozott.

Példaképpen ismét tekintsiik a koherens allapotot. A (1.1.4) Fock egyiitthatokat
behelyettesitve a (1.2.26) egyenletbe kapjuk:
_ a2 9
P exp () I

4) = -'a'zﬂz i)
y=0

= el /2||a)=| o). (1.2.27)

y=0

Altalaban mindig ilyen “szép” eredményre jutunk, ha a (1.2.26) képletben az Gsszegzést
analitikusan, zart alakban el tudjuk végezni. Ha a kifejtendd allapot véges sok koherens
allapot szuperpozicija, akkor ez mindig sikeriilni fog. Erdekességképpen tekintsiik az

optikai Schrédinger-macska allapotokat:

Mill o+ | ~a)) = 2Mscosh (az ) Il

y=0

M_(a)— | ~a)) = 2M_sinh (a%) Iy)

(1.2.28)
y=0
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4. abra: A fdzisoptimalizdlt dllapot egy-dimenzids koherens dllapot reprezentécidja Chebyshev

polinomok szerint kifejtve.

Utols6 példankban meghatarozzuk az egy-dimenzios, folytonos koherens &llapot
reprezentaci6jat a Summy-Pegg féle fazisoptimalizalt allapotnak [15], amely eddig is-
meretlen volt az irodalomban. A fazisoptimalizalt allapot nevezetes tulajdonséaga,
hogy fazisszérasa minimalis a Pegg-Barnett féle fazis-operator formalizmusban [16]. A

fazis-operator definicidja:
Bo=>>_ Om | Om)(Om |, (1.2.29)
m=0

ahol {| 6,,)} a fazis sajatallapotok:

1 < ,
| Bl = T s nz::oexp(mem) | n), (1.2.30)

a 0, sajatértékek pedig:

2mm
s+1’

O, =00 + m=0,1,2,..,s. (1.2.31)

A fazis-operator varhatoértéke egy adott allapotban fiigg a 6,, referencia fazistol, de
szorasa nem. A fazis-operator tehat itt is egy csonkolt Hilbert téren van definiélva.
Minden varhatoértéket ugy kell meghatarozni, hogy el6bb véges s értékkel szamolunk,

majd vessziik az s — oo hataratmenetet.
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A fazisoptimalizalt 4llapot Fock kifejtési sora [15]:
NZAl (alk + b] + bo) | k) Zbk | k), (1.2.32)

ahol Ai(z) az Airy fuggvény [17], by = —2.3381 az Airy fliggvény els6 nullahelye. A
konkrét példaban a = 0.271 és b = 0.86. A fotonszam-operator varhatoértéke (n) =
= 4.86, a fazis-operator szorasa A¢=0.0574. Helyettesitsiik be a (1.2.11) egyenletbe

F

5. dbra: A fdzisoptimalizdlt dllapot egy-dimenzids koherens dllapot reprezentdcidja Hermite

polinomok szerint kifejtve.

a fazisoptimalizalt allapot (1.2.32) Fock egyiitthatoit. Ha a Chebyshev polinomokat

valasztjuk polinomrendszerként, F'(z) fiiggvényre a

F(z)= 1_x2 e ZT ()T Vb,  z€[-1,1] (1.2.33)
n,k=0

kifejezés adodik. A fiiggvény grafikonjat a 4. 4bra mutatjuk be, amely az els6 25
Fock egyiitthato figyelembevételével sziiletett. Az oszcillaciok hatalmasak, ami arra
vall, hogy a [—1, 1] szakaszon csak disztribiici6 értelemben tudjuk eléallitani a (1.2.32)

allapotot.

Amennyiben Hermite polinomokkal fejtjiik ki a fazisoptimalizalt allapot F'(z) stly-
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6. dbra: A fdzisoptimalizdlt dllapot Wigner eloszldsfiigguénye.

fiiggvényét a

_g;2/2 Z \/—zn n' )an\/—bk’ = [—oo,oo] (1.2.34)

n,k=0

képletet kapjuk. Az e~**/2 szorzoéfaktor a szumma el6tt gyorsan lecseng |z| néveked-
tével, ezért van ra esély, hogy mind véges, mind |z| — oo a hataresetben a (1.2.34)
sulyfliggvény véges hatarértékhez tart N novelésével. A fiiggvényt az 5. 4bran mu-
tatjuk be, ahol N = 35 Fock egyiitthatot osszegeztiink. Jol megfigyelhets, hogy a
stlyfiiggvény nem nyulik &t az origon, hanem csak a pozitiv félegyenesen kiilonbozik
nullatél. Az origotol tavolodva lassan novekszik, majd nullara csokken. Ez azt su-
gallja, hogy a Summy-Pegg féle fazisoptimalizalt allapot Wigner eloszlasfiiggvényének
képe a fazistérben csepp alaki. A 6. 4bra igazolja ezt a feltételezést, azonban a csepp

csak nagyon kicsit elnyult.
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1.3. Egy-dimenziés diszkrét koherens allapot reprezentacidok

Most megmutatom azt, hogy egy allapot egy-dimenziés folytonos koherens reprezenta-
cios fiiggvény ismerete alapjan az allapot koherens allapotok szerinti diszkrét reprezen-
san diszkrét koherens allapot reprezentacio alatt. Neumann és Cahill tétele is koherens
allapotok megszamlalhatéan végtelen sok elemd halmazinak a teljességét mondja ki.
A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy sok esetben mar egy csonkolt Neumann ra-
cson, vagy a Cahill féle bazis néhany elemének linearis kombinacidjaval is nagyon jol
kozelithets a kifejteni kivant allapot. Az irodalomban, amikor egy allapotot néhéany
koherens allapot szuperpozici()jéwai kozelitenek, s a szuperpoziciés egyiitthatékat nu-
merikusan, optimalizdciéval hatarozzak meg, a diszkretizacié utobbi esete valosul meg
[18, 19, 20].

Mi egy masik utat javaslunk azokra az esetekre, amikor F(z) valos szamokon ér-
telmezett, sima fiiggvény, azaz a (1.2.11) képletben az N — oo hatéaresetben F(z)
az értelmezési tartomanya minden pontjaban fiiggvény értelemben létezik. A diszkrét
koherens allapot reprezentacié meghatarozasanak az az alapja, hogy a (1.2.1) egyen-
letben szerepld integralt numerikusan kozelitjikk a (1.2.11) képletben megadott F'(z)
sulyfiiggvény felhasznalasaval. Induljunk ki a (1.2.4) képletb6l, amely kapcsolatot te-
remt az allapot F'(x) folytonos koherens allapot reprezenticié sulyfiiggvénye és a
Fock kifejtési egyiitthatoi kozott. Helyettesitsiik be G(z) helyére a polinom kifejtését:

clz/ dz w(z)B,(z), Bl(x)zﬁP(x)PEzl, [=0...N. (1.3.1)

By(z) altalaban komplex fiiggvény, de mivel val6és polinomokkal fejtettiink ki, ezért a
képzetes része csak a € vektor képzetes részébdl szarmazik. A (1.3.1) egyenletben az
integralt a Gauss kvadratira moédszerrel tudjuk numerikusan kiszamitani [17]:
b n
cl :/ dz w(z)Bi(z) =Z w;By(z;) + R™ =a™ + R™, (1.3.2)
a i=0
ahol a {w;} stlyokat az {z;} pontokat és a Rl(") hibakorlatokat a 1. tablazatban
megadott intervallumokhoz és integralasi salyfiiggvényekhez a 2. tablazatban kozoljik.
Az egyenlet jobboldalan 4llo af") szdmok az n + 1 pontos diszkretizicioval kozelitett

Fock egyiitthatok, amelyek hibaja R™.
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Polinom Intervallum | w; z; R™

Chebyshev 1. T, (z) [-1, 1] z cos (2’ 1)" T Fem ()t
Chebyshev II. U,(z) -1, 1] ) sin? mﬂ' CcoS n—+17r Wf@n) (€)}
Legendre P,(z) [-1, 1] @W Py (z;)=0t (231%31[(_;2_;?]?]( @m)(¢)!
Laguerre L, (z) [0, 0] W?_’L%W Ly (z;) =0t %’2‘_7% Fem(£)t
Hermite H,(z) [—00, 00 % Hy(z:) =01 | 2% DIV ¢(om) (£)1

T e n

2. tablazat: A / dz w(z) f(z) =Zwi F(z:) + R™(¢) Gauss kvadratira integrdl w; silyai,
@ =0

x; pontjai és R hibakorldtjai killonbsz6 polinom rendszerek esetén.

t: 2; a Qu(z) polinom i-edik nullahelye.

Lo fOn(€) az f(x) fiigguény 2n-edik derivdltja azon a helyen, ahol az integrdlformuldban az

egyenldség teljesil.

A kifejteni kivant | ¢) allapot ennek alapjan a

| '¢ Nl '(/)dzszk: sz .’171 IP(xz)PC | $1,> (133)

diszkrét koherens allapot szuperpozicioval allithato elg. A kozelités pontossagat szam-
szerien ugy tudjuk megbecsiilni, hogy meghatarozzuk a diszkretizacié Gtjan nyert

(1.3.3) allapot normajanak egytl valo eltérését. A (1.3.1) és (1.3.2) egyenletek fel-

hasznalasaval:
N
1-2'%'2 \"” RO =3 [[a + o R + o RO+ R[]

=0
(1.3.4)

A jobboldali 6sszeg els6 tagja a (1.3.3) diszkrét reprezentacié norméja, a tovabbi tagok
a Gauss integralds hibajabol szarmaznak. Ha valamennyi Rl(") hibakorlat abszolutér-

téke feliilrél becsiilhets egy € szdmmal, akkor
N
|1 - <wdiszk | ¢diszk)| SZ [2Re (al(“)> €+ 62] S (N + 1) (2}{,5 + 62) ’ (135)
=0

ahol k = max[Re(al("))],l = 0..N. A (1.3.5) egyenlet jobboldala elttinik, ha a Gauss
integralok hibaja nullahoz tart. Ez egyuttal azt jelenti, hogy a | ) 4llapotot “pontosan”

allitja el6 a (1.3.3) diszkrét koherens allapot reprezentacio.
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2. Kvazi-valosziniiségeloszlas fiiggvények lokalis rekonst-

rukcioja kaszkad optikai homodin méréssel

Ebben a fejezetben két ismert allapot-rekonstrukcids eljarast kapcsolok ossze, amely
egy kisérleti szempontbol is realisztikus mérési elrendezést ad kvazi-valészintiségeloszlas
fiiggvények lokalis rekonstrualasara. A 2.1 szakaszban ismertetem a homodin mérésen
alapul6 allapot-rekonstrukci6é alapjait. A 2.2 alfejezetben bemutatom a kaszkdd ho-

modin meérési elrendezést.

2.1. Kvantumallapot rekonstrukcié alapjai

A kvantummechanika axiémai szerint egy rendszer kvantummechanikai allapotat az
allapotvektora teljesen meghatirozza. A rendszeren végrehajtott tetsz6leges mérés
kimenetelét a kvantummechanika szamolasi szabalyainak alkalmazésaval az allapot-
vektorbél ki lehet szamitani. Erdekes volna, hogyha méréseket végezve nagyszamu,
azonosan preparalt rendszeren, meg tudnank hatarozni a rendszerek kvantumaéallapo-
tat. Ezt a problémaét elGszor Pauli vetette fel 1933-ban [21]. A kérdése pontosabban igy
hangzik: ha ismerjiik egy részecske hely |4(z)|? és impulzus |¢(p)|? eloszlasat, ebbél
egyértelmiien helyreallithato-e a részecske allapotvektora? A valasz az, hogy altala-
ban nem. Példaul ha a hullamfiiggvény adott paritast, akkor csak a hely és impulzus
eloszlas mérésével nem lehet kiilonbséget tenni a hullamfiiggvény és konjugaltja kozott.
Az attorést K. Vogel és H. Risken eredménye hozta meg 1989-ben [22]. Bebizo-
nyitottak azt, hogy fény esetében a fazisforgatott kvadratira-operator [a'exp(i6) +
+ aexp(—1i6)]/2 eloszlasa kifejezhetd kvazi-valoszintségeloszlas fiiggvényekkel, mint
példaul P, ) és Wigner, és megforditva, ha a fazisforgatott kvadratira-operator elosz-
lasa ismert minden 6 értékre a 0 < @ < 7 intervallumon, akkor a kvazi-valésziniiségeloszlas
fiilggvények megkaphatok. Roviden tekintsiik 4t gondolatmenetiiket. Az s-parametrizalt

karakterisztikus fliggvény Cahill féle definiciéja [23]:

x(u, v; 8) =Tr{exp[—iugd — ivp + s(u® + v?)/4] 5}. (2.1.1)
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Az eloszlasfiiggvény a karakterisztikus fiiggvény inverz Fourier transzformaltja:

1 [ [ .
W(q,p;3)=(—27r—)5/_ /_ du dv x(u,v; 5)e" P, (2.1.2)

A W(q,p;1) a Glauber-Sudarshan féle P fiiggvény [24, 25|, a W(q,p;0) a Wigner
fiiggvény [26, 27] amelyet Wigner Jend 1932-ben fedezett fel mint a klasszikus fazis-

t 2tz

megfontolasok alapjan. Az 6 eredeti definicidja:

1 [* . T, . T
W(q,p)=g/ dz exp(ipz) <q -5 lele+ §>. (2.1.3)

Végil W(g,p; —1) = (a | 0| @)/m a Q vagy Husimi fiiggvény. A kvazi-valészintiségeloszlas

fiiggvényekrél egy alaposabb bevezets a 1.1 alfejezetben talalhaté.
Vogel és Risken mddszere alapjaul az az észrevétel szolgalt, hogy a fazisforgatott
kvadratura-operator eloszlasdnak a Fourier transzformaltja egyenls az s = 0 karakte-

risztikus fiiggvénnyel. A fazisforgatott kvadratira-operator eloszlasat a

w(q,0)={(q0 | &1 a6)=(a | U() 2T (6) | q) (2.1.4)

kifejezés adja meg, ahol U(6) = exp(—iif) a fazistolas-operatora. A w(g,0) eloszlas

Fourier transzformaéltja.

(1,0) = / " dg(q | U(6) 501(6) | ) exp(—ing)

= /_: dg{q | U(8) 6U(6) exp(—ing) | q)

= Te{U(8) U (0) exp(—in§)}

= Tr{oU"(6) exp(~ind)U(6)}

= Tr{6 exp(—in[gcosd + psinf])}

= x(ncosf,nsin6;0). (2.1.5)

A (2.1.1) definici6 felhasznalasaval a (2.1.5) osszefiiggés kiterjeszthets valamennyi s-

parametrizalt karakterisztikus fliggvényre:

x(n cos 8, nsin 8; s) =w(n, §)e /. (2.1.6)
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Behelyettesitve ezt a kifejezést az s-parametrizalt eloszlasfiiggvényt definialé (2.1.2)
egyenletbe, polar koordinata rendszer bevezetése utan és a (2.1.5) egyenlet figyelembe

vételével megkapjuk a keresett Osszefiiggést:

1 oo T o0 .
W (q, p; s)z(—27r—)2/ / / dz df dnw(z,8) |n| exp(in [gcos + psin @ — z] + sn?/4).
—o0 Y0 -0
(2.1.7)
A (2.1.2) egyenlet inverz Fourier transzformaltjat véve a (2.1.5) és (2.1.6) egyenletek

felhasznalasaval és az integralasi valtozok cseréjével jutunk a w(q,6) fazisforgatott

kvadratura-eloszlas kifejezésére:

1 o0 o0 o0
w(q,&)zg/ / / dudvdn W(ucosf — vsinf,usinf + v cosb; s)

x exp(—sn®/4 +in[g — u)). (2.1.8)
Amennyiben s > 0 az 7 szerinti integralas elvégezhetd:

w(q,@):\/—;_s—/_w‘/_oodudvW(ucosO—vsin9,usin9+vcos€; s) exp[—(g — u)?/s].
(2.1.9)

Az s — 0 hataratmenetben, azaz ha a Wigner fiiggvényt transzformaljuk, (2.1.9) az

egyszeriibb
w(g, 6) =/ dvW(gcos@ — vsinf, gsinf + v cosd; 0) (2.1.10)

alakot Olti. Ennek az eredménynek igen szemléletes tartalma van: a fazisforgatott
kvadratira-operator eloszlasa a Wigner fiiggvény vetiilete a fazistérben egy @ iranyu
feliiletre.
Térjiink most vissza a (2.1.7) képletre. Vezessiik be a

0
Ks(m)z—/ dn |n| exp(inz + sn?/4) (2.1.11)
—00
jelolést, amit kernel-fiiggvénynek neveziink. Ennek felhasznalasaval (2.1.7) atirhato a

1

W(q,p; 3)=ﬁ

/ / dz dd w(z,8)K(gcosf + psinf — z) (2.1.12)
-0 J0

alakra. Ha s > 0 akkor az integral divergens és a kifejezés értelmetlen. Az s - —0

hataresetben az integral altalanositott fliggvény értelemben létezik, amelyet azonban
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regularizalni lehet. Eredményiil kapjuk a (2.1.10) transzformacié inverzét, melyet in-

verz Radon transzformaciénak neveznek:

P [T [™ w(z, )
W(q,p)——m/() [wdedm (gcosd + psinf — z)?’ (2.1.13)

ahol P a Cauchy-féle féérték integralt jeloli. A (2.1.13) képletben szerepl$ transzfor-
méci6ét J. Radon publikalta el6szor 1917-ben [28]. A transzformaciot jra felfedezték
az 1960-as években és az orvosi tomografidban alkalmaztak. A bemutatott rekonst-
rukciés eljaras analég az orvosi alkalmazassal, ezért kvantumallapot tomografidnak is
nevezik. Megjegyezziik, hogy a numerikus implementaci6 soran a (2.1.11) kernel kép-
letben csak egy véges frekvencidig Fourier transzformalnak, és az origd kdrnyezetében
pedig hatvanysorral kozelitik Ko(z) fliggvényt.

Amennyiben s < 0 a (2.1.11) alatti integral konvergens és a K (x) kernel fiiggvény

értelemben létezik. Az integralt elvégezve kapjuk:

Ks(x)=§ [1 - \/gx exp(—1z?/s) erﬁ% , s <0, (2.1.14)

ahol erfi(z) =27~/ [ dt exp(t?) a képzetes hibafiiggvény. A (2.1.12) rekonstrukcits
formula tartalma ez alapjan ugy fogalmazhat6 meg, hogy a fazistérbeli fazisforgatott
kvadratira-operator eloszlasainak az ismeretében az adatokat egy alkalmasan valasz-
tott K(z) kernel-fliggvénnyel konvolvalva az s < 0 paraméteri kvazi-valoszintiségeloszlas
fiiggvények rekonstrualhatok. Az allapot rekonstrukcionak ezt a modjat “filtered back-
projection” algoritmusnak nevezik az irodalomban.

A Vogel és Risken altal javasolt rekonstrukcios eljarast elgszor Smithey, Beck, Ray-
mer, és Faridani valositotta meg kisérletileg 1993-ban [29]. Kisérletiikben a vakuum és
a kvadratira Osszenyomott vikuum allapotu fény Wigner fiiggvényét rekonstruéltak
a fazisforgatott kvadratura-operator eloszlasfiiggvényének mérési adataibodl az inverz
Radon transzformacié alkalmazasaval. A kisérleti elrendezésiik elvi sémajat a 7. abran
mutatjuk be. A mérésiik soran az ugynevezett szimmetrikus homodin mérés [30, 31]
elvét hasznaltak a kvadrattra-operator eloszlasinak meghatarozasa érdekében. A fé-
ligateresztd tiikor egyik bemenetére érkezik a mérendd jel, a masikra az ugynevezett
lokalis oszcillator mez6, amelynek frekvenciaja azonos a jel frekvenciajaval, fazisa pedig
a jel fazisahoz képest pontosan hangolhaté. A lokalis oszcillator mez8 nagy intenzi-

tasu a jelhez képest, egyrészt azért, hogy fazisa minél hatarozottabb legyen, méasrészt
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11
N DI
12

a, NY

Jjel
- -
d a/\)
1 D2
o | LO

7. abra: A szimmetrikus homodin mérés elvi elrendezése. A jel és LO mezéket az NY
nyaldboszto térben fedésbe hozza. A két detektor fotodramdnak a kilonbsége ardnyos a jel

fazisforgatott kvadratira-eloszldsdval.

azért, hogy klasszikusan lehessen kezelni. A nyalaboszt6 tiikor utan a jel és a lokalis

oszcillator mez6 szuperponéalodik egymassal és a két kimeneten a fény amplitadojat a
&'122_1/2(&— aro), &'2=2_1/2(6L—+—ozL0) (2.1.15)

modus operatorok irjak le. a a bemend jel eltiinteté modus operatora, ayo a lokalis
oszcillator mez6 amplitidoja. A detektorokrol feltételezziik, hogy a megjelend fotoé-

ram aranyos az Gket éré fény fotonszamaval, amelyeket a

A1 Al tal Al __Altal
fiy =8y by, fig=15" . (2.1.16)

Osszefiiggések adnak meg. A két fotoaram kiilonbsége igy aranyos lesz a fotonszamok

kiilonbségével:
gy =iy _ﬁllza*Lod*‘aLo&T:\/i lazo] 4(0), (2.1.17)

ahol ¢(0) épp a mérni kivant fazisforgatott kvadrattira-operator. Ennek a kisérleti
elrendendezésnek nagy elénye, hogy igen kis intenzitasu jel mérésére is alkalmas, mert
az erds lokalis oszcillator mezd felerdsiti a detektorokhoz érkezd jelet. Az alkalmazott

fotodiodak kvantum-hatasfoka kozel 100% lehet [32].

Az s-paraméterezett kvazi-valoszintiségeloszlas fliggvény ismeretében egy linearis
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integral-transzformacié segitségével meg lehet kapni a stirségméatrix elemeit is:

(@ | 5] a)=Tr{o| a)(d [} =2r / : / : dgdpW (q,p;5) Wala,p;—s),  (2.1.18)

ahol Wy o(q,p; —s) a | a'){(a | projector Wigner transzformaltja (2.1.3). Mivel a
mért kvadratira-eloszlasokboél ugyancsak lineéris transzforméaciéval nyerjiik a Wig-
ner fiiggvényt, ezért 1éteznie kell egy linearis leképezésnek amely a mért kvadratira-

eloszlasokbol kozvetleniil megadja a stiriségmatrix elemeit:

owa=(d' | 0] a) / / dg d8w(q, 6)Fra(g,6), (2.1.19)

ahol {] a)} egy tetszGleges bazis [33, 34]. A (2.1.19) formula a mérés kiértékelése
szempontjabol jelent jat. Az Fy,(q, 6) minta-fiiggvények mar a mérés elvégzése el6tt
kiszamithatok valamennyi megkovetelt g és 6, valamint a és a’ paraméter értékekre. A

mérés soran a minta-fiiggvényeket statisztikusan atlagoljak a mért gyakorisagokkal:

0aa={(Fua(q,0)))gsp, (2.1.20)

ahol a (. )4 zardjel a statisztikus atlagolast jelenti. Fock bazisban a minta-fiiggvényekre

egy igen egyszerd kifejezés kaphato [35, 36, 37]:

Fon(g, 6) = % Frun(@) expli(m — )8, (2.1.21)

ahol fmn(g) az amplitudé minta-fiiggvény:

fonla) == [ as 22D Dy (@) @122

Ym(z) a harmonikus oszcillator regularis, ¢n(z) a harmonikus oszcillator irregularis
megoldasa, melyek a harmonikus oszcillator m-edik és n-edik sajatértékéhez tartoz-
nak. Az irregularis hullamfiiggvények ugyancsak megoldéasai a Schrodinger egyenlet-
nek, azonban négyzetesen nem integralhatok. Az irregularis hullamfiiggvények gy

kaphatok meg, hogy a nulla sajatértékhez tartozé expliciten kiszamolhat6

wo(q) =m/* exp <_§> erfi(q), (2.1.23)

és a magasabb indexteket az a' foton kelt6 operator ismételt alkalmazasaval nyerjik:

at

en(q)= \/H%(q)' (2.1.24)
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A (2.1.19) osszefiiggés alapjan, a minta-fiiggvények (2.1.21) kifejezését felhasznalva, a

stirtiségméatrix elemeinek rekonstrualdsara Fock bazisban a

L ™ ;
emn=5= [ [ dadow(a,0)fun(a) explitm — e (2.1.25)
képletet kapjuk.
l} NY
|
jel : n,
-~/ — D
d;, b "
a, LO

8. abra: Az aszimmetrikus homodin mérés elvi elrendezése. A jel és LO mezbket az NY

nyaldaboszto térben fedésbe hozza. A detektor méri a szuperpondlt mezé fotonstatisztikdjdt.

Az eddig ismertetett rekonstrukcios eljarasok mind a kvézi-valoszintiségeloszlas
fiiggvények mind a siirtiségmaétrix esetében az objektumot egységes egészként allitja eld.
Nincs lehetGség arra, hogy egy kvazi-valoszintiségeloszlas fliggvény fontosabb teriileteit
pontosabban kapjuk meg, mig a kevésbé lényegeseket csak kisebb pontossaggal, amely
kevesebb adatgytijtést és igy gyorsabb mérést jelentene. Wallentowitz és Vogel kidolgo-
zott egy aszimmetrikus homodin mérési elrendezést, amely a kvazi-valoszintiségeloszlas
fiiggvényeket lokalisan, pontrol pontra rekonstrualja [38]. A meérés elvi sémajat a 8.
abran mutatjuk be. A mérendd jelet és a lokalis oszcillator mez6t a nyalaboszto szu-
perponalja, amelyet a fotodetektorok np kvantum-hatésfokkal mérnek. A lokéalis osz-
cillatorrél most nem tételezziik fel, hogy nagy intenzitésu, s igy kvantumosan kezeljiik

azt is. A szuperponalt mez6 amplitudoja:

b=Ta;e + R,

|R>+|T|> =1, arg(T) — arg(R)=+

B

: (2.1.26)

ahol @je, a1, b a mérendd jel, a lokalis oszcillator és a szuperponalt mezd eltiintetd
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operatorai. A fotodetektort éré mez6 fotonszamat a
- . R_\'(. R,
b= |T|2 (ajel + Talo) (ajel + Talo> (2.1.27)

operator hatarozza meg. Annak a p, valoszinliségét, hogy a np kvantum-hatasfoka

fotodetektor n fotont detektal a

bth)» -
Pn= <: £77—"lie-’w"“’ :> : (2.1.28)

n!

képlet adja meg [40, 41, 42]. A :: szimbélum a normél rendezést jelenti, példaul
. (ata)* .= atka*. Ha a lokalis oszcillator mez6 | B) koherens 4llapotban van, ak-
kor a (2.1.28) képletben, a normaél rendezést kihasznalva, a lokalis oszcillator mezére
atlagolas utan, az n foton detektalasanak valoszintségére a kovetkezd formulat kapjuk:

pa(eB;m) = <: Me'""’“ﬂ) :> : (2.1.29)

n!

ahol e=R/T, és n a teljes detektélasi hatasfok n=np|T|?>. Annak érdekében, hogy a
teljes detektalasi hatasfok minél nagyobb legyen |T|? = 1, amely magaval vonja, hogy

e<1. Az N (eB) a mérendé jel eltolt fotonszam-operatora:
N(Eﬂ) = (&jel + Eﬁ)f(&jel + 8,8) = D(Eﬂ)d}eldjelb(eﬂ)f, (2.1.30)

ahol D(a)=exp(ad! — o*@) a koherens eltolasi-operator. A mérés szemléletesen ugy
interpretalhat6, hogy a mérendé jel amplitudéjat (-val eltoljuk, majd megmérjiik 7
teljes detektalasi hatasfokkal a fotonstatisztikajat.

A rekonstrualasi eljaras masik sarkalatos pontja az a felismerés, hogy az s-paraméter
kvazi-valosziniiségeloszlas fliggvény az o helyen aranyos a 0 beiitésszam valoszintiségé-

vel a (2.1.29) képletben, n = 2/(1 — s) teljes detektalasi hatasfok mellett:

W(a;s) = W—(li_—s;/dzv exp (_ﬂi‘_:sl'f) W(v;1)
- e ( )
- le—T) . <—a; 1—33) (a=ep), (2.1.31)

ahol W(v;1) a mérendg jel P fiiggvénye. Az 6sszefiiggés ebben a formajaban nem iga-

zan hasznalhato, mivel s=1—2/n, amely negativ, szélsGértéke -1, azaz idealis detektor
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esetén is csak a @ fiiggvényt lehet rekonstrualni. Azonban ha nemcsak a 0 beiitésszam
valészinilségét vessziik figyelembe, hanem a teljes fotonstatisztikat, akkor lehetséges
az s > 1 — 2/n paraméteri kvazi-valosziniiségeloszlas fiiggvények rekonstrukciéja, is.

A (2.1.31) képletben, az exponenst bévitve a —nN(—a) operatorral, sorfejtés utan

kapjuk a
e 2 Z°° _2-n@-9\"
W(a) )_ 7r(1 _ 3) rd ( 77(1 _ 8) ) pn( ;77) (2132)

osszefliggést. A (2.1.32) képlet elvileg lehetévé teszi adott n teljes detektalasi hatas-
fok- mellett barmelyik —1 < s < 1 paraméterd kvazi-valésziniségeloszlas fiiggvény
rekonstrukci6éjat. Annak érdekében, hogy a mérés soran a p, val6szintiségekben meg-
jelend bizonytalansag ne 6sszegzGdjon fel, a sulyok abszolutértékének egynél kisebbnek
kell lenni. Ez a rekonstrudlhaté eloszlasfliggvényekre az s < 1 —1/n megszoritast adja.

A mérési elv gyakorlati alkalmazasahoz nagy kvantum-hatasfoku detektorra van
sziikség, amely kiilonbséget tud tenni kiil6nb6z6 beérkezs fotonszamok kozott. Egyes
fotonok megkiilonboztetésére alkalmas eszkoz példaul a fotomultiplier, amelynek a
kvantum-hatasfoka nem tiul magas. Ehelyett sokcsatornas detektort lehetne hasznalni,

azonban kisérletileg ezt még nem realizaltak [43)].
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2.2. Kaszkdd homodin mérés

Az el6z6 alfejezetben bemutattuk a szimmetrikus és aszimmetrikus homodin méré-
sen alapulé allapotrekonstrukcié elvét. Az aszimmetrikus elrendezés lehetévé teszi,
hogy a mérendd allapothoz rendelt s-paraméterezett kvézi-valoszintiségeloszlas fligg-
vényeket pontrél pontra, lokalisan rekonstrualjuk. A moédszer hatranya, hogy olyan
fotodetektorra van sziikség, amely nagy kvantum-hatasfoku és kiilonbséget tud tenni
n és n + 1 foton kozott is. A probléma egy lehetséges megoldasat a 9. abran mu-
tatjuk be. Egy aszimmetrikus és egy szimmetrikus homodin mér&eszkoz van kaszkad-
ban elhelyezve. Az aszimmetrikus homodin mérés lokalisan rekonstruélja a mérendd
mez6 kvazi-valosziniségeloszlas fliggvényét gy, hogy a szimmetrikus homodin mérés
véletlen-fazis modszerrel méri az aszimmetrikus homodin mérésben eltolt rekonstrua-
land6 mez6 fotonstatisztikajat. Az NY1 nyalaboszté szuperponalja a mérendé mez6t
az LO1 lokalis oszcillator mezdvel, amely |3) koherens allapotban van. A nyalaboszt6
T transzmisszios egyiitthatoja kozel egységnyi. A nyaldboszté utan a mérendé mezé
g3 értékkel el van tolva a fazistérben, ahol e=R/T < 1. Az eltolt jelet ezutan az NY2
50% : 50% nyalaboszto 6sszekeveri az LO2 lokalis oszcillator mezével, amely fazisa vé-
letlenszerden valtozik és az amplitudéja erds a jel amplitud6jahoz képest. A D1 és D2
detektorok az NY2 nyalaboszt6 kimenetein megjelens mez6k fotonszam kiilénbségét

mérik np hatéasfokkal.

DI

Jel

NY] NY2 D2

LOI LO2

9. 4bra: A kaszkdd homodin mérés elvi elrendezése.

A (2.1.32) képlet megadja az eltolt mérendé mez6 foton-beiitésszam statisztikdja

és az s-paraméterezett kvazi-valoszintségeloszlas fliggvénye kozotti Osszefiiggést. Egy
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mezd foton-beiitésszam statisztikdjanak mérése legpontosabban szimmetrikus homodin
méréssel valosithaté meg tgy, hogy a lokalis oszcillator mezs§ fazisa véletlenszertien
valtozik [44]. Az eljaras elve roviden a kovetkezd: ha egy szimmetrikus homodin
mérésben a lokalis oszcillator mez6 fazisa véletlenszeriien valtozik a jel fazisdhoz képest,
az egyenértékd azzal, hogy nem a jel fazisforgatott kvadratira-eloszlasat mérjiik meg,
hanem annak 4atlagat a 0 < 6 < 27 intervallumon. Ez matematikailag azt jelenti, hogy
a fazisforgatott kvadratara-eloszlas (2.1.4) képletében a fazisszogre atlagolni kell:

w(g)=5- /ﬂ d8w(g,0). (2.2.1)

A (2.1.25) rekonstrukciés formulat felhasznalva nyerjiik a mért jel fotonstatisztikajat:
o0
po= [ dgw(@)fum(e) (222)
-0
A mérés soran az egyes p, valoszinlségeket ugy kapjuk meg, hogy az f,.(¢) amplitudo6
minta-fliggvényeket statisztikusan atlagoljuk a véletlenszerden valtozé fazisu lokalis
oszcillatorral mért kvadratira-eloszlasokkal. Ezzel megoldottuk a kit{izott problémat,
azaz meg tudjuk hatarozni a fotonstatisztikajat az aszimmetrikus homodin mérébe-
rendezésbél szarmazé szuperponalt mezdnek. Azonban egy kis triikk segitségével egy
lényegesen egyszeriibb, 0j rekonstrukcios sémat kaphatunk.
Alkalmazzuk a (2.2.2) Osszefiiggeést az eltolt és n = |T|?np hatasfokkal mért jel
radidlis kvadratira eloszlasara:
o0
polesn)= | dau(ai 0, fon(a) (223)
A (2.1.32) képletbe behelyettesitve a (2.2.3) osszefiiggést egy formalis kifejezést ka-
punk a W(q;s) kvazi-valosziniségeloszlas figgvény lokalis mintavételezésére a meért

w(g; &, 1) adatokbol:

W (e s)=/—oo dz S(z; s, n)w(z; —a,n). (2.2.4)

Az S(z;s,n) altalanos mintavételezd fiiggvényt az amplittidé minta-fiiggvények végte-

len soraval definialjuk:

S(z;5,7) = %713—7) S (=G5, ] fanla). (2.2.5)

n=0
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A képletben bevezettiik a £(s,n) jel6lést:

2—-n(l-ys)
n(l-s)

Az S(z;s,n) altalanos mintavételezd fiiggvény fiiggetlen az eltolas o paraméterétél,

£(s,m) = (2.2.6)

ezért a fazistér minden pontjaban ugyanazt a fliggvényt lehet alkalmazni a kvéazi-
valoszintiségeloszlas fiiggvény rekonstrukci6jara. Azt az informéciot, hogy az elosz-
lasfiiggvényt melyik pontban mérjiik a w(z; —a,n) eltolt kvadratura-operator tartal-
mazza, amelyben az o paraméter értékét a mérést végz6 fizikus a kisérleti berendezésen
allitja be. A mérés soran a mért adatokkal statisztikusan atlagolni kell az S(z;s,n)
fiiggvényt, hasonléan a stirtiségmatrix rekonstrualasahoz. Az utébbi esetben azonban
a kiilonboz6 g, elemek mehatarozasdhoz mas és mas F,,(q, 6) minta-fiiggvényre van
sziikség, amely az indexek novelésével egyre jobban oszcillal. Ez a mérés szempontja-
bél azt jelenti, hogy egyre tobb cellara kell osztani a ¢ radialis paramétert a w(q, )
eloszlasok meghatarozéasanal, hogy a gyors oszcillaciokat megfeleléen feloldjuk [45].

A (2.2.5) osszegben az egyre magasabb index{ f,,(z) amplitidé minta-fiiggvények
novekvé oszcillaciéi miatt a képlet numerikus kiértékelése nehéz feladat. Most megmu-
tatjuk azt, hogy az 6sszegzést analitikusan el lehet végezni, és eredményiil azt kapjuk,
hogy az S(z;s,n) 4altalanos mintavételezs fiiggvény kifejezhetd az foo(x) amplituds
minta-fliggvény atskalazasaval. Az f,, () fliggvények korlatosak, ezért ha &€ < 1 akkor
az Osszegnek van hatérértéke. Induljunk ki az amplitad6é minta-fiiggvények (2.1.22)

o,

definici6jabol:

on@= e (@)n(a)] (2.2.7)

A harmonikus oszcillator regularis és irregularis hullamfiiggvénye is kielégiti a

20+ DXnt1 = @ — VIXn-1,  Xn = ¥n, Pn

Xn = @Xn— V2(n+1)xnt1 (2.2.8)

rekurziés osszefiiggéseket. A (2.2.8) képletek felhasznalasaval a (2.2.7) kifejezésben el

lehet tiintetni a derivalast:

Jrn=2q%non — v/2(n + 1) (Yns10n + Yn@ni1). (2.2.9)
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Az fni1n41 is kifejezhetd a fenti modon:

Jrttn+1 =20 Ynt10ns1 + V2(n + 1) (Yn410n + YrPns1)- (2.2.10)

A (2.2.9) és (2.2.10) képleteket Gsszeadva jutunk az Osszegzés alapjaul szolgalo

frn + fn+1,n+1 =2Q(¢n90n - ¢n+1‘Pn+1) (2'2'11)

formuléara. Adjuk &ssze alternalé elGjelekkel a (2.2.11) képlet mindkét oldalat n =0
-tol n=1{ — 1-ig. Az egyenlet baloldalan kapjuk:

(foo + fu1) + (1) (fur + fa2) + (=1)%(faz + fa3) + - + (=1)" M fi10-1 + fu)
= foo = (=1)' fu. (2.2.12)

A jobboldal:

2¢{(%ow0 — Y101) + (—1) (11 — Y22) + (—1)* (Y202 — Y3003) + ...

+(=1)!" Wic1oi-1 — i) }
]
= 2q {2 Z(—l)"zﬁngon + ’Qbo(,Oo - (—-l)l'(,/}l(pl} (2213)
n=1
A jobb- és baloldalt egyenlévé téve, kis atrendezés utan a

l

(=1)! fu= foo — 2q {2

(=1)™non + Yoo — (—1)l¢l‘ﬂl} (2.2.14)
n=1

eredményre jutunk. Szorozzuk meg a (2.2.14) képlet mindkét oldalat & -el, és dssze-

gezzlink [=1 -t6l [= N-ig:

N N N l N N
D (=0 u=_ &'fo0 — 2q {2 D ED (D) Ynon + Y Ebopo — Z(—&)wl}
=1 =1

I=1 = =1 n=1 =1

(2.2.15)

Az egyenlet minkét oldalahoz hozzédadunk fo -at, majd alkalmazzuk a geometriai sor
1smert Osszegképletét:

_ §N+1

l
§l+fl+l+...+§N=€
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A (2.2.15) egyenletben elvégezziik az 6sszegzéseket a (2.2.16) kifejezés alapjan:

§N+1

N 1
> (- = —1—_-¢r—foo

=0
f _ €N+1 N .
—2q {QZfl > (=1)"neon + _1:—5—%% IR L
n= =1
(2.2.17)

A (2.2.17) képlet jobboldalan, a méasodik tagban cseréljiik fel az I-re és n-re val6 6sszeg-
zés sorrendjét:

N l § _§N+1
Zfl Z nwncpn—z wn‘Pn Zfl Z nwnﬁon?
=1 n=

l=n n=1

N
=1_i§ {Z( —&)"Ynipn — €N+1 Z nd’nﬂon} . (2.2.18)

n=1

A (2.2.18) képletet helyettesitsiik be a (2.2.17) egyenletbe:

N 1 - £N+1 { 2 N
(=8'fu = —=—Ffoo =203 =D (=) "¥nopn
; u 1 —f 00 1— f ;
N N

N+1 __ ¢N+1
‘21{:_ 3 Z(—l)nTPnSOn + %%wo — Z(—f)lwupl} .
n=1 =1

(2.2.19)

A (2.2.19) egyenletben végrehajtjuk a lehetséges dsszevonasokat:

Z( ~&)'fu = 55 foo—2 {ng €)"hnPn

n=0

—1 4 N4 9¢N+1 N .
P o - S (<D agn b (22.20)
1-¢ 1-¢ e
Most végezziik el a (2.2.20) képletben az N — oo hataratmenetet:
o0
1+
D (=9 = £foo { 62 §)"Ynn
1=0 o
1 N+1 N

§¢0<P0 my: Z ”wncpn}, (2.2.21)
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ahol kihasznaltuk azt, hogy € < 1. A regularis és irreguléris hullamfiiggvények aszimp-
totikus alakjanak ismeretében belathato6 [45], hogy a jobboldal utolsé tagjaban a szum-
mat cN-nel becsiilhetjiik feliilrsl. Mivel £ < 1 a limpy_, oo NEV hatarérték nullahoz tart,

ezért ez a tag eltlinik. A hataradtmenet utan végiil a

(=& fu= —2q1—+—§ ( E) " Ynion + —(foo + 2q%00) (2.2.22)
=0 f

egyenletet kapjuk. Vegyiik észre, hogy az egyenlet baloldalan allé6 szumma a jobbol-

dalon lev§ szummaénak a derivaltja. Bevezetve a

oo

M(g;8)= (=€) %npn (2.2.23)

n=0

jelolést, (2.2.22) egy kozonséges differencialegyenlet lesz:

0 e ' 1

A ¢y irregularis hullamfiiggvény (2.1.23) definici6ja felhasznalasaval a (2.2.24) egyen-

(foo + 2q90¢p0)- (2.2.24)

letben az inhomogén tagra kapjuk:

foo(q) +2g%0(g)po(q) = gq— {7r3/4e_q2/2erﬁ(q)7r_1/4e—q2/2} + 2qm/2e~T erfi(q)

= 7l/2 {—2qe“’2erﬁ(q) + e‘qzerfi'(q)} + 2¢7' /%~ erfi(q)
_2 2
= 1/26 7 Weq =2. (2225)

A (2.2.24) egyenlet megoldasa:

M(q;§) =c(£) exp (— %f—§q2> + 13€e><p (—\/%—Jr_-—%f) /0 dg’ exp (V%f—gq’z) :

(2.2.26)

A ¢(§) konstans az M(0; ) kezddfeltételbsl hatarozhatéo meg. Mivel a 1, (q)on(q)
szorzatban vagy a regularis vagy az irregularis hullamfiiggvény egy paratlan fliggvény,
ezért ¢ = 0-ban a szorzatfiiggvény 0, és igy M(0;¢) = 0, amibgl kévetkezik, hogy
c(§)=0. A (2.2.25) képletben az integral kifejezhetd a képzetes hibafiiggvénnyel:

_ 2
M(g;§) = ﬁ %ﬁew (—\li—i—g%)erﬁ< %q) eXP( \/ifgg)

o T L+¢
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A keresett Y (=€) fi szumma a (2.2.27) képletben kapott M(g; &) ¢ valtozo szerinti
derivaltja, ami viszont épp az atskalazott foo(q) minta-fiiggvény. Igy a (2.2.5) altalanos

mintavételezd fiiggvényre, a & paraméter (2.2.6) definiciojat figyelembe véve kapjuk:

m[n(l —s 1—s)—1

Ez az eredmény nagyon egyszert, mert csak a nulladrendd amplitidé minta-fiiggvényt

S(g; s,m) = i = 1]foo ( = g ) : (2.2.28)

PRSP

T

10. abra: A mintavételezd fiigguény az s=—0.2 paraméter és az n=0.85 (folytonos), n=0.9
(szaggatott), n=1.0 (pontozott-szaggatott) teljes detektdldsi hatdsfok értékekre.

tartalmazza, amely at van skalazva, hogy figyelembe vegyiik az 7 teljes detektalési

hatasfokot és az s paramétert. Az foo(¢) amplitadé minta-fiiggvény explicit alakja:

g 2
foo(g)=2 — 4ge™" / dte’” =2 — 4qF(q), (2.2.29)
0

ahol F'(¢) a Dawson integral, amelyet numerikusan nagyon hatékonyan lehet kiérté-
kelni [46]. Az S(z;s,n) altalanos mintavételez6 fiiggvény képét a kiilénbozé paraméter
értékek mellet a 10. Abran mutatjuk be.

A modszer hasznalatanak illusztralasara numerikusan szimulaljuk a kaszkad re-
konstrukcios kisérletet. A valos kisérletekben a kvadratiura-eloszlasokat 4000-5000 mé-

résbél hatarozzak meg [44, 47, 48]. A szimulacioban a w(qg; s, n) eloszlast 128 cellara
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—E—
Lo

0
Re(a)

11. abra: A B = 1.5¢ paraméterd, pdratlan Schrédinger-macska dllapot W (c; —0.2) kvdzi-
valosziniségeloszlas fiiggvényének a szimuldlt rekonstrukcidja. Minden fdzistér ponthoz a
kvadratira-eloszlasok 5000 eseménybsl 128 celldban voltak mintavételezve. A folytonos vonal
az eloszldsfiigguény elméleti kontirja a valds tengely mentén, a fekete négyzetek a hibahatd-

rokkal a szimuldlt mérésbél rekonstrudlt értékek.

osztjuk ugy, hogy a lefedett ¢ tartomény tartalmazza az eloszlas lényeges részét. A

meért kvantumallapot a
| o, =)=N{| )= | —a)} (2.2.30)

optikai Schrodinger-macska &llapot. A szimulalt kisérletben az s = —0.2 paramétert
kvéazi-valoszintségeloszlas fiiggvényt rekonstrualjuk n=0.9 teljes detektalasi hatasfok
mellett, amely kozel van a Wigner fiiggvényhez. A 11. 4bran bemutatjuk a szimulaci6
eredményét. A kapott atlagértékek koriil feltiintettiik a mintavételezések statisztikus
szOrasat is. Az eredmény a statisztikus bizonytalansagon beliil jol egyezik az elméleti
értékkel.

Végiil megemlitjiik még a levezetésiink egy masik érdekes maésodlagos eredmé-
nyét: a szamolas soran meghataroztuk a f,, (¢) amplitadé minta-fiiggvények generator-

fiiggvényét. Ugyanis a (2.2.27) képlet alapjan a £ — —¢& valtozo csere utdn a f,(q)
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amplitadé minta-fiiggvény eléallithaté a

1 0" & 101 1-¢
fan(g n'&{"zgf” (9)= '6§n\/_§f°°( 1+§¢1)

alakban, azaz az atskalazott nulladik amplitidé minta-fiiggvény n-edik derivaltjaként.

(2.2.31)

£=0
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3. Nemklasszikus rezgési allapotok keltése Franck-Condon
Atmenet soran

Ebben a fejezetben azt szeretném megmutatni, hogy két- és sokatomos molekuldk-
ban egy rovid, kis intenzitadst transzformacioé-limitalt fényimpulzus Franck-Condon
adtmenet sordn milyen kiilonleges, nemklasszikus rezgési allapotokat hozhat létre. A
3.1 alfejezetben réviden Osszefoglalom, hogy két- és sokatomos molekulak esetében a
Franck-Condon &4tmenet hogyan targyalhat6 matematikailag, és milyen érdekes rezgési
allapotokat fedeztek fel korabban. A 3.2 alfejezetben megmutatom, hogy kétatomos
molekuldkban két egymast kovetd fényimpulzussal rezgési Schrodinger-macska alla-
potot lehet kelteni. A 3.3 alfejezetben ismertetem, hogy sokatomos molekuldkban a
Franck-Condon atmenet hogyan targyalhaté véges hosszusagi gerjeszté fényimpulzus

esetén, a 3.4 alfejezetben elemzem a kialakuld rezgési allapotokat.

3.1. Franck-Condon Atmenet
3.1.1. Franck-Condon atmenet kétatomos molekulakban

Egy kétatomos molekulaban az atommagokat koriilvevé elektronfelhd ellensulyozni ké-
pes a pozitiv toltési magok Coulomb taszitasat és egy olyan effektiv potencialt ered-
ményez, amelyben a magoknak kotott allapotai vannak [49, 50]. Mivel a magok tomege
legalabb harom nagysagrenddel nagyobb az elektronok tomegénél, a magok joval las-
sabban rhozognak, ezért lehetséges a magok és elektronok mozgasanak szétvailasztasa.
Ezt a leirast Born-Oppenheimer kozelitésnek nevezik [51, 49]. A magok az effektiv
potencialban, a kozelité megoldas érvényességének keretén beliil, kis amplitudoja rez-
gémozgast végeznek. Alacsony gerjesztettségi rezgési allapotok esetében a potencialt
kozelithetjiik harmonikus potenciallal, s ekkor a magok mozgasat leiré Schrodinger
egyenletiink 4tmegy a harmonikus oszcillator Schriodinger egyenletébe. A 12. 4bran
vazoljuk egy molekula két elektronallapotahoz tartozé rezgési potencialfeliileteket, s a
kozelité harmonikus potencialokat. Az oszcillacié frekvenciaja, ahogy arra kordbban
utaltunk, az elektronhéj kvantumallapotatol erésen fiigg. Az elektronhéj kiilonbozé

gerjesztett 4llapotaihoz mas egyensilyi magtavolsig és mas harmonikus erdallandé
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tartozik [52]. Ez az alapja a molekuldk rezgési allapota egy lehetséges kiilsé befolyaso-
lasanak: megfelelGen vélasztott fényimpulzussal gerjesztve az elektronhéjat, a magok
rezgési allapota elére meghatarozott moédon valtoztathatd. Ezt a rezgési allapot val-
tozast is magaval vono elektronhéj gerjesztést Franck-Condon &tmenetnek nevezik:
pontosabban fogalmazva, Franck-Condon atmenet soran az elektronhéj &llapotanak
pillanatszert megvaltozasat a jéval nehezebb magok nem tudjak kovetni, s igy a tavol-
saguk nem valtozik meg az elektronatmenet alatt [53, 54, 49]. Azonban az a potenciél,
amelyben mozognak megvaltozik, s az 0j potencidlban méar mas rezgési allapotnak

felel meg az elektronatmenet el6tti rezgési allapotuk, 13. dbra. A molekulék rezgési

s,

U(x)

12. abra: Egy molekula alap |g) és valamely gerjesztett |e) elektrondllapotihoz tartozd rez-
gési potencidlfelilletek az egyensilyi magtdvolsdg figguvényében. Szaggatott vonallal jeloljik a

kozelitd harmonikus potencidlokat.

A gerjesztési folyamat altalanos analitikus targyaldsa komoly nehézségekbe iitkozik
még abban az esetben is, ha a magok rezgémozgéasat meghatarozoé potenciilt harmo-

nikus potenciallal kozelitjiik az elektronhéj alap és gerjesztett allapotaban.



Franck-Condon dtmenet kétatomos molekuldkban 46

A teljes rezgési allapotvektor egy kételemi oszlopvektorral adhat6 meg:

| %q(2))
| %e(t))

ahol |1)4/.(t)) az alap/gerjesztett elektronallapothoz tartozo rezgési allapotvektor. Az

| %(¢)) = (3.1.1)

alap és gerjesztett elektronallapot betoltési valoszintiségeit a

Pg/e(t) = <wy/e(t) | 1/}g/e(t»’ Pg(t) + Pe(t) =1, (3'1'2)

egyenletek hatatozzak meg. A két allapotvektor kiilon-kiilon nem normalt, azonban
normaik Osszege 1. Tegyiik fel, hogy a molekula elektronhéjat egy fényimpulzussal
gerjesztjiik. Ekkor a (3.1.1) allapotvektor id6fejl6dését az alabbi Schrodinger egyenlet

irja le:

& (19O [ Ho —uBO) ) [ 14@) ) (3.1

%\ I ge(®)) ~wE(®)  H. | el(2))
ahol p a molekula elektromos dipédlmomentuménak méatrixeleme az alap és gerjesztett
elektronallapotok kozétt, F(t) pedig a kiilss elektromos tér. I:Ig /e a rezgési allapotvek-
tor idéfejlédését meghatarozé Hamilton-operator az alap/gerjesztett elektronéllapot-

hoz tartozé rezgési potencialfeliileten:

R p? 1
Hy = ¢+ =—+ —Mﬂj (£ — d)?,

2M 2
] ﬁ2 1 2 52
He = Ee+m+§MQe$ . (314)

Az egyenletbdl lathato, hogy a két potencialfelillet minimuma d tavolsaggal el van
tolédva és a rezgési frekvencidk is kiilonbozdek.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy E(t) valamilyen véges hosszusaga fényimpul-
zust ir le. A (3.1.3) egyenletet az id6fiigg6 perturbacioszamitas modszerével lehet
megoldani, sorfejtési paraméternek a pFpmq.(t)/% mennyiséget valasztva. Tegyiik fel,
hogy a molekula elektronhéja az impulzus érkezése el6tt alapallapotban volt. Ez azt
jelenti, hogy |1 (t))t— —co = 0 és (14(t) | ¥g(t))t= —eo=1. Ekkor a perturbaciészamitas

els6 rendjében a gerjesztett elektonallapothoz tartozé rezgési allapotvektort a

|Vt == [ ate B OPuB() |y (@) (315)
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A

U(x)

13. abra: Egy molekula alap |g) és valamely gerjesztett |e) elektrondllapotdhoz tartozd rezgési
potencidlfeliiletek meghatdroznak egy-eqy természetes koordindta-rendszert melyek kezddpontja
Ty €5 xo. Az x4 pontbol nézve az e potencidl alapdllapota eqy d = |xy — x| amplitiddval

oszcilldlo hulldmcsomag és viszont.

integral adja meg. Az alapallapoti rezgési allapotvektor csak a perturbacioszamitas
masodik rendjében valtozik meg

|4yt =e B | () - 7 L e I OPLE®) [g#).  (3.16)

—

A fenti iteracios eljarast formalisan tetszéleges rendig folytatni lehet, azonban az in-
tegralokat zart alakban elvégezni mai ismeretek alapjan nem lehetséges. Mi a tovab-
biakban olyan gerjesztési folyamatokat fogunk vizsgalni, ahol elegendé a perturbaci-
6szamitéast elsé rendben elvégezni, a magasabb rendek jaruléka elhanyagolhaté. Ez
fizikailag azt jelenti, hogy az alkalmazott fényimpulzus kis amplitadéju.

Most térjiink ra a (3.1.5) képlet kiértékelésére. Tegyiik fel, hogy a molekula rezgési
alapallapotban volt az impulzus érkezése el6tt, azaz | (¢ — —oo) =| 0),. Azonban
az alap elektronallapothoz tartozé rezgési alapallapot nem sajatéallapota a H, opera-
tornak. Keressiikk meg az Osszefiiggést a H, operator sajatallapotai és a | 0), allapot

kozott. Ehhez els6ként diagonalizaljuk flg operatort [57]. Fejezziik ki a ¢ és p opera-
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torokat a harmonikus oszcillator fonon kelts és eltiinteté operatoraival:

h 1/2 hMQ 1/2
5= ! + @ p=1i z at — a). 3.1.7
i= || @+, o= ] @ -0 5.17)

Helyettesitsiik be a kvadratara operatorokat a (3.1.4) egyenletbe:

~ _ 1 Qg Qe ATA AAT 1 Qy Qe "T"f A A
H, = eg+th{Z[Q—e+Q—g](aa+aa)4'—4[Qe o, (a'a' + aa)
hQ2d TMQ, Y2 1
W MR T st sy 4 Larazge
o, [ o ] (@ +a)+2M 5d”,
A 1
H, = ee+5me(aﬁa+aa*). (3.1.8)
A (3.1.8) egyenletben H, diagonalizalhato a
5 = S(WD(y),
- L MQ. 112
Do) = ewloa!—a),  g=a| D]
5(0) = exp B/\(dz—&”)], A:%ln(ﬂg/ﬂe), (3.1.9)

unitér transzformaciéval. Itt D(g) a koherens eltolas operator, S(A) pedig a squeezing

operator. Alkalmazzuk a ¥ transzformaciot a H, operatorra a (3.1.8) egyenletben:
ST, S =¢, + %mg(afma@f). (3.1.10)
Ebbsl kovetkezik, hogy a H, operator alapallapota kifejezhets a I;Ig alapallapotaval:
5| 0)e=| 0),. (3.1.11)

Helyettesitsiik be az alapéallapoti Hamilton-operator alapallapotanak (3.1.11) kifejezé-
sét a (3.1.5) egyenletbe:

. t ) R
| we(t)):—% dt'e= A=)/, B(#)S | 0),. (3.1.12)

A 14. abran a (3.1.12) integral tartalmat a gerjesztett potencialfeliilethez tartozo6
fazistérben szemléltetjiilk. Amikor a fényimpulzus elkezdi gerjeszteni a molekulat, egy
kis része a rezgési alapallapotnak megjelenik a gerjesztett potencialfelilleten, mint rez-

gési koherens allapot. Ahogy telik az id6 ez tovabb fordul a fazistérben, ugyanakkor az
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14. abra: A rezgési dllapot kialakuldsa a fdzistérben. A sziirke kérok sugara ardnyos a ger-

jesztd impulzus amplitiddéjdval.

impulzus folyamatosan “dob fel” Gjabb koherens allapotokat. Az eredmény koherens
allapotok kor menti szuperpozicioja, amelyet a 1.1 szakaszban emlitettiink.

Most néhany példan keresztiil bemutatjuk, hogy a gerjeszté fényimpulzus specia-
lis megvalasztasa hogyan befolyasolja a gerjesztett potencialfeliilethez tartozé rezgési
allapot kialakulasat. Els6 példankban a gerjesztd elektromos tér egy a magok rezgési
periddusidejéhez képest nagyon rovid lefutdsi fényimpulzus. Ezt matematikailag egy
Dirac féle §(t) fiiggvénnyel lehet leirni: E(t) = Eyd(t). Az E(t) fiiggvényt behelyette-
sitve a (3.1.5) egyenletbe a gerjesztett elektronallapothoz tartozé rezgési allapotvek-

torra a kovetkezé kifejezést kapjuk:

| e(t)) =— BB | 0y, (3.1.13)

A legegyszeriibb esetben Q. =, és d = 0, azaz S = I. Ez fizikailag azt je-
lenti, hogy sem az egyenstlyi magtévolsag, sem a rezgési potencialfeliilet alakja nem
kiilonbozik az alap és a gerjesztett elektronéallapotban, az alapallapotii molekula ala-
péallapoti rezgési hullaimcsomagjanak egy része a gerjesztett elektronallapothoz tartozo
potenciélfeliilet alapallapotaként jelenik meg. Ha az elektronatmenet soran a rezgési
potencialfeliilet minimuma eltolodik, de alakja nem véltozik meg, akkor © = ﬁ(g).
Mivel a g paramétert eltolas operator hatasa az alapallapotra | g) koherens allapotot

eredményez, a gerjesztett potencialfeliileten egy rezgési koherens éllapot jelenik meg
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a gyors gerjesztés hatasara, amely ezutdn szabadon fejlédik, és alakvaltozas nélkiil
oszcillal d amplitudoéval az | e) gerjesztett elektronallapothoz tartozé egyensilyi mag-
tavolsag koril. Ha nemcsak az egyensulyi magtavolsig, de a potencialfeliilet gorbiilete
is megvaltozik az elektrondtmenet sordn, akkor a gerjesztett potencialfeliileten egy
kvadratura-osszenyomott (squeezed) rezgési hullamcsomag alakul ki, amelynek széles-
sége a rezgési periddusids kétszeresével oszcillal a szabad id6fejlédés soran [58].

Most térjink at olyan gerjeszt6 fényimpulzus hatasinak vizsgalatara, amelynek
id6tartama dsszemérhet6 a molekula rezgési periddusidejével. A gerjeszté elektromos
tér legyen egy Gauss-gérbe burkol6ji, w kozepes frekvencidju transzforméacio-limitalt

fényimpulzus:
E(t) = Ege """/ cos(wt). (3.1.14)

Tegyiik fel, hogy a molekula elektronhéja és rezgési allapota is alapallapotban volt
az impulzus érkezése el6tt. Az E(t) fiiggvényt behelyettesitve a (3.1.12) egyenletbe,
figyelembe véve a pillanatszerd gerjesztést meghatarozo (3.1.13) egyenletet is, kapjuk a
hosszu lefutasu gerjesztés hatasara kialakuld rezgési allapotvektort gyenge elektromos

tér kozelitésben:

WEy [T i e/he (H )2 J202 &
) = B, [2 bt ),
1

Y = W W — A, A:h

MQ? d2. (3.1.15)

Amennyiben az impulzus nagyon révid, az u értéke nagyon nagy, és ezért a fenti
egyenletben az exponencidlisban szereplé kvadratikus tag elhanyagolhat6. Ez meg-
felel az el6z6 bekezdésekben targyalt rovid gerjeszté impulzus hataresetnek. Ha az
impulzus hossza Osszemérhet§ a rezgési periddusidével, ugy a kvadratikus tag hatésa
is szamottevové valik, s ez nemklasszikus rezgési allapotok kialakulasat eredményezi.
A 15. abran egy ilyen allapotot mutatunk, amelyet egy koriilbeliil hatszor révidebb
impulzus keltett, mint a rezgési periédusidé. Ha az impulzus hossza tobbszordse a
rezgési periddusidének, akkor u értéke kicsi lesz, s a kvadratikus tag a kitevGben egy
Dirac ¢ fiiggvényhez fog kozeliteni. Ez arra vezet, hogy ha a (3.1.15) egyenletben
attériink energia sajatallapot reprezentaciora, akkor a kifejtésében csak az a tag ma-

rad meg, amelynek n indexe kozelitSleg kielégiti a v = (n + 1/2) Q. egyenletet, azaz
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egyetlen energia sajatallapot. A fenti eredményeket roviden sszefoglalva azt mond-
hatjuk, hogy egy kétatomos molekulat transzformacié-limitalt impulzussal gerjesztve,
az impulzus hosszanak fiiggvényében, haromféle kimenetel lehetséges: (i) nagyon ro-
vid gerjeszté impulzus esetén rezgési koherens allapot, vagy kvadratura-osszenyomott
allapot; (ii) hosszu impulzus esetén rezgési energia sajatallapot; (iii) a rezgési periodu-
sidével Osszemérhetd impulzus hatasara pedig a kett6 kézotti amplitido-6sszenyomott

allapot alakul ki.

0.4

15. dbra: Rezgési amplitidd-dsszenyomott (“bandn”) dllapot Wigner eloszldsfiigguénye, amely
dtmenetet képez a koherens és energia sajdtdllapot kozott. Az dllapotot egy rezgési periddusidé

hatoda hosszisdgi impulzus keltette.
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3.1.2. Franck-Condon aAtmenet sokatomos molekulakban

Egy N atombél all6 molekulanak 3N — 6 rezgési szabadsagi foka van, ha a molekula
nem linearis, és 3V — 5 ha linearis. Mi a tovabbiakban egy sok rezgési szabadsagi
fokd molekulaban kivalasztunk 2 rezgési szabadsagi fokot, ugyanis a bemutatni kivant
jelenségek mar itt is jelentkeznek és a tovabbi szabadsagi fokok figyelembevétele csak a
matematikai leirast nehezitik meg. A molekula alap elektronéllapotahoz tartozo rezgési
potencialfeliilet két-dimenziés, azaz két norméalkoordinatat lehet bevezetni, melyeket
jeloljék az ,, Zo operatorok, a hozzajuk tartoz6 impulzusokat pedig a p,, p» opratorok.

Ezekkel kifejezve a rezgési rendszer Hamilton-operatorat kapjuk:

~

1
Hy= 2M(pl+pz)+ M(Q2 2+ Q232). (3.1.16)

Most réviden 6sszefoglaljuk, hogyan lehet meghatarozni a molekula rezgési allapotat
az elektronrendszer 4llapotdnak hirtelen megvaltozasa utan. Altalanosan azt lehet
mondani, hogy egy gerjesztett | e) elektronallapotban mind az egyensitlyi magtavolsag,
mind az er6allandok, és még a potencialfeliilet ekvipotencialis ellipsziseinek iranya is
megvaltozik. A gerjesztett elektronallapotban a (3.1.16) Hamilton-operator helyett a

N 1 R R 1 A o ) ) )
He: m(pf + Pg) + §M(U11l‘% + 2’U,12.’L'1£I72 + ’U,ngg) + f1:1;1 + f2.’L‘2 (3117)

Hamilton-operator hatirozza meg a rezg6 rendszer idéfejlédését. Ez nem diagona-
lis, mivel a korabbi normalkoordinatak mar nem normalkoordinatai az 1j potencial-
nak. Azonban megfelel6 koordinata-transzformacioval konnyen &t lehet térni olyan
valtozokra, amelyek diagonalizaljak H, Hamilton-operatort. A jelolések egszertisitése

érdekében irjuk fel a (3.1.17) egyenletet vektor és matrix jelolésben:

- 1 1
H,= 2M 24 - Mxe+fx (3.1.18)

Vezessiink be 4j valtozokat a
% =0%+d. (3.1.19)

lineéris transzformaécio segitségével [59, 60]. Az O matrix tiszta forgatast ir le, a d vek-

tor pedig a koordinata-rendszer kezd6pontjanak az eltolasat. Ez a két transzformacié
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fizikailag megfelel a rezgési potencialfeliilet elforduldsanak és az egyensilyi magtavol-
sagok megvaltozasanak. Az Gj koordinata-rendszerben megadott valtozokat vesszével

jeloljiik. Az O forgatasi matrixot definialjuk a kovetkezé egyenlettel:

o= cosx siny (3.1.20)
—siny cosy ’
ahol
cosx={1/2 + (un — up)/u}*?,  u={(un — uz)® + 4u,}'/*. (3.1.21)

A d vektornak és az f ergallandonak a kapcsolatat a d = A~'Sf/M egyenlettel le-
het kifejezni, ahol A =diag(2; 2, Q,2), Q. az 4j normalkoordinatdkhoz tartozé rezgési

frekvencidk. Az 0j koordinata-rendszerben a (3.1.17) Hamilton-operator diagonalis

T 1 ~12 1 sSIAS!
He—2Mp +2MxAx H,, (3.1.22)

ahol Hy = MdAd, az egyensilyi magtavolsdg megvaltozasa kovetkeztében felhalmo-
z6d6 rugalmas energia.

A (3.1.19) egyenletben definialt konfiguracios térbeli geometriai transzformaciénak
megfeleltethets egy Hilbert téren haté unitér transzformacio, amelyet $-val jeloliink
[61]. Ez a transzforméacié egyrészt Gsszekoti az alap és gerjesztett potencialfeliilet-
hez tartozo rezgési sajatvektorokat | n), =5 | n),, masrészt diagonalizalja a (3.1.17)
Hamilton-operatort. A 3 transzformacio faktorizalhat6 elemi Hilbert térbeli transz-

forméacidk szorzatara:

$5=D(d)ST(N)R(x)S(N). (3.1.23)
A D(d) operator egy eltolas a fazistérben:
. MONY L
D(d)—il—i[zexp ( o7 ) di(a! — &), (3.1.24)

ahol @; az i-edik rezgési modushoz rendelt eltiintets operator, d a normalkoordinéta-
rendszer kezdGpontjanak eltolodésa a (3.1.19) egyenletben. Az S()\) transzformacio

nyijtas a fazistérben, az ugynevezett squeezing-operator:

SO = ] exp -;-,\,-(af—a?), ,\i=%1n9,-
1=1,2
s = I exp%)\;(&?-—&?), A;:%lnﬂg. (3.1.25)
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Végiil az R(x) operator forgatast ir le:

R(x)=exp x(ala, — a,a). (3.1.26)
A ¥ operator energia sajatallapotok kézotti matrixelemei megadjak az alap és gerjesz-
tett potencialfeliilet sajatallapotainak az atfedését. Az atfedések abszolutérték négy-
zetei aranyosak a pillanatszerd elektrondtmenet soran megfigyelhetd spektrumvonalak

relativ intenzitasaval:

Pan=|c@' | S |n) 2. (3.1.27)
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3.2. Rezgési Schrodinger-macska allapotok keltése kétatomos mo-

lekulakban

A (3.1.1) szakaszban bemutattuk, hogy egy Gauss-gorbe burkoléju transzforméacio li-
mitalt fényimpulzus milyen rezgési allapotokat indukal egy kétatomos molekuldban
Franck-Condon atmenet soran. Vizsgéaljuk meg mi torténik, ha két impulzust alkal-
mazunk egymas utan. A gerjeszt6 elektromos tér legyen két egymast 77 idével kovets

azonos Gauss-gorbe burkoloju fényimpulzus:

E(t) = Eoe T/ 12 cog(wt + T, /2]) + Eoe =T/ 12 cos(w[t — T1/2] + ),
(3.2.1)

ahol ¢ az impulzusok faziskiilonbsége. A kialakul6 rezgési allapotot a kovetkezs szu-

A\
700N
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16. abra: Rezgési Schrodinger-macska dllapot Wigner eloszldsfiigguénye, amelyet a rezgés

periodusidejéhez képest igen rovid fényimpulzus pdr indukdlt.

perpoziciéval tudjuk megadni:

| {uv,T1,0}) = e eeTi/2 |y, t + Ty /2) + ™oeT1/210 |y ¢ — T, /2).

WEy _ifr,t/h—(re /n—r)? 22 §
o e ) 1 10 3.2.2
|u, t) ohu © o | )
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Tegyiik fel, hogy az impulzusokat elvilaszt6 T id6kiillonbség épp a rezgés T, peridédu-

| uul}‘"f “
|

< 25|

17. dbra: Rezgési Schrodinger-macska dllapot Wigner eloszldsfiigguénye. A gerjeszté fényim-

pulzus pdr hossza hatoda a molekularezgés periddusidejének.

sidejének a fele. Amennyiben az impulzus nagyon rovid, |u,t) egy koherens allapot,
ezért | {u, Ty, ¢}) két koherens allapot szuperpozicidja, amely a kvantumoptikabél jol-
ismert optikai Schrédinger-macska allapot rezgési analogja. Az allapot tulajdonsagait
jol szemléltethetjiik, ha abrazoljuk a Wigner eloszlasfiiggvényét. A 16. abran egy
olyan rezgési Schrédinger-macska allapotot mutatunk be, amelyre 7=T,/207 (t=1/u
az impulzus hossza), v/w, = 7, a molekula alap és gerjesztett elektronéllapotaban a
rezgési frekvencidk azonosak, viszont az egyensilyi magtavolsag eltolodik, ezért |u,t) =
=|g(t)) koherens allapot, g =2. Az abran épp a fordul6pontokban van a két rezgési
hullamcsomag. A Wigner eloszlasfiiggvényben a Gauss harangok kozotti interferencia
az allapot nemklasszikussagat jelzi. A molekulét alkot6 nukleonok tavolsdganak most
nincs hatarozott értéke, hanem a |(z | {u, T, ¢})|* eloszlassal rendelkezik. A 17. abra
olyan rezgési allapot Wigner eloszlasfiiggvényét mutatja, amely az el6z6 példaban va-
lasztott fiktiv molekuldnak a gerjesztésével sziiletett, azonban az impulzusok hossza

most 7 =T /2m. Mivel az impulzusok hosszabbak, ezért itt nem két Gauss harang,
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hanem két “banan” all egymaéassal szemben, s koz6ttiik ismét hatarozott interferencia
alakul ki.

A fenn bemutatott rezgési Schrodinger-macska allapotot nemcsak két-impulzusos
gerjesztéssel lehet kelteni, hanem egyetlen csérpolt impulzus alkalmazéasaval is. Li-
nearisan csorpolt impulzusban az impulzus frekvenciadja folyamatosan valtozik az id6

muléaséaval:
E(t)=Eoe "/ cos([(w?/2)t + wlt). (3.2.3)

A molekularezgés periédikussaga miatt egy E(t;) elektromos mez6 hatasa a molekulara
ugyanaz, mintha a t; + nT idépillanatban alkalmaznank, (T' a rezgés periédusideje,
n egész szam). Emiatt ha a csorp6lt impulzus hossza tobb rezgési periodusidét tesz

ki, akkor a hatéasa egyenértéki egy —T/2 < t < T/2 id6tartami, effektiv impulzus

hatasaval:
= = —u2[t+nT]?/2 2 T T
E(t)=Ey ) _ e cos({(W?/2)(t +nT) +w](t+nT)), -5 <t<3.
n=-—0oo
(3.2.4)

Az effektiv imulzus hosszanak és a lineéris csorp paraméter értékének megfelel6 meg-
vélasztasaval az E(t) effektiv térerGsség megfelelhet egyetlen impulzusnak, impulzus
parnak, vagy impulzus sorozatnak. Igy a linearisan csérpolt impulzus kelthet rezgési
amplitudo-osszenyomott allapotot, vagy Schrédinger-macska allapotot is.

A rezgési Schrodinger-macska generalasa egy érdekes gondolatot vet fel. Tegyiik
fel, hogy a molekula kezdetben alapallapotban van, rezgési allapota az alap elektro-
néllapothoz tartozé potencidlfeliileten nyugvo rezgési alapallapot. Egy fényimpulzus
egy taszité potencidlfekiiletre “dobja” a rezgési alapallapot egy részét. Az alap és
gerjesztett potencilfeliileteken idében fejlédik a rezgési hullaimcsomag, amely ered-
ményeképpen a gerjesztett felilleten mozgé rész egyre tavolodik, azaz a kémiai kotés
felbomlik. Ezzel egy olyan szuperpozicié jén létre, amelyben a kotott és disszocialt
molekula van szuperponalt allapotban. Ez az allapot nagyon kozel 4ll Schrodinger
eredeti €16 és halott allapoti macska szuperpozici6jahoz, az anal6gia miatt kémiai

Schrodinger-macskanak is nevezhetjiik.
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3.3. Franck-Condon atmenet véges hosszlisaga gerjesztd fényim-

pulzus hatasara sokatomos molekulakban

Ebben és a kovetkez6 fejezetben megvizsgaljuk azt, hogy egy véges id6tartami, kis
amplituadéja fényimpulzus milyen rezgési allapotokat kelthet egy sokatomos molekula-
ban az impulzus paramétereinek fiiggvényében. Az impulzus legyen ismét egy Gauss-

gorbe burkol6ju, transzformacié-limitalt fényimpulzus:
E(t) = Eoe~ /2 cos(wt). (3.3.1)

Feltételezziik, hogy az impulzus w kééepes frekvencidja a molekula elektronatmeneti
frekvenciajanak kozelében van, tovabba u~! hossza nagyobb annal, hogy az impul-
zus frekvenciaspektruma &tfedjen mas elektronadtmenetekkel is. A fényimpulzus és
a molekula elektronhéja kolcsonhatasat a (3.1.3) csatolt egyenletrendszerrel irjuk le,
behelyettesitve a megfelels (3.1.16) és (3.1.17) Hamilton-operatorokat. A rezgési 4l-
lapotvektorra kapott egyenletrendszer ugyanazzal a perturbativ médszerrel oldhaté
meg, ahogy kétatomos molekuldk esetében azt megmutattuk.

Tegyiik fel, hogy egy nagyon révid fényimpulzus érkezik az alapallapoti moleku-
lahoz. Az elektronhéj, bizonyos valésziniiséggel, a magok rezgési periddusidejének
tortrésze alatt elnyel annyi energiat, amely fedezi valamely gerjesztett allapotba juté-
sat, s ekozben egy kis valoszindséggel rezgési hullamcsomag jelenik meg a gerjesztett
elektronhéjhoz tartozé rezgési potencialfeliileten. E potencialfeliileten a rezgé rendszer

idéfejlodését a
U(t) = e~ifet/r (3.3.2)

idé6fejleszts operator irja le, amely tartalmazza az alapallapoti potencialfeliiletrél ger-
Jesztett potencialfeliiletre torténd hirtelen valtast megado M operatort is. Megjegyez-
ziik, hogy bar a gerjesztett potencialfelilleten a normalrezgési médusok egymastol fiig-
getleniil rezegnek, azonban a fenti folyamatban valamennyi méodus egy idépontban van
gerjesztve.

A (3.3.1) gerjeszt6 impulzus esetén, amennyiben a molekula az impulzus érkezése

el6tt alap rezgési allapotban volt az alapallapota elektronhéjhoz tartozoé rezgési poten-
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cidlfeliileten, a gerjesztett potencialfeliileten a rezgési allapotat a

WE0 [T i e/ e (B Jhem? 202 &
u(0) =~ [ emibn-Gn= g ),
Y = w—wg — Ho/h (3.3.3)

kifejezés adja meg. A -y paraméter jelentéségét majd akkor fogjuk tisztazni, amikor
ratériink a hosszu gerjesztd fényimpulzus hatareset vizsgalatara. Most elére bocsatunk
annyit, hogy ebben a hataresetben, amelyet koherens hullaim hataresetnek is neveznek,
v megfelel annak az energianak, amelyet a gerjesztett potencialfeliileten kialakulé rez-
gési hullamcsomag tartalmaz, ugyanis a molekula altal elnyelt Aw foton energianak
fedeznie kell az alap és gerjesztett allapoti elektronhéj energiakiilonbséget (fiwge), és
az egyensilyi magtavolsdg megvaltozasabol szarmazo6 rugalmas energiavaltozast (Hp).
A fennmaradé energia a rezg@ rendszer energidja a gerjesztett potencialfelilleten. A
kétatomos molekulédk esetéban mar ramutattunk arra, hogy a gerjesztett elektronal-
lapot betoltési valészintségének fels6 hatarat a pFEy/hu faktor abszolutérték négyzete
adja meg, s kozelité szamitdsunk pontossaganak is ez szab hatart: amig a betoltési
szam sokkal kisebb mint 1, addig a kozelitésiink alkalmazhato, és nem kell figyelembe

venniink az ellentétes iranya folyamatot.
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3.4. Nemklasszikus rezgési allapotok sokatomos molekuldkban

Most szisztematikusan attekintjiik, hogy a gerjeszté fényimpulzus paramétereinek és
a molekula alap és gerjesztett allapotaihoz rendelt rezgési potencialfeliiletek kiilonbo-
z0ségének a fiiggvényében milyen rezgési allapotok alakulhatnak ki a Franck-Condon
stmenet soran. Ehhez els6ként a (3.3.3) rezgési allapotvektort kifejtjiik a H, operator

sajatvektor rendszere szerint:
| ",be(t)) — NZC—(ﬁ;/h—v)zﬂuz—ilfIét/h I nl>ee<n/ | $ | 0>e
nl

2 2_2
= NE :Fn,e—(n’lﬂ’ﬁn’zﬂ’z—v) 2P iy D +na )t |y, (3.4.1)
nl

ahol Fy = .(n' | £ | 0),. Amennyiben az impulzus u~! hossza sokkal kisebb a rezgési
periddusidénél, a kvadratikus tag jaruléka a (3.4.1) allapotvektorban elhanyagolha-
toan kicsi lesz. Ekkor a kialakul6 rezgési allapot tulajdonsagait az Fys métrixelemek
hatarozzak meg. A tulajdonsagok koordinéta-reprezentacioban sokkal kénnyebben le-
olvashatéak, amelyet a (3.1.19) konfiguracios térbeli transzformaciot megadé6 egyenlet
és az alap elektronallapothoz tartozo rezgési alapallapot hullamfiiggvényének felhasz-
nalasaval szamolhatunk ki:

M2,

1/4 1 1
57 ) exp (—5xLx +dLx" - §de)

Be(¥) = o | 5] o>e=(

L % Qi cos? x + Qg'sin2 X %(922— ) sin‘22< | (3.4.2)
5(Q2 — Q) sin2x  Qycos® x + Oy sin®

ahol x a (3.1.19) egyenletben definialt elfordulasi szég, Q; az alapallapott potencialhoz
rendelt norméalrezgési frekvencidk. Az (3.4.2) hullamfiiggvénybdl konnyen le lehet ol-
vasni, hogy a kialakul6 rezgési allapot altalaban egy Gsszefondédott (entangled) rezgési
dllapot lesz. Ez azt jelenti, hogy példaul egy két-szabadsagi foku rendszerben bar a
teljes rendszernek van allapotvektora, a részrendszereket csak stiriiségoperatorral lehet

jellemezni, mert a két részrendszer tulajdonsagai nem fliggetlenek egymastol.
Most megvizsgaljuk, hogy mi a feltétele annak, hogy révid gerjeszt6 impulzus ese-
tén a gerjesztett potencialfeliileten tiszta rezgési allapotok alakuljanak ki a fiiggetlen

normélmédusokban. Ez akkor valésul meg, ha a (3.4.2) hullamfiiggvény szeparalhato
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két hullamfiiggvény szorzatara, az egyik csak z}-t6l a masik csak z,-t6l fligg. Ennek
az a feltétele, hogy az L matrix diagonalis legyen: az elfordulas szége x=In/2, [=
= 0,%1,... és/vagy az alap potencialfeliilet forgasszimmetrikus, azaz £, =,.

A legegszeriibb esetben d=0, x=0,Q; =}, azaz az alap és gerjesztett elektronal-
lapothoz tartozo rezgési potencialfeliiletek megegyeznek egymaéassal, csak egy konstans
energiakiilonbség van kozottiikk, mely egyenl6 az alap és gerjesztett elektronéllapot
energia kiilonbségével. Egy valamivel Osszetettebb esetben, az egyensilyi magtavolsag
megvaltozik az elektronatmenet soran, azaz d # 0. Ekkor a rezgési hullamfiiggvény a

(3.4.2) hullamfiiggvény specialis esete:

)= (00T o (Mg e Mg ap). (343
A fenti hullamfiiggvény egy origobodl kitolt harmonikus oszcillator alapallapot a fa-
zistérben. Ez az 4llapot koherens &llapot, amennyiben a gerjesztett potencialfelii-
let normélrezgési frekvenciai megegyeznek az alapallapot normalrezgési frekvenciaival,
Q;, =Q;. Az allapot nevezetes tulajdonsagai, hogy mind a hely-, mind az impulzus-
operéator szoréasa idéfliggetlen, megegyezik az alapallapotban felvett szoras értékekkel,

masrészt- minimalizalja a Heisenberg féle hatarozatlansagi relaciot:

. [ h " [RMS;
A.’IJ; (t) = m, Api (t) = 5
R
5"

A =

(3.4.4)

Az idéfiiggetlen hely és impulzus széras arra vezet, hogy a rezgési hullamcsomag meg-
Orzi az alakjat a gerjesztett potencialfeliileten mikozben oszcillal.

Amennyiben az elektronadtmenet soran nemcsak az egyensulyi magtavolsag, de a
normaélrezgési modusok frekvenciai is megvaltoznak, a (3.4.3) hullamfiiggvény ugyan
megadja a gerjesztett potencidlfeliileten kialakulé hulldmcsomagot, azonban nem ko-
herens allapotot, hanem kvadratira-6sszenyomott (squeezed) allapotot ir le. Ez annak
koszonhetd, hogy az alapallapott rezgési potencialfeliilet altal meghatarozott rezgési
alapallapot hullamfiiggvényének a szélessége nem felel meg a gerjesztett elektronal-
lapothoz tartozé potencialfeliilet alap rezgési allapota szélességének. A harmonikus

oszcillator kvadratira-6sszenyomott allapotat az jellemzi, hogy vagy a hely- vagy az
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impulzus-operator szorasa kisebb az alapallapoténal, természetesen a konjugalt opera-

tor szérasanak a rovasara:

h RMQ,
Al A,. 2
AZ; < ”_—2MQ§’ Ap; > 5 (3.4.5)

A hullamfiiggvény szélessége most periodikusan valtozni fog, egy rezgési periddus alatt

kétszer veszi fel a maximalis illetve minimalis értékét. A két fiiggetlen normalrezgési
moédusban természetesen egymastol fliggetlen 6sszenyomott allapotok alakulnak ki.
Altalaban a gerjesztett elektronallapotban a normaélrezgési koordinata-rendszer ir4-
nya is megvaltozik az alapallapotd elektronhéjhoz tartozé normalrezgési koordinata-
rendszerhez viszonyitva, x # 0. Ekkor ha §; =, =1, a gerjesztett rezgési potencial-

feliilleten tiszta, kvadratira-6sszenyomott allapotok alakulnak ki:

Pe(x') = ({{—,?) " exp (—A;[—;)(x' - d)2) , (3.4.6)

mivel altaldban a normalrezgési frekvencidk kiilonb6zéek az alap és gerjesztett elekt-
ronallapotban, Q; # Q. Ez még abban a specialis esetben is igaz, ha az egyensulyi
magtéavolsig nem valtozik az elektronatmenet soran. Ekkor kvadratira-osszenyomott
alap rezgési allapot jon létre a gerjesztett potencialfeliileten.

Amennyiben ©; # Q, és x # In/2, akkor a gerjesztett elektronallapothoz tartozé
rezgési potencialfelilleten 6sszefonddott rezgési allapot alakul ki fiiggetleniil attol, hogy
az egyensulyi magtavolsag hogyan valtozik az elektronatmenet soran. A rezgd rendszer
hullamfiiggvényét az altalanos (3.4.2) képlet adja meg.

Az Osszefonddottsag meértékének jellemzésére a Neumann Janos féle statisztikus

entropiat valasztottuk. Az entrépia definicioja:
S(9)=—Tr(41n p). (3.4.7)

Tegyiik fel, hogy egy két szabadsagi foka, véges dimenzi6s rendszeriink van. A rendszer
legyen egy tiszta | 1) allapotban, a részrendszerek pedig osszefon6dott 4llapotban, azaz
siriségoperatorral lehet jellemezni 6ket. Belatjuk azt, hogy a részrendszerek entro-
piadi mindig egyenlGek egyméassal. Ehhez felhasznéaljuk a Schmidt-féle felbontési tételt,

amely azt 4llitja, hogy amennyiben egy korrelalt, két szabadsagi foka kvantumrendszer
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| ¥) tiszta allapotban van, mindg lehetséges talalni olyan bazist, amelyben a rendszer
sliriségoperatora bi-ortogonalis tagok Osszegeként fejezhetd ki:
o= V)W | =D MM | us){u; | ® | vi){(v; | . (3.4.8)
,J

A részrendszerek striiségoperatora ebben a bazisban:
el—ZIM 2 | wi) o |, Qz—ZIM 2 | u){u; | - (3.4.9)

A két siriségoperator sajatértékei megegyeznek egymaéssal w; = | M; |?, ezért a hozza-

juk rendelt statisztikus entropiak is egyenléek:
S(é)= Z wilnw;, 1=1,2. (3.4.10)

A statisztikus entrépia jol ismert tulajdonsaga, hogy akkor veszi fel maximalis értékét,
ha a w; valészintségek egyenlGek egymassal. Ez viszont, ha a széban forgo6 részrendszer
egy korrelalt rendszer egyik tagja, megfelel a maximalis 6sszefonédottsagnak a két
részrendszer kozott. Ha a részrendszerek korrelalatlanok, akkor a (3.4.8) képletben
az Osszeg egyetlen tagbol all, és a részrendszerek (3.4.9) siiriiségoperatorai is egyetlen
projektort tartalmaznak. Ekkor a (3.4.10) statisztikus entrépia 0. Osszefoglalva, egy
két szabadsagi foku kvantumrenszer részrendszereihez rendelt statisztikus entrépia 0,
ha a részrendszerek korrelalatlanok és felveszi maximumaét, ha a részrendszerek kozotti
osszefonédottsdg maximalis.

A rovid Osszefoglalas utan visszatériink a molekula dsszefonédott rezgési allapo-
tanak vizsgalatara. Az utolsoként megfontolt esetben a molekula alap elektronalla-
potahoz tartozé rezgési potencialfeliilet ekvipotencialis feliilete ellipszis alaku volt, és
a normalkoordinata-rendszer elfordult a gerjesztés sordn. A kialakulé rezgési allapot
egy Osszefonodott allapot. A 3. tablazatban az elfordulas x szdgének fiiggvényében
megadjuk az egyik rezgési modus kvantumallapotahoz rendelt statisztikus entrépiat.
A tablazatbol leolvashat6, hogy nagyobb elfordulasi szoghdz nagyobb entrépia érték
tartozik, amely mélyebb Gsszefon6dottsagot eredményez.

A tovabbiakban a molekularezgések periodusidejével 6sszemérhetd hossztisaga ger-
jeszt$ fényimpulzusokkal fogunk foglalkozni. A (3.4.1) hullamfiiggvény nem szeparal-

hat6 két hullamfiiggvény szorzatara, s az alap és gerjesztett elektronallapothoz tartozo6
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X 3° 9° 8° 10° 12° 15°
S; 0.0030 0.0075 0.0166 0.0241 0.0322 0.04545

3. tablazat: Két rezgési szabadsdgi foki molekula egyik rezgési médusdhoz rendelt von Ne-
umann féle statisztikus entrépia a normdlkoordindta-rendszer elforduldsdnak a fiigguényében.
A molekula alapdllapotdban 1 /Q = 1.5 és az egyensilyi magtdvolsdg nem vdltozik az elekt-

rondtmenet sordn.

rezgési potencialfeliiletek geometriai viszonyatol fiiggetleniil sszefonédott allapot ala-
kul ki a véges hossztisagu gerjeszt6 fényimpulzus hatasara. Példaképpen megvizsgalunk
egy olyan esetet, amikor a nagyon rovid gerjesztés fliggetlen rezgési allapotokra vezet
a két normélmédusban. A nagyon révid gerjesztés soran kialakul6 allapot legyen a
(3.4.3) kétmodusu rezgési koherens allapot. A véges hossziisagi gerjeszté impulzus
hatasanak vizsgalata érdekében célszeri az allapotot energia sajatéllapot reprezenta-

ci6ban felirni:

| %eon) = ZF“' | ning) —6'91/2 93/2 Z 91 g2 | ning), (3.4.11)

ahol Fy definici6ja a (3.4.1) egyenlet utén talalhaté, gi = (MQ./2R)d;. A (3.4.1)
egyenletbe behelyettesitve a fenti allapotvektort kapjuk meg a véges gerjesztés hata-
sara kialakul6 allapotvektort. A 4. tablazatban az impulzus hosszanak fiiggvényében
megadjuk az egyik rezgési moédus kvantumallapotahoz rendelt statisztikus entrépiat.
A tablazatbdl leolvashat6, hogy hosszabb gerjeszt6 fényimpulzus mélyebb sszefond-

dottsagra vezet.

T 0.05 0.1 0.2 0.5 1 10
S; 89x107° 9.3x107* 89x107% 0.1 0.394 0.811

4. tablazat: Két rezgési szabadsdgi foku molekula egyik rezgési médusdhoz rendelt von Ne-
umann féle statisztikus entrépia a gerjeszté fényimpulzus 7 = Qu~' hosszdnak fiigguényében.
A molekula alapdllapotdban Q1 = Qy = Q és a normdlrezgési frekvencidk nem vdltoznak az

elektrondtmenet sordn.

Az Osszefonddottsag abbol szarmazik, hogy a (3.4.1) egyenletben a Gauss levagas
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szamos tag amplitudojat kozel nullara csokkenti. Ha a gerjeszt6 fényimpulzus nagyon
hosszt (koherens hullam “CW” hatéarérték), akkor a Gauss levagas kozelitéleg Dirac 0

fliggvény lesz, és csak azok a tagok maradnak meg, amelyek sorszdma kielégiti a
y=n1Q] + n5 (3.4.12)

egyenletet. Amennyiben ) /Q) hanyados kifejezhets kis egész szamok hanyadosaként,
a (3.4.12) egyenletnek tob megoldésa is van és Osszefonodott rezgési allapot alakul
ki. Ha ez a feltétel nem teljesiil és csak egy megoldas létezik, akkor a két rezgési
moédusban tiszta, korrelalatlan allapotok jonnek létre. A Gauss levagas a (3.4.11)

kétmodusu koherens allapotot a
gn’1 gn’2
i
I w) =N Z = | n'ln’2> (3413)
ny+nh=y/Q By g
osszefonddott allapotta transzformalja. Itt az egyszeriiség kedvéért a két normalrezgeési

frekvenciat egyenlévé tettiik egyméssal. A 18. abran olyan éallapot fononstatisztikajat

18. abra: Egy véges hosszisdgi impulzussal keltett dsszefonddott dllapot fononstatisztikdia.
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mutatjuk, amelynél a molekuldban az egyensilyi magtavolsagok megvatozasai g, =1.1
és g» = 1.3, v = 15/w, a gerjesztd fényimpulzus hossza u~! = v/2/w. A grafikonon
nagyon j6l lathato, hogy a két rezgési moédusban a fononszamok Gsszefiiggenek.

A (3.4.13) rezgési allapotbol a részleges spur kiszamitasaval megkaphat6 valamely

moédusdhoz rendelt sdriiségoperator:

N
N\ o ovew
6= Piipy M IniMmi ], i,k=1,2 k#i, (34.14)
n,=0 TL;

ahol N =~/ és

2 2

g1 g;

plz ) p2: ~n
g + 93 92 + 93

A (3.4.14) siiriiségoperatorhoz tartozé statisztikus entrépiat a

N
‘N ! !
S(8)==> wylnwy, wy= pypy " (3.4.15)

n'=0 n'

képlettel lehet kiszdmitani. A 4. tablazatban az utols6 oszlopban 4ll6, leghosszabb

gerjesztd impulzushoz tartozé entrépia értékeket ezzel a képlettel is kiszamithatjuk.
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4. Csillag allapotok sokfotonos abszorpcios folyamat-

ban

Ebben a fejezetben nemlineéris optikai kristalyban zajlé k-fotonos lekonverzi6 folya-
mat soran keletkezd csillag allapotok hatékonysagat vizsgalom sokfotonos abszorpcios
folyamatban. A 4.1 alfejezetben roviden Gsszefoglalom a nemlinearis optikabol sziik-
séges ismereteket. A 4.2 szakaszban a sokfotonos abszorpcié alapjait mutatom be. A
4.3 alfejezetben megvizsgélom, hogy a csillag allapott fényt hogyan lehet alkalmazni

sokfotonos abszorpciés folyamatokban.

4.1. Nemlinearis optika
4.1.1. Nemlinearis optika - klasszikus targyalas

Az elektromégneses tér terjedését dielektrikumban a Maxwell egyenletek irjak le [62,
63]:

V x E(r,t) = —aB(r,t),
0
V x H(r,t) = aD(r,t),
VB(r,t) = 0,
VD(r,t) = 0, (4.1.1)

melyeket még ki kell egésziteni az anyag polarizaciojat és elektromos eltolasvektorat

0sszekots egyenlettel:
D=¢E+P. (4.1.2)
Feltételezziik, hogy az anyag nem mégnesezhets, ezért
= poH. (4.1.3)

A Maxwell egyenletekbdl levezethetiink egy masodrendii parcialis differenciélegyenletet

az elektromos térerdsségre:

1 0’°E 1 9*P
VXV XE+EEBt2 __50c2 ot?’

(4.1.4)
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ahol ¢2 =1/epuo a vakuumbeli fénysebesség. A dielekrikum polarizaci6janak elektro-

mos térerGsségtsl vald fiiggését hatvanysorral lehet kifejezni:
R;:E()X,;jEj + QdijkEjEk + 4X'ijlclEjEk:El + .., (415)

ahol x;; a linearis, d;jx a masodrendd, x;jn a harmadrendi szuszceptibilitas tenzor.
Ha az anyag kristalyos szerkezeti, a dielektrikumot alkot6 atom- illetve molekularacs
szimmetria tulajdonsigai hatarozzak meg, hogy a szuszceptibilitas tenzorok mely ele-
mei kiilonbozhetnek nullatol. Ha a kristalyracs rendelkezik inverzié-szimmetridval, a
dijx méasodrendd szuszceptibilitas tenzor eltiinik. A (4.1.5) képletben a harmadrendi
tag jaruléka a kialakulé polarizaciéhoz &ltalaban tobb nagysagrenddel kisebb a mésod-
rendd tag jarulékanal az olyan anyagokban, ahol a kristdlyszimmetria mindkét tenzor
létezését megengedi. A polarizaci6 (4.1.5) egyenlete egy linearis és tovabbi nemlinearis
tagokbdl &ll: P =P, + Pyr. Helyettesitsiik be ezt a kifejezést a (4.1.4) egyenletbe.

Egy kis atrendezés utan a

1 92 1 8Py
VXE+—— (1+x)E=——2-N
VXV XE+ c? 6t2( +X) goc? Ot?

(4.1.6)
kifejezést kapjuk. Az egyenlet kiindulasi pont a fényterjedés leirasara anizotrop, nemli-
neéaris dielektrikumokban. A megoldésa sordn az elektromos térerdsség vektort gyakran
sikhullamnak tételezik fel: E(r,t) =E®) exp(kr—wt). A lehetséges folyamatokat a line-
aris és nemlinearis szuszceptibilitas tenzorok hatarozzak meg. Altalanosan azt mond-
hatjuk, hogy a (4.1.6) egyenlet jobboldalan a nemlineéris polarizacié energiadramlasra
vezet a dielektrikumban egyszerre jelenlévs, kiilonbozé frekvencidju elektromégneses
mezGk kozott. A folyamatokat az elektromos terek kezdéfeltételei alapjan lehet csopor-
tositani. Tegylik fel, hogy a Py polariziciéban a méasodrendd tag jaruléka dominal.
Ekkor a harom legfontosabb folyamat a kévetkezé: (1) masodharmonikus keltés, amely
soran a kristalyban terjeds w frekvenciaji hullam 2w frekveniajd hullamot kelt [64, 65];
(2) parametrikus oszcillaci6, amikor egy intenziv ws frekvenciaja fény egyszerre kelt w;
és wo frekvenidji hullamokat gy, hogy ws=w; + wy [66]; (3) frekvencia fel-konverzio,
amely soran egy kis intenzitasu, alacsony w; frekvenciaja fény magasabb wsy frekvenci-
aju fénnyé transzformaldédik azaltal, hogy a nemlineéris kristalyban keveredik egy erés

we =ws — w; frekvencidju fénnyel [67].
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4.1.2. Nemlinearis optika - kvantummechanikai leiras

A nemlinearis optikai folyamatok kvantummechanikai targyalasa alapvetéen abban tér
el a klasszikus leirasto6l, hogy a folyamatban résztvevs hullamok koziil azokat, amelyek
kvantumos tulajdonsiga varhatéan meghatarozé lehet a folyamat soran, kvantumosan
kezeljiik. Ilyen eset példaul, amikor a spontdn parametrikus fluoreszcenciat vizsgaljuk.

Miel6tt ratérnénk a kvantummechanikai leirds ismertetésére, réviden osszefoglaljuk
a kvantéalt elektromagneses térrel kapcsolatos alapfogalmakat. Egy zart térrészben a
sugérzasi tér egymastol fiiggetlen normalmoédusokra bonthaté. Minden normalmaédus-
hoz egy harmonikus oszcillator rendelhets, amely kanonikusan konjugalt koordinata és
impulzus valtozoéival lehet kifejezni az elektromégneses tér elektromos térergsségét és
maégneses indukciéjat. A kvantummechanikai targyalas sordn ezeket az oszcillatorokat
kvantaljuk. Legyen a kvantalasi térfogat egy L élhosszusagi kocka. Periodikus hatar-
feltételek elGirasa esetén, az elektroméagneses tér és a magneses indukcié operatoraira

a kovetkezs kifejezéseket kapjuk [2, 63]:

1/2
~ . hwy, . .
E(I‘, t) = i § : [ el {ak,)‘ezkr—zwkt _ aL )\e—zkr+zwkt} ,

3 ,
o 2eL
. R 1Y? . o
B(r,t) = i) [ o stk] Kk X e {ak,Aelkf—Wkt - aL,Ae—’kfﬂ%t} , (4.1.7)
k,\

ahol e =¢¢(1 + x). A (4.1.7) kifejezésben a téroperatorok haladé sikhullamokat irnak
le. Az elektromégneses tér Hamilton-operatoranak a megkonstrualasahoz induljunk ki
a klasszikus térenergia kifejezésb6l. Egy nem magnesezhets szigetelGben a sugéarzasi

tér energiaja [63):

£=/ dv (%E2+ %HM—/PNLdE) : (4.1.8)
\4

Behelyettesitve az elektromagneses tér (4.1.7) operatorait, megkapjuk a kvantalt elekt-

romégneses tér Hamilton-operatorat dielektrikumban:

A . 1 2
H:Z huwy, (aL,\ak,,\ + 5) + / dv [gdijkEiEjEk + XijklEiEjElcEl + ] . (4.1.9)
kA v

A képlet jobboldalan, az anyag polarizaci6jan végzett munkabol szarmazo6 jarulékban

nem jeloltiik, hogy az elektromos mez6k klasszikusak vagy kvantaltak. Egy konkrét
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problémaban egyes mddusokat célszerti klasszikusan, méasokat kvantumosan kezelni.
A (4.1.9) Hamilton-operatorban az elektromagneses mez6 masodrendnél magasabb
hatvanyai is megjelennek, ennek alapjan beszélhetiink harmad-, negyed-, stb. rendi
optikai folyamatokrol.

Els6ként vizsgaljuk meg harom kiilénb6z6 mezd kolcsonhatasat, amelyek frekven-

cidjara teljesiil, hogy
W3 =w; + Wa. (4110)

A mez8k kdlesonhatésat a (4.1.9) Hamilton-operator harmadrendi tagjaval irjuk le:

fr=2a [ g i)
\4

ahol a d effektiv nemlinaris egyiitthat6 a d;;; tenzor elemeinek linearis kombinacioja,
amely fiigg a mezGk terjedési iranyatol és a polarizacidktol. A képletbél leolvashato,
hogy az w; és w, frekvencidji mezGket kvantumosan, az w; frekvenciajua mezét klasszi-
kusan kezeljiikk. Ezt az ut6bbit ugyanis nagy intenzitasunak tételezziik fel és pumpa

mez&ként szolgal a vizsgalt folyamatban:
E“3)(r,t) = F3 cos(ksr — wst). (4.1.12)

A pumpa mé6dusbol energia aramlik a gyengébb w, és w, frekvenciajui modusokba. Ezt
a taggyalasmédot parametrikus kozelitésnek nevezziik, amely magaba foglalja még azt
a feltevést is, hogy a pumpa nem gyengiil a folyamat soran. Az egyszeridség kedvé-
ért tegyiik fel, hogy a mez6k azonos irdnyban terjednek. Behelyettesitve a (4.1.11)

egyenletbe a mez8k kifejezéseit, az integralas elvégzése utan a kolcsonhatasi Hamilton-

operator:
A dh  [ww .. x At a
A=l aiejEs (C(Ak)alag — ((AK) a{a;) ,
Okl _

ahol Ak =k, + ky — k3 a hullamvektorok nem illeszkedését jellemzi. A (4.1.11) ki-
fejezésben a k; hullamvektorok mas elGjellel vett linearis kombinaciéi is megjelennek,
amelyek azonban sokkal nagyobbak Ak-nal, ezért az integralas elvégzése utan a ja-

rulékuk sokkal kisebb a Ak-t tartalmaz6 tagokénal, s igy elhagyjuk &ket. A ((Ak)
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faktorrol konnytd belatni, hogy egy sin(z)/z tipusa kifejezés:

o Sin(AkL/2)

— ;T o—iOKL/
C(Ak)=iLe AKL)2

(4.1.14)

Ha Ak # 0 és a nemlinearis kristaly L hosszat rosszul valasztjuk meg, a kolcsonha-
tasi Hamilton-operator akar el is tinik. Ha a kristalyban sikeriil az elektromégneses
mezSknek olyan terjedési irdnyt talalni, hogy Ak = 0, akkor ezt fazis-illeszkedésnek

nevezziik. Ekkor a (4.1.13) egyenlet helyett az egyszeriibb

~ d [wiws
H' =ty (@, +ala}) i
T \%b2 T 014 Y=\ eres

(4.1.15)

kifejezést kapjuk. A (4.1.15) k6lcsonhatasi Hamilton-operatorral konnyen kifejezhetjiik

a rendszer id6fejleszt6 operatorat:

U(t)=exp (—m [alaz + a{a“] t) . (4.1.16)
A fenn roviden ismertetett targyalds az alapja az 6ptikai parametrikus erGsité és pa-
rametrikus oszcillator kvantummechanikai leirdsanak. A parametrikus erésités soran
az w; moédusban a jel feler6sodik a nemlinearis kristalyban, mikézben megjelenik az
wy frekvencidju segéd mezs, amely biztositja az energia- és impulzusmegmaradast. A
kvantummechanikai leiras lehet6vé teszi, hogy ne csak a mez6k amplitidojanak val-
tozasat ismerjiilk meg, hanem a jel mez6 fotonstatisztikajat is [67, 68, 69, 70]. A
fotonstatisztika vizsgalata vezetett a foton stirtisddés, foton ritkulas (bunching és anti-
bunching) jelenségének a felfedezéséhez [71, 72]. A parametrikus folyamatban korrelalt
fotonpéarok keletkeznek [73, 74, 75]. E parok nagy jelentGségre tettek szert az utébbi
id6ben a Bell egyenl6tlenségek tesztelésénél és a kvantum-teleportéacio kisérleti meg-
valésitasaban.

Az el6z6 szakaszban ismertetett parametrikus folyamatnak egy fontos specialis
jel mez6k frekvencidira teljesiil, hogy w; = 2w;. Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy

minden pumpa foton két jel fotonra hasad. A kélcsonhatési Hamilton-operator:

H'=—ics 2, (g(Ak)a,f — ¢(Ak)* a{z) , (4.1.17)
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nem tokéletes fazis-illeszkedés esetén, Ak =2k, — k3. Amennyiben Ak =0, a kolcson-

hatasi Hamilton-operator

'yl N ~ d(.Ul
=y (8 +al), 1=52 By (4.1.18)
alakd. A rendszer idéfejlddését a
O(t)=exp (—iv [a2 + 4’| t) (4.1.19)

operator adja meg. A (4.1.19) operator a bevezetGben mar formalisan definialt squeezing-
operadtor. Hatasara az w; moédus vakuum Aallapotiabol kvadratira-0sszenyomott véa-
kuum allapot lesz [76, 77, 78, 79]. Ez volt az az allapot, amelynek Wigner eloszlas-
fiiggvényét Smithey elsGként sikeresen rekonstrualta [29]. Masik jelentGsége az, hogy
megtalalni, amelyrél bévebben a 1.1 fejezetben irtunk.

Nagyon érdekes eredményre vezet az el6z6 szakaszban targyalt squeezing folyamat
magasabbrend megfelelSinek a vizsgilata. Tekintsiik azt a specialis esetet, amikor egy
jel médus és egy pumpa mddus van jelen a nemlinearis kdzegben, amelyek frekvenciai
kielégitik a we = kw; egyenletet. Kvantummechanikai szempontbdél ebben a folyamat-
ban minden pumpa foton k£ darab jel fotonra hasad, ezért k-fotonos lekonverziénak
is nevezik. Parametrikus kozelitésben a kolcsonhatasi Hamilton-operator a harmad-
rendd folyamatnal bemutatott moédon konstrualhat6 meg. Fisher, Nieto és Sandberg

megmutattak [80], hogy a (4.1.19) squeezing-operator altalanositasinak
Ux=exp [za®™ + Ri(af, a) + 256*] (4.1.20)

(ahol R,(a',a) egy legfeljebb k — 1 foki polinomja a & és a' operatoroknak) vakuum
matrixeleme divergens k > 2 esetén, amibdl azt a kovetkeztetést vontak le, hogy a
Uy operatort a vikuum allapotra hattatva nem fizikai allapotok keletkeznek. A prob-
léma egy lehetséges megoldasat Braunstein és McLachlan javasolta [81], akik a Padé
approximaci6é modszerét alkalmazva véges id6tartamokra meghataroztak az altalanosi-
tott squeezing folyamatban keletkez§ allapot @ fiiggvényét. A k-fotonos parametrikus
lekonverzié soran kialakulo “felrobbané” megoldasokat tobben is vizsgaltak [82, 83].
Az allapot fazistérbeli képe egy k-agu csillagra emlékeztet, ezért csillag allapotnak is

nevezik.
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A k-fotonos squeezing folyamatban a pumpa moédust is kvantumosan kezelve vizs-
galta Drobny és Jex a kialakul6 mez8 fotonstatisztikdjat [84]. Banaszek és Knight
az allapot Wigner fiiggvényében megjelend kvantum interferenciat tanulményozta. A
3-fotonos lekonverzié kisérleti megvaldsithatosagat Felbinger, Schiller és Mlynek vizs-
galta [86]. Arra az eredményre jutottak, hogy még optikai rezonator alkalmazésa esetén
is csak nagyon kis intenzitasua csillag allapot el6allitasa lehetséges, a rendelkezésre 4allo

nemlinearis kristalyok felhasznal4saval.
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4.2. Sokfotonos abszorpcié

Sokfotonos folyamatokban az dtmeneti valoszintség fiiggését a sugarzasi tér statisztikus
tulajdonsagaitol szamos szerz6 vizsgalta a 60-as években [87, 88, 89, 90, 91, 92]. Az

elektroméagneses tér és egy hidrogénszerd atom kozotti kdlcsonhatast a
~ e N a~
HI(t):Ep(t)A(r,t) (4.2.1)

Hamilton-operator irja le, ahol A(F,t) a sugarzési tér vektorpotencialja, e az elekt-
rontoltés, m az elektrontémeg, p(t) az elekton impulzus-operatora. Dipo6l kozelitésben
a vektorpotencial helyfiiggését elhanyagoljuk. A vektorpotencial pozitiv és negativ

frekvencidja komponensekre bonthato:

AR, t)~A@t)=AD () + AD) (1), (4.2.2)
ahol
R 13 1/2 .
k,A

Kolcsonhatasi képben az idé6fejleszté-operator
o0
=> 0w, (4.2.4)
n=0

ahol

o™ ) _<——) / dt, / dtoy. / dt Ey () Byt ) Er (). (4.2.5)

Ha csak a foton abszorpcios folyamatokat vessziik figyelembe, akkor az effektiv kol-

csonhatasi Hamilton-operator:

Hoyy()=Zp()) A (b). (4.2.6)

e
m
Az n foton abszorpciojat leir6 idéfejleszt6-operatort igy nyerjiik, hogy a (4.2.5) egyen-
letbe behelyettesitjiik a (4.2.6) kifejezést

UM () = (—‘ﬁ) /dt /tndtn 1. /Otzdtlp( tn) A (2,)

XP(tn- )A<+>(,, Do p(t) A (). (4.2.7)



Sokfotonos abszorpcié 75

Tegyiik fel, hogy a sugérzasi tér allapotat kezdetben a

@F(0)=29ﬁ | ) r (i |F (4.2.8)
iF
stiriségoperatorral lehet jellemezni. Az n foton elnyelési valoszintség ekkor:
. . 2
PO = 3 0u[(f Ir (£ 1a O 1) | |
ipfr
= Tre {orG la U@ | DAl La 0@ 104}, (429)

ahol | i) 4 a kezdeti, | f)4 a végs6 atomi allapot. Vezessiik be a

Uy ity oy t1) = (ﬁ%)" (F |a Bio (tn) . Pis (82) | ) (4.2.10)

fiiggvényt. Ennek felhasznalasaval (4.2.9) atirhato a

) ¢ tn ta t t, t
n —_— / / /
P™(t) = E /0 dtn/O dtn_l.../o dt1/0 dltn/0 dtn_l.../o dt]

{in},{sn}
xTrp {0 AL (). AD (8) AL (8). - A (1)}
XWr (s 0¥,y (B, oy t1) (4.2.11)

alakra. A képletben a trace kifejezés a mez6 (n, n)-ed rendd normal rendezett korrelaciés-

fliggvénye:
G s (o} () =Trr { 0P A (1) AD () AP (8). AD (0} (4212)

Amennyiben a mez6 stacionarius, frekvencia spektruma egy szitk tartoményra kon-
centralodik, kozepes wy frekvencidja a rezonans wa/n frekvencia kézelében van, és a
mez$ spektralis szélessége Aw joval kisebb az atom végallapota -y, szélességénél, az

idGegységre es§ atmeneti valosziniiség:

W =GO ({0}, (0D o)l s (4:2.13)

N

ahol ®({wo}) a (4.2.10) képletben definialt ¥ fiiggvény Fourier transzformaltja. A
képletbdl jol 1athato, hogy amennyiben a mez6 teljesiti a fenti feltételeket, az 4tmeneti
val6szintiséget egy adott atomban a mez§ (n, n)-ed rendd normal rendezett korrelacios-

fiiggvénye hatarozza meg.
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4.3. Hatékony fényforras sokfotonos abszorpciés folyamatokhoz

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy az atmeneti valoszintiség egy hidrogénszerd atom két
energiaszintje kozott n-foton abszorpcidja esetén, bizonyos feltételek teljesiilése mellett,
aranyos a sugarazasi tér (n,n)-ed rendd normal rendezett korrelacios-fiiggvényével.
Vizsgaljuk meg, hogy egy nemlinearis kristdlyban, k-fotonos lekonverzi6 soran ke-
letkez6 fény (csillag allapot) milyen hatékonysaggal vesz részt n-fotonos abszorpciéban.
Ehhez meg kell hataroznunk a csillag allapot (n, n)-ed rendd korrelaciés-fliggvényét. A
4.1.2 szakaszban megmutattuk, hogy a k£ > 2 fotonos lekonverzié targyalasa paramet-
rikus kozelitésben ellentmondésos eredményre vezet. Ezért mi mind a pumpa, mind
a jel modust kvantumosan kezeljiik. Induljunk ki a k-fotonos lekonverzié Hamilton-

operatorabdl, tokéletes fazis-illeszkedést feltételezve:
H=Hy+ H= (khwb'h + hwa'a) + hy(bat*+ bt a*), (4.3.14)

aholaésba jel és pumpa mddusok foton eltiintets operatorai, a v nemlineéris konstans
aranyos a k-ad rendd szuszceptibilitds tenzor megfelel§ elemeinek linearis kombinaci-
6javal. A (4.3.14) Hamilton-operator tulajdonsagait részletesen elemezték a [71, 72
cikkekben. Mivel Hy és H; operatorok felcserélhet6k egymassal, ezért mindkett6 moz-
gasallando. Ez lehetévé teszi, hogy a exp(—iHot/h) faktort elhagyjuk az idéfejleszts-
operatorbdl. A kialakulé allapot:

| () =exp(—ihHt/R) | $(0)). (4.3.15)

Legyen a kezdeti allapot a pumpa mé6dusban a | 3) koherens allapot, a jel médusban

pedig vakuum:

|¢(0)>=§bn | 0,n), bnze"f’lz/?%. (4.3.16)

Ezzel a kezdéfeltétellel a (4.3.15) egyenlet:

[9O)=3 b > B (0) | b, —m), (43.17)
n=0 m=0
ahol a | km,n — m) allapotban n — m foton van a pumpa moédusban és km foton a jel

moédusban. A cq(frzl(t) egylitthatok az idéfejleszt6-operator matrixelemei:

o) (8)= (km,n — m | exp(—ihH;t/R) | 0,n), (4.3.18)
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amelyeket numerikusan tudunk meghatarozni a kolcsénhatési Hamilton-operator di-
agonalizalasaval [71, 72]. Mi konkrét példaképpen a 3-fotonos lekonverzié sordn ke-
letkez6 fényt vizsgéltuk. A kiindulasi allapotban a pumpa moédusban | 9) koherens

allapot volt. A 19. abran egy vt = 0.024 ideig fejl6dé allapot Wigner eloszlasfiigg-

vényét mutatjuk be, amelynek fotonszam varhatoértéke 4. A példankban szerepld

il
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19. abra: A Wigner eloszldsfiiggvénye egy csillag dllapotnak, amelyben a fotonszdm vdrhato-

értéke 4.

allapot (n,n)-ed rendd normal rendezett korrelacios-fiiggvényét numerikusan tudjuk
meghatarozni Fock egyiitthatoi felhasznalasaval. Hasonlitsuk Ossze a koherens, erd-
sen Osszenyomott vakuum, termikus és haromégi csillag allapotok hatékonysagét 2-

és 3-fotonos elnyelési folyamatokban. Az els6 harom &llapot esetében analitikusan
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meghatarozhatok a normal rendezett korrelacios-fiiggvények [93]:

GEZI’zn) = I
G("”) = nll",
Gom = (2n - 1)NI7, (4.3.19)

ahol I = GY = (ata). Az 5. tablazatban a mésod- és harmadrendd korrelaciés-
fliggvényeit tiintettiik fel néhany intenzitas értékre a koherens, erfsen dsszenyomott
vakuum, termikus és haromagu-csillag allapotokra. Jol lathato, hogy a csillag alla-
pot jéval nagyobb valésziniiséggel indukal 2-fotonos abszorpciét mint a mésik harom
allapot. A 3-fotonos abszorpcié soran még ennal is nagyobb, tébb nagysagrendnyi a

kiilonbség.

A jelenség egy lehetséges szemléletes magyarazata a kovetkezs: a pumpa és jel mé-
dus anm( ) fotonszam kifejtési egyiitthat6ibol képezziink sdriségmatrixot. Kiatlagolva

a pumpa moédusra nyerjiik a csillag allapot g( s)

sliriségmatrixat. Ez a matrix ritka,
mert csak minden harmadik eleme nem nulla. Az n-fotonos abszorpcié valdsziniisége

az allapot (n,n)-ed rendi korrelaciés-fiiggvényével ardnyos, amely jelen esetben:
Gl = Z 3U(31 — 1)...(31 — n+ 1)@y (4.3.20)

A diagonalis ggcls%l méatrixelemek nagyon lassan tartanak nulldhoz, joval lassabban mint

a koherens vagy termikus allapot esetében, azaz a nagy fotonszdmu allapotok is vi-
szonylag nagy valosziniiséggel vannak jelen a csillag allapotban. Ezért a (4.3.20) kép-

letben az Gsszegzés soran szamottevs sulyt kapnak a 31(30 — 1)...(3] — n + 1) faktorok

(n.n)
csillag

[ nagy értéke esetén is, amely jelent&sen megnoveli G értékét.

A 4.1.2 szakaszban lattuk, hogy a 3-fotonos lekonverziéban csak nagyon kis inten-
zitasu csillag allapotot lehet elallitani az ismert nemlinedris anyagokkal. Vizsgaljuk
meg azt, hogy erGsités utdn az allapot sokfotonos abszorpciés tulajdonsidga hogyan

valtozik meg. A parametrikus er6sitét Heisenberg képben a
é=vAa+ VA - 1b! (4.3.21)

egyenlettel lehet jellemezni, ahol & a bejové jel foton eltiintets, bt a segéd mez6 foton

kelts, ¢ az erdsitett jel foton eltiintets operatorai. Az A erdsitési tényez6 a parametrikus
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G2 G

Gt =11
Koherens | 1.2 1.3
Termikus | 2.4 8
Squeezed | 3.6 20
Csillag 55 8395
Gt =22
Koherens | 4.8 10.6
Termikus | 9.7 64
Squeezed | 16 196
Csillag 191 33883
G =47
Koherens | 22.5 104
Termikus | 45 623
Squeezed | 68 1557
Csillag 563 105625

5. tablazat: Normdl rendezett korreldcids-fiigguények értékei néhdny nevezetes dllapotra, kii-

lonb6z6 GWY) fotonszdém vdrhatéértékek mellett.

kozelités miatt aranyos a pumpa mez6 amplitudojaval. A (4.3.21) képletben lathato,
hogy a jel és segéd mezGk elkeriilhetetleniil keverednek egymassal az erésit6ben, azaz
az erdsitési folyamat mindenképpen zajt visz az erésitett jelbe. Egy nemklasszikus
allapot “nemklasszikussaga” altalaban nagyon érzékeny a kdrnyezeti zajokra, és mar
egész kis zaj hozzaadasaval is eltiinik [94]. Megmutatjuk, hogy a csillag 4llapotnak az a
tulajdonsaga, hogy kiemelked&en nagy valésziniséggel indukal sokfotonos abszorpciét,
nem romlik el az er@sités hatasara. Ehhez kiszamitjuk, hogy a felerésitett jel (n,n)-
ed rendid korrelaciés-fiiggvénye hogyan fiigg a bemend jel korrelaciés-fliiggvényeitdl,

feltételezve, hogy az erésit6 bemenetén a segédmezé vakuum allapotban van. A kimend
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jel G™™ korrelacios-fiiggvénye n=2-re

GoD =AGEY +4A(A - 1)GLV +2(A - 1), (4.3.22)

out
és n=23 esetén
GSD = AGEY 4 94%(A - 1)GP) + 9A(A - 1)2G0" +6(A—1)%.  (4.3.23)

Itt G™™ a bemens, GI™™ a felerésitett jel korrelacios-fiiggvénye. A képletekbol
mindenekel6tt az latszik, hogy az er6sit6 zaja a kimend jel korrelacios-fiiggvényében
is megjelenik. Masrészt mindkét kifejezésben valamennyi tag szorzoéfaktora azonos
nagysagrendt, vezetd rendben aranyos A"-nel. Ennek kovetkeztében, ha egy allapot
G™") korrelacios-fiiggvénye joval meghaladja az n-nél alacsonyabb rendid korrelacios-
fiiggvényeit, akkor erdsités utan valamennyi tulajdonsdgat megérzi, amely ezzel a nagy
(n,n)-ed rendd korrelacios-fiiggvényével kapcsolatos. A konkrét példankban szerepls
csillag allapot korrelacios-fiiggvényei Gﬁ};” =4, GEZ’Q) =450, és GE?{S) =84100. A mésod
és harmadrendii korrelacios-fiiggvények kozott tobb, mint két nagysagrend a kiilonbség,
ezért megallapithatjuk, hogy a csillag allapot erdsités soran megérzi kiemelked&en nagy
hatékonysagat harmadrendi abszorpcios folyamatokban. Ez a kovetkeztetés magasabb

rendd abszorpcioés folyamatokra is igaz.

NL1 NL2

20+2m

20. abra: A kaszkdd, kétszer 2-fotonos lekonverzid elvi sémdja.

Az aldbbiakban ismertetiink egy maésik lehetGséget, amellyel megfelel§ intenzitast
csillag allapotot lehet elGallitani. Tekinsiik a 20. abrat, amelyen két nemlinearis kris-
taly, kaszkad elrendezésben egy kétlépcss lekonverzios folyamatot valosit meg. Az elsé
kristaly degeneralt 2-fotonos lekonverzioval 6sszenyomott vakuum allapotot general. A
pumpa fény frekvenvidja 4w, igy a megjelend jel 2w frekvenciaju. Az ésszenyomott va-

kuum allapot pumpaként szolgal a masodik nemlinearis folyamathoz, amely az els6hoz
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hasonléan ugyancsak degeneralt 2-fotonos lekonverzié, csak itt a pumpa frekvenciija
2w és a megjelend jelé w. Az els6 folyamatot kezelhetjiik parametrikus kozelitésben, a
masodik esetében viszont figyelembe kell venniink a pumpa moédus fotonstatisztikajat,
ezért a fenn bemutatott teljes kvantumos eljarast alkalmazzuk. Egy konkrét példa-
ban az els6 nemlinearis kristaly kimenetén megjelend 6sszenyomott allapot fotonszam
varhatoértéke (7ip,) = 2.9, kvadratira-szérasai Az =0.192 és Ap=2.595. A masodik
nemlinedris kristaly bemenetén mint pumpa modus alkalmazzuk ezt az allapotot. A
kimeneten yt=0.5 id§ elteltével megjelend allapot fotonszam varhatéértéke (n,) =3.2.
Az allapot Wigner eloszlasfiiggvényét a 21. 4bran mutatjuk be. Az abran jol lathato,
hogy az allapot kicsit zajos, de kvantuminterferencia megjelenik a karok kozott, és a
fiiggvénynek vannak nemklasszikus tulajdonsagokra utal6 negativ tartomanyai is. Az
allapot korrelaciés-fiiggvényeit az eléz6 példaban vizsgalt csillag allapotéhoz hason-
l6an, numerikusan tudjuk meghatarozni: GV = 3.2, G2 = 44.4 es GG = 900.
A G®k) k> 1 eértékek joval meghaladjak az azonos intenzitast koherens, termikus
és kvadratura-6sszenyomott allapotok megfelels korrelacios-fiiggvényeit, ezaltal belat-
hatjuk, hogy a kaszkad folyamatban kialakul6 csillag allapot ugyancsak kiemelkedd

hatékonysaggal indukal sokfotonos abszorpciét.
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21. abra: A kaszkdd folyamat kimenetén megjelend dllapot Wigner eloszldsfigguénye.



83

Osszefoglalas

A Ph.D. értekezésemben nemklasszikus allapotok eldallitasaval és tulajdonsagaik vizs-
galataval foglalkozom. Az aladbbiakban Osszefoglalom a f&bb teriileteket, amelyeket
vizsgaltam. A témahoz kapcsolddé publikacidimat az Osszefoglalas utani jegyzékben

adom meg, a hivatkozasok itt ezekre vonatkoznak.
Legfontosabb eredményeim:

1. Kidolgoztam egy konstruktiv eljarast a harmonikus oszcillator tetsz6leges alla-
potanak reprezentalasara a fazistér valamely folytonos egy-dimenzios gorbéje mentén.
A moédszer lényege, hogy a reprezentaci6é sulyfiiggvényét valamely teljes ortogonalis
polinomhalmaz elemei szerint kifejtem, és a kifejtési egyiitthatokat az allapot Fock
egylitthatdéinak a felhasznéilasaval fejezem ki. A moédszert alkalmaztam a koherens és
a fazisoptimalizalt allapotok reprezentalasara a fazistér valés tengelyének kiilonbozé
szakaszain. Levezettem egy Osszefliggést a folytonos koherens 4llapot reprezentécié és
a vakuumallapot koriili Bargmann allapot reprezentécié k6zott. Megmutattam azt is,
hogy az egy-dimenziés, folytonos koherens allapot reprezentacié kiindulési pontul szol-

22

galhat egy allapot diszkrét koherens allapot reprezentacidjanak megtalalasahoz [VI].

2. Uj mérési elrendezést javasoltam a fény kvantumallapotahoz rendelt kvézi-
valészintiségeloszlas fiiggvény rekonstrualasara. A kaszkdd homodin mérésben a szim-
metrikus és az aszimmetrikus homodin mérés Gsszekapcsolasa egy olyan mérési elren-
dezést eredményez, amelyben az allapot s-paraméterezett kvazi-valosziniiségeloszlas
fiiggvénye lokalisan rekonstrualhaté egy kisérleti szempontbdl is realis méréssel. A
moédszer mellékeredménye, hogy megtalaltam a generatorfiiggvényét azoknak a minta-
fiiggvényeknek, amelyek a szimmetrikus homodin mérésben a stirtiségmatrix diagonalis

elemeit szolgaltatjak Fock reprezentacioban [VIII].

3. Megmutattam azt, hogy egy kétatomos molekuladban két révid, transzforma-
ci6-limitélt fényimpulzussal rezgési Schrodinger-macska allapotot lehet kelteni a ger-
Jesztett elektronéllapothoz tartozé rezgési potencialfelilleten. Ilyenkor a molekula két

nukleonjénak a tavolsaga két killonb6z6 tavolsag szuperpozicidja [I,ILIII].
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4. Meghataroztam sokatomos molekulak rezgési allapotat, amely egy gyenge, transz-
formacioé-limitalt fényimpulzus hatasara alakul ki Franck-Condon atmenet soran. Ki-
mutattam, hogy a gerjesztés hatasara két rezgési modus 6sszefonddott allapotba keriil-
het, ha a normalrezgési frekvencidk aranya kifejezhets kis egész szamok hanyadoséaval.
Az Osszefonddottsdg mérésére a von Neumann-féle statisztikus entrépiat hasznaltam

[IV,V].

5. Kimutattam, hogy egy nemlinearis optikai kristdlyban, k-fotonos lekonverzios
folyamatban kialakulé fény (csillag 4llapot) kiemelked$ hatékonysaggal indukal sokfo-
tonos abszorpciét. Megmutattam, hogy a csillag allapotu fény erésitheté parametrikus
er6sit6ben anélkiil, hogy a sokfotonos abszorpciéban mutatott nagy hatékonysaga je-
lentésen lecsokkenne. Ismertettem egy kaszkad elrendezésd fényforrast, amelyben két
2-fotonos lekonverzi6s folyamat koveti egymaést, és az igy kialakulé csillag allapotrél
megmutattam, hogy ugyancsak kiemelked$ hatékonysaggal vesz részt sokfotonos ab-

szorpciés folyamatban [VII].
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Summary

In my Ph.D. thesis I have considered generation of nonclassical quantum states of
simple physical systems. I have worked out some methods for the investigation of the

properties of these states also. Below I summarize briefly my main results:

1. I have derived a method to represent any state of the quantum harmonic oscilla-
tor along an arbitrary, continuous curve in phase-space by a continuous superposition
of coherent states. It is well known, that coherent states of the harmonic oscillator form
an overcomplete basis set in phase-space. Because of the overcompleteness, a subset
of coherent states still can be complete. It has been shown earlier, that the quadra-
ture squeezed eigenstates of the harmonic oscillator can be represented by continuous
superposition of coherent states along the real axis in phase-space. Moreover, a const-
ructive procedure has been proposed to find the weight function for the continuous
coherent state representation of a state along the real axis.

In my method the curve along which the superposition takes place can have arbit-
rary shape in principle. The weight function of the superposition is expressed in terms
of the Fock state expansion coefficients of the state. The basic idea of the method is
to develop the weight function into a series of orthonormal polynomials. For mathe-
matical convenience it is assumed, that the Fock state expansion of the state is given
in an arbitrarily large, finite dimensional, truncated Hilbert space.

The expression for the derived weight function can be easily evaluated choosing
a certain set of polynomials. The weight function does not necessarily exist as an
ordinary function, it can be a distribution also if the dimension of the truncated Hilbert
space tends to infinity.

2. I have proposed a feasible experimental scheme, in which the s-parameterized
quasi-probability density function associated with the state of a light field can be
locally reconstructed. I proceeded from the unbalanced homodyning which yields a
local method for reconstructing the phase-space distribution of a light field. The sig-
nal field is superimposed by the local oscillator whose intensity and phase uniquely
define the point in phase space where the quasiprobability of the signal field is reconst-

ructed. That is, this method yields a local reconstruction of the quantum state for
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each point in phase space independently. Therefore, the density of the chosen set of
phase-space points has no impact on the quality of the reconstructed quasiprobabi-
lities, contrary to the situation in homodyne tomography. For applying this method
one has to discriminate between n and n+1 photons, which is a non-trivial task with
available photo-detection devices.

I have solved this problem by combining the unbalanced homodyne scheme for the
local reconstruction of phase-space distributions and the phase-randomized balanced
homodyne detection of the photon statistics to a unified detection scheme which we
call cascaded optical homodyning. Here the phase-randomized balanced homodyne
detection scheme serves as the photon-counter in an unbalanced homodyne measure-
ment. I have derived a local sampling relation for the cascaded homodyne scheme
that maps the measured phase-integrated quadrature statistics directly onto the qua-
siprobability of the signal field for the phase-space point defined by the setting of the
local-oscillator amplitude in the unbalanced subdevice. An important result is that
the complete phase space can be locally probed by a universal sampling function.
This is in contrast to the, in principle, infinite set of sampling functions needed for
the density-matrix reconstruction via balanced optical homodyning. In my method
rapidly oscillating sampling functions, that appear in balanced homodyning for large
photon numbers, become superfluous. Moreover, I obtained an analytical expression
for the sampling function for cascaded homodyning, which turns out to be an approp-
riately scaled zeroth-order pattern function known from quantum-state tomography.
Consequently, the sampling function is well-behaved and the scheme is robust against
noisy data.

3. I have shown, that in a diatomic molecule two short, transform-limited light
pulses induce a vibrational Schrédinger-cat state during a Franck-Condon transition
in the vibrational potential associated with the excited electronic state of the molecule.
Let the molecule be in its ground state initially, i.e. both the electronic system and
the vibrational system are in the ground state. Assume that a short, weak electric
pulse arrives at the molecule which excites the electronic system. As a result, a small
portion of the electronic population appears in an excited electronic level. In the

excited electronic state the vibrational potential is distinct from the one in the ground
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electronic state. In general both the minimum position and the shape of the vibrational
potential surface change during an electronic transition.

In the course of a rapid electronic excitation the ground state vibrational wave pac-
ket preserves its shape and position. I have assumed, that the vibrational potentials
can be approximated by harmonic ones. If the equilibrium position of the potential is
displaced and the shape of the potential is conserved during the electronic transition
there appears a vibrational coherent state in the excited potential surface. This cohe-
rent state then starts to oscillate in the harmonic potential valley. After half of the
vibrational period has passed a second pulse arrives to the molecule. This pulse drops
again a small amount of the vibrational ground state to the excited potential surface.
As a result, we have a superposition of two coherent states in the excited potential.
This state is regarded as the vibrational counterpart of the optical Schrédinger-cat
state.

4. 1 have calculated analytically the time evolution operator and the emerging
vibrational state of a polyatomic molecule in a Franck-Condon transition when the
electronic system is excited with a weak, transform-limited light pulse. I considered
a general polyatomic molecule but I have taken into account only two vibrational
freedoms because it is enough to demonstrate the considered phenomenon.

I have analyzed the impact of the duration of the exciting pulse and the change of
the vibrational surface during the excitation on the emerging vibrational state. I have
shown, that the emerging vibrational state is non-entangled when the exciting pulse
is very short compared to the vibrational period and the ground state vibrational
potential is spherical and/or the equilibrium nuclear configuration is not rotated in
the excited electronic state compared with that in the ground electronic state. If
the ground state vibrational potential is nonspherical and the vibrational potential
rotates during the electronic transition a very short exciting pulse induces an entangled
vibrational state.

A finite exciting pulse leads to an entangled vibrational state. In the CW limit the
vibrational state keeps to be entangled only if the ratio of the vibrational frequencies
in the excited electronic level is the ratio of small integer numbers. I have described

the deepness of entanglement by the von Neumann’s statistical entropy.
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5. I have shown that the absorption probability of states generated in degenerate
three-photon down-conversion (so called star states) is very high in multiphoton ab-
sorption processes. As an example I compared it to coherent and thermal light. It
turned out that the efficiency of absorption for this state is orders of magnitude larger
than for the other considered states.

The intensity of light produced in three-photon down-conversion is very low even
in an optical cavity because of the smallness of the third order nonlinear constants
of the available materials. Thus the amplification of such a signal is of great practi-
cal importance. The amplification process introduces some noise inevitably into the
amplified signal. I have shown that in case of star states, linear amplification does not
destroy the ability for high absorption efficiency in multiphoton processes.

I have proposed an alternative way to generate star states of light with sufficient
intensity. In my cascaded scheme two second-order nonlinear crystals follow each
other. The pump field at frequency 4w enters the first crystal. This crystal generates
a signal field in squeezed vacuum state at frequency 2w in a degenerate two-photon
down-conversion process. The squeezed vacuum state serves as pump field for the
second nonlinear crystal. In that crystal in the course of degenerate two-photon down-
conversion process a signal field is generated at frequency w. I have shown that this
signal field has nonclassical properties and it also exhibits outstanding efficiency in

multiphoton absorption processes.
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Ko6szonetnyilvanitas

Eziton szeretném megk6szonni témavezetémnek, Janszky Jozsefnek a kézos munkaban
nytjtott segitséget és a sok hasznos tanacsat. Kiilon szeretném kiemelni a leglényege-
sebbet, amit t6le tanultam: bonyolult problémakrol is lehet egyszertien gondolkodni.
Tovabb4 koszénom kozvetlen munkatarsaim Adam Péter, Kiss Tamas, Szab6 Szi-
lard, Domokos Péter egyiittmiikodését és munkammal szemben tamasztott kritikajat,

amely sokat segitett egy-egy probléma megoldasaban.
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