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A dolgozat kiilénb6z6 inhomogenitasok kritikus viselkedésre gyakorolt hatasat vizs-

galja a statisztikus fizika modern eszkdzeivel.

1 El6zmények

Kritikus viselkedést (mdsodrendl fazisdtalakuldst) mar a mult szdzadban észleltek
CO, és més gazok cseppfolydsitdsanak illetve fazisdiagramjanak vizsgalata kapcsan.
A jelenséget — mint ahogy a folyadék és gaz allapotot egyarant — a van der Waals-
egyenlet irta le jol. Hasonl6 fazidtalakulas figyelheté meg a ferromdgneses anyagok
hevitésekor, melynek sordn az anyag elvesziti spontan médgnesezettségét és paramag-
nesessé valik. A paramagneses-ferromagneses fazisatalakuldst a Weiss-féle molekula
tér elmélet magyarazta meg, amely képes volt példdul a mégneses szuszceptibilitds
empirikus Curie-féle térvény szerinti hémérsékletfliggését elméletileg aldtdmasztani.

Mindkét elmélet a kritikus pont koriili tartomany lefrdsanal implicit médon feltéte-
lezte, hogy itt a rendszer szabadenergiaja az tin. rendparaméter szerint sorbafejthetd.
Ez az alapgondolata a Landau-elméletnek, amely egységes keretek kozott targyalja a
fenti két jelenséget, bevezeti a rendparaméter fogalmat és lehetdséget ad tovabbi rend-
szerek vizsgalatara, mint pl. a szupravezetés a Ginzburg-Landau-egyenleten keresz-
til. A kisérleti eredmények és a kiilonbozé hémérsékleti sorfejtések, illetve a kétdi-
menziés Ising modell Onsager-féle megolddsa ramutatott az elmélet korlataira. Ez a
megkozelités — ahogy jelenleg mar tudjuk — valdjaban csak a kritikus ponttol tavo-
labb ad korrekt informéciot, a kritikus pont kdzvetlen kozelében csak kvalitativ képet
ad a fazisatalakulds jellegérdl hiszen ott a korrelacids hossz divergéldsa miatt felléps
hosszutavi fluktudcidkat nem tudta figyelembe venni.

A masodrend( fézidtalakuldsok teriiletén az &ttorést a térelméletekben mér ko-
rdbban is ismert renormdlds alkalmazdsa jelentette, amely a rendszert a renormadlasi

csoport transzformdcié sordn — deciméldssal — egy kevesebb szabadsagi fokkal, de



azonos tulajdonsagokkal (pl. azonos szimmetridju Hamilton-operatorral) rendelkezd
rendszerre képezi le. A Hamilton-operatorban fellépé paraméterek a leképezések so-
ran a kritikus pont koriil skalatulajdonsdgot mutatnak, és az azokat jellemz& skala-
dimenziokbol meghatarozhatéak a kiilonboz6 fizikai tulajdonsagok kritikus exponen-
sei. A fentiek tovdbbgondolédsaval, a renormalasi csoport transzformadci6é magyaréazatot
adott arra is, hogy miért léteznek univerzalitdsi osztdlyok, azaz akar teljesen kiilon-
b6z0 fizikai rendszerek (akér kiilonb6z6 rendparaméterekkel) is azonos kritikus expo-
nensekkel birnak. Magyarazatot adott tovabbd a kritikus exponensek kozotti Gssze-
fliggésekre, az un. skalatdrvényekre és arra a megfigyelésre, hogy a mikroszkopikus
paraméterek konkrét értékei miért nem befolyasoljék az univerzalitasi osztalyokat.

A dolgozatban vizsgalt Ising-modell a kooperativ jelenségeket leir6 egyik legalap-
vet6bb modell az egyszerfisége folytan is, hiszen minden racspontban a spinvéltozo
egy skaldr, amely két kiilonbozo értéket vehet fel. Mig korabban a spinek kozotti
(intermolekuldris) kélcsénhatds meglehet6sen tilegyszer(sitettnek tfint, és igy valos
rendszerek lefrdsara alkalmatlannak gondoltdk a modellt, ma a renormaldsi csoport
transzformacié ismeretében vildgos, hogy ezekben a révidtavu kolesonhatasokban fel-
1ép6 mikroszkopikus részletek a kooperativ tulajdonsagokat, kiilénosen a kritikus vi-
selkedést nem befolydsoljak. Az évek sordn az Ising-modell a leggyakrabban vizsgalt
statisztikus fizikai modellek kozé kerilt, mely az univerzalitas folytdn egyarant leirja
a folyadék-gaz fazisatalakulast, a mar emlitett magneses fazisatalakuldst, az dtvoze-
tekben létrejové rend-rendezetlenségi dtalakuldst vagy a folyadékkeverékekben a fa-
zisszeparaciot.

A homogén rendszerek kritikus viselkedésének vizsgalatiaban elért eredményekre
alapozva a rendezetlen és kiilonb6z6 tipust inhomogenitasokat (feliiletek, hibavona-
lak, stb.) tartalmazé rendszerek vizsgalata is megkezd6dott. Az els6 ilyen vizsgélatok
kozé tartozott a periodikusan és a véletlenszerfien réteges kétdimenziés Ising-modell

(McCoy-Wu-modell), illetve az inhomogén vagy véletlenszerii kozegbe helyezett ira-



nyitott bolyongé kritikus viselkedésének vizsgdlata.

Az inhomogenitasok hatasainak vizsgalata alapvett fontossag, hiszen a termé-
szetben dltaldban nem taldlhat¢ tokéletesen tiszta rendszer, tokéletesen periodikus kris-
talyracs diszlokdciok, ponthibak stb. nélkdil.

A dolgozat egyik f& témdja a rendezetlen (kotés-higitott) Ising-modell kritikus vi-
selkedésének vizsgélata. A higitds okozta perturbéci6 relevancéja-irrelevancija a Har-
ris altal kidolgozott kritérium szerint a homogén rendszer fajh exponensétdl fiigg. Ez
a kétdimenzi6s Ising-rendszer esetében zérus, mely igy a kritérium marginélis esetét
jelenti. Ebben az esetben a higitott rendszer kritikus viselkedését csak részletes vizsga-
latokkal lehet meghatarozni.

A tiszta (periodikus) és a rendezetlen (higitott) rendszerek kozotti atmenetet kép-
viselnek az 1984-ben felfedezett kvazikristdlyok. Ezek olyan determinisztikus, de nem
periodikus struktirdk, melyek Fourier-spektruma diszkrét, véges szamu, egymdssal
irracionalis viszonyban all6 cstics szuperpozicidjaként irhat¢ le, azaz semmilyen peri-
odikus struktira pontszimmetridjanak nem felelnek meg. A kvézikristélyok felfede-
zése mellett a mesterségesen eldallithatd aperiodikus struktirdji multirétegek elalli-
tdsa is Gjabb lokést adott az inhomogén rendszerek kutatdsanak. Ugyanis a moleku-
lasugar epitaxia révén olyan kvaziperiodikus vagy altalanosabban aperiodikus struk-
tirakat 4llitottak el — amelyek elméleti vizsgalata is rendkiviil érdekes —, mint pl.
a Fibonacci-féle szuperracs szerkezet Gads — AlAs alterndld rétegekbdl. A struktira
Rontgen- és Raman-szorasos vizsgélata bizonyitotta, hogy az uj fajta anyagok kiilon-
leges tulajdonsagokkal rendelkeznek.

A fenti anyagokkal rokon szerkezet a disszertdciéban is vizsgélt hierarchikus rend-
szer, amelyben a spinek kozotti csatoldsi allandok mutatnak onhasonld struktirat.
Tobb mesterséges vagy természetes rendszerben figyeltek, illetve vizsgéltak meg ilyen
tipusu szervezdést az utdbbi években, mint példaul rendezetlen rendszerek (spinii-

vegek) vagy proteinek relaxacios folyamataiban. Tavolabbi példaként megemlithetok



a szamitogép architektirakban, nagy foldrengések el6tti geoldgiai folyamatokban, il-
letve — a hétkoznapi életbdl véve — kiilonbozd gazdasagi szervezédésekben, illetve
tézsdei arfolyamvaltozasokban megfigyelhet6 tendencidk. Kilonbozd numerikus és
egzakt eredmények szerint a hierarchikus ,potencidlban” torténd diffizié6 anomalis
jellegfi is lehet, amit ultradiffiziénak neveznek.

A Harris-kritériumhoz hasonlé relevancia-irrelevancia kritériumot lehet felallitani
az altalanos aperiodikus struktirdk fazisatalakuldsaira (Luck-kritérium) is. Ebben az
esetben a tiszta rendszer korreldciés hossz exponenséb6l és az aperiodikus sorozat an.
véandorlasi exponensébdl képzett tin. ,,crossover” exponens el&jele donti el az inhomo-
gén rendszer fazisatalakuldsanak jellegét. A crossover exponens zérus értéke esetén a
perturbacié marginélis. Ekkor szamos rendszerben — amelyekben egzakt eredmények
is ismertek — a csatolds értékével folytonosan valtozo kritikus exponenseket és anizot-
rép skaldzést figyeltek meg, azaz a rétegekre merlegesen és azokkal parhuzamosan
mért korreldciés hosszak kiilonb6z exponensekkel divergalnak a kritikus pontban.
Ezen kiilonleges tulajdonsdgt rendszerek kozé tartozik — ahogy vizsgalataink meg-

mutattdk — a hierarchikus csatolasti réteges Ising-modell is.

2 Vizsgalati moédszerek

TRANSZFERMATRIX MODSZER

El6szor az Ising-modell vizsgélatdra 1941-ben Kramers és Wannier hasznélta ezt
a moédszert, amelynek segitségével a rendszer dllapotosszege matrixok hatvanyanak
,nyoma”-ként irhaté fel. A transzfermatrix a transzldciés szimmetria irdnyéban az
egymasutdn kovetkezo rétegek allapotat kapcsolja Gssze. A vizsgélt rendszer szabade-
nergidjanak, illetve korreldcios hosszanak kiszdmitdsaban a transzfermatrix két legna-
gyobb sajatértéke sziikséges (termodinamikai hatdresetben). Ekkor a kétdimenzi6s N-

rétegii klasszikus Ising-modell esetén egy 2" x 2V -es matrix sajétértékproblémajat kell



megoldani, mely az extrém anizotr6p hataresetben egy egydimenzi6s kvantum Ising-
lanc Hamilton-operatoranak sajatértékproblémajaval ekvivalens. A hamiltoni prob-
léma megoldasdhoz el8szor a spinoperatorokat Jordan-Wigner-transzformaciéval fer-
mion operatorokka alakitjuk, majd az ezeken végrehajtott Bogoljubov-transzformécio-
val szabad fermion rendszert nyertink. Ez utdbbi lépésben egy N x N-es matrix saja-
tértékprobléméjanak megoldésa sziikségeltetik. A kvantum probléma els gerjesztései
egyértelm{i kapcsolatban vannak a kétdimenzi6s probléma korrelaciés hosszaval, igy
annak vizsgélata a kétdimenzi6s rendszer fazisatalakulasanak vizsgalatat is lehet6vé
teszi.

A hatérfeliileti fluktudciés probléma szintén eredményesen vizsgalhat6 a transz-
fermatrix médszerrel. Ebben az esetben a probléma az Ising-modellel 6sszehasonlitva
kevésbé komplex, ekkor a transzfermatrix dimenziéja N. Megmutathat6, hogy ez a
transzfermétrix formailag megfelel az Ising-modellnél a Bogoljubov-transzformaci6val

kapott matrixszal.

RENORMALASI CSOPORT TRANSZFORMACIO

A transzformacié, melynek segitségével a skdla- és univerzalitasi hipotézisre le-
het igazolast adni egytttal fontos (numerikus) szdmoldsi médszer is. A renormalast a
hossziisagskéla megvaltoztatdsa révén altalaban az allapotosszegben fellép6 Hamilton-
operatoron végezziik el. A disszertdciéban targyalt hierarchikus rendszer 6nhasonlé-
sdga természetes médon ad lehet6séget a renormaélas haszndlatdra. Ebben az esetben
nem a Hamilton-operatorokon, hanem a problémékban fellép6 matrixok elemein és
sajatértékeiken végezziik el a transzforméci6t. A spinrendszer és a hatérfeliileti fluk-
tudcio egyiittes targyaldsat a sajatértékprobléméjukban fellépé matrixok azonossdga
teszi lehetévé. A két probléma a megfelel$ renormaldsi csoport transzformacié két
kiilonb6z6 nemtrividlis fixpontjahoz kapcsolédik. A fixpontok koziil a spektrum alsd
szélét leir6 az Ising modell, mig a spektrum felsd szélét jellemz& a hatarfeliileti fluktu-

aciok kritikus viselkedését kontrollalja.



MONTE CARLO-MODSZEREK

A disszertacioban kiilonb6zd klasszikus (Metropolis-algoritmus) és modern (Swen-
dsen-Wang-algoritmus, Wolff-algoritmus) szamitogépes modszereket alkalmaztam. E-
zek koziil a Metropolis-algoritmust elsésorban a kritikus ponttol tdvolabbi tartomény-
ban alkalmaztam, mivel ez a médszer, miként altalaban az egy-spinflip modszerek, a
kritikus 4llapothoz kozeli hémérsékleteken — a kritikus lelassulés jelensége miatt —
nem alkalmazhaté hatékonyan. A ’80-as évek végének nagy eredménye volt a klaszter-
spinflip algoritmusok kidolgozasa, amelyekben a kritikus lelassulas gyakorlatilag elt(i-
nik, igy csak a korreléciés hossz divergéldsa miatt sziikséges egyre nagyobb rendszer-
méretek okoznak mar nehézséget a numerikus szdmitdsokban. A Swendsen-Wang és a
Wolff-féle klaszterflip algoritmusok rdadésul a kiilénb6z6 higitott rendszerekben még
kevesebb gépidot igényelnek, mint a homogén esetben, hiszen a perkolaciés hatareset-

ben a leggyorsabbak.

3 Eredmények

1. A kotéshigitott kétdimenzids Ising-modell tombi magnesezettségét vizsgaltam a
Wolff-féle klaszterflip Monte Carlo-mddszerrel. Megéllapitottam, hogy a magnese-
zettség effektiv exponense a hdmérséklet egy tartoményéban f61é n6 a térelmélet ltal
josolt aszimptotikus értéknek, mely az irodalomban vitatott , overshooting”-nak neve-
zett jelenség a higitds mértékével erésodik [1].

2. Meghataroztam a higitott Ising-modell feliileti magnesezettségének kritikus expo-
nenseit kiilonbdz6 higitasok mellett, mind az (11) és az (10) feltileteken. Megallapitot-
tam, hogy mindkét esetben megegyezik a higitott modellek feliileti kritikus exponense
a tiszta rendszer azonos exponensével, azaz a higitas (margindlisan) irrelevans jellegfi.
A feliileti exponensek effektiv értéke a higitas ndvekedésekor csak kis mértékben val-

tozik meg, azaz robusztusabb mint a hasonlé témbi exponensek, ahol a korrekcids



viselkedés er6s, logaritmikus jellegi [1][2].

3. Diagonalis racson elkészitettem a magnesezettségi profilokat és a hozzajuk tartozé
effektiv exponens profilokat, és tanulmanyoztam a tombi és a feliileti exponensek ko-
z0tti ,crossover” viselkedést. A feliileti réteg vastagsagénak vizsgalatival meghata-
roztam a korreldciés hossz higitds hatdsdra torténé megvaltozasat [1][2].

4. Vizsgéltam a kétdimenzi6s hierarchikus kotéskiosztast Ising-modell és az ennek
— az extrém anizotop hatdresetben — megfelel6 egydimenziés kvantum Ising-ldnc
feliileti kritikus viselkedését. Analitikus Osszefiiggést taldltam a feliileti magnesezett-
ség exponensének a hierarchikus paramétertdl valo fliggésére kiilonbozé hierarchikus
szerkezetek esetén. Megéllapitottam, hogy az éltaldnositott hierarchikus sorozat a ké-
tések fluktudcidjanak gyengitésekor margindlisan irrelevans perturbaciét jelent, azaz
csak logaritmikus korrekciok lépnek fel. Ugyanakkor a fluktudcidk erésitésekor a per-
turbacié margindlisan relevans: a hierarchikus paramétertdl fiiggden a feliileti fazisa-
talakulds vagy elsérend{i vagy a magnesezettség minden hatvanyfiiggvénynél gyor-
sabban cseng le [3].

5. A kétdimenzis hierarchikusan réteges Ising-modell két tavoli pirhuzamos feliile-
ten levd spinjeit ellentétes allapotban rogzitve vizsgéltam a fazisokat elvéalaszto hatar-
feliilet fluktuécids tulajdonsagait. Megallapitottam, hogy a hatérfeliileti fluktudciok
anomalisan viselkednek, a véandorlasi (fluktudciés) exponens a hierarchikus paramé-
ter folytonosan véltozé fiiggvénye, melyet transzfermatrix médszerrel numerikusan
meghataroztam [4].

6. A hierarchikus csatoldsu rendszerre alkalmaztam az aperiodikus rendszerekre ko-
rébban kidolgozott egzakt renormalasi csoport transzformaci6t, amely a kétdimenzids
Ising-racs hatarfeliileti fluktudcidjét és a kvantum Ising-lanc kritikus problémajat azo-
nos keretek kozott, egyazon renorméldsi csoport keretében targyalja. A megkonstrudlt
renormélasi csoport transzformacio két nemtrividlis fixpontja a hatarfeliileti fluktuaci-

oknak, illetve az Ising-modellnek felel meg. A fixponti transzformécié analizisébdl a



két modell kritikus tulajdonsédgait egzaktul meghataroztam [4](5].
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