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A Green-fliggvények hatarpontok kornyezetében valo viselke-
dése a harmonikus analizis alapvet6 kérdése, melynek szamos al-
kalmazasa van pl. Dirichlet probléméak megoldasainak simasagi
vizsgalataban vagy polinomegyenlGtlenségeknél. A Green-fligg-
vények folytonossdgaval hatarpontokban sok tanulmany foglal-
kozik. Ezen munka célja, hogy a halmaz geometridjan alapuld
feltételeket adjon az erésebb Holder folytonossagra. Egyaramt
targyaljuk a sikbeli és a magasabb dimenzids esetet. A disszer-
tacio 3 részbdol all, melyek egy-egy cikken alapulnak: [9], [10] és
[11].

1. Optimalis simasag F C [0,1]-re

Tegytik fel, hogy £ C C egy kompakt halmaz cap(E) > 0 loga-
ritmikus kapacitassal. Legyen Q := C\ E, ahol C := {cc} U C
a kibovitett komplex sik. Jelolje ga(2) = ga(z,00), z € Q az Q
Green-fliggvényét oo polussal. A go viselkedését tanulményoz-
zuk egy reguléris hatarpontban.

Tegylik fel, hogy a 0 az E-nek egy regularis pontja, vagyis,
hogy ga(z) folytonos 0-ban, és go(0) = 0. Eldszor tekintsiik az
E C]0,1] esetet. A Green-fliggvény monotonitasa miatt

ga(z) =2 96\[071](2)7 z€ C\[0,1],

azaz, ha F-nek a "legnagyobb a stirtisége" a 0-ban, akkor go-nak
a "legnagyobb a simasaga" az origoban. Ezért

ga(-r) 2 96\[071](_7") >r, 0<r<l



Szeretnénk jellemezni azokat az F halmazokat, amelyek Green-
fliggvényének a "legnagyobb a simasaga" 0-ban, vagyis azokat
az F-ket, amelyek eleget tesznek a kovetkezd feltételnek:

ga(z) < Cl2|Y?,  zeC,
amely ekvivalens a
gal—r) <Cr/?, 0<r<1 (1)

egyenldtlenséggel (c.f. [1, Theorem 3.6]). V. Andrievskii [2]
bebizonyitotta, hogy ha F teljesiti (1)-et, akkor a strdsége a
logaritmikus kapacitassal mérve a 0 egy kis kérnyezetében tet-
sz6legesen kozel van a [0, 1] stirtiségéhez abban a kdrnyezetben,
azaz (1)-bdl kovetkezik, hogy

i APEN[0, ) 1 2)

r—0 r 4
0 < e < 1/2-re legyen (lasd {8])
E.(t)=(EnN]0,t])UI0,et] U (1 —e)t,¢]. (3)
Els6 eredményiink:

1. Tétel. Bdrmely = > 0-rg

/Tl G ~ cap(&(t))) %dt <co% )

ahol Cy fiiggetlen r-tél.



L. Carleson és Totik Vilmos [8] egy Wiener-féle feltétellel jelle-
mezték az optimadlis simasagot. Belattak a kovetkezot:

2. Tétel (Carleson, Totik). Legyene < 1/3. F akkor és csak
akkor elégiti ki (1)-et, ha

> (i capugg(kﬂ))) .

k

Ez a tétel ugyanazt a szerepet tolti be a Lip 1/2 simasag eseté-
ben, mint Wiener tétele a folytonossagra. A 2. Tétel Carle-
sontol szarmazo bizonyitasa [8}-ben a Poisson-formulan alapult.
Van egy masik megkozelités is: a balayage-technika, mellyel a
2. Tetel kovetkezs valtozatat bizonyitjuk:

3. Tétel. Legyen ¢ < 1/2. FE akkor és csak akkor elégiti ki

(1)-et, ha )
1 cap(E()\ 1

Andrievskii tétele a 3. Tétel egy kivetkezménye.

Az 1. és 3. Tétel bizonyitdsanal hasznalt modszer az E C
[—1,1] esetre is alkalmazhato (c.f. [8, Theorem 1.11}). Ebben
az esetben

. , 7
ga(ir) 2 gg\_1,1(ir) > 3 0<r<l,

tehat a Green-fliggvény optimalis simasdga itt Holder 1, és most
azokat az E halmazokat keressiik, melyekre

ga(z) < Clz|, 0< |z < 1.



Ez ekvivalens a
galir) < Cr, 0<r<l (6)

feltétellel, mert go(z + 4y) monoton y-ban. A Green-fliggvény
legnagyobb simasaga az origonal (Lipschitz-feltétel) ismét ekvi-
valens a legnagyobb strtiséggel a 0-ban. Azaz legyen F C [—1,1]
és definialjuk F.(¢)-t (3) szerint, tovabba legyen

E.(—t) = (EN[=t,0))U[=t, (1 —&)(—=¢t)] U [t 0].
4. Tétel. Ha I¥ C [—1,1] és e >0, akkor
/Tl G _ cap(&(t))) %dt - CO@ )
Ugyanez igoz E.(—t)-re is.
5. Tétel. Legyen c < 1/2. E akkor és csak akkor tesz eleget a
ga(2) <Clzf,  0<fz[ <1, (8)
feltételnek, ha (5) teljesil B (t)-re és E.(—t)-re.
Ez a {8, Theorem 1.11] egy valtozata.
1. Kovetkezmény. Ha FE kielégiti (8)-at, akkor

. cap(En[-r7r]) 1

lim ————2=22 =~ 9

limy " 5 (9)
2. Kovetkezmény. (c.f. [8, Corollary 1.12}) go akkor és csak
akkor Hélder 1 folytonos 0-ban, ha mind gg\ (g0 1)) €8

98\ (Br(—1,0)) Holder 1/2 folytonosak ugyanott.



2. Markov-egyenlStlenség és
Green-fiiggvények

A disszertacio ezen része Totik Vilmossal k6z6s munka.

Jelolje 11,, a legfeljebb n-edfokt algebrai polinomok halma-
zat. A Markov egyenlGtlenség egy alapvets Osszefiiggés egy P, €
IT,, polinom supremum-normaéja és a derivaltjanak a supremum-
norméja kozott:

1P 10y < 22 Palli—1,1)-

Ha C'1(0) jeloli az egységkort, akkor az egyenlGtlenség megfelels
alakja

1Pulles 0y < 2Pl o),
mely Bernsteintsl szarmazik. Erdemes megemliteni, hogy ez
bizonyos értelemben az optimalis eset, mivel tetszéleges F kom-

pakt halmazhoz a komplex szamsikon léteznek P, € II,,, n =
1,2, ... polinomok, melyekre

1Pz = cnl|Pulle

valamely ¢ > 0 konstanssal.

Legyen F C C kompakt pozitiv logaritmikus kapacitéssal.
Azt mondjuk, hogy FE eleget tesz a Markov-egyenlstlenségnek
polinomialis faktorral, ha létezik C, k > 0 gy, hogy

1Pl < Cn®||Polle (10)

igaz minden n-re és P, € Il,,-re.



A (10) egyenlétlenség szoros kapcsolatban all E Green-fiigg-
vényének simasagi tulajdonsagaival. Legyen Q az F kiils6 tar-
tomanya, azaz a C\ I/ nemkorlatos komponense, és jelélje go(2)
az Q) Green-fiiggvényét végtelen pélussal. go-t Holder-folytonos-
nak nevezziik, ha létezik Cy, « > 0 agy, hogy

galz) <G (dist(ng))a. (11)

minden z € C-re. Ismeretes, hogy bizonyos esetekben a Markov-
egyenlGtlenség ekvivalens a Green-fiiggvény Holder-folytonossa-
gaval. Ezt Totik (lasd [12]) bebizonyitotta Cantor-féle halma-
zokra, vagyis belatta, hogy (10) ekvivalens (11)-gyel, ha F Can-
tor-féle halmaz. Az azonban nyitott probléma, hogy (10) és
(11) ekvivalensek-e barmely F kompakt halmazra. Ebben a
munkaban az a célunk, hogy megmutassuk, hogy a £k = 1 és
o = 1 optimalis esetek valéban ekvivalensek.

6. Tétel. Legyen E a sik egy kompakt részhalmaza, és tegyik
fel, hogy Q, o C\ E nemkorlitos komponense reguldris. Ekkor
a kdvetkezdk pdronként ekvivalensek.

i) E-n optimdlis Markov-egyenldtlenséy igaz, azaz létezik C >0

gy, hogy
1P ||e < Cnl|Py]|E (12)

minden P, €11, n=1,2,... polinomra.

i1} A go Green-figguény Lipschitz-folytonos, azaz létezik C1 > 0

gy, hogy
galz) < Cydist(z, E) (13)

minden z € C-re.



iti) Az F halmaz pp egyensilyi mértéke kielégit egy Lipschitz-
féle feltételt, azaz létezik Cy > 0 gy, hogy

i (Ds(2)) < Cad (14)

minden z € E-re és § > 0-ra.

Tovabbd, ha Q egyszeresen Gsszefiggd, akkor az i)—iii) feltéte-
lekkel szintén ekvivalens o kivetkezd

iv) Az Q-t az egységkdr kilsejére képezé & konformis leképezés
Lipschitz-folytonos, azaz

|(I>(21)—(I>(22)| §03|21—22|7 21,292 € Q.

Megemnlitjiik, hogy az i), ii) és iv) feltételek mindegyikébsl
kévetkezik a regularitas, {gy ekvivalencidjukban nem sziikséges
foltenni a regularitast.

A fenti tételnek van egy lokalis valtozata is. Azt mondjuk,
hogy F rendelkezik az optimalis lokalis Markov-tulajdonsaggal
a zg € JQ) pontban, ha létezik olyan C konstans, hogy

PN (z0)] < CPnF||Pollp, Po €Ty, n=1,2,...
ahol k=1,2,....

7. Tétel. Legyen E a sik egy kompakt részhalmaza, Q a C\
E nemkorldtos komponense, és tegyiik fel, hogy zo € 0§ egy
reguldris hatdrpont (vagyis gq(z0) = 0). Ekkor o kévetkezdk
ekvivalensek.



i} F rendelkezik az optimdlis Markov-tulajdonsdggal zo-ban.
i1} A go Green-figguény Lipschitz-folytonos zo-ban, vagyis
ga(z) < Ci|z — 20
valamilyen C1 konstanssal.

iii) Az F helmaz pp egyensilyi mértéke kielégit egy Lipschitz-
féle feltételt zo-ban, azaz létezik Coy > 0 gy, hogy

we (Da(zo)) < Cyd

minden 6 > 0-ra.

Tovabbd, ha Q egyszeresen Gsszefiggd, akkor az i)—iii) feltéte-
lekkel szintén ekvivalens o kivetkezd

iv) Az Q-t az egységkdr kilsejére képezé & konformis leképezés
Lipschitz-folytonos zg-ban.

Erdemes megemliteni, hogy ii) és iii) ekvivalenciajanal sok-
kal tobb isigaz. A Green-fliggvényre egy nagyon pontos kétolda-
1t becslést adhatunk az egyenstlyi mértékkel kifejezve.

8. Tétel. Legyen E a sik egy kompakt részhalmaza, Q a C\
E nemkorldtos komponense, és tegyik fel, hogy zo € 0Q egy
requldris hatdrpont. Ekkor minden 0 <r < 1-re

/T ME(Dt(zo))dt < sup go(z) < 3/4T NE(Dt(ZO))dt.
0

0 |z—z0|=r t

(15)



3. Egy Wiener-tipusu feltétel R%-ben

Legyen E C R? egy kompakt halmaz pozitiv Newton-féle ka-
pacitassal, Q az R? \ F nemkorldtos komponense, és gqo(z,a)
az ) Green-fiiggvénye a € Q pélussal. g viselkedését vizsgal-
juk Q egy hatarpontjaban, melyrél az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy a 0-ban van, vagyis hogy 0 € 9€.

Jelolje B, = {z | |x| < r} az origo koriili » sugara nyilt
gémbot, B, a lezartjat, és S, a hatarat (a gémbhéjat). Legyen
tovabba

E" = EN (Boynis \ Boon) = {x e E‘T" < 2| < 2*”“}.

Wienert6l szarmazik a 0 hatarpont regularitasanak karakteriza-
cioja (lasd pl. [3, Theorem 5.2]): A gg(x,a) (a € Q) Green-

fiiggvény akkor és csak akkor folytonos 0 € dQ-ban (vagyis 0 az
E regularis hatarpontja), ha

anp(En)T‘(d*Z) = 00, (16)
n=1
ahol cap(kE™) jeloli az K™ halmaz (d-dimenzids) Newton-féle
kapacitasat. Célunk egy hasonlo jellemzést adni az erGsebb
Holder-folytonossagra:

galz,a) < Clz|" (17)
valamely pozitiv C| x konstansokkal.

[8] definicioit kovetve tetszsleges £ > O-ra vezessiik be a ko-
vetkez§ jelolést:

Ni(e) = {n e N| cap(E") > 2742}, (18)



Azt mondjuk, hogy a természetes szamok egy
N ={n1 < ng < ...} részsorozata pozitiv alsé stiriiségi, ha

.. N N{0,1,. . N}
TN

ami nyilvanvaloéan ekvivalens ny = O(k)-val.
Legyen zp € 51,0 < 7 < 1, £ > 0, tovabba
<ZE7 x0>
[l

C(zo,7,¢) = {z € By >1-7}. (19)

Ez egy 0 csticsti és zp tengelyiranya kap. Azt mondjuk, hogy F
eleget tesz a kupfeltételnek, ha

C(zo,7,£) CQ (20)
valamilyen xzg € Si-re, 7-ra és £ > O-ra, tehat ha Q tartalmaz
egy 0 csticsti kipot.

9. Tétel. a) Ha Ng(e) pozitiv olsé siriségd valomilyen € > 0-

ra, akkor a go Green-fiigguény Hélder-folytonos 0-ban.

b) Ha a 9o Green-figguény Hilder-folytonos 0-ban, és I eleget
tesz a kupfeltételnek, akkor Ng(c) pozitiv alsé siriségi
valamilyen € > 0-ra.

A fenti tétel elsG részét, a strtségi feltétel elégségességét a
Dirichlet-probléma és mas elliptikus egyenletek megoldasanak
Holder-folytonossagdhoz Maz’ja mar a '60-as években belatta
(lasd [4]- [7]). Maz’ja ezt a feltételt hasznalta:

N
Z2n(d*2)cap(Eﬁﬁgfn) >0N, N=1,2,.. (21)

n=1

10



valamely § > O-ra, ami ekvivalens Ng(z) pozitiv siirtiségével.
Maz’ja {7]-ben azt is megmutatta, hogy altalanossagban ez a
feltétel nem sziikséges. [6]-ban vetette fol a problémat olyan fel-
tételek keresésére, melyek mellett (21) sziikséges is lenne. Tehat
a 9. Tétel egy régi nyilt problémat old meg az egyszerd kupfel-
tétel mellett.

A Holder-tulajdonsag fontossagat a kivetkezd eredmény mu-
tatja. Legyen G egy kompakt hatart tartomany R%ben, és
tegylik fel, hogy 0 a G hatardn van. Az altalanossig megszo-
ritasa nélkiil feltehetjiik, hogy G € B;. Legyen F = B\ G. Ek-
kor  := RN\ E = GU(RY\ B}) egy G-nél nagyobb tartomany, és
0 az Q hataran van. Ha f egy korlatos Borel-mérhets fiiggvény
G hatéaran, akkor jeldlje uy az f-hez tartozo Dirichlet-probléma
Perron-Wiener-Brelot megoldasat G-ben. ugs-et az uy = f de-
finicioval terjesztjiik ki 0G-re.

1. Lemma. Tegyik fel, hogy 0 o G-nek requldris hatdirpontja.
Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek.

1) g, a) Hilder-folytonos 0-ban a € G-re.

2) up(B,) < Cri=2t% yalamely C-re, k > 0-ra és minden r <
1-re, ahol pg jeldli E egyensilyi mértékét.

Touvdbbd, ha G eleget tesz 0-ban o kipfeltételnek, akkor o
fentiekkel szintén ekvivalens a kivetkezd

3) Ha f Hélder-folytonos 0-ban, akkor uy is az.

11
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