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Bevegze t'é 8

Mosonyi K4lmdn "Tipikus gondolkoddsi hi bdk szémoiés—
b6l és mérésbdl az 4ltaldnos iskola felsS tagozatdban" cimil
doktori disszertdciéjdban tanulmidnyozta az egyes szdmoldsi
hibdk évrdl évre valé kiovetkezetes ismétlBdését, Kisérlete-
ivel megmutatfa ezen tipikus hibdknak a kisérletben szerep—
16 tanulék létezdmdhoz viszonyitott szdzalékos eléforduld-
gdt. Osztdlyozta a gondolkodési hibdkat domindns okuk alap-
jén. Mélyrehaté pedagbgiai, pszicholégiai és mégszertani
elemzés alapjdn javaslatot ad az egyes hibdk éyakoriségénak
csakkehtéséré. Tanulmdnya befejezd részében emlitii ﬁNyitott
.kérdés_a fenti tipusu hibdk szerepe a kozépiskoldban..e, ez
azonban kiilon tenuladnyt igényelne." /17/ A teljeéség és to-
kéletesség igénye nélkiil vdllalkozom e nyitott kérdést megki-
zeliteni és 15 éves tapasztalatomat &sszegezni. A téma bonyo-
iultsiga és terjedelme miatt nem v4llalkozhatom a k&zépisko-
iai tananyagban el8forduldé minden tipikus hibdnak 'a feltd-
rdsdra. Kilénds figyelmet forditok az algebral miiveletek, azo~
nossdgok, egyenletek, logaritmus és szﬁgfﬁggvények témaksré~
ben el6fordulé hibdkra, illetve hibatipusokra. Igyekszem ezen
hibatipusoi: strukturéjétéltalénos formuldban is megé.dni.

Ergdményes matematikatanitdsunk szempontjibsl egydltaldn
nem k&zombds, hogy mi torténik az d4ltaldnos iskoldban tapasz-
talt hibdkkal a kozépiskoldban, hogyan javulnak szdzalékos
Osszetételilkben , hogyan j4dtszanak szerpet a tanulék tovdbbi

munkd jdban, milyen ujabb hibdkkal gyarapodik a hibdk szdma ?
Mivel a kdzépiskolai elsééves algebra tananyagdnak egy része



az 4ltaldnos iskolai anyagot mintegy megismétli / geometridban

nég a felsSbb évfolyamokon is mér az 41ltaldnos iskoldban elé-

fordult geometriai tételék? ismeretek ujratdrgyaldsra keril-
nek/, ezért eoziikséges és jogos az‘éltalénos iskoldban tapasz-
talt hibdk sorsdval térédni; '

Vizsgdlataim és kisérleteim elsSéleges célja nem az,
hogy az 4ltaldnos iskoldbdl a kﬁzéﬁiskoléba hozott hibdkat
felnérjem, osztélyozzam és elemezzem, hanem az, hogy rédmutas-
sak ezen hibdk sulyos kovetkezményeire abbbél a célbél, hogy
valéban az d1taldnos iskoldkban éé'kﬁzépiskolékban tani t6
kartdrsaim egyittes munkéja révén lehetséges a hibdk elffor-
duldedt a minimflisra csdkkenteni., Folytatni kell a kozépisg-
koldban e hibdk elleni kiizdelmet lankadatlanul és tudatosan,‘
bidr a hibdk jé részének eredete az 4ltaldnos iskoldban gyske-
rédzik. A kdzépiskoldkben tanité egyik kartdirsam sem hirithat-
ja & felelfsséget az dltaldnos iskoldra, mert:

a./ A hibdk egy része a legjobb tandri munka mellett is bigzo-
nyos szdzalékban el8fordul /megstiintetni nem tudjuk, csak
el6forduldedt csokkenthetjiik/. |

b./ A gyermek- nemcsak killlemre gyarapodik, fejlédik, alakul,
hanem gondolkoddsban, felelbsségérzetben, megitéléképesség-
ben, abszirahilé-képességben, és igy tovdbb./Néhdny hibdt
é;talénos iékoléban gyakran elkovet, a sorozatos rihatdis
miatt esetleg ritkdn, vagy egydltaldn nem k¥vet el fejlet-
Vtebb fokon./

A fentiekbll kovetkezlk, hogy a kﬁzépiskoléban tani t6

kartirsak nincsenek feljogoshtva arra, hogy pusztin unott is-
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nétlésnek kezeljék ezeket az anyagrészeket, hiszen ilyen fel-
fogds mellétt az els§ sulyos hibdt 6k maguk kdvetik el. Azok-
nél‘avtanuléknél , akiknek hibdkkal terheltek az elfismerete-~
ik ezen anyagrészeknél - 4ltaldnos iskoldkbél hozott problé~
médk - ezek a hibdk tovdbbra is megmaradnek és sulyos kivetkez-
ményekkel jérnak tovédbbtanulgdsuk folyamdn. Ezen hibdk megmara~-
ddsa is tobbek kozott hozzdjérul ahhoz, hogy egy-egy komolyabb
feladat megolddisakor a tanulé kénytelen az idejét elfecsérel-
ni részproblémik gyekorlati kivitelezésével /ha egydltaldn ész-
reveszi, hogy valami problematikus szdmdra/ ahelyett, hogy
szellemi energlidjdt a feladat elvi, komplex megolddsdra for-
ditand.

Peltétleniil kivdnatos, hogy elsbéveseink kozépisko-
lei tanulmdnysikat ugy kezdjék, hogy felmérd dolgozatot ira-
tunk velik - osztdlyozds igémye nélkiill - , melyben . gondosan
Osszegyljtjik azokat e feladatokat, amelyek megolddsa sordn
vdrhaté e mir dltaldnos iskoldban kialakult tipikb.s nibdk el-
kovetése. Ezen dolgozatok értékelése teszi vildgossd a tandr
szdmdra, hogy ne az tnmage szdmira tetszetds és megszokott
praktikus médon tirgyslje ezeket az anyagrészeket, hanem min-
den osztélyban/az adott valésdgos helyzetbfl induljon ki. Igen
sok tandr esetében. taldldé Faragé Lészlé /7/ megdllapitdisas
"Pani tdsuk halad tovdbb a maga rutin 41tal taposott utjdn,...

a problémdkba nem mélyililnek el, oktaté és nevelf munkéjukat.{.
nem szervezik meg a kitlizétt célok értelmében." Ne olyan hi-
békra gondoljunk itt, amelyek kimondottan elemi hibdk /tizedes

vessz6, helyi értékb8l és nagysdgrendi viszonyokbél szdrmazé



hibdk, killonbdzé numerikus szdmoldsi hibdk /, hanem a késbbbi-
ek sordn emlitett hibdkra.

Tanulmgnyom mdsik célja azon tipikus hibdk egy részé-
nek feltdrdsa, elemzése, amelyeknek "sziiléhazdja" a'kﬁzépis- ’
kolai matematika 6ra. Tizendt éves gjakorlatom alatt, amely
sorén mint matematika tandr, szakkorvezetl, osztdlyféndki mun—
kakozosség vezetd, szekmai munkekizoseég vezetf, kollégiumi ne-
veld és szdmos , a matematikéﬁal bajlédd tanulé instruktora
Osszegyujtottem ezeket a tipikus hibdkat. Természetesen az 41~
-talem Osszegylijtdtt hibdk lajstroma nem tekinthetd teljesnek,
merts '

a./ az egyedi hibdk tanulminyozdsa nem képezi tdrgydt a tanul-
minynak, ' (

b./ gyakorlott kartdrsaim tovdbbi tipikusnak mindsithetl hi-
bdkat tudndnak felsorolni,

cQ/ 8z 4ltalan tapasztalt hibdk koziill a legtipikusabbakat so-
rolon fel, |

de/ @& kazépiskolai tananyag korszeriisitésével olyan uj anyag-

részek is bekeriiltek a ktzépiskolai tananyagba /éﬁrézolé

geometria problém4i, vektoralgebra, analizis egyes kérdé-
sei/, amelyek eredményes ténitésénak tapasztalatait csak
az elkﬁvgtkezendé években sziirhetjiikk le. Ezen anyagrészek-
nél eléfordulé tipikus hibdk elemzését feltétleniil meg
kell el8znie a tanulék absztrahi{lé-képességének szint-
jével kapcsolatos vizégélatnak, hiszen ezekben a tananyag-
részekhen dontd szerepet jdtszik az absztrahdlé-képesség

és ennek hidnyos voltdbél szdrmazdé tipikus hibdk.
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A féiskolai hallgaték munkd jdban el6forduldé tipikus hibdk
kérdédse killdn tanulmdnyt igényel. A kdzépiskolai tananyag bl-~
villése folytdn fellépb hibdk vizsgdlata elvégezhet8 lenne f6-
iskolai hallgaték munkdjdban. / Hiszen az emlitett anyagrészek
jé része a felsfoktatds anyagdbdl valé levitel utjdn keriilt
8 kozépiskoldba./ De nem lenne szerencsés az itt nyert tapasz-
talatokat 4ltaldnositani kozépiskolai vonatkezdsban is /egy-
részt életkori sajdtossdg miatt, mdsrészt azon okndl fogva,
hogy a f6iskoldn matematika szaskon mir csak a "jobbak" foglal-
koznak matematikdval,/

Amellett, hogy gyakorlati munkdm sordn évréi—évre £82-
dagodott tapasztalatom a8 tipikus hibdk szimdt €s minbségét il-
letl8en, tapsztaltadb kartdrsaim segifségének sokat koszonhetek,
akikkel konzultdilhattam egy-egy hiba probléméirél. Készonetet
mondok a fent emlitett kollégdknak, tovdbbd azoknak a kartir-
saknak, akik kﬁzvétve vagy kdzvetlenill segitettek a vigsgéla—
tok és kisérletek véghezvitelében,

Tenulmdnyomban a tipikué hibdk okdra valdé rdmutatds mel-
lett egyidbben e javitds egyik vagy tbb médjdt is tdrgyalom.
Ezeket a javitdsi médokat sikeresen alkalmaztam a hibdk cstk-
kentésében, Természetesen a tdrgyalt eljéréé csgk egyike a
sok javibtdsi lehetOségnek, esetleg nem is a leghatdisosabb,.

YA gyermekek irdsbeli dolgozatainak ... tanulmdnyozisa
és elemzésevigen g0k szempontbél adhat értékes anyagot a ku~
tatds szdmira. Kovetkeztetni tudunk bel8le a gyermekek tudd-
sdra, kiilonbsz3 képességeikre: gondolkoddsuk, képzeletiik fej-

lettségére ... tanulsdigokat kell levonnunk a gyermekekrdl



nyert tapasztalatbll a nevel6-oktats munkdnkre vonatkoztatva'" -
irja Agoeton Gysrgy /1/. |
Azok a kartdrsak, akik szintén éveken keresztiil tanul-

minyozzdk e probldmdt - kisérleteket végeznek, egy-egy nagyobb
| anyagrész befejezése és Osszefoglaldsa utdn iratott iskolai
'nagy" dolgozat kijavitdsa utdn nemcsak statisztikdt készite-
nek a jeles, jé .e;, elégtelen dolgozatokrdl és a dolgozatok ér-
tékelése nemcsak ezen statisztika kihirdetésébfl 411 , hanem -
minden pirossal aldhuzott hiba dnmaga szdmdra is jelent valanmit,
amelyen elgondolkodik - tévébbi javitisi lehetSséggel gazdagit-
hatjdk az éitalam alkalmazott eljdrdst.
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A hibakutatdis rovid torténeti dttekintése

vp természettudés tudja, hogy hiba nélkill észlelet nem
gondolhaté. Azért vizegdlataeindl elére megdllapitja azokat a
hétérokat, amelyek kozott az észlelési hibdk mozoghatnak'és
méisra nem is torekszik, minthogy e kétségtelenill hibds észle-
leti adatokbdl kiszdmitsa a legvaldszini | eredményt. Ha azon-
ban azt tapasztalja, hogy az észlelet hibdi kovetkezetesen a
megszokott hatdrokon tul vannsk, skkor keresi azokat az oko-
kat, amelyek e hibdkat elfidézhetik... Kﬁlénés figyelemnel kell
kovetni azokét a hibdkat, melyek makacsabbak, jelentdsebbek,
tervszeriibbnek l4tszanak a kozonséges aérd hibdkndl és nen
szabad elmulasztani»e hibdk okainak gondos kutatd{sit, és a kel-
16 diagnézis utdn azok orvosldsit" - irja Beke Mané /2/.

A pedagégﬁsok egy része nem vesz tudomdst a-tanulék
matematikai munksdjdban évrdl-évre tapsztalhatd'hibékrdl ill et
ve prakticista dlldspontot foglalnak el; "En a szakmédszertani
kdnyvek, elvek figyelembevételével tanitok, tehdt é ténulék
gyenge képessége miatt fordulnak elS ezek a hibdk" - mondjik
egyesek., "Teljesen folosleges az észlelt hibdk ellen kiizgeni,
hiszen a kozépiskola létszdmdnak jelentés bdvillése miatt a
nagy tﬁmeg‘egy része agyia cseak visézahuzé er8, nincs tehetsége
a matematikdhoz, erémet inkdbb csaek a jobbak szimira kamétoz-
tatom" ~ valljdk mésok; BEzek a pgdagégusok elfelejtik, hogy
az igazi ut az lenne, hogy el89z6r a maguk eljdrdsiban, mésod-

sorban a tirgy természetében és csak harmadsorban keressék a
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hibdt a tanuldkban; Ez az ut valéban sziikségképpen ahhoz a
médszerhez vezet, hogy é tapasztalt, tipikus hibdkat felismer-
jey ﬁsszegyﬁjtse,'elemeéze azokat gondolkodéslélektani vonat-
kozdsban is, majd a hibék okainak megtaldldsa utdn prébdlkozzék
megelfzési eljirdisokat alkelmazni. Ha ilyen irdnyu munkdlkodd-
se néhdny szdzelékban cstkkenti a kritikus hibdk eléforduldsd-
nak szdadt, akkor is jelentés munks t végzett, hiszen valéban
vannak olyan hibdk, amelyeket a legjobb tandri munka mellett
sem sikerlil téljesen kikiisztbblni. A gondolkodds folyamata
ugyenis magéb&n foglalja az egyénben végbemend teljes gbndol—
koddsi folyamatot a maga keriiléutjaival, tévedéseivel, Ha a
gondolkodds folyamatdibdél kihagyjuk a megoldds szempontjibél
keriilé- és tévesllépéseket, akkor eljutunk a gondolatmenethez,
/ Logikei mozzanatok egymésufénja./ A gdndolkodés folymatdban
a pszicholégiai és logikai mogzanatok kozott dltaldban eltérés
mutatkozik; Az oktatds folyamatdban azonban a gondolkodds
pszicholégiai és logikai menete kozel keriil egyméshoé; "W Itt
részben'a4térgy logikdja, részben a tandr 4ltal pontosabban
kdriilhatdrolt kérdések miatt a tanulék gondolkoddsa kénytelen
bizonyos logikal kemtek kdzt maradni... Ift is lesznek egyé-~
ni kitérék és tévedések, csak kisebb mértékben.* /12/ fppen
itt rejlik a tandr egyik legfontosabb feladata, tudnillik igye-
kezzék az egyéni kitérdk és tévedések mértékét minél kisebb
szdzalékra leszoritani. Az egyéni kitérb6k - amennyiben azok

a helyes megolddshoz mégis elvezetnek - nem cstkkentik eredmé-
nyes tanitdsunk mértékét, s6t azt mutatjdk, hogy a tanulék

ondlléan, sablonmentesen gondolkodnak,
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./Természetesen az indokolatlanul nagy kitérék koddsité hatd-

guak, zaverhatjdk a problémamegoldds tisztasdgdt/. .

| Eredményes matematikatanitdsunk a szaektdrgyl kellé-

kek mellett cesak ugy képzelheté el, ha a pedagégus ismeri a

tanuldék gondolkoddsdnak bonyolult folyamatdt, ezért a gondol-

koddsra valé nevelés'kazponti szerephez Juf a matematika tani-
tdsdban., ‘'Képzeljikk magunkat a didk helyébe, é1jiik bele ma-
gunkat gondolkoddsmédjdba, prébdljuk megérteni, mi megy végbe

a didk fejében" — irja Pélya Gydrgy /20/. Nem véletlen tehdt,

hogy a hibdkkal foglalkoz§ kﬁtaték e hibdk okénak feltirdsd-

ban és a hibdk javitdsdnak médjébah a gondolkoddsi folyamat
pszicholégiai és logikai mozzanataihoz nyulnak visszae Nem
kivdnok foglalkozni azok eredményeivel, akik a helyesiréds-,
olvasds-, beszédhibdk, stb. problémdival foglalkoztak / Har-
nisch, Hentscher; Meringer /, a matematika tanit{sdban eldfor-
dulé hibdk kutatéi kozil is csak azokat emlitem, akik a ko
zépiskolai matematika teriletén végemték vizsgdlataikat hazai
viszonylatbane

Beke Mand a matematika tanitdsdban el8forduld tipi-
kus hibdk egész sordt tdrja fel cikkeiben, amelyek szerinte
hérom forrdsbél erednek:

a./ hamis vagy elhamarkodott analégidb6l ezdrmazé hibdk / a
foltételeket mds esetekben fenndllé fbltételekkel megegyés
zéknek vélik, holott a teljes megegyezés hidnyzik/, |

ba/ kbvetkeztetés hibdi /1egt6bbszér a tétel hamaros, elhin—
telenkedett megforditisdbdl erednek/,

c./ & szemlélet hidnyoesdgdbél fekadé hibdk.
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Megdllapitdsai koz6tt szerepel az a gyakorlati tandcs is, hogy
a tandr ne foglalkozzék bdvebben a tanulék eldtt’a hibdkkal,
mert a tanuldk lelkében esetleg jobban megmarad a hibds, mint
a helyess dolog.

Kauffmann, Schmidt és Szenes az 1920-as években el-

s6sorban a tanulék szdmoldsi készségében és a négy alapmilve-
lettel kapcsolatban eldforduld hibdkat vizegdltdk,
Szelianszky Ferenc kutaté munkd jdnak gerincét az

1930-as évekt6l szintén a hibakutatdis neveléslélektani prob-
1émdi alkotjdk,

Cser Andor és Léndrd Ferenc szdmos tanulmdnyban
és cikkben foglalkoznak & natematike tanitdedban el6forduls
hibdkkal., Kiilonds gondot forditanak a matematika tanitdisdiban
fellelhet§ formalizmus veszélyeire.

A hibdk legkiemelked8bb kutatéja Fa:agé.Lészld, aki

‘egész munkdssdgdit az 1950-es8 évektfl a matematikatanitds
problémdinak szentelte. Vizsgdlta a tanuldék matematikei
absztrakcidé-képességét, a logikus gondolkoddsra valé nevelés
terén elktvetett didaktikai hibidkat, aritmetikai feladatok
megolddsa sordn elkaetett tanuléhibdkat, lélektani szempon—
tok érvényesitését a matematikatanitds metodikéjéban. A hibdkat
els6sorban annak alapjdn vizsgdlta, osztilyozta, hogy a mate- |
matikai didaktika melyik alapelvének megsértésébll szdrmaznek,

Mosonyl Kdlmén mélyrehaté elemzés utdn a hibdkat do~

mindns okuk alapjdn a kbvetkezbképpen osztilyoztas
1/ helyteleniil feltételezett analégidn alapulé hibdk
2/ formalizmuson alapuld hibdk
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3/ megszokdson alapuldé hibdk

4/ fogalmak tisztdzatlan voltdbél eredd hibdk

5/ hidnyos eléismei-et 41tal okozott hibdk

6/ matematikail milszavaekbbl, kifejezésekbfl eredé hibdk.

A hibdknak ilyen osztdlyozdsa magiban foglalja a mdr emlitett
kutaték dltal kimutatott hibaforrdsokat, osztdlyokat,; rdmutat
arra, hogy a tanulék szempontjébél a hibdk szubjektiv é€s ob-
jektiv okokra vezethetbk vissza, és lehet6vé teszi a hibdk dif-
ferencidlt tirgyaldsdt. Az dltala vizsgdlt hibdkat a fenti .
osztdlyokba valé csoportositds utjdn tdrgyalja.

Dolgozatomban a Mosenyl dltal megalkotott hibaosz-
tdlyok megtaléihaték, de & hibdkat nem a domindns okuk sze-
rinti csoportokba gyijtve tdrgyalom /hiszen kﬁzépiékoléban‘
méginkdbb érvényes az a megdllapitds, hogy a hibik eredete
igen dsszetett/, hanem a tanitott anyag logikai sorrendjében,
mi4ltal pontosabb rdmutatdis adédik a hibék gybkereire, kol-
cabnhatdsaikra és javitdsl illetve megel8zéei médjukra.

Mielétt az egyes konkréf hibékkal foglalkozndnk,
-emlitsiink meg néhdiny, az egyes hibaosztélyokra vonatkoz§
megdllapitdst,

Az analégia teljesen dthatja gondolkoddsunkat, min-
dennapi bésZédﬂnkét és héfkﬁznapi logikdnkat csakugy, mint a
kifejezés mivéezi eszkdzelt és legmagasabb tudomdnyos tevé—
kenységet. "/20/ Faragé Ldszlé szerint tanitdsunk egyik leg-
£6bb feladata az analégidk tudatos keresésére irdnyulé neve~
lés, A tanuléban készséggé kell vdlnia ,'ezokéssé kell szildr-
dulnia annsk a Viéelkedési formdnak, hogy amikor uj és szo-
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katlan helyzetbe keriil, mindig feltegye a kérdést: "Beillik-e
ez a8 szitudcié megelBzb6 tapasztalataim keretébe,..lilyen ismert
elemeket haszndlhatok fel az uj helyzet értelmezésére és a ve-
le kapcsolatos probléma megolddsdra?" /7/ Pélya Gybrgy szerint
" aligha tudndnk elképzelni olyan feiadatot, amely szdz szdza~
iékosan uj, amely egyetlen eddig meéoldott feladathoz sem ha~
sonlit.ee” /19/ Ezért ajdnlja e médszert: "Nem ismersz vala-
milyen rqiconfeladatot o | .

Az analégia alkaimazésa a tanuldéknidl kiilonféle szinten
torténik, Gyakran alkelmaznak bizonytalan, félreérthetd, sbt
hamis analégidt. A tanuléknil nem meglep8 és nem elitélend61
a helyteleniil feltételezett analbégia alkalmazdea, hiszen ko-
moly matematikusok is beleestek mdr ebbe a hibdba, /Pl. sokd-
ig keresték a negyedfokundl magasébb egyenletek megolddsit
gyokvondsok segitségével - nyilvén a mésod- és harmadfoku
egyenlétek gybkképletének analégidja alepjdn/,

Beke Mand szerint nagy gondot kell forditani a "feltéte-
lek pontos és gondos mégéllapitéséra, a feltételekben mutatkozé
kiilonbségek szigoru kidomboritdsira" és a mechanikus, értelem
nélkili ezdnitdsok kikiiszobolésére. Vamnalk olyan elemek, ame-
lyeknek mechanikussd kell vdlniok, de ezt elézze meg az illet6
elemnek a mély 4tértése,

A matematikal jeldlések is gyakran analégidt sugallnek
a tanuldék. szdmdira ol&an_esetekben is, amikor ésak formai ha~-
sonlésdgrél beszélhetiink, ugyasnakkor a tartalom tel jesen kiilon-
b6z6s A helyteleniil feltételezett anqlégié.ﬁ alapulé hibdkkal -
meglehetdsen sok tanuléndl taldlkozunk.
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A formalizmuson alapulé hibdk szdma is jelentSs. A me-
tematikatanitds formalizmusdnak megakaddlyozdsdra igen sok
t6rekvésrél olvashatunk e szakirodalomben., Volték és vannak
olyanok, skik a tanulék ismereteinek készséggé valé begyskor-
1484t a formalizmus elleni harc irigyén elhanyagol jdk. A forma-
ligmus pedig a formdnak a tartalomtél, az elméletnek a gysRor-
lattél valé elszakaddsit jelenti. |

A tanulék metematikai ismereteinek formalizmusa & mate~
matikal cluéletet formalizdld nyekv hidnyos és helytelen ta-.
nulményozdsédnak az eredménye. A matematikai nyelv szintakszi-
sénak tanulmdnyozdédtél valé eltdvolodds és szemantikdjdnak
elhanyagolésa azt eredményezi, hogy & tanuléknak emlékeznitk
kell a szimbélumbkkal végzett miiveletek form4lis szabdlyaira,
azok értelmének beldtdsa nélkiil. Err6l tanuskodnak tobbek ki-
z6tt azok a2 hibdk, amelyeket a tanuldk az algebrail kifejezé-
sek olvasdeakor kdovetnek el, vagy pedig akkor, amikor a széban
megfogalmazott kifejezéseket a matematike nyelvén kell leirni,
A formalizmust "az emlékezetnek a megértés £518tt valé elha-
talmasoddsa jellemzi® - irja Sztoljdr /24/.

Sok tanulénil taldlkozunk a szabdly beti s'zerin.ti, merev,
vak alkalmazdsival olyan esetekben, amelyekre a szabdly alkal-
mazhaté €és olyan esetekhen is, amelyekre a szabdly nem alkal-
mazhaté. " Az igazi alkotdé szellem a szébélyt természetes
kéﬁnyedséégel az itéléképességgel valé alkalmazdsiban nyil-
vdnul meg olyankor, amikor a szébély valéban alkalmazhaté, anél-
kill azonban, hogy a szabdly szavai akdr egy pillanatra is el=-

feledtetnék a feladat lényegét, vagy a helyzet kindlta lehe-
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t6ségeket" - irja Pglya Gyorgy /20/. A matematikai jeldlés nem
formalizmust jelent, s6t nehéz gondolatmeneteket rdgzithetiink
sza?ak haszndlata nélkiill. Bzek az dbrdk és jelek szorosan kap-
csolédnak a matematikai gondolkod4shoz, hasznilatuk segiti az
értelmet.

A szabdlyok és képletek tudisdnak megktvetelése és be-
gyakoroitatésa tehdt nem formalizmus,"ha mégotte konkrét pél-
ddkon épiilé, konkrét példdkon alkalmazhaté tuddist is megkbve-
telinks Az értelmes tuddst a szavakban valé elmondds tudato=
sabbd, tartésabbd és alkalmazhatlbbd teszi" - irja Cser An-
dor /4/. Azt Aem kell szintén vitatnunk, hogy szikséges a he-
lyes gondolkodédsi formdk, miiveletek és médszerek beidegzése,
sutomatizdldsa., "Bizonyos esetekben tehdt a tﬁdatosség nem
sziikséges, s6t hidnya gazdaéégos" -~ irja Kelemen L4szlé /12/ -
mert a tudatot felszabaditja més’irényifé miiveletek végzésére -~
feltéve,.hogy‘az automatizdlt komponens kiépitése a fent el-
mondottak értelmében helyesen megtortént. A formalizmusbdl
eredd hibdk jérésze a nem kelld médon dtgondolt és elemzett
tandri munkdbél szdrmazik, amelyek elléni kiizdelem még foko-
zottabb erffeszitést kivédn a tandrtél, mint az ugynevezett
“tanuléhibgk", | |

A megszokdson alapuld hibdk nagy veszélye abban rejlik,
hogy a tandr el8tt sok esetben csak akkor lesznek nyilvédnvalé-

-ak, amikor a tanulé esetleg mdr huzamosabb ideig "1t ezzel a
lehetdséggel”, Egyes tanuldk ugyanis a sajd4t maguk éltal ki-
alakitott doigokat - amelyekrdl nem veszik észre, hogy hamis
kovetkeztetésen alapulnak -~ alkalmazzdk kiilonosképpen ondllé
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munkdjukban /hizi feladatok/., Fellemz8 ezekre a tanulékra, hogy
a problémikat leegyszeriisitik abban & tudatban, hogy az 4lta-
luk kigondolt eljdrds éokkal egyszeriibb, mint a tandr eljdrédsa,
A legtobb esetben nem mondjdk el a tandroknak, esetleg csak tdr
saiknak, igy sokdig rejtve maradnak ezek a hibdk. Ha nincs kel-
18 ellenérzés és minden tanuléval szoros kontsktusunk, akkor
ezek a hibdk megszokdssd vdlhatnek ég megsziintetésik cesak hosz-
szu, tirelmes munkdval lehetséges. /A megszokds ugyanis igen
erGs 'ellenzést vdlt ki minden kiils§ beavatkozdssal szemben./

A megszokdson alapulé hibdk kﬁlﬁnﬁsén az er8sen inhomogén ké-
pességii osztdlyokban fordulnak elS, ha a tandr a gyengébd ta~
nuldékkal valé foglalkozdst a jobbak haladdsdnak érdekében el-
hanyagolja.

A fogalmak tisztdzatlan volidbsl eredd hibdk ceeknem
kivétel nélkiil a té.nér munk4 j4b6l szdrmaznak. A matematika
absztrekt fogalmekkal dolgozik, ebbdl tistént kﬁvetkezik, hogy
a fogalmak kialakitdsira a tandrnak kiillonts figyelmet és gon-
dot kell forditenia, Igen sulyos kovetkezményekkel j&r abbél
a szemléletbll ered§ hiba, ha a tandr elhamarkodottan, feltile-
_tesenlintézi-el az uj fogalmak kialakitését. WEz+t igy defini-
d4ljuk, ezt igy jeloljlik, ezt 4ltaldnosan igy irjuk és mondjuk"-
taldlkozunk hasonlé rovid elintézési médszerekkel azon jelszé-
val, hogy ugyis az alkalmazisa a lényeges, ne fecséreljilkk hit
az id6t feleslegesen, Ilyen felfogés mellett a tanulé nem tudjg
belehelyezni a mér birtbkéban 1év6 ismeret és fogalomrendszer-
be az uj fogalmat, iires forma marad szdmdra, Eszre kell venni,

hogy he kezdetben "idé%t nyert" is a tandr, késébb azonban kdros
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kovetkezményekkel jér'az alkdnazdsok felismerésénél és tech-
nikai véghezvitelénél. Ha pl; nem tortént meg & helyes foga-
lomalkotds az algebrai alapismeretek tdrgykdrében, akkor az
egyenletek és egyenletrendszerek témekdrében olyan dthidalha~
' tatlén nehézségek és hibdk sora zudul & tanuldkra, hogy tani-
t4dsunk csfdjédvel kell szdmolni. Pedig a helyes fogalomkialaki~‘
tds utjdt jrva ebben a témakorben 14tjdk a tanulék addigl P4~
radozd sunk reélizélédését, gyimtlcsét. A sziveges egyenletek
megoldésénak nyomaszté 1égkorét megszﬁntettﬁk ezzel, hiszen
szellemi energiéjukat csak arra kell forditani, hogy "a felada-
tot a matematika nyelvére kell 4dtiilltetni, vagyis a feladat
absztrakt natematikai modelljét kell megalkotni®./12/
Mencsinszkaja, Flesner, Kalmikova és Kelemen is hang-
sulyozzdk, hogy a fogalomalkotds nem egyszeri absztrakcié'ered—
ménye, hanem hosszu milveletsoroké. Az igazi megértés és fogal-
mi miiveletvégzés alapja az ismeretek rendszerbe foglaltsiga.
Leszikitjik a fogalomalkotdst és nem tartjuk be a fenti megdl—-
lapitdsokat pl., akkor, ha a sinus fogalmit elintézzik azzal,
hogy sin =-% « Ez form4lis, verbdlis tuddst ad a tanulénak,
bir sok esetben automatikusan helyesen alkalmazza, de mélyebb
értelmezését8l pl. a hasonlésdg fogalmdval vald kapcsolatdinak
megldtdsitél megfosztjuk a tanulét. A fogalmak tisztdzatlan vol-
t4b61l szdrmazd hibdk észrevétele igen konnyii és szembetiing, ha
taldlkozunk velilk, ne restelljink ﬁnkritikétvgyakorolni tani-
tdsunkrdél. Kivdnatos, hogy ismétel jik el bSvebben, mélyreha-
t6bban 2 fogalom kialakitdsdt akdr a mi hibdnk, ak4r az eldzé ‘

osztdlyban keresend§ a hiba eredete,
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A hidnyos el8ismeretekbll szdrmazé hibdk erlsen gdtoljdk
tovdbbhaladdsunk iitemét. A tanuldék ismeretébdl hidnyzik egy
l4ncezen, lehetséges, hogy eldzdlég kiépitettik ezt a ldncsze-
met, de neﬁktartottuk gondosan "karban", feledésbe meriilt, Bdr-
melyik eset 411 is elfttink, hibék forrdsdt jelenti, amely hi-
b4k a tanuldk munkd jdban felismerhetdk. /’Keresheté a hidnyos
eldismereteknek oka abban, hogy a2 tananyag mennyiségileg eset-
leg tulméretezett és hidnyzik a kelld értelmi feldolgozds,de
& korszeriitlen - verbdlis, kozl6, memorativ, stb... - okta-
tdsi médszerekben is./ Ezek a hibdk szorosan Gsszefiiggnek a
mdr tdrgyalt tobbi tipusu hibdval, javitdei médjuk nyilvdnva-
l16an a hidnyok utélagos p6tldsa.

Végiil megemlitjilk a matematika sajdtos nyelvébdl, kife-
jezésébél, jelblésrendszerébll és miiszavaibdél szdrmazé hibdkat.
Ezen hibdk eredetének tobb oka lehet; Bizonyos esetekben a mii-
szé vagy kiféjezés nem azt a matematikai tartalmat jelenti,
amelyre a mindenﬁapi életben haszndljuk. A tanulék nyelvi ne- .
hézség vagy kényelem miatt csak a magyér megnevezését tartjdk
a maguk szémérg kttelez6en megtanulandénak és ha idegen szdval
halljdk, akkor keverik mds fogalmakkal.Zavarélag hat tsbb tanu-.
léra, hogy ugyanaét a matematikai fogalmat, milveletet, objek-
tumot tobbféle jeloléssel, kifejezéssel is illetjilkk, amelynek
sok esetben tdrténeti, hagyomdnyos értelmiik van /pl. az a és
b szorzatdnak jelolésére alkalmazva ldtjuk s a x b, a + b, 45
- ab/. "fltaldban jobb egy objektumra pontosann egy jelet hasz-
ndlni, és mindenképpen elkeriilend§ t6bbféle jelslés onkényes
vdltogatisa" - irja Pélya Gysrgy /19/.
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Ezen hibdk megellzésében mdr sokat tett a tandr akkor, ha
tudatositja nyomatékosan és ismételten a tanuldk szdmdra a
tobbféle megnevezés matematikai azonossdgdit, ha kis kitérlket
,tesz.az egyes miiszavak vagy idegenbll dtvett szavak megmagya-
rézéséra, mégyarra forditdsdra /exponens, logaritmus, quotiens,
differencia, rddiusz, konvex, konkdv, abszcissza stb. /, mert

ezzel sok esetben szemléletes tartalommal pirosul a megnevezés.
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Vizsgdlatok és kisérlet leirdsa, értékelése

Vizsgdlataimat és kisérletemet négy kozépiskola elsb és
mdsodik oszt{lyaiban hajtottam végre. Hdrom osztdlyban feladat-
lapos viZSgélatbt végeztem a feltételezett hibdk elSforduldsi
gyekorisdginak felmérése, analizdldse végett, egy osztdlyban
pedig a tapasztalt hibdk megellzési illetve javitdsi médjédnak
kiprébdldisa céljdbSl kisérletet folytattam. /Mezdberény, Oros-
héize, Hédmez8vdsdrhely, Szeggd/. Az iskoldk kivdlasztdsdnidl
az a szempont vezetetf, hogy 1égyen k6zottik kisebb és nagyobd
iskola, kis multtal, de a jov6ben is mikkddd vidéki iskola, tra;
dicidkkal és tapasztalt oktatd gdrddval rendelkezd§ iskola,

Az osztdlyok megvdlasztdsdndl figyelembe vettem, hogy
ne tul gyenge, de ne a legerSsebb osztdlyt bocsdssdk rendel-
kezésemre. A kivdlasztott osztdlyokban tanité kartirsak sze-
mélyére is tekintettel voltam. / Fiatalabbak és id8sebbek, a
feliigyeleti szervek véleménye szerint jé és kizepes eredmény-
nyel oktaté kartdrsak. /

A vizsgdlatok illetve a kisérlet azonos Ffeltételek mellett
folytak le, sugds és puskdzds veszélye elkeriillése végett elf-
adétermekben végeztilkk, ahol lehetlség adédott a tanulédk szét-
il tetésére,

El6kisérletet folytattam az Osszedllitott feladatsor
megolddsdnak iddtartama megdllapitdsdra. Az elSkisérlet alap-
Jén a feladatok megolddsdra szdnt idét redlisan megdllapitot-

tam, Nem az volt a cél, hogy minél kevesebdb id8 alatt oldjdk

meg a feladatokat, hanem, hogy mindenkinek legyen ideje megol-
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dani azokat. Az igy megdllapitott idStartam a késébbi vizsgd-
lati osztdlyokra és a kisérleti osztdlyra kdtelezd érvényi
volt.

A vizsgdlatokat és a8 kisérletet minden osztdlyban ab-
ban az idében hajtottuk végre, amikof a szaktanir a tanmenet |
alapjdn befejezettnek nyilvédnitotta a szébanforgs tdrgykirrel
valé foglalkozdst és ujabb tdrgykdr tanitdsa kdvetkezett, a
mésik részét pedig az év végi ismétlés utdn. A fent emlitett
megszoritisokkal igyekeztem a kisérlet komplexitdsit adé fel-
tételeket kozel szonos korldtok kbzé szoritani, hogy mind a
vizsgdlatok, mind pedig a kisérlet eredménye minél jobban az
dltaldnos érvényit, a réélis dllapotot mutassik. ‘

A feltételezett hibdk el8forduldsdival, javitdsi és
megelbzési médjdval éveken keresztiill foglalkoztam oktatd-ne-
veld munkdm sordn. Vizsgdlatokat és a kisérletet ezen tapasz-
talatok mellett azért végeztem el, hogy a szubjektiv megi té-
1és veszélyének érzése aldl mintegy feloldddjak. A késlbbiek-
ben ismertetett vizsgdlatok és kisérlet eredményei lényegében
megegyeztek sokéves tapasztalatommal, természetesen egyes hi-
bdk ritkdbban fordultak elf, mint a fgltételezésem és addigi
tapasztalatom alapjdn vdrtam volna. Ugyanakkor olyan hibdk is
felszinre kerilltek, amelyeknek el6forduldsit tanitdsom sordn
egydltaldn nem, vagy igen ritkdn tapasztaltam. Az egyes vizs-
gdlati osztdilyokban a hibdk eléforduldsdnak szdzalékos ardnya
ugyan bizonyos szérdst mutatott, de az a tény, hogy az élta;
lam tanitott osztdlyokban és a vizsgdlatok szerint a személyi-

leg és terilletileg kiilonbdz8 mindhdrom osztdlyban ugyanazok
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8 hibdk jelentfs szdmban eldfordultak, arra enged k6§etkeztet—
ni, hogy a feltételezett hibék,eldfordulésa,bizonyoé valészi-
niieégi szinten 4ltaldnosnak mondhatd.
A kisérleti osztdlyt killonos gonddal vdlasztottam ki. Mi-

vel nem lehetséges ugyanabban az osztdlyban vizsgdlatot és a
tapasztalt hibdk megelSzésére szdnt beavatkozdst /kisérlet/
egyszerre végezni és ilymédon a beavatkozds hatdgdt megdlla-
pitani, ezért olyan kisérleti osztdlyt vdlasztottam az egyik
vizsgilati osztdly mellé, hogy a mellékfeltételek kizelitSen
konstansnak tekinthetfk legyének, hogy a varidbilis tényezlk
/tudnillik a vizsgdlt hibdk javitdsdra, megel8zésére tett eré—l
feszitések/ hatdsa minél jobban megmutatkozzék; A tovdbbiakban
X osztdlynak nevezem azt a vizsgélati'osztélyt,”amelylmellé
vdlasztottan a kisérleti osztdlyt. Ezen osztdlyokban tanité
kartdrsak tébbéves tapasztalattal rendelkeztek és a megitélés
szerint hasonlé éredményességgel fanitottak; Az X osztdly 16t~
szdma 36, a kisérleti osztdly 1létszdma 34 volt., Mindkét osztdly
ban ugyanolyan felmér8 dolgozatot irattunk és e dolgozatban mu~
tatott teljesitmény , valamint a szektandrok véleménye alapjén
25-25 olyan tanulét vdlasztottunk ki, akiknek matematikai tel-
Jjesitménye azonosan oszlott meg az 5-4-3-2 osztdlyzat ktzott.
Az ilyen kivdlasztds az egyes osztélyokban tanité tandrok szub-
jektiv megitélését nagy mértékbam csdkkentette. |

| A felsfbb osztdlyokban végzett vizsgdlatoknak és kisér-
letnek a fent emlitett médon vald megszervezését mellbztik
/tobbféle helyi- és személyi feltétel hidnya miatt/ ezen hi-
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bdk megelbzésére illetve javitdsdra a tanulmdnyban szerepld
médszereket kdzépiskolai munkdm sordn éveken keresztil foly-
tatott kisérleteim alapjdn Esszegezem;

A kisérleti osztdlyban a szaktaﬁérral kazﬁsen megbe-
széltik a vdrhaté hibdkat minden anyagrész tanitdsa elftt, a
tanitdsi érdkon tudatosan eldidézte /magyardizatban és példa-
megolddsokban/ a vdrt jelenséget anélkiil, hogy a tanulék fi-
gyelmét erre felhivta volna. "Belevitte"az G6ra menetébe a jé-
nak vélt megelfzési illetve javitdsi elképzeléseket; A tirgykor
befejezése utdn oldottdk meg ugyanazokat a feladatokat, mint a
vizsgdlatban szerepld osztdlyok. »

Mind a vizsegdlatokndl, mind pedig a kisérletnédl a ta-
nulék rdirtdk nevikket és osztdlyukat a feladatiapra. Ezzel mint
egy komolyabb erdkifejtésre késztettilk a tanulékat., Ugyanakkor
az osztdlyokban tanité kartdrsak szémdra is gyimdlcscz6 volt,
mert feltirultak aléttik az egyes tanuldék hib4i, amelyeket ké-
s6bb hasznositottak tovdbbi munkéjukban. Szdmomra azért volt
fontos elsésorban a nevek felirdsa, mert igya dolgozat kijavi-
tdsa utdn egyéni beszélgetést folytathattam /exploricié/ a
tanuldékkal & hibdk okdnak feltdrdsa érdekébam, illetve a ki-
egészité kisérlet megszervezésére tdimpontot adotf.

A feladatok dltaldban egyszertiek voltak. Ezzel a kovet-
kazd célokat kivdnteam elérni:
’a./ ne vegyek el sok idét az iskola tervezett, normdlis elG~-
rehaladdsa folyamat4ibdl, |
b./ ardnylag mindenki oldja meg & feladatokat, foglalkozzék
velﬁk, ‘
c./ &z Osszetett feladatok megolddsa sordn eléfordulé hibdkat
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"meztelenre" vetk8ztettem, csak annyitkdritést"hagytem
meg, amely a vizsgdlt jelenséget nem fosztja még ugyan kér-
nyezetét8l, de folosleges sallangok néikﬁl 411 eldttink,

d./ & vizsegdlt hibdkat - ahol kézenfekvé - a matematika jele-
ivel 4ltaldnos formuldval is felirassam.

A kisérleti eredmények értékelésénél egyrészt Osszeha-
sonlitom a kisérleti osztdly eredményét a vizsgdlati osztdlyok
egyittes eredményével, mésrészt az értékelés és OUsszehasonli-
t4s finomitdsa végett az X osztdly eredményével. Némely eset-
ben a bheavatkozds hatésosségénak megdllapitdisdra a matematikai
statisztika médszereivel dolgozom, hogy a vizsgdlt populdcid
vonatkozdsiban dltaldnos megdllapitdst tehessek. Egyes anyag-
részek tanitdsdban az elméleti és gyakorlati munkdra fordltott
idé helyes arényénak megdllapitdisdra torekszem. .
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A vizsgdlt tipikus hibdk tdrgyalidsa

l. hiba

am———————

Az algebrai kifejezések szdmértékének kiszdmitdsa sordn igen
gyakori hiba az els§ osztdlyban /de még felsdbb osztdlyban is
el§fordul/, hogy a tanulé nem tesz killonbséget a

-n? és (-n)2

kozott,

Vizsgdlat

a./ Szdmitsuk ki
—n2 + 1
kifejezés értékét, ha n=2,
b./ Szédmitsuk ki
-nz + 1
kifejezés értékét, ha ne=3,
Azért adtam a/ és b/ feladatot, mert
1./ a "vdrt" hibds megolddsok értékelésénél el akartam
keriilni a véletlen, az elirdis esetleges szerepét,
2./ az ﬁn" értéke pozitiv és negativ is legyen;
A vizsgdlati eredmények értékelése utdn azonban igazolédott,
hogy hii képet adott volna csak az egyik feladaﬂés, mivel azok
a tanulék, akik hibidt kévettek el az a/ feladatban, cseknem

mind a b/ feladatot is rosszul oldottdk meg.
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A vizsgdilat eredménye a kovetkez6 volt:
X osztdly 17 /6877 hibdtlan 8 /32% hibds
Y v 28 /66%/ " 14 /33%
y o 21 /59% 19 /0%
A hérom osztdly egylittes eredménye:
72 /64%/  hibdtlan 41 /36%/  hibds
A hibids hegoldésok csaknem mindeﬁ esetben azt jelentették, hogy
wvaz 8/ feladatban a helyes eredmény /-3/ helyett /+5/-5%, a
b/ feladatban /-8/ helyett /+10/-et jelﬁitek meg.
A hiba forrisa nyilvdnvaldan a kﬁvetkezé hibdis okoskoddss
-n2.+ l = (--n)2 + 1
Megtanulta a tanuldé a negativ szdmnak negativ séémmal
valé szorzdei szabdlydt /vagy ennek megfogalmaezdsa maradt meg
benne olymédon, hégy a negativ szdm négyzete pozitiv/ és meg-
szokés-glapjén a varidnsok értékelése, gondolkodds nélkill al-
kelmazzas
" .e» ha n=2, skkor minusz "n" egyenlé minusz kettével, minusz
kett6 négyzete pedig plusz négy. Az igy kapott eredményhez hoz-
zdadjuk az l-et, kapjuk a /+5/-5t."
A tanulé fenti hibds okoskoddsinak megnaraddsfhoz je-
lent6sen hozzdjdrulnak még a kovetkezb okoks
1/ az algebrai kifejezések tagolt, "szemléletes" olvaddedngk
hidnya /"minusz n négyzet" és "minusz n a négyzeten"/,
2/ az egytitthaté fogalmdnek /kilénds tekintettel a /+1/ és
minusz 1 egyiitthatékra/ tisztdzatlan volta;' Nem 14tja a
tanulé, hogy tulajdonképpen a kévetkezdrdl van sz6

-n?+1 = (= 1)n2 +1
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/ 1tt szerepet jétszig az a szemlélet is, hogy az egyes szdm
a tanulé legkordibbi szdmbeli élménye és kés6bb elhomdlyosult
az egységnek a szerepe, lekicsinylden kezelik. Ez abbll a
mondék4bdél is kideriil, hogy '"az egy sem nem 8ZOrOoz, sem nen
oszt"e/

Kigérlet

A szaktandrral elére megbeszéltem, hogy aergyes tani-
tdsi 6rdkon e témaksr tdrgyaldsa és begyaskorldsakor sor‘kerﬁl—
jon a fent eﬁlitett megelBzési és javitdsi elgondoldsokra iss

Gyakorolta a tanulékkal az algebrai kifejezések olvasd-
sdt, Nem engedte meg, hogy & tanuldk felﬁletesen és_pontatia-‘
naul haszndljdk az olvasdsndl és besiédjﬁkben a "minusz n négy-
gzet" és "minusz n a négyzeten" kifejezéseket., Megoldottdk a
 tenulék aktiv kézremilkddéeével, hogy vajon n-nek van-e olyean
‘szdmértéke, hogy

-n® = (-n)?
A megoldds utdn megnyugvdssal 1l4ttdk, hogy ez csak n=0 eset-
ben lehet igaz.
Az egyiutthaté pontos meghatdrozdsa utdn a kdvetkezd xérdé sek~
re adtak védlaszts
Mi az egylitthatéja 2a-nak

" L 332_nek
. + . &_nak

" " ) a 2_nek
(1] L a

3 -nak
" H 2a

3 -nak

f " 2

5 & -ngk
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Mi az egyﬁtthaféja ~a~nak
" " -5a’-nek

f? "

R d

a ~nek
” " -“

" "

2
28
5 —nek
2
3 a -nak

Szorozzuk meg a~t minusz l-gyel: a(-1) # -8
Szorozzuk meg a’~et minusz l~gyels az(—l) = -a°

Igy tudatosabbd v4lt, hogy minusz a, minusz'gz tulajdonképpen
azt jelenti, hogy

-8 = (=1l)a

-a?= (-1)a?

Ilyen el8zmények utdin kerﬁlt-aor‘a kisérlet lefolydsdra, mely=~
nek eredménye a kdvetkezd: |

Hib&tlan megolddss 22 /88%/

Hibds megoldds: 3 /12%

A hérom hibdzé tanulé kozil egy tanulé nem el8jel, hanem
szdmoldsi hibdt vétett / nyilvén figyelmetlenségbbl/, a mdsik
két tanulé tovdbbra is a mdr emlitett hibdt kdvette el,

A kisérleti osztdly eredményének a hérom osétély egylit-
tes teljesitményével illetve az X osztdly eredményével vald
tsszehasonlitisdval l4thatjuk, hogy a hibdk el6fordulssa 36/
illetve 32%-x61 120/,,-1-9. cedkkent.

A kisérlet eredménye igazolga Kelemen Lészlé megillapi-
t4sait is. Megfelell gondolkodtaté feladatrendszerek, sorok

segitségével a gyengébb tanuldk tel jesitménye ugrdsszeriien
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emelkedik a miiveletvégzésekben., Ezek a feladatrendszerek se-
gitik a tanulékat az alapkérdések és Osszefiiggések tisztdzi-
sdban és biztonsdgosabban kezelik ezekutin a gyakoriati alkal=~
mazd sokban,

A bevezetdben emlitettem, hogy az X osztdly és a ki-
sérleti osztdly esetében igyekeztem‘a kisérleti feltételeket
azonos médon megszabni. A két osztdly kisérleti feltételei
kozott ceak egy feltétel killonbbzott, ez a feltétel az, hogy
a kisérleti osztdlyban a kisérlet lefolytatisa elftt a fent
enlitett javitdsi és megelfzési eljdrdsokat slkalmaztuk, A
matematikai statisztika médszereivel megvizsgil juk, hogy ez
" az egyetlen nem azonos kisérleti feltétel a két osztdly telje—
sitményében szignifikdns killonbséget eredményezett-e, vagyis
hogy beavatkozdsunk hatdsos volt-e ? Ha hatdsos volt, az azt
Jelenti, hogy igen kicsiny a P valésziniisége annak, hogy pusz—
tén a véletlen folytdn /tehdt ugy, hogy a beavatkozdsunk hatds-
talan/ kapndnk az észlelttel megegyez6 nagysdgu vagy annil na-
g8yobb eltérést a két osztily tel jesitményében,

Azoknak a tanuldknaek a teljesitményét, akik hibdtlanul
oldottdk meg a feladatot l-essel, a hibéf elkbvetl tanuldk
teljesitményét pedig O-val jeldlom.,

B8 h n1+n2

képlet alapjén kiszdmitom "t" értékét. A "t" érték kiszdmitd-

sa utdn a Student-féle “t“-préba tdbldzata alapjdn megilla-
pitom a szignifikancia fokdt.
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x: a kisérleti oéztély egyéni teljesitményei

X3 " " teljesitményének dtlaga

Xt az X osztdly egyéni teljesitményei

x4 wooon tel jesitményének dtlage

n,: az X osztdly létszdma/akik & vizsgilatban résztvettek/
n,: a kisérleti osztdily létezdma

(x - x)2+ (x - x)2
(nl-- 1) + (na- 1)

8 =
Szabadedgi fok: 0+ ,-2

A szdnitdst meggyorsithatjuk, ha felhaszndl juk a kivetke-

z8 Usszefiiggésekets

‘ 2
J(x - %)% = 212__(_{&)__

o,
Jix'-%)2% = £. .(.Z_Z‘:.).E

Ry
A képletben szerepld mennyiségek értékeis

X osztily : Kisérleti osztdly
x=%=0,68 | x=%2=o,88
T x%= 17 ' Sx°= 22
2 2
(Zx)° _ 289 _ (2 x)¢ _ 484
0 55 11,56 | ryenll o 19,36
Y (x'-%)2 = 5,44 T(x - %)% = 2,64

\| 5,44+2,64 |/8,08 _
.B =V—L—7§l_. =y—4‘-é— = 0,41

0,88-0 68" 25 25
t= e ot

t = 1,805
A "t" tdbldzat alapjdn
| 0,05<2<0,10
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Eredményiink tehdt azt mutatja, hogy S-IOQA'a véletlen
szerepe abban, hogy a kieérleti osztdly jobb eredménytuért el
az X vizegilati osztdlyndl, 90-95 !4 a beavatkozds hatdsdnak
tulajdonithaté. Beavatkozdsunk hatdsa bir nem mondhaté szig-
nifikdnsnak /hgyanis}P<;5?€ esetében beszéliink a pedagbgiai ki-
sérleteknédl szignifikdns hatdsrél/, de a szignifikancia hatéd-

' T4n mOzog.
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2. hiva

Az algebrai kifejezések szorzdsdnak témakdrében gyakran
elkgvetett hiba, hogy a tanulé tobbtényezbs szorzatot ugy szo-
roz meg egy tényezdvel, hogy a azorzét minden tényezbjét szo-
rozzae. Altaldnos formuldval ez a hiba igy irhaté |

a(bc) = abac
Itt nyilvdnvaléan helyteleniil feltételezett analégia a hiba
x6zvetlen okas A tanulék ugyanis megtanultdk a tobbtaguak szor-
zdsdnak szabdlydt, vagyis hogy a tibbtagu minden tagjdt szoroz-
zuk a szdmmal, / a(qic) = abtac /s 68 ezt a szabdlyt dtviszik

a tobbtényezbds szorzat szorzdsira is.

Vizsgdlat

Végezzilkk el a ktvetkezd szorzdsokat:
1/ 3(=2)(-5)
2/ 2a(-3b 4c)
3/ -2(a+b)(c+d)
A hirmas feladat a kovetkezd célokat szolgdlta:
a/ egyik feladatban ne szerepeljenek betilkk, csak konkrét szdmok
b/ a mdsik feladatban betik 1is szerebeljenek és a2 tényezbk egy-
taguak legyenek | | '
¢/ a harmadik feladatban a tényezbk kozdtt tobbtaguak is le-
"~ gyenek,
A fizsgélat'eredményeit a kdvetkezbkben foglalom &ssze:
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1. feladat
X osztdly 20 /80%/  hibdtlan 5 /20%/ hivés
Y " 31 /740/‘/ " 11 /26%/ "
v 28 /61 %/ " 18 9%/
A hdrom osztdly egyilttes eredménye:

79 /69 %/ hivAtlan 34 /31%/ hibés

A 34 hibdz6 tanuld kozil 6 tanuld el8jelhibdt vétett, 28 tanu-
16 a mdr emlitett helyteleniil feltétetlezett analégidn alapu-
16 bibdba esett. / 3(-2)(~5) = (-6)(-15) = 90 /. Kilenc tanu~-
16 amellett, hogy.hibéaap eldotta meg a feladatot, a zdréjel-
hagzndlat fontossdgdt sem érzi, ugyanis z4rdjel nélkil irja le
& megolddst '
| 3(=2)(=5) = =6+~15 = 90.

A zéréjel elhagydes miatt ezen tanulék egy része & sulyod hiba
mellett még egy hibdba esik, mivel a

| | —6:-15 =21
eredményt hozzdk ki,

2. feladat
X osztdly 18 /727¢/ hibdtlan 7 /28%/ hibds
Y " 27 /64 %/ . 15 /36%/ v
U "o 25 /549 " 21 /46%/
Osssesitett eredmény: o
70 /62%/ bivdtlan 43 /38%/ hivds

A 43 hibdzé tanuldé koziul 7 tanuld elbjelhibdt vét, a tobbi
a hibdk szempontjdbdl a kGvetkezb médon oszlik meg:
24 tanulé igy okoskodik

2a (-3b . 4¢c) = -6ab: 8ac = ~48 a2ve
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6 tanulé megolddsa igy néz ki
2a (-3b 4c¢) = -6ab + Bac

Ezek a tanuldkvtehét amellett, hogy a szorzat mindkét ténye~
2§ jét besécrozzék 2a~-val, még azt a hivdt is elkévetik, hogy:
a részletszorzatok kozé a szorzds jele helyett Osszeaddsi je-
let irnak. Ez méginkdbb megerfeiti az elbre feltételezett
hibaforrdst, t.i. azt, hogy ménnyire a tobbtagu Usszegnek a
pzorzasi szabdlydt igyekszenek érvényben tartani a tébbténye-
z8s szorzatnak a szorzdsa esetében is.
3 tanuld teljes té}ékozatlanségot drul el, értelmetlen Gssze-
visszasdgot ir le, megnyugtatva mggdit, hogy meg tudta oldani a
feladatot. _

A 2. feladat eredményének az 1, feladat erédméﬁyével va-
16 6sszehasonlitdsa utdn azt a-kﬁvetkeztetést vonhatjukx le,
hogy azok a tanulék,akik az elsd§ feladatot hibdsan oldottdk
meg, a misodik feladatban is hibdztak /hdrom tanuld kivételé-
vel/. Bz kézts vondsa a két feladat rossz megolddsainak, va-
gyié a hiba oka is ugyanaz. Az a tény viszont, hogy 31ﬁé-rél
38?{-ra emelkedett a hibdt elkoveték szdma, azt mutatja, hogy
a helyteleniil feltételezett analdgia mellett igen sok tanulét
a betilkifejezés is "zavar", a betik iintegy sugalljdk a hiba
elkovetését, Enhek oka, hogy a tobbtaguak szorzdsszabdlya nem
konkrét formdban €1 a tanuiékban /tehdt nem igy pl., hogy
2(5+7) = 20 5 + 2~ 7 /, hanem az a(b+c) = ab+ac 41ltaldnos
formuldban /amely killonben taﬁitﬁsunk célja is/, ezért mig
a csgak numerikus formdban adott feladat megolddsdndl legtobben

el is gondolkodnak a megoldds helyességén, addig a betiiszdmok-
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kal adott feladatndl az a{(b+c) = ab+tac azonossdg emlékezetben
vald megléte miatt killonosebb meggondolds nélkiil "rdhuzza®

a tobbtényezlbs szorzatra is, vagyis a(bc) = ab: ac vagy
"a(be) = ab+ac.

Megldtisom szerint a szdmfogalom bdvitései sordn az
egyes miiveleteknek és a miiveletek kidzds tulajdonsdgaira vo-
natkozé kommutativ, asszociativ és disztributiv tulajdonsdgok
a tanuldék szdmdra ilires, formdlis képletek maradnak; Sok tandr
er8siti is ezt a hmﬁét azzal, hogy elmulasztja, elsieti ezen
tulajdonsdgok jelent8sdgének megmutatisdt, inkdibb csak formi-
lis elméletieskedésnek tekinti. /Hiszen s tanulék szdmira is
nyilvédnvalé, hogy ab=ba, a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b)+c, a(bec)=(ab)e,
a(b+c)=ab+ac jelszéval/. Hogy mennyire fontos a fent emlitett
szabdlyok mélyebb begyakorlésa és tudatositdsa, elmulasztisit
az 1, és 2, kisérlet eredménye is igazolja.Ha a tanulék tudato-
san magukévé teszik a fenti miveleti tulajdonsdgokat &s azok-
nak kombinidlt alkalmazését, tehdt azt példdul, hogy

a(bc) = (ab)ec = b(ac) = abec ...
A hibdt elktvetd tanulék sezdma erSsen lecsikken.
3, feladat

X osztdly 13 /52%/ hibdtlan 8 /32%/ hibds 4 /16%/ részben

Y 0 e /sh/ v a3 /ndks v 5 o oo
U n 21 /46%/ " 20 /43 %/ " 5 /ll%/ "

Usszesen 58 /517 / hibdtlan, 41 /37%/ hivds, 14 /12 %/ rész-
ben foghlkozik a feladattal, ami azt jelenti, hogy nem végzi

el teljesen a kijelolt miiveleteket, hanem egy lépés elvégzé-
se utdn a -2(a+b)(c+d) = (-2a-2b)(c+d) vagy

-2(a+b)(c+d) = ~2(ac+bc+ad+bd) alakot véglegesnek
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A 41 hibds dolgozatban a -2(a+b)(c+d) = (~2a-2b)(~2¢-24)
és -2(a+b)(c+d) = -2a-2b(c+d) hibds eigondolésok csaknem
50_5o¢;-ban szerepelnek. A kisérlet eredménye a feltételezett
hiba mellett az utébbi hibdt is felszinre hozta. |
A zdrdjelek haszmilatdnak sziikkségessége ég a zdréjelek jelen-
t6sége tehit sok tanuléndl nem begyakorolt elem.

A hibizé tenulékkal kiegészitl kisérletet folytattam le.
A feladatot -2(a+b)(c+d) alek helyett (a+b)(c+d)(-2) alakban
adtan meg. A kisérleti ereduények azt ﬁuatjék, hogy az erede-
ti alakben adott feladatot hibdsan megoldé 41 tanuld kozill 9
az ujabb alakban felirt feladatot helyesen oldotta meg, to-
vdbbi nyolc tanulé (a+b)(c+d)(~2) = (ac+bec+ad+bd)(-2) rész
eredményt hozta ki. A kiegészitf kisérlet azt mutatja, hogy
a tanulé dltaldban a tabb‘taggal valé szorzdsi szabdlyt tudje,
ezért (a+b)(c+d)(-2) alakban adott kifejezésnél gondolatilag
ugy Jjértak el, hogy tobb tagot szorzok tobbtaguval /hiszen igy
kezd8dik a feladat/ és e kepott eredményt szorzom minusz ket-
t6vel. Vagyis nem a szabdly nem tuddsdbll szdrmazik a hibdk
z6me, hanem
a/ a helyteleniil feltételezett analdgidbdl:

-2(a+b)(c+d) = (~2a-2b)(-2c-24)
b/ a zdrdjelek hasznila tdnak hidnyos ismeretéblls
~2(a+b)(c+d) = -2a-2b(c+d)

e/ a Kommutativitds torvényének nem eléggé tudatos voltibél.,
A tanuldé hajlamos arra, hogy a tobbtényezds szorzatoknil a ki-
jelolés sorrendjében végezze el a szorzdst /eleb tényezdt
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szorzom & mésodikkal, stb./. MeggySzbdhettiink err6l abbll is,
hogy ple 2:8:5 szorzdst tobdb tanulé 2:8:5 = 16'5 = 80 sorrend-
ben szdmitja ki, holott az ésszeriiség nyilvdn 2:8:5 = 2.5.8 =10-8
sorrendet kivdn. Ezen kisérlet eredménye is igazolja Menscsinsz-
kaja azon megdllapitdsdt, hogy & "feladat megolddsdndl a miive-
let kivdlasztdsa és & kapott eredmény értelmi kifejezéaére
kbozvetlen hatdst gyakorolnak azok a kapcsolatok, amelyek a tanu-
16k élettapasztalatdban kialakultak azon sorrendjikkben, amely
szdmukra legmegszokottabb."/16/

Kisérlet

Ebben az osztdlyban a tandr kilonss figyelmet forditott a
fenti hibdk megelfzésére. A vizsgilatndl eglitett szemponto-
kaf, emelyekt6l e hibdk szdmdnak cstkkenését vidrtuk, szigoruan
betartotta és betartatta; Az elfjeltévesztés csdkkentése cél-
jdbél rédszoktatta a tanuldékat arra, hogy a miivelet elvégzése
el8tt /amennyiben ez iehetséges/ el8szsr a részeredmény illetve
eredmény eldjelét kellett leirni /nemosak mondani!/ és csék
ezutdn kezdhette meg a szdmok abszolut értékeivel valdé szd-
moldst. T6bb és nehezebb zdréjeles feladatdt oldatott meg, mint
a vizsgdleti osztdlyokban, amely feladatokban mindig meg kel-
lett mondani, miért kell zdréjelet alkalmazni, az egyés z24ré-
jeleknek "mett6l meddig van hatéskbrﬁk", ha egyes zdréjeleket
elhagyndnk, mennyiben médositand az a feladat jelentését, megol-
désdt és eredményét. Allandbéan javittatta, ha valaki a szorzé-

tényezdk helyett a szorzat tagjairél beszélt. Tobbtényezés szor-
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zatok esetében gyakoroltdk a tényezbk csoportositdsdt, felcse-
rélését és ramutattak ennek jelentSségére./Mindezek természete-
sen arra vezettek, hogy ebben az osztdlyban a feladatok szdm- és
minéségbeii kilonbozésége miatt kevesebb 1id6 jutott a szdébeli
szdmonkérésre, a rendszeresebb feleltetésre. Ezt a hidnyt azon-
ban a tobbszori "oszlopdolgozatos" eljdrds pétolta;/

A kisérlet eredményes

l, feladat
23 /9é%/ hib4tlan 2 /8%/ hibds
ElGjelet egy tanulé sem tévesztett. Két tanulé eredménye itt is
90 volt. |
2. feladst
21 /84°%/ hibstlen 4 /16 %/ nibds

A négy tanulé kbziil egy tanuld eléjelhibdt vétett, tehdt 3 ta-
nulé kévetett el elvi hibat. |
A kisérlet értékelése sordn kiderilt, hogy a héirom tenulé ko-
ziil egy tanulé olyan tipusu hibdt kivetett el, amellyel elBzd-
leg nem taldlkoztunk:

~ 2a(-3bc4c) = (2a-3b) 4c = 8ac-12bc
Ez a hiba a csoportositds torvény "tulbuzgdé" alkelmazdsdnak ko-
vetkezménye, | _
A harmadik feladatot a kisérleti osztdlyban nem adtam fel, mivel
a vizsgdlati osztdlyokban a kiegészitl kisérlet rdmutatott a
hiba okdra és javitdsi médjdra.
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:.- hiba

A tortes tortek /"emeletes tortek"/ elb8forduldsa igen
sok tanqldban félelemérzetet, ellenszenvet vdlt ki, Adott eset-
ben ehhez hozzdjdrul az "emeletes tort" olyan hangnemben valé
emlegetése is, amely valami nagyra, igen nehézre valé utaldst
jelent,

A tortes tortek kdrében elkovetett hibdk csaknem miﬁdig
a fogalmak tisztdzatlan voltdbdl szdrmazé hibdk, de sok eset—
ben hozzé.jérulnak a hidnyos alapismeretekbll szdrmazdé hibdk is,
/ még mindig nem tudja vagy elfelejtette a koztnséges tortekkel
vald miiveletek szabdlyait/, tovdbbd a forma és tartalom egysé-
gének figyelmen kivill hagydsa . |
Az ide tartozé hibdkat 4ltaldban asz

a a
° , B I alakben adott tértek problémdinak ne-
c b [
© d vezhetjik.
Vizsgélat

Irjdk 4t a felsorolt hidrom tdrtes tdrtet /Memeletes tdrtet"/

olyan tortalakba, hogy azokban csak egy tortvonal sgerepel jen:

a/ __32__ b/ _% c/ %
5 5 ";"

A feladatban szerepld tirteket olyan numerikus értékkel adtam
meg, hogy az egyszeriisités mint lehetéség, ne vonja el a fi-
gyelmet, csupdn a tortes tortek értelmezése és kilonbozd alak-
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ja legyen a kdzponti probléma.
A kisérlet eredménye: _
Hibdtlan 1 hib4ds 2 hibds 3 hibds Részben fogl.
X osztdly 12 /48°%/ 6 J24% 3 2%/ 2 /8% 2 /B%?ele
Y v 15 /36% T NATH 8 Al 6 Nl 6 faly
v 15 /33% 10 /22% 9 /20% 8 N1/ 4 /8%
Azokat, akik részben foglalkoztak a feladattal, nem sorolom a
hibdz6 tanuldk kidzé, mert értik a tértvonaklak jelentését, mivel

dolgozatukban ilyen alakba irtdk 4t a torteket:

3'5',%6 vagy -§—=2:-g;

O, 6?6...» vagy

Wil
s
(S

utlulm il \nM

S - e §

/Ha szigoruan vesszik azt a tényt,lhogyba tanulé a kozdnséges
torteknek tizedestortekkel valé 4talekitds utjdn igyekszik "meg-
szabadulni® a tsrtes tarﬁtdl, akkor nem ﬁevezhetjﬁk ezt &1tald-
ban csak formai hibdnak. A jelen feladatok kiziill az utébbi ketts-
nél nem indokolt az egyenléségjel a végtelen tizedestortek niatt,
Gyakran taepasztalhatjuk, hogy emiatt az egyenletmegoldégoknél
csak kizelitdé megolddst adnak a tanulék. KiilonSsen az exponenci-
dlis és logaritmikus egyenleteknél okoz ez problémdt, amikor az
ismeretlen pontos értéke dltaldban t4bldzathaszndlat néliiil meg-
éllapithaté lenne./ |

A 113 tanulé k6zUl mindhirom példdt hibdtlanul 42 /37%/ ta-
‘nulé oldotta meg, 16 /15?? tanulé mindhdrom példa megolddsdndl
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elvi hibdt vét. 23 tanulé s feladat 2/3 részét, 20 tanulé pedig

csak 1/3 réezét oldja meg helyesen. 12 tanulé részben foglalko-

zlk

a feladattal.
Legtsbb hibdt az a/, legkevesebbet a ¢/ feladatnil taldl-

hatunk, a kettd kozstt foglal helyet a b/ feladat. A hibdk ilyen

gorrendben vald eldforduldsa nem véletlen. Tobbéves tapasztala-

fom és hibizé tanuldkkal valé beszélgetés alapjédn a kdvetkezb

okokra vezethetd visszas

1./ A tortekkel végzett milveletek szabdlyai kosziil legélénkebben

2./

a torttel vald osztis-szabilyaél az emlékezetilkkben. /A sza-
bdlyban szerepld “reciprak" idegen sz6 nagymértékben hozzd-
jérul a szabdly megmaraddsihoz./ A pongyola megfogalmazis
/tei. a legtobben csak a "reciprok értékkel szorzok!" for-
méjdban rogzitik, nem mondjdk hozzi, hogy’az oszté tort re-
ciprok értékével szorzok/ miatt azonban ttbben

2 :
—%— = %: % helyett g« % -et irnak.
T

A c/ p6lddn4l ezért az elmondottak miatt a legtdbb j6 megol-
d4s adsdott, kivételt azok képeznek, ekik az emlitett re-
ciprokkal vald szorzdst rosszul alkalmaztik.

A c/ feladat ardnylag sok jé megolddsdt az is elfsegitette,
hogy a tanulék hajlamosak arra, hbgy'a felirt -hdrom glek
bdrmelyikdnél feliilrdl szdmitva az els§ két ézémot /2 és 3/
tekinteék tortnek, amelyet azutin osztani kell / tehdt a
2/3-0t / az alatta 1ev6 egésszel vagy torttel. Ezen okosko-
dds valéban a ¢/ és b/ példdndl bevdlik, tehdt. emiatt csiok-
ken a rossz megolddsok szdma. A b/ példéﬁél a ¢/-hez viszo-
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nyitva azért hibdznak tobben, mert tortnek egésszel vall
osztdsi szabilydt kisebb biztonsdggal kezelik, mint a tort-
nek térttel valé osztdsi szabdlydt. '

Az elmondottak miatt az a8/ példdndl a hibdzé tanuldk szdme mint-

egy megkétezerezddik,

A hibdk fentebb emlitett okainak ismerete a megelfzés illetve

javitds médjait is tiistént keziinkbe adjas

a./ az 4ltaldnos iskoldban megtanult szabdlyokat szigoru pontos-
sdggal 4tiamételni és feladatok halmazdval kinosan ujra be-
gyakoroltatni.

b./ megmutatni és begyakoroltatni, hogy a tortes torteknél a tort-
vonalak kiilsnbozé hosszusigura valé huzdsival / "f6" és "mel-
léktértvonalék“/ fejezziik ki, hogy az egészet illetve tortet
keli—e osztani egésszel vagy torttel. /A t8rtvonal "per"
szécekdval valé helyettiesitése is hozzdjdrul a hibdk elkove-
téséhez. Nem szerencsés pl. ‘f§' ilyen forméban valé mon-

ddsa vagy olvapdsa: "kettd per hérqm per ﬁt"; Ez zavart

okozhat & tanulékban. Helyette, ha "kett§ osztve hiromstod~
del" beszédmédot haszniljuk, akkor a formaprobléma / a £6-

tortvonal hosszabbra huzdsa/ és ezzel egyiitt a kijeldlt mii-

velet értelme egyszerre vildgossd vdlt. A most tdrgyalt hi-

batipussal kapcsolatban nem folytattam le az elfzbSekben sze-

repldé hasonld kisérletet, hanem tanitd{saim sordn az elmondot-

tak figyelembe vételével sikeriilt a hibdkat csaknem telje-
sen kikiiszobolni.



4, hiba

Az algebrai kifejezések 6sszévonésakor tapasztalhaté hi=-
bdk felderitésére iktattam be a kivetkezf vizsgdlatot,

Vizsgdlat

Végezzik el az Osszevondsokat:

1;/ 8a - 5a

2./ 3x% + 5y2 - x° - 6y2 +1
A vizsgdlat eredménye:
x'osztély 19 /7664/ hibitlan 6 /24347 hibéds
Y oszfély 37 /88 %/ " 6 /12 %/ "
U osztdly 35 /17 %/ w11 f23%/

BAT egyszeriek voltak a feladatok, mégis a nibdt elkovets tanu-
16k szdzalékos ardnya elgondolkodtatd.,
A példdk megolddsdnil a kovetkez6 hibdk eléforduldsdt vértams
l./ 8a = 5a =3 /vagyls a—bél kivonom az a-ﬁ az egyenl8 nulléd-
val, ezutdn pedig 8-b6l kivonom az 5-65t/.
2/ 3x° + 55 - x° - 6y4l =2 -1 +1 =2
-/ az elézé hibds elgondolds alapjdn./

Az 14Bibatipus el8forduldsa nem vdltotta be az elbzetes
"vdrakozdst". Ugyanis 8a-5a Usszevondst a 113 tanulé kbzil
110 helyesen végezte el és csak 3 tanulé eredménye 8Ba-5a=3.
/Mindegyik osztdlybbl egy-egy tanuléd./

A 2/ feledatndln lényegileg ugyanugy kellett eljdrni, nint
az 1/ feladatnil, csupdn mdsodfoku tagok szerepeltek az elsb-
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fokuak helyett, tovdbbd az Usszevondsndl a tagok csoportositd-
sdra is figyelemmel kellett lenni. / A csoportositds egy tanu~
16n4l sem jelentett problédmdt./ Ezért a hibds megolddisokat a mdr
emlitett ‘ 3x2+5y2-x2~6y2+1=2 alakban védrtam. Az a hirom tanue
16, akik az 1./ feladatndl elkovették az emlitett hibdt, a mi=
sodik feladatban egy kivételével szintén hibdztak. A kisérlet
Bényt deritett olyan hiba eiémorduléséra, amelyrdl mir séé volt,
illetve e16re‘nem szdmitott hibdra is. Ugyanis 12 tanulé sze-
rint 3x2-x2=3, vagyis xz-bél'kivonja az xa-et, az egyenld nul-
14val és megmarad 3. Ez kétszeres hiba, hiszen nem veszi észre

azt sem, hogy 3x2—x2=3x2—1x2

y vagyis az l-es egyﬁtthaté elha-
gydsa 1ttt is kisérts Igy ezen 17 tanuléndl az eredménys
3x245y%-x%-65%41 = 3 -1 + 1 = 3 .
7 tenuléndl az eredmény 2x-y+l vagy A3x-y+1.
Az elsé.esetben észrevették az egyes egyiitthaté szerepét, a
midsodikban nem, K628s viszont a hibdzds anﬁyiban, hogy gondo-
latmenetik a kﬁvétkezéz | |
3x2—x2 = 2x /vagy 3x/, mert a kivonds miatt a kitevéket is ki
kell vonni, vagyis 2-2=0, azaz akkor az x-nek "nincs kitevﬁﬁe“.
/A kitevk Kivondea utdn x° hatvinyt kellene irni, de x° és
x=x" koz8tti killonbség nem tiszta elBttik./
T6bb tanulé munksjdban taldlkoztam ilyen irdsméddals

2 2

3x2 + 5y2 - X" - 6y2 + 1 = 2x° - 1y2 + 1.

Ez nem hiba, hanem méginkdbb megerfsiti az egyes egyiitthaté
szeiepét'a gondolkoddsban. Egyben a javitds egyik médszerdt is
sugallja, tei. azt, hogy kezdetben mondjuk ki, hogy 5y2 - 6y2

egyenld minusz egy yz-tel. /Kés8bb az "egy" szécska elmaradisa



nem okoz értelmi hibit./

A numerikus szdmoldsi hibdkat nem tekintettem hibds megol-
ddsnak /hiszen nem ez volt a célom/, csak az elvileg hibds meg-
olddsokat vettem szdmitdsba.

A vigsgilat eredményét osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy
mindkét feladatot helyesen megoldék szdmdhoz viszonyitva a hi-
bdt elkdvetdk szdma 1ényeges. |
A hibdkat 4ltaldnos forméban igy ﬂhatauk fel.

ax - x = a
ax - bx = a - b

ax2 - bx2

= (a - b) x

A hibdk oka Ssszetetts |

a./ az egyﬁtthété killeén "é1" a betikifejezéstbl

b./ az egyes egyiitthaté elhagydsa

ce/ a'hatvényfégalom tisztdizatlan volt4bsl szdrmazé hiba

ds/ formalizmuson alapuld hiba /a muveleti jelek onéllé életre

xelnek & kitevékben is/e

Kisérlet

Ebben az osztdlyban a fent emliett hibdk megelbzésére a gya-
korlatok sordn tobb iddt toltottek el az algebrai kifejezések, -
az egylutthaté és hatvdnyozds fogalmdval.

Nagyobb sulyt helyeztek az egyiitthaté, hatvdnyalap, hatvénykitew
és hatvdny fogalmdnak tisztizdsdra. Bevésettik a tanulékkal,

hogy a = lat -X = -lx1



- 45 -

Az egynenmii és killonnemii algebrai kifejezések hangsulyo-
zottabb megkiildnbdztetése utdn beldttdk, hogy az egynemiiek sz~
szevondeinil formailag az sszevondst az egyiitthatékkal végez-
zilkk, amelyek el8jeles szdmok Gsszevondsidt jelentik.

Az egyﬁtthaté»tiszfa fogalmdt zavarja az olyan megdlla~
pitds, hogy az egyutthaté az egytaguban szerepld szdmtényezf,
amelyet elsé tényezének szokds irni. Ez késbbb hibaforrissi
vélik, pl., a mdsodfoku egyenlet gyokképletdnek alkalmazdsdndl,
T6bb tanulé pl. 3x(a’- be) kifejezés egyiitthatsjdt /aﬁol a,b,c
adott mennyiségek/ 3-nak veszi, holott 3(a= be),

A kisérlet végrehajtisa utdn megnyugtaté eredményt kaptunk,
a 25 tanulé kOzil 22 hibdtlanul oldotta meg a feladatot. A hibsi-
zé 3 tanulé kozil egy tanulé az Osszevondsok sordn numerikus hi-
bdt ktvetett el, 2 tanuldéndl a mdsodik felgdat eredménye itt is
3 volt. | |



- 46 -

5 hiba

Ide sorolom a kiemeléssel vald szorzattd alakitds so-
rén elkovetett hibikat. Altaldnos formuldval a tapasztalt hi-
bdkat igy irhatjuk le: .

1./ ab + b = ba
| 2,/ &b + b = 2ba
3./ ab + b = b(ab)
Az 1./ hibdndl igy okoskodik a tanulé:

‘ab + b =Db(a + 0) = ba
A hiba oka nyilvénvaléan abban ven, hogy a kiemelésnek mint
algebrai miiveletnek a fogalma nem tisztas A b kiemelését a b
"elvondsdval" helyettesiti.

Nincs tisztdban azzal, hogy a kiemelés a tobbtagu egytaguval
valé szorzdsdnak forditott miivelete: |

ab+ b =Dbla+1) , mert

b(a + 1) =ab+ b
Azt is mondhatndnk, hogy a disztributiv torvény azonossdg
alakjdban valé felirdsindl / a(b+c)=abtac / nem tudatositottdk
kelld médon, hogy "balrdél jobbra" haladve é&s visszafelé is
igen fontos szerepe van ennek az azonossdgnak, ,
A 2./ hibdndl a tanulét a "szorzattd alakitds" kifejezés arra
"eerkeﬁti", hogy b-t Usszevonja b-vel, igy

| ab + b = a2b = 2ba '

A tanulé ezen helytelen elgondoldsa abbsl szdrmazik, hogy "szor-
zat" elnevezésen csak olyan szorzatra gondol, amelyben nem |
szeiepel plusz vagy minusz jel. Nem gondol pl. ilyen szorzatra

2a2b(3a + 5)(b - 2)
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A szorzétényez8 ezeknél a tanuléknil az egytaguakra korldto-
z6dik, ha plusz vagy minusz jelet ldtnak, akkor csak aé 0sszeg
vagy killonbség tagjainak tudjdk tekinteni 6ket. A plusz vagy
minusz jelt6l veld szabadulds /tehdt,hogy tényezSket kapjon/,
nem véletleniil vezet az ab+b=2ba eredményhez; ez Usszefiigg a
ndr tirgyalt ax-x=g hibdval.
A 3./ hiba esetében a tanulé elgondoldse a kivetkezl:

ab + b = b(a + b) = b(ab)
Kétszerée hibdt vét a tanuld, mert az elsb lépésben csak az el-
66 tagbél emel ki b-t. Ez egyrészt a fogalom tisztdzatlan vol-
t4b61 szdrmazé hiba, mésrészt téves analégiéh alapulé hiba, ugye-
nis tudja azt a szabdlyt, hogy szorzatnak csak az egyik ténye-
z83jét szorozzuk, é€s mivel itt is szorzat szerepel a felszélitds-
ban, igy a kiemeléast is igy akarja elvégezni, a mdsodik 1lépés-
ben pedig a 2./ alatti pszichikai tényez6 is szerepet Jitszike
/ 8z a+b tényez6 ab alakot kap, mert igy szorzat/

A fent elmondottakat a vizsgdlati eredmények és a tanu-
lékkal valé személyes beszélgetések igazoltdk. A vizsgdlat fo-
lyamdn az volt a tanuldk feladata, hogy a kbvetkezS kifejgzé-
gseket alakitsdk szorzattd a kiemelés médszerdvel:

l./ a’b + b

2./ -2a°02 + 436‘03 - 2a%p?

Az irdsbeli munkdk értédkelése utdn a kdovetkezd képet kaptuk:

X osztdly 18 /72%/ hibdtlan 7 /28°%/ hibds
Y osztdly 31 /14%/ " 11 /26%/ "
U osztdly 32 /69%/ " 14 /31%/ "

A hibdk tobbsége a fentiekben tirgyglt hiba volt. Tapasztal-
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hattunk azonban olyan hibdkat is, amelyek nem mondhaték tipi-
kusnak, mivel el6forduldsuk ritkdbb, mint a mér emlitett hi-
bdk eld8forduldsa. Pl. 2b + b =abla+ 1), vagy a b+b=a2b2
Néhiny tanuléndl a szorzattd alakitds igy néz ki:

a’b + b = (a + b)(a - b)
Nyilvédn szdmukra a szorzattd alakitdsnak csak az az egy médja
létezik, amely az a2-b°=(a+b)(a-b) alakban 61 emlékezetikben
és ezt akdr lehet, akdr nem, alkalmazzdk. Nem szdmoltam 2 hibdt
elkovetékhdz azokat a tanuldékat, akik el8jelhibdt kivettek el,

vagy a 2./ feladatban 282

v2 helyett csak 2ab-t, vagy Zaz—et,
stb. emeltek ki. |

Bér az 1./ feladat egészen egyszeri, kﬁhnyebben dttekinte
hetd, mint a 2,/ feladat,a hibdk eldforduldsa ezt a killonbsé—
get negigen mutatja. A vizsgdlatban szerld tanuldk csaknem
azonos szdmban kévetnek el hibdt az 1./ és 2./ feladatban, de .
még tobben vamnak, akik mindkét feladatot hibdsan oldjdk meg.

A fogalom tisztdzatlan voltdnak bizonyitdsdra a kbvetkezl

feladatot adtuk fel a tanuldknak:

Alakitguk szorzattd -2ab2 kiemeléséﬁel a kovetkezd ki~

2 . 4ab2c + 2ab

fejezést: ~2ab
Az eredmény:

X osztdly 8/32%/ hibdtlan 11/44%/ hibds 3/12%/ nem  3/12%/részh

fogl. fogl,
Y " 9/21%/ " 24/51%4 4/9%/ vele 5/1%%/vele
U " 11 /2494 " 28/60%7. " 3/7%/ * 4/ 99/ ¢

A vizsgdlat eredménye azt bizonyitja, hogy nem érett meg a
tanuldékban a kiemelés fogalma, sokkal tobb iddt kell forditani
a kiemelés témakérére, tébb oldalrél kell azt megvildgitani,
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Akik foglelkoztak a feladattal, azokndl tipikus hibaként jelent-
kezett a kdvetkezb:

1./ ~2ab® - 4abc + 2ab = -Zabz(l + 2c) + 2ab

/Tehdt végeredménynek tekintik ezt az 6sszeget./‘

2./ -2ab> - 4ab®

c + 2ab = =28b2(0 + 2¢ = 1) = -2ab>(2¢c = 1)

Igen sok4tanu16 rdirta a feiadatlapra; hogy ”ném lehet
‘kiemelni -23b2-et, mert nem szerepel mindegyik tagban té-
nyez8ként"., /Ezt a hiedelmet t4dpldlja az olyan meghatdro-
zds iy, hogy "ha az Osszeg minden tagjdban tényezbként sze~
repel ugyanazon szdm, skkor az Usszeg szorzattd alakithaté.'/
Szdmos tanuldé ugy segitett magdn, hogy sajtéhibdnak minbsi~
tette a feladatban szempld 2ab tagot, kijavitotta és

2 _ 4ab20 + 2ab2

~2ab
alakban végezte el a kiemelést, mig mdsok a kiemelésre
el6irt —2ab-et javitottdk ki -2ab-re &s igy végeztdk el
a kiemelést, ‘

A vizsgdlati eredmények értékelése tiistént keziinkbe adja az:

emlitett hibdk megel§zésének médszereit is:

1./ A disztributivitds tSrvényének mint azonossdgnak a foko-
zottabb tudatositdsas A kiemelés elvégzése utéh kezdetben
koveteljiuk meg az ellenérzést az a(b+c) = ab+ac azonossis
alapjdn,

2./ Az 1826 médezer eloszlatje a tanulékban azt a téves el-
gondolést, hogy a kiemelés utdn a zdrSjelben lev8 tagok
nem kivonds utjdn adédnak, hanem osztds utjédn. |

3¢/ A kiemelés tirgyeldsa el6tt csindltassunk ilyen jellegii
feladatokats |
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Mivel kell szorozni 2ab2-et, hogy 2ab-t kapjunk ?
Irjuk fel 3ab-t ugy, hogy egyik tényezd 3ab2 legyen,
vagyis 3ab = 3ab2, % alakban. Stbe..

4./ A sablonos kiemeléseken kivill csindltassunk olyan feladato-
kat is, amelyeket nevezhetink "eldirt‘feltétel szerinti-ki—
emelég'~nek, mint pl. 2a%b + b kifejezésbll emeljik ki a
2ab-te |

A 3, és 4, javitdei lehetiséget az algebrai tortek fogalménak,

és az algebrai tortekkel végzett miiveletek fisztézésa utdn

haszndlhatjuk fel a legtudatosabban mintegy alkalmazdsként
visszatérink a kiemelés problémdjdra. A térgyélt hibdval kap-
csolatos kisérletet_nem hajtottam végre, mivel bdven volt al-

‘kalman ezekkel a hibdkkal és javitdsukkal foglalkozni gyskor-

16 munkdm sorén. A kiemeléssel kapcsolatos hibdk a tanulédkat a

kégbbbi elérehaladésd&_sorén szdmos témekdrnél zavarjdk, igys

2. egyszeri gyakorlé feladatok megolddsdndl
- b algebrai tortek egyszeriisitésénél |
c. paraméteres egydnletek és egyenletrendszerek megoldd-
sdndl
de y = sz + Bx +'c alakban adott paraboldnak
y = a(x - u)2 + v alakban valé megaddsdndl
€. csonkégula'térfogatképletének, a misodfoku egyenlet
 megoldéképletének, stb. levezetéssnél.

Az elmondottak is bizonyitjdk, hogy kristdlytiszta és kellfen

begyakorolf fogalommal kell elldini a tanulékat,amelyhez tapasz-

talatom szering a tdrgyalt javitdsi eljdrdsok hozzdsegitenek
benniinket.
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6, hiba

Az algebrai tortek témakdrében sok olyan tipikus hibdval
taldlkozhatunk, emelyek a tanulék kés6bbi teljesitményét is
nagymértékben lerontjdk. Ha nem forditunk kelld figyelmet
ezekre a hibdkra, akkor az egyenletek megolddisa sordn lépten-
nyomon tepasztaljuk e hibdk hatdsdt. A tahqléAa legtcbb algeb-
ral 4talakitdsban bizonytalan lesz és hibdk egész sorft ktveti el

' Vizsgélat

A felgorolt nyolc tortpdr kioziil melyek k$zé irhatunk egyen.
16ségjelet ? Irjuk be ezeket az egyenldségjeleket és indokol juk

meg !

a = 2 2 -8
o = 4 -4
3—2 _2-8
D - Z b -
a = 2 a - 2
- 4 f - b
a - 2 2 -8
b - 4 Y
a8 - 2 a - 2
b - - - b

=-/0 = v - 4

/8 - 2 a - 2
b - 4 -~ b
8 - —43—24

- b - 4 , 4 - b
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A felsorolt egyszerii feladatokban tulajdonképpen az

a8 =a 8 =8 a
—p—

B 7B’ T’ -b’ b
kifejezéeek kozbtti Osszefliggés illetve kﬁlﬁnbﬁz6ség felismeré-
sét kivdntam vizsgdlni annyi killénbséggel, hogy kéttagu volt
a sz4ml4lé is és a nevezd is. /A felsorolt slakok tisztdzdsa
tapasztalatom szerint valahogy elsikkad. Az éltaléﬁos iskoldban
a —-% alakkal foglalkoznak szdmpélddk sordm, de a tobbivel
nem, 8 kﬁzépiskéléban pedig ugy tekintjik, mintha az altald-
nos iskoldban mdr begyekoroltdk volna,/

A vizsgdlat eredményes |
4 taldlat 3 taldlat 2 taldlat 1 taldlet O taldlat

X osstaly “B/35h) e ky AASE] /0N 5/ -
Y v 10/24%/ 1/\1%/ 6/14%/ 8/19%/ 11/26%/
v 115%/ 8/11%/ 10/22%/ 11/24%/ 10/22%/

A‘"4 taldlat" azt jelenti, hogy megtaldlta mind a négy
egyenliséget, de”a tabbihez‘egyikhez sem tett egyenlfségjelet.
Az slacsonyabb taldlatot elért tanulékndl 41 taldnoenak mondhaté,
hogy a helyes taldlatok mellett tobb olyan tortpdr mellé is
egyenldségjelet irtak, amelyek nem egyenlfek, Azok, akik az egyem
16ségjel ek 1eirésakor a "szerencsére biztik magukat", nyilvédn-
valéan elérhettek bizonyos szdmu taldlatot,de mivel indokol-
ni is kellett a beirdst, igy a "szerencse" szerepét lecstkken-—
tettem. Az értékelésnél aéokat a taldlatokat fogadtam el, amely-
nek indokldea is helyes volt.

A fenti t4bldzat szézélékos értékei is mutatjdk, hogy va-
lé6ban még az ilyen egyszerii feladatok is probléma elé 411itjdk

a tanulékat. Mégjobban ldthatjuk az eredményt illetve az ered-

ménytelenséget, ha észrevesszik, hogy az X osztdly az elérhetd
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100 taldlatbél ceak 54-et, 8z Y osztdly 168-bél 8l-et, az U osz—
t4ly pedig 184-b6l 83-at ért el. Igy az egyes osztdlyok, mint
cspportok teljesitményes

X osztdly 54%-o0s teljesitmény

Y " 49%—08 "

U " 4$5%<08 “
A feladatlapdn irt indoklésok és a tanuldkkal valé egyéﬁi beszél~
getések arra mutatnak, hogy a hibdk oka els6sorban a fogalom tisz-
tdzatlan volta., Tudjdk ugyan azt a szabdlyt, hogy a tort értéke
nem vdltozik, ha s52z4mldl6jdt is és a nevez§jét is ugyanazzal a
szdmmal szorozzuk, de ez a szabdlytudds nem teljesitlképes, killd-
nosen, ha betilk is szerepelnek,*csak tires forma, #erbélis tudds,.
A tort el6tti minusz eldjelben kevesen fedezik fel, hogy ez tu-
lajdonképpen /-1/-gyel valé szorzdst is jelent. Sokak szémdra
a minusz jel csak miiveleti jel /a kivonds jele/, és nem tudjdk
ssszekapcsolni a szdmok eldjelével /kiilsnosen akkor, ha ei a
szdm & 2 egyes/e |
A beszélgetésekbdl az is kideriilt, hogy a tdértvonalnak és az osz-
tdenak /3/ jele nem azonosult a tanulékban kelld mértékben, ugya-
nis, ha a feladatot:

a

a =-a
b’ -b? b

alak helyett
atb , as/-b/, /-a/sb , /-a/i/=b/
alakban adtam fel, akkor a nibdzé tanulék egy része az el8jeles

szdmokkal valé osztds szabdlya alapjdn Jobban meg tudta jeldlni
a8 megegyezd illetve a Rillonbszd értékeket,
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Az indokldsok kizott tobb tanuld megemliti:

" 3:2 - e ﬁf% , mivel az egyik tortet /-1/-gyel megszoroz-

zuk, és akkor a mdsik tortet kapjuk."
/BEz mir magdban hordja annak a hibidnek a veszélyét, amellyel az
egyenletek megolddsdndl taldlkozunk, ugyanis amikor "elfelejti®
beszorozni az egyenlet mistk o0ldaldt is./ | ‘
Vagy: .
" .2 2—a . . . '
B o G~ mivel a mdsodik tort szdmldléjdban felcse-

réltik a kivonandék sorrendjét, amely azt

eredményezte, hogy a tort el8jele megvdlto-
zott."
/Tebhdt a /=1/ kiemelését aéonositja a "kivonanddk" sorrendjének
felcserélésével, bdr az egyenldség beirdsa helyes,/_
vVagys | | |

m -\ Q=2 H

EL--F mert - 8 -2 =4
/Vagyis a tortvonal el6tti minuez jel a szémldléra és nevezbre
egyézerre érvényes, hiszen a tért értéke igy nem vdltozik./

A fenti elsl és harmadik elgondolds miatt a sok hiba k&ziil
8 legjellemzfbbek voltaks

a - 2 2 - a

Y-4°bv -4

a - 2 - B = 2
b - 4 4 - b

a - 2 - 2 - a
D = 4 Y

A vizsgdlat és a magam oktaté munkdja is megmutatta, hogy az al-
gebrai tortek tanitdsa a kozépiskolai tananyagnek az & része,amely
taldn a legtiirelmesebb, legnagyobdb kériltekintést és a legtobd
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gyekoroltatist igényli. Nem lehet ezt az anyagrészt konnyen elin-
tézni azzal a szemlélettel, hogy a kidzonséges tortek tanitdisdndl
a szabdlyoket ugyis megtanitottdk mér, most csupdn olyan tor—
tekre alkalmazzuk ezeket, amelyekben betilkk is szerepelnek,

Kisérlet

Ebben az oszt{lyban a szaktandr dltal elfirt gyakorldsi
feladatok kiézé beiktattunk olyan feladatokat, amelyektl a ta=
pasztait hibdk megellzégét vdrtuk.
| 1./ Irjuk fel tort alakjdban a ktvetkezd algebrai kifejezésekes
a s 3
4 3+ b
/a - b/ s 5
a? ¢ /a + b/
/5a - 3b/ 3 /a = b/
/x2 + x-1/ 3 /2x2 + 1/
2+/ A kbvetkez8 kifejezések kozill melyiknek vdltozik meg az €ld-
jele, ha nx? el8jelét ellenkezfjére vdltoztatjuks V

5 l 1 x° + 1 x° + 1 X
’ ? 4 9 ’
X x2 x3 x2 ) X xz + 4

3./ Alakitsuk 4t a kovetkezd torteket ugy, hogy se a szdmldléban,
se 8 nevezdben ne legyen minusz jels

-3x 6a. -3a -x  3a°

By 56T Tdp TSy T Ih
4./ Alakiteuk 4t a kidvetkez8 torteket ugy, hogy a tortek eldtt

minuez el8jel 4l1ljons

l -8 b a-> -8 = b
T a ’ 1 -8’ C d? c + d

A feladatok megolddsa sordn a vizsgdlatban szerepll hibdkat
el8idéz8 jelenségekkel bSven volt alkalma foglalkozni a szakta-
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nirnak. Az el8lamereteket felfrissithette, illetve kapcsolatba
hozhatta az uj fogalommal. A tanulék nem a "minusz jel kiemelését,
hanem a /-1/ kiemelésének, vagy /Ll/Léyel valé szorzdenak—osztds-
nak a kapcsolatdt ldttdk meg az el626ekbll ismert szabdlyokkal,
A kisérlet eredménye:

4 taldlat 3 taldlat 2 taldlat 1 taldlat O taldlat

13 /52%/ 4 /169y 4 6%/ 3 /A2%/ L1 /49%/
Az elérheté 100 taldlatbél 75 taldlatot ért el az osztdly, amely
75%~0s teljesitményt jelent az X osztdly 54%-6e teljesitményé-

vel szemben.
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70 hiba

Szintén az algebrai tortek témakdrénél tapasztalhaté hib4dt,
illetve hibacsoportot vizsgdiltgm a kovetkezd feladatok megoldd-

sa kapcsdns

Vizggdlat

Egyszerisitsik a kovetkez8 torteket:
1./ 33 _

o\

2+/ ab

30/ .3x Y
6

4./ 2a°p2

A vizsgdlat értékelését bontsuk fel példdkra, hiszen az egyes
péidéknél elkﬁveteft hibdk forrdsa 4ltaldban killonbsz8e.

1.példa

A vizsegdlat eredménye:

X osztdly 14 /56%/ hibdtlan 7 /280o/ hibds 4/16%o/ részben

' , ~ fogl. vele
Yy o 22 /52%/ " 13 /3%/ " /11%/ "
U " 26 /569c/ " 17 /31%/ ¢ 3 19 "

A 37 hibdzé tanulé kozil 27 tanulé eredményes

= 8

"al®

Ezek a tanuldék hibds analdgia alapjén kapjédk az "eredményt",
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Ugyanis el8ssor olyan jellegil egyszeriisitésekkel taldlkoznek, ami-

kor a szdml4lé magasabb fokszdmu, mint a nevezf.

' 4
APl. _a_._3_ +_8_. = a
a 1

Ezt az észrevételikket igyekszenek érvényben tartani /hiszen a két
feladat hasonlit egymdshoz/, nem veszik észre, hogy a feltételek
~nem azonosak, ' | |
A tanulékkal vald egyéni beszélgetésekbfl kiderillt, hogy az egj—
szerisités fogalma sem tiszta sokaknéi. A 524m1416 és nevezl ko-
zos tényezbivel vald egyszeriisitést /amely a sz4mldlé és nevez§
osztdsdt jelenti ugyanazzal a szdmmal/ a kivondssal helyettesi-~
tik igy: “"a sz4ml416 hdrom g-t /vagy 3-szor a-t/ a nevezd négy
a-t tarfalmaz, igy egyszerisités utdn marad egy a" -~ de hogy az
a szdmlidléban vagy a nevezfben marad-e, az mdr nem lényeges. Eh-
‘hez a téves elgondoldshoz hozzdjdrul annsk a szabdlyngk a pongyo-
la rogzitése is, hogy: "egyenl8 alapu hatvdnyokat igy is osztha-
tunk: a s24m1416 kitev6jébdl kivonjuk a nevez8 kitevjét, és a
k8zbs alapot erre a kitevlre emeljﬁk.“IUgyanie a megkérdezett
tanulék egy része ezt a szabilyt igy rogziti emlékezetében:
"egyenlS alapu hatvdnyokat ugy oeztunk, hogy a kitevéket kivonjuk!
/Ennek oka, hogy a szorzdsra vonatkozé hasonlé szabdlyndl valé-
ban mondhatjuk, hogy a kitevlket Osszeadjuk./
A hamis analégia mellett a fogalom tisztdzatlan voltinak szerepé-
re utal az a tény is, hogy 8 tanulé megolddsa:
3 ,
EZ 3-4

= 8a
a

Tovdbb nem haladnak, hiszen a nulla, negativ és tortkitevé csak
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a‘kﬁvetkezé évben keriil bevezetésre. Ez felfoghaté ugyis, hogy a ta~
nuléknsl igényként 16p fel a negativ kitevé kérdése, de mégink4bd
mondhatjuk, hogy formglis tuddissal birnak. Ahelyett, hogy kizbs té-
nyezbk szemponijdbél gondolkodnidnak, a kitevék érdekesek szimukra,

mert a szabdly is

— =g

a¥ r-s / r>s /
i

ezt mondja. Mondhatjuk, hogy ezen tanuldék esetében a gondolkodds
utja nem jdrta végig-a konkrét-absztrak t-konkrét utat,

Hdrom tanuld 52 = a7 megbldést ad, az egyenld alapu hate
védnyok szorz4 sdnak sz;iélyét "igyekszenek" alkalmazni.
Négy tanulé eredménye: Eﬁ =-% , amely a hatvdnyfogalou teljes
zavarira utal. |
Hérom tanulé fz = a*3 alakot aa meg, amely a mdr emlitett pongyo-

1a szabdlyrogzités eredménye.
Azokat a tanulékat, akik részben foglalkoztek a feladattal,

3
nem sorolom a hibdt elkdvetlkhoz, mert vagy az §¢ = a3'4 y Vagy

S; =-§2 erednényt tekintették megold{enak, Az el826 alak eredeté-
rél mdr széltam, nem kevésbé fontos megmézni, vajon miért tekintet-
ték végeredménynek a mdsodik alakot ? - YAzért nem lehet tovdbb
egyézerﬁsiteni, mert é szdmldléban akkor mdr nem szerepelne semmi,"
- mondtdk tobben. Vagyis az a-nak az elvondsdval gondoljdk az egy-
szérﬁSitést és az igy kapott g mir nem fﬁrt - szerintiik, _
"Mivel a szdmldléban g-nak nincs mdr kitevéje, igy tovdibb nem egy-
szeriisithetf, ez a legegyszeriibb alak." =~ mondtdk mdsok.

Ine iemét el8jott a mdr tdrgyalt a=l¢a1 kérdése.
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2e Eélda
Azért adtem ezt a példdt, hogy a szdmldléban az a-n kiviil szere-

peljen egy mésik betii is. Ez a b szdm elfsegitette & hibdtlan
megolddsok szdmdnak ndvekedését, bdr strukturdjdban nehezebb az
elsd példéﬁél. Itt bdtrabban egyszeriisitettek a-val, mivel a
szdnldléban még marad betit, a b , tehdt mintegy megerdsitik az
eredmények oz elsd példdndl fellépl hiba okdnak megdllapitdsdt.
Gondolatukben ez ment végbe az elsb példdndl:

o gAd 2
a* 'ﬁ!##a a
A mdsodik példdndl a b segitett a kérdfjel felolddsdibans
ab _£b_ _ B
al 4 aa a2

Természetesen a mdsodik példdndl is tobb tanulé hibdt kidvetett
el, hasonlé okok miatt, mint az elsd'példénél, de a 113 tanulé
kozlil 92 tanulé helyes éredményt adott mege A hibdzé tanulék
tipushibija ~ mint ahogy ez az elsd példa tapasztalata alap-
jén vdrhaté volt -~ két véltoéatban jelentkezett:

= ab

1.4

m'w
vl
N o

3.példa
Ez a példa az el8z8 példdktél abban killonbozttt, hogy egyrészt

t5bb betii szerepelt benne, mdsrészt konstans tényezéket is tartal-

mazott, amelyeknek szemmel 1l4thatéan van kdzds torzstényezdjik.
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A vizsgdlat eredménye:

X osztdly 11/449%)/ hibvdtlan 10/40 %/ hibvds 4/16%/ részben fogle

, vele
Y " 18/43% %/ " 17/40%/ " /17 %/ "

vooov a/Ms5%/ v 19/0%/ " 6/14%/ "

Az elsd példa vizsgdlati eredményével Gsszehasonlitve ldthatjuk,
hogy még tébb a hibdt elkovet tanulék széma. Az x és y betik nem
okoztak killsnosebb gondot /mivel a szdmldldéban is és a nevezbben
is ugyanolyan hatvdényon szerepelnek/, anndl t5bb hibdt kévettek
el a z-érték illetve a konstansok vonatkozdsdban. Az elsS példa

alapjdn természetes, hogy sok tanulé megolddsa igy néz ki:

2 . ,
_2%_¥; =47 /ahol A és B konstansok/
6x“yz B

A konstansok értéke a kovetkezdképpen alakults

3121 =

-6x2yz
2. .
XY - 2 '/ 10 tanulé /
6x“y2
2

Eég—x- = 3z / 7 tenulé /
X ya ;

/ 16 tanulé /

§
N
N

2
432 r .2 / 6 tanulé /
6x“yz 3%

Az elsl esetben helyesen adjdk ﬁeg a konsgtans értékét, de a 2-%
a mir emlitett okok miatt nem a nevez8be irjdk. |

A mdsodik esetben a konstans is arra a "sorsra" jut, mint a z,

L harmadik vdltozatban kettds hiba fedezhetl fel, elkivetik az
1626 hibdt és 6x2yz — 3x°y = 3z alakban okoskodnak.

A negyedik hiba a harmadiknak egy szépitett formdja, mivel a

sz4mldlé és a nevezd megkapja a maga helyét, de az egyszeriisitést
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az elvondssal helyetteaitik._/zey-t "egyszeriisitve" 3x2y—nal
"marad” 3,/ |

Azok a tanuldék, akik részben foglalkoztak a feladattal, nem végez-
ték el az Gsszes lehetséges egyszeriisitést, hanem megdlltak a ki-
vetkezd alakndls

3% _ 2%y
6x2yz 2x2yz
2% 3w
6x2yz 6yz
2%31 = —i
6x"yz  2yz

4. Eélda

A vizsgdlt alaku algebrai tortek egyszeriisitésénél elé-
forduldé hibdk és ezek okdnak pontos meghatdrozdea érdekében vé-
gezetiil a kivetkez8 példdt kellett a tanuldéknak megoldenis

a’p?
A 113 tenulé kozil csak 8 tanulé adott helytelen megolddst, hi-
szen itt az el828 példdban hibdkat kivdlt6 okok hidnya miatt a
hibdk is elmaradtak,
A hibdzé tanuldk

a’b
eredményt kaptdk, amely aldtdmasztja azt a megdllapitdst, hogy
3a3b2 —Za3b2 = a’b? kivonds utjdn végzik az egyszerﬁsitést.A

Az 1-4, példdkban tdrgyalt részletes vizsgdlat, a tanulék-

kal valé egyéni beézélgetés sokoldaluan feltdrta a hibdk eredetét,
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de megmutatja egyben a javitds és megel6zés lehetlségeit is, Ta-

‘pasztalatom és meggy6z8désem, hogy a fenti hibdk eléforduldsi széd-

- a vizsgilatban tisztdzott okok ismeretében - eredménye-

sen cstkkenthetjilk. Tanitdsunk sordn killonosen nagy figyelmet for-

ditsunk:

1./ Az algebrai kifejezés, hatvdnyozds és miiveletek hatvdnyok-
kal témakidrre. |
2./ Az algebrai tort fogalmdnek tisztdzdsdra.
3./ Az egyszerisités " " 4
4,/ Az ismeretszerzés konkrét-absztrakt-konkrét utjira,
5¢/ Nem szabad lebecsiilni a "kis példdk" szerepét. A példatér
egész sor olyan feladatot tartalmaz, amelyekre a tanulék—
nak széban kell vdlaszolni, és dppen ezek teszik tudatossd
" a szabdlyok alkalmazdsdt. Az ilyen egyszerii feladatok utédn
adjuk csak a nehezebb feladatokat.
6./ Az elméleti megalapozds elsietése ugyanazzal a veszéllyel
Jédr, mint a tudomdnyokban az alapkutaitisok elhanyagoldsa.
~/Ha csak a gyakorlati alkalmazdsokat hajszolva dolgozunk,
el&bb—utébb megrekediink, nem tudja betolteni tudomén&unk

a "termeld eszkdz" szerepét./
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8. hiba

Nem kevesebb azoknak a hibdknak a szdma, amelyeket a ta—
nulék a tobbtagu s24mldlé vagy nevezd esetében kovetnek el az al-
gebrai tortek egyszeriisitésénél,dtalakitdsdndl.

A 6, és T+ hibdndl megd4llapitott okok természetesen ebben az
esetben is fenndllnsk, s6t nyomatékosabb a kiemelés, szorzattd
alakitds okozta nehézség hatdisa.

Vizsgdlat
Egyszeriisitsik a kovetkezb tortet:

4ab - 2
}2ab

A vizsgdlat a kivetkezd képet mutattas

X osztdly 14 /56%,/ hibdtlan 11/44 %/ hivés

Y ¢ 21 /50%/ " 21/50%/ "

U " 20 /43%/ " 26/51%/

A feladattal mindenki foglaikozctt, igy csak hibdtlan és hibds
megolddsokat értékelhettiink,

A vizsgdlat igazolta a feitételezett hibdk eléforduldsdt, ugyanis
a kdvetkezd tipushibdk adddtak:

8 4ab -
/ —2-—5-;;52:29.1)—2 / 26 tanulé /

. D -
b,/ %30 / 18 tanulé /

ce/  4ab - 2 _ |
—5=% 1 / 14 tanulé /

Mindhdrom tipusu hibdra egyardnt vonatkozik, hogy tévesen fel-

tételezett analdégia kdvetkezményei. Ugyanis kozos vondsuk, hogy
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az "ab-vel valé egyszeriisités" tényét haszndltdk fel. Az elbz6
anyagrészben csak olyan tortekkel foglalkoztak, amelyeknek szdmld-
16juk és nevezljik is egytagu volt. Ezeknél a torteknél 14ttdk,
hogy ha a sz4ml4l6 és a nevez{ tartalmaz ugyanolyan betiit, vagy
annak valamilyen hatvdnydt, akkor a 5z4ml416b61 és nevez6bSl is

a’be - gzgc - 22

Ezt a formdlis szabdlyt igyekszenek érvényben tartani a tdbbtagu

lehuzhatjuk, ple :

5z8mldl6 esetében is.

A hamis analdgidn kivill a fogalom tisztdzatlan volte is e hibds
elgondoldshoz vezeti a tanulét. Ugyanis mindhdrom esetben &szre~
vehetd az ab-vel vagy a 2ab-vel valdé egyszeriisités gondolaté hamis
analégidra valé hivatkozéssal /emibdl kovetkezik, hogy a szdml416-
nak csak az egyik tagjdt veszik figyelembe az egyszeriisitésnél/,
de az els8 két esetben az egyszerﬁéités a 2ab-nek a s24ml416b6l
valé elvételét /elvondsdt/ jelenti.

Az egyszeriisitésnél “amivel egysszeriisitink, az megsziinik" elv
elapjdn az a,/ esetben "mégszﬁnik" vagy "eltinik" a nevez$ 2ab-je,
a 524m1416b61 pedig ezt a 2ab-t elveszi és igy adédik eredményiil
a 2ab - 2.

A b,/ esetben ezt a téves elgondoldst még tetézik azzal, hogy
a 8z4mldlébél a 2ab-t igy vonjdk kis

4ab - 2ab = 2 /err8l a hib4rél mit széltam/
Igy lesz asz éredmény: |
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A c./ tipusu hiba még a legszerencsésebb eset, mert eb-
ben az esetben csak & hamis analégia inditja a tanuldét arrs,
hogy csak az egyik tagot egyszeriisitse:

48b - 2 _4-2_2 _,
5ab - 2 2

Kigérlet

A vizsgdlat feltdrta az eléfordulé hibdkat és azok okait.
Az okok ismeretében a javitdei és megelzési el jérdsok szinte
kindl jdk magukat. |
1./ Az egytagu és tobbtagu algebrai kifejezések fogalmdnak fel-
ujitdsa.
2./ A tag és tényez8 kiozotti killonbség megldtdsinak és monddsd-
nak szigoru megkiévetelése. Begyakoroltatni, hogy pl. a ko
vetkez§ kifejezések hdnytaguak, illetve hdny killonbozé

szorzétényezbt tartalmaznak:

2a%b -[§a2- b/ Sazb/383b-- 2cd/

?
3a be 2ab 3/a - b//a + b/
Az utolsé kifejezés példa lehet arra is, hogy elfssor "kiillsd

forma" alapjdn jellemezziikk a kifejezést /tort, melynek szdm-
1416ja és nevez8je is szorzat/ és ezutdn bdntsuk "finomszer-
kezet" szempontjibél részekre /a tényez8k szdmok, hatvinyok,
kiilonbeégek, osszegek/. A tanulé ugyanis, ha (+) vagy (-) je-
let 14t, akkor mdr csak Osszeg, kiilonbség jelénik meg el8tte

/amni természetes is/, és kevesen vannak olyanok, akik ezeknek



- 67 =

az 6észegeknek vagy killonbségeknek a kifejezésben elgondolf
helyzetét, szerepét is megldtjdk. /Tudnillik olyan tényez§,

| amely Osszeg vagy kﬁlﬁnbség/. Ezzel megelfzzik a tanuid'kéte-

1yét olyan esetben, amikor Ysszeggel vagy killénbeéggel mint

tényezbvel egyszerusitunk /Mondani szoktdk egyesek ezen ese-

tekben: "azt tanultuk, hogy tényezﬁvel egyszeriisi tink, hogyan

lehet akkor mégis Osszeggel vagy killonbséggel egyszeru31ten1?"/

3./ A kiemeléssel és egyéb szorzattd alakitdsi el jdrdsokkal
szorosan Osszekapcsolni az egyszeriisités fogalmdt.

4./ Annak a szabdlynak, hogy a sz4mldlé és nevezd kozds té-
'n&ezéival torténik az egyszeriisités, Osszekapcsoldsa azzal,
hogy a.fabbtagu 5z4mldl6 minden tagjdt egyszeriisitjiik.

A 4ab - 2 _ 2/2ab ~ 1/ _ 2ab -1
2adb 2ab ab -

miiveleti sort kezdetben igen kamatoztaté megktvetelni a

4gb - 2 - 2ab - 1
2ab ab

helyett., Ugyanis igy tud kapcsolatot teremteni a tanulé a ki-
enelés , szorzattdalakitds, tényezbkkel vald egyszeriisités és
a tagonként valé egyszerisités kozott. Gyakorlottabb fokon a
kdzbeesl 1lépések természetesen mar kimarédhatnak. A fent fel-
sorolt elgondolisok érvényre jutottak a kisérleti osztdlyban
a gyakorldsok sordn., Az eredmény minbségi killonbséget mutatott
a vizsgdlati osztdlyok eredményéhez képest. A 25 tanuld kozil
21 hibétlanul oldotta meg a feladatdt. )

Nézzik meg, hogy a vizsgélt populdciéban a megelézésre
és Jav1tasra irdnyulé beavatkozdsunk lényeges véltozést ered~-
ményezett-e a tanuldk teljes1tményébens



X osztdly: Kisérleti osztdly:
X = 3% = 0,56 X = %% = 0,84
sx'% =14 =x? =21
=x')% 196 _ (=x)° _ 441
nl = """'"25 = 7,84 n2 = "?5 = 17,64
=(x-7%)? = 6,16 Z(x -~ %)% = 3,36
. \[ 6,16 + 3,36 _ |9,52
- 48 - 48
8 = 0,45
4 o 0,84 -0,56 /25 25
0,45 50
0,02<P<0,05

Vagyis besvatkozdsunk szignifikdns killonbséget eredményezett
a tanulék teljesitményében, 95-98%-08 valésziniiséggel mond-—
vhatjuk, hogy a két osztdly teljesitménye k8zott tapasztalhaté
kilonbség beavatkozdsunknak az eredménye.
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9. hipg,

A tobbtagu szdmldlé és tobvtagu nevezd esete mellett azt
is vizsgdltam, hogy a tobbtagu kifejezés hatvdnyozdsa milyen ujabb
nibdkkal szaporitja a hibdk szdmét.

Vizsgdlat

Atalakitds utdn egyszeriisitsiik a kovetkezd tortet:

(e + b)2 - ggg
" al + v2

A feladat szivegében azért emlitettem meg az dtalakitist, mert
ugy véltem, hogy ez kissé nehezebb feladat. /Béi az (a+b)2 és a
(-2ab) kozotti kapcsolat megldtdsa elvérhafd volna./
A’vizsgélat eredményes

X oszt. 11 /449 hibdtlan 7/28%/ hibds 4/16%/ részben 3/12%/ nem

‘ fogl. fogle
Y 20/479%/ " 12/29%/ " 5/12%/ vele 5/12%/vele
u " 19 /41%/ fl 15 /3 30/('/ n 7 /1 5%/ m 5 /110/0/ "
Akik részben foglalkoztak a feladattal, eljutottsh az a2+b2
2,..2
a“+b

de ezt végeredménynek tekintik. Kérdésemre igy vdla szoltak:
"Nincs k6zbs tényez8, tehdt nem egyszerﬁsitheté tovabb., "

1(a° + b?)
1(a2 + b2) .
megldtta, hogy az (a2+b2) kozos tényezd és egyszeriisitettek vele.

A mikor

alakban irtuk fel, akkor mdr legtobbjik

A 113 tenulé kozil 13 ires feladatlapot adott be. Ezek hidnyos eld-
ismeretekkel rendelkeztek /hidnyoztak az el8z8 {rdkon vagy telje-
sen leblokkoltak/s

A feladat megolddsa sordn elkdvetett hibdk tipusais
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a./ [(la—+TB]° - 2ab = —2ab

b/ |(8+1)%_ 2ab _ &+ 4%~ 2ap - —2ab
a + b° )fz’+,}#r

c./ (a + b)2- 2ab ==,3‘2,4?,82/-0» 2ab -~ 2ab

= 2ab - 2ab = 0
a® + b2 ,a2,+,bz
/10 tanulé/

do/ (a + b)% - 2ap . da—+)(a + b) ~2ab _a + b - 2ab

a2 + b2 ’ (a—+T5)(a -~ b) a-0>

/8 tenulé/
ee/ (a + v)? - 28b _ a + b - 2ab
N a® + b° a+b

/3 tanulé/
Az eredményt jénak tekintettem, ha a tanulé az 1 végeredményt
kapta, mivel

(a + b)2~ 2ab _ a’+ 2ab + b2 2ab _ a + b2 =1
a? +_b2 a + be al + e '

Az egyéni beszélgetésekbll azonban kideriillt, hogy az 50 hibit-
lannak mindsitett megoldds kdzill 6 "véletlenil" jé, mivel az
utolsé 1lépésnél igy okoskodtak:

22+ p¥ 141 _ 2 1
,82’+ 32' 1+1 2

2_tel egyszeriisitettek, majd b-tel, emely most

‘vagyis ek8szor a
véleflenﬁl ugyanazt az eredményt adta, mint (a2+b2)—tel valé
egyszeriusités,

Az elkdvetett hibdk tipusainak vizsgdlata azt musatta,
hogy a hibdk elfidézésében szerepet jdtszik a hamis analégia,
a formalizmus és a megszokds.

Az a./ tipusu hiba a 8/a hibdnak felel meg; Ezek a tanu-

16k nem vették figyelembe a feladat sztvegében szerepl§ "dtala-
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kitde" felszélitdst. Kettbs hibit kovetnek el, mivel az
(a+b)2 kifejezést ézonositjék az (32+b2) kifejezéssel, mds-
részt a tobbtagu szdmldldénak CSak‘az egyik tagjdt egyszeriisi-
tik, azt is olymédon, hogy elvonds utjdn "eltintetik" a szdn-
1416061 és a nevez8b8l az (a+b)2 és az (az+b2) tagokat. Az
(a+b)2= a2+b2 hibds elgondolésra elsésbrban hamis gnalégia
&ezeti a tanulét, Egyik legkordbbi szabélyt, telis hogy Usszeget
}tagonként szorzunk egy szdmmal igyekszenek alkalmazni és a hat-
vdnyozdst 1is tagonként elvégezni. Ezeknél a tanuldékndl az
(a+b)2 kifejezés nem jelenik meg (a+b)(a+b) alakban, vagy ha
megjelenik is, megszokdsbél a tagonkénti hatvdnyozdsra valéd
"iranyultsigukmiatt (a+b)2=a2+b2 alakban adjdk meg a megol-
dést. | | a »

A b,/ hibdnil lényegében azok az okok jdtszanak szere-
pet, mint az a./ hibdndl, annyi kiilonbséggel, hogy figyelem-
be veszik az "dtalakitds" felszblitdst, le is irjdk a hibds
elgondolds 1épéseit. |

A c./ hibdt elkovetl8 tanulék mdr helyesen oldjdk meg

)2=a2+b2+23b dtalaekitdst, de az dtalakitdis utdn a midr

az (a+b
térgyalt egyszeriisitési hibdba esnek;

A df hibacsoport a hibds egyeszerisités ténye meldett
pozitiv torekvést is mutat. A "tényezbkkel valé egyszerﬁsités"
elvének gondolatdt tartalmazza. Az 4talakitds sordn tényez6k
elfdllitisdra torekszik, de ebben a tirekvésben a formalizmus
és a megszokds fedezhetd fel. A tanuld megszokta, hogy a pél-
ddk egész sordnil segiteft az az-b2=(a+b)(a-b) dtalakitis, Ezt

a felbontdst minden tovdbbi nélkiil dtviezi az a+b® formira is.
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Az e./ hibdt elkdveté 3 tanuld szdmdre a hatvinyozds és az
egyszeriieités teljesen tisztdzatlan fogalom. Nem 14tjdk az
(a+b)? és (a24+b?) Kkoz6tti killonbséget. Ezt a sulyos hibdt
tetézik az egyszerisités tisztdzatlan voltdbél szdrmazé hibdval,

A fenti hibacsoportok megelfzési és javitdisi médjdra nem
folytattam kisérletet, mivel a 8. hibdndl szereplé kisériet

ezen hibdk megell8zésére is vonatkozik.
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10. hiba

Tde sorolom azokat a hibdkat, amelyek az elsSéfoku egyis-
meretlenes egyenletek megolddsakor fordulnak eld. Az észlelt
hibdk a mir tdrgyslt hibdk kovetkezményei, tehdt eredetikk szer-
tedgazé. Ha tanitdsunk sordn nem forditottunk kelld figyeluet
az el8zbekben tirgyalt hibdkra, akkor ezek osszhatdisa olyan su-
lyos kévetkezményekkel jdr, amelyet rdviden ugy fejezhetiink ki,
hogy a tanuldk nem tudnak egyenletet helyesen megoldani. A 10.
hiva tehdt azt jelenti, hogy az egyenlet megolddsa sordn a ta-
nulé hibdt vagy hibdkat kovetett el;

Az egyenlet gyokeit az egyenleten végzett ekvivalens
4dtalakitdsokkal nyerjik, amelyhez szilkeéges fogalmakat elfz8leg
gondosan kialakitottuk; Mondhatjuk, hogy ezen "épifékockékbdl"
rakjuk Ossze az egyenlet megolddsdt. Mivel az épitdékockdk tani-
tdsa alkalmdval taldlkoztunk hibdkkal, természetes, hogy az
#épitmény" méginkdbb hibdkkal terhelt. Az egyes épitdkockdk,
elemek /Osszevonds, tobbtaguak szorzdsa, zd4rSjeleltdvolitds,
kiemelés, tortekkel kapcsolatos problémdk, stb.../ tdrgyaldsa
sordn rdmutattam az elfordulé hibikra és ezek megelbzési illet-
ve javitdsi médjaira, ezért csak néhdny olyan hibdt teszek Vvizs-
gdlat tdrgydvd, amelyek az uj fogalommal, az egyenlettel keriil-
nek felszinre. Ilyen hibdk a kovetkezbk:

a./ tortek eltdvolitdsdival kapcsolatos hibsdk

b./ reciprokképzéssel kapcsolatos hibdk

c./ a két oldal egyenld viltoztatdsinak elvébdl a tanulék
d41ltal "lesziirt" formdlis és analégids hibik.
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Vizsgdlat

Oldjuk meg az egyenleteket:

ao/ -BX'-"%
b./ x_3

2 5
c./ i_1

x 3
d‘/ .l+.l'.——.!'-

x 2 3

22X - 6 5x

A vizsgdlatot ugy hajtottam végre, hogy bdven legyen idejiikk a
tanuldknak, ugyanakkor minden egyes megold4si 1épést le kellett
irni /megmondani, hogy mit csindlunk/.

A feladatok értékelése utdn a kovetkez8 eredményt tapasztaltam:
"~ Mind az

X osztdly 10/40%/ 5/20% 2/8%/ 3/12% 3120/  2/8%
Y v 14/33% 8/19% 6/14%/ 6/14%/ S5/124/  3/8%
U v 13/28% 8/11%/ 10/22%/ S/\M%/ 4/9%  6/13Y/
Az ot feiadat megolddsa sorin elkdvetett hibdk szdma nsvek-
v6 sorrendben a kovetkezbképpen alakults
c./ feladatndl: 8 tanuld / 1%/

b./ " s 12 o | /11 %/
a./ A LA /15 %/
d./ Wy 24w /22 %/
e/ mo3 54w /489 /

A hibdknak a fenti sorrendben vald alakuldsa elsf 14tdisra bizo-
nyos meglepetést vdlthat ki. A tanuldék ugyanis csak késbbb fog~

lalkoznak olyan egyenletek megolddsdval, amelyek a nevezdjilkben
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tartalmaznak ismeretlent. Ugyanakkor az a./ és b./ jellegi
feladatok begyakorldsa sordn szdmos olyan informdciét rakddroz-
nak el, amelyek segitik Sket a tovdbbi feladatok megolddsdban,
igy pl. a c./ jellegii feladat megolddsdban is.

Az : =1 egyenlet megolddsdnil a tanulék csak kevés hd-

x 3
nyada okoskodik a torteltdvolitds begyakorolt médszerével:
1 _1

3 = 3 sozorzom az egyenletet 3x-szel
3 =x

Ehelyett inkdbb a formdlis "keresztbeszorzds"
1_1 | '

’7='3'><
x=3.

illetve a reciprokképzés domindl:

i_1
x 3
x_2
1 1
X =3

Az utébbi két elgondolds nyilvdnvaléan ugyanazt a j6é megolddst
eredményezi, de a kés6bb tdrgyalt feladattipusokndl hibdkat
eredményezhet a formilis alkalmazdis. A d./ feladat megolddsdban #
hib4dz6 tanuldék hibdit nem mondhatjuk tipikusaknak, hiszen szd-
“muk ardnylag kevés. /A hibdt vagy ott Kovették el, hogy 3x he-
'1yett (x+3)-mal szorozték az egyenletet, vagy csak az egyik ol-
dal reciprokdt vették, mivel az x csak éz egyik oldalon for-
dult el§ a nevezbben./

A b./ feladatndl eldforduld gondolkoddsméd lényegében az
el626 feladatndl 14tottakkal egyezik mege. Hog& a hibdk szdma 7Y -

ré1 11%-ra ugrott, az annak a kdovetkezménye, hogy 5x = 6 alak
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még nem végeredmény /az el§z8 feladatnil az x = 3 végeredmény
volt/. A feladatok kitilzésénél éppen ennek a lépésnek a megol-
d4sd4ndl vdrtam tipikus hibdt. Altaldban az ax=b egyenlet meg-
0ldédsdnak problémdja ez. Tobb tanuld

5 = 6
x =1
megolddst ad. Altaldban tehdt a hiba ilyen alaku:
ax = b
x=Dba«-a

A hiba oka egyrészt az egyutthatd tisztdzatlan fogelmdnak kovet-~
- kezménye /amelyrél a dolgozatban mdr tobbd helyen'emlitést tettem/
misrészt az egyenletmegoldds technikdjdbdl szdrmazé formdlis és
analégids hiba. A két oldal egyenld vdltoztatdsdnak elve /mér-
legelv/ alapjdn sorozatban oldatjuk meg a feladatokat. Ha nem is
mondjuk, a tanulé azt a formdlis szabdlyt raktdrozze el, hogy

az egyenlet egyik 0ldaldrél a mdsik oldalra 4tvitt tag eldjele

ellentétesre vdltoziks
b
b - a

Amikor az x+a=b alak helyett az ax=b alakkal van dolga, a hamis

X + a
X

hu

analégia sugallatira lesz az ax=b egyenlet megolddsa x=b-a.

| Az a./ feladatban mégink4bb hajlamos a tanulé e hamis
analégie felhaszndldsdra. A tort eltdvolitisa jelenti a hibdba
esés kisebbik lehet§ségét, a nagyobbik inkdbb a

-6§ : i + 6
x =17 rossz megolddshoz vezet,

E feladatnidl el6forduldé 15%-os hiba mellett bizonytalansdigot
drult el tobb tanuld a /-6/-0s egyiitthatéval kapcsolatban. Ok
a negativ elBjelet a /=1/-gyel valé szorzéssal tévolitjék el,
de "elfeledkeznek'" a jobb oldal beszorzdsirdsl.

Mdsok az x ='%3 megolddast adjdk. Ezen tanulék a '"baloldalon
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szorzd, jobboldelon oszté" formdlis szabdlyra hivatkoznak, de a
megkérdezettek tobbsége nem meri azonositani az x =~:% -0t az
x = - g-dal.

A 4./ egyenlet megoldds4ndl a tanulék 22%-a hibdt kovet
el. Mivel ez a feladat szerkezetében bonyolultadbb az eldzf fel-
adatokndl, vdrhaté volt, hogy emelkedik a hibds megolddsok szdma.
Ugyanakkor az elfz8, egyszeriibb feladatokndl elkdvetett hibdk mel-
lett olyan hibdk is felszinre keriilnek, amelyek méginkébbb megerb-
sitik a hibdk formdlis és analdgids voltdt. A tapasztalt £6bb hi-

bdk a kovetkezd8k voltak:

1 1 1

1./ -i+-:,2-=-i

, X+2 =73

2'/ .!‘.4..:!:,3.].:

x 2 3

X + 2 é %

3./ i,12_1

x 2 3

2+X=;3-

4./ 1 11
$v3 =3 /  3(x+2)

6x + 3x =X + 2

5'/ .];+-l-—-];

' x 2 3

i _ _1

xX+2 3

Az 1. és 2. hiba a c./ feladatndl alkalmazott reciprokképzés koz-
vetlen kovetkezménye. Amig az a c./ feladatnil helyes eredményt
adott /és éppen ezért alkalmazdsdnak formdlis vagy tudatos volta
nem dsntheté el/, a d./ feladatndl vald sablonos, hamis analégidn
alapulé alkalmazdsa hibdhoz vezet. A 2. hibdndl csak a bal oldal-
nak képezik tagonként a reciprokdt. Ehhez az & gondolat, észrevé-

tel vezeti a tanuldét, hogy csak & baloldalon szerepel X a nevezfben.
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Ez igy is ven, de a tagonkénti reciprokképzés mellett &ndllé élet-
re kel az egyenlet baloldala, amelyet ujabb hibdnak szémi thatunk.

A 3, hiba flormailag a2. hiba eredményére vézet, s8t abban -
is megegyeznek, hogy a tanuldé az egyenletnek csak a baloldaldval
foglalkozik., Ennél a hibdndl a baloldalbél nem a reciprokképzés
utjdn jut a tanulé a (2 + x)-hez, hanem a "keresztbeszorzds" al-
kalmazdsival, .

A 4, és 5. hiba eredete az algebrai tortek témakdréhez nyu-
lik viésza /tortek egyszeriisitése, tortek bdvitése, legkisebb ki-
268 tobbszorss, miveletek tortekkel/, amelyr6l mér beszéltink. A
4, hibdndl bdr a 3(x + 2)-vel valé szorzds megjeltlése hibds, a
beszorzds utdn azonban a jobboldalon a 3 x 2-vel valé szorzds
eredménye szerepel. Ennek oka, hogy formailag a térteltdvolitds
igy rogzitbédott: "a sz4mldlét a legkisebb kozos tobbszbrdsnek az-
zal a részével kell szorozni, amelyet az illetd nevezd kihagyé-
sdval kapdnk." . |

Az 5., hiba az algebrai tortekkel végzett miiveletek tiszéd-
zatlan, kelld médon be nem gyakorolt voltdbdl szdrmazik,

Az e./ egyenlet megolddsindl elSforduld hibdk koziil hdrom
hibdval foglalkozom részletesebben:

1./ a tértek eltdvolitdsdndl tapasztalhaté hidnyossdgok

2./ 5-x és x-5 kozotti kapcsolat a kdz8s neveszd szeﬁ-

pontjdbél

3./ a tértvonal eldtti minusz jel szerepe.

A 48Y%-0s hibadtlag elsbsorban e hdrom dolog miett kdvetkezett bey.
/természetesen az egyenlet megolddsa sordn tovdbbi, az‘eldzé egyen~
leteknél tdrgyalt hibdkkal is taldlkozunk/.

Ha a2z egyenlet megolddsdt (5-x)(x~5)-tel valé beszorzdssal
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kezdték, akkor az egyenlet az x2 + 11x - 80 = 0 mésodfoku
egyenlethez vezetett, melynek gyokei: X = -16, Xy= 5. Az x=5 agzon-
ban nem gydke az egyenletnek, mivel a nevezfk ebben az esetben
0-val egyenl8k. Ezt az utat 35 tanulé vdlasztotta, hibdnak nem
szédmitottam, mivel az x2 +‘1lx -80 = 0 egyenletnél megékadtak.
/Tei. mésodfoku egyenlettel még nem foglalkoztak./ Ezt az utat
vdlaszté 35 tanuld kdzil azonban 16 tanulé a tortek eltdvolitdsd-
ndl a kovetkez§ hibdt kdveti el

_ 2X - 6 _ _5x : :
2— s_x—x_s / (S‘X)(X-S)

2 - (2x = 6)(x - 5) = 5x(5 = x)
vagy |
? - 2? — g = xsf‘g ./ (5 - x)(x - 5)

2 - 2x - 6(x = 5) = 5%(5 - x)
Az egyenletben szerepld tort tagok tehdt tndllésulnak az egészek—
kel szemben, illetve a tobbtagunak tobbtaguval valdé szorzdsdndl
a jelolésben a zdréjelhaszndlat nem tudatos; /A m4ds uton elindu-
16 tenuldék kozik 12 tanulé hasonlé hib4t kovet el annyi kiildnb-
séggel, hogy a beszorzds utdn 2+2x-6=5x egyenlethez jut./ A z4=
réjelhaszndlattal kapcsolatos hibdkrél mir széltam, az egészek
és tortek problémdja azonban tipikusan az egyenletmegoldds sordn
vet8dik fel. Okdnak megdllapitdsa végett a hibdzé tanuldékkal egyé-
ni beszélgetést folytattam, illetve ujabb feladatokat kellett
megoldaniuk és az egyes lépéseket megmagyrdzniuk. Arra a kérdés-
re, hogy a 2 egészet miért nem szorozta meg, legtsbben azt vdla-
szoltdk: "mert a kettes szdm egész, nem tort." A tortek eltdvoli-

tdsa épdekében torténik az egyenletnek a szorzdsa. E rovid sze-
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b4dlynak ilyen formdban valéd rogzitése arra sarkallja a tanulét,
hogy csak a tortekkel goglalkozzon, tehdt mintha a tort killon élne
az egyenletben betsltstt szerepétdl és az egész szdmoktél. Ez ar-
ra mutat, hogy az algebrai tortekkel végzeitt miveletek tanitdsdndl
nem jartunk él kelld gondossiggal.

A vizsgilédds arra is ramutatott, hogy}a tortek eltdvoli-
tdga ezeknél a tanulékndl /st azok egy részénél is, akik helye-
gsen oldotték meg a feladatot/ formélis, verbdlis tuddst takar.

Ugyanis ezek a tanulék nem tudtik helyesen indokolni, hogy a

2x -~ 6  5x

S 2- 5 = X X = 5

egyenletbfl mért lesz a tort eltdvolitdsa utdn
2(5 = x)(x = 5) = (2x = 6)(x = 5) = 5x(5 - x) .
Nemcsak irdsmédjukbél, de gondolati sorukbél is kimaradt a ksvet-

kez8kben kapcsos zdréjellel jeldlt rész:
2x - 6 _ _5x

- Tx"%-5
2. 2 / (5= x)(x - 5)
2(5 = x)(x = 5) (2x -~ 6)}(x—=5) _ 5x(5 -~ x)

(5 -x){x=-5) " (5~ x)(x- (5 - xJ{x - 5)

2(5 - x)(x=5) = (2x - 6)(x - 5) 5x(5 - x)
‘ (5 - x)(x-5) - (5 - x)J(x-75)

2(5 = x)(x = 5) - (2x = 6)(x = 5) = 5x(5 - x)

\n
-~
i

it

A feladat célszeri megolddsa nem az (5 - x){(x - 5)-tel valé be-
szorzist kivdnta, hanem az (5 - x). €& (x - 5) mint nevezdk ké-
~ z6tti kapcsolat megldtisdt. Az aidebrai tortek egyszeriisitése, bb-—
vitése, a kizos nevezdre valé hozdis, a legkisebb kozds tobbszbrds
térgyakdsdnil a jelzett kapcsolat tobb helyen alkalmazdet nyert.

A vizsgdlat azt mutatja, hogy az egyenletmegolddsndl az alkalma-
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z4s mégis problémdkat, hibdkat eredményez. A hibdk oka oda vezet
vissza, hogy vagy elsiettilk az algebrai tortek témakdrének tani-
tdgdt, vagy az egyenletmegoldds technikid jdndl nem mutattunk visz-
sza kelld médon az algebrai torteknél tanul takra.

Azok a tanuldk, akkk helyes ereduényt hoztak ki /x=16/, a kiovet-
kez8 uton jirtak el:

o _2x -6 _ _5x
_ 5 - X X -5
2X - 6 5x .
2+X—5=.X-—5 / (X—S)

2(x - 5) + 2x - 6 = 5x
x = ~-16 ‘ .

Ezek a tanuldk megldttdk az 5-x=—(x—5) Osszefiiggést, Ennek az
Osszefiiggédsnek a megldtdsa és alkalmazdsa elvdrhatd volt a tobbi
tanulé tobbségénél is, hiszen az algebrai tortek témaksrében so-
rozatban oldottak még olyan milveleteket, egyszeriisitéseket, amely-
nél ezt alkalmaztuk, Az a tény, hogy az egyenletmegolddsndl keve-
sen fedezték fel ezt a lehetéséget, arra mutat, hogy nincs meg a
szoros kapcsolat a két anyagegység kozott, az algebrai tortekkel
végzett miiveletek ismerete formdlis, $ncélu, holt téke, nem telje~
sitéképes tuddst jelent ezeknél a tanuléknil. Tipikus hibdnak
mondhaté az is, hogy sok tanuldé nem tesz kiilonbséget az 5-x &s
x-5 k6zott, beszorozza az egyenletet (5-x)-szel és a

2(5 - x) - (2x - 6) = 5x
egyenlethez jut. Az elkﬁvetett‘hiba még sulyosabb formdban jelent-
kezik azokndl a tanulékndl, akik a tortvonal el8tti minusz el8jel
szerepében is hibdznak. Ez a kétszeri hiba vezet a

2(5 - x) = 2x - 6 = 5x
egyenlethez,

A tortvonal eldtti minusz- jel problémdt okoz azon tanulék egy
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részénél is, akik ugyen megldttdk az 5-x= =(x-5) Osszefiiggést.
Ezek a tanulék azonban ugy vélték, hogy a tortvonal eldtti minusz

jel a kovetkezd médon segit 8z 5-x= -(x-5) Osszefiiggés felhaszni-

ldsdiban:
2 2x - 6 _ _5x
T Hh e X X~ 5
6 - 2% 5X
2+ ¥ 5 X -5 / (x=-5)

2(x -= 5) + 6 = 2x = 5x
A hiba nyiivénvaléz a tortvonal eldtti minusz jel egyidejiileg
.megvdltoztatja a tort szidmlidldéjdnak és nevezdjének is 2z elfjelét.
Azok a hibdk ismé+tlddnek itt heg, amelyekre a 6. hiba tirgyaldsi-

nil rdmutattam, vagyis a

2X - 6 _ 6 - 2x
5 ~X 5 - X

2x -6 _2x -6
T Hh -x X = 5
- 2}; : 16( =- -z-i(cx:‘j? = 2; : g stb, Osszefiiggések

tisztdzatlan volta.
T5bb tanuldé az egyenletmegoldds sorin arra hivatkozik, hogy

"a tortvonal zdréjelet helyettesit", ezért kell a tértvonal elft-
ti minusz jel esetében a tort eltdvolitdsa utdn zidrdjelet alkale
mazni. Pl. i

5-2=2%=3 / (x-6)

5(x = 6) = (2 = x) = 3(x - 6)
Ez a magyarizat nem vezet uéyan hibdra, de feljesen formdlis, ver-
bdlis tuddst eredményez. Ehelyett a‘tudatosségnak kell domindlni,
amelyet a mdr tdrgyalt uton biztositani tudunk.

Végezetul rdmutatok még két hibdra, amelyek az algebrai ki-

fejezések dtalakitdisa és az egyenletmegoldds kozotti hamis analé=
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gia felhaszndlisib6l illetve megszokdsbél szdrmaznak,
Az algebrai kifejezések azonos dtalakitdsa sordn a tanulé

megszokta az egy sorba valdé folyamatos irdsmédot, pl.
28 - 2b _ 2(a ~ b)
2_p? (a+b)(a=Db)

a
Ezt az irdsmédot tobb tanulé az egyenletmegolddsban is érvényben

igyekszik tartani, pl.:

2 2x - 6 _ _5x
TTHh - x X ~5

2X — 6 5x =
- "% -5 2+

= e e e

Ezzel a2z irdisméddal teljes 6ssze-visszasig adddik, eltinik ag
egyenlet jobb és baloldaldnak szerepe, az egyenletet vélt azonos-
sdgnak tekintik.

A mdsik hiba a tortel tdvolités mddszerének "alkalmazdsa"
az algebrai kifejezések egyszeriibb alakra valé irdsdban, Kﬁlanﬁ—
sen eléfordul ez a hiba akkor, ha a jeldlés is timogatja a hamis
analégidra valdé hivatkozdst /he az algebral kifejezésben szerep—

16 betit x-szel jeloljilkk, mint az egyenletnél 4ltaldban a2z isme-
retlent/.

Példa

Irjuk egyszeriibb alakra a kovetkezd kifejezést:

. X
-

Bl
A feladat a ndr tdrgyalt "emeletes t5r ek problémdit is elbhoz-
za, de emellett az egyenlet és kifejezés fogalmdnak a keverdsét is.
Tobb tanuld egyenletként kezeki és az egyszeriibb alakot a tortel-
tdvolitdsnak az égyenletnél aelkalmazott médszerével*éri el", ge a

kovetkez8 médon:
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l - =1 - =71 5% = l - T—x l - x X 1l 2x
1 - 2X
X 4+ 1

A 10. hiba illetve hibacsoport tdrgyaldsdndl olyan hibdkat so-
roltam fel, amelyeknek gyokereivel, javitdsi és megelbzési mé@jai-
val a dolgozat el6z8 részeiben részletesen foglalkoztam.Nem so=-
roltam fel tobb olyan hibdt, amelyeknek eléforduldsdt szintén

gyakran tapasztalhatjuk, mivel ezekkel kapcsolatos elemzésekkel

a szakirodsalomban tobb szerzd foglalkozik,
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1l, hiba

A mdsodik osztdlyban a szogfiiggvények értelmezése és
e velik valé béndsméd begyakorldse utdn vizsgdlatot folytattam
e témakorben elfforduld tipikus hibdk felmérése érdekében. Az elb-
z8 hibdk /1-10. hiﬁék/, ameiyek az'elsb osztéljban eldfordulé hi-
bdk voltak, olyanok, hogy a javitdsi ésvmegel6zési el jardsokat
kisérleti osztdlyon prébdltuk ki, A dolgozat bevezetd részében
emlitettem, hogy felefbb osztdlyokban a kisérleti osztdly meg-
szervezését mellbztikk, igy a hibdk orvosldsdira tett megjegyzései—

met tobbéves tanitdsom sordn kiprébdlt el jardsokra alapozom.

Vizsgdlat
Mekkora az o(szbg, ha : sin % = -]é

Hirom osztdly 86 tanuléja vett részt a vizsgdlatban.

A vizsgdlat eredményes
hibdtlan megolddss 61 /71%/ tanulé
nibds L i 25 /290Gy  w
A hibdzé 25 tanulé kozil 3 tanulé a t4bldzatbél vald visszakere-
géenél .kdvetett el hibdt, 22 tanulé hibdja két hiba kort oszlik
meg a kévetkezd mddon:
T L
a./ gin ?-2< =3 /
gin X = 1 / 19 tanulé /
X =
b,/ sin % =
2 Bind& =

O
)

sin X = / 3 tanulé /

ol = of

X = 30 0
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Mindkét hiba eredete 8 hamis analégidra és a fogalom tisztdzat-
lan voltdra vezethet§ vissza.
A tortes egyenleteknél alkaelmazott térteltivolitis médszerét al-
kalmazzdk /analégia alapjdn/ a 2-vel valé beszorzdskor., Ugyanakkor
/fogalom tisztizatlan volta miatt/. A "sin" jel Onmaga is 6ndllé

ezeknél a tanuléknil e einfé és ko6z6tt nincs killtnbség
része a kifejezésnek, formdlis médon megy 4t tudatukba a sinus fo-
galma, Mivel nemcsak a fogalom tisztdzatlan voltdbél szdrmazik ez
a hiba, hanem hamis analdégidn és megszokdson is, ezért teljesen ki~
kiiszdbblni nem tudjuk, elé6forduldse gyakorisdgdt azonban cstkkent-
hetjik a sinus fogalmdnak tiszta kialakitdsdival, szemléltetéssel és
a kifejezés olvasésénak'taglaléséval.

Hasznosnak mutatkozik, hogy a tanuldk maguk elemezzék, miért nem
tehetlink egyenldségjelet a éinzz-( és & -?-352‘-9—(- k626 7 /Itt még

csak a derékszigi hdromszog hegyesszigét jelenti azo(./ Az elemzés

elvezet oda, hogy a sig<% -nél az 0<szﬁgnek vesszik elfszbr a gi-

nusdt /emely egy viszonyszdmot ad/, majd ennek a viszonyszdmnak g fe-
1ét, a sih% esetében pedig az X szégnek vesszik elbszor a feldt
/emely egy szogértéket ad/ és az igy kapott szognek vesszik a sinu-
sdt. Tulajdonképpen burkolt formiban annak a beldtdsdrél van szé, |
hogy 4ltalibans c £/x/ # £/cx/ . A térgyalt hiba nemcsak a sind
esetében fordul eld, hanem a tobbi szogfiggvénynél is. Hasonlé, ana-
16gids, megszokisbél és a fogalom tisztdzatlan voltdbdl szirmazé hi-
bdk ezek. /Itt jegyzem meg, hogy t6bb tanulé a sin%X esetében is bi~
zonytalansdgot drul el. A jelolés okozta~hehézség abbél szdrmazik,

hogy nem forditottunk kelld gondot a jeldlés magyardzatdra, neveze-



- 87 -

tesen arra, hégy sin oOsinO( = (sinc>()2 = sinx . Tov4dbbi, a
formalizmusb6l szdrmazé hiba, hogy sok tanulé csak akkor irja fel
helyesen a derékszdgi hdromszdg szigeimek fiiggvényét, ha a hfrom-
szoget a megszokott dlldsban. veszi fel, illetve oldalait a meg-
szokott a,b,c betikkel jeldli./
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12. hiba

A matematikai szimbélumok, jeldlések nemcsak a szigfigg-
vényeknél jirnek nehézséggel, henem & logaritmusndl is taldlko-
zunk evvel a problémival. Az aldbbiakbant#drgyalt vizsgélat ered-
ménye azt mutatja, hogy ez a fontos fogalom nemcsak mint uj fo-
galom szokatlan, nehéz a tenulék szdmdra, hanem tormdr jelolés—
médja miatt is nagy koriltekintéssel kell lenniink a tdrgyaldsndl,

A szimbolika sok tanuldéndl formalizmushoz vezet, a forma
lesz az elsfdleges a tartalommal szemben, éppen a tartalom hig-
nya miatt, Bzt a formdlis ismeretet segiti, hogy a logaritmustdb-
la mechanikus alkalmazdsdnak tuddsdra szdllitjuk le olykor a tanu-
16k tartalmi tuddsit. |

Vizsgdlat

O1djuk meg a kiovetkezl egyenleteket:
a./ lg lg x = 1g 10
b./ lg2
Az a./ feladatot 84  tanuld koziil 32 tanuld, a b,/ feladatot pe-

X = 4

dig 24 tanulé hibdsan oldotta meg. Az elkovetett hibdk az a,/
feladatndl igy oszlottak meg:

lg 1g x = 1g 10 ,
lg x=1 , / 12 tanuld/
x =10 '

lg 1g x = 1g 10 _
lg x = 10 , / 14 tanulé /
x =1



lg 1g x = 1g 10
lg x+ 1g x = 1g 10

21g x = 1g 10 / 6 tanulé /
x2= 10
x ={l0

Az els8 esetben észreveszik, hogy 1g 10 = 1, az lg jel igy eltii-
nik a jobboldalon; de mivel egyenlet, igy a baloldalon levd egyik
lg Jjelnek is el kell tinni /hamis analégia, a jelekkel valé for-
mdlis bdndsméd, a fogalom tisztdzatlan volta !/.

| A mdsodik esetben a fogalom tisztdzatlan volta jdtszik el-
s6rendi szerepef. A lg x = 10 egyenletbll x=1 megoldést'ad‘l4 ta~
nulé. Ezeknél a tanulékndl a logaritmus fogalmdnak ujbdli tisz-
tzd4dsdval tudunk segiteni,

A harmadik hibdndl a 1lg 1lg x jelolést szorzatnak vélik
és a szorzat logaritnusdnak szabdlya szerint lesz bel8le lgxtlgx._
Nem létjék az 1lg 1lg x kifejezésben az f/g/x// Osszetett fiiggvényt.
Célszeri a 1lg 1g x kifejezést ig(lg x) alakban is felirni - tu-
datosodjon, hogy a zdrdjel elhagydsa csak az egyszeriibb irdsméd

miatt torténik.

A b./ feladatben 24 tanulé hibdja a kovetkezd képet mutatjas

13 tanulé 11 tanalé
1g%x = 4 1g%x = 4
21g x = 1g 4 1g%x = 22
2x = 4 X = 2

x =2

Az els6 tipusu hiba /amely két hib4bél tevddik ossze/, a tanult
szabdlyok alkalmazdsa sorin sziiletik. Ugyanis tudja a hatvdny lo-
garitmusdnek szabilydt arra az esetre,amikor a hatvédny alapja egy

szdm / 1lg x® = n lg x /, de nem veszi észre, hogy a hatvédny alap-
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ja most egy figgvény, a logaritmusfiiggvény. "A hatvdnyalap loga-
ritmusét szorzom a kitevivel, de mivel a hatvdny alapja /x/ mdr
logaritmdlva van, ezérf csak a kettével kell megszorozni" - mond-
jék. Igy lesz a 2lg 1lg x helyett 21g x, Ugyanezek a tanuldék ko-
_vetik—el a tovdbbi megoldds sordn azt a durva hibdt, hogy az egyen-
letet ugymond "egyszeriisitik" lg-vel.

A misodik tipusu hiba szinitén a fiiggvénytani ellismeretek
gyenge voltdra, valamint a jelolés okozta nehézségre mutat. A po-
zitiv valés szdmok esetében 1ldittdk, hogy ha két azonos kitevdji
hatvény' egyenld és ismerjilk az egyik alapot, akkor a mdsik alap

ugyanaz a szdms al = 22 a =2

Ez a gondolat motivdl akkor, amikor a lgzx = 22 egyenletbdl x=2

2 2

lesz, hiszen 2 . Ha ezt az egyenletet /lg x/2 = 22 alakban

= 2
irtam fel, akkor a hibdzé tanuldk egy része & 1lg x = 2 helyes

eredményt irta fel.

A logaritmus témakdrében ezeken a hibikon kivil mds hibdk
is eléfordulnak /kerakterisztika, mantissza, tibldzathasznilat,
visszakeresés, interpoldcié, stb. problémdi/. Jelen vizsgdlatban
csak a logaritmus fogelminek tisztdzatlan voltd4bdl, illetve a
jelélésrendszer nehézsééébél szdrmazdé néhdny hibdra kivdntam rd-
matatni. A lgzx = 1lg x 1g x = (1lg x)z, a 1lg %°= lg(x x) = lg(xz)
és lg 1lg x = lg(ig x) jelolések megegyezdségének illetve killsn~
bazéségének magyardzata a fenti hibdk eld8forduldsit nagymérték-

bsn csokkenti.



Gyakran tapasztalhaté hiba, hogy & tanuldk a- kiillénboz6 tdbe
ldzatok haszndlata kizben a tdbldzatbél kiirt fliggvényértékben a
tizedesvessz§ helyét rosszul jelolfk ki. Kilondsképpen észrevehe~
t6 ez a négyzetreemelés és négyzetgydkvonds esetében. Mivel a tdb-
ldzatheszndilat szerepe az utébbi években erdsen elStérbe keriilt,
szilkeéges, hogy az elSforduld hibdk szdmdt minimglisra szoritsuk,.
Ha megtettink minden megelfzési intézkedést, akkor is eldfordul-
nak hibdk a figyelem szétszértsdiga vagy a "mellénézések" miatt.
Vizsgdlatom nem ezekre a természetes hibdkra vonatkozik, hanem
olyanokra, amelyeket megeldzési eljdrdisokkal osﬁkkenthetﬁnk.

Vizegdlat

Végezzilk el a kivetkez§ négyzetreemeléseket &s négyzetgytkvond-

sokat:

B T . 4o/ | 0,00049
Y A 0,0028° 5./ \‘W'
30/ 12002 6./ (280000

A vizsgdlatban 86 tanulé vett részt, eredményes

1. feladat 2. feladat 3. feladat 4., feladat 5., feladat 6., feladat
5 10 11 12 15 11

A fenti adatok a rossz megolddsok szdmdt jeldlik. Az eredménybdl

ldthaté, hogy elsSsorban a nagyobb illetve kiuebb nagysdgrendii

szdmok esetében fordulnak el hibdk. A hibds megoldisok azt je-

lentik, hogy vagy rossz helyen nézte ki a tdbldzatbél a fiiggvény-
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értéket /pl. 38 helyett 3,8-nél/ vagy bdr j6 helyen nézte a fiigg-
vényértéket, de a tizedes vesszd helyét rosszul vdlasztotta meg.
/ Pl. 0,06164 helyett 0,6164-et vagy 0,006164-et ir./

"'Mindkét hiba eredete a szdmok normélalakjénak felirdsdiban ,
illetve a hatvdnyozdsban és a gybkvondsban vald jaratlansigra ve-
zethetl vissza. A legfeljettebb médszer a tizedes vessz8 helyének
becsléssel t5rténé megdllapitdsa. Ezt kevés tanulé alkélmazza, mert
a tévedés lehetSsége jobban fenndll, mint a sablonos eljdrdisokndl,.
Felté tleniil megkovetelendd a kezdeti fokon, hogy a négyzetreeme-~
1ésnél a tanulé

x = N 10% / k=0, 41, +2, .u. /
14N £10
alakban irja fel a szdmot, amelybdl négyzetréemelés utdn az
Y = x%= w2 10%
alakot kapja. A t4bldzatbél N° értéke olvashaté le, amelyb8l Y

értéke a lOZK

-val vald szorzds utdn adédik. Az ilyen jellegii be-
gyakoroltatdis utdn minden kozbillsd 1lépés leirdsa elmaradhat, mert
ranézéssel a 2k értéke megdllapithatd.

A vizsgdlat azt is mutatja,hogy a gydskvondsnil gyakrabban
fordulnak el8 hasonlé hibdk. Ennek oka nemcsak a gyokvonds inversz
mivelet jellege, hanem a 10 kitev§jének pdros vagy pdratlan volta
is. ﬁgyanis a normdl alakot felirva k piros vagy pdratlan, igy
lOk vagy teljes négyzetszdm vagy nem. Eppen e két lehetfség vizs-
gdlatédblél adbédik t6bb tanulé bizonytalansiga, hibdzdsa. /Nem tud-
ja elddnteni, hogy pl. V 384,6 értékét 3,84-ndl vagy 38-nil néz-
ze-e ?/ Ezt a dilemndt feloldhatjuk a kovetkez8 szabdlynak ta-
pesztalati uton valé megmutatdisdval:
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"Irjuk fel a gyok alatti szdmot x =M 10k

1 M 100 és k piros. Exkor y = {X = (M 105 = {7 102 . M érté-
két a tdbldzatbél nyerjik, amelyet 10%-vel kell szoroznunk, "

alakbﬁn, ahol

/Lényegében ugyanazt csindltuk, mint a normdlalakos megolddsndl,
_csak a szétvdlasztdsi miveletet egyetlen szabdlyba ontottik.,
Ezen okoskodds utdn megsziinik a tdbldzathasznilatndl a mdr emli-
tett bizonytalensdg./

Tapasztalatom, hogy a hibdk szdma a tidrgyalt eljdrds alkalmazdsi-

val lényegesen cstkkent,
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14. hiba

A gyokvonis azonossdgainak alkalmazdsa sordn is olyan hibdk ismét-
16dnek meg évrfl-évre, amelyeknek eredetérfl az eldzé hi bdkndl
sz6ltam, Szerepet jdtszik azonban ezekben & hibdkban a gydskjel,
illetve a gydkvonds szabélyainak kellé mértékil begyakorlottsdgd~

nak hidnya is.

Vizsgélat

Gybkjel elé hozdssal alakitsuk 4t a kovetkezd kifejezéseket:
a./ Ta be/ \/4'a2 + 8b° c./ [8(9, + 1)’

9b?
A vizsgdlat eredménye:
ae/ T/8%/ hibds bs/ 12/14°/o/ hibds c./ 14/16%o/hib4s
Az a./ feladatndl a hibdzé 7 tanulé a kiovetkezd megolddst adtas’

V 1§§ = 3b{7a
9b

A tort négyzetgyokének szabdlydt ismerik ezek a tanuldk, hiszen é
s24ml416b6l és nevez8bll vonnak gyokit, de az eredmény algebrai
leirdsdt eltévesztik., A hiba ugyanazokra az okokra vezethetl visz-
sza, amelyeket az algebrai tortek tdrgyaldsdndl ldttunk. /7.hiba/
Ha ugyanezt a feladatot ugy adjuk fél, hogy vonjunk gydkst a ko-

vetkezd tortbll, akkor csaknem mindenki jé megolddst ad:

f7a . Via

9v°  3p

A "gyokjel elé hozde" felszblitds Osztonzi a tanulét arra, hogy
{%% 81 3b(7a legyen. /Vagyis az 22 =1 ab alakkel kapcso-

latos hibdrél van itt szé./
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A b,/ feladatban elkdvetett hibdk a kovetkezdk:

V 422 « 8b2 = 2a + 4b

V4a2 + 8b% = 28 + bi8 = 2a + 21/ 2
Az elsb hiba teljes tdjékozatlansdgot drul el a négyzetgytkvonds
fogalmdrél. A négyzetgyﬁkvonésf a kitev8k és az egyiitthaték 2-vel
valé osztdsdval végzik el. Hamis analdgia is szerpet jdtszik ebben,
mivel pl. {;3-= 33, vagyis a kitev6t wvaldéban 2-vel osztjuk. A
2-vel vald osgztdst ennek alapjdn viszik 4t az egyiitthaték esetére
is. A misodik hiba az (a + b) = ac + be, illetve 220 .2, 2
szabdlyokbdl szdrmazdé analégids hiba. A tagﬁnkénti miiveletvégzés
szabdlydt viszik 4t a tagonkénti gyokvonis esetében, ngyszeru el-

lenpélddkkal megelfzhetjik ezeket a hibdkat. Pl. 3

V4 + 12 =V16 = 4

Va + 12 #Va + Y12 =2+ 2V3 ~ 2+ 21,7 =2+ 3,4 = 5,4
Vagy a négyzetreemeléssel vald kapcsolat felhasznildsival:

(a + b)2= a’+ 2ab + b%;;€>,ga + b= Va + 2ab + b2

a+ b # {a +J2&b +Mb=a+V2ab+b
Egyenl8ség csak akkor d1lhat fenn, ha {2ab = 0, vagyis vagy a

vagy b egyenl§ O-val.
A c./ feladatnil elkovetett hiba:

fé(a + b)3 =a + bVS(a + b) =a+ ovf2(a + 63_

A zdréjelhasznilat hidnyos ismerete miatt hibdznak ezek a tanulék,

amelyre a dolgozatban tébb helyen rdmutattanm,
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Kovetkezteté sek

A kbzépiskolai matematikai tananyagnak csak kicsiny hi-
nyaddt tettik vizsgélat tdrgydvd ebben a dolgozatban. A vizsgdla-
tok eredménge azt mutatja, hogy az dltaldnos iskoldban tapasztalt

tipikus hibdk 41taldban nem szinnek meg a kozépiskoldban. Egyes
hibdk tovdbb élnek, mééok szdzalékos el8forduldsa cstkken, és ujabb
hibdk ell8térbe keriilésével is szdmolnunk kell. A helyteleniil fel-
tételezett analbégidn alapuld hibdk mellett megndvekszik azoknak
a hibdknak a szima, amelyeknék eredete a fogalmaknak tisztdzatlan
voltira, a formalizmusra, a matematikai miiszavekra, kifejezésekre
és jelﬁléérendszerekre vezethetbék vissza. Ezen ujabb hibdk észle-
lése természetesen Osszefligg a kozépiskolai matematikat tananyag
nehezebb voltival., Ugyanakkor felszines elintézése volna a prob-
lémdnak csupin az erre valdéd hivatkozis.
Feltétlenul figyelembe kell vennink a kdvetkez8 tényezlket:
1./ A hibdkat elkovet8 tanuldk tobbsége a gyengébb tanulék
kozil kerilt ki.
2./ A megelSzésre és javitdsra irdnyuld kisérletek pozitiv
eredményt mutattak.
3é/ A hibdk eléforéuléséban szubjektiv tényezlkon kivil ob-
| jektiv tényezék is taldlhaték.
4./ A matematikai gondolkodis és készség egyiittes fejleszté-
sének az eldéforduld hibdkhoz valéd viszonyé;
A felsorolt ténye26k>kﬁ16n-kﬁ16n és egylittesen is elsb8sorban a
szubjektiv tényez8 szerepének megvizsgdldsira kell, hogy Osztondz-
z20n Bennﬁnket. Igényesnek kell lenniink magunkkal szemben, azutdn

lehetiink igényesek tanitvdnyainkkal szemben.,
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Az adott korilményekhez képest megtesziink-e mindent, hogy
'a hibdk szdmit a minimumra cstkkentsikk ?

Ugyanakkor a jé vagy gyengébb tandri munka mellett az ob-
jektiv tényez8k megvizsgdldsa is jogos., A tdrsadalom novekvl igé-
nyei az iskoldval szemben szikségképpen a reformok, a modernizd-
"16d4s folyamatdt inditja meg. Ez a folyamat a tananyag, az okta-
t4si médszerek, s8t a megszokott szervezettségi formék modernizé-
1484t koveteli. |

Egyes hibdk eléforduldsdnak a minimumra szoritdsa elérhetd
a tandri munka javitdsdval, az elméletre és gyakorlatré forditott
id8 helyes ardnydnak megvdlasztisdval, de mindezeknek a figyelem-
bevétele is'kevés t6bb hibdnak jelent8sebb csokkentésére. Az adoft
osztdly~ és idl8keretek , tovdbbd a tamervben elSirt anyag esetle
ges tulméretezattsége niatt a legnagyobb fdradozds is cegek mini-
milis eredménnyel jér. Sok esetben az emlitett objektiv tényezbk
valamilyen formiban valé megkeriilésével fosztdly- és idSkerstek
felbontdsival, pl. korrepetéiés/ tudunk segiteni a bajokon, Nem
mindig elegend8 a tanitdsi 6ra /az id8 rovidsége, a tanuldk in~
homogén tuddsszintje, a tananyag méretei miatt/ a matematikai
gondolkodds és készség megfeleld szintre valé emeléséhez., Az em—~
iitett megkdotottségekben is kereshet8 a megfeleld matematikai
gondolkodds hidnya, amely végs8soron erdsiti a dolgozatban tdr-
gyalt hibdk domindns okeinak funkciondldsdt. A tanuldék differen-
cidlt szintje, a fahanyag korszeriisitése, az ifjunak a jov8beli
tdrsadalmi hasznosséga; teljesitbképes tuddsa differencidltabb
foglalkoztatottsdgot feltételeznek., Ennek vizsgélata azonban

meghalagja e szerény mdédszertani munka kereteit.
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Vizsgdlataim és kisérleteim célja néhdny tipikus hiba
elﬁfordulésakor fellépd okoknak a bemutatisa, ezek kivetkezményel-
nek, megel8zéasének illetve javitdsdnak keresése. A teljesség és
tokéletesség igénye nélkiill vdllalkoztam erre a munkdra. Az 4lta-
lah alkalmazott eljdrdsok nem mondhaték tokéletesnek é€s egyediil
eredménynsnek. Mindannyiunk kﬁfelessége azonban, hogy keressik a
meglehetSsen nagy szdzalékos ardnyban eldfordulé hibdk orvosldsi-
hoz vezetd utakét. Ezen lehetséges utak egyikének megtaléiéséhoz

kivdntam dolgozatommal hozzdjdrulni.
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