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Bevezetlés

A k&8zépiskolai oktatés reformjénask alapvetd célkitiizé-
sel kozé tartozik az. ismeretek gyakorlati alkalmazdsdnak
/ a legdltalénosabb értelemben vett feladatmegoldds / oly
mértékben vald elmelyltese hogy az ifjusdg fel legyen ké-
szitve a tarsadalml termelémunka egyre fokozddé kbvetel-
ményeire.A gyakorlatl elet rugalmas gondolkodast és ru-
galmas, Jol funk01onalé 1smereteket 15enye1 a tanulok ré-
SZerol Ezt 1eg1nkabb a tanuldk 1smeretelnek formalls Jel-
lege akadélJozza melyrdl példaul Szkatkln mngegV21 "...a
szakadek az lsmeretek szdbeli felidézése és a- gyakorlat—
ban valo alkalmazdse k&zdti".

A feladatmegoldd keszseg szerepe korunkban fokozatosan
elotérbe keril, fontosabb mint a nagy mennylsegben tarolt
1qmeretanyag és annak reprodukéldsi keszsege A tanulék
terheleset a kdzelmultban bevezetett tananvagcsokkentés
is az ismeretek alkalmazdsdnak gvakorlasa Javara médosi~
totta.Igy a fizika kozepfoku tanitésdban egvre nagyobb
szerephez jut a feladstok megoldésa, amelynek Jelentoseget
t6bb szempont is indokolja:

a/.a feladatok megoldasa Pozben v1légosabba és ponto-
sabbakké vélnak a fizikai fogalmak

b/.a tanuldk emlékezetében Jobban rog21uodnek a fel-
haszndlt Osszefliggések,biztosabban épililnek’ be a gondol~
kodédsukba

c/.feladatokkal a tananyag jél kiegészithetd,egyre in-
kébb cstkkentve annak formdlis jegyeit

d/.a feladatok rendszeres megolddsa megvildgitja,mire
hasznédlhatdk a tanult térvéhyek,6sszefﬁggések;gyakorlés
révén még érthetdbbé vdlnak a fizika torvényei

e/.a feladatokban szerepld gvakorlati problémsk tudato-
sitjék kérnyezetﬁhk szémtalan Jelenségében a fizikai tot-
vények érvényesiilését

d/.az 6n4l1ld feladatmegoldds a gondolkodas1 készség fej-
lesztésének alapvetd eszkdze
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A dolgozatban a feladatmegolddsok gondolkodas-médszer-
tandnak dltaldénos elméletét a fizikai feladatok azon cso-
portjéré kivénjuk alkalmazni,amelyek a fizika jelenleg &l1-
talénosan elfogadott invariancia-elveib8l levezethetd meg-
maraddsi tételek alkalmazésdval megoldhatdk /az impulzus-
momentum megmaraddsénak alkalmazdséndl a kdzépiskolai tan-
anyag keretein bellil/: megmutatvén,hogy a tirgykdrbe tar-
tozé tetszélegeseh nehéz feladat me%oldhaté néhény a ko-
zépiskolai tananyagban szerepld alapdsszefiiggés alkalma-
zdsdval,és az esetleg felmerils nehézségek csak matemati-
kai természetiiek lehetnek.

A feladatmegoldésok gondolkodés—médszertana /konkréten
fizikai feladatok esetén/ a szakirodalom mostohdn kezelt
kérdése,igy a feladatcsopoetvkivélésztéséban az vezetett
beniinket,hogy a fizika szimmetridi mindig jelent8s szere-
pet jétszottak a fizikai kutatdsban,és a megmaraddsi tor-
vények alkotjsk szildrd tudoményos alapjit annak a dialek-
tikus materialista tételnek,amely szerint a vilég 6rék,az-
az a mozgé anyag elpusztithatatlan.Mint tapasztalati tor-
vényeken,ezeken nyugszik egész fizikai vildgképlink is.

Az invariancia-elvekb8l szdrmaztathaté megmaradgsi té-
telek ko6zll targyaljuk a teljes geometriai szimmetriacso-
portot /a hégydimenziés téridé az alapul vélasztott geo-
metriai tér/ és a dinamikai invariancidk kdzlil az elektro-
magneses kdlcsdnhatésra vonatkozd mértékinvariancist.

A szimmetriaelvekb8l az energias megmaraddsdnak /id&beni
homogenitésbél/,a mozgésmennyiség megmaraddsdnak /a tér
homogén voltdbdl/,az impulzusmomentum megmaradsésdnak /a
tér izotrdép voltdbdél/,az elektromos t&ltés megmaraddsdnek
/az elektromdgneses tér mértékinvariancidjdbsél/ tételét
vezet jik le.

A térgykdrbe tartozé feladatok megolddsidra &ltalunk ja-
vasolt mdédszert kidogozott feladatokon mutatjuk be.A fela-
datok megfogalmazésdnidl nem torekedtiink teljességre,mivel
a fizikai jelenségek igen bonyolultak,vizsgédlatukndl vi-
szont a mellékkdriilményektSl dltsldban eltekinthetink./Wig-
ner szerint:"Ténylegesen a magyardzhatd koriilhatdroldsa az
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eddig tett legnagyobb felfedezés a fizikdban."/ A felada-
tokndl ezt oly mdédon vettlik figyelembe,hogy amely mellék-
kdrilményrél nem esik sz6,annak szerepétll eltekinthetlink.

A feladatok csoportositdséndl a gimndziumi fizikakdny-
vek beosztdsat kdvettiik,igyekeztiink a tankdnyvek jel8lése-
it haszndlni.A kidolgozott feladatok mindegyike a gimnd-
ziumi fizika tananyagénak ismeretében megoldhaté.Néhény
6sszetettebb,élmélyﬁltebb gondolkodést kivéns feladatot,
amelyek k&vetelménynek nem tekinthetdk /azaz nem szabad
mindsitd szdmonkérés targydvéa tenni/ kiilén megjeldltiink
/"x" jellel/ médszeriink hatékonysdgénak érzékeltetése cél-
Jjébél térgyalunk. '

Munkénkat az iskolareform célkitiizései ihlették,tudo-
ményos és erkdlcsi inditéka e célok eléréséhez vald hoz-
zdjdruléds szandéka volt.
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I. A FIZIKAI FELADATOK MEGOLDASANAK GONDOLKODAS-MODSZER-
TANAROL

A fizikai feladatok sikeres megolddsa a gondolkodds-
médszertani kulturdltisdg figgvénye,bdr a tanuldk feladat-
megoldédsaiban /miként Wiedemann Laészlé megjegyzi/ tudato-
san alkalmazott médszerekkel ritkédn taldélkozhatunk.

Valamely fizikai feladat megolddsshoz sziikséges isme-
retanyag birtoklédsa,sbét aktualizdldsa sem biztositja on-
magéban a feladatmegoldéds sikerét.Itt széndékosan hasz-
ndltuk "az ismeretek aktualizdldsa" kifejezést,mert ki-
10nbséget szédndékozunk tenni az ismeretek aktualizdlisa
és puszta felidézése k8zdtt.Ugyanis az ismeretek egysze-
ri felidézése sorén a tanuldk a tananyagot az elsajdtités
rendszerében,az ismeretrészek ugyanazon kapcsolatédban és
sorrend jében adjdk vissza.Az ismeretek sktuaslizdlésa et-
t81 annyiban kiilénbszik,hogy az ismeretek felidézését nem
a bevésés médja,hanem a megoldanddé feladat sajdtosssgai
hatérozzdk meg.Egyetértiink Léndrd Ferenccel abban,hogy:

"A szildrd és biztos ismeretek Onmagukban még nem Jjelen-
tik azt,hogy a tanuldk gondolkodni is tudnak hogy ezeket
az ismereteket fel is hasznal jék.".

Weaver és Madden a feladatmegolddst a siker feltéte-
leinek szempont jébél vizsgdltdk.Arra a kbvetkeztetésfe Jju-
tottak,hogy a feladatmegoldés eredményessége egyenes ardény-
ban van az ismeretek mozgdsitésdnak mértékével.Igy alap- .
vetd feltételnek tekintik = megfeleld ismeretek birtokld-
sat.Kiemelik még a gondolkodéds aktivitdsdnak szilikségessé-
gét a feladat megértésében,a megoldds konkrét végrehajts-
sédban.A feladatmegoldds eredményessége érdekében felhiv-
J8k a figyelmet a gondolkoddsi mlveletek begyakorlottss-
gédnak sziikségességére,ahogy 6k nevezik,"kutatdsi miiveletek"
birtoklédsdra.

‘Bayer Istvén felméréseket végzett a fizikatanitds ered-
ményességének vizsgdlata céljébdél az &ltaldnos iskola VII.
és VIII. osztdlydt végzé tanuldkkal.A datok erejével hiv-
ta fel a figyelmet arra a tarthatatlan dllapotra,hogy a
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tanuldk igen elmaradottak az ismeretek alkalmazésa terén.
Kiemel jiilk a szerzlnek azt a megdllapitédsdt,hogy "a tanuldk
féként az emlékezetre s nem a logikai készségre tdmaszkod-
nak.A gondolkoddsra nevelés hdttérbe szorul."

A megszerzett lsmeretek feladatmegolddsra vald alkal-
mazésdnak kérdése Léndrd Ferenc gondolkodésvizsgédlatai so-
rén is felvetdédik,amelyek eredményeit "A problémamegoldd
gondolkodds" cimii munkdjsban 6sszegzi.Az élet és iskola
kapcsolaténak szemszdgébdl,a cél és eszkdz viszonylatéban
Lénérd Ferenc kiemeli az ismeretek alkalmazdsa /a legdl-
taldnosabb értelemben vett feladatmegoldds/ 8ltalénos pe-
dagégiai gyékorlatté véldsénak szlikségességét."Az alap-
ismeretek megszerzése eszkdz,a problémdk megolddsa a cél.
Ennek megfelel8en t&bb idétt kell forditanunk az ismere-
tek alkalmazdsdra,a problémék megoldéééra,mint a problé-
‘mamegoldéshoz szlikséges eszkdzlk megszerzésére".Sajndlat-
tal konstatdlja,hogy az oktatédsi gyakorlatban "Az alkal-
mazdsra nem marad idé".

Az i1d6kSzben bevezetett vdltozdsok a tanitédsi drdk vi-
szonylatdban az alk¥mazds javéra médositottak az arényo-.
kon,de még mindig helytdalldé Nagy Lészldé kandidétusi érte-
kezésében tett megdllapitdsa: "A jelenlegi iskolai gyakor-
latban az alkalmazdsra forditott idé és energia nincs a-
rianyban azzai,amit az elsajdtitdsra forditunk." Tehdt Lé-
nérd Ferenc megfogalmazédsival élve megdllapithat juk,hogy
tulsulyba keril az eszk6zdk megszerzése /ismeretek/,a cél
/feladatok,problémék megolddsa ismeretek felhaszndldséval/
elérésével szemben.

Természetesen problémét megoldani /gondolkodni/ csak
ismeretek alapjdn lehet.Az ismeretek Jjellege pedig kihat
a gondolkodéds sajdtosségaira.Ezért fontos,hogy mindél ma-
gasabb legyen az ismeretek éltélénositottéégéhak a szin-
vonala,mert anndl sikeresebben alakithatdk ki a feladat-
megoldds dltaldnos médszerei is. |

Azt gondolhatnénk,hogy az ismeretek slkalmazésdra szént
iskolei feladatok sutomatikusan kivaltjsk a hozzstartozd
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‘ismereteket.Ennek ellenkezdjérél T.V.Kudrjavcev azon vizs-
gélatai szolgdltatnek bizonyitékot,amelyekben elektrotech-
nikai feladatok megoldédséval kapcsplatban azt vizsgdlta,
hogy az oktatds egyes feltételei esetén a megfeleld elmé-
leti tundivaldk feladatmegoldds sordn aktualizdldédnak,més
feltételek esetén azonban nem.

A Dbevezetésben emlitettilk mdr,hogy az ismeretalkalmazéds
probléméinak megolddsa az iskolareform megvaldsitdsa szem-
pont jédbdl slirgés és fontos feladat.Nagy Lészldé a kandidg-
tusi értekezéséhez végzett vizsgdlatainak eredményét is
ebben az értelemben Osszegzi:"Mint az eredményekbdl 1lét-
hattuk,a tanuldk fejlettségi szintje ebben a vonatkozds-
ban elég alacsony.Ugy gondoljuk,vizsgélataink is felhivjék
a figyelmet arra,hogy nem oldhatdk meg az iskolareform a-
lapvet8 feladatai,ha csak az ismeretek elsajdtitdsdvel ’
t8rddink,ugyanilyen fontos probléménak kell tekintentink
" az alkalmazds kérdését is." _ _

TEbb szerzénél osvashaté az a megdllapitds,hogy az is-
meretek alkalmazédss elsajédtitdsuktdl fiigg.Ezt azonban nem
szabad mereven értelmezni.Kudrjavcev kisérleti tapaszta-

latai alapjén vonja le azt a k&vetkeztetést,hogy az alkal-
mazds nehézségel nemcsak az elsajdtitédssal fiiggnek 6ssze,

sajétos nehézségek 1létre johetnek a feladat megolddsdnak
folyamatdban is.Szerinte a tanuldk azért nem tudtdk meg-
oldani feladatukat,mert nem vették figyelembe a konkrét
feladat sajdtossdgait.S ez arra vezethetd vissza,hogy a

feladat elemzése sorsn nem valdsultak meg kelld szinvona-
lu gondolkoddsi miiveletek. , /

Mivel a formdlis ismeretek kialakul&dsdnak megeldzésére
az oktatas egyik leghatékonyabb eszkdze lehet az ismere-
tek gyakorlati alkalmazdsdnak mind szélesebb kdrli meggyd-
kereztetése a pedagégiai gyakorlatban,a szakmddszertani
kutatds feladata a konkréten fizikai feladatokra alkalma-
zandé gondolkodds-médszertani eljsdrésok kidolgozdsa.

A hazai szakmédszertani irodalomban ez a teriilet alig
tikrszddik.Taldlhatunk egyrészt 4ltaldnos elemzéseket,
mint példdul Makai Lajos "A fizika tanitdsa" cimii egyete-

mi tank8nyvének megfeleld fejezete,vagy az Orszigos Peda-
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- gégiail Intézet mdédszertani flizeteiben megjelent Vize Lész-

16né "A fizika feladatmegoldds néhény kérdése" cimi tanul-
ménya,vagy a Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkeszt8sé-
gének a fizika rovat uj megolddéinak irt tandcsai.Mdsrészt

elvétve konkrét tipusu feladatok megoldédsindl célravezetd
el jdrdsok ismertetésével,mint példdul Major Jénos "A dina-
mikei példék megolddsardl" cimi cikke,vagy Mih&ly Lészld
"Sztatikei feladatok megolddsa" cimii cikke,vagy Nagy Lész-
16 "Testek gdrdiilése,a haladé és forgdmozgés egyiittes fel-
1épése" cimil cikksorozatédnak harmadik része,vagy Buvéri
Andrés "Feladatfetisizmus és a fizikai tartalom" cimi cik-
ke.

Buvdri Andrés a felsdfoku technikumok fizika felvételi
vizsgdinak tapasztalatait elemezve a feladatok tipusairdl
irt fejtegetései mellett azok szinvonaldnak csdkkentését
Jjavasol ja,amivel azért nem érthetlink egyvet,mert a felvéte-
1i vizsgék eredményének Javuldsa a kévetelményszint csdk-
kentésével csak létszélagos,tényleges pozitiv vdltozds a
tanulék felkdszitésének javités&tsl vérhatdék.Id6kozben tor-
téntek is ilyen irényu intézkedések,mint példdul a fizikai
dolgozdk gyermekeinek mér egészen minimdlis létszdmu ta-
nulénédl /hat £6/ fellépd igény esetén k&ltségvetési alap-
b6l tarthatd elbkészit8 tanfolysmok bevezetése.

Landa,L.N.az algoritmusok alkalmazdssdval kapcsolatos
tanulmanydban a szakmdédszertanok hidnyossdgai k6zo6tt elséd
“helyen foglalkozik azzal a ténnyel,hogy eddig nagyon ke-
vés szému feladat megolddssra fogalmaztak meg algoritmust
ahhoz képest,ahdny feladatnak létezik és felfedezhetl az
algoritmusa.A fiziks médszertandban a kozben eltelt idé-
szak nem hozott mindségi véltozédst,féleg a programozott
oktatds /ismeretek elsajititdsdra/ fejlesztésére irdnyu-
16 kisérletekkel taldlkozhatunk.Landa dltal megfogalma-~
zott "Algoritmusnak a miveletek szigoru‘egymésuténjét ne-
vezzik,amely lehetdvé teszi egy bizonyos adott kategdria
valamennyl feladaténak megoldéds&t" kovetelményt tobbéd-ke-
vésbé megkdzelitl el jdrdsok kidolgozdsa a fizika szakmdéd-
szertandt vitathatatlanul gazdagitja.Ezért mi megelégsziink
olyan cselekvési szabalyok /utasitésok/ rendszerének ki-

!
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dolgozdsdval,amelyeknek a mar emlitett kategdri bdrmelyik
feladatdra valé alkalmazésa megoldéasra vezet.

Tudatéban vagyunk annak a ténynek,hogy nem mindenféle
feladatot lehét algoritmikusan megoldani,azaz nem minden-
féle feladatra lehet el8zetesen olyan miiveleti rendszert
megadni,amely annak megolddsdra vezet./Az ilyen feladat
természetesen a fenti ténytdl fliggetlenil megoldhatd le-
het./ A A

A,fiéikai feladat 4ltalénossdgban,mint probléma jelent-
kezik.A problémék megoldésénsdl alkalmazott gondolkodds-méd-
szertani el jérdsok Osszeségét,azaz a feladatmegolddsokban
kovetett médszereket rendszerezni igyekvd tudomdnydgat he-
urisztika néven nevezhet jik.

A feladatmegoldésok gondolkodas-médszertanénak elso
rendszerezfje az i.e.300 koril é1lt gordg matematlkus Pap-
posz a Collectiones cimi miilvében a hemmnisztika megalapd-
zéiként Eukleidészt,a Pergai Apolloioszét és az id@sebb
Arisztaeusét emliti./Pélya Gydrgy nyomén/.A modern heurisz-
tika miveld jének,Pdlya Gyérgy professzornak véleménye sze-
"rint a leghiresebb kisérletek a heurisztika rendszeres fel-
épitésére Descartes és Leibnicz nevéhez fiiz6dnek.

A dolgozatban Pélya Gydrgy alapyeté elképzeléseit,mint
a feladatmegoldédsok gondolkodds-mdédszertandnak dltaldnos
elméletét /felhaszndlva az dltala haszndlt terminoldgiidt/

a kozépiskolai fizika feladatainak azon csoportjdra ki-
vénjuk alkalmazni,amelyek a fizika jelenleg &ltalénosan
elfogadott invariancia-elveibdl levezethetd megmaraddsi
tételek alkalmazdsidval megoldhatdk:megmutatvén,hogy a
térgykdrbe tartozé tetszllegesen nehéz feladat megoldha-
14 héhény a kbzépiskolai tananyagban szerepl$ alapéssze-
fliggés alkelmazédsaval.

A feladatok megoldésédban négy szakaszt kiildnbdztetiink
meg,amelyek rendre: a feladat megértése,a megoldéds térvée
nek elkészitése,a megoldéds végrehajtdsa,a megoldds viss-
galata.

A feladat megértése a probléma megolddsénak slapvetd
fizisa,kihagydséval feladatot megoldani még olyan esetben
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sem‘iehet,amikor a tanuldénak kiiléndsen jé Stlete tamad
/ennek ugyanis feltétele a feledat megértése/ és minden
eldkészitést dtugorva produkélja a megoldast.A feladat
megértése nélkll nem szabad a tanulénak hozzdfognia a szé-
moléshoz.Célszerii az adott,vagy ismertnek tekinthetd ada-
tok Osszegylijtése,a kérdés to6bb oldalrdl vald megfogalma-
zédsa,valamint a kikStések vizsgédlata.Ahol sziikséges &brét
kell rajzolni,ezen az ismert adatokat és a keresett meny-
nyiségeket feltlintetve alkalmas jeldléseket vezethetlink
be. ‘ ' ,

Fizikai feladatokndl gyakran eldfordulhat,hogy bizonyos
koriilmények,illetve adatok a feladat szbvegében explicite
nem szerepelnek,egyes mellékjelenségektdl el kell tekin-
tenlink.A nem szerepld adatokat eéetleg méshonnan ismer jik
/legaldbbis ismerniink kellene/,vagy pedig nem lesz rdjuk
szlikkség,a feladat ezek ismerete nélkiil is megoldhatd / a
megoldéds nem fligg t8lik,de matematikailag ez a megoldés
sorén egy ujabb ismeretlen bevezetését jelenti/.

A feladat megolddsdnak tulajdonképpen a legfontosabb
része,a gerince a tervkészités.A feladat megolddsdnak ter-
ve azt Jjelenti,hogy legalébb vézlatosan tudjuk,milyen szé-
mitdsokat kell eivégeznﬁnk,hogy megkapjuk az ismeretlent.
Leibnicz szerint:"Tdkéletes a megolddsi médszer akkor,ha
kezdettdl fogva ellre latjuk,sét be 1is bizonyithat juk,hogy
azt kdvetve elérjik célunkat." /Pélga Gydrgy nyomén/ A leg-
nehezebb feladat a fizikai lényeg felismerése,az alkalma-
zandé fizikai térvény,illetve torvények kivalasztédsa.Ezért
indokolt /a szakirodalomban is szokdsos/ megklildnbéztetni
a "felismerdsi” algoritmust a "megolddsi" algoritmustdl.

A problematikus helyzetek elemzésének algoritmusait,a-
melyek a kiilénbszdé felsdattipusok megolddsdra alkalmas al-
goritmusok alkalmazhatdsdgdnak felismerésére szolgdlnak
szkés "felismerési" algoritmusoknak nevezni.

A feladatok egy konkrét csoportjénak a megolddsdra al- .
kalmas algoritmusok /a feladat feltételeire alkalmazhatdk/
csoportjét "megolddsi" algoritmusoknak szokds nevezni.Ez
esetben elvonatkoztatunk attél,hogyan tudtuk meg,hogy az
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adott feladat éppen az adott tipushoz tartozik./példdul
egy felismerési algoritmus segitségével/

Az &dltalunk javasolt médszer,melyet analitikus megkdze-
litésnek fogunk nevezni mindkét tulajdonsdggal rendelkezik,
mert a jelenség /a feladatban vizsgdlt probléma/ fizikai
lényegének megragaddsa,a megfeleld torvény,tdrvények mate-
matikei alskjénak megtaldldsa /érvényessédgi feltételekkel/
a feladat megoldésénak legnehezebb szakasza,amelyen stse-
gitve a tanuldét Jjoggal bizhatunk a feladat eredményes meg-
oldésédban. ‘

A megolddsi terv elkészitése a fizikai feladat elemzé-
sével kezd8dik,amelynek soksziniisége teszi éppen sokszor
nehézzé a feladatot /nem lehet ezt a gondolkoddsi miivele-
tet szdmoldssal helyettesiteni,formuldkhoz régziieni./.Ez
a kvalitativ elemzésnek nevezhetd miivelet az alkalmazandd
fizikal torvények kivdlasztésa,érvényességi feltételeiknek
tisztédzdsa szempont jébdl alapvetd jelentdségii.A kvalitativ

elemzés sordn célszerii a feladatot determindlé fizikai
‘mennyiségeket megvizsgdlni,hogy milyen mds mennyiségektdl
fiiggnek /és hogyan/ illetve. egymdssal milyen kapcsolatban
vannak.Megvizsgdlanddk kSlcsdnhatdsok a megmaraddé fizikail
mennyiségek véltozdsa,az esetleges mozgést:segité és aka-
ddlyozdé erdk,az elhanyagolésok szemszdgébbl.Egyensuly e-
setén gondolatkisérletet végezhetlink,annak eldéntéséré,
hogy a nyugalmi /stacionérius/ helyzetbdl kimozditott
rendsier,mely er8k /hatésok/ bekidvetkezése esetén térvisz-
sza nyugalmi helyzetébe.Mindenképpen meghatdrozandé a fi-
zikai Jelenségek kore,amelyek a feladat térgydval kapcso-
latba hozhatdk. A

Ezek utén célszerl Osszefliggés,vagy Osszefliggések /mi-
-vel kvantitativ,ugynevezett "szamitdsos" feladatokrdél van
sz6 itt mar a megfeleld fizikail tdrvények matematikai a-
lak jdra gondoltunk/ keresése az ismeretlen és a megadott
adatok k&zdtt.Az Osszefiiggések k&ziil leginkdbb megfelel
az amelyik minimdlis szdmu uj ismeretlent tartalmaz és
maximdlisan felhasznélja megadott adatainkat,azon megszo-
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ritdst figyelembevéve,hogy a feladat fizikai tartalmsénak
megfeleld fizikai Jjelenségek csoport jétél minél kevésbé
tdvolodjunk el.Az Osszefliggésben esetlegesen szerepld uj
ismeretlen illetve ismeretlenek meghatdrozdsa uj felada-
tot,feiadatokat Jjelent,amelyekhez a fenti megszoritdsok

" betartédsdval szintén megkeresend§ a megoldds szempontjé-
b6l legkedvezbbb Osszefliggés.A médszer ismételet alkal-
mazdsdval eljuthatunk a szdmunkra idedlis Osszefiiggéshez,
amelyben mér csak egy ismeretlen van.Az utolsé Osszeflg-
géssel kezdve,Osszefliggéseinket rendre visszafeld alkal-
mazva megkapjuk a megoldédst.Természetesen az ut hosszusi-
ga éslkitéréktél mentes volta fligg az Osszefiiggések véa-
lasztésdtél.Esetleg zsdkutcaba jutunk és valamelyik el&d-
gazdstdél ujra kell kezdenlink a gondolatmenetet,ugyanis
kevés térgyi ismerettel nehéz j6 dtletre bukkani,térgyi
ismeret nélklil pedig szinte lehetetlen.Ezen gondolatme-
net alkalmazdsédt nagyban segiti az ugynevezett analdg fe-
ladatok felismerése,amelyeknek a megolddsa kénnyebb vagy
mar ismert.Természetesen ha jé az analdgia a fenti ana-
litikus megktzelités melld8zhetd.

A kapotit Osszefliggéseket a megoldédsi terv végrehajtd-
sa eldtt célszeri ellenlrizni abbdl a szempntbdl,hogy
megfelelnek~e a feladat szdvegének;mértékegység szempont-
j8bél helyes Osszefiiggések-e /dimenzié préba/;matemati-
kailag megoldhatdk-e?

A megolddsi terv vegrehaJtasa a feladat kidolgozédsa
viszonylag k&nnyebb része a feladat megolddsédnak.Fbleg
tlirelemre van sziikség és lankadatlan figyelemre,hogy a
megoldds tervének minden részlete hidnytalanul és hib&t-
lanul keriljon megvaldésitésra.

El8fordulhat,hogy az analitikus kdzelitéssel kapott
6sszefiiggésekkel dltaldnossdgban tdrténd szsmolds rend-
kiviil bonyolult /t&bb ismeretlen miatt,a parhuzamos el-

dgazdsok széma zavard lehet/,ilyenkor helyesebb a rész-

eredmények konkrét kiszdmitdsa.
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A megoldds vizsgédlata a megolddsi terv végrehajtdsdnak
rutinszeri ellendrzésénél sokkal jelentdsebb fdzisa a fe-
ladat megolddsédnak.A megoldas helyességét megnyugtatdan
csak a kisérlet,a megfigyelés mérési eredményeivel vald
8sszehasonlitds alapjén lehet ellendrizni. |

Az eredmény diszkutdldsa /a képlet dltal leirt fizikai
folyamatok céltudatos vizsgdlata/,a hozzédvezetd ut ismé-
telt &tvizsgdldsa,esetleges mésképpen tdrténd levezetése,
a feladat bévitése,idealizdldsa /egyes tényezbk megoldds-
kor valdé figyelmen kivil hagyésa/,dltaldénosabb megoldds
készitése megszilarditja a tanuldk tuddsédt és fejleszti
feladatmegoldd készségét.

Természetesen hiba lenne a fenti médzsert merev sémd-
nak tekinteni,vagyis olyképpen értelmezni,hogy megértés-
re csak az els§ szakaszban,ellenérzésre meg csak a negye-
dik szakaszban van szlikség.Valsd jdban megértésre,ellenér—'
zésre minden lépésben sziikség van.A feladatmegoldss egy-
séges folyamat,amelynek azonban kildnbdzd szakaszai van-
nak.Az elnevezések csak az egyes gondolkoddsi szakasmok
legjellemz8bb vondsait jeldlik meg.
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IT. SZIMMETRIA £ES A MEGMARADASI TETELEK

A fizikai torvények /Planck szerint:"Fizikai torvény
minden olyan tétel,amely szilérd,megtémadhatatlanul ér-
vényes Osszefliggést mond ki mérhetd fizikei mennyiségek
kdz6tt,amely lehet8vé teszi,hogy egy fizikail mennyiséget
kiszdmitsunk,ha a tobbi mérés utédn ismeretes"/ szimmet-
ridjédn azt értjik,hogy aldvetve valamilyen transzformdci-
énak a tdrvény véltozatlan marad.E definicidé szerint azo-
nos értelemben haszndlhatjuk a szimmetria és invariancia
szavakat. ‘

Ahogyan a természettdrvények lehetdvé teszik szdmunk-
ra,hogy elfreldssunk eseményeket més eseményekre vonatko-
zé ismereteink alapjén az invariancia-elvek ugy teszik
lehetdvé,hogy az események kOz6tt uj Osszefliggéseket &l-
lapitsunk meg,az események kozdtt mér megdllapitott Osz-
szefiggések ismerete alapjén.Ezért fizikai rendszerek
vizsgdlaténdl minden esetben elényt jelent,ha a rendszer
rendelkezik valamiféle szimmetriatulajdonsdggal.Ugyanis
a szimmetriatulajdonsdgok figyelembevételével egyrészt
olyvan &ltaldnos Osszefliggésekre tudunk kdvetkeztetni,a-
melyek flggetlenek a rendszer alkotdelemei k&z0tti kol-
csOnhatdsok konkrét természetétll,és igy a rsajuk vonat-
kozdé ismereteinktdl is,mésrészt lehetlség van a konkrét

szémitdsok nagyfoku egyszeriisitésére.
Az invarianciaelvek tehét szigoru Gsszefliggéseket posz-

tulélnak a természettdrvények altal meghatérozott Ossze-
fliggések k6zdtt,azaz a lehetséges természettbrvények prd-
baksvét képezik.Valamely természettdrvény csak akkor fogad-

hatd el érvényesnek,ha Osszefliggések,melyeket posztuldl
Osszeférnek az elfogadott invarianciaelvekkel.Ilyen inva-
rianciaelvek: . 8

a/.Az 148 homogén: az id8szdmitdst bdrmikor kezdhet-
Jik,a fizikai tdrvények a kezdeti idépont onkényes vi-
lasztdsédval szemben invaridnsak /természetesen az egyes
eseményeket bdrmely valasztés esetén ugyandlyan 1d8k6z8k

védlasztjdk el egymdstdél/

™
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b/.A tér homogén: nincsenek a térnek kitlintetett pont-
jai,a koordindtarendszer origdja eltolhetd,az eltoldssal
szemben a fizikai tdrvények invariénsak. |

c/.A tér izotrop: minden irédnya egyenértékii,a koordi-
natarendszer tengelyeinek irédnyitdsa tetszlleges lehet,ez
elforgétéssal szemben a fizikal tdrvények invaridnsak.

Nem lehetett volna felismernli a természettdrvényeket,
ha azok nem tennének eleget a fenti invarienciaelveknek.
/Példdul helyrdl helyre véltozndnak,vagy kiilonbszd idb-
pontokban méds és més természettidrvények volndnak érvény-
ben./

Az imvarianciaselvekb8l fontos fizikai térvények /meg-
maraddsi tételek/ vezethetdk le,ha kihaszndl juk az elmé-
let matematikai kereteit /példdul a klasszikus mechanika
Lagrange-formalizmusdnak felhaszndldsdval/ és azt a kdve-
telményt,hogy a tdrvény /melynek egzakt alakjidt nem kell
ismerniink/ 411 jon dsszhangban az invarianciaelvekkel.

A kozépiskoldban tanitott fizika anyagéban a kdvetke-
z8 megmaraddsi tdrvények fordulnak eld:

az energia megmaraddsdnak torvénye

az impulzus megmaraddsanak térvénye

az impulzusmomentum megmaradésdnak tdrvénye

a tbmeg megmaradésdnak tdrvénye

az elektromos t8ltés megmaraddsdnak torvénye

Természetesen tudatdban vagyunk annak,hogy a felsorolt
megmaraddasl torvények nem mindegyikét tanitjuk Jelenleg
explicit forméban,mivel azonban az itt szerepld torvények
alapjdul szolgdld fizikai Jelenségeket a tanterv értelmé-
ben tanitani kell,lehet8ség van arra,hogy a helyes szak-
tudoményi vildgkép kialakitdsa érdekében legaldbb rdviden
utal junk a széban forgéd jelenséggel kapcsolatos megmara-
dési tdrvényre is.

A geometrial szimmetriacsoport /a négydimenziéds téridg
az alapul vdlasztott geometriai tér/ felhaszndléssval le-

Vezethetf az energia megmaradésénék /idébeni homogenitds-
bél/,az impulzus megmaradésdnak /a tér homogén voltéabdl/
az impulzusmomentum megmaraddsdnak /a tér izotrop voltd-
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bél/ tdrvénye.Az elektiromos tdltés megmaradédsdnak a dina-
mikei invarianciédk ko6zé tartozdé mértékinvariancia /elek-
tromdgneses kdlcsdnhatdsra vonatkozd/ felhaszndldsdval kap
haté.

A t8megmegmaraddsi tdrvény kontinuitdsi egyenlet /éram-
16 folyadékra és gdzra vonatkozd tdmegmegmaradési tétel/
alakjéban,vagy a kémidban helytelenlil anyagmegmaraddsi tor
vénynek nevezetf Lavoisier tételeként szerepel a kdzépis-
kolai enyagban.Mivel azonban a relativités elmélete sze-
rint a tomeg és az energia ardnyos egymdssal /Einstein-fé-
le egyenlet/ kettdjlik megmaraddsdt egyetlen tételként tart
Juk szémon.

A geometriai természeti invarianciatranszformécidk cso-
port jéba tertozik még az egyenletes transzldcid /megmara-
d4 tulajdonssg: toémegkdzéppont mozgdsa/ amellyel szemben
a fizikai t6rvények szintén invaridnsak,azaz érvényes a
relativitdsi elvben kimondott egyenértékiiség a tehetetlen-
ségi rendszerekre. _

A geometriai invarianciatranszformdcidk nem vdltoztat-
jdk meg az esemdnyeket; csupédn térbeli elhelyezkedéslikon
€és mozgésdllapotukon véltoztatnak,azaz adott vonatkoztaté-
si rendszerrel mindazon koordinétarendszerek.egyenértékﬁ—
ek,amelyeket az eldbbiekhez képest az origé,iiletve a kez-
deti idépont eltoldsa,a tengelyek elforgatésa,valamint e-
gyenesvonalu egyenletes sebességli transzldcidéval vald el-
tolésa &ltal nyerink. 4

a/. Azenergia megmaradidsénak
tétele

A kényszerfeltételek kikiiszobolésének céljabdél a derék-
szdgli koordindtdk helyett més koordindtdkat valasztunk.Te-
gylk fel,hogy az eldirt r szamu kényszerfeltétel holonom,
vagyls: ' .
q%/g,,xz,...,xaé)t/= O alaku,ahol: k¥ = 1,2,...,T
Ebben az esetben a rendszer 3n derékszdgl koordindtédja ko&-
zlil csak 3n-r flggetlen egymdstél /azaz a rendszer szabad-
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ségi fokainek széma: f = %n-r /.

Az olyan f szému,egymdstdl fliggetlen q4’q2""’qf ada-

tot,amelyek a rendszer helyzetét teljesen meghatdrozzsk

d4ltaldnos koordindtdknak nevezzlk. {ql,gz,...,quz'{q&%
Az 4ltalédnos koordindtdk idé szerinti differencidlhé-

nyadosait altalanos sebességkoordindtdknak nevezziik.

qﬂs413'°‘an} q%
A mechanikail ‘rendszer tulajdonségait egyértelmiien ér-

telmezhetjlik egy Lagrange-féle fliggvény segitségével,amely
az &dltalénos koordindték,dltaldnos sebességkoordindtdk és

az i1d8 ismert fiiggvényének tekinthets,bsdr a fligvény alak-

Jérdél mést nem 111thatunk.
L= L/Q.)qza"':q[’q47qz"":qf t/ = L/q&aQQ’t/
Tegylk fel,hogy a vizsgdlt rendszerre sz 1dé homogén,

azaz az 1d6t6l fliggetlen a rendszert leird Lagrange-fiigg-

vény,vagyis 9L
ot = O,ezért L = L/QQ,Q&/
Igy a Lagrange -féle mozgdsegyenletek egy 1ntegralJa
2
dL = :E:QL_ aL ,ahol

_ a4
dt k= 13(1&(1% aq&q& q& B —5{%& .

A mozgédsegyenlet,mint a varidcids probléma Euler-Lagrange-

féle megolddsa:

2L - 4 9L <1 _OL d
=0 b T ez
D T oy, C OEmelyedl aq,é T 9q
behelyettesitésével: ‘

&= — dt(ag&)dgw """ }

2L

%

Az egyenlet jobb oldela egy Osszetett fuggveny differenct-

dlhdnyadosa,ezért:

f
aL = dldL d . o s
5 ;§§.a€é§aza%@) mds alakban:
. f _
__(_i_ ZQ_L:—.L=O azaz

< or,
=1 5@Q%-— L = const.

Ha L=T-V -ben a V potencidlis energia csak az éltalé-

nos koordindtéktdél figg,T kinetikus energia pedig az dlta-

lénos sebességkoordindtdk homogén kvadratikus alakja
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/T = allﬁi + 2312q1q2 ces + afqu / akkor a homogén ki~

fejezésekre vonatkozé Euler-féle tétel szerint alkalmazha-

té a £ : .

EE:%EQ@ = 2T eredmény,azaz

k=1¢9% %
= EL;QB- L= Ef} Eli 4,~ L = 2T = / T-V /= T+V = const
KELIgt kS Dk | ’

ahol 'avh‘ O feltevést haszndltuk ki a E:DL £ aT
34 Iy
. =4 k=1
helyettesitésnél. .
Az idébeni szimmetria tehdt bdrmilyen komplik&lt rend-
szer esetén annak energidjdt d&llanddnak biztositja.

b/.Az impulzus megmaradédsidnak
tétele

Az 4dltaldnos impulzuskoordinstékat p —‘7L oészefﬁg—
| I,

géssel definidl juk,amely azért indokolt,mert a p,-k de-
rekszogu %yordlnatak és zsért rendszer esetén / A rendszer
zért ha éﬁzﬁ7—0 ahol F& a k-adik tdmegpontra haté kiilsé
erék eredbje/ az &ltalsdnos sebességkoordinétsdk egylttha-
téja tomeg dimenzid ju mennyiség,konzervativ rendszer ese-
tén pedig a H&-k a kozbnséges impulsus-komponensekkel a-
zonosak: N

zi_mz 4 " V/X yeeesX, / bs1 Rx aL-

2 ax&
azaz a q ,qz,...,qﬁ dltaldnos sebességkoordinidték a
p4,p2,...,p& dltaldnos 1mpulzuskoord1natak fliggvényeinek
tekinthetbk és megforditva.

Tegyik fel,hogy a vizsgdlt rendszerre a tér homogén,a-
zaz a rendszert leirdé Lagrange-filiggvény invaridns a transz—
l4dcidéval szemben.

{'ql,q ""’qf% dltalénos koordindtdknak megfeleld derék-

- sz8gl koordindtdk: ;,"j,..., Ty yahol N a rendszer tOmeg-

pont jainak szdma.A koordingdta rendszer origdjsnak infinite-
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zimdlis elmozduldsdét Jjeldlje £ , akkor r&— r&+wE.A Lagran-
ge-fliggvény valtozasat definidlsé JL = L/a‘/ - L/Oé/ ossze-
fliggés feltételunk miatt zérus.

- Az uJ helyre vonatkozd Lagrange-filiggvényt sorbafejtve
sz infinitezimélis volta miatt az olyan tagokat,amelyek-
ben médsodik és magasabb hetvinyra emelendd§ elhagyhatjuk:

L/7; / /T, + g/ = L/r&/+EBL 7 Ennek felhasznéldsdval:
. - ar& .

> N = [N
JL=£(ZZ7L =£ = _d4dL {= 0©
k=1’ﬁ;g . k=1 dt 97,
Ennek minden  -ra fenn kell &llnia,ezért:
N N
dc% = a‘%??" 0,azaz: = g—%’. = const.
k=1 k=1 9%,
Z8rt rendszer esetén viszont _L =m v = p .Azaza teljes
v
N ‘N N
impulsu f)->=_>:§2 == m&VZ = g a{?—”— oonst.
_ - NV E
k=1 k=1 k=1

A tér homogén volta tehat bdrmilyen komplikélt /de zért/
rendszer esetén annsgk impulsusét dldanddénak biztosit ja.

¢/. Az impulzusmomentum megmara-
dd4sédnaktétele '

" Ha valamely rendszerre hatd kiilsé§ erfk forgatdnyomaté-
kainak ered8je zérus,akkor a rendszer ﬁ?=§§iﬁZx 52 -ral
definidlt teljes impulsusmomentuma &llandd.

Tegyiik fel,hogy a vizsgélt zdrt rendszerre a tér izot-
rop,azaz & rendszert leird Lagrange-fliggvény imvariéns a
koordinétaren&szer tengelyeinek elforgatdsédval szemben.

A koordindtarendszer tengelyeinek infinitezimélis sz&g-
gel torténd elforgatissdt jeldlje J?? ;akkor a helyvektor

d

2z . z z 2z 3 . -7 = -p -~ - - -~
€s' a sebességvektor véltozdsai ch& px rh és W& JP& Vp -
A Lagrange flggvény véltozédsat definidlé

JL = { ch"‘ 9L va} Ssszefiiggés feltdte-
k=1(0

teliink miatt zérus.
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A Lagrange-féle mozgésegyenlet,mint varidécids problé-
ma Euler-lagrange-féle megolddsa:

9L - a 91, - .
_ = 0,amelybdl
, ~ 0%, dtQV, Y

/g%iz 5& jelslés felhasznéléséval aa_;, _ %)7 ,igy:

R T %
dL # k= Q;&AJQJX r,/ + %k/d;/x ﬂé/ =
Ezgﬁéké/d??x ?é/ + m, ﬁ/U;JX ﬁé % =

”’Z{%X"’Z “ng <3 -

N
> d Z -2 =z .
7/ K= 1 (r& X m&v&) azaz JL Jq;-— : r’é X % | O‘

dt k=1

Ennek minden.d??Lre fenn kell éllnia,ezért:
N ' :

d =7 - 2 =7 _
= = az T = const.
at E%i Tp X Pp 0 ,az =% %%

A tér izotrop volta tehdt bérmilyen komplikdlt /de zdrt/
rendszer esetén annak impulgusmomentumdt &llanddnak bizto-
sitja.

d/. Az elektromos t861tés megma-~

z

radédséanak tétele

A szabad elektromdgneses tér -
:bot E7= D

c t

divDd =0

= =

0t E = .l __B.

c t

_ div B = 0 Maxwell
egyenletei kozlil az elsé kettd ekvivalensEH;EaQ= 0
VR 1,..,4/ kontinuitédsi egyenlettel,ahol'Ed\7elektro-
mégneses térerfsségtenzort a kévetkezd meggondoldsok alap-
Jén szirmaztatjuk: diN’E?= O miatt §>egy K?vektor,az ugy-
nevezett vektorpotencidl rotéciéjéval tehetd egyenldvé:
/aﬁ = 55; rot f ,mert div rot A = 0 identikusan tel jesiil.
= rot A -t helyettesitsiik be a harmadik Maxwel egyenlet-

be.Mivel a rotécidé képzése és az id8 szerinti differenci-
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414s sorrendje felcserélhet6,az eredmény zérusra redukalt
=
forméban: rot{i}:’—# 1 _a_g}: 0.

Ez viszont bédrmely olyan F-vel és K-val kielégithetd,ame-

lyekre 5 1 3% . o ‘
E+ ot - - grady teljestl,mert a gradiens ro-

técidja bérmely ¢ -re zérus.A @-t skaldrpotencidlnak ne-
-vezzlk.
’ z q Ve # L
'Z és ?7egyértelmﬁen meghatarozza E-t és D-t,de forditvae
nem,ezért célszeri egy kovaridns megszoritdst tennink.A
~relativitds elméletével Osszhangban legyen a megszoritéds

>, . o
olyan,hogy az A hdrom komponense /A/,‘z,gg/ valamint i¥=Ag
egy négyesvektor négy komponenseként v1se1ked3ek Ekkor a
négyes-térbeli antiszimmetrikus tenzort F = - f?+

: &A - aA. = _F"’,M’

Osszefliggésekkel értelmezzliik.A tenzor amelyet az elektro—
mégneses tér tenzordnak nevezink, g’és ﬁ’komponenselvel

felirva: 0 B -B —iE
> -B 0 B  -iE
F =
-B -B 0 -iE
iE iE iE 0

Ay -re még aa A =0 Lorentz-feltétel is kiszabhatd.
Igy a szabad elektromaﬂneses teret a négvespotencial tel-
jes mértékben jellemzi,és AM—re érvényes a‘-) C.)MAAUDAM—O
téregyenlet a Lorentz-feltétellel kiegédszitve ekvivalens
a Maxwell-egvenletek rendszerével.
A téregyenlet és a Lorentz-feltétel invaridns az [9/&6
-—A +é)€/x/ transzformdciéval szemben,amelyet mésodfa-
Ju mértektranszforméciénak neveziink. /&/x/ tetsz8leges ska-
lér fﬁggvéhy/ Ezen mértékinvariancia teljeslilése nélkiil a

foton nyugalml tomege nem lenne zérus.
Ahhoz,hogy a foton tdmege k8lcsdnhatéds kozben is zérus

“maradjon meg kell kdvetelnlink,hogy a k&lcsdnhatd elektro-
mégneses tér is invariéns legyen a mértéktranszformdcid-
val szemben.Ez azt jelenti,hogy a kdlcsdnhatdsban 4116 te-
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rek teljes Lagrange-filiggvénye is megérzi alakjét,ha ré a
misodfaju mértéktranszformédcidt alkalmazzuk.Ez ugy bizto-
sitheté,hogy az elektromdgneses transzformécidéval egyide-
jileg a anyagtaret is transzformécidénak vetjik ala:

/ie/ne/E/x/
P> v
% -/ie/he/E/%/
Y—> e ¢ ezt nevezziikk els6faju

mértéktranszformdcidnak.Mivel a yJ é€s asﬂ*a Lagrange-~figg-
vényben mindig csak yv*yy tipusu bilinedris kombindcidkban
léphet fel%az exponencidlis egyltthatdk kitevSinek Ossze-
ge zérus,azaz a Lagrange-fliggvény a kétféle mériéktransz-
formécidval szemben invariédns.

Mivel %pca tér dllapothatédrozéja szokédsos a Lagrange-
fliggvényt %u?k éSé)géayk segitségével meghatérozni,de mi-
vel a téregyenletek invariénsak a mésodfaju mértékiransz-
formécidval,a Lagrange-fliggvény kozvetlenil nem tartalmaz-
hatja a négyespotencidlt.Igy csak a térerdsségek /illetve

B,/ figgvénye lehet.A térerdsségek fliggetlen invaridnsai
'a\;l =>2 Y 2

A oy
/E'- H és E H / kozlil,vdlaszthatunk,de a téregyenletek

linearitdsdt is megkovetelve:

=1, FiFy -1 - -1 '
L=/ B -0/ == 35089 = = §/Qhy ~Ohu//Bh) -0y &/
Ezt Osszevetve a varidcidés problémdhoz tartozé Euler-Lag-
range egyenletekkel . |
» L-9 2L o
/ h—d = O t
i, 9%, DO Ay O/ 8zt képjuk,
hogy oL _ ) 9L
———— = = = - e . T - .

A megmaradd tulajdonsdg meghatdrozdsa céljidbdl alkal-
mazzuk aéa‘€a0= 0 ’
' _ : oL oL
L=/ 1d; 9,\,59‘.5&_@ /8%y +W([—f7
kontinuitédsi egyenletre'egyidejﬁleg a kétféle mértéktransz-
formécidt.
Legyen E£/x/ infinitezimslisan Kicsi,akkor a megfeleld
infinitezimdlis transzformicidk:

\
; J%=@L8'/X/
. ¢€ = g+ /ie/ﬁc/éyX/yy;
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S¢= /ie/Be/ - a/x/ya
U= Y*-/iestie/ £ /x/p
Y =-/ie/fe/ €/x/Y*
cf%ub= 0

A kontinuitési egyenlet tehét ebben az esetben:

9,| &8 E/x/ - £2 TE/x/ ¢+ DL g/x/]
e aa (/) (/] aa w*w 86/"4#89
Mivelgd A\7 csak a szabad elektromdgneses tér Lagrange- fugg-
venyeben szerepel,a Lagrange-fliggvény szerkezetérdl tett
megJjegyzéseink szerint: QL _ _ P
OJAV ﬂol
Definidl juk az aramsuruseget a 90/,«0 jwb‘sszefiiggéssel

és nasznalJuk ki F antiszimmetrikus voltét
78,0y/Fua £/x// = 0 / ekkor a transzformélt kontinuitssi
egyenlet utolsdé tagjst a [5/}{/30 I a\) f/x/{c Jufra-

lakra hozhat juk,amelyet v1sszahe1yett931tve -a c¢-vel szor-
zott egyenletbe: % _ ( 5
E | ~ /x/J
ol - 2B - aaw 8
Kijelélve a differenciélést

T DL . }] 1e

| J % \[)*- \p O,E/x/ - 5/x/& - QL
Ennek minden <§/X/hre fenn kell &llnia,/ £/x/ értékével
giéyx/ értéke is egy adott pontban tetsz8leges/ ezért az

elsé tagbdl: ie{ DL % ~
™ ﬁ,{ 39,0 O yz 5”}

o ] 9L _
a mésodik tagbdl: {99 SV* WV{}— 0,azaz a

Lagrange-fliggvénybsl 5 ie

- w __ 9L } sze-
M B aa (//% ( VY
rint képzett dramsiliriiség forrdsmentes kontinnitédsi egyen-
letet elégit ki: E&L%u, 0.

A megfeleld megmaraddé mennyiség az elektromos tdltés,

3

amelynek megmaraddsdt tehét a kombindlt elsl és mdsodfaju
mértéktranszformdciéval szembeni invariancia biztositja.

—

o
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IIT. MEGMARADASI TETELEK

A klasszikus mechanika megmaradési tételeibdl a gimné-
ziumi tantervnek megfelelfen az impulzus megmaraddsénak
tételével és a mechanikal energia megmaraddsénak tételé-
vel foglalkozunk.Mindkét tételnek jellemz8je,hogy a folya-
matok kezdd és végdllapotdra vonatkozd kijelentéseket tar-
talmaz,de nem vildgosit fel a folyamat lefolydsénak rész-
leteirdl.Figyelmen kivil hagyja a pillanatnyi erdéhatédsok,
gyorsulésok,sebességek,helyzetek véltozdsdt,de biztonség-
gal megmond ja,hogy a rendszer /igen bonyolult is lehet/
vagy a test milyen énergiaéllapottal,mozgéééra Jjellemz§
impulzussal,azzaz helyzettel,sebességgel jellemezhetd a
folyamat végén.A gyakorlatban legtObbszdr ez is elég.E-

. zeknek & t8rvényeknek nemcsak gyakorlati szereplik van,ha-
nem nagy elméleti jelent@ségik is.Az impulzus megmaradé-
sdnak térvényé dltelédnos természettdrvény,amely az anyag
‘minden mechaniikai mozgését leirja,meghatdrozza.Az energia
fogalma eredetileg a mechanikéban alakult ki,azonban a
mechanikal energia megmaraddsénak tétele nem dltalénos
jellegl,csak konzervativ erdkre érvényes.Ennek ellenére
az energia megmaraddsdnak elve a mechanika,sét a klasszi-
kus fizika térﬁletén tulmené &ltalénos tapasztalati tor-
vénynek bizonyult.Ha a mechanikai energiskon kiviil a ter-
mészetben elb8forduld energidkat is figyelembe vessaziik,ak-
kor mar altaldénosan érvényes az energia megmaraddsénak
térvénye,mert a nem konzervativ erd ellenében végzett
munka sorsén eltiiné mechanikal enrgia més energiafajtavé
alakul at. '

Az energia megmaraddsdnak specidlis eseteként foglal-

" kozunk a Bernoulli-egyenlettel,shol a p nyomésu és V tér-
fogatu folyadéknak a mozgdsi és helyzeti energisdn kivil

pV nyomdsi ehergiét~is tulajdonitunk.Megemlitendd,hogy a
Bernoulli-egyenlet bizonyitdsshoz felhaszndlt kontinui-
tési egyenlet a tﬁmegmegmaradés térvényének kdvetkezmé-
nye.

A klasszikus mechanika harmadik alapvet§ megmaraddsi
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tétele az impulzumomentum megmaraddsdnak tétele,amelynek
centrélis erd hatdsa alatt 4116 egyetlen tdmegpontra vo- |
natkoztatott specidlis esete a fellleti tétel,és a kozép-
iskolai tananyagban Kepler II.tdrvényeként keriil feldolgo-
zésra. '

A tOmeg,az energia,az impulzus és az impulzusmomentum
megmaraddsi tételeivel hasonlé Jelent8ségii az elektromos
t81tés megmaraddsénak tétele,amelynek gyakorlati szdmitd-
sokbén kiilontsen Jjelentds kdvetkezménye Kirchhoff csomd-

ponttérvénye.

a/«e A mechanikail energia megmna-

z

raddsédnak tédtele

Az olyan erdt /erlteret/,amelyeknél az erd dltal vég-
zett munka nem fligg attél,hogy a tér egyik pontjdbdél mi-
lyen pdlydn keriil vaiémely témegpont a tér mésik pontjé-
‘ba,hanem csak a két pont helyzetét8l fiigg,konzervativ e-
rének /erétérnek/ nevezzik.A gravitdciés,elektromos erdk
konzervativok,nem komeervativ /un.disszipativ/ a surlé-
dési erd.

Konzervativ fveré hatésa alatt lev§ testekhez egyér-
telmiien helyzeti /potencidlis/ energidt rendelhetlink.Le-
gyen a tér egy tetszdleges O pontjdban a test potencidlis
energidja zérus.A tér valamely P pontjdban a testnek az
f?er6t6l szérmazd potencidlis energidjat definidl juk az-
zal a munkdval,amelyet az erd akkor végez,amikor a tes-
tet P-bd8l 0-ba jutatja.Tébb konzervativ erd esetén min-
degyik erdéhdz rendelhetiink egy-egy potencidlis energiidt,

és ezek GSSzege adja a test teljes potencidlis energidjst.

. Vizsgaljuk meg az energiékat,amikor a test P pontbdl
kicsi 4 ¥ vektorral elmozdulves Plpontba Jut.A test P
pontbell potencidlis energidjit az 0-P-P uton végzett
munka segitségével két részbbl irhatjuk fel: a P pontbe-
1i potencidlis energidval / Epdé,?gvenlo nagysagu de el-
lentétes eldjelli energia és a P-P uton végzett For mun-
ka Osszegeként.Ennek kell egyenldnek lennie a P pontbell
potencidlis energiéval egyenld nagységu,de ellentétes
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el8jell energidval.
- Epois,m Bpptg EZF’ /1/
Legven P pontban a test sebessége v P pontban akkor
+£>v Ha P ~t ktzel valasztjuk P-hez /F véges volta mi-
att/a v olyan kicsivé tehetd,hogy /Av/z mér elhanyagol-

haté legyen.Igy a kinetikus energidk: 52 5
_ _ - - IV _ mVvV ;
Bp?z T2 ¥
- 2 =

E = L w/v +a%/ /7 +ov) = 5'2—1 ¥ F mvav + % X751
&wpl

B . + 0—7&7’ =E,, +n 0:;5"7 E,. + For /3/
7 . m - ’ ran r = . <

&u?o ny? Euqb A ‘&“P

/3/=-bdl fbr-t klfegezve /1/-be helyettesitve,majd rendez-
ve:

Tehét a test mozgasa sorén a potencidlis és a kinetikai

energla Osszege allandé/blzonyltasan a test oalyaganak
koze11 pontpér jira vonatk021k de P -vel szomszédos P

majd P'-vel szomszédos P —vel,stb rendre meglsmetelheto,
ezért az egész pdlydra igaz/

A mechanikai energia megmaraddsdnak tétele fentiek sze-
rint azt mondja ki,ha a testre haté Osszes erdk konzerva-
tivak,akkor a témegpontnak a mechenikai energidja a moz-
gds folyemén &llandé marad.

b/e Azimpulzus megmaradadséanak
tétele

A mechanikai rendszerbe tartozé testeknek,a rendszer-
hez nem tartozd testekkel vald kSlecsdnhatésdbdél szdrmazd
er8ket kiils8 erdknek nevezzlik.Azokat a mechanikai rend-
szereket,amelyekre kiilsd erdk nem hatnak,vagy a kiilsé e-
r8k eredfje zérus,zirt rendszereknek nevezzik.

Vizsgdljuk meg egy n tomegpontbdl 4116,zdrt mechani-
hanikai rendszer impulzusdnak véltozésdt At idd§ alatt,az

egyszeriiség kedvégrt feltételezve,hogy a testek kozdtti
eréhatds,a testek tomegkSzéppontjét Osszekdtd egyenes
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mentén hat.Altaldban,bdrmely két pontszeri test kdzdtt le-
het er8hatés,dsszesen tehdt n/n-1/ belsé erd léphet fel.
Ezek az erfk aszonban a kdlcsbnhatds tdrvénye szerint paro-
sdval egyenld nagysdguak.Ha az impulzust meghatérozé f?=mi?
sszefliggést 4t 1id8vel bdvitjik ¢3f7impulzus Zgltozés a
dinamika glaptdrvényét figyelembevéve gi?= mb%dt 5§bt a
t8megpontra haté erdk eredfjének és a kozben eltelt iddnek
a szorzatdval hatdrozhatd meg.Az egyes tdmegpontok impul-

zusdnak vdltozdsdt Osszegezve:

n -~ (= = -7 ) s .
E_AI":{F'{*- Fz"" F3+ ese + Fn(u-"' F4— Fz'- F:;_ o eeo = E‘“ /At"o
Tehdét minden idépontban a rendszer teljes/mozgés setén
is/ impulzusdnak vdltozdsa zérus,azaz a tdmegpontok a bel-
88 erék hatdsdra csak ugy mozoghatnak ,hogy a mozgdsok fo-

lyamén a rendszer impulzusa &llanddé marad.
c/« A Bernoulli egyenlet

Az olyan képéelt folyadékot,amelyben nincsen belsd sur-
16déds,surlédésmentes vagy idedlis folyadéknak nevezziik.

Az Osszenyomhatatlan /inkompresszibilis/ és homogén /az
dramlédsi térben egyidejlileg csak egyfajta folyadék van/
folyadékndl a slirliség sém a helytdl,sem az idétél nem fligg.

Staciondrius dramlésnak nevezink minden olyan dramlést,
amelynél a sebesség,a nyomsas,a slriiség,dltalédban az dram-
ldsi dllapot az &dramldsi tér minden helyén fiiggetlen az
id8t61./kiilonbdz8 helyein az adramlési térnek ezek az 4l-
lapothatdrozdéi természetesen lehetnek kiilonbszdk/

Ha az dramlési tér tekintetbe vett tartomsnysdnak egyet—
len hélyén sem végeznek a folyadékrészecskék forgd mozgédst
akkor Orvénymentes dramlasrdl beszéliink. |

Vizsgdljuk surldéddsmentes és Osszenyomhatatlan folya-
dék staciondrius dramlésdndl egy keskeny dramcssben levd
foiyadéknak'azt a részét,amelyet az 1 és 2 indexii helye-
ken az A, ,illetve Ay nagysdgu felliletek hatdrolnak.Legyen
az A, és A, felliletekre haté nyomds p , és p,,ezen indexi

4
helyeken a folyadékrészecskék sebessége pedig v4,illetve
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V,.Az dramcsé fale és aZ'AX,AZ,feluletek dltal kdzrezart
folyadékoszlop igen kicsi gt 1d8 alatt A”ﬁAé helyzetbe
Jjut.Alkalmazzuk a folyadékoszlop elmozdulésdra a kineti-
kai energia tételét,amely
szerint a kinetikail ener-
gia megvéltozésa egyenld

a rendszerre hatd 6sszes

er6k munkéjaval.A folya-
dékoszlop elmozdulésdval
V = Ahy4at térfogatu fo-
lyadék az 1 indexy hely-

ré8l eltévozik,a 2 indexi

helyen pedig az Osszenyom- A
hatatlansig miatt ugyan- 2 ¥
ekkora V = A;Ygét térfo-

gatu folyadék megjelenik.

Ezért,és nivel az dramlés staciondrius volta miatt az dram-
cs8 fala és az}@/,Az felliletek 41tal k&zrezért térben sem-
mi sem vdltozott,az energiatétel alkalmazdsdndl ugy Jjérha-
tunk el,minpha a kicsiny m=¢V témegl folyadék az 1 indexi
helyr8l a 2 indexl helyre jutott volna.Surléddsmentes fo-
lyadékrdl 1évén sz6 az elmozduldésndl az Osszes munka a ne-
hézségl erd és a nyomderdk munkédjédbdl tevddik Ossze.legyen
az m tomegl folyadék témegkézéppohtjénak magassdga az 1
indexl heiyen hy,a 2 indexi helyen hz,akkor a nehézségi

erd munk4ja mg/hA-h%/.A nyoméerdk munkdja az A, és Azlke?_
resztmetszetnek v,4t-vel,illetve v, gt-vel valé eltoldsé-

ndl: p Ay pt = p4V ,1lletve —plszzat = —RLV .

A kinetikal energia tétele szerint tehdt:

%gv/vé' - vf’/ = ng/hJ - hz / + /p’f / ,amelyet

V-vel osztva és az indexek szerint rendezve:
L ouw? - 1,4,
% +2gt +ggu..% +EQE. ggu,amm

surlédésmentes és Osszenyomhatatlan folyadék staciondrius
c (s _ 1 2 :
dramldséndl + 0V + h = const.

p 2@ gg
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Ha az dramlds még Orvénymentes is,akkor a konstans ér-

téke az egész éramlési térben ugyanaz.
A Bernoulli-egyenlet fenti alakjat V térfogattal megszo-

rozva: pv + % mve + mgh = const.

Ha a p nyomdsu és V térfogatu folyadéknak a mozgési és
helyzeti energién kivil pV nyomdsi energidt is tulajdo-
nitunk a Bernoulli-egyenlet az energia megmaraddsst feje-

z1l kiw
d/. Kepler fellUleti tétele

Azokat az erbket,amelvek vektoregyenese mindig egy meg-
hatdrozott ponton,a centrumon megy keresztlil centrdlis e-
rének nevezzik.A kérdéses eré nagysdga tetszdlegesen val-
tozhat. ' ‘

Azokat a mozgdsokat amelyeket centrdlis erd l1létesit,a-
zaz gyorsuldsuk mindig a centrum felé vagy éppeh ellenté-
tes irédnyba mutat centrdlis mozgdésnak nevezilik.

- A bolygdk centrélis mozgést végezve,olyan ellipszispé-
lydkon keringenek,amelyeknek egyik gyujtépontjéban a Nap
&11.A bolygd pillanatnyli helyzetét a Nappal &sszekdtd e-
gyenes szakaszt vezérsugarnak nevezzik.

Tegylik fel,hogy a bolygd toémegkdzéppontja a vonzd O
centrumtdl r, tévolségra levd P, helyre v, sebességgel
érkezik.Ha nem volna vonzé erd,akkor tehetetlensége ko-
vetkeztében az igen kicsinek valasztott idfegység alatt
E/ helyre jutna.A vonzds miatt azonban az idlegység vé-
gére P, -be Jut,ahol sebessége V, »S ezen idfegység alatt
az r, vezérsugdr az. dbrén vizszintesen vonalkdzott te-
riletet surol.Ha nem volna vonzé erd,akkor a bolygd to-
megkdzéppont ja tehetet-
lensége kovetkeztében a
mésodik id8egység végére
RL'helyre jutna.A vonzés
miatt azonban a mdsodik
id8egység végére Py-ba
"~ Jut,ahol sebessége V3,8
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ezen id8egység alatt az r, vezérsugdr fiigglegesen vonal-
kdzott terliletet surol.Ezen eljérdst ismételve: a harma-
dik idbegység végére b, -ba

- Jut a bolygé timegkdzép- B

. pontja,ahol sebessége Y, 18 ' Py
ezen idfegység alatt az rs : P4

. g :
vezérsugér ferdén vonalks- %L/’///' y &

zott teriletet surol,és

. _ : A ey '
igy tovéabb. - a ;;;;; B
A kicsi id8egység miatt E— ‘ /P
=

a palyst megkdzelithet jik «}‘:31 B2 3

a 5% ,5F ,55,,... elmoz- 3

dolésokkal,amelyek arsnyo- ‘ | — pi
- sgk a P4’32’33’°" pontok- I 3
~hoz tartozé v, , ,y;,...se— Vi A

bességekkel.A E % 0 ’ 1

. elmozdulasokat te 1nt— _
het jik a bolygé tehetetlenségébll eredd P, E;P&f_z',Pg ng, .ee
elmozdulédsok és a centrum felé mutatd a vonzd erd okozta

- gyorsuldssal ardnyos vezérsugdr irényu PP ,P P ,P P yese V‘

D e N

elmozdulésok ereddjének.

A rédiuszvektor dltal egyenld id6kSzdk alatt surolt te-
ruletek egyenllk,amely példdul az elsd és masodik id8egy-
ségre a kovetkezékeppen 14thatd be:

Egyrészt az OE,EZ és az OEZEZ hdromszdgek terlilete e-
gyenld,mert az egyenlé'ﬁlgz,gzgglalapokra az 0-bdél huzott
/az &brén nem feltlintetett/ magassdg k6zds. _

Mésrészt az 03135 és az 03233 haromszogek teriilete e-
gyenld,mert a paralelogramma-szerkesztés szerint g;ggpér-
huzamos a,QZO szakasszal,és igy az Oga k6z8s alapra a I&i
€s a Py pontokbdél huzott magassdgok egyenlék.

Ezeket Osszevetve az OP,P, haromszdg vizszintesen vo-

‘nalkézott terilete egvenld az OE;%} héromszdg fliggblege-

sen vonalkdzott teriiletével.
A teriiletek Osszehasonlitéasa 4az OIfz/ P3 és OP_;,P; ,O% I:;.

és OP.P.,stb hdromszdgekre rendre megismételheté,ezért
az egész palyara igaz Kepler felﬁleti‘tétele,amely sze-

rint a vezérsugdr egyenld idSksz8k alatt egyenld teriile-

ket surol.
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e/ Az elektromos t81tés megmaran-
d dsédnak tétele

Az elektromos t8ltés a természetben mindig az ugyneve-
zett elemi t8ltés,az elektron tiltésének egész szdmu. tdbb-
sz6roseként fordul eld.Elektrontdbblet /negativ t81tés/
valamely testen kisérleti tapasztalat szerint csak ugy hoz-
haté 1étre,ha ugyanakkor egy maésik testen az elektronttbb-
lettel egyenld mennyiségll elektronhidny /pozitiv toltés/
keletkezik.Sok kisérleti tapasztalat &ltal igazolt tény,
hogy t6ltéseket nem lehet elédllitani,hanem csak kiilénbo-
z8 elbjell tSltéseket lehet egyméstdl stétvdlasztani.Ezen
tény viszont mér a tdltés megmaraddsénak tételét Jjelenti,
amely szerint: zdrt rendszerben az elektromos tdltések al-
gebral Osszege &llandd.

A t51tés megmaraddsdnak tételét matemstikai alakban
megkaphatjuﬁ,ha figyelembe vesszlik,hogy egy zdrt feliilet
&1ltal koriilhatdrolt térrészben az elektromos tsltés annak
kévetkeztében vdltozik,hogy a térfégatot hatérolé'felﬁle-A
ten az iddegység alatt bedramld és kisdramld t5ltés mennyi-
sége nem egyforma.Az elektromos t8ltés idbSegységre esd
vdltozdsdt megkapjuk,ha az dramsiiriiséget Ssszegezziik a

térfogatot hatédrold feliletre,azaz:

§ J dA = —%S\gdv = - S@%g dv ,ahol §
A v ,
a térbell tdltésslriiség.Az egyenlet baloldalét a Gauss-té-

tel segitségével &talakithat juk:

9
J aa = fdiv?dv

- Mivel ez az Osszefliggés tetszésgé;erinti ¥%rfogatra igaz,

kévetkezik,hogy A
diV J = - .
A
. Y& ’ e 4 . e rd ] _7
Azaz a to0ltiés megmaradésdnak tételét a div J +§%?= 0 ala-

ku kontinuitédsi egyenlettel is kifejezhet jik.
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f/. Kirchhoff csomdédponttdrvénye

A staciondrius elektromdgneses térben a sztatikushoz
hasonldéan az elektromos tﬁltéésﬁrﬁség az 1d6t8l fligget-
len Kag/at = Q /,de iddében &llandé /staciondrius/ elek-
tromos &dram van.Az elektromos tdltés megmaradsdsédt kife-

jezé’ag

= . -
B€-+ div J?? 0 kontinuitdsi egyenlet div J = O ala-

ku lesz,ami azt Jelenti,hogy a staciondrius dram forrés
mentes: dramvonalainak nincs forrdsuk./ Aramforrésok,az-
az olyan anyagi rendszerek,smelyek bizonyos fizikai és
kémiai vdltozdsok segitségével fenntartjdk a staciondri-
us dramot természetesen vannak./ | |
Vizsgdl juk Osszefiggd linedris vezetdk rendszerének
olyan pontjét,amelyben n szému vezetd taldlkozik.Vegylk
kdril zért F feliilettel a taldlkozédsi pontot és integrdl-
Juk a kontinuitési egyenletet a fellilet &ltal kdriilzdrt
térfogatra.Mivel a fellileti integrsl F-nek csak azon ré-
szein kllénbdzik zérustdl,amelyekben F egy-egy linesris
vezetft metsz,elegendd csupdn = F -re integrélnunk /F'
az i-edik vezetd keresztmetsze%e I' a benne folyd dram
" er8ssége/ ami tagonként végezhetd:
. = -~ < = =7 - n
{dlv T av = 9{J AF = T+ T+ eeut To# oo + 1, ==1
; t nw . <
1=1
v F
. - .9, ra ’ n q
Mivel div J értéke zérus,= I .= O.
i=1 |
Ez Kirchhoff csoméponttdrvénye: adott eldgazdsi pontban
taldlkozdé dramok erdsségének Osszege zérus.Ha a csomé-
pontban taldlkozd n-1 szému vezetdn folysé dram erdssé-
gét ismerjik az n-edik tehdt kiszdmithatd.

g/.A tételek kXO6zédpiskolai té&r-

gyaldsdédgrdl.

A 102%5/2 raktdri szdmu jelenleg rendszeresitett tan-

' kb6nyv a mechanikai energia megmaraddssnak tdrvényét a

konzervativ erd fogalménak melldzésével tdrgyalja,bi-
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zonyitdsként a szabadon es§ test mechanikal energidit Osz-
szegzi a jellemzd helyzetekben.A tétel megfogalmazésa csak
a nehézségi és a rugalmassdgi erd surldédésmentes hatdsaira
terjed ki.A megfogalmazds nem &ltaldnos volta eldirt /nyug-
v6/ feliileten vagy gdrbén valé mozgdsndl /kényszererdk e-
setén/ akaddlya lehet a megmaraddsi tétel alkalmazésénak.
Pé1ddul surldddsmentes ingalengésekre is érvényes a mecha-
nikai energia megmaradédsédnak tétele,mert csak a tOmegpont-
ra hatd szabaderdk ereddjének kell konzervativ erdnek len-
nie,ugyanis a kényszererd a pélydra merdleges 1évén nem
végez munksét.A kidolgozott feladat hasznos eszkdze az e-
gyes Jjelenségek t6bb oldalrdl valdé bemutatédsdnak,a lezért
tanitdsi médszer elleni kiizdelemnek. ‘

Az impulzus megmaraddsénak torvényét a felhasznilt fo-
galmak tdkéletes meghatdrozdsaval,valamint két kizérleti
eszkdzdn elvégezendd /egyik kvalitativ,a mésik kvantitativ/
kisérlettel vezetli be.A tényleges bizonyitds a fentiekben
alkalmazott médszerrel torténik,azzal az eltéréssel,hogy
a rendszer eredd impulzusa zérus / ez a kisérletekhez va-
16 kapcsolds miatt sziikséges/ és csak két tomegpontra
torténik meg a részletezés / didaktikai okokbdl ez indoklt
is,mert az egyes lépések jobban kovethetbk,mdsrészt a té-
tel fizikai tartalms igy is hidnytalanul térgyalhaté/.
Osszeségében a tdrvény jelentSségének megfeleld a tan-
konyv dltal nyujtott ismeretanyag,ami a 102%5 raktéri szé-
mu kdzelmultban haszndlatos tankdnyvhiz viszonyitva di-
daktikal fejlddésen  -tul a megjegvzések rovatdban az egy-
séges fizikai szemlélet kialakitdsa szempont jibsdl fontos
értelmezését adja a megmaraddsi tételnek,mig a kidolgo-
zott feladatok kdz8tt a kiildonbbzé irényu sebességek al-
kalmazdsa alapvetd hidnyt pdétol /a tanuldk feladatmegol-
dédsi gyakorlata a sebessSég vektor jéiiegét gyekran figyel-
men kivil hagyta/. -

Bernoulli egyenletének bizonyitdsdt csak 6lvasmény—
nak szént feldolgozdsbaen targyalja,dérvényességének fel-
tételeit meg sem emlitve.A bizonyitéds tagoltséga a 10335
raktéri szému kozelmultban haszndlatos tankdnyvhdz viszo-
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nyitva egyrészt fejlédés a sztatikus nyoméds és a mozgé-
si ehergia meghatdrozésdnak részletezése miatt,mésrészt
viszont a kinetikai energia tételének kulcsfontossédgu
szerepét nem emeli ki eléggé.A tdrvény kvalitativ tdar-
gyaldsét blséges mennyiségli gyakorlati probléma felve-
tésével teszi teljessé.Sajndlatos,hogy a kvantitativ
tdrgyaléast kovetd megjegyzésekben nem keriilt sor a Ber-
noulli egyenlet és az energia megmaradds tdérvénye ko-
z6ttl kapcsolat vizsgdlatdra.A 10335 raktéri szému tan-
konyvhoz képest ez negativum,mert az még megemliti a fo-
1yadék mozgési energidjénak a nyomdsi energisval vald
kapcsolatdt.Mindkét tankdnyvben a Bernoulli egyenlet val-
tozatlan szintkilonbségre van bizonyitvé,ezért a helyze-
ti energla esetleges vdltozdsa fel sem meril.

A 103%3%5/1 raktdri szamu jelenleg rendszeresitett tan-
kdnyv hasonléan a kdzelmultban haszndlatos 10335 raktd-
ri szdmu tankényvh&z Kepler feliileti tételét a bolygdk
mozgdstdrvényeil k8z6tt mint tapasztalati uton td41lt toérw
vényt targyalja.Egyrészt ez természetes,mivel a kizépis-
kolai tananyagban nem szerepel az impulzusmomentum meg-
maradésdnak tétele.Médsrészt viszont érthetetlen,hogy gya-
korlati alkalmazssként /példdul feladatok/ a bolygdk se-~
bességének naptévolban és napkdzelben tdrténd kvalitativ
Osszehasonlitdssdndl egyik tankOnyv sem merészkedik tévo-
" labbra.

A 10435 rektéri szému jelenleg rendszeresitett tankdnyv
az elektromos t5ltés megmaraddssdnak tételét meg sem emli-
ti,pedig egyrészt oka Kirchhoff csomdponttdrvényének /meg-
tiltja,hogy & héldézat barmely pontjédn t&ltések halmo-

z6d janak fel/ mésrészt a tankdnyv elektrosztatikai fela-
datai k8zdtt van olyan,amelynek megolddsa igényli a t8l-
tés megmaraddsi tétel ismeretét.A tétel jelentdsége meg-
érdemelné minimdlisan annak megemlitését,hogy tdltéseket
‘nem lehet elédllitani,hanem csak a kiilénbdzd eldjelii tol~-

téseket lehet egyméstdél szétvdlasztani.Az Oktatdsi Minisz-
térium gimndziumok szémdra kiadott irdnyité tanmenete is
Javasolja a tdltésmegmaradds t8rvényének megbeszélését.
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Kirchhoff csomdéponttérvényét két parhuzamosan kapcsolt
ellendlléson végzett mérdkisérlettel vezeti be,amelynek
eredményét n szdmu pdrhuzamosan kapcsolt fogyasztd eseté-
re dltaldnositje.Pérhuzamosan kapcsolt fogyasztdk eredd
ellendllésénak meghatdrozdséra /a tankdnyv itt targyalja
a tételt/ elegendd féagra és mellékédgakra kimondani a tér-
vényt,de dltalénocs alkalmazhatdséga és fizikai tartalma
is gyengﬁl ezdltal./Ez a megfogalmazdsi mdéd a csomdépontba
befolyd éramirédnyt csak egyetlen vezetdén engedélyez/.Fela-
datmegolddsmdl /a tankdnyv tartalmaz vegyes kapcsoldsok-
bdl felépitett'éramkérﬁket/ ezen tdrgyaldsi méd miatt szik-
séges a tdrvény atfogalmazdsa. |
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IV. KIDOLGOZOTT FELADATOK

1/.A part felé 0,05 < 3 sebességgel kozlekedd 200 kg to—
megl csénakbdél 70 kg tOmegl ember ugrik ki,a partra 2 < 5
sebességgel.Milyen irényban és mekkora sebességgel mozog
- a csénak az ember kiugrdsa utén ?

A megadott mennyiségek:

my= 200 kg
- wm

va= 0,05 -'%!

u,= 2 ¥

2 3

A meghatdrozandé mennyiség:

A csénak sebessége,az ember kiugrédsa utén; u,= ?

A csdénakbél és az emberbdl 4116 rendszerre érvényes az
t i

impulzus megmaraddsdnak tétele: L+ I = IL,+ I, azaz,

m,v, + %ZE, =mu, + m uz,ebbol u —et kife jezve:

- vy * MgV - m&
m 4

Az 1smert mennylsegekkel

200 k2.0,05% + 70 kg.0,05%" - 70 kg. 24
"_ 200 kg

w
- 0,635

A csénak sebessége azért negativ,mert a kiugré ember im-
pulzusa nagyobb,mint amekkora a rendszer impulzusa volt

az ugrés elétt.
Tehét O,63%¥'sebességgel fog mozogni a csénak az eredetil

irdnysval ellentétes iranyba.

2/.A 240 kg tOmegi csénak 2 %5 41landé sebességgel ha-
lad.Mekkora sebességgel ugrott ki a 60 kg tlmegl ember,
" ha emiatt a csénak éppen megdllt ?
A megadott mennyiségek:

m,= 240 kg
m,= 60 kg
V4= 2 %%
V= 2 w
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A meghatérozanddé mennyiség:
- A sebesség amellyel az ember kiugrott a csbénakbdl; u,= ?
A csénakbél és az emberbdl dlldrendszerre érvényes sz im-

pulzus megmaradésénak tétele.
A rendszer teljes impulzusdt az ember magidval vitte.

- _ 2 o
I4 + IZ_ IZ azaz, m,v, + m,v, = mluz,amelybol u,-t kifejez-
ve: a = DaVy * MV

i m,
Az ismert mennyiségekkel:

ke.2 2+ 60 ke.2 4 W

A - 60 kg

Az ember HD%? sebességgel ugrott ki a csdénakbdl.

2/.Bgy loveg cstvének és a vele egylitt mozgd szerelvé-
nyeknek a tomege 500 kg.A 20 kg témegli 16vedék 300 g?se—
bességgel hagyja el a cstvet.Mekkora lesz a hdtrafutd csd

sebessége 7
A megadptt mennyiségek:

m,= 20 kg
m,= 480 kg
: w
v, = 03
Vy = Oi%
u, = 300 %f

A meghatdrozendé mennyiség:
A 16veg csdvének sebessége; u, = 7
A 1bveg csbve,a szerelvények és a 1ldvedék zdrt rendszert

alkot,ezért érvényes az impulzus megmaraddsénak tétele.

A 15vés elbtt a rendszerbe tartozé minden test nyugalom-

: s . y ( -
- ban van,ezért az eredd impulzus zérus. O I, + I’2 azaz

m,u, + mu, = O amelybdl:
no= =il
A m,
Az ismert mennyiségekkel:
| _ - 20 kg.300% _ w
u, = : =-12,5%
480 kg

A negativ el8jel mutatja,hogy a 1lovedékkel ellentétes i-
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rényba mozdul el a csé.
A cs8,a szerelvénnyel egyltt 12,5%? sebességgel fut hatra.

4/. Egy csénak a benne levd emberrel egylitt mozdulatla-
nul 411 a té vizén.Mennyire mozdul el a csdénak,ha az ember
étmegy a csdénak egyik végébdl a mésikba T Az ember tdmege
m,acsénak témege M,a csdénak hossza 1 .A viz ellendllésatdl
eltekintlnk.
megadott mennyiségek:

A
m
M
1
A meghatdrozanddé mennyiség:

A csénak elmozdulésa; s = 7

A csénakbdl és az emberbdl 8116 rendszerre #Bvényes az im-
pulzus megmaraddsédnak tétele.A nyugalomban 1év8 rendszer
impulzusa zérus.A csdénak mozgdsdnak ideje legyen t,és meg-
egyezik az ember mozgdsénaek idejével.Ezért a sebességek:

_ S -1
s T 1. . Ve™ T
A megmaraddsi tétel:
mv, + /M + m/. s = o)

1 s _
mT_J-+/M+m/7C-—O

Az elmozdulast kifejezve:
- ml

M+ m

S:

A negativ eldjel azt mutatja,hogy a csénak az emberrel el-
lentétes irdnyba mozdul el.

. 5/.£116vizben két csénak egyenletesen halad egymés fe-
1é.Sebességlik klilén-kiilon O,6lg? .Amikor egymds mellé érnek
az egyikrdél a mésikra 60 kg tOmegii testet tesznek &t.Ezu-

tdn a mdsik csdénak eredeti irdnydban 0,4%? sebességgel

haled tovébb.Mekkora ennek a mésodik csénaknak a tdmege,
ha a viz ellen&llssdét elhanyagoljuk ?

A megadott mennyiségek:
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m-= 60 kg
m
vy = 0,673

A meghatdrozanddé ménnyiség:
A mésodik csénak ttmege; M = 7 _
A jelenség tulajdonképpen nem més,mint az egyik csdénakbdl
 4ttett 60 kg tomegii test tdkéletesen rugalmatlan Utkdzése
az M tOmegll mésik csénakkal.Ha testet nem dobtdk,hanem tet-
ték a mésik csénakba /példdul ugy,hogy mikézben a két csé-
nak elhaladt egymés mellett,valaki,aki az elsd csénakban
oldalt kihajolva tartotta a testet,ezt elengedve,beleej-
tette a mésik csénakba/,akkor a testnek az dll1ldvizhez ké-
pesti sebessége megegyezett az elsd csbénak sebességével.
A kiils8 er8hatdstdél mentes rugalmatlan litkdzésre is ér-
vényes az impulzusok Osszegének a megmaraddsa,ami az m
testb8l és az M tomegli csénakbdl 4114 rendszerre felirva
a kOvetkezd alaku:

mv, + Mv, = /m + M/uz ebbdl M-et kife-

Jezve: o = m/v,, - u.’l,/
B T

Az ismert mennyiségekkel: )
i = 60 kg/-0,6%-0,4%/
M »

= 300Rg

Tehdt a csénak tomege 300 kg.

6/% Két psrhuzamos menetirdnyu csénak jon egyméssal szem-
be.Mikor a csénakok egymés mellett vannak,mindegyikbdl egy

egy 50 kg tomegli zsdkot dobnak'ét,a mésikba.Ennek kdvet-
keztében az eléé csdénak megdll,mig a mésodik 8,5%% sebes~
séggel tovébb halad az eredeti irényban.Mekkora volt a csé-
nakoknak a sebessége a zsdkok kicserélése elStt,ha a csé-
nakok. tdmege teherrel 500 kg illetve 1000 kg 7

A mégadott mennyiségek:

my;= 500 kg

m,= 1000 kg
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m = 50 kg
u,= 0 %f
u = 8,55?

A meghatdrozanddé mennyiségek:

A csénakok sebessége a zsdkok kicserélése eldtt; v,= ?

, | Vo= ?
Ervényes az impulzus megmaraddsének tétele az 1 és 2 jell
csénakra kildn-kiildén,ami a zsdkok dtdobdsa eldtti és utsd-
ni id&pontokra felirva:

1l-es jelﬁ‘csénakra:_muqf -mv, + mv, = m,¥,

2-es Jeld csdénakra: mV, ~ MV, +mV =my,

Ez a kétismeretlenes egyenletrendszer megoldva:

/Célszeri a két egyenletet Osszeadni,mésrészt felhasznil-
ni,hogy probléménk az indexszdm felcserélésére invaridns./

v, = quJ/mzrm/ - 0 Mpug s
m,m, - m/m, + m,/

u,my/m,=m/ - m m,uy
mom, - m/m, + m,/
Atz ismert mennyiségekkel:
_ wd
_ 037500 ¥2/1000 ke-50 ke/=50 kg.1000 kg.8,5 3 _ _ 4
500 kg.1000 kg-50 kg/1000 kg + 500 kg/

VZI

V4

Yz=:53L55? 1000 kgz/500 ka-50 ka/=50 kg.500 kg.0 % . 4
" 500 kg.1000 kg-50 kg/1000 kg + 500 kg/

uR

A negativ eldjel azt mutatja,hogy a csénakok egyméssal szem-

be mozogtak.

7/% Hérom egyforma,M tomegl csdénak halad egymds sodri-
ban /egymds mégdtt/,egyforma v sebességgel.A k&zépsd csé-
nakbdél a ktzépsd csdénakhoz viszonyitott u sebességgel m
t8megli terhet dobnak egyidejiileg az eliilsd és a hdtulsé
csénakba is.Mekkora a csénakok sebessége a terhek &tdo-
bdsa utén ? '

A megadott mennyiségek:
M
m
v
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u

A meghatdrozandé mennyiségek:

A csénakok sebessége a terhek atdobdsa utédn; v, = ?
Yy =7
V3 = 7

A csdénsakokat réndre 1,2,%3 Jjeldléssel ellatva felirjuk az
impulzusok Ssszegét az dtdobds elftti és utdni iddépontra
csdnakonként:

l-es Jjeld csénakra: m/v + u/ + Mv = /M + n/v, azaz

_n/v + u/ + Mv"
Vg T M+ m

2-es Jeld ecsdénakra: m/u-v/ - m/u+v/ + Mv = /M—2m/jz azaz

v, =V
2
3-as Jjell csénakra: -m/u-v/ + Mv = /M + m/yg azaz

_n/v - u/ + My
M+m

'3

8/. 50 kg tomegl tanuld 15 kg tomegli kocsin 411.Mek-
kora sebességgel halad hdtra a kocsi,ha atanuld 1,5 %?
sebességgel lefut rdla 7
A megadott meﬁnyiségek:

m,= 50 kg
m,= 15 kg

— W
v, 1,5.3

A meghatérozanddé mennyiség:

A kocsli sebessége a tanulé lefutdsa utédng v, = 7

A kocsibdl és a tanuldbdél 8116 rendszere érvényes az im-
pulzus megmaradésénak tétele.A futds eldtt a rendszerbe

tartozd minden test nyugalomban volt,ezért az eredl im-

pulzus zérus.

41 22 m

, 2
Az ismert mennyiségekkel: w -
' : = 50 kgtllso - _ 5 %_

m,v, +mv,= 0 ,ebbdl: v = —e¥L

< 15 kg
A negativ eldjel mutatja,hogy a tanuldval ellentétes i-
rényba mozdul el a kocsi.



- 43 -

9/. Megfelelden hajlitott lejtérél vizszintesen irdnyu-
14 3%?sebességgel m tSmegl test csuszik ré a nyugalomban
levd 2m tomegii kiskocsi lapjédra.A kocsi a talajon ellendl~
14s nélkil mozoghat. ‘

a/. Mekkora sebességet ér el a kiskocsi,ha elég hosszu
ahhoz,hogy a test a koecsirdl ne csusszék le ?-

b/. Mekkora sebességet ér el a kiskocsi,ha a test a kis-
kocsit a kocsihoz viszonyitott l,2%%-sebességgel hagyja el %
megadott mennyiségek:
=3
=1,2%

= B c < >

= 2m

>

meghatdrozendé mennyiségek:
Mindkét esetben a kiskocsi sehessége; vg= 7

a/, Ha a test a kocsirdl nem csuszik le,az azt Jelenti,
hogy 2 kocsival kdzbs sebességet ér el /a Jelenség lénye-
gében "laéﬁtott" rugalmatlan Utkdzés/.Az impulzus megmara-
ddsdnak tételét felirva a csuszds eldtti és utdni iddépon-
tokra: mv = /m.+ M/Wk ,amelybé}: . m&
f m + M
Az ismert mennyiségekkel: W

- m.33 _

V¢ mrom o3

b/. Ha éEest a V& sebességgel halad$ kocsit /kocsihoz
viszonyitott/ u sebességgel hagyja el,akkor sebessége v&+u.

Az impulzus megmaraddsdnak tételét felirva a csuszds ellt-

<©

ti és a kocsi elhagydsa utsni idépontokra:

_ mv = m/v, + u/ + My, amelybdl:
_ n/v-u/ & %

o+ M

Az ismert mennyiségekkel:

v

= 0,6%

A "b" esetben azért lesz kisebb a kocsi sebessége,mert a

teher a kocsi elhagydsakor az impulzus m/V& +u/ nagysidgu
részét magdval viszi.

10/% A 10 kg tdmegii 16vedék a vizszintessel 30 -os
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szbget bezdrdé irdényban 240%% sebességgel hagyja el az &-
gyu torkolatdt.Palydjdnak legmagasabb pbntjén a 1lévedék
két részre robban szét.Az egyik,egy 4 kg-os darab,éppen
a robbands helye alatt,fligg8legesen zuhan le afdldre.A
masik darab sebességének irdnya robbands kdzben nem val-
tozik meg.Hol csapodné be ez a mésodik darab,ha nem len-
ne légellendllds 7

A megadott mennyiségek:

m,= 4 kg
m,= 6 gg
& = 30
v, = 2409
g = 10 %&

A meghatdrozandé mennylség:

A 16vedék becsapdéddsi helyének az dgyutdl mért tdvolséga; -

1 =7

A 16vedék a pélya tetdpontjdig = ferde hajitds tdrvényei

szerint mozog.

Bevezetve a VOX=vOcos°<
voy=V081nX

jeldéléseket,az dbra,il-

letve a hajités torvényei

alapjén: a ldvedék helyét

illetve a sebességét meg-

hatdrozé Osszefiiggések:

t

X

v e

Ezekbdl a tetdpont /P/ helvének koordindtdi:

= V.V y Y =
X g 2g

\

A tetdponton,a robbands eldtt a 1ldvedék sebességének kom-
ponensei: vX=v0X 3 vy: 0

A robbands kovetkeztében a 16vedék m4 tdmegli részének se-



- 45 =

bessége zérusra csdkken,a mésik /mz tomegli/ rész sebes-
sége megndvekszik.A robbands kdzben csak bels8 erdk mi-
k6dnek,ezért az impulzus megmaraddsdnak tétele alkalmaz-

‘. - i % ” s . _
haté: /m + m /vOX m, v, ebbdl az m, tdmegl rész rob
bands utanl vO sebessége: '

+
Vl=m4 mg,v.
O ID.Z‘ 0oX

Ennek a résznek a mozgésa a tovabbiakban vo kezd8sebes-
ségli vizszintes hagltés.A test t! id8 alatt a P ponttdél
vizszintes 1ranvban x'= Vs ! tdvolségra jut,fliggélegesen

pedig -y!= gt mélyre sullyed A becsapodas szint jéig zu-
hanva: v 2

—yl= Yp = —%g— EbbSl a vizszintes hajitéds idé-
. . { OX
tartama kiszdmithatd: t = —E_
]
A hajités vizszintes tévolsdga: x ' = "'o Yoy = ELi:;EZV v
2 m, g 0X 0y -

A 16vedékrész becsapoddsi helyének az dgyutdél mért tévol-

sédga: vV Vv vV
1 =xp+ x!= OX Oy , m4m+ mz Vo Vo m4m+2m1 oX ' oy
g 28 Y 2 g
Az ismert mennyiségekkel:
| ' A &)
1= 4 ke + 12 kg 2085.120 3 _ 4656 g
6 kg 10

11/% Az 1000 m magasan lebegd léggonbrél 80 kg témegi
bombdt ejtenek le.A bomba 600 m esés utdn két részre rob-

ban szét.Az egyik,30 kg tomegli rész a robbands pillanats-
ban vizszintes irdnyban 200 %fsebességet kap.Ha eltekin-

tink a légellendllédstdl,hol éri el a talagt a mé&sik rész ?
A megadott mennyiségek:

= 600 m
' hz= 400 m
m,= 30 kg
m,= 50 kg
v = 200 &

A |
g = 10%’9347_
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A meghatdrozandé mennyiség:

A becsapoddsi pont vizszintes tévolsdga a 1léggémbtbl; s = 7
A bomba hy uton szabadon esik,felgyorsul,és ‘2gh4 figgble-
gesen lefelé mutatd sebességre tesz szert.A robbands koz-
ben csak belsd erdk miikddnek,és ezek hatédsdra a két repesz-
nek csak vizszintes irényu sebessége valtozik meg /zérus-

rol -vy-re,illetve v -re/.Az impulzus megmaraddsénak té-

_ %
tele alapjén:

— -+ = y A e - m
m,/ Vq/ m, Vy, O ,amelybdl: v my,

Az m tOmegl rész mozgdsa ferde hajitds lesz,amelynek v,
kezd8sebessége ~ depresszidsziget zdr be a vizszintessel.

A kezd@sebesség Osszetevdi:

2

A repesz pillanatnyi helyet meghatarozo Osszefliggések az
dbrén jeldlt koordindta-

rendszerben: ) ,h
= t | »
};; = Zoxt + &2 ‘Wl Ya:v”;)
oy ¢ ‘ - ' gl X
Mivel a repesz nz mély- h La =o‘.
. R, N\

ségben ér féldet: y=h,

o % _
i e Bt N O T

Osszefliggésbdl a hajitds id8tartama: 7 \ 2
v .+ \,v +
t = = 2 oy -=\l4'oy ~ 8hy,g

2g

ahol t csak pozitiv lehet,ezért: 2

. =-2voy’+ V4voy + 8h, g

2g
amelybdl: . .- - goy + \v + 2 h,g

A Dbecsapdéddsi pont tdvolsdga az A ponttdl:

s = vt = Eigi/ V oy2 + Zth - Vg /— —44L/ VQg/h +2/ VZgh /.

Az ismert mennyiségekkel:’
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s = 25-Hk igom%l [2.10 %.1000 n - |2.10%600 n/ = 400 m
‘341
12/ Mekkora magassagra emelkedik az SOzn'kezdosebes—
séggel flggblegesen fektepltett test ?
megadott mennylsegek
= 50'F
= IOJ@
meghatdrozandd mennyiség:

hajités magassédga; h = 7

> P Hm < P

mozgés kezdetén a testnek Wﬁ ¢'%bm v2 mozgési energidja
van,helyzeti energidja Wy = 0. Emelkedés kdzben cstkken a

test sebessége és ezzel mozgdsi energidja,helyzeti ener-
gidja viszont ndvekszik.A tet8ponton W = 0 és Wy, = mgh. A

gravitdcids erdtér konzervativ,érvényes a mechanikai ener-
gia megmaraddsdnak tétele:

W + W

I 1
o h = Wﬁ + Wh azaz

V2

2g

%mv2 = mgh ,amelybdl: h =

Az ismert adatokkal: w0
' n = £503/

= 125 m
w
2.105%

Léthaté,hogy a hajitds magassdga fliggetlen a test témegé-
té61.

13/. Milyen magasra tudjuk filigg8legesen felhajitani a
0,5 m hosszu zsinegen 180 percenkénti fordulatszémmal k&r-
pélyén forgatott kivet ?

megadott mennyiségek:

A

r

n

g =10%
A'meghatarozandé mennyiség:

a hajités magassdga; h = 7

A zsineget a legkedvezdbb idbpillanatban elehgedve / a
Z

sineg vizszintes helyzeteibdl az,amelyben a sebesség
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vektor felfelé mutat/ a 12-es feladatban térgyalt problé-

mét kapJjuke ' 5 5 o
A k8 keriileti sebessége: v = o%rn ,ezzel h “22 = 4ﬁ§2 I
L 4.3,14%/0,5 0/2./35/°

2.10%

'Az.ismert mennyiségekkel: 4;5 m

14/. Milyen magasségban lesz egyenld a fiigg6legesen fel-

hajitott test helyzeti és mozgdsi energidja.?
megadott mennyiségek: '

] _
feltételben szerepld magassédg; h = 7

A

v

g

A meghatidrozandd mennyiség:
A

A feltételiink szerint:

{
mgh = % mv?

A gravitdcids erdtér konzervativ,érvényes a mechanikai e-
nergia megmaradasdnak tétele:

\
1 mv2 = mgh + % mG

2

2 ebbdl

4
és a feltételb8l: h = %

i<

15/. Hatdrozzuk meg a rajzon ldéthatdé rendszer gyorsu—-
14s8t,ha a surldéddstél elte- '
kintink !

A megadott mennyiségek:

m

g .

A meghatdrozanddé mennyiség:

A rendszer gyorsulésa; a = ?
A ko6tél nyujthatatlansdga miatt mindhdrom test gyorsulé-
sa a.Mivel a surldédsdstdél eltekintliink érvényes a mechani-
kei energia megmaraddsinsk tétele.

A fliggblegesen mozgd test s uton mgs helyzeti energist
veszit,ez részben mozgdsi energidva alakul /mindhérom
testnek lesz/ részben a lejtdén mozgd test helyzeti ener-
gidjdt néveli mgssint értékkel: V
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2
mgs = mgs.sin&X + Q%K—

Felhaszndlva,hogy 4llandé erdk hatnak,tehdt a mozgds e-
gyenletesen gyorsuléd:

v° = 2as sbehelyettesitve:
g = ge.81inX + 3a ebbdl:
- o1 - sing

16/. Egy ejt8ernyls slillyedési sebessége 85?.Milyen
magas falrdl leugorva gyakorolhatjdk az ejtéernyésje16l-
tek a f6ldre vald megérkezést ?
megadott mennyiségek:
=8 %

10%%
meghatdrozandé mennyiség:

fal magassédga; h = 7

== PR < P

megérkezés olyan magas falrdél gyakorolhatd,hogy azonos
végsebességet /a falrél valdé ugrést szabadesésnek tekint-
Jik/ érjenek el mint ejt8erny8vel valsé érkezéskor.
Szabadesést feltételezve érvényes a mechanikai energia
megmaradédsénak tétele:az ejtlernybsjeldltek helyzeti e-
nergidja alakul &4t mozgdsi energisvi.

mgh = 5 mve  ,amelybdl:
h:--.Y..Z_
g
Az ismert mennyiségekkel: 8 B2
h=—%iom = %0°m
I

A megoldds fiiggetlen a tdmegtbl,ezért a gyakorldst min-

degyikiik azonos magasségbdl végezheti.

17/. Csigén &tvetett fondl két oldaldn 10 kg illetve
15 kg tomegli testek fiiggnek.Az utébbi a talaj felett 75

cm magassigban.A csiga és a fondl tomege,surlédésa és a
kézegellendllds elhanyagolhatd.Mekkora sebességre gyor-
sul fel a rendszer 7 V

A megadott mennyiségek:

m4= 10 kg
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m = 15 kg
h = 0,75 n
g =104,
A meghatdrozandd mennyiség:
A rendszer sebessége mikor az m tomeg a talajhoz ér; v = 7
A mechanikai energia megmaraddssdnak tetele ertelmeben a
keletkezett mozgdsi energidkat a helyzeti energia csdkke-~
nése fedezi /sét az m, testnek a helyzeti energidja is
névekedett/: '

2 2

ngh - mdgh = % mve + % m,v ebb61:
2gh/m —my

2
v =
\ m, + m,
Az ismert mennyiségekkel:

o = 112:20520,75 m/15 kg - 10 xe/
10 kg + 15 kg
18/X Az gbrdn lathatdé idedlis csigén egy-egy M tdme-
gl suly allo helyzetben egyensulyt tart.A t=0 1dopllla—
natban h magassdgbdl a jobboldali
sulyra m = %M témegli sulyt ejtink. : .ﬁ_

~x1,75%

Mennyi idé mulva fog a baloldali
suly h magdsségra emelkedni,ha
itkozés tokéletesen rugalmatlan . y
és gyakorlatileg elhanyagolhaté ~%,

1d8 alatt torténik ? | 721
megadott mennyiségek:

= 2
_7M

meghatdrozandé mennyiség:

A
M
m
h
g
A
A kérdéses helyzetvédltozéshoz szﬁkséges idé; t = ?

A'csiga idedlis volta miatt annak tehetetlenségi nyoma-
- téka,a k&tél sulya,az esetleges surldédés,stb.elhanyagol-
haté,ezért érvényes a mechanikai energia megmaraddsénak

tétele és a csiga forgédsi energidjatdél eltekinthetiink.
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A taldlkozds pillanatdig m szabadegést végez.A végsebessé~
ge a mechanikai energia megmaraddsdnak tételdt alkalmazva:

mgh = % m vf ebbll : vy = “Zgh

A h ut megtétele utdén elért v sebesség az ut megtételéhez
szikséges t idd segitségével kifejezve: v = gt ,amelyet a
szabadesésre érvényes Osszefliggéssel Osszehasonlitva az

id6 meghatérozsssra felhaszndlhatunk: ,
2h
1 I g

Az Uitk5zést kézvetlentil megeldzl és kzvetlenil kovetd
pillanatokra alkalmazva az impulzus megmaraddsdnak téte-

1ét: 5oh
8

2 :.Y.‘:—
7 My 8

2 x
B = + bbdl:
/ = M M / V, 1€ 81
Az Utkbzés utén a jobboldali tulsuly, % Mg erd hatésara

v
8

a l% M tbmegli rendszer A7) kezdbsebességgel gyorsuld moz-

gést végez,ahol a gyorsulds a dinamdka alaptdrvénye sze-

rint:

—%Mg

a-18 _g
T, 8
7
Ha a h utat t 1id6 alatt teszi meg,akkor h = v t, + 2 2
: 22 > 2
: _ \2hg 2

azaz h =-=g==1, + —%5 ‘2 ,amelybdl:

g ti + 2“2h§ 'tL - 16h = O mésodfoku egyenlet po-

z111v gyoke: _ iR
t = 2\

g
A negativ gydk,azt az idStartamot jelenti,amellyel az iit-
kdzési pillanat eldtt lett volna h a testek tdvolsiga az
Utkozés helyétdl,ha az Utkdzés eldtt is az

s = VE%& t + _%3 2 egyenlet &ltal lgirt

médon tértént volna a mozgéds.
A keresett idé:
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Léthatd,hogy a keresett id§ fliggetlen a tomegektdl,de.
azok ardnyatdl nem.

19/. Surlédésmentes asztaliapon fekvd M tomegl téglatest
egy csigdn dtvetett fondl segitségével m tdmegl testhez
" van koOtve,amely h magassdgban fligg a foldfelszin felett.
Mekkora sebességre tesz szert a két test ? A csiga tﬁmegé
surléddsa,a fondl tdmege és a kbzegelendllas elhanyagolha-
té. ' '
A megadott mennyiségek:
m

M
h

&

A meghatérozandé mennyiségf

A rendszer sebessége mikor az m témeg a talajhoz ér; v = ?
Mivel nincs surlddds és kdzegellendllds alkalmazhatd a
mechanikai energia megmaraddsénak tétele.A helyéeti ener-
gia csdkkenése egyenld a ta183521ntnel elert mozgési e-
nerglaval.

=Ll /n - u/v? ebbél: v = |2meh
mgh 5 /m = M/v ebbdl: v = T

A megvaldsitds feltétele,hogy kezdetben a fondl vizszin-
tes szakasza nagyobb legyen mint h.

20/. Tekepdlya vége az abran lathaté médon van kiképez~

ve. Igy a tekegolydk
visszajutnak a dobd-

helyre.Mekkora sebes- .

séggel kell az A pont-
ba jutnia a golydnak,

hogy feljusson a visz-

szavezetd csatorndba.Itt - Z
a forditd gorbiileti sugara 1 m.A surlodastol és a kizeg-
ellendlléstél tekintsilink el.

A megadott mennyiségek:
R=1 m
g = 10 dl_

A meghatérozandé mennyiség:
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Az érkezl golyd sebessége; v = 7

Alkalmazhat juk a mechanikai energia megmaradésdnak té?elét
A 2R magassdgba vald felemelkedéshez sziikséges helyzeti e-
nergist az érkezd golyd mozgdsi energidjdnak kell fedeznie:

mglR = % mv2 ,ebbdl: v = “4gR

Az ismert mennyiségekkel:

v=\410%10 =¢,32%

21/% Mekkora fliggbleges irdnyu sebességet kell adnunk
egy vizszintes,l hosszusdgu,kifeszitett fondl végén levd
testnek,hogy az a kdrpédlya kozeppontgaba /a felfiliggeszté-
si pontba/ essék ?

A megadott mennyiségek:

1

g

A meghatdrozandé mennyiség:

A sebesség,amellyel inditanunk kell a testet; vy= ?
FElegendd azt az esetet vizsgdlni,amikor felfelé inditjuk
a fondl végén levd testet,mert lefelé inditva az alsé fél-
kor megtétele utédn azonos sebességgel indulna felfelé a
mésik oldalon.

A kOrmozgist fenntartdé centripetdlis erd a fondl feszitd
erejének és a sulyerd fondlirdnyu komponensének az ered8-
Je.A mozgds sorén a sulyerd fondlirdnyu komponense ndvek-
szik,a centﬁfipetélis er8 csdkken /a sulyerd érintdirdnyu
komponense lassitja a kdormozgdst/,tehst a fondl feszitd
ereje csdkken.Amikor a sulyerd fonélirédnyu komponense el-
éri a centripetédlis erd értékét a fondl feszitd ereje zé-
rus.Tehdt a fondl meglazul és a felfliggesztési ponton va-
16 athaladés eldétt nem fog megfeszilni,mert a vizszintes
sebegségkomponens &llandé marad,nmig a flggbleges még erd-
sebben csdkken. '

Ha a kezdlsebesség v ,es a fonal ellazulasa pillanatéban
a sebesség v, a fonulnak a v2321ntessel bezért szdge X,
akkor a centripetdlis erd és a sulyerd fondlirdnyu kom-

ponensének egyenldségét

m% = mg.sing /1/
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alakban irhatjuk fel.
A mechanikai energia megmaraddésédnak tételét felirva az in-
ditds és a Terde hajitds kezdetl pillanataira:

o N
N

mv _
—> = == ¥ mgl.sin /2/

A ferde hajitds utképletei adatainkkal:

l.cosX = tv.sinol /3/
2

l.sinx = g% - 'tV.cOSO( - /4/

/1/-b81 és /2/-b81l 4116 egyenletrendszerbdl v° -et és
sinx -t kifejezve,a /3/-bdél kifejezett t-vel egylitt /4/-be
behelyettesitve nyerjik a végeredményt:

v, = QIgQS
Tehét ekkora sebességgel kell inditanunk a testet ,hogy a

felfliggesztési ponton haladJon keresztil.

22/% Lejté lemezbdl haJlltott fuggoleges sikban fekv§
R sugaru kOrpdlyaban folyta-
tédik.A lejtdérél h magassdg-
bél kisméretid test csuszik
le.Mekkora h esetén fog a
test a k&rpdlya belsd feli-

letén végigesuszni ? /Az e-

gész pdlysn eltekinthetiink a surléddstél/
A megadott mennyiségek:

R .

m

g

A meghatidrozandd mennyiség:

Az indités magassdga; h = 7

Amig a test a kérpdlya belsl feliletén csuszik,R sugaru.‘
kdrpalydn mozog.A centripetdlis erdt a pdlya feliilete 81-
tal a testre kifejtett nyoméeré,valamiﬁt a testre haté
nehézségi erdnek a pdlyéra merdleges Osszetevdje egylitte-
sen szolgdltatja.Ha X -val Jjeldljuk azt a szdget,amelyet
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a korpdlyén mozgd testhez huzotit sugér a fiiggbleges-
sel alkot,akkor a nehézségli erdnek.a pdlydra merlleges
mg.cosx Jsszetevdje /a '

kérpdlya alsé felében/
ellentétes irdnyu a pé-
lya dltal a testre ki-
fejtett nyomberdvel,mig
a fels8 felében egyezd
irdnyu.Igy a'pélya alsé
. felében: '

, -
Fn -Mg.COSK = M =)
Y - ) \ MgbOSeﬂ
a pdlya felsl felében:
2
F + mg.cosxX= m 4
ny R

Azt,hogy a test rajta marad a kérpdlya belsd feliiletén az
fejezi ki,hogy F 2 0 /A feliilet nyomberdt fejt ki a testre/
Ez a korpdlya alsé felében biztosan teljeslil.A kSrpdlya
27 ’ . . ' 2

felsd fgleben akkor telJjesil,ha mg.cose« = m ¥

R

o :

0"/ cosx=1/
Rg

Ez a korpélya legfelsd pontjdban,ahol &

szintén teljesiil,ha mg £ m ¥ ,azaz’ v2
R

i

Mivel a surlédéstdl eltekinthetiink alkalmazhatd a mechani-
kai energia megmaraddsdnak tétele:

1 2 _ x 2
5 mvo = mgh}- mg2R ,amelybSl: Vv~ = g/2h - 4R/

Igy v ® Rg ,ha 2h - 4R = R ,azaz h > g R

23/% Egy kOr keresztmetszetl csapbdl fliggbleges irdny-
ban 41landd sebességgel Srvénymentesen viz folyik.Adjuk
meg a vizoszlop atmérdjét a csaptdl vald téavolsdg fliggvé-
nyében ! V

A megadott mennyiségek:

D
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\
e}

g

A meghatdrozandé mennyiség:
A vizoszlop dtmérdje; d = 7
Mivel a vizrészecskék kizel szabadon esnek,a csaptdl x
tavolsdgra 1évé v sebességl :
cseppekre a.mechanikai ener-

gia megmaraddsénak tétele D
felirhatd: "
1 2> _ 1 + b&T s
FOMVE = vag mgx ,amelybdl:
[z
v =\, + 2gx

Staciongrius dramlésrdl lé-

vén szd Vy9o T Vvq ,vagyis

1q :
2 " . [4)2
D _ 2 d|e 1 xa :
Vo(ﬁjw’— ot 2gx (§)h amibdl: ' o
_ d =

24/% Bgy L hosszussgu surlddds nélkili kotél lecsuszik
egy asztalrdél.A mozgds olyan nyugalmi helyzetbdl kezd8dstt,
amelynél a lelogd rész hossza LO volt.Hatdrozzuk meg a k&-
tél sebességét sbban a pillanatban,mikor az utolsdé rész
éppen lecsuszik az asztalrdl !

‘A megadott mennyiségek:

L

Lo

123

A meghatarozandé mennyiség:

A kOtél sebessége a teljes lecsuszds pillanatdban ; v = 2
Mivel surldédéds nincs és a k&tél meghaglltasa nem igényel
munkavegzest hasznélhat juk = ldﬁ A \
a mechanikai energia meg- . h -lo iLo é;
maradésénak tételét.Jeldl- &,4 2 L
Jik a k6tél vonalmenti si- 0

riiségét /hosszegységre vo- \v\
.natkoztatott’tbmeg/g’—val. _ w
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" Vdlasszuk a helyzeti energia zérus szintjét % -vel az asz-

~

tal szintje alatt.Induldskor a kotélnek csak helyzeti e-
nergidja van.Az asztalon levl rész tomege: /L-Lo/g ,hely-

zetli energidja pedlg az -5 magassag miatt: _ L
_ 2 /L - L/¢ % .

A mésik rész helyzeti energidjat ugy szdmitjuk,mintha az
a rész sulypontjdban lenne egyesitve.E rdész témege:LO ,a

sulypont magassdga pedig: /L - LO/

- —Lo/ 2 ,helyzeti energidja
tehét: L,Q 8 —7%5—
Amikor az utolsé rész lecsuszik az‘asztalrél,a kotél suly-
pont ja éppen-% -vel van az asztal alatt,vagyis a k&télnek
ekkor nincs helyzeti energidja.A k6tél helyzeti energidja
mozgési energidvd alakult,tehdt: '

1 vl - 1 2 _ _ - L /L =L/
Emv =5 Lgv" = /L Lo/gg2+L09g 20

amelybdl:

A megvaldsitds feltétele,hogy az asztal magassidga nagyobb
legyen L-nél.

25/% Egy L hosszuségu,sulyos,hajlékony kitél egy elha-
nyagolhaté tomegl,surldddsmentes csigdn van dtvetve ugy,
hogy az egyik oldalon 1, hosszusédgu darabja 1dég le.A kdte-
let elengedjiik.Mennyi a k6tél sebessége akkor,mikor az al-
86 kotélvég 1 tévolsdgra van a csiga alatt ?

A megadott mennyiségek:
L
14
1

g _
A meghatérozandd mennyiség:

A kOtél sebessége a kérdéses helyen; v = 7

A probléma két részre bonthatd:

a/.A k6tél még a csigén van a keresett esetben /L 1/
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b/.A k6tél mér teljesen elhagyta a csigdt a keresett
esetben /LLY/
A k0tél mésik része 1,= L - 1, .Legyen 11712)akkor 1,,0lda-
lén fog kétellink a csigdrdl lecsuszni.Szémitdsainkban ve-
gylik a k6tél egységnyi hosszu darabjit egységnyi tomegili-
nek. v | : :
a/. Az 4brdn. léthaté,hogy induldskor a baloldali kdtél-
vég A-ban,a jobboldali B-ben van.Amikor a kitél alsé vége
1 tévolssdgnyira,D-be kerilt, 71
akkor fels§ vége C-be jutott. Tl
Lényegében az tdriént,hogy a ZSL
' k6té1 AC=BD= 1 - 14 hosszu-
ségu darabja AD= 1 - 1l,magas-
s&dbdl leesett.A helyzeti ener- i
gia csdkkenése /1-1,/g/1-1,/. Dé R

2

Az I tdmegli kO6tél mozgdsi energiéja L v© .Alkalmazva a
: 2

mechanikai energia megmaraddsédnak tételét e két mennyi-

ség egyenld: 2

/1-14/g/1- 1,/ =L 5 amelybll a keresett

sebesség: v = ng/%"li/éfl-laé
4 ‘

b/. Ismét alkalmazhatjuk a mechanikai energia megmara-

ddasdnak tételét.
A sulypont mélysége a csiga alatt indulédskor:

'1"'14-+ %212, |

2 . _L° - 214/L - 1/
L : 2L

A sulypont mélysége akkor,amikor az alsdé kdtélvég 1 mély-
ségben van a csiga alatt: 1

-3
Tehdt a sulypont sillyedése:

1 -1 - L - %ld/L -'lA/ =1 -1 + lA/i - 14
2

Bzt a tévolsdgot szorozva a kotél Lg sulydval egyenldvé
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tesszlk L%— mozgési energidval:
2 Iv°
1Lg - L°g + gl,/L - 1,/ = =5— ,ebbdl a keresett
sebesség: o | |
v = \2g/ /1 - L/ + ——li;lz—* /
14 + 121 .

26/« Egy 15 t témegﬁ,3%¥'sebességgel haladé vasuti ko-
csi Utkdzik és hozzdkapcsolédik egy 10 t tdmegl kocsihoz.
Mekkora lesz a két kocsi kozds sebessége,ha

a/.egyirdnyban haladva

b/.szembehaladva
kapcsoldédnak Ossze ?

A megadott mennyiségek:

m,= 15.10° kg

m,= 10.10'5 kg
- m

V4= % 3
= w

v, 2 g

A meghatérozandé mennyiség:

A k8258 sebesség az Utkdzés utdn; u = 7

Mivel az Utkdzds tartama alatt &ltaldban csak belsd erdk
hatnak / a belsd erdk mellett az esetleges kiilsé er8k rend-

szerint elhanyagolhatdék/ &ltaldban bédrmilyen /rugalmas,ru-
galmatlan,részben rugalmas/ Utkdzésnél érvényes az impul-

zus megmaraddsdnak tétele.
A kocsik litkozése rugalmatlan,mert a két test kozds sebes-
séggel halad tovébb.

+ e + _ 7 >0 .= 2z ] rd g xoo . -
m v, m, /q{ mz/u b6él,az Utkozés utdni kizds sebes
SCE8T S Ly F Myvy
- +
m,+ My

A sebesség vektormennyiség ezért,ha m tdmegl kocsi mozgéds-
irdnydt védlasztjuk pozitivnak,az ismert mennyiségekkel:

o/« g = 15.107kz.3% + 10.10%kg.2 4

15.10°kg + 10.10°kg

=2,6%
b/

wl
_ 15.10%g.3 % - 10.10%kg.25 .
15.10°kg + 10.10°kg

uls
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Tehdt mindkét esetben az m, tdmegl kocsi eredeti irdnyé-
ba haladnak tovabb.

27/% Az . m, tOmegl,v, sebességgel haladd golyé az m, to-
megl nyugvé golydéba centrélisan litkézik.Szdmitsuk ki a go-
lydk Utkdzés uténi sebességét,ha az Utkdzés ttkéletesen
rugalmas!

A megadott mennyiségek:
oy

A meghatérozanddé mennyiségek:
A golydk iitkszés uténi sebességei; u,= ?

ugz= 7
Az Utkozések k6zll azt az idedlis hatdresetet nevezzik t6-
kéletesen rugalmas Utkdzésnek,amely UtkOzés sordn a rend-
szert alkotd testek mozgési energidjénak Osszege &llandd

marad.
Az impulzus megmaraddsénak tétele miatt:

m,V,= mou, + mu, /1/
A mozgési energia megmaraddsa miatt:

1 2 _ 1 2 1 2

5 m,Vy =5 mouy + 5 muy /2/
Az /1/ és /2/ egyenleteinket &talakitva:

/v, - g/ = B, /3/

m, /vy~ uy/ = muuy /4/
/4/-et /3/-mal elosztva:

v, + U= u, : /5/
/3/-bél: o

_ ma.
V4 - u4— m/(llz/ /6/

/5/ és /6/ Bsszeaddsdval és kivondsdval:

2m 4 m, - m
U= mn Vv ) u = v .
:Lm,,-i-m;,_'f ’ 4m4+mlz{

28/% Az m tomegl, v, sebességii golyé centrdlisan Utko-



- 61 -

zik m, tomegl,v,, sebességl golyéval.Szémitsuk/ki a golydk
Utkozés utdni sebességét,ha az Utkozés tokéletesen rugal-
mas!

A megadott mennyiségek:

my

2

V4

Y

A meghatérozanddé mennyiségek:

A golydk itkézés utdani sebeséégei; u,= 7

u,= ?
2
Az impulzus megmaradédsdnak tétele miatt: .
m v, +mv, = mu +mu, /1/
A mozgdsi energia megmaraddsa miatt:
12,1 2 _1_ .2 1 2 /2/
2V, T2V TR T,
/1/ és /2/ egyenleteinket &talakitva:
m/x_[’z - u’é/ = m&/\{{2 - u%/ /3/
, m,/v, = uy/ = m,/vy - u/ /4/
/4/-et /3/-mal elosztva: .
vetu =v, +u, azaz v - v,T U= u, /5/

/5/-b81l és /3/-bé1l az Utkdzés utdni sebességek:

_m,-m 2m2
u = v, + v
A m4+ m, 4 m4+IrI Z
_Dg- Mgy , _ 2m4
Auz mo+m, Lr m o+ V4

Léathaté,hogy az litkdzés utdni sebesség az indexszédm fel-
csepélésére invaridns. ‘

29/% Mutassukvmeg,hogy tokéletesen rugalmas Utkézés
esetén az Utkdzésben részt vevd testek rugalmas Utkozé-
se kbzben egymdshoz viszonyitott /relativ/ sebessége &1-
landé marad. ' '

A megadott mennyiségek:
m
m, _ ’ | '

Va
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v
A meghatérozandé mennyiség:
Az Utkozés utdni reletiv sebesség; u, - ug= ?
Feltételeink azonosak a 28.feladat feltételeivel,ezért
annak /5/ egyenletébll:

| VT VT 0,y vagyis: v = u
Ez azt Jelenti,hogy a testek az litkdzés utén olyan sebes-
séggel tavolodnak egymédstdl,amilyen sebességgel Utkozés

elétt kozelednek egyméas felé.

30/. 4 m 4tmérdji,beliil fires félgémb dtellenes felsd
pontjairél‘? kg-os és 2 kg-os timegeket egyszerre enge-
diink el. Hogyan mozognak Utkdzésiik utédn,ha a surldédés el- |
hanyagolhatd és itkdzésiik teljesen rugalmatlan ? ‘
A megadott mennylsegek

r=2m
my= 2 kg
m,= 3 kg

A meghatarozandé mennylsogek

A két timeg emelkedésének kozds magassdga; h = 7

Mindkét témeg a gravitécids erd hatédsdra,a gombfelililet
sltal elSirt kérpalyén mozog: litkdzéstég ellentétes irdny-
.ba,ﬁtkﬁzés utdn az m kezdeti irénydval azonos irdnyba,
mert impulzusa m -nek nagyobb.

A két'test leérkezésl sebessége kizds,csak ellentétes i-
ranyu amelynek nagysagét a mechanikal energia megmarada—
sénak tételet alkalmazva kaphatguk

2 .
mgr = mg azaz v = “2gr

Mint 14thatdé a leérkezési sebesség fliggetlen a test to-
megétdl.
Az Utkdzéslik uténi sebességet az impulzus megmaraddsdnak
tételébdl kaphat juk: '

m,v - m,v = /m, +m/u azaz u = /m£;—+m$/v
UtkSzés utén az egylittes tdmeg tovabbra is aé%mbfelﬁlet

altal eldirt kdrpdlysn mozog és h magassdgig emelkedik, a-

melynek nagysdgdt a mechaniaki energia megmaraddsdnak té-
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telét alkalmazva kaphatjuk:

EA_%JEZ 'u2 = /mJ + mz/gh ebbdl az u se-

besség figyelembevételével:

2.2
ho=/Rg=-m4/ vy _ mp-my
2g/my +mz/ m, + My,

Az ismert mennyiségekkel:

i2
- [2 kg - 2 kg _
h = (3 Ko 7 2 kg) 2m = 0,08 m

31/% A ballisztikus ingdt 1ldvedék sebességének megha-
térozdsdra haszndl jék.Mikodésének az az alapelve,hogy a
18vedék, amelynek a sebességét meg akarjuk mérni az inga
testébe {itkozik.Ha az {itkdzési feltételek,s az inga to-
mege ismertek,akkor az inga kitérési szbge alapjdn ki-
szdmithaté a 16vedék itkdzés eldttli v sebessége.Szdmit-
suk ki a kdvetkez8 esetekben,feltéve,hogy az ingét 1 hosz-
szusdgu matematikai ingénak tekinthet jik:

a/. a 16vedék megakad az ingdban

b/. a 16vedék v' sebességgel visszapattan

c/. a 16vedék sebességét elveszitve leesik
A megadott mennyiségek:

m = 1ldvedék tomege
M = inga tSmege

v !
fo 8

A meghatdrozandd mennyiség:

A 18vedék titkdzés eldtti sebessége; v = ?

a/. A 15vedék becsapbéddsa rugalmatlan litkdzésnek te-
kinthet6.Az M tOmegl inga kezdeti sebessége zérus,igy az
impulzus megmaraddsdnak tétele szerint:

/Mivel a 1lévedék megakad az ingdban,ltkézés utén a 1dvedék
és az inga sebessége kbzbs: u./

_ ' %n . _ m
mv = /m + M/u ebbdl: u = e TS /1/
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Az Uitkozéskor az inga és a becspddott 16vedék egylittes

mozgdsl energidja: 1 > o
5/m + M/u a kilengés folyamén hely-

zetl energiavd alakul.

2 .
%/m + M/ __;E___Z ve = /m + M/g/l-1l.cos<X/
/m + M/

amelybdl: .
v = B2 M oo /1cosa/ =2 B M ginS e
m m &

b/.Feltételezve,hogy az "litkozés" olyan rdvid ideig
tart,hogy ezalatt az inga nyugalmi helyzetéhez képest
érdemben nem mozdul el,akkor ugy .szémolhatunk,hogy az
litkzés alatt csak belsd er8k /a 1bvedék és az inga ko-
z8tt fellépd erdk/ hatnak.Tehdt érvényes az impulzus
megmaraddsénak tétele:

mv = Mu + mv' ebbdl: u = %/v - v'/ | /2/
Az inga mozgdsi energidja: . \
—:2L—Mu2 a kilengés folyamén %i
helyzeti energidvé alakul. \
%Muz = Mgh ./2/-5t ebbe be-.

irva,az &bra jeldléseit al-
kalmazva:

. 2

Loy —~v]/2= gl/l-cos X/
2M2 .

ebbdl: o _
_ 2M|lg sinz + mv
m

c/. A "b" eset specidlis esetének tekinthetd,shol v = O

3 RS

Ezert: 2M 1g sin &

m

V:

2/+ Milyen magas dombra tud feljutni a kerékpéros,ha
26 zzsebességgel halad,és a domb aljén abbahagyja a haj-
tédst ? Milyen magasra jut fel,ha maga mellé Ulteti 45 kp
sulyu barétjétf?/A surlédéstdl és a kdzegellendllsstdl el-
tekintink/
A megadott mennyiségek:
v = lO‘%}
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= 10'13”"2,
45 kp
meghatdrozandé mennyiség:

It

g N & ]

domb magassédga amire mindkét esetben fel tud jutni a ke-
rékpdros; h = ?

A feltételek biztositotta idedlis kOrilmények miatt alkal-
mazhaté a mechaniaki energia megmaradédsénak tétele.A kerék-

péros mozgési energiija helyzeti energidvéd alakul

1 .2 _ 2 . _ v
5 L'V = mgh ebbdl: h T
. Az ismert mennyiségekkel: .M
2,10 M1
37«

Léthaté,hogy az elérhetd szintkildnbség fliggetlen a témeg-
t6l,ezért a magassédg mindkét esetben azonos.

33/% Bgy 50 kg tomegii kerék vizszintes talajon gurul,
majd a hozzd csatlakozé_BOo—os hajlédsszdgli emelkeddn 30
m utat tesz meg.Ha a kerékkel azonos sebésséggel haladd
50 kg-os toémeget akasztunk a kerék tengelyére,amikor a
kerék az emelked6hdz érkezik,az emelkeddn megtett ut 20
m-re csdkken.Mekkora volt a kerék kezd@sebessége,ha mec-

hanikai energia értéke valtozatlan marad ?

A megadott mennyiségek:
m = 50 kg

o = 30°

8y = %0 m

S = 20 m

g = 10

A meghatdrozandd mennyiség:

A kerék sebessége a vizszintes talajon; v = 7

Bevezetve h = s4simx ,qiz gzsinp( jeléléseket felirhat-
Juk a mechanikail energia megmeraddsdnak tételét,amely sze-
rint a kerék mozgdsi és forgdsi energisdja helyzeti energi-
dva alakul 4t a lejtdn vald emelkedés befejeztéig:

%mv2 + % ouw’ = mghy

Tlletve a tdmeg felakasztdsa miatt a mésodik esetben:
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' 2
%va2 + %@po = nghz

Alkalmazva I = % helyettesitést /r a gordlilékdr suga-
ra/ és 2r2 -el mindkét egyenletet megszorozva:

nréve + eve = 2mr2gh4 /1/
2

2mr2v2 + BV 4mr2ghz /2/
Ssszefiiggéseket kapjuk./2/-b6l /1/-et kivonva v kdnnyen
kifejezhetd:

I

| v = \g/4n -2h /
Az ismert mennyiségekkel:
v =,“1o§g/4d m- 30 n/ =109

" Ha v ismeretében kiszdmitjuk a kerék tehetetlenségi nyo-

- matékasdt,amely 2mr2—nek adédik épdekes kévetkeztetéseket
eszkdzdlhetink. _

- A keriiletén koncentrdlt tomegii gylirii,a ksrhenger,a gomb
tehetetlenségi nyomatékdt mind & = Ymr® alakba irhat juk,
2, % Ak = 2 értékbsl kbvet-
keztetni lehet a kerék alakjéra,mely arra a megdllapitéds-

ahol k értékei rendre: 1,

ra vezet,hogy a szdébanforgd
kerék toOmege nagyrészt a
g6rdiilékoron kivil helyezke-
dik el.A mellékelt gbra mu-
tatja a kerék és a - lejté ki-
képzésének egyik lehetséges
alak jét,elfl és oldalnézet-
- ben. o :

ZWZ ﬁmo
Z
7

\»\‘ N

34/% Egy 15 cm hosszu ceruzét hegyével az asztalra

témasztva fliggdlegesen tartunk,msjd elengediink.Ugy dél el,
hogy a hegy nem csuszik meg.Milyen sebességgel csapddik
az asztalra a ceruza mdsik vége,ha a ceruza hegyén &tha-
ladd,hosszdéra merSleges tengelyre vonatkoztatott tehe-
tetlenségl nyomatéka: 3%' m12 ?

megadott mennyiségek:
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e = %ml

A meghatédrozanddé mennyiség:
A ceruza végének sebessége az asztalra érkezéskor; v = 7

2

A ceruza eld6lése k&zben sulypontja %_—vel mélyebbre jut,

ezért a ceruza helyzeti energidjénak csdkkendse: mg% <A

ceruza végpont ja eldélésekor a hegye kériil forog.Ha az
asztalhoz csapddéskor a forgéds szigsebessége w ,akkor az

energia egyenlet,a mechanikai energia megmaraddsdnak té-
1ét felhaszndlva:

A végpont sebessége:

v=1w=1 i%—-="3g1

Az ismert mennyiségekkel:
v = “3.10%.0,15 m =2,12%

35/% £11ands keresztmetszetl,l hosszusdgu,m tdmegl,ho-
mogén rudat vizszintesen felfiiggesztink a két végén /A és
B pontban/,sulytalan,rdvid fonallal.

a/.Mekkora lesz a rudra haté "FA" fonédlerd abban a pil-

lanatban,amikor B fonalat elégetjlk ?
b/ .Mekkora lesz a fondlerd amikor a rud az A pont filig-

. g6legesébe kertil ?
A megadott mennyiségek:

1

m

g

A meghatdrozandd mennyiség:

A fonsglra haté erd a kérdéses iddpillanatokban; F, = ¢

a/.A fonal elégetésének pillanatdéban a rudra két erd
hat:va,rud mg Snsulya és a keresett FA fliggbleges reak-
‘cider8.A két erd ereddje a suly-
pontot gyorsitja a dinamika a-

. laptdrvénye szerint:
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mg - FA = ma /1/ ;t
. . . [ A
A tartd mozgdst is végez, j%%%g
ezért felirhatJjuk,hogy a .
rud tehetetlenségi nyo-
matéka /6/ szorozva a
szdggyvorsuldssal 4@/ e-
gyenld a forgatdényomaték-
kal: 6/3= ng % /2/ . G
2 | 7.

és /9= a_ _ 2a Osszeflig-

Figyelembe véve © =;%m1

T T

2
géseket /2/ felirhatd mg% = % @12 2%_ alekban,ebbdl:
a = % g.A gyorsuléds értékét behelyetesitve azl/l/'egyen—
letbe: F, = Q% .Tehdt az Fp reakciderd az elégés pilla-

natdban az eredetl érték felére,a rud sulydnak negyedére
csdkken.
b/.Ha a rud fliggbleges helyzetbe keril,az FA a rud tel-

jes sulydnak és a réhaté centripetélis erdnek az Osszege

lesz. mvg' 2v§ |
F, = mg + T —_mg/ 1+ / /3/
2

A sulypont v_ sebességét a mechanikai energia megmeradd-

S

sdnak tételét alkalmazva szémithatjuk:

V5, S /4/
Ll _ 8 S , 4
mgs = mp- T T3
2v
Ahol 4 - L ml2 s W= —=2 figyelembevételével
s 12 ' 1
/4/-b81: vg = % gl ,ezt /3/-ba beirva:
_ 2.%g1 5 :
Fo = ng/ 1 + 71 / =% ng.

Tehat az FA reakciderd 2,5-szeresére novekszik.

36/. Vizszintes tengely koriil forgathaté m tomegli,R su-
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garu korong keriiletére csavart fondl végére m tilmegli tes-

tet flggesztlink,amely elengedésekor 0,9 m magasan van a
talaj felett.Mekkora sebességgel éri el a test a talajt ?

/IIl = 21’(14/

A megadott mennyiségek:
'h=0,9m

g = 1055

2y

R

m = 2my

A meghatdrozandé mennyiség:
m 4 témeg sebessége a talaj elérésekor; v = 7
Az m, témegl test m gh helyzeti energia csdkkenése &dran
'a fondlra fliggesztett testbll és a korongbdl 81146 rend-
szer kinetikus energighoz jut.Ha @& a korong tehetetlen-
ségl nyomatéka, <o pedig szbgsebessége,felirva a mechani-
kai energia megmaraddsénak tételét:
4 _1 A 2 1 2
mJgh =5 @ap + 5 WV
A korong és a test kényszerkapcsolata miatt v = R /Az
Ssszekotd fonsdl miatt a test csak annyit eshet,amennyi fo-
ndl a korongrdl lecsavarodik/ felhasznélésdval:
1 2  1lnpy% =24 Lnr2.,,2
5 0 33

2, _
m4gh:—é@w +2 ,{V mR “cQ +m4v/—

_11 o 2 e 2m
Z/Emv + m v/ amelybél: v = “2gh5'17254

Az ismert mennyiségekkel:

- w 1l - zm
v = 12.1032,00’9 m.2 - 3 é
Léthatd,hogy az elért sebesség fliggetlen a korong suga-
rétdl,a tomegeknek is csak az ardnydtél figg.

37/% Egy M tomegi és r sugaru homogén hengerre suly-
talan fonealat tekercseliink és a fondl szabad végét a-
mennyezeten r&gzitjlik.A henger surldédasmentesen csapa-
‘gyazott,elhanyagolhété atméré ji tengelyére egy mésik
sulytalan fondl segitségével m timegl testet fliggesztlnk
és a rendszert magdra hagyjuk.fllapitsuk meg a testek
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gyorsuldsét és a fonalakban fellépd erdket.
A megadott mennyiségek:

=

mB B

A meghatérozandd mennyiségek:
M gyorsulédsa; a,= 7

m gyorsuldsa; a,= ?
A feltekercselt fonalban ébredd erd; F,= 7

Az m tomegli testet tartd fonalban ébredd erd; Ez= ?

A mozgésegyenletek az m és M

tomegl testek tdmegkdzéppont-
Jéra,a dinamika alaptdrvénye

szerint: v
Mg + F,. - F, = Ma, /1/
mg +/-F,/ = may, /2/

Kényszerfeltétel a kotél nyujt-
hataflanséga,ezért:-
ay,=a, =2

A
A gyorsulds meghatérozésa a

mechanikai energia megmarada- A

sédnak tételét felhasznélva tdr-
ténhet. . , ‘ % -

A nyugalomb6l induld rendszer

t 1id6 alatt h = %tz utat tesz meg.Helyzeti energidnak zé-
rus szintjélil a t id8pontban elfoglalt helyzetet valaszt-

juk.A rendszernek induldskor csak helyzeti energisdja van.
A t id4pontban a rendszer kinetikus energidja a henger for-

gisi és mozgdsi valamint az m tOmegli test mozgdsi energi-

djénak Osszege.
A mechaniaki energia megmaraddsédnak tétele:

2 2
/M + m/gh =-§%— + M%— + %6602 /3/

Az egyik kényszerfeltételt hallgatélagosan felhaszndlva
/ Vg =y = v /,nig a tdkéletes gordilés feltételébdl a

szOgsebesség: W = %'.Figyelembevéve még,hogy a henger te-

hetetlenségl nyomatéka: %Mr2 a /3/ Osszefiiggést v -re
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rendezve:

> 4/M + n/gh '
M T /4/

A kezd8sebesség nélkiili gyorsuld mozgdsra érvénves
5 .

v® = 2ah Osszefliggést /4/ -el Ssszehasonlitva a gyor-
suléas: | _o/m + M/

& % %m + 3M

Ezt /1/ és /2/ egyenletbe behelyettesitve a fonalakban
ébredd erdk:

F, = M/m + M/g
4~ 2m + 3M
Fz = II]Mg
. 2m + 3M

38/% Vizszintes tengely kbrui forgathatd m tSmegli ko-
rongon &tvetett fondl végére flggesztett m ,m témegl
testek szintklilonbsége inditéskor 40 cm.Mekkora a korong'
szbgsebessége akkor,amikor a két test azonos szintbe ke-
riil,ha a kofong sugara 10 cm és m = m valamint m = 2m *?
megadott menﬁyiségek:
= 0,4 m |
= 0,1l m
= 104,
my= $
B2 2
A meghatdrozandé mehnyiség:

»

R ™ o

A korong szOgsebessége; o = 7
A két test ugy Jjut kozos szintbe,hogy az m tomegl % -vel

. slllyed,a masik ugyenennyivel emelkedik.E mozgds sordn a
helyzeti energia /m,> m,/ miatt/ *h gh .

1 Z mjg— - g3 -vel csok-
ken,aminek dérén a rendszer minden tagje kinetikus energi-

éhoz jut.Felirhatjuk a mechanikai energia megmaraddsdnak
tételét:

h h _ 1
m4g§ - mﬂﬁ? =5 8w 4 % muyf + % qug
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A kénysierkapcsolat miatt v, = v,= v €s feltételezve,hogy
a fondl nem csuszik meg Reco= V.

/m4— mz/ g% = %[éccz + /m4+ mz/v%L

11 2 2 | > 2 .
-2',:2-111Rw + /mA+ mz/R w] ebbdl:

. 2_ 2/my- mg/gh 1 o 2 _
O — 2/m1+ mz7 R2 azaz ¢ =

o L
';Umf)g

szémithaté tehsat: co= 21]{_ v-gh--

Az ismert mennyiségekkel: y
| TS S m - 30 Y94

39/. Mekkora sebességgel ér a 12 m hosszu,BOo-os lej-
t8 gljéra a tetejérdl csuszds nélkil legdrdlld hordd ?
/A gbrdiilé ellendlléstdl eltekintiink;/

A megadott mennyiségek:

=12 m

= 20°

= 10

meghatdrozandd mennyiség:

hordd sebessége‘a lejtdé aljdra érkezéskor; v = ?

e R

gdordilé mozgés ugy foghatd fel,hogy a horddé témegkdzép-
pontja haladé mozgést végez,ugyanakkor tdmegkdzéppontja
kéril forog is. ’ : .
A gbrdild ellendlléstél eltekintlink,ezért érvényes a mec-
hanikai energia megmaraddsdnak tétele.
A gbrdlild test kinetikus energidja a haladdé mozgés /moz-
gési/ és a forgds /forgdsi/ energidjibdl tevddik &ssze:

| % m v2 + % 6002 = mgh
A O tehetetlenségi nyomaték % mr2 ,ahol r a hordé sugeara,
mig a csuszds nélkiili gérdilés azt jelenti;hogy a korong
tdmegkdzéppont janak v sebessége és a tdmegkdzéppont ko-
riili forgds szdgsebessége koz6tt mindig fenndll a v = rco

Osszeflggés.
Ezeket,valamint a magassdgra érvényes h = l.sin®X Osz-
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szefliggést behelyettesitve:
: 2

1 2 1 .2 .
v+ Zor fﬁ = mgl.s%pd

lathatd,hogy figgetlen a hordd tomegétdl:
v = %gl.sin&

4 oM 18 _ m
710,12 m 5 = 8,945

- Az ismert mennyiségekkel:
1

v:

40/% Bgy m tdmegli,r sugaru,vékonyfalu csé hajlésszo-
gl lejtdn gurul lefelé.Mennyi lesz tengelyének a sebessé-
ge,ha a lejtén a2z elinduldstél szdmitva s utat tett meg ¢

A megadott mennyiségek:
0 ,

r
s

g

A

A meghatdrozanddé mennyiség:
A csé sebessége; v = 7

A cs8 mozgésit gbrdild mozgdsnaek tekintve alkalmazhat juk

a mechanikai energia megmaraddsénak tételét:

mgh = % mv2 + % 9602
A figgllegesen megtett magassdgklilénbség: h = s.sin
A forgds kerlleti sebes-
sége azonos a tengely hala-
dési sebességé?el /nines
csuszéds/ és kifejezhetd
v = r alakban.Ezeket fel-

haszndlxa:

2
mgs.sindAK = % mve + .% ® 17.5
'r

ebbbl a éebesség:
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v = [2gs.sindk 5

2
m r

1 +

A lejtén végbemend mozgéds egyenletesen gyorsulé,mert &l-
landdé hajtéerd mikddik.Hasonlitsuk $ssze eredménylinket

az a &8llandd gyorsuldsu mozgdsra érvényes sebességre vo-
" natkozé sszefliggéesel: \2as .Az Usszehasonlitésbdl ki-
tlnik,hogy mozgdsunk gyorsuldsa:

a = g.sindk

Tehdt a gordild térgy a lejtén csdkkentett gyorsuldsu moz-

gést végez,a gyorsuldsa csbkkenését a sin értéke és a

g.51in mellett 4116 szorzdé szabja meg.A tehetetlenségi

nyomaték minden esetben ardnyos valamilyen mdédon a gér-

dild térgy tomegével és a kiilsd rddiuszianak négyzetével.

EbbSl kdvetkezik,hogy a nevezdben 1év6 _@  tag csak a
nr?

gérdlild térgy alakjatdél fligg /homogén anyagnsdl/ de mére-

tét81l flggetlen. v

A gSrdﬁ16 targy gyorsuldsét a lejtd hajlésszidgén kivil

a térgy alaekja szabja meg,de a tdrgy mérete nem szdmit.

"Ha a tdrgy rédiusza kisebb,akkor kisebbedik a tehetet-

lenségi nyomatéka,de a kisebb rddiusz miatt ndvekszik a

tengely kérlili forgésnak a szdgsebessége,és ugyanannyi

marad a forgdsbdél szarmazd kinetikai energisgja.

Vékony falu cs8 esetében a tehetetlenségi nyomaték O = mr2

a gyorsulds a = $8-8in« .Az s ut megtétele uténi se-

besség: v = VE;; - “gs.sinO(

41/. %0°-o0s lejtén 10 cm,illetve 12,1 cm magasségbdl
egyszerre inditunk R sugaru ,m tdmegi golydkat.A lejtd
aljstél milyen tévolsédgban érik egymdst utol a golydk 7

A megadott mennyiségek:
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hy=0,1m
hz= 0,121 m
m

R

& = 30°
g=1o"3”'5_

A meghatérozanddé mennyiség:

A lejtdé aljdnak és a golydk taldlkozdsi helyének tévol-
sédga; x = 7 '

A golydk a lejtdn t, illetve ty idé alatt érnek le v, il-
letve v, végsebességgel,és ezekkel a sebességekkel folytat-
Jék utjukat. _

A golydk gbrdilésére a mechanikai energia megmaraddssnak

tételét alkalmazva:

_ 1 A,2 1 2

mgh, =5 W, + 5 mvg és
mgh, = % 0w + Lmvl  -b6l

v, = Rw, ,v, = RW, és e =‘-§-mR2 figyelembevételével:

{10 _[To,
v, =\ 7gh4 v, 7ghz

A gbrdiilések ideje:
. = —2n¢ 2 \7_ny
4 7 vV esing sin & 10 g
L= —2h __2 z_n
AV, «81ng sing |10 g

A mdsik golyé t id6 alatt utoléri az elsdt,ha
v, t = v/t + t, - ty/ vagyis

p = Yalta=t4/ o _ V4 2, ha by
V'z'_ V4 V‘l— V4 San( Vz{ V/(

Az utolérésig megtett ut:

- 2 hovy- h,v, - 2 ‘hjhz
S1n & Vo= VY s1in

Az utolérésig megtett ut; az ismert mennviségekkel:

_2 ,l . - )
_2 Y D021 1 - o 44

2

X
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‘ X e s "

42/+ Egy m tdmegl,r sugaru gdmb kezd8sebesség ndilkiil,
tismta gordiiléssel halad az R sugaru félhengerben.Mekkora
er6 nyomja a félhengert a legalsé pont jéban *?
A megadott mennyiségek:
o
T
R

A meghatédrozandd mennyiség:

A henger legalsé pontjdban hatd nyoméerd; F = ?

A gdmb a hengert sajdt sulydn kiviil /henger legalsé pont-
Jéban/ a rdhaté centrifugdlis erdvel is nyomja:

I]lV2

F=ng+ gy

A centrifugdlis erd nevezdjében azért szerepel R-r,mert a
sulypont ekkora sugaru pd&lyén mozog. |
A v sebességet a mechanikai energia negmaraddsénak tételét
alkalmazva hatédrozhatjuk meg:

mg/R-r/ = lmvz + %@uﬂz

2
Figyelembe véve,hogy © = %-mr2 s w =Y
| T
ng/R-r/ = -%—-mv2 + %mvz = %5 nve azaz

2
2 lo R— lo £ ’ e e
v =z géﬁ:%éﬁg = —7g/R—r/ ezért a nyomderd kép-

lete: F = mg + 1$-§£B:%£§ 7mg alaku lesz.Tehdt a ke-
’ e 7/ 17
resett nyomderd a sulyerd =7 szerese.

4%/. Ha ismerjik a harmonikus rezgbmozgdst végzd test
kitérését mint az idd fliggvényét,fejezzik ki a sebességet'
az idé fliggvényében ' o

A megadott mennyiség:

X = Asinwt

A meghatdrozandd mennyiség

=7

A sebesség az idd fliggvényében; v = v/t/ =
A mechanikai energia megmaradésdnak tétele szerint:

%kx2 + %mvg = %—kA2 ebbdl; vi = %/A2 - X2/ mivel X = Asinw t
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v2 =k 2

wit/ = 2

A cos%a:t y 22 a7Z

=

;Az/l—sin

=] oy
B

Bl |

A coswt.

44/ . Harmonikus rezgdémozgdst végzd rugd mekkora kité-
résnél fog egyenld mennyiségli kinetikus és potencidlis e-
» -nergidval rendelkezni 7
A megadott mennyiség:

X = Asinw t _

A meghatdrozandd mennyiség:

Az a kitérés amelynél a két energia egyenld; x = %
A feltétel szerint:

2

%kx = %mv2

X

A mechanikai energia megmaraddssnak tételébdl a 44-es fe-
ladat szerint:

v2 = £/22 - %2/ ezt figyelemb Sve

% T o , gyelembe véve:

%kxz = %k/AZ—XZ/
2 _1,,2 et
kx™ = §kA ,azaz a keresett kitérités:
x = A

45/% Sulymérésre sz0lgdlé rugés mérleg tényérjat 160
.pond erd nyomja Ossze egy cm-rel.Peckek megakaddlyozzék,
hogy a tényér nyugalmi helyzeténél magasabbra keril jon.
A mérlegtényérra 50 cm magassdgbdél 500 g-os tlmeget e j-
tink.Mi torténik,ha a tanyér tdmege elhanyagolhaté 7

meghatdrozandé mennyilség:

A megadott mennyiségek:
F = 160 pond

s =1 cm

h = 50 cm

m = 500 g

A

A

jelenség vizsgdlata. '
Elészbr szdmitsuk ki,hogy mennyl energidja van Jsszenyo-

mott vagy kihuzott dllapotban a rugdénak.A rugédllandd k=§

=
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ahol F az s kitéréshez tartozd rugderd.Egyik végén régé
zitett rugd mésik végére erdsitslink egy m tdmegi testet.
Ezt a testet mozditsuk el x tavolsdgra,majd hagyjuk magd-
ra.Ekkor a rendszer harmonikus

« . . . e
rezgémozgést fog végeznili,mely-
nek korfrekvencidja: ,_{k |
. m h
A rezgés amplitudéja x.Az X

kitéréshez tartozdé rugdener-

gia a mechanikai energia meg-
maradésdnak tétele miatt ép-
pen egyenld lesz a nulla ki-
téréshez tartozd mozgdsi ener-

gidval:
12 1 2 _ 1, .2
§m%~—ﬁwxw/ —2kx

A test rdesik a tényérra,a rugd Osszenyomdédik,majd vissza-
dobja a testet az eredeti magassdgba,ugyanis a rugd nenm
tdrolhat energidt /mert nincs tomege/ és az energidk Osz-
szege &llandé kell,hogy maradjon.

AZ m tdmeg helyzeti energidjét h cm-rel a mérlegtdnyér
nyugalmi helyzete feletti vegylik zérdnak.Ha a rugd mexima-
lis révidilése x,a test energidja az eredeti helyzet alatt
x + h mélységben -mg/h +x/ helyzeti energia.A rugdénak ek-
kor %kxz energidja van.A két energia 8sszege zérus,mert

ennyi volt kezdetben a rendszer Osszes energidja:

~-mg/h + x/ + %kxz =0

Ezen egyenlet pozitiv gyodke Xf£21,2 cm ,vagyis a rugdé ma-
ximdlisan ennyivel nyomédik Ossze.

Mivel egy sulytalan rugé addig mozog,amig hossza nem éri
el a2 nyugelmi hosszt,vagy amig kiils§ erd hat ré,a feladat-

ban nincs szlkség a peckekre.

46/% Fliggbleges helyzetben aldtdmasztott 2 kp/cm direk-
cids erejl sulytalan rugdéra annak szabad végétél 1,3 m
magassagbdél 40 dkg tomegl testet ejtink.Mekkora kezdse-
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bességgel kell a testet elinditanunk,hogy a rugé 20 cm-rel
Osszenyoméd jék ? Hogyan médosul a megoldds,ha a rugé felsd
végén 50 dkg tOmegl rugalmatlan teher van rdgzitve ?

A megadott mennyiségek:

k = 2000 N/m |

m = 0,4 kg

h=1,8m

ho= 0,252

&= 10°5%

M= 0,5 kg

A meghatdrozandé mennyiség:

Az m tomegli test kezd8sebessége; v = 7

o}
Ha a rugdé fels$ végén nincs M tomeg,akkor az egész folya-

matra alkalmazhatjuk a mechanikai energia megmaraddssnak

tételét.Mivel egy,nyugalml helyzetéhez viszonyitva h -lal

§sszenyomott vagy megnyujtott rugé energ%aga %khz ,azert

2
o

o

imvS + mg/h + h / = 5kh

,ebbs1:

nNo

_ k 2 :
o = |=hs - 2g/h + ho/

Az ismert mennyiségekkel:

_ 2000 m/m A 2 2 =
o = |oa s 0,2°m° - 2.10 /1,8 m + 0,20/

~12,6 %

7] m

Ha a rugén M tdmegi ru- 7\
- galmatlan teher nyugszik,

akkor az m tomeg ezzel ru- h _qutatlan
galmatlanul Utkszik,tehdt ‘ —15 rugd

a mechanikai energia hévé —— Y

alakul &t.Az Utkozéséig kb _][a rezgés . __
terjedd folyamatra még al- kozéppont ja

<
BEY

kalmazhatd a mechanikai e-

LAY

nergia megnaraddsénak té-
tele:

g
§‘

1
>mvg + mgh = 2; mv?
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amelybbl: v =vvg + 2gh  ,ahol v a test Utkdzés eldtti

sebessége.
Az m tSmeg M-mel valdé rugalmatlan lGtkoézése eldtti és u-

tdni id6pillanatokra felirhatdé az impulzus megmaraddsé-

nak tétele: .
' mv = ¢/m + M/ amibdl az Utkdzés utdni c

k6z0s sebesség: o = mv
T m+ M

Utkdzés utdn a tdmegek mozgdsi energidja % /m + We?

a helyzeti energia megvaltozdsa /m + M/gho +A rugé helyze-

ti energidjdnak megvéltozidsa: 1 2 1. 2 . '
g §k/XA+ hO/ - EkX,’ y 22 &b~

ra jeldléseivel,ugyanis a rugd mér az Utkdzés pillanats-
ban is rendelkezett helyzeti energidval,mivel M sulyere-

Jje Xy = M% hosszusdggal nyomta Ossze,.

A mechanikal energia megmaraddsénak tétele:

1

1 2 _ 1 2 1,2
§/m + M/e” + /m + M/gho = 2k/x + ho/ - 2kx

Behelyettesitve ¢ és x értékéts _
2 _

L _m ,.2 _1 Mg 2 Mg ,2

2 m + M/vo + 2gh/ + /m + M/gh, = 5K L/ £+ b/ -/Eﬁv' ]

Amelybdl: | >
m +.M m + M
v, “k—_ﬁl-g_ hO - 2 Tgho - 2gh

Az ismert mennyiségekkel:

_ N 0,4 kg + 0,5 kg 2 0,4 kg + 0,5 kg .
v_ = |2000= 4=8/0,2 m/° - 2
0 “ m /0,4 ke/ /0,4 kg/©

.10 0,2m-2.108L1,8m = 20,1%

A v, kifejezésnek csak akkor van értelme,ha a négyzetgydk

alatt nemnegativ szdm 411,vagyis

m+ M2 ,m+ M s
k-—?—ho—z-—-———m gho—Zgh—O

Ha ez teljesil,akkor minden v_ esetén a rugd h ~-nél Job-

o)
ban Osszenyomédik.

A rugd minimélis Osszenyomdédésa is kifejezhetd az eldbbi
egyenlétlenségbdl: > 2 kgh m
ho = /8% &t iy

¢
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A v, irdnya egyardnt mutathat felfelé és lefelé,mert fel-

felé dobva el az m timeget az eldobds helyén lefelé is v,
sebességgel halad keresztil.

47/. 1 m hosszu fonalra felflggesztett 20 dkg témegli
golyét nyugalmi helyzetébdl 45%-08 szdggel kitérit jik,
majd magéra hagyjuk. Mehkora sebességgel halad &t .a golyo
a nyugalmi helyzeten ?

A megadott mennyiségek
= 0,2 kg
1 m

45°
10 % -

meghatarozandé mennyiség:

i

I u

golyé sebessége a nyugalmi hélyzetenﬁvalé'éthaladéskor;
=7
golyd helyzeti energidja moz-

>4 P >Ry - B

gdsl energiavéa alakul,amely a mecha-
nikai energia megmaradésdnak tétele
szerint mgh = %mv? alaku,ahol hO=O
amelyb8l v = 2gh figyelembe véve

h = 1/1 -cos &/ &brénkrdél leolvas- h
haté Osszefliggést: V,..l_ - -
v = \[Zgl/l - cosa/ <« ' ho

Az ismert mennyiségekkel:

m 2, _ m
210521 /1--2—/--2,43

Léthatd,hogy az elért sebesség az m tomectol fliggetlen.

48/% Egy 1 m hosszu fondlingét,melyen 200 g tomeg
figg,vizszintes helyzetéig kimozditunk.Mekkora filiggd-
leges irényu kezd&sebességet kell adnunk,hogy a flggd-
legestdl mért 60°-os kitérésnél a fondl elszakadjon ?
A fon&l 0,8 kp terhelésnél szakad el.

A megadott mennyiségek:
1 =1m
m 0,2 kg

I
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o« = 60°
g = 1of§£
F,= 8 N

A meghatérozahdé mennyiség:

A tdmegnek adandé kezd8sebesség; v, = ?

A tOmeg korpdlydn mozog.A kOrpdlysdn tartdshoz /a centri-
petélis gyorsulds létrehozdsshoz/ sziikséges centripeté-
lis erdét a fondl fejti ki a testre.De a fondl dltal a test-
re kifejtett erd ezenkiviil még e testre hatd nehézségi e-

rének a fondl irdnysdba esd
/ mg.cos / Gsszetevdjét
is kiegyensulyozza.

‘ 2
F = mg.cosX +

Hi<

Ha a surldédastsél és a kizeg-

nergia megmaradédsdnak tételét alkalmazva hatdrozhatjuk

meg. A b = 0 miatt testiinknek a kritikus helyzetben csak
mozgési energidja van. :
12

%m g_+ mgh = SmV ebbél:
vg = v - 2gh ,figyelembevéve a fondlerdbdl:
vé =2l - gl.cosX ',és gbrank-
m
‘9 . _ “8 N.l m - = m; _ w - . .
rol: v, = \—Bjﬁ—EE 3.10525.1 m = 53 az ismert mennyi-
ségek felhasznéldséval,mert v = vg% - %gl.cos

49/ .Egymds mellett azonos 1 hosszusdgu kénnyl rudra fel-
fliggesztett m, illetve mz,tbmegﬁ golydk egymést érik.Az
m 4 tomegl golyodt 90%-kal kitéritett helyzetbdl elengedve,
a két golyé tdkéletesen rugalmasan UtkSzik.Mekkora szdg-
gel tér ki a megﬁtétt,illetvé az Utkozd8 golyd,he m = 2m, 7

s
A megadott mennyiségek:
1
m,= 2m

A 2
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o = 90°
mL .
A meghatdrozandd mennyiségek:
A golydk kitéréseinek szbgeil; oy = ?

o2~
Mivel az itkozés rugalmas és a kozeuellenallastol vala-
mint a surldédéstdél /fel-
fliggesztési pontban le-
het/ eltekinthetlink ér-
vényes a mechaniaki ener-

gia megmaradésdnak téte-

le és az impulzus megma-
raddsdnak tétele is.A mec-
hanikai energia megmaradé-lh
sdnak tételét alkalmazva
az Utkoézd8 golydra:

mggh = m, vy
Ssszefiiggésbél az UtkdzésiV <
- sebesség: v s Fﬁf"- WZE_ Y /1/
A 28. feladat eredményét felhaszndlva a meglitott golydnak
Utkdzés utédni sebessége:

2
u,= E;—:Eé—v4 amelyet az /l/ 08z~

szefiiggéshez hasonlé gondolatmenettel nyerhetd: u, = Zgh&

- Osszefliggésben felhaszndlva [ 22 )
) (m” +m, vy o= Zghz,ebbol:
hy” (—_——m4 Eméz )12 = 15 72/
ébrénk szerint: |
h,= 1/1 - COSo(/ /3/

/2/ és /3/ ogszefuggeseket ossvchasonlltva:
= 1o
COSO&T 1 9 :}azaz OQ;~141

A 28. feladat eredményét az Utkoz8 golydra felhasznélva

kepjuk annaek Utkdzési sebességét: ,

:m,,—mgv
A my+m, 4
amelyet az /1/ Osszefliggéshez hasonldé gondolatmenettel

u
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_ : 2
nyerhetd u4— 2ghy -nél felhasznélvaﬁ%i{}%%&)vaz 2gh, ,

1 4 2

27 . LIV Bl 13 = =

ebbdl: h,= T mz,l 51 /4/

dbrank szerint: h, = /1 - cosa%/ /5/

/4/ és /5/ OGsszefliggéseket Osszehasonlitva coso,= 1 - L

1 9
azaz: o(lx27,3°

50/. Egymés mellett azonosan 1 m hosszusdgu fondlra
felfiiggesztett egyenld tdmegli golydk egyikét 90°-kal ki-
téritett helyzetbol fliggbleges irényu v, kezd8sebesség~
gel lefelé meglokguk A golvok teljesen rugalmatlanul Ut-
kbznek és a felfuggesztes szint jéig emelkednek.Mekkora
volt a v_ kezdSsebesség ? '
A megadott mennyiségek:

1 =1m

m

A1 = 90°

o 5= 90°
=1o"”’

A meghatarozandé mennyliség:

A kitéritett golyd kezdlsebessége; vy =7 '

Az impulzus megmaraddsénak tétele minden UtkSzésre ér-
vényes,de a mechanikei energia megmaraddsi tétele ese-
tinkben nem,ezért olyan részekre bontjuk a feladatot a-
melyekre alkalmazhatd.

Ha a legmélyebb pontban a helyzeti energisdt zérusnak te- -
kint jlik a golydk helyzeti energidja a felfliggesztés szint-
jének elérésekor 2mgl,mig a két m tomegii v, sebességl
golydnak az Utkdzést kdvetd pillanatban mozgdsi energis-

ja:l o> 2 . . .
T MV 2 = mv,.  a mechaniakl energila megmaraddsanak

tétele erre a részfolyamatra mér érvényes:

mvi = 2mgl amelybdl: Vi ‘2g1 /1/
‘Az UtkSzésre az impulzus megmaraddsénak tételét alkalmaz-
va: 2mv, = mv, ,ahol v, a kitéritett golyd sebessége az
Utkozéskor,igy v :
vy =3 Y

Az {itk6zés eldtti és a megldkés pillanatdra felirhatd a
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kitéritett golyd mechanikal energidinak megmaraddsdnak té-
tele:

mvg + mgl ebbdl:

noj

L oaw? =
2 4

it

o -Vf - 2g1 /1/-et és /2/-1t behelyettesitve:

Az ismert mennyiségekkel:

v

- w ~ g M

51/.A g8zmozdony vizkészletét menetkdzben ugy egészit-
heti ki,hogy a sinek mentén
vizzel teli csatorndt léte-
sitenek és a gdzmozdony /az

dbra szerint/ olyan csével
van felszerelve,amelynek me-

netirdnyba irdnyuléd nyitott

vége a csatorndba 1ég.Mekko~

ra magassigba emelhetd fel

igy a viz,ha a vonat sebes- ‘ /
sége %6 km/h és a viz viszkozitdsdtdl eltekintiink
A megadott mennyiségek:

P
v =10 73
‘A meghatarozandé mennyiiség:
AZ emelkedésnél elérhetd szintkilildnbség; h = ?
Feltételezve,hogy folyadékunk Osszenyomhatatlan,az dram-
lds. staciondrius és a feladat megfogalmazdsdban bizto~
sitott surldddsmentességet figyelembevéve érvényes a Ber-
noulli-egyenlet: 1 2 1 2
Dy *3¢U4 * 8B, TP * 3GV, * Qe
mert a légnyomés minimdlis eltérésétdl eltekinthetiink /a
surlédés elhanyagoldsa lényegesen nagyobb hibat okoz/.
Pigyelembevéve,hogy a csatorndban levd viz-vo sebessége
zérus és a szintkilénbség h = h =ho a Bernoulli-egyen-
let:

N

%9\72 = ggh ebb8l: . h 222;

tie]



-85 -

Az 1ismert mennyiségekkel: .
- h o= /10-%?/2

2.10 24 =om

52/. Egy 120 m mély furélyukbol feltsrs 0,8 g/cm slirti-
ségli olaj a f61d felszine felett 25 m magasra szdkik fel.
Mekkora a nyomds a furélyuk mélyén,ha a surléddstél és a
légellendllédstdl eltekintiink ? '

A megadott mennyluegek
¢ =0,8 g/cm = 800 kg/m
821032,

5 2
p=1atm 107 N/m
h=25m
ho=.-120 m

A meghatdrozandé mennyiség:

Az olaj nyomédsa a furolyuk mélyén; Dy, = 7
Feltételezve,hogy az Osszenyomhatatlan olaj staciondriu-
san dremlik és a megfogalmazds &ltal biztositott surld-
désmentességet figyelembevéve érvényes a Bernoulli-egyen-
let:
1 %9v2+ 9gh+p=%gv§+ 57gho'+po

Az olajsugér tetdépontjén valamint a furdlyuk mélyén az o-
lajsugér kezdetén /120 m mélyen/ az olaj sebessége zérus,
~ amit figyelembevéve: .' .
Py, =D +Qg/h -h/

Az ismert mennyiségekkel:

p, = 10° X, + 800 X£ .105%/25 m + 120 mw/ = 1,26.20° I, =

m ' m m
< 12,6 atm

53/. Egy vizszintes c¢csé tdgabb részében a viz 1,5 atm
nyomas mellettEB%?sebességgel staciondriusan dramlik.
Mekkora a viz sebessége a csd szilik részében,ha ott a nyo-
més 1,4 atm és a surldédéstdl eltekinthetiink 7

A megadott mennyiségek:

p = 1,5 atm1,5.10° X
1 2
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1]

p

1,4 stmml,4.10° &)

. _ am o
v, = 8=
1 2 3 3 3
¢=1 kg/dm” = 10° kg/m
A meghatérozendd mennyiség:
A viz sebessége a cs8 sziik részében; v = ?
A feladat feltételei alapjdn alkalmazhatdé a Bernoulli-e-
gyenlet,asmelynél figyelembevéve,hogy a magassdgkiilénbség
- zérus: '

}'— 2 - ..]; 2 4 .
29v4 + py= QQV.Z, + Ap’z alakbdl:
v, =:q2/D4 = D2/ . 2

~9 : 4

Az ismert mennyiségekkel:

- /

. oy e - 5 N, _ 5N
V2’= 2/1;5010 m2 l,4elo ']:—[12 /

2
+ /88 g 165 W
107 kg/m> 3 7 3

54/% Az ébrén feltlntetett Segner kerék asurlédds mi-
att csak akkor tud megindulni,ha a kereket h = 1 m mély-
ségben 14pldldé nagy csé kzépvonaldn a viz legalédbb 2,1 at
tulnyomdssal rendelkezik.Mekkora a surlédds forgatényoma-
téka,ha a kerékbll tdvozé vizsugdr GtmérSje 1 cm,sz kar
hossza 0,6 m ? ' _ e | \:F

A megadott mennyiségek: /

=1m - ¥

= 1 kg/dm’ = 10° kg/m> & W

= 0,6 m : R *%? )

=0,0lm | | & \y//? b
2,1 at = 2,1.10° N/m° :

=104, R Sy ¢ ey D

meghatdrozandé mennyiség:

surlédés forgatényomatéka; M = 7

> R Ty O
I

megindulds pillanatdban a surlddés forgétényomatékénak.
nagyssge egyenld az F impulzuser8k forgatényomatéksval:
M = 4F1 /az impulzuserdk két erdpsrt- alkotnak/

Az impulzuserdk nagységa:F =gAv2 ~,ehol 9 a kiomlé viz
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slrisége,A a keresztmetszet,v a kitmlési sebesség.

A kiomlési sebességet a vastag csd kdzépvonaldn felvett
O indexl és a kitmlésnél felvett 1 indexl pontokra fel-
irt Bernoulli-egyenlet alkalmazssival hatérozhat juk meg.
A Bernoulli-egyenlet érvényességéhez fel kell tételez-—
niink,hogy az &dramlés stac10nar1us és a viz viszkozitg-
satdél eltekintiink.

T 1 2
Po * ?9"0 *o8h, T o 59Vt gghy
ghol v =v ;h -h =h; p, - D =D ; v, = O figye-
lembevételével:

v2 = 2/p = ggh/

gJ
Az ismert mennylsegekkel C
_ 2/2,1.10° N/m® - 10/ ke/n%.10% .1 0/ _ 400!14;
10° kg/m’
A surlddss forgatdnyomatéka: 22 o
M~4g—z’iv1

Az ismert mennylségekkel:

= 4.107 kg/m>/2:0L m/ 23,14 .4oo .o 6m= 75,36 Nm

55/% A 108 km/h sebességli vihar mekkora erével emeli
felfelé a 20 cm-szer 30 cm-es tetdfedd cserepet 7
A megadott mennyiségek:
9, = 1,2928 kg/m’
= 10
= 0,2 m
= 0,3 m .
108 km/h = 304

S

meghatérozandd mennyiség:

o 4 O 0 R
1

cserépre haté emelderd; F =7
Az emelderét a mozgé leveglrétegnek a padléstérben 1évd

normélis nyomésu leveg8hdz viszonyitott nyomdskilinbsége
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hozza létre. F = Aap = abap

A nyomdsklilénbséget a Bernoulli-egyenlet alkalmazdsival
hatdrozhat juk meg.Figyelembevéve,hogy magassidgklilonbség
nincs,és a padldstérben a leveg6 sebessége zérus =2 Ber-

noulli-egyenlet: 1 >
p+5§v" =p, alakot veszi fel,amely-

b1l P =P, =P = %-gv2 ,18y az emellerd:
2
F = ab §v

2

Az ismert mennyiségekkel:

0,2 m.0,% m.1,2928 kg/m’ /30 %/°

()

<

F =

= %4,8 N

Tehdt a.tetd8fedé cserép akkor emelkedik fel,ha 3,48 kg-nal

kisebb a tlmege,ami 2 gyakorlatban az adott méreteknél ki-
vétel nélkiil tel jesil.

56/. Mekkora a replilégép sebessége,ha az &brdn vézolt

Prandtl-féle csében a higanyszintek kililonbsége 10 mm ?

A megadott mennyiségek: ///”——‘2
h =10 mm = 10 °m 4
’ﬁ&ﬁ 2o kg/mB \\\\\~____.
4 3 :
5%y= 1,36.10" kg/m —
i -
g =103z .
A meghatdrozandd mennyiség:

A replil8gép sebessége; v = 7

A méréfejen felvett 1 indexi és 2 indexi pontokra felirt

Bernoullil - egyenlet segitségével hatdrozhatjuk meg a se-

bességet. - ’
1 2 1 2

D +5¢ vy +9gh =p +50v, +¢gh

L AL IR 2 T 2Sga T 88

A csé 1 indexl 'nyilésdndl Osszetorlddik a levegl,ezért az

U~alaku menométercsbnek az "1" nyilédssal Osszekdtdtt szd-

réban a p, teljes nyomés hat,mig a "2" nyiléssal Osszekd-

tott dgban a P, sztatikus nyomés.

A magasségkiildonbséget elhanyagolva /Ez - h4F 0/,valamint

4
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figyelembevéve,hogy az 1 indexl pontban nincs sebesség-
klilonbség /vy = O/ a Bernoulli-egyenlet rendezésével:

v:FLPA.:..P&Z
Se

bsszefiggést kapjuk,ugyanis a mérdkésziilék felsd része

a gépbél kinyulik és igy v a méréfej és a levegd egy-
méshoz viszonyitott sebessége,azaz a repiild sebessége.
A nyomdskildnbség a higanyszintek klilonbségébsl adddik:

!

p - p= gh ,amivel a sebesség:
v = | 25k
9&,0‘
Az ismert mennyiségekkel:
2.1,36.10% kg/m’ 10 10™%m 9
v = = <46 %

1,29 kg/m

A repiilégép sebessége 166,6 km/h.

'57/% Az 4brdn léthatd vizszintes csé Ay,illetve A, te-
riiletli keresztmetszetei felett csatlaekozd fligglleges cso-
vekben g4h szintkiildnbséget észleliink.Hatérozzuk meg a viz-
szintes csében id8egység alatt surldédds és ellendllds nél-
kil &theladé @ sliriiségl folyadek mennylseget !

A megadott mennyiségek:

Ay

Ay

oh

g

S

A meghatdrozandd mennyiség:
Az id8egység alatt athaladd

>
il

"\‘1“'“11(

T

A
|

[\]]
I
I
H
H-
il
|
|
|

|
1

Tf:)
|
J
3
|
)
N
I
|

p.
N
2

folyadékmennyiség; Q = 7 2,
Legyen v, és v, a folyadék

sebessége az A, és A, keresztmetszetu helyen.Az dramlés
stacionérius,ezért: Q 71A4 AL Mésrészt a feladat
feltételel lehet8vé teszik a Bernoulli-egyenlet alkal-

‘mazdsét,amely az A, és A kereszimetszetekre:
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2 1 .2
-JZ;QVA * Py = ‘égvz + p'?/ ,ahol
py=ggh,, p,= 98h, hidrosztatikai nyomésokban szerepld
magasségokra igaz ash = h, - h, Osszefiiggés.A Bernoulli-

egyenlet felirdsdndl mdr figyelembe vettiik,hogy a kereszt-

metszetek k6zottli magassdgkiildnbség zérd.
A Bernoulli-egyenletbdl:
1 2 2 -
58/vy, - v /=¢8/h, - h,/= ggah ,

amely a kontinuitdsi egyenlet figyelembevételével:

(% )2 - (%4)2 = 2gah azaz:

2
= éA_'_é:&._ = 2 h
QT \eeeh T T T AR X%“‘X? ,amely
) 14~ "2 4 - B2

a folyadék slriiségétdl fliggetlen.

58/ .Az dbrén lathaté vizszintes sikban fekvd csdidom-
ban viz dramlik.A viz egyenletes 2%1 sebességgel 1ép be az
1 m2—es fellleten és a 0,4 m"-es fellileten 1ép ki.A viz
nyomé&ésa belépéskor,valamint a klils§ 1égkdri nyomds egy-
arént 1 at.Szamizsuk ki surldddsmentes dramlést feltdéte-
lezve a viz nyomdasdt kilépéskor.

A megadott mennyiségek:

v, = 2%?
A= 1
A,= 0,4 m°

py= 1 at = 10° N/u®
g = 103 kg/m3

‘A meghatdrozandé mennyiség:
A kilépd viz nyomésa; Dy, =%
Feltételezve,hogy folyadékunk Ssszenyomhatatlan,az dramlés
staciondrius és a feladat megfogalmazdsdban biztositott
surléddsmentességet figyelembevéve érvényes a Bernoulli-e-
gyenlet: |
1 2 = 1 2
Py+ 53 *geh =p, *59v, +¢ggh,

Mivel a cséidom vizszintesen helyezkedik el szintkilonb-
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ség nincs,azaz: hy, = hye

A viz sebességét kilépéskor a kontinuitdsi egyenlet alkal-

mazdsdval hatdrozhatjuk meg: N
: _ \

By = Ayvy 82821 V= JA‘;(

A Bernoulli-egyenlet ekkor '

1 2
by *58v4 =p, 9

,—\

2
) alaku,melybdl

2
_ , 1 2 Ag

pz; "p{ +'2'§V{/l"7A—/
L

Az ismert mennyiségekkel:

, 2
p, = 10°8/n° + £.10%ke/m’. /2% /2. /1 - LLBL -
R /0,4 m“/

= 0,995.10°N/m° = 0,995 at.
Ez az érték kisebb a kdrnyezd nyomdsndl,tehdt a kidmlés
nem toérténhetik a szabadba,hanem csak valamilyen csdve-

zetékbe,amelyben a nyomésviszonyokat mds /a feladatban
nem térgyalt/ koriilmények hatdrozzdk meg.

59/. Az &dbrin vézolt Mariotte-féle palack nyilésénak

é€s a jél zdrd dugon &t a folyadékba nyuld nyitott csé
végének szintklildnbsége 20 cm.

Mekkora kezdetben g viz kifo-~

lyési sebessége a palackbdl ?

A megadott mennyiségek:

h=0,2m - = —rr

g = lO'%% j?;ﬂ A=

A meghatdrozandé mennyiségek: j:E:fE:Z:;f %‘1:
A kifolydsi sebesség; v = © | ::.E;L.:;E?l

A felszin slillyedésénél a leve- — — = = $§\

g8 kitdguldsa miatt a folyadék-

ba a csé alsé /A/ nyildsandl kiilsé levegd hatol be,amely
buborékok alakjaban felszdll.Ezért az A nivdén a nyom&s
mindig egyenld a 1légkdri nyomdssal,és igy a kidmlési sebes-
séget /ameddig a felszin A als nem slillyed/ az 4llandé h

magasség szabja meg.
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A kiomlési sebességet az A nivéra felvett 1 indexi és a
kiomlési nyildsndl felvett 2 indexi pontokra felirt
Bernoulli-egyenlet alkalmazésaval hatdrozhatjuk meg.A Ber-
noulli-egyenlet érvényességéhez fel kell tételezniink,hogy
az dramlds staciondrius és a viz viszkozit&sdtdl eltekin-
tinke. . ‘
Py * ']55’-"42 tgehy = py %’fvz% * ggh, sahol p, = p,
/mindkét pontban a 1légkdri nyomds hat/ h, - hlf h és
v, = O /a felszin siillyedésének sebessége az A nivén/ a-
melyek figyelembevételével

| | gen = 3gv°

inmen a folyadék kiomlési sebessége:
' v = '2gh

Az ismert mennyiségekkel:

v = Uz.log""'—a.o,z mn = 22

Ha az edényben foglalt folyadék felszine alatt h mélység-
ben levd nyilds keresztmetszete igen kicsiny az edényhez
képest,akkor a felszin silillyedésének sebessége gyakorlati-
lag zérusnak vehet8.Ervényes a v = (32? Osszeflggés ame-
lyet Torricelli ugy fogalmazott meg,hogy a folyadék kidm-
1ési sebessége a sliriiségtdél fliggetlenlil akkora,mintha a
kiomld folyadék a h magassdgbdl szabadon esett volna.

A vdltozatlan szintkildnbséget kozbnséges tartdlyban pél-
ddul utédntdltéssel is biztosithaijuk. '

60/. Szémitsuk ki az dbrén léthatd tartdlybdl kiémld
Q slirliségli folyadék sebességét,ha a tartdlyban p4.a tar-
télyon kivil P, @ nyoméds.A tartdly keresztmetszete a ki-
folydnyilédshoz képest végtelen nagynak tekintheté,a fel-
szin magessdga a kifolyé nyiléds f6l6tt/nem véltozik/ h.
A megadott mennyiségek:
P, '
Py
h =0

0
hl? = h
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A meghatérozanddé mennyiség:

A kiomldé folyadék sebessége; Vo = ?

Mivel a tartdly keresztmetszete a kifolyényiléshoz képest

végtelen nagynak tekinthetd,a fel-

~

szin slllyedési sebessége elhanya-

golhaté /v, = 0/ ,tehédt a vizsgdlt K 4
jelenség staciondriusnak tekinthe~ o

H|I|\
|

l

t6.Mivel az dramvonalak nyugvd tér- h

l
|

b8l jonnek az dramlés Orvénymentes

V

|
|

1
!

is,igy ha a folyadék viszkozitdsa-
t81l eltekintiink alkalmazhatd a Ber-
noulli-egyenlet,emely a felszin e-

[
!|L

l.
'
|
|

‘;'1
|
.

gyik pontjéra /"1" indexU mennyisé-
gek/ és a folyadék kilépési pontjé-

ra /"O" indexU mennyiségek/ felirva:
1.2 2 |
p, + EQVA +9gh_4= Py + %-gvo + S)gho ,amely

v. = 0 ésh_ = 0 miatt 1 2

4 o P, +5>gh F Py tFQV, alaku, ami-

bél: v = VZgh.+ 2/py = Po/
| K
Ha a tartély nyitott,azaz:. P, = Pq , akkor

Vo T 2gh

61/.Egy tartdlyban 1 m magassdgu vizrétegen 4 m magas-
ségu 0,9 g/cm3 stiriiségii k6olajréteg helyezkedik el.Mekkora
kezdetben a viz kifolydsi sebessége a tartidlyfenéken 1évd
nyildson,ha a belsl surldddstdl eltekintink ?
A megadott mennyiségek:
hy =1m
h2 =4 m
8% = 0,9 g/em’ = 900 kg/m?
$4 =1 g/cn’ = 1000 kg/m°
g =/M7§% |
A meghatdrozandé mennyiség:

A kifoly&si sebesség: v = 7
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Mivel csak a kezdeti sebességet kivénjuk meghatdrozni vél-
‘tozatlan szintklldnbséggel szédmolhatunk,az dramlés a vizs-
gélt idépillanatban biztosan staciondrius,a folyadék &sz-

szenyomhatatlansdgénak feltételezésével teljeslilnek a2 Ber-
noulli-egyenlet specidlis eseteként ismert Torricelli té-

tel feltételei.

A hz magassagu kfolajréteg olyan h; magas vizeszloppal he-

lyettesithetd amelynek nyomésa azonos a kfolajréteg nyo-
mésaval: _ :
ggh, = Qgh' ebbsl n' - 2%
| v A « 2 2 &4
Az ismert mennyiségekkel: -
¢ _ 4 m.900 kg/m”

h
* 1000 kg/m°

= 3%,6m

Igy a Torricelli tételben szerepld magassdgkilénbség:

h =h,6 + hzl azaz a kifolyési sebesség: v = “2g/hx + Q;/

Az ismert mennyiségekkel:

v = “2.103—24,6 m 9,794

62/% Milyen h magassédgig kell az &brdn léthatd edényt
olyan Osszenyomhatatlan folyadékkal feltdlteni,amelynek
viszkozitdsatél eltekintiink,hogy a hJ.és-a /h, + Qz/ ma-
gassagban levf két nyildson \ %4;
kiomlé folyadéksugér az e- '

!
il
}

f
1
:

dény fenekének magassédgéban AI
taldlkozzék 7

A megadott mennyiségek:
hy

h

24
A meghatdrozandd mennyiség:

MIH
|U
i

|

I
g
i

ch
P

\

>
)

[l
I’H
N

2

A folyadékoszlop magasséga; h = 7 _
A feladat megfogalmazidsédban biztositott feltételek ele-

genddek a Bernoulli—egyénlet alkalmazdséhoz,amelybdl a

. . 2” 2’ 4 . > e . \
kezdeti 1dbpontra érvényes Torricelli itétele.

Haszndl junk olyan koordindta rendszert melynek origdja a
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felsd nyildsndl van,abszcisszd tengelye vizszintes és a
kifolydé folyadék irdnydba mutat,ordindtatengelye fliggd-
legesen felfelé mutat.

Ha a folyadékszint ordindtdjédt h -al jeldljlk Torricelli
tétele szerint a kidmld folyadéksugarsk vizszintes kez-
d6sebessége |2gh, ,illetve V2g/h2 + hy/

A kitmléstdl szadmitott t 1d6 mulva egy-egy folyadékré-

szecske koordindtdi:

o2
illetve: o
x_ = V2 /M. + h,/ .t = - h, - % gt?
a &/ 1y, 3/ Ia 2 "7 8 :

Az elsb egyenletekbdl t-t kifejezve,a mdsodik egyenletek-
be helyettesitve megkapjuk a folyadékrészecskék palyagdr-
béinek egyenleteit:

2
1gy _ 1 3% . R 1 *a
e = - Z-EE 1lletve: Vg =~ hz - Z.ngidﬁz

Ahhoz;hogy a két folyadéksugsar az edény fenekének magas-
ségéban taldlkozzék,az szikséges,hogy az y = - h# - h,
helyettesitési érték mellett a gbrbék egyenletében az x
koordinétdk négyzete egyenld legyen.

Tehdt az y = - h, - h, helyettesités utén a két egyenlet-
b6l x‘-et kifelyezve,felithatjuk a nyert mennyiségek e-

gyenl8ségét: ' ‘
4h3/h4 +h,/ =4h,/n, + QB/ ;ahonnan h, = hy

vagyis h = 2h -+ hz

6%/% A Halley-listokds olyan elleipszispédlyédn kering,
amelynek fél nagytengelye 2700 millié km,fél kistengelye
728 millid km.A keringési ideje 76,02 év.Mekkora .a sebes-
sége napkdzelben és naptdvolban ¢
megadott mennyiségek:
= 2,7.109 kn

= 7,28.10%n
= 76,2 év = 2,4.109 sec
meghatérozandé mennyiségek:

Az Ust8kOs sebessége napkdzelben; Vp = ?

> H o o
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Az listokés sebessége naptévolban; vy =7

Az ellipszispélya fél‘nagytengelyébél és fél kistengelyé-
b8l meghatdrozhatjuk az exentricitdst,ami miként az &brién
14thatd sziikséges a Nap
és dz Ustdkds tdvolsd-

génak meghatérozésdhoz.

¢ = (2% b2 =
+V/2,7.10%m/2-/7,28.10%mn/?
¢ = 2,6.107kn -

Az UstdkOs tévolsdga a

Naptél napkdzelben: a - ¢ = 2,7.109 km - 2;6.109 km = 108km

Az listdkds tsvolsdga a Naptél naptdvolban: a + ¢ =

= 2,7.107 ¥m + 2,6.107 km =.5,%.10° km

Kepler fellleti tétele szerint a teriileti sebesség min-
den pillenatban ugyanannyi,ezért az ellipszis ab teriile-
téb8l és az listdkds keringési ide jéb8l meghatdrozhatd te-
rileti sebességet'6sszehasonlitva a kérdéses helyzetekben
a pillanatnyi sebességekkel kifejezett terlileti sebesség-

gekkel:’ﬁéb v, /a - ¢/
= ’ és
T 2
—_ v _/a + ¢/
"%b = & ' amelyekbdl az Ustdkos
) -

pillanatnyl éebessége

napkdzelben: 5% ab
D = T/a - ¢/
naptavolban: —_
_ 2N'ab
Va = T/& + ¢/
Az ismert mennyiségekkel: |
9 g o
v = 2.%3,14.2,7.10° km.7,28.10" km = 51,4 km/b'

= 5 _ T
P 2,4010 Sec/2,7.109km - 2,6.107km

_ 2.3,14.2,7.10° km.7,28.10° kn
2,4.10%sec/2,7.107kn + 2,6.107km/

1

0,97 km/5
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64/. A Nap k&riil ellipszispélydn keringdé bolygd sebes-
sége napkdzelben /perihélium/ a legnagyobb,és naptdvolban

/afélium/ a legkisebb.Bizonyitsuk be,hogy az ellipszis
kistengelyének végpontjédban levS sebessége a legnagyobbd
és a legkisebb sebességek mértani kozéparanyosa!l

A megadott mennyiségek:

v
b

v

ity

A meghatdrozanddé mennyiség:

A sebességekrdl bizonyitapdé,hogy v, = vaa'

Figyelembe véve az &bra jeld8léseit,amely szerint az ellip-
szis fél nagytengelye a,afél kistengelye b,az excentrici-
tés ¢ = a° - b2,a napkdzelben a Neptdl vald tévolsdg x_ =
= a - c,naptdvolban a Naptdl vald tévolsidg Xy T a+c ,g
kistengely végpontjéban a Naptdl valé vald tavolsdg X, = b
Kepler feliileti tétele szerint a terlileti sebesség minden
pillanatban ugyanannyi,melyet T-vel jeldlve a kérdéses
helyzetekben: v /a - cf ) |

T = 5 : perihéliumban
v /a +c/ -
T = ————————— aféliumban
2
vob .
T = —— a kistengely végpont-

Jéban.
Kifejezve a pillanatnyil sebességeket:

v = 2T v = 2T _ ot

P a-c¢ ’ Ca a + ¢ €S V5 T %

amelyekkel a mértani koézépérték:

AT 2T 27 _

VoVa “Va - c/-/a + ¢/ “aZ_ 2 - "b Yo
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- 65/.A Nap vonzdere jének hatdsdra egy mesterséges boly-
gé € numerikus excentricitdsu ellipszist ir le.Mekkora a
sebessége naptdvolban,ha napkdzelben vp a sebessége 7
A megadott mennyiségek:

é

v

A méghatérozandé mennyiség:
A mesterséges bolygb sebessége naptdvolban;g v, = ?
Jeldlje a mesterséges bolygd ellipszispdlydjénak a fé1
nagytengelyét a,fél kistengelyét b,excentricitdsst c,ak-
kor az excentricitas: c = 02 _ b2

. . . , Cc
a numerikus excentricités: 8:='5

Kepler feliileti tétele szerint a teriileti sebesség minden
pillanatban ugyanannyi,amelyet a perihéliumban és az afé-
liumban lev8 mesterséges bolygdra alkalmazva:

VD/a - c/ Va/a + ¢/

) = 5 camelybol:
1-3 3
- a-c¢ _ a 1l -
Vg T vp = e~ Yp - = vp 1+ g
1-3

66/? Az 1966 évi Ikeya-Seki Ustokds napradiusznyi,azaz
700000 km tdvolsédgban haladt el a Nap felszine mellett és
keringési ideje 1000 év.Mennyi a sebessége napkdzelben és

naptéavolban %

A megadott mennyiségek:

T = 1000 év '

R = 7.10° km

r=1,5.10° kn

A meghatérozandd mennyiségek:

Az Usttkds sebessége napkbzelben; v, = 7

Az list8kds sebessége naptévolban; v; =7
Legyen a pélyaellipszis fél nagytengelye a,fél kistenge-

lye b,az excentricitédsa ¢ =|_2 _ 2

a , akkor a T kerin-
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gési id6 alatt surolt teriilet a pdlyaellipszis J ab terii-
lete.Kepler fellileti tétele szerint a terlileti sebesség
minden pillanatban ugyanannyi,igy:

Tab _ Vp/a = ¢/

T 2

ab va/a + c/
T -2 amelyekbdl:
vp/a -c/T f v, /a + ¢/T

1

2% ab innen

egyrészt: o §
' vp/a - c/T.va/a + ¢/T = /2§Téb/2 és nmivel

52 _ o2 = p2

S =2 '

_ 4 a
vaa = T2 /1/ ~
mésrészt:

Y _
D_a+tc
v, a-c /e/

A pillanatnyi sebességekre /1/ és /2/-b8l 4116 egyenlet-
rendszetr megolddsai:

v _ 2ai ||a+c

p 'T 'a - c

v = 2ail a = ¢
a - T a<$c

- A palyaellipszis adatait Kepler III. torvényének segitsé-

gével hatérozhatjuk meg:
Z,

lco

. 2 .
~ = L1900 &4/ ame1yboi: e =100 r ,ahol
r” /1 év/ .

r a F51d &tlagos tévolsdga a Naptdl.

A feladat adatai szerint a-c k&t naprddiusszal egyenld,s
igy: a - c¢ = 2R

200r -~ 2R amelyet figyelembevéve az ls-

a + ¢
t5k6s pillanatnyl sebessége napkdzelben:

_ 200rT_ |200r - 2R
Vp 7T R

naptavolban:
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- *
s = 200r¥ \| 2R
a T {poor - 2R
Az ismert mennyiségekkel:
v = 200.1,5.10%m.3,14200.1,5.10%n - 2.7.10%m _ ,5, bu
P 3,14.10%sec 2.7.10%km
. - 200.1,5.10%m.3,14 2.7.10%km - 6.02 &ig
- b
a 514.10sec  |200.1,5.10%m - 2.7.10”km

67/.Az 1958 mdrciusdban F51ld kdrtili pdlydra &llitott
Vanguard mesterséges holdnak a F&ld felszinétdl mért leg-
nag&obb magassdga 3970 km,legkisebb magasséga 625 km volt.
Mekkora volt e mesterséges hold sebessége a palyédnak a
Fold kozéppontjatdl mért legtdvolabbi,legkdzelebbi és a
F61d felszine felett 1630 km magassédgban levd pontjdban ?

A megadott mennyiségek:
3970 km
625 km
1630 km
6370 km
6,67.10" TNim?/xg?
M = 5,976.10°% kg
A meghatdrozanddé mennyiségek:

1}

hy
hy
n
R
T

A mesterséges hold sebessége perigeumban; vp =7
A mesterséges hold sebessége a pogeumban; v, = ?
A mesterséges hold sebessége a F6ld felszine felett h ma-

gasségban; vy, =7
Kepler felileti tétele szerint a mesterséges hold terile-

ti sebessége minden pillanatban ugyanannyi,amely figyelem-
bevéve,hogy a f61dkdzell és f£6ldtdvoli pontokban a hold

sebessége merdleges a vezérsugirra

1

_1 e .
5 vp/R + pz/ =5 Va/R f hA/ alakba irhatd.

Mésrészt a gravitédcidés erétér konzervativ volta miatt ér-
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”

vényes a mechanikail energia megmaraddsdnak tétele:

Mm 12 _ _ . Mm 1. .2
_.er+h2’+§mvp— @’R+h4+2mva

ahol m a mesterséges hold tdmege.
Rendezve a sebességnégyzetek kiilénbségére:
2 — 1 1
Vp " ﬁé = 24N /R ¥ o, - 'R h4/ amely a Kepler

tételbdl szdrmazd

=R+ hy , 16 .
Vg R T hy vp helggtte31tessel.
&=l _2om R+ hd 4
P 2R + hl + hX/R + hz
vg"=” 2t R+ ha Osszefliggések megha~
a "[2R+h, ¥ B, R+ hy &8 g

tdroz&ésdt teszi lehetbvé.Ezekbdl a mesterséges hold sebes-
sége perigeumban:

v = 2 M R+ hy
D 2R + h4 + Q} R + hx

‘ apogeumban: ‘
' v == 2 M R + he
a 2R + h, + hl R + hy

Az ismert mennyiségekkel:

. 2.6,67.10" Tkm®/ke?.5,976.10°%ke/6370km + 3970km/ _
o = \7555T0%n ¥ 3970 ¥ 6o5kn/ /6370 m + 625kn/

= 8,%4 km/sec

v o |[2:6.67.107 " mien®/1ce®. 5,976.10% ke/6770kn + 625kn/
/2.6370km + 3970km + 625km/./6370km + 3970 km/

= 5,6 km/sec

A F51d felszine felett h magassdgban levd mesterséges
hold sebességét szintén a mechanikai energia megmaradsd-
sdnak tételét alkalmazva hatdrozhatjuk meg:

S Mm 1 2 _ . Mm 1 2 .
-U‘R-l*h‘{ +—2-mva ,_—f\'}’R+h+ 5 MVy ,amelybdl:

2 1 1 2 .2 >
vy T vaWI/R TR T RS hA/ + v, ,aml v, mér meghatdro-
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zott értékét figyelembevéve:

2 _ _ 1 R + hg
Vh'g’D’M/R+h R+h/+27M2R+hA+th+h4
amelybdl: |

_ 1 . 1
vh"“27MG{+h"Ht+h”+l%/

Az ismert mennyiségekkel:

Yh T “2.6,67.10"17Nkm2/kg2-5,976-1024kg-

U

_ km
/. 1 - 1 s = 153555,
*76%70 km + 16%0 km 2.06%70 km + %970 km + 625 km =
68/. Mekkora lesz a C4,C,,;..,C&,...,Cn,kohdenzétorok—
b6l 4116 rendszer eredd kapacitdsa,ha a kondenzdtorokat
el8szdr pdarhuzamosan,majd sorba kapcsoljuk.
A megadott mennyiségek: ‘
C4
€2
3
Ci
A meghatdrozanddé mennyiségek:
A psrhuzamosan kapcsolt kondenzdtorokbél 8116 rendszer e-
redd kapacitésa; Cp =7
A sorosan kapcsolt kondenzétorokbol 8116 rendszer eredd
kapacitésa; C =7
Pérhuzamos kapcsolas eseten az azomnos. Jellegli t6ltéssel
rendelkezd lemezeket kapcsoljuk &ssze.Az egyik lemezt fol-
delve és a mésikat U potenciédlra t6ltve,a feszlltség min- +
degyik kondenzdtoron ugyanakkora. ?—--o--——,r__o
Az egyes kondenzdtorokon a tdlté- 44 1-4-‘*14- +|+
Sek: - -] - =] = ==

n

Q& = \/&U
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A tdltésmegmeradds tdrvénye szerint a kondenzstorokon 1é-
vé Csszes téltés QR =Q, + Qz + .. + Q&-k... f Qu

Az eredl kapacitds,vagyls annak az egyetlen kondenzétor-
nak a kapacitésa,amelyet a kondenzdtorok helyére kétve,az
Osszt0ltés és a feszliltség nem valtozik meg:

c = Q_84+t Qo+ eoo +Qf+ ... + Que
p U U

=CAU+C2,U+... +Cl’/U+o-¢ +CLLU
U

azaz: Cp =’C4+ CL e *Cp o+ o0 +Cp

Eszerint pérhuzamosan kapcsolt kondenzdtorok eredd kapaci-

t4sa az kondenzatorok kapacitésainak Ssszege..

~ Soros kapcsolds esetén az ellentétes jellegli t51téssel ren-—
delkezl lemezeket kot- .

Jik Ossze.Az egyes kon-
denzétorok feszliltségei-
‘nek Osszege adja meg a
rendszer teljes feszillt-
ségét.Ha a kondenzdtor-

sor két legsélsl lemezé-
re + Q ,1lletve -Q t01ltést viszlink,a megosztds kdvetkez-
tében a toltésmegmaradésénak tdrvénye szerint mindegyik
fegyverzeten Q abszolut értékii t8ltés halmozddik fel.Az
egyes kondenzdtorok fesziltségei:

Q U

,..’,VU&:C&"’.., —Q"

) T

U :Q :.Q
17T 27T,

A teljes feszlltség: U = % az el8z8ek alapjén:

Qe _Q Q Q 8 _pz 4
. CA+ sz cee + C&f cee + S bdl a rendszer eredd

‘4':

w

kapacitdsdra az
% = % + %_+ ces * % + el F % Osszeflg-
S A 2 & i
gést kapjuk.
BEszerint sorosan kapcsolt kondenzétorok ereddé kapacitdsé-
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nak reciproka a kondenzétorok kapacitdsainak reciprokai-

nak Osszege.

68/. Egy 6 uF-os kondenzdtort 10000 V fesziiltségre
t61ltink fel,majd a feltdltés utédn lekapcsoljuk a fesziilt-

ségforrdsrdl.Ezutén pdrhuzamosan kapcsolunk vele egy ?/%F-
08 kondenzdtort.Mekkora lesz e két kondenzdtorbdl &116
rendszer feszlltisége az éllandésult.éllapotban ? Mekkora
energia vész el ez dtmeneti &dllapot alatt 7

A megadott mennyiségek:

Cy = 6uF = 6.10°0 F
o, =3 MF=35.10°F
U, = 10000 V

A meghatdrozandd mennyiségek:

- A két kondenzdtorbdl 4116 rendszer fesziiltsége az dllan-
désult &llapotban; U = ?

Az energiaveszteség; AE = 7

Az U, feszlltségre feltdltott C 4 kapacitdsu kondenz&ator
fegyverzetein a t8ltésmennyiség Q = U,C4.A két kondenzé-
tort pérhuzamosan kapcsolva az efedé kapacitéds C = C, + Ca
A toltésmegmaraddsédnak torvénye szerint a t81ltés mennyisé-
ge véltozatlan,ezért az uj feszililtség:

U:g:—-——al——-—-Uc'{
C Cyq+Cy

Az ismert mennyiségekkel:

_ 1oooo,v.6.1o'6 F_ -2 104y
30

U= Z.I6°0F + 5.10-6F

Kezdeti &llepotban az eﬁergia:

=1 .2
Bo =3 G Cu
A kiegyenlitd8dés uténi energia:
' 2,42
_ 1.2 _ U
E=3U%C = 5/C ¢+ C,/

2/0,1 + Cz/
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Az energlaveszteség:

2.2
. L _ 1.2, _1UCY ___Cg
4E =B, ~E=3UCy -3¢, +C; T T+ Gy o

A megadott mennyiségekkel:
' -6
gE = 210 F ~— % /10000 7/%.6.10°° F = 100 g
6.10

F + 3,100 F

69/% Van hdrom kondenzdtorunk,amelyek rendre 1 uF,2 uF,
éSIE/LF kapacitdsuak.Az elsét 200 V,a masodikat 300 V,a
harmadikat 100 V fesziiltségre t6ltjlik és a hérom konden-
zétort sorba kapcsoljuk oly médon,hogy pozitiv fegyverzet-
hez negéfii'kerﬁljén}Mekkora lesz az egyes kondenzdtoro-
kon a tdltés és a feszililtség,ha a sorbakapcsolds utdn a
szabad fegyverzeteket Osszekdtjik ?

A megadott mennyiségek:

C4 = 1/,(.F
Cz = 5MF
Ugq = 200V
i, = 300 ¥
Uy = 100 V
A meghatdrozandd mennyiségek:
A kondenzdtorokon a toltés Osszekapcsolds utédn; QJ!= ?
' f
Q, =7
(
Qs = 7
A kondenzdtorokon a fezsliltség Osszekapcsolds utédn; UA(= ?
U, =%
Ug‘: ?

Legyen az 5sszekapcsolds eldtt a kondenzitorok bal,illet-
ve Jjobb oldali fegyverzetének tdltése ‘Q4 ,illetve - Qy
' QL yilletve - Q g,

akkor az egyes vezetfdarabokra a toltésmegmaradds torvé-
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nye: Qp - Q3= Q - Q,
Qp - Q= Q5 - Q . /1/
Q,- Q3= Qg - Q‘; alakban irhatd.

Tovébb4 a kondenzétorok kapacitdsédnak vdltozatlansdga mi-
att: i '

C = Q&‘L = -Qi
A U4 U'A
o =82 .
bl i A
3 U, Us
£ ot ] ( ( { |
Mésrészt: U +U, +U; =0 /3/

Az /1/,/2/,/3/ egyenletekbll 8116 egyenletirendszerbdl

, C°/c +C /U -CCC/U +7U/
Y% T~CTT FCC +CC es

., ¢/ +C/U -CC/U +U/

U == T F0C FCC
| i { 1
QZ’Q;sUQéEBIQl az indexek ciklikus felcserélésével adddik:
; .
o - Cy/Cy + C3/U, = C,C,C3/U, + Ug/
) C,Cp * C,C, * C, 04
2 T T C,Ca ¥ C 0z ¥ C 0y
2 ~
Q‘ ) C3/Cy + Qz/Q3 - LJQ&QB/U( + Uy/
3 C,.Ca * C;C3 * C 0y '
| C3/Cq* C/Us - CC /U, + Uy/
U =
3 QlQ3 + C,Cg + CCy

Az ismert mennyiségekkel: '

|

o0 = /IUF/2/248 + 5,5/200 V - LuF.24F.548/300 ¥ + 100 V/ _
A QU SpE + LT F + 28 L& | |

- 1,53.107%
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U [248/ %/ 14 + 5,F/500 T = 1F.2,F.548/200 U + 100 V/ _
g 2UE SYUF + LYBSUF + 248 LUF

2,47.10 %

U /5uE/°/LUE + 24E/100 V- 14F.24F.5 F/200 T 4300 V/ _
YT SpE + LB SUF + 248 U

u! = LELQE + S48/200 v - 248.5.F/300 V + 100 v/ _ _ 15% v

UESUE + LUF.SUF + 248 LUF |

u! = BAE/IUE + 24E/100 V - Lp&.24F/200 V + 300 V/ _ o9 y
3 UE 5YE + LYF.GUE + 20 JuF

L_2 Evgow‘¥ 54E/300 V - %AF.igEZZOO V + 100 v/
2UR UF + LUESUF + URILEF

A negativ eldjel azt Jjelenti,hogy a pbélmsok megfordulnak.

124 V

H

70/. A C, és C, kapacitésu kondenzétorokat kezdetben
Q4'és Qg t6ltéssel tOltink fel.Vizsgialjuk a felhalmozott
elektromos energia véltozését,ha a két kondenzdtort pdr-
huzamosam. k&t jik!

A megadott mennyiségek:

Cu

%z
4

QZ,

A meghatdrozanddé mennyiség;

Az enrgia vialtiozdsa; AW = 7

. Legyen a C4 kondenzdtor A fegyVerzetén-Qd t6ltés,a C, kon-

- denzdtor B fegyverzetién Qz'téltés.Havaz A és B valamint

az dtellenes fegyverzeteket Osszekotjik,a tdltésmegmara-
dés tOrvénye miatt az A és B fegyverzeteken 1év8 t6ltések
Ssszege nem valtozik.A pdrhuzemosan kapcsolt kondenzdtorok
eredd kapacitdsa Cy +Cpge

2
e 77 s o« 4 = 1 /Q4+ Qz/
Igv a végsl dllapot energiaja =
gY '8 Y gia] 5 04 ¥ Cq
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Az elektromos tér energiavéltozésa:

2 2 2 » 4 2
_ 1 /Qq4+Q2/" 1 , Q% Q2 :_1/03Q4-Cﬁgg§
AW =5 Cy + Cq 2 / Ca * Cﬂ/ 2 ¢4Co/Cq + Cy,
Amibdl 1léthatd,hogy AW € O ,azaz az elektromos tér ener-
gidja nem ndévekszik.Az energiavdltozés akkor és csak akkor
zérus,ha Q,C, - C,Q, = C,C,/U, - Uy/ =0
Ebben az esetben a kondenzdtorok eredetileg egyenld fe-

szliltségre voltak feltoltve,és az egyforma toltésli fegy-
verzeteket kstottik Ossze.Minden més esetben csbkken az
elektromos tér energidja.

71/. Sikkondenz&tor 10 mm tavolségu,5 dm° feliletli le-
mezei k&zil az egyikre 6 relativ dielektromos &llanddéju

3 mm vastag liveg szigetelést ragasztunk.A kondenzdtort

10 kV fesziiltségre téifjﬁk,méjd az energiaforrésrdl le-
‘kapesoljuk.A lemezek tavolsdgdt felére csdkkentjik.Mekko-
ra munkét végzlink,és mennyivel vdltozik meg a kondenzdtor
feszlltsége 7

A megadott mennyiségek:

54: 6

62,2 i 12

£o= 8,854.10° ~° As/Vm ]
y=1tv -

F = 0,05 n°

d;= 0,003 m

dL: 0,007 m

q;= 0,002 m

A meghatdrozanddé mennyinségek:

A munkavégzés a lemezek tdvolsdgdnak cstkkentésénél; W = ¢
A kondenzdtor feszlltségének valtozdsa; U = 7
»Lemezes kondenzdtor kapacitdsa akkor,ha a lemezek kozdtt
kétféle dielektrikum van,ugy szdmolhaté,mintha két homogén
dielektrikumu kondenzdtor volna sorbakapcsolva.
Egy kondenzdtor kapacitésa:c ) & Ep

d

A kétféle dielektrikumu kondenzdtor kapacitdsa:

_ €€y
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Ha a kondenzdtor lemezeinek tévolsagdt megvéltoztat juk,

a kondenzstor kapacitdsa:

i 5,462, . .
C = ébFﬁLdA - 57%; -re véltozik,

de a lemezeken levl t8ltésmennyiség a téliésmegmaradds

tdrvénye miatt véltozatlan marad,azaz Q = UC = U C ,eb-
b6l a kondenzdétox megvaltozott feszliltsége a kapacitdsok
figyelembevételével:

{
U /= U Q — fé‘d'f + €4d24
. ce E,zd4 + éadz,

A kondenzdtor feszliliségének vdaltozdsa:

!
AU = U'- U =y fadd = 6ds

£,y + €dg
Az ismert mennyiségekkel:
_ 4 + 1.0,003 m - 6.0,002 m _ _ 4
AU = 10"V 5555 m 7 6.0.007 0.~ - ©:7-10 ¥

Tehdt a kondenzdtorunk fesziltsége 6,7 kV-tal csdkken.
A kondenzdtor Osszenyomdsakor végzett munka a kondenzdtor:
energisjénak megvaltozésdval egyenld,amely: ’

£y €
€2d4 + 6‘4 d.z

a0 =1 ug=1,
aW = 5 UJ =5 aU.UEF

Az ismert mennyiségekkel:

1 -4 4 ~124S 2 - 6.1
aW-= 5/-6,7.107"V/.10"V.8,854.10 " 42.0,05n 155055

+

¥e.0007Tm - - 19T d

Tehdt a kondenzitor erdtere végzett 1,97 joule munkét.

72/% Hatdrozzuk meg az _40/":
dbra szerint Osszekapcsolt

citdsat!

A megadott igdgek: .
_g mennyisége QQ,MF

Cq = 40/,(1"'

C.?/ = 20 uF
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C3 = 20 uF
Cy = 40 uF
CJ— = 60/,(,F

A meghatédrozandé mennyiség:
A kondenzdtorrendszer eredl kapacitdsa; C = 7

A kondenzétorok kapcsolsdsa attekinthetdbb a mellékelt
dbra szerinti kapcsolédsban,ahol a QJ,Q&;..,Q5.illetve
- QA’_ QZ""— Q,- t6ltések a kondenzdtorok fegyverze-
tén,a rendszer A pont- _ C C

Jéra vitt + Q,illetve If
a C pontjdra vitt - Q g “‘@
tdltésekkel valo fel- 1 1 +Q +Q
t61ltések eredmenye A- ——-J; GJ=T' s {;«_=..
zonus kondenzdtorokhoz H‘ C -Qs (,'4 ¢

tartozé fegyverzeteken I ”

a kiilsnbdzs eldjelil,de U D ol
+qQ, -4 4
azonos nagységu toélté- 3

sek elektromos megosz-

tds eredményei./Az 5-0s jelli kondenzdtoron lehetséges,
hogy éppen forditott eldjelll a feltsltddés,mert egyen-
16re az eléjelet nkényesen vettlk fel,ami azért meg-
engedett,mert ez a szémitést nem befolydsolja/ -

A B /illetve D/ pontban tsszekapesolt kondenzdtorleme-
zeken csak megosztds révén keletkezhetett t8ltés,azaz a
to6ltésmegmaradds torvénye szerint:

= Qu*t Qg+ Q= O | - /1/
- Q3+ Q- Q70 . - J2/
Mésrészt az A illetve C pontokra vitt tdltések:
Q = Q; +Qz - Q=-Q,-Q, innen:
Q=Qy*+*Q3=Q,+Q, /3/

Tovéabbi Osszefliggések kaphatdék a kapcsoldsban valamely
zért "hurok" mentén kdrbejérva,a kondenzdtorok /eldjele-

sen vett/ ?eszultsegelt Osszegezve,ugyanis ezen Osszegek

szlkségképpen zérusak.

Pé1ddul az A ponttdl Snmagdig az ADBA kapcsoléds mentén
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levd kondenzdtorok feszlltiségeinek eldjeles Osszegeire
Q3 - .g.;-.. .@-4 =
Gy " Cr T4 0 | /4/

- Hasonldan a CBDC hurokra::

- Ba, QJ+ L4 = 0 /5/
Felhasznédlva még azt,hogy at A és C pontok k&zdtt a fe-
" szlltség: .

Q.94+ 92. 93, 94
¢ "Gy G, C3t3, /6/

Az /1/,...,/6/ egyenletrendszerb8l a kondenzitorrendszer
eredd kapacitdsa meghatédrozhaté.Mivel a 04,...,Q5~kapaci-
tédsok nagysdga feladatunkban egymdshoz viszonyitva nem
relativprimek lényegesen egyszeriisédik megolddsuk,ha ér-
tékiiket a /4/,/5/ egyenletekbe behelyettesitjlik.Még fel-
hasznédlva a /2/ és /3/ egyenletekbdl kaphatd

Qp~ Qy - Q3
Qe = Q - Qg
Q, = Q - Qg Osszefliggéseket a /4/,

/5/ egyenletek ,
: 11 Q-2 Q4=3Q

- 2Q;+11QF760Q alakba hozhatdk,a-
melyekbdl: 4 5
: 5 . -
Qz= 93 @ és  Qp = —Q
210 "3

Végil a /6/ Osszefliggésbe helyettesitve:

C

Az ismert ménnyiségekkel:

Q - 1—35 Q -—3-18 Q amelybél: € # 2—8-9
C +
20 uF 40 4T

c « o 260
Tehat az eredo'kapac1tasf C = “5—/uF
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73/. Egy akkumldtor sarkaira pdrhuzamosan kapcsolt hé-

rom vezetdken rendre 1 A,1,6 A,2,7 A er8sségli egyendram

folyik.Mekkora dramot ad le az akkumulator ?

A megadott mennyiségek:

I4=1A
IZ = 1,6 A
I3=2,74A

A meghatédrozandé mennyiség:

Az akkumuldtor &ltal leadott dram erdssége; I = ?

Alkalmazhat juk Kirchhoff csomdponttdrvényét,emely szerint:
I=I,+1I,+ IS

A megadoti mennyiségekkel:

I=1A+1,6A+2,7TA=5,%3A4

74/. Az iskolail drammérd miiszer belsd ellendllésa 20
ohm,5 mA érmmer8sség mellett pedig végkitérést mutat a
miiszer.Mekkora_ ellendlldst /sontot/ kell az drammérdével

pdrhuzamosan kapcsolni a méréshatdr 1 A-re vald kiterjesz-
téséhez 7
A megadott mennyiségek:

R, = 20 ohm
I, = 0,005 A
I =14

A meghatdrozandd mennyiség:
Az alkalmazandé sdnt ellendllds nagysaga; R, = 7
A miiszerrel a kiégetés

veszélye nélkiil mérhetd

I dramerdsségnek csak

A nagységu része halad-

hat 4t a miiszeren,a tob-
bi része, I pedig a sOn-

N

t6n folyik keresztil.
Kirchhoff csoméponttdr-



vénye szerint fenndll az
I=I +71I /Y

Osszefliggés.
Az A és B csomdpontok k&zStt a fesziiltség a miiszeren és
a sbntégon egyenlf,ezért Ohm tOrvényének felhaszndldss-
val felirhaté az
IR =1IR /2/
Osszeflggés.
Ha a miszer mérési hatdrét n-szeresére kivinjuk névelni
/ azaz: 1 = nI / akkor /1/-bd81l:
I, = /n—l/Im ,és igy
"R = e
s n-1

Az ismert mennyiségekkel:

- R = 20 ohm 2~ 0,1 ohm

s 1 A
0,005 A

75/. Milyen kapcsolat van az Uy5U0,,U03,F61dhoz viszo-
nyitott fesziltségek kdzdtt,ha az egyenld nagysdgu R el-
lendllésok kdz8s pélusa és a F6ld kizé kapcsolt miiszer

t 4 t 7
nem muta ramo - _ U4°_-|:'—!
A megadotttmennyiségek:
Uy
U, -——Ql{zo—D_R
U
R 00—
A meghatdrozandé mennyiség: R
Osszefliggés keresése az U ’

1 777777 SN/

Uy, Ug feszliltségek kozdtt.
Az drem-,illetve feszlltségmérd miiszeren gyakorlatilag

zérus fezsliltség esik,illetve zérus dram folyikkeresztil.
Igy a2z egyes dgakban folyd I,,I,, Iz &ramokkal Kirchhoff

csoméponttdrvénye: :
Mivel a miszeren esd feszlltség zérus az egyes dgakra az
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Uy - I,R=0
U - I3R =0 _ 4
Osszefiiggések érvényesek,amelyekbd]l az dramerdsségeket ki-

fejezve és behelyettesive az dramer8sségekre felirt Kirch-
hoff t6rvénybe / a kdzbs R-rel szorozva/

U4‘ + U, + Uz =0 adddik.

76/% Mekkora a két szemkdzti csucs kizdtt mérhetd el-
lendllds,ha az &brdn lathatdé négyzethdld alaku elrendezés-
ben minden ellendllds nagységa R ? A
A megadott mennyiség:

R I

A meghatdarozandd mennyiség:

Az ellenalldshdld eredd el-
lenéllésa; R, =7 '
A héldézat szimmetridja miatt az dbra szerinti dramok foly-
nak az egyes ellendlldsokon. 3 A 8 E
Kirchhoff csoméponttdrvénye f b ' "’

~alapjén: ,
I =2I,
I4:I2+I1"
21, = 2I¢
Mésrészt Kirchoff huroktor-
vénye
ABCD-re:
R/I£_+ Ip- I, - 14/ =0 |
CDEF-re: /2/

R/ 21, - 2Iz/ = 0
Ha a hédldzatra kepcsolt fesziltiség U,akkor Ohm tdrvénye

szerint:

- U - :
R, =% ,ehol U= R/ I, + Iy I+ I+ I+ 1,/

melyet az /1/ és /2/ egyenletrenszerekkel egylitt figye-

lembevéve: 1 2 1
e L + =1 + 51
R, =Z=oplatlarls.ppe T T .

T . I
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amelybdl:

77/. Hérom ellen&lldst pérhuzamosan kapcsolunk.Kozilik
kettd értékétlismerjﬁk: 20 ohm,illetve 5 ohm.Mekkora a har-
madik ellenéllés,ha az eredé ellendlléds 1 ohm ?

A megadott mennyiségek:

Ry = 20 ohm

Ry, = 5 ohm

R = 1 ohm

A meghatérozandé mennyliség:

A harmadik ellendllds; R = 7

Valamennyi pérhuzamosan kapcsolt ellendllds végpontjai
kozbtt a feszlltség ugyanakkora: U, = Uy = U3 =U

Ha a pérhuzamosan k&tStt ellendllésokon I, IX? I; erlssé-
gl dramok folynsak,askkor Ohm tdrvénye szerint: _

IRy =1L,I,=1I3R3 =10 azaz éramelégazds esetén az
egyes &gakban folyd dramerBsségek forditottan ardnyosak
az egyes agak ellendlldsavel.

Az R,TR,,R, ellendlldsok ereddjén azt az R ellemdllést
ért jlik,amelyet a pdhuzamosan k&tdtt ellendllésok helyére
kétve a fdédgban folyd dram erdssége vdltozatlan marad.

Az egyes &dgekban az dramerdsségek:

U U U
I, == s T, = = s I, == .
1 R, > "¢ R, * 73 R,
A féégban folyé dram erdssége:
I:y_
R
Kirchhoff csoméponttdrvénye szerint: I = I+ 1,+ I3
U_U,U_,U . 11,11
azaz: 5 =5+ + = ebbll: = =3+ 35 + =
R R4 Rl R3 R R, R, Ry

Tehdt a pérhuzamosan kapcsolt ellendlldsok ereddjének re-
ciproka egyenld az egyes ellendlldsok reciprokdénak Sssze-
gével. '

A harmadik ellené&lldst kifejezve:

RR4R

R_ =
3 RRy - R/R, + R,/

Osszefliggést kapjuk.
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Az ismert mennyiségekkel:

_ 1 ohm.20 ohm.5 ohm

o1
Ry = 50 ohm.5 ohm = T ohm/20 omm + 5 ohm/ ~ 13 ohm

78/. Ot darab vezetéket,amelyek ellendlldsa egyeni6,az
dbranak megfeleldé mddon kapcsolunk Ossze. _ ¢

Mekkora a rendszer eredd ellendllésa ?

A megadott mennyiségek:

R
A meghatdrozanddé mennyiség:
R, = 7 D

 Ellendllds rendszeriink felépithets az dbra szerinti kap-
csolésbél,a C,D csomépontok k&zé kapcsolt R ellendlléds
segitségével.A tdkéletes szimmetria
miatt A és C csomépontok,illetve A
és D csomépontok k6z6tt azonos erd-
ségi dram folyik,igy Ohm tdrvénye
alapjén meghatdrozhaté feszliltiség-
esések ezen szakaszokon egyenlfek.
Tehat C és D csomdpontok kdzdtt

nincs feszliltségkiilonbség,a beik-

tatandd R ellendlléson nem folyik

dram.Igy az eredetli rendszer eredd ellendllédsa azonos a
hidnyos rendszer eredd ellendlléséval,amely:

1 -1, 1 _
ﬁe_ 55 + 55 ebbdl: Re = R

79/. Az sbra szerinti kapcsolds esetén,ha R ellendllsd-
sok értéke egyenld,akkor a
f6égban I erdsségli dram fo-

lyik.Hdnyszorosdra valtozik,
ez az adram,ha két,atellene-
sen fekvd ellendllés érté-

két megkétszerezzlik 7

A megadott mennyiségek:
. v
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I .
A meghatérozandé mennyiség:

' [
Az dramerésségek arénya; I/I

=7

Az el1s88 esetben az ébra szerinti C és D csomépontdk fe- .
szliltsége /szimmetrikus elrendezés miatt/ egyenld,ezért
a kdzottik levd,dtlésan elhelyezett ellendlldst kiiktat-

hatjuk,hiszen ezen ugysem folyik 4t dram.Az ACB &g,vala-

mint az ADB &g ellendllésa 2R,ezért a két pérhuzamosan

kapcsolt &g eredéje R,amely sorba-van kapcsolva a klildn-
4116 R ellendlléssal.lgy az egész dramkdr ellenalldsa 2R

és a feszliltség Ohm tdrvénye

alapjén: U = 2RI

A két ellendlléds megkétszerezése utén C és D csomépontok

feszliltsége kildnbdzd,az

- sket Osszekapcsold ellen— |
dlléson &ram folyik &t,
melyet Jjelsljlnk Is—mal,
/ezért most ez.az ellen-
4114s nem vehetd ki/ Az

A csomépontban a teljes

l’ z d Ve rd
I "4dramerdsség I ,¢és I
részre o0szlik szét.A fe-

szliltségeséa az A-C csomépontok kdzdtt a 2R ellendlléson

4t ugyenannyi,mint az ADC uton:
2L, = I4+ Iz

2RI = RI, + RIz ,azaz

/1

Alkalmazhatjuk Kirchhoff csoméponttdrvényét az A és D cso-

mépontokra: p
I =1,+ Iz,
I,=1,+1I,

Az /1/,/2/,/3/ egyenlétekbsl

IA,IZ, I,-ra megoldva:I
T4

12

Wil Ut b

I,=

Ezeket felhaszndlva az egész

mépontok kdzott:
ZRIz + RI4 =

/2/
/3/
4116 egyenletrendszerinket
1’
T (
I{

fesziiltségesés az A és B cso-

% RI' ,
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amelyet I'éramerésséggel osztva Ohm tdrvénye miatt,a hd-
16zat A és B csomépontok kozdtti részének eredd ellendlls-
sdt kapjuk: 7
TR . Ezzel sorba kapcsolva a klilondlldé R el-
lendllsdst az dramkdr teljes ellendlldsa /a két szemben-
fekvd ellendllds megkétszerezése utdn/: 7 12
» =R + R = =£R,ebbdl

5 5

Ohm tdrvényének alkalmazdsdval az dramerdsség /az dramkir
véltozatlan nagysdgu teljes feszliltségét felhaszndlva/:

v _ U _ 2RI.5 _ 5
S vl v
5
Igy tehat az dramerdsségek ardnya:- 5
r=81=2
-I 6

80/% Mennyi az eredd ellendlléds az A és B csomépontok
' 1 :

koz6tt,ha az &brénak
megfeleld jeléléssel
Ry = 5R ,Ry = 3R,

Ry = 10R ¢ R
A megadott mennyiségek: 2
R, = 5R
R, = 3R

Ry = 1OR

A meghatdrozandé mennyiség:

AZ ered8 ellenglléds; R = 7
Rendezzik &4t az &brét:
Ugynevezett kiegyensulyozatlan
Wheatstone-hidrdél van szd.Szim-
metria kdvetkeztében az egymés-

sal szemben elhelyezett R, és 32
ellendllésokon &tfolyé dramerds-
ségek egyenlbk.Az dgak dramerls-

ségeit az ellendlldsok indexei-
nek megfelelden jeléljﬁk'IA,Iz,
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I‘,‘,-malc A

Kirchhoff csoméponttdrvényét a D csomdépontra alkalmazva:
Ip=1I,+ I3 /1/

A feszliltségesés A csoméponttdl C csomdpontig az egyenes

uton ugyesnannyi,mint az ADC uton: ‘

R,I; = RyI, + Ryl /2/

Az /1/,/2/ egyenletrendszerben ismeretleneknek tekintjik

4

lendlldsok értékeinek felhasznidléssval:

-et és I,-t.Ezekre megoldva az egyenletrendszer,az el-

I

Go

)

I{ =

|
5 5
I\)\‘J'l NN

Iz/- .[30

Az A csoméponttél B csomdépontig a teljes feszliltségkiilonbk-
ség /ACB uton szdmolva/,a megfeleld dgakon &tfolyd -dram-—
er8sségek felhaszndldsdval:

ol 15, '
U =R+ R,I, = SRST, + 3RE2T,4 = 55RI,

Kirchhoff csoméponttdrvényét az A csomdépontra alkalmazva,
a teljes dramerdsséget kapjuk: ’ _ ’

I =1, + I ;amely a megfe-
leld &gakon 4tfolyd dramerdsségek felhasznsldsdval:

~ 13 15 _
I= —513 + _-Q-IE = 14T,

Lk

Az eredd ellendllds Ohm térvénye alapjsn:

U _ 55RI_ _ 554

R =75 =977 7

81/% Ot darab vezetéket,amelyek ellendllédses rendre Ry »

Rz,RS,Ré,R5—az dbrénak megfeleld médon kapCﬁglunk 8ssze.

L)

Az dram A csoméponttdl B cso-
mépontig folyik.Mekkora az e-
gész rendszer ellendlldsa 7

A megadott mennyiségek:

Ryq

Rz
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Ra
R,
Ry
A meghatédrozandé mennviség:
Az eredd ellendllés; R = 7
Legyenek az egyes ellendllédsokon folyd dramerdsségek rend-
re LisIz,13,1,55.
A C és D csomépontokban valé eldgazdsokra Kirchhoff csomé-
ponttdrvényét alkalmazva:
I;{ = Iz}"’ Ié
. I‘ﬁ’: .[3 + II{
A feszlltségesés az ACD uton ugyanannyi,mint egyenesen,az
AD uton: '
LR, + IsR3 = IR, '
A feszlltségesés a CDB uton ugyanannyi,mint egyenesen,a
CB uton: ;
I::‘R.‘:l: + I..';VR,L:— = IZ'R;Z-'
Az 5t szerepld éramerdsség kdzll egyet,példdéul I, -t ismert-
nek tekintive megoldjuk a ncgylsmeretlenes egvenletrendszert.

Kifejezve példdul I ,-et és Iy—et

I, = ReRy + RsRy + RaRy + R4Re 7

4 = R R, ¥ RyRy ¥ RgRy + RjRys 12 és
RyRy + B Ry * R:Py‘“Rst I
1, = _— I
¥ " RR,-+R & RyRp- + Ry Ry

A teljes aramerosseg,amely A csomopontban elégazik,Kirch-

hoff csoméponttdrvénye alapjén:
I=1,+T1,

A feszililtségesés A és B csomdpontok k8zdtt,az ACB uton:
U = IA R/f + IQ,RZJ

Az eredl ellendllds Ohm tdrvénye sgzerint:

R = III - I4Rs + I»Rz

Id+Ilf

amibdl,felhaszndlva I,~re

és Ih-re kspott Osszefliggéseinket I,-vel egyszerisitve az

‘ eréd6 ellendlléds:
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RR, + RyRs + R,Re+ RRy + R R, + RyR, + RR.¥ R R~

A szdmldldéban az ellendlldsok hérmas szorzatal szerepel-
nek,a lehetséges tiz kombindcidé helyett csak nyolc; e hi-
édnyzék RyR,Ra €s RaR, Ri-.A nevezdben az ellendllésok kettes
szorzatal szerepelnek,a lehetséges'tiz kombinécid helyett
csak nyolc; a hidnyzdk R,R, és R, R, A kapcsolési dbrén

léthatd,hogy a hidnyzd négy tag kildnleges helyzeti.

g2/% Bizonyitsuk be,hogy ha egy E elektromotoros erejﬁ,Ro

belsd ellendllédsu teleppel tépldlt Wheasstone-hid hiddgé-
nak megszakitdsa esetén valamelyik dgban az dramerdsség

-nem valtozik meg,akkor a hid ki van egyenlitve.

A megadott mennyiségek:

E

Ry

A meghatdrozandd mennyiség:

Bizonyitandé,hogy ha van a Wheatstone-hidnek olyan &ga,
amelyben a fenti beavatkozéds esetén nem valtozik meg az
dramer8sség,akkor a hid ki van egyenlitve.

Tegylik fel,hogy a fela dat d4llitdsdéval ellentétben egy

kiegyenlitetlen Wheatstone-hid hiddgének megszakitisa-

kor az egyik,példdul /az

dbra szerinti indexezés-
sel jeldlve/ az l-es &-
génak &rama vadltozatlan.s

Az-&brén léthaté kiegyen-

litetlen Wheatstone-hid-
ra Kirchhoff csomépont-
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torvényét alkalmazva:

- 14 + I/’ = IO /Z
I£_+ I, = IO /3/

Mésrészt a megfeleld ellenéllésokat az dramokka 1 azonos
indexezéssel elldtva Kirchhoff huroktdrvényét alkalmazva:
IR, + LRy + I,R, =E /5/

Az /1/,/2/y..,/5/ egyenlet?endszerbél 10T L,,L ,I,-,t e-
hét I; kivételével az Osszes dramerlsség meghatédrozhatd,
példdul az I,: |
Az /1/,/2/,/%/ egyenletekbdl

To=1e-13
I,"= IO— I¢
Ip-= I, - I+ I, amelyeket /5/4/ egyenle-

tekbe helyettesitve:

IRy + TRy - IRy = IR, - LR, + I Ry~ LRy + LRe /6/
és IR, + L;Rj + I,Ry - IRy = E /7/ /6/-0t

rendezve az dramok szerint:

I,/Ry + Ry* Ry + Rg/ = L /R, + R/ + I/Ry + Ry/ ,emely-

b8l /7/ segitségével I -at kikiszSbdlve:

I1/R4 + Rz}"’ R4+ R-s-/RO - Ia/R;?/"" RG;/RO =

= - 1,/Ry+ Ry/;/Ry, + R/ + I3/R, + Re/Ry + E/Ry+ R/
ahonnan I kifejezve:

I4[R,/R, + R;/ + R /R, + Rs/] + E/R, + Re/
M R JR, ¥R, * R, TR/ ¥ /R, ¥ R,/./R, ¥ R/

azaz I, = aly + bE alakuyahol a és b 0-tdl¢ kiiléntz8 kons-

tansok,amelyek nem fliggnek a hiddg ellendllédsatél,tehét a
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a hiddg megszakitdsskor véltozatlanok.
Megszakitéskor Iz = O lesz,tehdt I, csak ugy maradhat val-

tozatlan,ha I, eredetileg zérus volt,azaz a hid kiegyenli-

tett volt.

83/. Két azonos 1,8 V elektromotoros ereji 50 ohm belsé
ellendlldsu telepet pdrhuzamosan kapcsoltunk,majd 75 ohm
terheld ellendllédst kapcsoltunk ra.Mekkora a terheld ellen-
g1lléson folyé éram erdssége 7T
A megadott mennyiségek: | 3

Y

U, = 1,8V
Rb = 50 ohm - - - - 'jh
Ry, = 75 ohm BE

A meghatérozandé mennyiség:
A terheld ellenéllédson fo-

1lyé dram erdssége; I = 7

Az dbra jeldléseivel Kirch-
hoff csomdéponttdrvénye alap-
Jjén: I,+I,=1

Mivel & pérhuzamosan kapcsolt
két telep elektromos szem—

pontbdl azonos,ezért mindket-
tén azonos nagységu éram fo-
lyik: I, = I,

A klls8 dramhurokra -az dramutatd jardssdnak megfeleld kdril-

Jérdssal~- Kirchhoff huroktdérvényét alkalmazva U = LRy + IR,

A hérom Osszefliggésbll a kérdéses dramerdsséget meghatdroz-
hat juk: ' U ‘

I = €
0,58, + Ry

Az ismert mennyiségekkel:

_ 1,87 _
I = 0,5.50 oém + 75 ohm 0,018 4
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84/% Az ébrén.megadott kapcsoldsban az elhanyagolhatd
belsS ellendllésu telepek elektromotoros ereje Ey = 6 V ,

E, = 12 V ,az ellensdllésok
Ry 1 ohm,R3 = 6 ohm,

" Ra = 3 ohm nagyssguak,a hu-

- rokhoz a csomépontokban kap-

cs0l16dé vezetlkben Ia = %A ,
I, = 4 A aram folyik.Megha-
térozeandd a hurok egyes édga-
‘iban és a ¢ csoméponthoz
kapcsolddd vezetdében folyd -

dram er@ssége valamint a két-
két csomépont kozdtti feszlilt-
ségek. '

A megadott mennyiségek:
E4=61V |

Eyg =12V

L. ohm

ohm

ohm
A

jae)
N
1

jos]

(s

]
WU oy

I, =4 A
A meghatdrozanddé mennyiségek:
4
IZ:?

133?
A c csomépontban kapcsolddsé vetetdben folvs dram er8ssége;

A hurok egyes &gaiban folyd dramok erdssége; I, = ?

?

H
-

ac

VB

Uba =7

Két-két csomépont kozotti feszliltségek: U

I
Y

Alkalmazhat juk Kirchhoff csoméponttérvényét az a,b,c cso-
mépontokra: '
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I, + Iz = Iy /1/

IC+ Is = IZJ

valamint a teljes kérre Kirchhoff huroktdrvényét:
E; - B4y = Uyt Uyt Ug /2/ .
ahol U_,U,,Uz az R, RA}R ellendllédsokon esé feszultoegek
“1 é u

Ohm t&rvénye szerint U,y = IiRy

Uz = L Ra /3/

U?, = IJR 3,
Az /1/ egyenletrendszerbdl:

I = I3 - I

Az ismert mennyiségekkel:

I =
c

\N

A-4A=-1a1

Az /1/,/2/,/3/ egyenletrendszerekb8l kifejezhetd az dgakban

folyo daramok egyike,példaul Iz
Ez— E4 - IaR,i - ICR’ZI

I, =
3 R+ Rg*+ Ry
Az ismert mennyiségekkel:

.12V -6V - %A1 ohm - /-1 A/.6 ohm
s 1 ohm + 6 ohm + 3 ohm

= 0,9 A

Az /1/ egyenletrendszerbdl az 1 és 2 jeld agban folyd aramok

er8ssége:
I I+ I,
I I + I,

Az ismert mennyiségekkel:

H
EN
N

A+ 0,94 =73,94A
I=-1A+0,94=-0,14

A /3/ egyenletrendszerbdl az R%,R)JRé;elelnéllésokon esd fe-

szliltségek:
U 4= Ry
U,=Rala
U_g = RBIE5

A két csomépont kdzdtti feszliltség:
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Uac = U.3 - EZ
UCb = Uy
Uba = UA + E'{

Az ismert mennyiségekkel:

U/,' =1 ohm.%,9 A = 3,9V

U, = 6 ohm./~ 0,1 A/ = - 0,6 V
Uy = 3 ohm.0,9 A= 2,77V

Uy = 2,7V =127V ==9,57V

| Uy = - 0,67 |

Upg * 5,9V + 6V =9,9V

\

85/% Mekkora a feszliltség az dbrén megadott kapcsoléas
R,-= 12 ohm nagysagu ellendllasan,ha az telepek elektro-

}E_—i ' _L"

motoros ereJe rendre

E,i:BV,iEZIZZV, 3 E4
‘ : - + 7
Ea= 2,4V ,az ellen- 93 @ B JZ
5 Ya
411ésok pedig Ry= 1 ohm < /;4
R)J = 4 ohm,Rz = 1 ohm, -E.Z : 92
Rzi = 2 ohm nagysdguak 7 —E*____: !

A megadott mennyiségek:

E,=37V

E2=2V.

Eg=2,47
Rl:40hﬂl
Ry = 1 ohm
R3 = 1 ohm
Ri,=20hm‘
Ry’= 12 ohm

A meghatérozanddé mennyiség:
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Az R ellenélldson esl feszliltség; Ug = 7
A két zart dramkSrre /az dbra szerinti feltételezett 34—
ramirdnyokkal/ alkalmazhatjuk Kirchhoff huroktdrvényét:
B3 - By = RyIy + RgIyg + RyI+ BAL, -1/ —
E,z='RZIzg+ RAT, - I/ amelyekbdl:
/Ry * Re/ /By = Ep/ + ByRy |

I:’f': 7R'2I + R&"‘ R,;//-/R,( + R‘:'Lﬁ/ + R{R;;’

és

R/Eg - By + E;/Rp+ Ry + R, + Ry
‘2T TR, T Ry F Ry /R, TR F Ry Ry~

Az ismert mennyiségekkel:

I, = / 1 ohm + 12 ohm/./2,4 V ~ 2 V/ + 3 V,12 V _
4 /4 ohm + lohm + 2ohm/./lohm + 12ohm/ + lohm.l2ohm

I

0,4 A

_ 12ohm/2,4 V - 2 V/ + 3 V/40hn f lohm + 2ohm + 12 ohm/ -
/4ohm + lohm + 2ohm/./lohm + 12ohm/ + lohm.12 ohm

= 0,6 A

Az R ellendlldson &tfolyd dram er8ssége Kirchhoff csomé-
ponttdrvényének alkalmazésdval: I, - I, ezét az R el-
lendllédson esé feszliltség: U,-= %r/IJI_ 1/

Az ismert mennyiségekkel:

U,-= 12 ohm/0,6 A - 0,4 A /= 2,4V

5

86/% Az gbrén megadott kapcsolésban az elhanyagolhatd

belsé ellendllésu telepék elektromotoros ereje: E, = 100 V
E2,= 235 V,Ez = 225 V,az ellendllsdsok Ry = %20 ohm,

R,y = 70 ohm, Rg = 50 ohm.
Meghatdrozandé a héldzat
egyes dgaiban folyd dram
erbssége.

A megadott mennyiségek:
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EJ = 100V
Eziz 2%5 V
Eq=3257V

R4 = 100 ohm
R; = 70 ohm
R4 = 50 ohm
A meghatérozandé mennyiségek:
A hilézat egyes dgaiban folyd

dramok erlssége; I4 = 7

I; =7
Ta=7
IAB =7
T,o =7
ICB‘: ?

Az dramirdnyoket vdlasszuk meg ugy,hogy a D csomépont fe-
1é mutassanak.A D csomépontra alkalmazhatguk Kirchhoff
csomoponttorvcnvet

I,+I,+Iz3=0 /1/
Az A,B,C csomdpontok azonos feszililtségen vannak,mivel i-
dedlis vezetd kdti Ossze Oket.
Kirchhoff huroktdrvényét alkalmazva:

E,+I,R, =E,+ LR, = E, + I,Ry re/

Az /1/,/2/ egyenletekb8l Ig-at maJd I;~t kiklsz&bblve:
/Eg - E»{/R:& + /Ea -'E/(/R

R/{Rf(/-‘i R&Rg + RER"{

I‘i:

Mivel az dramkdr szimmetrikus,az I ,I 4remerdsségeket
az 1,2,% indexek ciklikus cseréjével kaphatjuk:

.I' /By -~ E /Ry + /By - Ex/Ra
¥ RR,+ RRa + R3Ry

2
R Ry + RiRz + RRy

Az ismert mennyiségekkel:
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/235 V - 100 V/50 ohm + /325 V - 100 V/70 ohm

Yos 1000hm.700hm + 70ohm.500hm + 50chm.1000hm i
= 1,452 A
L ‘ |
1, = £325 ¥ -235 V/100 ohm + /100 V - 2%5 V/50 ohm _
1000hm.700hm + 70chm.50chm + 500hm.1000ohm
= 0,145 A
I, = /100 V - 325 V/70 ohm + /235 V - 325 V/100 ohm _

100ohm. 70ohm + 7O0ohm.500hm + 50ohm.100ohm
= - 1)597 A

Mivel a vezetékek idedlisak,a Kirchhoff tdrvények nem ha-
tdrozzdk meg az AB,BC,CA dgakban folyd dramerdsségeket,
.csak ezek &sszegét,illetve klildnbségét./irdnyitéstdél flig-

g8en/ Példsaul g * Iop = Iz

Tetszllegesen kis ellendlldsok behelyezésével /tehdt a re-
4lis esetben is/ mdr egyértelmliien meghatérozott &ramok

fblynakvmiﬁden dgban.
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V. BEFEJEZO MEGJEGYZESEK

A kidolgozott feladatok szerkezetét nem széndékoztdnk
megbontani az aldbbi megjegyzésekkel,amelyek ismerete a

feladatok fizikai tartalmdnak értékelését megkdnnyitheti.
a/+A klasszikus mechanika mozgdstdrvénye szerint vala-

mely tdmegpont /pontszeriinek tekinthetd test/ impulzusé—

nak idbegységre esd megvéltozdsédt minden iddépontban a t&-

megpontra haté erdk ereddje hatdrozza meg.Mivel az impul-
zus a témeg és a sebesség /az elmozdulds id4 szerinti dif-
ferencidlhdnyadosa/ szorzata,ezért ha térben és iddében is-
- merjik a testre haté erdket,a test mozgdssdnak meghatdrozd-
sa,a mozgésegyenletek megolddsa mér "csak" matematikai

probléma.Bonyolultabb erdk esetén ez azonban igen nehéz

szémitssi feladat lehet,sokszor olyan hosszadalmas is /pl
az lrhajdézéds pdlyaszdmitdsai/,hogy €sszerd 1d6 alatt csak
a modern szdmitdgépek segitségével oldhaté meg.Eppen ezért

nagyon lényeges,hogy sokszor a mozgdsra igen értékes infor-

‘mécidkat nyerhetlink a mozgésegyenletek megoldésa nélkiil
is,akkor,ha a fellépd erdk specidlis feltételekdt telje-

sitenek.Legtdbb esetben ez az informédcid a mozgdsok folya-
mén bizonyos mennyiségek dllandd voltdban,azaz megmaradd- |
si elvek,tételek alakjdban jelentkezik.

b/;A mechenikai energia megmaraddsdnak tételét alksl-
mazva tudnunk kell,hogy az olyan erd,amely a mozgd testet
valamely pdlyidra kényszeriti,mindig merdleges a pdlydra,
és igy munkdja mindig zérus.Ezért az energia-tétel alkal-

mazédsakor az ilyen kényszererdk egyszerien figyelmen ki-

vil hagyhaték./Surlédésmentes fellilet dltal kifejtett erd

mer8leges a feliletre./

c/. A klasszikus mechanika alapjsn talén felesleges-
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nek tlnik ez impulzus megmaraddsénak és az impulzusmo-
mentum megmeraddsdnak megklilonbbztetése,de egyrészt az
invarianciaelvek fliggetlen kdvetkezményei ,mdsrészt az e-
lemirészecskék spinje mutatja,hogy egy részecskének abban
a vonatkozdsi rendszerben 1s lehet impulzusmomentuma,a;
melyben nyugszik.

d/.K6tél /ellentétben a merev ruddsl/ forgatdénvoma-
tékot nem tud tovébbitani,ezért k&télben mindig kotéli-
rényu huzéerl ébred.Ez beldthatd,ha a merev test egyen-

sulyénak feltételeként szdmontardott

n = -

> F, =0

i=1

n -> . .

EE:.<Mi =0 bsszefliggéseket alkalmazzuk a k6tél egy
i=1

darabjédra.

e/ .Csuszd gérduléssel bekdvetkezd forgd mozgdssal kap-
csolatos feladatok megolddsdra nem érdemes az energiaté-
telt alkalmazni.Kinematikai €s dinamikai elemzésbél a
probléma megolddsa kényelmesebben adddik.

f/.Szigoruan a mechanikai energia megméradésénak té-
telének érvényességi kdrét meg nem haladd feladatokat dol-
goztunk fel.

,g/.Miﬁel a Bernoulli-egyenletet azon folyadéktér bar-
mely két pontjsra alkalmazhat juk,shol érvéﬁyessé teszik

a feltételek,a pontok kivdlasztdsdt a kovetkezd célszeri-
ségi szempontok ddntik el:
az egyes tagok isméertek vagy kdnnyen ki-
szémithatdk legyenek
' az egyenletben csak egy ismeretlen legven.
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h/.Az eredd kapacitéds és az eredd ellendlléds meghatd-
rozdsat kivand feladatok targyaldsat melllztlik /az alap-
feladatok kivételével/ bér az‘elektromos t61tés megmara-
ddsdnak illetve Kirchhoff csoméponttdrvényének kovetkez-
ményei.

i/.Egyes feladatok megoldédsa jelentdsen egyszeriistdik,
ha felhaszndljuk a problémaban taldlhatd szimmetridkat.
/itkdzési feladatok,éramkérék/ Gvatosnak kell lenni azoh—
ban,mert a helyteleniil alkalmazott szimmetria-meggondold-
sok nagyon nehezen felderithetd hibdkra vezetnek.

j/.Gyakran eléfordul,hogy létszélag kevesebb adaot is-
meriink,mint amennyi a feladat megolddséhoz sziikséges.A hi—
ényzé adatot,adatokat célszerii paraméternek tekinteniink,
és ha a megoldds sordn alkelmazott valamilyen algebrai at-
alakitéds Eézben"kiesik" /6sszeglk zérus,egyszeriisithetd
vele,étb./'akkor a megoldés,azaz a fizikail Jelenség lefo-
lydsa ettbl a fizikail mennyiségtdl fﬁggetlen.Amennyiben
a végképletben ezen paraméter,paraméterek szerepelnek a
feladat megfogalmazésa hidnyos.

k/.A feladatokban szerepld fizikai mennyiségek mérd-
szamainak megvélasztésénél tudatosan déntéttink olyan
szémértékek mellett,hogy az eredmények nem legyenek kerek
egész'séémok,mert e fizikai valdésdg leirésdndl ezek ell-
fordulédsdnak valdészinlisége kicsi..

A dolgozatban 8sszegylijtétt feladatok megolddsa min-
den esetben a megmaradédsi tételek kdvetkezetes alkalma-

zdsdval toértént.
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Azokat a feladatokat melyeknél a megmaraddsi tételek
érvényvességéhez sziikséges feltételek teljesiilnek minden
esetben megoldhatjuk,ha az elsd fejezetben részletezett
analitikus megkdzelitést a megmaradési tétel felirsdsaval
kezdjlik és téfgyi tuddsunk elegendl az ismeretlenek ki~
kiisz6bbléséhez szlikséges Osszefliggések felismeréséhez.

Az ismeretlen mennyiségek meghatdrozédsdhoz sziikséges bsz-
szefliggések felismerésére kedvezd hatdssal van egyrészt
az,hogy a megmaraddsi tételekbdl léthaté,mely'mennyiségek
sziikségesek még,mésréézt a megmaraddsi tétel keresett meny-
nyiségilinket gyakran nem is tartalmazza kdzvetlenil,ek-

kor a megmaradssi tétel ismeretlen mennyvisége és a fela-
dat ismeretlen mennyisége k6zdtt kell Osszefliggést keres-
nunk.

A nehezebb feladatok csoport jdba azokat a feladatokat
sorolhatjuk,amel&ekben matematikal természetl nehézségek
taldlhatdk,illetve bizonyos kényszerkapcsolatokbdl szdr-
mazdé Ssszefliggések a feladat szdvegében nincsenek kiildn
hangsulyozva.

A feladatok kivdlasztdasdndl és kidolgozdsandl igyekez-

QO

tink a feladatok fizikai tartalmdnak hangsulyozés
gyelembe véve,hogy a j6é fizikai feladatnaek nem szabad bo-
nyolult és a numerikus megoldédsban indokolatlanul hossza-
dalmas matematikai részletel /részleteket/ tartalmaznia.
Ez a szempont akaddlyozta meg olyan feladafok ismerteté-

sét,amelyek médszerinkkel ugvan megoldhatdk,de més gondo-

latmenettel lényegesen egyszeriibben juthatunk célhoz.
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Kidolgozott4feladataink Jelentés része a megmsradési
tételek alkalmazdsa nélkil is megoldhatd /példdul a mecha-
nikai energia megmaraddsének tétele,az impulzus megmaradd-
sénak tétele a Newton-féle axidmakbdl szérmaztathaté/,a—
mely Jelentds didaktikai eszkdzként hasznidlhaté a problé-
mak t&bb oldeli megkdzelitése miatt,bdr dolgozatunkban a
megmaraddsl tételekre vald Osszpontositds miatt ennek rész-

letezésétdl eltekintettink.
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