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Bevezetés
A hélézatok (vagy grafok) olyan strukturdk, amelyek lehetéséget nytjtanak a po-

pulacio tagjai kozotti kapcesolatok heterogenitasanak feltardsara, modellekbe torténd
beépitésére [1], [9]. Szamos modell, amely kordbban feltételezte a klasszikus rekesz-
rendszeres megkozelitéshez tartozd egyenletes (homogén) keveredést, a halézatok al-
kalmazasaval fejlédott tovabb [7], [14]. A struktira rugalmassagat fémjelzi, hogy a
csucsok az egyedek mellett csoportokat és teriileteket is reprezentalhatnak. Hasonlé-
an, az Osszekottetések (élek) az egyedek kozotti kapcesolatokon til, csoportok kozotti

interakciot és foldrajzi helyek kozotti itvonalakat is jelenthetnek.
A legtobb SIR (fogékony (susceptible)-fertézott (infected)-felgyogyult (recove-

red)) tipust halézatos jarvanyterjedési modell a fert6zési és felgyogyulasi folyamatot
egyarant Markovnak (memoria nélkiilinek) feltételezi [16]. Ez a feltétel tulsagosan
erosnek bizonyul, példaul az epidemiolédgia esetében, ahol kimagaslo jelentoséggel bir
a fert6zési periodus eloszlasa és szamtalan esetben a mérési adatokbdl nyert empiri-
kus eloszlasokat nem-exponencidlis eloszlassal kozelitik. Napjainkban tjra elotérbe
keriilt a nem-Markov folyamatok vizsgalata, kiilonosen jarvanyterjedés haldzaton
torténd modellezésénél [5], [12], [17], [2]. Egy lehetséges megkozelités az atlag-tér
(mean-field) és paronkénti (pairwise) modellek alkalmazasa: mig elébbi a rekeszrend-
szerek elvén alapul, utébbival eredményesen kozelitheték a haldzatos sztochasztikus
jarvanyterjedési folyamatok [15].

A disszertacio célkitlizése a paronkénti modellek kidolgozasa nem-Markov jarvany-
terjedési dinamikara, ahol a fertézés Markov marad, de a felgy6gyulasi folyamatban a
fertozéstol a felgydgyulasig eltelt ido tetszoleges eloszlasi lehet. A kapott rendszerek
teljes analizise esetén a megolddsok pozitivitasara, a modellekhez tartozoé reprodukci-
0s szamokra és a végallapot-egyenletekre dsszpontositunk. A modellek érvényességét
egyrészt explicit sztochasztikus szimulaciok, masrészt numerikus megoldé algoritmu-
sok implementalasaval vizsgaljuk.

A disszertacié az alabbi harom, Rost Gergellyel és Kiss Istvannal kézos publika-
ciéra épiil:

e Kiss, [.Z., Rost, G. and Vizi, Z., 2015. Generalization of pairwise models to

non-Markovan epidemics on networks. Physical review letters, 115(7), p.078701.
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.115.078701.

e Rost, G., Vizi, Z. and Kiss, [.Z., 2015. Impact of non-Markovan recovery on
network epidemics. In In BIOMAT 2015, World Scientific, pp. 40-53.

e Rost, G., Vizi, Z. and Kiss, [.Z., 2016. Pairwise approximation for SIR type net-

work epidemics with non-Markovan recovery. arXiv preprint arXiv:1605.02933.



Reprodukciés szam és végallapot-egyenlet

Exponencidlis eloszlasu fertézési és felgydgyulasi idétartam esetén homogén haloza-
tokra az alabbi STR tipusu atlag-tér modell irhaté fel:

S0 = —r= ISl
1) = r<SE) -0 1)
B(t) = A1),

ahol egy N csucsi, (k) = n fokszameloszlast halézatot feltételeziink, 7 a fertézési
rata, v a felgyogyulasi rata és a fogékony, fertozott és felgyogyult csticsok varhato
szamat /aranyat a t idépontban rendre [S](t), [[](t) és [R](t) jeloli. Az [XY](t) és
(XY Z](t) jeloléseket az X — Y élek és X — Y — Z harmasok szamanak varhato

értékére bevezetve, a kovetkezo paronkénti modellt irhatjuk fel:
[S1(t) = —7[ST](t)

1(t) = 7[ST(t) —A1](t)
: B n — 1[SS](t)[SI](t)
= 1[SS](t)[SI](¢) _ - 1[ST|(t)[ST](t)
n [5](2) n [5](%)

A jarvany egy adott fertézo betegségnek a vartnal szignifikdnsan gyakoribb vagy

[S1](t)

— 7[ST](t) = A[ST](?).

egy meghatarozott kiiszobszintet meghaladé el6fordulasa egy adott teriileten, illet-
ve kozosségben, egy meghatarozott, viszonylag rovid idétartam alatt. A jarvanyok
gyakran a populacié szamos tagjat nem érintik. A meg nem fertézott egyedek sza-
mat a végallapot egyenlettel tudjuk leirni, amely kapcsolatot teremt a jarvanyban
megbetegedettek és a leird6 modellhez tartozé reprodukcios szam kozott.

A reprodukciés szamok alapvetd jelentoséggel birnak a matematikai epidemio-
logiaban és egy teljesen fogékony populacioba érkezo atlagos beteg egyed altal a
felgyogyulésig eltelt idotartam alatt megfertozottek varhatd szamaval definialhatok.
Viladgos, hogy ez a definicié az egyedek szintjén van megfogalmazva.

Mig az atlag-tér megkozelités a csiicsok szintjén felirt egyenletekkel vizsgalja a
fertézés terjedését, addig a paronkénti modellek a fogékony (S —S) és fertéz6 (S —1)
élek kozotti dinamikat irjak le. Ez az észrevétel vezet az alap és paronkénti reproduk-
ci6és szamok fogalmahoz. Precizebben, a kovetkez6é két mennyiséget kiilonboztetjiik

meg:

(a) az alap reprodukciés szam az I csticsok varhaté élettartaméanak és az egységnyi

id6 alatt Gjonnan fert6zott csticsok szamanak szorzata (jelolésben Ry),
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(b) a pdaronkénti reprodukcids szam az S — I élek varhato élettartamanak és az

egységnyi id6 alatt Gjonnan keletkez6 S — I élek szamanak szorzata (jelolésben

RD).

Az Ry és RE legfontosabb értékeit a 1. tabldzat foglalja dssze.

Ro R
Markov %%[5]0 nT_lﬁ[S]O
Konstans ~1o(S]o 211 —e)[S]o
Altaldnos | 27E(Z)[S]o | %5 (1 — L[fz](7)) [Slo

1. tdblazat. Az alap és paronkénti reprodukciés szamok formuldja a felgyogyulasi
id6tartam kiilonbozé eloszldsai esetén. Itt L[f7](7) jeloli a felgydgyuldsi folyamathoz
tartozé fr slriuségfiiggvény Laplace transzformaltjat a 7 helyen.

Az (1) egyenletekbdl szamolhaté d[I]/d[S] hanyados integralasaval kapjuk a kévet-

n () = (T )
_ Sl

A kovetkezokben haszndalni fogjuk az s, = Tl jelolést (az 1 — s ardnyt megbe-

tegedési aranynak/attak ratanak nevezziik). A fenti formulédkat haszndlva kapjuk,

hogy

kez6 egyenloséget:

Inse =Ro (S0 — 1). (3)

Ezt az egyenletet wégallapot egyenletnek nevezziik és implicit médon adja meg a
jarvany utdn megmaradt fogékony populacié aranyat. Vilagos, hogy nagyobb repro-
dukcids szamhoz kisebb s, (igy nagyobb attak rata) tartozik. A (2) rendszer esetén
sokkal tobb szdmolassal kapjuk az aldbbi Osszefiiggést (ezt az altalanos esetre adott

bizonyitéas is mutatja):

5 -1 w1
sk :Rg(soo” —1>. (@)

Az eloszlas hatasa a jarvanyterjedésre

Vegyiik észre, hogy mig Ry csak a varhat6 értéktél fiigg (lasd 1. tablazat, *Altalanos’
eset), az RE paronkénti reprodukcids szam meghatarozdsdhoz a teljes stirliségfiigg-
vényt felhasznaljuk, vagyis a fertozési periodus atlagos hossza nem hatarozza meg
egyértelmiien RE értékét. Emiatt egy jarvany esetén arra kell torekedniink, hogy az
eloszlas alakjat minél pontosabban meghatarozzuk. A kovetkezokben néhany konkrét

esetet vizsgalunk.
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1. abra. (a) Az explicit sztochasztikus szimuldciok atlagoldsdbol kapott jarvanygorbék
nem-Markov esetben, ahol a fert6zési rata 7 = 0.3 és a fogékonyak szama kezdetben
[STo = 999 egy homogén N = 1000 csicsi hélézaton n = 15 cstcsonkénti fokszdmmal.
A korok/négyzetek /rombuszok rendre az (a,b) = (2,0.5)/(1,1)/(0.5,2) paraméterii
gamma eloszldsi felgydgyuldsi idStartamhoz tartoznak. (b) A folytonos vonal az Rj
reprodukcidés szamot dbrazolja, mint a v variancia fliggvénye rogzitett m = 1 atlagra
és a korok/négyzetek /rombuszok az (a) dbran 1lathaté eseteket reprezentaljék. A belsd
abra az el6z6 esetekhez tartozd strliségfiiggvényeket mutatja.

A gamma eloszlas az epidemiologiaban egyik leggyakrabban hasznalt eloszlasti-
pus, amelyet empirikusan megfigyelt latens és fertozési periddus kozelitésére is al-
kalmaznak. Determinisztikus esetben példaul tobbfazist megbetegedést leird kozon-
séges differencialegyenletekkel jol modellezhetd olyan jarvany, ahol a felgydgyulasig
eltelt idotartam gamma eloszlassal kozelithet6. Ha az Z fertozési peridodust a és
b paraméterii gamma eloszldsinak feltételezziik, (vagyis Z ~ Gamma(a, b)), akkor

igazolhato a kovetkezo allitas:

4.1.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy I; ~ Gammal(ay, by) ésZy ~ Gamma(as, by) véletlen
vdltozok dgy, hogy E(Zy) = E(Zy) és Var(Z,) < Var(Zy). Ekkor ha I, és Iy a felgyo-
gyuldsi idétartamokat reprezentdlja, akkor a reprodukcios szdmokra az Rf 7, > Ry 7,
reldcio teljesil (azaz adott vdrhatd értékd gamma eloszldsi vdltozok esetén nagyobb

variancia kisebb pdronkénti reprodukcios szamot eredményez).

A reprodukeiés szam varianciabeli monotonitasat az 1(b) dbran szemléltetjiik. Adott
atlag és kiilonbo6z6 variancia esetén, az atlagolassal kapott jarvanygorbék is kiilon-
boznek egyméstol (lasd 1(a) abra).

Az egyenletes eloszlas az egyik legalapvetébb eloszlasfajta, egyszertisége leheto-
séget ad a reprodukcids szam és a betegség dinamikaja kozotti kapcsolatot leird
analitikus eredmények levezetésére. Egyenletes eloszlasi inkubacios és fertozési pe-
riédust alkalmaztak példaul madarinfluenza modellezésénél. Jelolje Uniform(a, b) az
[a, b] intervallumon egyenletes eloszlascsaldadot, ahol @ > 0,0 > a. A kovetkezd al-

litds az el6bb latott monotonitasi tulajdonsagot fogalmazza meg egyenletes eloszlas



esetén:

4.2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy I, ~ Uniform(ay,b;) és Iy ~ Uniform(ay, by) vé-
letlen wdltozdk gy, hogy E(Zy) = E(Zy) és Var(Z;) < Var(Zy). Ekkor ha I, és
Ty a felgyogyuldsi idotartamokat reprezentdlja, akkor a reprodukcios szdamokra az
Rz, = Riz, reldcio teljesiil (azaz adott virhato értéki egyenletes eloszldsi vdltozok

esetén nagyobb variancia kisebb pdronkénti reprodukcids szdmot eredményez).

Altaldnosabban, tekintsitk az Z véletlen véltozét, amely a felgyégyulasi id6tartamot
irja le fr(t) stirtiségfiiggvénnyel, Fr(t) = [ fz(s)ds eloszlasfiiggvénnyel és az ehhez
tartozé Fr(t) = [i fr(s)ds teriiletfiggvénnyel. A kovetkezd tétel elégséges feltételt

ad a paronkénti reprodukciés szam varianciabeli monotonitasara.

4.4.1. Tétel. Tekintsik az I, és Iy véletlen valtozokat ugy, hogy

E(Zy) = E(Zy) < o0, ()
és
Var(Z;) < Var(Zy) < oc. (6)
Tegyiik fel, hogy
lim B3 fz(t) =0 (7)
és minden t > 0-ra,
F1,(t) # Fr,(t). (8)

teljesiil. Ha I, és Iy reprezentdljik a felgyogyuldsi idétartamot, akkor a pdronkénti

reprodukcios szamokra az R{ 7, > Ry 1, teljesiil.

Modellek konstans felgyogyulasi id6tartam esetén

Tekintsiik a nem-Markov jarvanyterjedési folyamatok specialis esetét, amikor a fel-
gyogyulasi idotartamot konstans o-nak vessziik. Ha a fertézési folyamatot Markov-
nak feltételezziik, akkor az [S](t)-re és az [SS](t)-re felirt egyenletek éppen a (2)
megfelel6 egyenloségeit kapjuk. Ebben a részben feltételezziik, hogy kezdetben ’fris-
sen fert6zott’ egyedek érkeznek a populacidéba, vagyis 0 < t < ¢ iddintervallumon
nem torténik felgyogyulas, igy az [I](t) és [SI](t) valtozasat leir6 egyenletek kulon-

bozni fognak 0 <t < ¢ és t > o esetén. Némi szamolas utan a kdvetkezo modellt
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vezethetjiik le:

[S](t) = —7[SI](1), (9a)

[1](t) = T[ST](t), (9b)

G _ o= LISSIOISTI) C

[S5)(1) = —2r " =BG (9)
1) — o LISSI@SIE) _ n=1[SH@)[ST]E)

ha 0 <t <o és

[S](t) = —7[S1](1), (10a)

[11(t) = 7[ST](t) = 7[ST](t - 0) (10b)

11y = ot L ISSIAISTIE) .

S)(1) = 21 == (10c)
) — o LISSIOISIE) — L[SI@)[ST]()

EESY <t[ ft) SI)t = 0) - ot s o)

ha t > o teljesiil. A (9) egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, amelynek egy-
értelmil megolddsa létezik, ha megadjuk az [S]o, [{]o, [SS]o és [ST]o kezdeti értékeket

t = 0-ban. Jeldlje (9) megoldasat a [0, o] intervallumon

X5(t) = ([ST° (@), UT* (@), [SS1 (), [STT°(2))-

Ha t = o, a kezdeti fertozottek 'impulzusszertien’ felgyogyulnak, egy elsorendii sza-

kadés jelenik meg és a t > o-ra vett megoldas kezdeti értéke

X = ([S1"(0), [IT"(0) = o, [SS]* (), [ST]"(0) — [ST]o)-

A konstans felgyogyulasi idotartamra felirhaté atlag-tér modell a kovetkezd alaku

5)() = =SB0, (11a)
1)) = - [SIO(E), (11b)
ha 0 <t <o és
51 = =SB0, (12a)
1)) = = [SIO(E) = 7S] = o)[](t = o), (12b)



ha t > o teljestl. Itt X} (t) = ([S]*(¢), [I]*(¢)) jeloli a (11) egyenletrendszer megol-
déasat ¢t € [0, o] intervallumon [S]o, [I]o kezdeti értékek esetén és a (12) egyenlethez
sziikséges kezdeti fiiggvény X7 (t), ha 0 <t < o és ([S]*(0), [{]*(c) — [I]o), ha t = 0.

A (9)-(10) rendszerhez felirt elsé integral segitségével csokkenthetjik a modell
dimenziodjat.
5.2.1. Allitas. Az U(t) = [55‘357] figguény a (9)-(10) modellben elsé integral.
Ezen invarians segitségével a kovetkezo osszefiiggést irhatjuk fel:

n 2 n—1

TSI [SP (1), (13)

Alkalmazva a (13) formulat, az alabbi kétdimenziés rendszert kapjuk:

[55](t) =

S0 = IS0,

: oon—1, 2 g2 n—1[SI](t)

sn0 = s oisne - risie -~ Bl
SIS = sl — a)e ST )

A (9)-(10) rendszer biolbgiailag interpretalhaté megoldasait tekintjiikk. A kévetkezd

-7

allitas azt mutatja, hogy a megoldasok nemnegativak maradnak, ha a kezdeti értékek

nemnegativak.

5.2.2. Allitas. Ha a (9) és (11) egyenletekhez definidlt [S)o, [SS)o, [I]o és [SI]o kez-
deti értékek nemnegativak, akkor [S](t) > 0, [SS]|(t) > 0, [I](t) > 0 és [SI|(t) >0
teljesil t > 0-ra a (11)-(12) dtlag-tér és a (9)-(10) pdaronkénti modellekre.

Ahhoz, hogy megértsiik a reprodukciés szamok és a jarvanykitorés kozotti kap-

csolatot, a kovetkezo definiciot hasznaljuk:

1. Definicié. Egy jarvanyterjedési modellben, ahol a demogrdfiai vdltozdsokat elha-
nyagoljuk, nem tor ki jarvany ha a teljesen fogékony populdciot feltételezd egyensilyi

helyzet (lokdlisan) aszimptotikusan stabil és van Kitorés ha ez az egyensily instabil.
Ezt a koncepciot hasznélva a kovetkezd tételt fogalmazhatjuk meg:

5.2.1. Tétel. A (11)-(12) modellben akkor és csak akkor van jdtvanykitorés, ha
0 S]()O'.

Ro > 1, ahol az alap reprodukcids szam Ry = 74|

A (9)-(10) paronkénti modell esetén hasonlé szamolas vezet a kovetkezd tételhez:

5.2.2. Tétel. A (9)-(10) modellben akkor és csak akkor van jatvanykitorés, ha RE >

1, ahol a pdaronkénti reprodukcios szam Ry = ”T_l[S]o(l —e 7).
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A legfontosabb eredményeink a végallapot egyenletekre vonatkozo tételek.

5.2.3. Tétel. A (11)-(12) dtlag-tér modellhez tartozo végdllapot egyenlet
In (500) = Ro (S0 — 1), (15)
ahol az alap reprodukcics szdm Ry = 73[S]o0.

5.2.4. Tétel. A (9)-(10) paronkénti modellhez tartozé végdllapot egyenlet

C%O p— ]_ n—1
PR (s -1), (16)

n—1

ahol a pdronkénti reprodukcids szim R = “+[S]o(1 — e™77).

Tetszoleges eloszlasu felgyogyulasi idotartam

A kovetkezokben tetszoleges eloszlasu felgyégyuldsi idotartamot tekintiink és felirjuk
az atlag-tér és paronkénti modelleket. Jelolje i(¢,a) az a ideje fertézott cstcsok
stirtiségét a t idépontban. Ekkor [I](t) = ;7 i(t, a)da. Hasonldéan, Si(t,a) és 1Si(t,a)
jeloli az S — 1 élek és I — S — i harmasok slrtiségét, ahol az i fertézott cstuces a idoét
toltott a betegségben a t idépontban. Igy [SI)(t) = [&° Si(t,a)da és [IST|(t) =
Jo° ISi(t, a)da teljesil. Tegyiik fel, hogy az S — I él mentén torténé fertézés ratdja
T > 0 és a felgybgyulasi folyamat nem-Markov Fr(a) eloszlasfiggvénnyel és fr(a)
stirliségfiiggvénnyel. A kovetkezOkben hasznalni fogjuk az £7(a) = 1 — Fr(a) tulélési
figgvényt és hr(a) = —%I(((IS) = gézg
alabbi modell irhaté fel:

hazard fuggvényt. Ezekkel a jelolésekkel az

19](t) = —7[ST](¢), (17a)

(51°+ 3¢ ) itt) = =hrlalie. o) (17b)
[59](t) = —27[SST|(¢), (17¢)

O L 9\ sitt a) = —rISi hy(a))Si 17d
<8t+8a> i(t,a) = =718i(t,a) — (7 + hz(a))Si(t, a), (17d)

az alabbi peremérték-feltételekkel

i(t,0) = 7[SI](t), (18a)
Si(t,0) = 7[SSI)(t), (18b)



és kezdeti feltételekkel

[5)(0) = [Slo, [SS)(0) = [SS], i(0, a) = p(a), (192)
$i(0,a) = x(a) ~ 1 [S}oi(0, @) = [Slow(a): (19b)

Feltessziik, hogy lim, , ¢(a) = 0 (ami bioldgiailag is értelmes feltevés). A magasabb

rendi momentum kozelitésére az aldbbi formulat alkalmazzuk:

_ n—1[XY][YZ]
(XYZ] = - v (20)
igy 1Si(t,a) esetén az
ISi(t a) = n—1 [SI](t)Sfi(t,a)‘ (a1)

151(2)
Osszefliggést kapjuk. Ahhoz, hogy az [S], [SS], [I] és [SI] valtozokra irjunk fel egy

modellt, tovabbi szdmolasokra van sziikség, amelyek a kovetkez6 integro-differencial-

egyenletet adjak:

[S)(t) = —7[ST](t) (22a)
sy LSSIIST))
[SS](t) = —2r— 1) (22D)
. t o frla)
1](¢) = 7[ST)(t) — /0 7ISI)(t — a) fx(a)da — /t pla= g tyda (220
1y = LSS0 _ 01800
_/ n—1[SS](t — at)[:q]a];t — a)e Ji rastisne )Jerst(a)da
_ /tOO %[S]O(p(a _ t) fo nnl SI](( ))-1- dsfzj(%fi)t) da. (22(:1)
A (22) egyenletbdl az
[(XY](t) = %[X] @OY1(), (23)
lezarasi formula segitségével az alabbi atlag-tér modellt kapjuk:
[S)(t) = —T%[S](f) [7](t) (24a)
1) = 7SI — [ 7181~ )l11(¢ — a) fr(a)da
% ol — fz(a) a
t o( t)&(a — 7f)d . (24b)
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Vildgos, hogy az 5.2.1. allitds a (22) paronkénti rendszerre is teljesiil, igy a kévetkezd

kétdimenzios rendszert kapjuk:

[S1(t) = —7[SI](¢),

: =12 e n — 1[SI)(t)

[S116) = T SIS OIS0 — 71S1)0) — 7™ = e IST1()
= [ SIS ¢ - @)1 — e ST R BT (e
- t°° %[sw(a _f)e b TR +Td8§£l @t) da. (25)

A kovetkezo allitasa szerint nemnegativ kezdeti feltételek esetén a megoldésok is

nemnegativak lesznek.

6.2.1. Allitas. Ha [S)o, [SS]o kezdeti értékek nemnegativak és (a) > 0, ha a > 0,
akkor [S](t) >0, [SS](t) >0, [I|(t) > 0 and [SI|(t) > 0 teljesil t > 0 esetén.

Igazolhato, hogy a (15) és (16) formulék tetsz6leges eloszlasu felgybgyulasi idétartam

esetén is teljesiilnek.

6.2.1. Tétel. A (24) dtlag-tér modellhez tartozé végdllapot-egyenlet
In(50) =Ro (S0 — 1), (26)
ahol az alap reprodukcios szdm Ro = #7[S]oE(Z).

6.2.2. Tétel. A (22) paronkénti modellhez tartozé végdllapot-egyenlet

1
L —1 n-1
SL :Rg(soo" —1>,

n—1

ahol a pdronkénti reprodukcids szdim RE = "2 (1 — L[f7](7)) [Slo-

A (22) és (24) integro-differencidlegyenletek numerikus megoldéséhoz egy kollokacios
moédszeren alapul6 algoritmus implementéltunk, ehhez az [3]-ben leirt sémakat vettiik
alapul. A 2. abran 100 homogén hélézaton vett sztochasztikus szimulacié atlagat
hasonlitjuk 6ssze a (24) atlag-tér és (22) paronkénti modellek numerius megoldasaval.

Ha feltessziik, hogy kezdetben , frissen fert6zott” egyedek érkeznek a populacioba,
T ~ Exp(7) (vagyis exponencidlis eloszlast Z fertézési periddus) esetén megkapjuk
az (1) és (2) modelleket kapjuk. Ha a felgyégyulasi id6tartam konstans, a (11)-(12) és
(9)-(10) rendszereket kapjuk vissza. A [13]-ben taldlhaté tobbfazisi modell gamma
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2. dbra. Sztochasztikus és numerikus szimulacidk kiilonbozé eloszldsu felgydgyulasi
id6étartamok esetén N = 1000 cstcst homogén hélézatot és 7 = 0.35 fertézési ratat
feltételezve. A négyzetek, korok és rombuszok 100 szimulacié atlagat mutatja (k) = 15
egyenletes fokszameloszlabu véletlen hélozatokon, rendre A = % 2 paraméter(i exponenci-

alis eloszlasra (Atlag = §,var1anc1a = %) a = 3 és § = 2 paraméterli gamma eloszlasra
(dtlag = 3 variancia = 3) és [a,b] = [1,2] intervallumon vett egyenletes eloszlasra
(dtlag = 5 variancia = ). A (24) atlag-tér és (22) paronkénti modellek numerikus

megoldasat rendre szaggatott és folytonos vonal jelzi.

eloszlas alkalmazasa esetén vezethet6 le. Ha Z ~ Uniform(A, B), akkor a kévetkezd

egyenletek irhatok fel:

ahol ¢4 p)(t) az [A, B] intervallumon vett indikatorfiiggvény. Hasonléan kapjuk az

S — I élekre felirt egyenletet:
- 1 [SS](¢)[SI](¢) n—1[ST](t)

ST =

N S 1O R T S R ER
_/maX(O,t—A) 7 n—1[SS)(uw)][ST](u) *fu pust o) g, o
max(0t—-B) B—A n [S](u)

_ 1[SI(s) 1
0€ ot l51<9>+d5[]0AL[A,B](t).

~s]
Latjuk, hogy t > B esetén az egyenletek késleltetett differencidlegyenletek.
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