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A disszertacid eredeti, teljes verzidja francia nyelven készilt. A jelen dolgozat az eredeti
roviditett, magyar nyelvii verzidja.






KOSZONETNYILVANITAS

Sokaknak tartozom kdszonettel azért, hogy ez a disszertacio elkészilhetett. Halas vagyok
mindenekel6tt két témavezetdém, Kosztolanyi Jozsef és Alain Kuzniak tdmogatasaért. Habar
Iényegében nem ismertilk egymast a doktori tanulmanyaim megkezdése el6tt, mindketten
bizalmat szavaztak kutatasi tervemnek, és a nyelvi, szervezésbeli és egyéb nehézségek
ellenére vallaltdk a ket orszagban folytatott kutatas vezetését, és végigkisértek a doktori
disszertacio elkészitésének sokszor gorongyds Utjan. Magyar témavezetdm elsGsorban a
magyar matematikaoktatasi hagyomanyok és a VVarga Tamas reform mély ismeretével nyujtott
jelentds tadmogatast, francia témavezetomtdl pedig a kutatds elméleti alapjainak és
maodszertananak kidolgozasaban kaptam értékes segitséget.

Koszonettel tartozom Alain Bernard-nak is, aki matematikatorténészként az elsd kutatasi
terv megfogalmazasatél a disszertacio megirasaig végigkisérte kutatbmunkéamat, és nagy
segitséget nyujtott a torténeti elemzés kidolgozasaban. A vele valo egyiittmiikodésem tette
lehetdvé, hogy részt vegyek ,,Séries de problémes” cimii tudomanytorténeti kutatoprojektben,
és hogy gyakorl6 francia tanarokkal is kapcsolatba kerlilhessek a doktori kutatas évei alatt,
barati tamogatésa pedig tobb nehéz pillanaton is atsegitett az elmult évek soran.

Halds vagyok Maté Andrasnak is, akit egyetemi tanulmanyaim kezdete Ota ismerek.
Matematikafilozofiai ismereteimet jelentds részben neki kdszonhetem; kutatdsom alapotlete
pedig részben a vele folytatott, a Varga Tamast tamogatdé matematikusok
matematikafelfogasarol szolo beszélgetésekbdl ndtt ki. E disszertacid, €s kiilondsen annak
masodik, episztemoldgiai része nem sziilethetett volna meg az 6 tamogatasa nélkiil.

Kdszonettel tartozom Catherine Goldsteinnek is, aki egy kéthetes, a budapesti E6tvos
Collegium és a périzsi Ecole Normale Supérieure egyiittmiikodésében szervezett parizsi
tanulmanytt soran eldszor avatott be a matematikatorténeti kutatdsok rejtelmeibe, €s aki
eldszor javasolta, hogy kezdjek doktori tanulmanyokba. Az elmult évek soran tobb hasznos és
érdekes beszélgetést volt alkalmunk folytatni kutatdisom matematikatorténeti aspektusairol.

Halas vagyok Michele Artigue-nak, aki, miutan elhataroztam, hogy matematikadidaktikai
kutatasokba kezdek, a Laboratoire de didactique André Revuz vezetdjekent fogadott, és
tdmogatasardl biztositott. Doktori tanulmanyaim megkezdéséhez potolhatatlan segitséget
nyujtott, 6 mutatott be késébbi francia témavezetdmnek, érdekl6dd tdAmogatasaval, tandcsaival

pedig azota is rendszeresen segiti a munkamat.



Szamos tovabbi kutato segitségéért tartozom kdszonettel, a teljesség igénye nélkul tébbek
kozott Héléne Gispert, Renaud d’Enfert, Karine Chemla, Christine Chambris, Marie-Jeanne
Perrin, Christophe Hache, Janine és Marc Rogalski, Claire Margolinas szantak id6t arra, hogy
kutatasomrol beszélgessiink, és hasznos tanacsokkal lassanak el.

Kiilon koszondm azoknak a segitségét, akik a reformok egykori aktiv résztvevdiként
osztottdk meg velem emlékeiket, és vitattdk meg a reformokrol késziild elemzéseimet:
Magyarorszagon Halmos Istvanné, Szeredi Eva, Kovacs Csongorné, Csahdczi Erzsébet, C.
Nemenyi Eszter és Palmay Lorant, Franciaorszagban pedig Jeanne Bolon és Josette Adda.

Halas vagyok a két kutatdintézet és doktori iskola: a szegedi Bolyai Intézet és Matematika-
és Szamitastudomanyi Doktori Iskola illetve a parizsi LDAR és Ecole Doctorale Savoirs
Scientifiques doktoriskola kozosségének, amiért befogadtak és a doktori tanulmanyaim évei
alatt timogatd kdzeget biztositottak gy is, hogy mindként intézetben csupan a doktori éveim
felét toltottem. Kilon készondm az LDAR doktorandusz-kdzosségének az inspirdld kozos
mithelymunkat és a barati tamogatast, amely sokat segitett parizsi hétkdznapjaim soran.

Kdszonetemet szeretném kifejezni nagypapadmnak, Dedk Ervinnek, aki maga is
matematikadidaktikus  lévén fiatal koromtol megismertetett matematikadidaktikai
kutatdsokkal, ¢és akitél részben tudatosan, részben valdszinlileg Ontudatlanul kutatéi
szemléletem szamos elemét orokoltem. A vele folytatott beszélgetések szintén érdemben
gazdagitottak kutatbmunkamat az elmult évek soran.

Végil kdszondm barataimnak és csalddomnak a praktikus és érzelmi tamogatast, amelyet
az elmult évek sordn nyujtottak: az 6 tamogatd jelenlétiik nélkiil ez a disszertacid aligha

jOhetett volna létre.
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BEVEZETES

1 AKUTATAS CELJAI, PROBLEMATIKAJA

E disszertacioban bemutatott kutatast elsGsorban a matematika-tandrképzés sordn szerzett
tapasztalataim inspiraltak. Leendd matematikatanarként sokat hallottunk arrol, hogy létezik
egyfajta sajatosan magyar matematikatanitasi hagyomany, amelynek kozéppontjaban a
problémamegoldas ¢€s a matematika ,felfedeztetése” all, és amelynek eredményessége
elsdsorban a tehetséges fiatal matematikusok nemzetkdzi sikerein mérhetd. Sokat hallottuk
Varga Tamas nevét is, aki az elbeszélések szerint a magyar matematikaoktatas torténetének
kiemelkedd alakja, és aki e ,felfedeztetd” matematikaoktatdsi hagyomanyt megkisérelte
kiterjeszteni a kozoktatdsra. A magyar matematikatanitasi kozosség szamos vezetd alakja,
tanarképzok, elismert tanarok valljak magukat Varga Tamas kozvetlen vagy kozvetett
tanitvanyainak, a nevét Orzi tobbek koOzott a matematikatanarok évente megrendezett
konferenciaja, egy dij és egy matematikaverseny is.! Az Varga Tamas altal vezetett komplex
matematikaoktatasi reformkisérlet a rola szold6 megemlékezések? szerint maig megdrizte
aktualitasat, értéket kepvisel.

A fentiek ellenére® tanarjeldltként, kezdd tanarként igen keveset tudtunk meg arrol, miben
is all ez a ,,magyar hagyomany”, és melyek VVarga Tamas matematikaoktatasi koncepcidjanak
legf6bb elemei. Néhany rovid visszaemlékezésen tul érdemi torténeti vagy didaktikai kutatas
lényegében nem sziiletett e targyban. Ugy tiinik, a hagyomany megrzése, tovabbadasa
komoly nehézségeket tamaszt, lényegében csak személyes tapasztalat Gtjan oldhaté meg*:
talan ennek kdszonhetd, hogy mig tanarok egy sziik elitjének korében tovabb €l, a tanarok
szélesebb kore jéforman nem is ismeri.

Kutatdsomnak ez a paradox helyzet — egyik oldalr6l egy hagyomany, amelynek meg6rzését
a matematikatanitasi k6z0sség alapvetden fontosnak talalja, masik oldalrél a tovabbadas
nehézségeli, és a leird elemzések hianya — az egyik legfobb inspiracios forrasa. Disszertaciom

egyik legfobb célja, hogy hozzajaruljon ezen {r betoltéséhez. Abban a reményben kezdtem

YVarga Tamas Napok : http://mathdid.elte.hu/html/vtn.html, Varga Tamas Dij
http://www.vtamk.hu/magyar/oldalak/az_alapitvany/, et Varga Tamas Matematikaverseny
http://www.mategye.hu/?pid=vargatamasverseny

2 pl. a Varga Tamas Napok konferenciakotetetei http://mathdid.elte.hu/html/vtn.html, illetve (Szendrei 2007).

3 Es annak ellenére is, hogy csaladom tobb tagja Varga Tamés hive, egykori kollégéja vagy tanitvanya.

# Nekem magamnak lehet6ségem volt Varga Tamds néhany egykori kollégajat (Kovacs Csongornét,
Csahoczi Erzsébetet) tanitas kdzben megfigyelni. Fontos tapasztalatokat szereztem Posa Lajos kiilonboz6
taboraiban is, aki valoszinileg a ,.felfedeztetd matematikaoktatds” mai legelismertebb és legnagyobb hatast
képviseldje Magyarorszagon (Id. pl. https://sites.google.com/site/matematikatabor/oktatasi-alapelveink).
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kutatasaimba, hogy e munka hasznara valhat a magyarorszagi tanarkepzeésnek, amelynek
fejlesztéséhez talan hasznos forrasul szolgalhat; hozzajarulhat egyuittal a magyar didaktikai
kutatdsok fejlodéséhez is azaltal, hogy segit jobban megérteni a mogotte allo
matematikaoktatasi hagyomany alapelveit, lehetové téve annak nemcsak fenntartasat, hanem
kritikus, de koherens tovabbgondolasat is, és adaptalasat a mai kor kihivasaihoz. A
,problémamegoldas”, a ,felfedeztetés” (vagy ,,démarche d’investigation”, ,,inquiry based
teachnig”) témai egyébként nemcsak magyar, de nemzetkozi viszonylatban is aktualisnak
szamitanak, olyan rokon torekvésekkel egyitt, mint a ,kompetenciaalapu” illetve a
,.gyakorlatorientalt” oktatds. Reményeim szerint ezért Varga matematikaoktatasi
koncepcidjanak jobb megértése a fenti témékkal kapcsolatos nemzetkdzi didaktikai
kutatasokhoz is hozzajarulhat.®

Egykori kollégainak visszaemlékezései szerint® Varga Tamas aktivan kovette koranak
nemzetk6zi reformtorekvéseit, amelyeket a ,,New Math” név alatt szokas Osszefoglaldan
emlegetni. Varga ugyanakkor — kollégéi szerint —, tanulva a kiilfoldi kisérletek erényeib6l és
hibaibol, valami sajatosan eredetit, és mas reformokhoz képest koherensebb,
kiegyensulyozottabb koncepcidt dolgozott ki. Ezt a sokak altal osztott véleményt figyelembe
véve ¢érdekesnek tint a ,komplex matematikaoktatdsi reformot” annak nemzetkozi
kontextusaban vizsgalni: hogy viszonyul a nemzetkdzi mozgalomhoz, és mennyiben 6rokdse
valamiféle sajatosan magyar hagyomanynak?

Kutatasom problematikajanak forrasai kozott meg kell még emlitenem azokat a
tapasztalataimat, amelyeket Franciaorszagban, egyrészt egy vidéki gimnazium
tanarasszisztenseként, masrészt egy didaktikai kutatocsoportnal vendégeskedve szereztem.
Felfigyeltem a magyar és francia matematikaoktatas kozotti néhany kildnbségre, és kivancsi
voltam az eredetikre. Megfigyelhettem azt is, hogy — Magyarorszaggal ellentétben —
Franciaorszagban kiterjedt hagyomanyai vannak a matematikadidaktikai kutatasnak. Erdekelt,
hogy mi lehet a forrdsa ennek a kiilonbségnek a két orszag kozoétt, holott mindkét orszéag
biiszke a matematikaoktatasi hagyomanyaira. Erdekelt az is, hogyan tudnam a francia
matematikadidaktika elméleteit, kutatdsi moddszereit Varga Tamas miivének elemzésére

felhasznalni.

> E témadk az aktudlis magyar és francia tantervek torekvései kozt is megjelennek, Id. pl.
http://eduscol.education.fr/cid48727/mathematiques-college.html, http://kerettanterv.ofi.hu/02_melleklet_5-

8/index_alt_isk_felso.html illetve olyan nemzetkdzi 6sszehasonlitd mérésekben, minta PISA:

http://www.oecd.org/pisa/pisafaq/.

6 Varga Tamas egykori kollégdival készitett interjlink listaja a bibliografiaban talalhaté. Ld. még (Szendrei
2007)
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Végiil felfigyeltem arra is, hogy bar Franciaorszagban is nagy jelentdséget tulajdonitanak a
Vargaéval egy idében, az 1960-as és ’70-es evekben lezajlott reformfolyamatnak, a
,mathématiques modernes” reformnak, azt sokkal kritikusabban szemlélik, mint a ,,komplex”
reformot Magyarorszagon meghaladottnak, a térténelem részének tekintik. E megfigyelések
felvetetik azt a kérdést, hogy minek koOszonheté a két reform eltéré megitélése, illetve
mennyiben vezethetok vissza a két orszag kozott megfigyelt egyéb kiilonbségek a *60-as és
>70-es evek reformmozgalmainak sajatossagaira.

Az itt felsorolt kérdések egy kezd6 matematikatanar kivancsisigabol fakadnak,
megvalaszolasuk nyilvanvaléan meghaladja egy doktori disszertacio kereteit. Mégis fontos a

megemlitésiik, hiszen hozzéjarultak kutatdsom problematikajanak pontosabb kidolgozasahoz.

2 A KUTATAS PROBLEMATIKAJA, ELMELETI ALAPJAI ES MODSZEREI

Kutatasom tehat egy meglehetdsen altalanos kérdésbdl indul ki: hogyan lehetne leirni,
jellemezni Varga Taméas reformjat? Ahhoz, hogy egy ilyen kérdésre valaszolni tudjunk,
pontositanunk kell azt: mit jelent jellemezni egy reformot? Mit jelent leirni egy olyan
Osszetett rendszert, mint egy matematikaoktatasi reform?

A Kkérdés pontositasa elméleti és modszertani valasztasok sorat igényli: ezen valasztasok
hatdrozzdk meg a kutatas pontos problematikajat. Az aldbbiakban ezeket a valasztasokat
mutatom be: leirom, miért Osszehasonlitd formaban végzem a kutatast, szot ejtek a
disszertacioban kovetett kettés, torténeti és didaktikai megkozelitésrl és elmagyarazom,

miért kizarolag irott forrasok elemzésére korlatozom vizsgalataimat.
2.1 Osszehasonlité kutatas

Elemzéseimet dsszehasonlité kutatas formajaban végzem. E valasztasnak két f6 oka van.
Egyrészt az osszehasonlitd elemzés lehetévé teszi, hogy a ,.komplex matematikaoktatasi
reformot” annak nemzetkdzi kontextusaban elemezzem. Masrészt az 6sszehasonlitas egyfajta
modszertani eszkdz arra, hogy kilépjek az altalam ismert hagyomanybol, megkiséreljek
valamiféle tavlatot teremteni személyes tapasztalataim és a kutatdsom targya kozott.
Kutatasomban tehat két orszagban, két parhuzamosan megvalositott reformot hasonlitok

0ssze.
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2.1.1 Osszehasonlitds a francia reformmal

Mi indokolja a magyar reformnak a franciaorszagival vald 6sszehasonlitasat? Mindenekel6tt
természetesen egy praktikus szempont: a francia-magyar k6zos vezetésti doktori kereteibol
adodik ez a vélasztas. Ugyanakkor ennél mélyebb tudomanyos érvek is indokolnak egy ilyen
0sszehasonlitast.

Mindenekel6tt egy modszertani szempont: a francia ,,mathématiques modernes” reform a
magyarral ellentétben szdmos torténeti és didaktikai kutatas targyat képezi, amelyeknek nem
csak az eredmenyeit tudom felhasznalni, de modszertani szempontbdl is mintaként szolgalnak
szamomra.

Szerepet jatszanak torténeti megfontolasok is: Franciaorszdg a nemzetkozi
reformmozgalom egyik vezetd orszdga, amely szdmos mas orszag reformjara gyakorolt
befolyast (vo. I. Rész §2.2). Varga Tamas raadasul kozvetlenll is kapcsolatban all tobb
francia kutatoval, tobbszor hivjak el6adni, publikalni Franciaorszagha (Dumont & Varga
1973, Glaymann & Varga 1973) és ¢ is fordit francia miiveket magyarra (Revuz 1963/1973).
Varga egyébként maga veti fol, hogy a két reform a hasonl6 intezményi feltételek miatt
kifejezetten alkalmas az 6sszehasonlitasra (Varga 1975, 48. 0.).

A francia és a magyar reform 6sszehasonlitadsa raadasul kilonosen érdekesnek igérkezik
episztemologiai és didaktikai szempontbol. A New Math idészakanak egyik jellegzetessége,
hogy kulénds figyelmet szentel a matematika természetével kapcsolatos megfontolasoknak, és
annak a képnek, amelyek az oktatas kdzvetit a matematikardl (pl. Gispert 2010, Gispert &
Schubring 2011). A francia reform esetében Bourbaki hatasanak emlegetése kdzhelyszamba
megy, nemcsak korabeli forrasok erdsitik meg, hanem torténeti kutatasok is (pl. Barbazo &
Pombourcq 2010, d’Enfert & Gispert 2011). Varga Tamas viszont Polya kovetdjének vallja
magat (pl. Varga 1975, 37. 0.), és mint lattuk, gyakran ugy hivatkoznak ra, mint valamiféle
,felfedezteté matematikaoktatas” képviseljére. Ugy tiinik tehat, hogy a két reform hatterében
két kiilonboz0 matematikafelfogas rajzolodik ki, amelyek koziil az egyik a matematika
axiomatikus-deduktiv jellegére, a masik a heurisztikus mddszerekre és a problémamegoldasra
helyezi a hangsulyt.

Ez a megfigyelés (j kérdeseket is felvet: hogyan jellemezhet6 a két reform episztemologiai
hattere? Mennyiben befolyasolja ez a hattér az egyes reformok sajatossagait: a tanterveket, a

tanitasi modszereket, a tanitas segédanyagait?

12



Ebbdl a szempontbdl kutatdsom gy is tekinthetd, mint egyfajta esettanulmany egy a
konkrét torténeti kontextuson tllmutatd probléma vizsgalatdhoz: mi az Osszefliggés egy
matematikaoktatasi koncepcio sajatossagai és a mogotte huzédoé matematikafelfogas kdzott?

2.1.2 Avizsgadlt idészak

Varga az 1960-as évek elejére vezeti vissza reformkisérletének gyokereit: Dienes Zoltan
1960-as  el6adassorozata utan 1962-ben az UNESCO rendezett nemzetkozi
matematikaoktatasi kongresszust Magyarorszagon. A kdvetkez6 évben, 1963-ban inditotta be
Varga Taméas azokat a kisérleteket, amelyek végll a matematikaoktatasi reform tervének
kidolgozasahoz, és annak 1978-as hivatalos bevezetéséhez vezettek.

A francia ,,mathématiques modernes” reform a Lichnerovicz-vezette minisztériumi
bizottsag munkajat kovetdéen 1969-ben Keriilt bevezetésre kdzépszinten (a college a magyar
fels6 tagozatnak, a lycée a magyar gimnaziumnak felel meg), és 1970-ben az elemi iskolaban.
1977-ben a reform tantervét egy Gjabb tanterv valtotta fel.

A két reform lefolyasa tehat némileg eltéré: mindkét reformfolyamat az 1960-as évekre
vezethetd vissza, de a magyar reform hivatalos bevezetése Franciaorszagban inkabb a
reformot kovetd Ujabb tantervvel esik egybe. Indokoltnak latszik tehat a két reform
6sszehasonlitasa, ugyanakkor francia oldalon az 1970-es évek valtozasainak és az 1977-es
tantervnek a figyelembevétele is: ezért didaktikai elemzéseimben magyar oldalon az 1978-as

tantervet, francia oldalon az 1969/70-es és az 1977-es tantervet veszem figyelembe.

2.1.3 A tanitas szintjei

Ahhoz, hogy a tanitas szintjeit érint6 valasztasaimat indokolhassam, mindenekel6tt a két
orszag korabeli iskolarendszerérdl kell szot ejtenem. Mindkét iskolarendszer sokat valtozott a
20. szazad folyaman, a ,New Math”-idészak reformjai is Osszefiiggnek ilyen jellegii
valtozasokkal: err6l a torténeti elemzés sordn (I. Rész) még bovebben lesz szo. Itt csak a
vizsgalt reformok idején fennallé iskolarendszert mutatom be vazlatosan.

Franciaorszagban 6-t6l 15 éves korig tart ekkoriban a kotelez6 oktatas, Magyarorszagon 6-
tol 14 éves korig. Franciaorszagban 5 évnyi école primaire-t kévet 4 év az (gynevezett
collége-ben. A college az 1960-as és *70-es évek sordn komoly atalakuldson megy keresztul:
a kiilonbozo tipusu, és kiilonbozo tarsadalmi osztalyokat kiszolgalod intézményekben eldszor,
az 1960-as évek elejétél a tantervet egységesitik, az egységes collége intézményének

bevezetésére pedig 1975-ben keril sor. A college Franciaorszagban a kozépszintii
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tanulmanyok also tagozatanak szamit, amelyet 3 €vnyi tovabbi oktatas kovethet kiilonb6zo
tipust intézményekben (t6bbek kozott a gimndziumban vagyis lycée-ben).

Magyarorszagon ugyanekkor a kotelez6 iskolai tanulmanyok az egységes 8 0sztalyos
altalanos iskolaban zajlanak, amely als6 és felsé tagozatra oszlik. Az altalanos iskolai
tanulmanyokat 4 évnyi kozeépiskolai oktatas kdvetheti kiilonb6z6 tipust intézményekben.

A magyar alsé tagozat tehat korulbelul megfelel a francia école primaire-nek, a felsé
tagozat pedig a francia collége-nek. Az elébbiben mindkét orszagban egyetlen tanitd
foglalkozik az osztalyokkal (bar Franciaorszagban évente valtozik mind a tanitdo személye,
mind az osztalyok 6sszetétele), az utdébbiban pedig szakosodott tanarok. Ugyanakkor néhany
kiilonbség is megfigyelhetd a két rendszer kozott, amelyeknek a tovabbiakban jelentdsége
lesz. A magyar altalanos iskola egységes intézmény, amelyben az osztalyok nyolc évig egyitt
maradnak. Csupan az utolsé (nem kotelezd) négy évet tekinti a rendszer ,.kdzépiskoldnak™, és
csupan ez zajlik kdloén intézményben. Franciaorszagban viszont harom flggetlen
intézményben zajlik az oktatas, amelyek koziil a masodik kett6 szamit ,,kozépiskolanak”™ (igy
pl. a college tantervei inkdbb a gimnaziumi tantervekkel készllnek egyiitt, mint az école
primaire tanterveivel).

Az aldbbi sematikus &bra bemutatja a két intézményrendszert (a kilonbozé tipusu

parhuzamos intézmények abrazolasa nélkil?).

Magyarorszag Franciaorszag

i
Kozépiskola { I } Lycée

2(.’
39
4° <
5¢ } Collége
6(.‘
Altalanos
iskola

— o fw| s

CM2
CM1
CE2 Primaire
CE1

CP

- RN

Az abrarol az is latszik, hogy a tanitas szintjeit mashogy szamozzak Franciaorszagban, mint
Magyarorszagon. A tovabbiakban altalaban egységesen a magyar szamozast fogom hasznalni
mindkeét orszdg esetében, de néhany, kifejezetten a francia iskolarendszerrdl sz6lo
bejegyzésben alkalmanként a francia elnevezésekre is utalni fogok. Az egyszerliség kedvéért,
amikor a két orszag intézményeirdl egységesen beszélek, a magyar rendszernek megfeleld

alsé tagozat és felsé tagozat Kifejezéseket fogom hasznalni, de ilyenkor figyelembe kell

" Kutatdsomban csak az &ltalanos jellegii oktatast vizsgalom, a szakképzéssel nem foglalkozom.
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venni, hogy a francia esetben két kiilonallé intézményrdl van sz6. Amikor csak a francia

intézményekrol beszélek, megtartom a francia école primaire és college kifejezéseket.

A francia reform ,,foliilr6l lefelé” zajlik: el6szor a lycée és a college szintjén vezetik be
(1969-ben), csak azutdn az école primaire-ben (1970-ben), és az utdbbi szinten kevéshé
kidolgozott és kevesebb valtozast hoz. Magyarorszagon a reform ,iranya” ezzel épp
ellentétes: Varga Tamas kisérletei eldszor az also tagozatot érintik, €s csak késobb terjednek
ki a fels6 tagozatra. Az also tagozaton igy tobb Kisérlet zajlik, a reform Ujitasai mélyebbek és
atfogobbak, mint a fels6 tagozaton — a kozépiskolat pedig Varga Tamas munkassaga
Iényegében nem érinti.®

A két orszag kozotti kiilonbséget figyelembe véve sziikségesnek latszik, hogy a kotelezo
oktatas teljes iddszakat tanulmanyozzam: az alsd tagozat a francia reform szempontjabol, a
fels6 tagozat a magyar reform szempontjabdl nem volna elégséges. Nem tudom természetesen
8 vagy 9 év teljes tantervét részletekbe menden elemezni: ezért a tantervek rovid globalis
vizsgalata utdn néhany valasztott fejezetet tanulmanyozok alaposabban (ld. §3). Nem
foglalkozom ellenben a kozépiskolaval, egyrészt kutatdsom targyanak behatéarolasa
érdekében, masrészt azért, mert ezen a szinten nem egységesek a két orszag iskolarendszerei
és tantervei, harmadrészt pedig azért, mert VVarga Tamas munkassaga lényegében nem érinti a

kdzépiskolat.

2.1.4 Az ésszehasonlitds egyenlétlenségének elkeriilhetetlensége

Nemzetkdzi Osszehasonlitd kutatdsok esetében mindig fennall az elfogultsag veszélye,
kiiléndsen, ha az dsszehasonlitast egyetlen, az egyik orszagbol érkezé kutaté végzi.® A jelen
esetben is nyilvanvaloan fennall ez a veszély: Magyaroszagon néttem fel, tanulmanyaimat is
Magyarorszagon végeztem, a francia iskolarendszernek ellenben csak megfigyeldje vagyok —
igy kutatasom két targyat nagyon eltéré szemszogbdl latom.

Nem csak egy kutatds eredményeinek értelmezése, de maguk a vizsgalt kérdések és a
valasztott kutatdsi modszerek is okozhatnak (sokszor rejtett) egyenl6tlenséget: a fentiekben

lattuk, hogy a francia és a magyar reformok esetében az oktatas szintjeinek valasztasa példaul

8 A kozépiskolai oktatas reformjaval egy Suranyi Janos vezette kutatocsoport foglalkozott a Matematikai
Kutatdintézetben, de a Varga Tamasénal végiul lényegesen kisebb hatéssal. A Suranyi-csoport munkaja
elsésorban a specialis matematika tagozatos osztalyok tantervének kidolgozasaban bizonyult eredményesnek (Id.
pl. a Halmos Mariaval készilt interjut).

® A CERME9 konferencia Gsszehasonlitd kutatasokkal foglalkozé csoportja szamos vitat folytatott ezzel a
problémaval kapcsolatban, Id. pl. (Clarke 2016).
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erésen befolyasold tényezd. Hasonldéan nehéz olyan témakat valasztani, amelyek egyforman
jelentdsek mindkét tanterv szempontjabol, ahogy azt késobb latni fogjuk.

A vélasztott modszertan szintén szamos problémat rejt az én kutatdsom esetében is. A
francia reform elemzéséhez gyakran meglévé francia kutatasokat hasznalok fel, mig a magyar
reformmal kapcsolatban nagyrészt én végzem ezeket az elemzéseket: igy nem ugyanazt a
tipusi munkat végzem el a két esetben. Masrészt viszont a francia didaktikai kulturabol
valasztom azokat a didaktikai elméleteket, amelyek az elemzéseim mddszertanat
meghatarozzak: igy felmeriil az elméletek atvihetdségének kérdése egyik kultarardl a masikra.

Mindezeket a szempontokat figyelembe véve le kell szdgezni, hogy az altalam végzett
dsszehasonlitds elkeriilhetetleniil egyenl6tlen lesz. Ez azonban nem mond feltétlentil ellent
kutatasom eredeti céljainak. Mint az feljebb megjegyeztem, az dsszehasonlité kutatas legfobb
célja épp az, hogy segitségével ,.kilépjek™ a sajat kultirambol, és igy mérsékeljem az azzal
kapcsolatos eredendd, természetes elfogultsigom hatasait. A kettds vezetésii doktori, amely
lehetévé teszi, hogy két orszag kutatdival konzultaljak rendszeresen, igen fontos modszertani
tényez6 ebbll a szempontbdl: a francia és magyar kutatokkal folytatott eszmecserék sokat
segitettek a kutatas olyan jellegli megtervezésében, amely kiegyensulyozottabb elemzéseket
tesz lehetdvé. Mindent Osszevetve pedig, annak tudatiban, hogy a tokéletesen objektiv
elemzés nem lehetséges, arra torekszem, hogy az elfogultsdg veszélyével szemben kritikus
maradjak, hogy azonositsam azokat a tényezoket, amelyek egyenldtlen megkdzelitéshez

vezethetnek.
2.2 Kettds, torténeti és didaktikai megkozelités

Kutatdsom targyat kétféle, torténeti és didaktikai iranybdl kdzelitem meg.

(1) A matematikaoktatas-torténet egy oktatasi reformot kiilonb6z6, annak torténeti
kontextusabol eredd tényezdk 0sszjatékanak eredményeként értelmezi, elsésorban egy reform
politikai, gazdasagi, tarsadalmi, kulturalis, tudomanyos és pedagdgiai hatterének sajatossagait
figyelembe véve (pl. Belhoste, Gispert & Hulin 1996, d’Enfert & Kahn 2010, 2011, Karp
& Schubring 2014). Ennek megfeleléen elemzéseim soran a torténeti kontextus szamos
elemét vizsgalni fogom (I. Rész), de kiilondsen kettdre helyem a hangsulyt: egyrészt a magyar
és a francia reform nemzetkdzi kontextusat jelenté ,,New Math” reformmozgalomra”,
masrészt az egyes orszagok sajatos ,,matematikaoktatasi hagyomanyaira”. A disszertacio

cimében szerepld ,,hagyomany” és ,,reform” kifejezések ebbdl a megfontolasbol erednek.
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Meg kell ugyanakkor jegyeznem, hogy a ,hagyoméany” szot nem véletleniil tettem
idéz6jelbe. Valojaban nincs sz6 sem idében valtozatlan, sem homogén, az egész orszagra
jellemzé hagyomanyokrol — ezek éppenséggel a vizsgélt reformokkal 6sszefliggésben
fejlédnek a 20. szazad masodik felének folyaman. Az I. részben targyalt torténeti elemzés
részben arra szolgal, hogy azonositsam azokat a fobb szerepldket, akik a magyar €s a francia
reformot befolyasoltdk. R& fogok mutatni, hogy mindkét orszagban meghatarozhat6
matematikusoknak egy csoportja, akik a reform tervezéseben tobbé vagy kevésbé aktiv
szerepet vallaltak, és arra nagy hatast gyakoroltak, els6sorban az altaluk képviselt
matematikafelfogas hangoztatdsdval. A reformoknak erre az episztemoldgiai hatterére
kuldonos hangsulyt fogok helyezni elemzéseim sorén: igyekszem megmutatni, mi a szereplk
ezeknek a megfontolasoknak a reformok kiilonb6zd didaktikai jellemzdinek alakitasaban.
Ebben a sajatos értelemben hivatkozom majd magyar és francia ,,hagyomanyokra”: habar
ezek daltalanosabb és hosszabb tava hatdsat is okkal lehet feltételezni, egy ilyen jellegli
kiterjedtebb vizsgalat meghaladna a jelen disszertéacio kereteit.

(2) Didaktikai szempontbol egy matematikaoktatdsi reform az oktatas kiillonbozo
Osszetevoinek, a tantervnek, a tanitasi modszereknek és a tanitas segédanyagainak atalakitasat
jelenti. Ezek az 6sszetevOk egy komplex, Osszefiiggd rendszert alkotnak, amelynek kiilonb6z6
elemei kolcsondsen befolydsoljak egymast. Ezen Osszetevok tanulmanyozasahoz keresek
alkalmas didaktikai elemzési eszkdzoket.

Elsésorban a francia didaktikai hagyomény eszkoztarabol valogatva a tanterveket az Un.
,»okologiai megkdzelités” (Artaud 1997), a tanitasi gyakorlatot pedig a Didaktikai Szituaciok
Elméletének (Brousseau 1998) segitségével elemzem. A fentieken Kkivil bizonyos
fejezetekben tovabbi didaktikai elméleteket is felhasznalok. A didaktikai elemzésekehez

felhasznalt elméleteket a III. Rész 1. fejezetében ismertetem bdvebben.

2.2.1 Rendszerszerii megkoézelités

Mind a torténeti, mind a didaktikai megkdozelités esetében rendszerszerii szemléletrdl van szo.
Kiilonbozo didaktikai kutatasok tobbféle elméleti modellt is kidolgoztak, amelyek a
matematikaoktatast kiilonb6z6 tényezOk Osszefiiggésében lattatjak. Az egyik ilyen példa az
TIMMS-kutatasokhoz kidolgozott un. SMSO-modell (Schmidt et al. 1996). Schmidt és
csoportja bevezeti a ,,pedagogical flow” fogalmat, amellyel egyfajta, a szerzék szerint az
egyes orszagokra jellemzd oktatasi irdnyzatot kisérelnek meg leirni, amely egyarant

meghatarozza a tantervek, a tanitdsi moddszerek es a segédanyagok (tankonyvek, egyéb
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segedeszkdzok) sajatossagait.

Osszefuggeseket ir le:

Az SMSO-modell
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Ez a modell azonban nem veszi figyelembe az oktatési rendszeren kivdli, politikai, gazdasagi,

tarsadalmi, kulturdlis tényezok hatasait, és nem tesz kiilonbséget az egyes tantargyak

diszciplinaris sajatossagai kozott sem.

Egy masik didaktikai modell, a Chevallard (2002a, b)
altal leirt kodeterminécids szintek modellje tekintetbe veszi
ezeket a tényezoket, azonban egyetlen linearis, hierarchikus
rendszerbe szervezi oket, nem vesz tudomast a kiilonbozo
tényezOk kozott fennallo bonyolult kolesonhatasokrol. Egy
masik sajatossdga Chevallard modelljének, amelynek
kovetkeztében szamomra csak korlatozottan hasznos, hogy
kizarélag intézményeket vizsgal: az egyének ebben a
modellben mint egyes intézmények képviseldi jelennek
meg, nem véve szamitasba személyiségiket, céljaikat és

egyeéni életutjukat.
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2.2.2 Adisszertdcioé elméleti modellje

Sajat kutatasomhoz a fentieknél rugalmasabb, kevésbé szigorlan meghatarozott modellt
allitottam fel, amely ugyanakkor lehetdvé teszi az Osszes kutatdsom szempontjabdl fontos
tényez0 figyelembevételét. E modellnek harom szintjét hatdroztam meg: (1) egy reform
torténeti kontextusa, (2) az adott reform episztemoldgiai hattere, a reformot befolyasold

matematikusok altal képviselt matematikafelfogas, vegil (3) a reform didaktikai sajatossagai.

TORTENETI KONTEXTUS

(kulturalis, tarsadalmi, szocialis, politikai, tudomanyos...)

||

EPISZTEMOLOGIA

(a matematikusok matematikafelfogasa, tanitassal kapcsolatos elgondoldsok)

|

A REFORMOK DIDAKTIKAI JELLEMZOI

(A tanterv tartalma és szerkezete, segédanyagok, tervezett tanitasi modszerek)

Ez a modell hatarozza meg a disszertacio szerkezetét és segit megfogalmazni a kutatas {6
kérdéseit. A disszertacio egy-egy része a modell egyes szintjeinek felel meg. Az egyes

részekben a kovetkezo kérdésekre keresem a valaszt:

1, Hogyan befolyasoljak a torténeti kontextus kiilonb6zo elemei a ,,New Math”
idészak magyar és francia reformjait?

2, Mi jellemzi a két reform episztemologiai hatterét? Melyek a reform fébb
szereploinek elképzelései a matematika természetérél és annak tanitasarodl a
magyar és a francia esetben?

3, Melyek a két reform didaktikai sajatossagai, mi jellemzi a tanterviket, az
altaluk eléirt tanitasi médszereket és a tanitas segédanyagait? Azonosithatunk
valamiféle koherens ,,pedagogical flow”-t a magyar és a francia esetben?

4, Hogyan hatnak egyméasra a modellben meghatarozott Kkiilonb6zé szintek?
Hogyan befolyasolja a torténeti kontextus és az episztemoldgiai hattér a két

reform didaktikai sajatossagait?
2.3 A felhasznalt forrasok: irott dokumentumok elemzése

A Kkutatdshoz felhasznalt forrdsok valasztasara kilon ki fogok térni az egyes részek
bevezetdjében; egy a didaktikai elemzést érintd kérdésrél azonban mar itt, a bevezetésben szot

kell ejtenem.
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A tanitas gyakorlata kutatasom problematikajanak egyik kozponti eleme — ugyanakkor
tanulmanyozasa komoly mddszertani nehézségeket vet fel. Az ilyen jellegli kutatds ugyanis
osztalytermi megfigyelést igényelne, ami az 1970-es évek tanitasi gyakorlatat illetGen
nyilvanvaléan nem lehetséges. Néhany video fennmaradt ugyan ebbdl az id6szakbol, de ezek
kis szamu, kontextusukbol kiragadott, jobbara mesterseges korilmeények kozott (stadidban és
nem osztalyteremben) készult felvételek. A korszak kdznapi iskolai gyakorlatdhoz tehat nehéz
volna kdzvetlenil hozzaférni.

Le kell tehat szogeznem, hogy kutatasomnak nem célja a kdznapi tanitasi gyakorlat
elemzése. Azt vizsgalom, hogy a reform megalkot6i milyen tanitasi gyakorlatot gondolnak el,
elképzeléseik elemzéséhez pedig kizarolag irott forrasokra (tantervekre, tankényvekre, tanari
kézikonyvekre) tdmaszkodom, amelyek segitségével megkisérlem rekonstrualni az elgondolt
tanitasi modszereket. Természetesen nincs sz0 teljes rekonstrukciorol: forrdsaim egyes
kérdésekrdl részletesen szdélnak, masokrdl hallgatnak, ezéltal kiilonbozd teriileteken kisebb
vagy nagyobb 6nall6sagot hagyva e segédanyagokbol dolgozé tanaroknak. Latni fogjuk, hogy
a kiilonb6z6 segédanyagok kozott jelentds eltérések figyelhetok meg ebbdl a szempontbdl,
ezek a kiilonbségek pedig dnmagukban is az egyes reformok 1ényeges jellemzdire mutatnak
ra.

Volna esetleg egyéb mdd is az 1970-es évek tanitasi gyakorlatdhoz valé hozzéaférésre:
interjat lehetne példaul késziteni az egykori tanarokkal (vagy akér a tanuldkkal), vagy mai
tanitasi orak megfigyelésébdl lehetne az egykoriakra nézve kovetkeztetéseket levonni. Tobb
okom is volt azonban arra, hogy ne probalkozzam ilyesfajta modszerekkel (tehat, hogy
kutatdsomat elsé 1épésben az irott forrdsok elemzésére korlatozzam, és a mai tanitasi
gyakorlat megfigyelését a kutatas perspektivai kbzé soroljam):

(1) Egyfajta modszertani eldvigyazatossag: a tantermi megfigyelések egészen mas
maodszertant igényelnek, mint a disszertaciom tobbi részének elemzései. A doktori kutatas
kiterjesztése ilyen jellegli elemzésekre, kiilondsen két kiilonboz6 orszagban, a kettds vezetésii
doktorival jar6 utazasok koriilményei kozott tulsagosan ambicidzusnak tiint.

(2) Az anakronizmus veszélye: bar a vizsgalt korszak nem nagyon tavoli mult (és
valdjaban a korszak tobb fontos szerepldjét volt alkalmam tanitds kdzben megfigyelni), az
oktatas sokfele valtozason ment keresztiil az 1970-es évek ota, és feltételezhetd, hogy még az
azoéta folyamatosan tanito tandrok gyakorlata is sokat valtozott idékdzben. Ha tehat az 1970-
es évek gyakorlatat a maibol kiindulva prébalnam értelmezni, az kétsegkivil

anakronizmushoz vezetne.
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(3) A szovegelemzéssel kapcsolatos dvatossag: elsé kisérleteim az 1970-es évek oktatasi
segédanyagainak értelmezésére naiv modon, erésen taplalkoztak sajat tapasztalataimbol a
tanitdsi modszereket illetéen. Szembesililnom kellett azonban azzal, hogy a magyar és a
francia olvasok sokszor lényegesen eltérden interpretaltdk ezeket a szovegeket. Ez a
felismerés szoritott ra, hogy sajat értelmezésem forrasait vilagosabba tegyem, és ramutassak a
szOvegeknek azokra a sajatossdgaira, amelyek az altalam javasolt értelmezést alatdmasztjék.
Ebb6l a szempontbol kutatdsom valdjaban bizonyos tudomanytorténeti kutatasok
maodszertandbol merit ihletet: szamos ilyen kutatas foglalkozik azokkal a tudomanyos vagy
oktatasi gyakorlatokkal, amelyekbe a forrasként elemzett szévegek illeszkednek, azonban e
gyakorlathoz a torténeti forrdsok nem férnek hozza. Annak tudataban, hogy e gyakorlatok
Iényegesen eltérhetnek a kutaté szamara megszokottol, a tudomanytorténészek az irott szbveg
sajatossagaibdl igyekeznek a mogottik allo egykori gyakorlatra kovetkeztetni.!® Az effajta
Ovatossag valdjaban hasonlonak tlinik ahhoz, amelyet az dsszehasonlité didaktikai kutatdsok
megkdvetelnek.

(4) A segédanyagok mint a tanari munka forrdsai: a reformiddszak tandrai jelentOs
valtozasokkal szembesultek mindenféle szempontbdl: 1ényegesen valtozott a tanterv tartalma
¢s szerkezete, a kovetendd tanitasi moddszerek stb. Habar mindkét orszdgban szerveztek
tovabbképzéseket, a tanarok tobbsége mégis az irott forrdsokra volt utalva a reformok
megvalositasanak soran. Az irott forrdsokat tanulmanyozva kutatéként az akkori tanarokhoz
hasonlo helyzetbe helyezkedem: egy efféle vizsgalat segithet megérteni, hogyan tudott egy
tanar a neki kinalt segédanyagokbdl dolgozni, hogyan tudta a tanari munkajat megtervezni,
miben kapott tdmogatast, és melyek azok a nehézségek, amelyekkel a segédanyagok
sajatossagai miatt kellett szembenéznie.

3 A DISSZERTACIO FELEPITESE

A disszertacio, a feljebb bemutatott altalanos modellnek megfeleléen, harom {6 részbdl all:
- egy torténeti részbol
- egy episztemologiai részbdl
- egy didaktikai részbdl.
Az elsé két rész értelmezési keretiil szolgadl a disszertacid6 harmadik, 1ényegi részéhez, a

didaktikai elemzéshez.

W1d. pl. (Lamassé 2014) ill. a ,,séries de problémes” projekt kdtetének néhany tanulméanyat (Bernard 2015).
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A torténeti részben a nemzetk6zi New Math reformmozgalomrdl szol6 torténeteti
kutatasok eredmenyeinek rovid 6sszefoglaldsa utan a francia és a magyar reform torténeti
kontextusat vizsgalom: a reformok politikai, tarsadalmi-gazdasagi, matematikai és pedagogiai
inditéokait, a két orszadg oktatasi rendszerének valtozasait, a reformok f6 szerepldit és a
reformfolyamat dinamikdjat. Franciaorszag esetében foleg meglévé matematikaoktatas-
torténeti kutatasok eredményeit foglalom 6ssze. Magyarorszag esetében e Kutatasokat
nagyobbrészt magam végzem, altaldnos torténeti és pedagogiatorténeti miivekre, eredeti
dokumentumokra ¢és reform néhany résztvevojének irott és szdbeli visszaemlékezéseire
tdmaszkodva.

Az episztemoldgiai rész az el6z6 részre tamaszkodik. Miutén a torténeti elemzés kimutatta
bizonyos matematikusok kitlintetett szerepét a két vizsgalt reform koncepcidjanak
megalapozasaban, illetve a matematika természetérdl szol6 kiterjedt, explicit diskurzus 1étét a
New Math mozgalom idején, a masodik részben az érintett matematikusok
matematikafelfogasat es tanitasrol vallott elképzeléseit vizsgalom meg behatobban, néhany
irasuk, els6sorban matematikanépszertisit0 miivek és matematikatanitasrol szolod eldadasok
szOvegének elemzésen keresztil. A francia reform hatterében egyfajta ,,bourbakianus”
matematikafelfogas mutathatd ki (amire nem csak a korabeli dokumentumok, de torténeti
kutatasok is utalnak, pl. Barbazo & Pombourcq 2010), a magyar reform hatterében
ugyanakkor egy ett6l eltérd, de szintén markans és koherens matematikafelfogas rajzolédik ki,
amelyet Polya és Lakatos nyoman ,,heurisztikus”-nak fogok nevezni.

A disszertacié harmadik, leghosszabb részének célja a francia és a magyar reform
didaktikai elemzése. A harmadik rész bevezetéseképp kulon fejezetben ismertetem didaktikai
elemzéseim elméleti hatterét és mddszertanat (1. Fejezet). A reformok tanulmanyozésat a
tantervek tartalmanak és szerkezetének atfogo elemzésevel kezdem (2. Fejezet). Mivel a teljes
altalanos iskola tantervér6l van szo, ez az elemzés nem bocsatkozhat részletekbe: a
részletesebb analizist harom vélasztott példa szolgalja.

A harom példat kiilonb6z6 szempontok szerint valasztottam: a matematika kiilonbozo
terlileteit és az oktatas kiilonboz6 szintjeit érintik, tovabba méas-mas tipusu segédanyagok és a
tanitasi gyakorlat m&s-mas Gsszetevéi allnak az egyes fejezetek kozéppontjaban.

Az elsé példa (3. Fejezet) a természetes szam fogalmanak bevezetését vizsgalja 1.
osztalyban; itt a munkalapokat és also tagozatos tanari kézikdnyveket elemzem. A masodik
példa (4. fejezet) a fels6 tagozatos geometria tantervet, ezen beliil is elsdsorban a Pitagorasz-
tétel tanitasat vizsgalja a felsés tankdnyvek és tanari kézikonyvek elemzésén keresztiil. Az

utols6 fejezet (5. Fejezet) kozéppontjaban Varga Tamdas kozelebbi szakterllete, a
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kombinatorika és a valoszinliségszamitas tanitasa all. Ezek a témak a francia ,,mathématiques
modernes” reform alsé és felsé tagozatos tantervében nem szerepelnek, az 1970-es évek
matematikatanitasban, kilonésen az ekkoriban folytatott kisérletekben azonban
felbukkannak, igy példaként szolgalhatnak a francia matematikatanitasi elképzelések 1970-es
években lezajlott valtozasainak elemzéséhez. A hivatalos dokumentumokon kivil ebben a
fejezetben néhany didaktikai cikket is figyelembe veszek.

A példak valasztasa nem magatdl értetddo, a két tanterv rendkiviil eltérd felépitése miatt
nehéz olyan példakat taldlni, amelyek egyforman jelentések volndnak a két reform
szempontjabol. Altalaban olyan példakat valasztottam, amelyek elsésorban a magyar reform
sajatossagait segitenek megvilagitani, de térekedtem arra, hogy a példék valamilyen médon a
francia reform szempontjabdl is relevansak legyenek, és lehetévé tegyék, hogy mindkét
reformrol képet alkossunk. Az egyes peldak valasztasat a vonatkozd fejezetek bevezet6jében

részletesebben is indoklom.
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1 BEVEZETES

Az eredeti, francia nyelvili disszertacioban bemutatott részletes torténeti elemzéseknek itt hely
hianyaban csak rovid Osszefoglalojat kozlom. Két f6 szempont szerint valasztom ki a
legfontosabb megallapitasokat. Egyrészt a torténeti elemzés segit meghatarozni a tovabbi
elemzések targyat: a reformmozgalmak legfébb szerepldit, koztikk nem csak a reformfolyamat
vezetbivel, hanem a reformok hatterében 4all6 matematikusokkal is, akiknek a
matematikafelfogasat a Il. részben elemzem, vagy éppen az 1970-es évek francia
matematikaoktatasi kisérleteinek vezet6éivel, akiknek a munkéssagat a Ill. rész 3. és 5.
fejezetében vizsgdlom meg. A torténeti elemzés mutat meg néhany, a bevezet6ben mar
emlitett szempontot: milyen idészak dokumentumait érdemes vizsgalni, a tanitds mely
szintjeit érinti a reform stb. A torténeti elemzés igazolja ezenkivil azt is, hogy a két reform
vezet6i valoban ugyanabban a nemzetk6zi reformmozgalomban vesznek részt, és szamos
kdzos vonast ez a kozOs hattér magyaraz.

A torténeti elemzés masik fontos célja a reformok politikai, tarsadalmi-gazdaségi,
iskolarendszerbeli, kulturalis és tudoméanyos hatterének feltarasa, annak vizsgalata, hogy az
egyes orszagok reformjanak sajatos torténeti kontextusa hogyan befolyasolja a reformok
sajatossdgait, mennyiben magyardzza a francia és a magyar reform kozott felismerhetd
hasonldsagokat és eltéréseket.

A torténeti hattér elemzése nem korlatozddik az 1960-as és 1970-es évekre: bar a 20.
szazad teljes matematikaoktatas-torténetét nem tanulmanyozhattam, tobb jel mutatott arra,
hogy mind a nemzetkdzi, mind a francia, mind a magyar esetben érdemes a ,,New Math”
id6szakat a megel6z6 szazadforduld matematikaoktatasi reformjaihoz hasonlitani, ahogy azt
tobb matematikaoktatas-torténeti kutatés is teszi (pl. Belhoste, Gispert & Hulin 1996, Gispert
& Schubring 2011). Az ezzel kapcsolatos eredményekre a dolgozat magyar nyelvii
verzidjaban csak egészen roviden fogok utalni. Az 1960-as és ’70-es évek reformjainak
értelmezésehez pedig szuksegképpen figyelembe kellett venni a mésodik vilaghaboru utani
évtizedek politikai, gazdasagi, tarsadalmi valtozésait, és az iskolarendszer ezzel Gsszefliggd
atalakulasat.

A nemzetkozi és a francia torténeti kontextus elemzéseében meglévé matematikaoktatas-
torténeti  kutatdsokra tamaszkodtam, ezek eredmenyeit foglalom 06ssze. A magyar
matematikaoktatassal kapcsolatban viszont alig zajlott ilyen jellegli kutatas. Ebben az esetben

ezért A&ltalanos torténeti és oktatastorténeti forrdsokon kivil elemzésemben eredeti
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dokumentumokra, illetve a reformmozgalom résztvevéinek irdsos ¢és  szobeli
visszaemlékezéseire hagyatkoztam (a kutatds soran készllt interjuk listajat a bibliografia
tartalmazza).

A nemzetkdzi reformmozgalom révid ismertetése utan (82) a fenti szempontok szerint
foglalom Ossze elészor a francia (§3), majd a magyar reform (84) torténeti kontextusaval

kapcsolatos legfontosabb megallapitasokat.

2 A NEMZETKOZI,NEW MATH” MOZGALOM

A matematikaoktatas megujitasanak tgyében mar a 20. szazad elején indult egy nemzetkozi
egylittmiikodés, amely elsésorban Felix Klein nevéhez kothet6. Ezzel 6sszefliggésben alakult
meg tobbek kdzott a ma ICMI (International Commission on Mathematics Instruction) néven
ismert matematikaoktatassal foglalkoz6 nemzetkdzi szervezet. Ebben a 20. szazad eleji
mozgalomban jelentGs szerepet jatszottak a korabeli francia matematikaoktatasi
reformtorekvések, illetve a magyar matematikaoktatas is képviseltette magat, elsdsorban Beke
Man6 személyében. Az el6z6 szazadfordulon egyébként mind Franciaorszdgban, mind
Magyarorszagon jelentés atalakulason ment keresztiil az oktatasi rendszer és azon belul a
matematikaoktatas; a 20. szazad eleji és az 1960-70-es évek reformmozgalmai kozotti
osszefiiggések, hasonldsagok és killonbségek vizsgalata szamos érdekes tanulsaggal szolgal®!.

A két vilaghdborl kozott, részben a Franciaorszag és Németorszag kozotti politikai
fesziltségek miatt a nemzetkdzi egyittmiikodés visszaszorult, a masodik vilaghdbori utan, az
’50-es évektdl kezdve azonban ismét megélénkiilt (Gispert & Schubring 2011). Ekkor indult
meg az a tobb évtizeden 4t zajloé mozgalom, amelyet ,,New Math” vagy ,,mathématiques
modernes” néven szokas emlegetni, és amely, bar az USA-b6l és Nyugat-Eurdpabdl eredtt, a
vilag minden tajan kifejtette a hatasat®?.

A reformmozgalmat szamos kiilonb6zd tényezd motivalta: politikai, gazdasagi, tarsadalmi
szempontok fonodtak Gssze matematikai, pszicholdgiai és pedagdgiai szempontokkal'®. A
,New Math” mozgalom elindulasat szokas az un. ,,Szputnyik-sokkhoz” kétni: a Szovjetunid

1957-ben fellbtte az elsd Szputnyikot, az USA és néhany Nyugat-Eurdpai orszag politikai

A 19-20. szdzad forduldjan lezajlott, matematikaoktatassal kapcsolatos folyamatokrol valamivel
részletesebben irtam a disszertacioé eredeti, francia verzidjaban — e téma kifejtésére azonban a révidebb magyar
verziéban nincs mod.

12 Az Educational Studies 1978-as kotete megkisérel éttekintést adni a vilag kiilonbdzo orszagaiban zajlo
matematikaoktatasi reform folyamatokrdl. A kotetben egyébként egy Magyarorszaggal foglalkozd cikk is
talalhaté (Halmos & Varga 1978)

13 Ezekr6l pl. Gispert 2010 ad attekintést.
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vezetése pedig, attdl tartva, hogy lemarad a hideghaborus technoldgiai versenyben, ebbdl az
eseménybOl azt a kovetkeztetést vonta le, hogy fejlesztenie kell a matematikai és
természettudomanyos oktatast. Azonban az iparosodott tarsadalmakban, gazdasagokban a
hideghaborus versenytdl fiiggetleniil is novekvd igény mutatkozott a matematikailag képzett
szakemberekre (a vasfliggony mindkét oldalan). A mésodik vilaghaborut kdvetd évtizedekben
egyuttal az oktatasi rendszer is szamos tarsadalomban &talakult: az oktatas tomegesedése,
demokratizdlddasa az egyes tantargyak, igy a matematika oktatasa terén is valtozasokat tett
szlikségesse.

Ezekkel a politikai, tarsadalmi, gazdasagi folyamatokkal parhuzamosan a matematikusok
részErdl is megfogalmazodott az igény a matematikaoktatds megreformalasara. A matematika
20. szazadi intenziv fejlodésének koszonhetéen a kozoktatasbeli és az egyetemi matematika
tanterv kozott egyre ndtt a szakadék: az 1950-es évektdl mind matematikusok, mind
matematikatanari szervezetek felszolaltak a matematikaoktatas korszerusitéséért. A ,,modern
matematika” egyik legfontosabb modelljének vilagszerte a francia Bourbaki-csoport miivét
tekintették. Jelentés hatast gyakoroltak tovabba a matematika oktatisara a pszicholdgia
eredményei, kuléndsen Piaget munkassaga, aki maga is felismerni vélt a Bourbaki altal leirt
»,matematikai struktardk” és az altala feltart emberi ,,gondolkodasbeli struktarak” kozotti
osszefuggéseket. Ezenkivil az ,,aktiv pedagdgia” modszerei is fontos szerepet jatszottak a
reformmozgalomban: az 1960-as és ’70-es években szamos altalanos iskoldsok szamara
tervezett tevékenytedtetd matematikaoktatasi eszkoz terjedt el, az un. logikai készlettdl
Dienes jatékaiig.

A matematikaoktatds megujitasaval tobb nemzetkozi szervezet is foglalkozott. A CIEAEM
(Commission internationale pour 1’étude et 1’amélioration de 1’enseignement mathématique)
1952-ben jott létre Caleb Gattegno vezetésével. A szervezetben tdbb francia matematikus is
vezetd szerepet jatszott, koztilk a Bourbaki-tag Jean Dieudonné, a francia egyetemi oktatast
Bourbaki szellemében megujitd6 Gustave Choquet, illetve a francia ,,mathématiques
modernes” reform késObbi vezetdje, André Lichnerowicz is. A szervezet megalapitdsaban
egyébként maga Piaget is részt vett. A CIEAEM els6, 1955-ben megjelent konyvében e
szereplok mindegyike k6z6lt a matematikaoktatas megujitasaval foglalkozo tanulmanyokat.

A CIEAEM mellett a masodik vildghabor( utan az ICME tevékenysége is megélénkiilt.
Ezenkivil tobb nemzetkdzi szervezet foglalkozott a matematikaoktatas kerdéseivel,
kiilondsen az OECD ¢és az UNESCO. A kiilonb6z6 szervezetekben kiilonb6zé szempontok

érvényesultek: mig példaul a CIEAEM az axiomatikus matematika tanitasat helyezte a

29



kozéppontba, az ICME eleinte nagyobb hangsulyt fektetett a tarsadalmi-gazdasagi
szempontokra és a matematika alkalmazasaira (minderrdl 1d. Gispert 2010).

A kiilonboz6 szervezetek szamos nemzetkozi konferenciat rendeztek, a kiilonb6zd oktatasi
kisérletek eredményei nemzetkozi publikaciok révén terjedtek. Franciaorszag, elsdsorban a
CIEAEM-en keresztiil vezet szerepet jatszott az 1960-as és ’70-es években kibontakozo
nemzetkdzi reformmozgalomban. A mozgalom, bar az USA-b6l és Nyugat-Eurdpabdl indult
ki, nem korlatozodott a ,nyugati blokkra™: bar a ,keleti blokk” matematikaoktatasi
reformmozgalmairdl alig érheté el kutatds, a korabeli nemzetkézi publikaciokbol, a
konferenciak résztvevéinek névsorabol jol lathatd, hogy tobb kelet-eurdpai orszag is
képviseltette magat, kulondsen Lengyelorszag Krygovska és Magyarorszag Varga Tamas

személyében??,

3 A ,MATHEMATIQUES MODERNES” REFORM FRANCIAORSZAGBAN: A TORTENETI

KONTEXTUS ELEMEI

3.1 Vitak a matematikaoktatasrol az 1950-es és '60-as években

A franciaorszagi reformot hasonld tarsadalmi-gazdasagi, matematikai és pedagogiai-
pszichologiai jellegli motivumok vezérelték, mint a nemzetk6zi mozgalmat.

A 20. szazad masodik felében a francia oktatasi rendszer jelentGs atalakulason ment
keresztul. A masodik vilaghaboru utdn még fennallt a 19. szazadban kialakult, hierarchizalt,
tobbrétegli oktatasi rendszer, amely az intézményeket kiilonb6z6 ,,rendekbe” (ordre) sorolta.
Az un. ,secondaire” az elméleti jellegli elitképzés helyszine volt, a ,,primaire” a nagyobb
tomegek szamara is elérhetd, gyakorlatiasabb képzést nyljtd oktatds terepe, illetve kiilon
»rendet” képviselt a szakképzés is. A 20. szdzad kdzepén az 5 éves elemi iskola mar egységes
volt, de ezutan a tanulok a kiilonboz6 ,,rendekhez” tartozé intézményekben folytattak
tanulmanyaikat, amelyek konzervaltak a tarsadalmi kilénbségeket (Gispert 2008).

A masodik vilaghabortt kdveté harom évtized fontos politikai térekvése volt a 10-15 éves
tanulok oktatashoz vald hozzaférésének kiszélesitése és a képzés egységesitése: ennek egyik
célja a gazdasag és az ipar altal tAmasztott, képzett munkaerdre vonatkozd igények kielégitése
volt, a masik pedig az oktatas demokratizalasa, egyenld hozzaférés biztositasa az oktatdshoz
minden fiatal szamara, fliggetleniil azok szarmazasatol és lakohelyét6l. Az 1959-es Berthoin-

féle reform egységesitette a kiilonboz6 tipusu intézmények tantervét a felsd tagozaton, az

14 1.d. pl. a CIEAEM honlapjan olvashaté megemlékezéseket. http://www.cieaem.org/?q=node/18
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1975-0s Haby-féle reform pedig bevezette az egységes ,,.collége” intézményét a 6-9.
évfolyamok szadméra. Az 1969-70-es ,,mathématiques modernes” reform tehat ennek az
egységesitési folyamatnak a kontextusaba illeszkedik (I1d. pl. d’Enfert & Kahn 2010, 2011).

Az oktatasi rendszer atalakulasa sokrétii hatast gyakorolt az egyes tantargyak tananyaganak
fejlodésére. Ami az elemi iskolat illeti, a képzés célja itt megvaltozott: mig korabban a
tanuldk tobbsége az elemi iskola végén befejezte tanulményait, amelynek igy a hétkdznapi
életben szikseges gyakorlati tudast kellett biztositania, a tanuldk a reformok kovetkeztében
tovabbtanultak, igy az elemi iskolanak ettdl kezdve elsdsorban a felsébb fokl tanulmanyokra
kellett felkészitenie. Ez lehet az egyik magyarazata a ,,mathématiques modernes” reformban
is a hétkdznapi életre vald utaldsok visszaszorulasanak, és a matematikai fogalomépités
elotérbe helyezésének (Id. pl. III. Rész 3. fejezet). A ,collége” szintjén a tananyag
egységesitése, az egyenld hozzaférés biztositdsa keriilt eldtérbe: a matematikai formadlis
nyelvnek a reformban bet6ltott kozponti szerepe éppen az egységesitd, kontextustol fiiggetlen
jellegével allhat osszefiiggésben (vo. 1. Rész, 111. Rész 4. fejezet). Erdemes hozzatenni ehhez
azt is, hogy a ,,secondaire” rendje, az elitoktatds hagyomanyosan absztrakt, formalis jellegti,
mig a ,,primaire” konkrét, gyakorlatias jellegli volt: a ,,mathématiques modernes” reform altal
képviselt absztrakt matematikaoktatds igy az elit jellegli képzés Kkiterjesztéseként, tehat
egyfajta demokratizalo gesztusként is értelmezheté. D’Enfert és Gispert (2012) szerint
azonban ebben rejlik bevezetésének egyik legfobb akadalya is: a tanarok dontd tobbsége
ugyanis a kordbbi ,primaire” rendben dolgozott, szamukra pedig idegen volt a
matematikaoktatas 0j szemlélete.

Fontos megjegyezni, hogy a matematikdnak a kor francia kultlrdja meghataroz6
jelentdséget tulajdonitott, nem csak, nem is elsdsorban gyakorlati szerepe, sokkal inkdbb a
gondolkodast fejlesztd jellege miatt. A bolcsész- és tarsadalomtudoméanyokban az 1950-60-as
években uralkodd strukturalista iranyzat a matematikat az emberi gondolkodas modelljének
tekintette, s benne latta a modern kultdra alapjait: a matematika igy a latin nyelv
hagyomanyos, kultarat megalapozé szerepét volt hivatott atvenni (Id. pl. Gispert 2008).

Az 1950-es és 160-as evek Franciaorszagaban a korszer(i, modern matematika mintajanak
a Bourbaki alnéven dolgozé csoport miive, A matematika elemei szamitott. Mint lattuk (82),
az ’50-es évektol tobb jelentds francia matematikus is aktivan részt vett a matematikatanitas
megjitasat célul kitlizd nemzetkdzi mozgalmakban. Ok Franciaorszagon beliil is kialltak a
matematikatanitds bourbakidnus szellemben torténd megujitdsa: az axiomatikus modszer
tanitasa, a modern matematikai témak (pl. halmazelmélet, topoldgia) oktatasba vald

beemelése, az algebrai eszk6zok és a modern formalis nyelv eldtérbe helyezése mellett (vo. I1.
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Rész). Torekveseiket aktivan tamogatta a francia kozepiskolai matematikatanarok egyesulete,
az APMEP (Assotiation des professeurs de mathématiques de 1’enseignement public) is. Az
APMEP szeminariumokat, konferencidkat szervezett, oktatasi kisérleteket tamogatott, a
késziilo reformra vonatkozod javaslatokat, allasfoglalasokat tett kozz¢, amelyek jelentds hatast
gyakoroltak az 1969-t61 bevezetett reformra (Id. Barbazo & Pombourcq 2010). Az egyik
legjelentésebb ilyen allasfoglalas az 1968-ban kiadott charte de Chambéry (vo. 1. Rész).

A matematika tananyag megujitasanak kerdései osszekapcsolddnak a tanitasi modszerek
reformjanak igényével is. Ez egyébként nem csak a matematika tanitasara jellemz6: az
iskolarendszer atalakitasaval 6sszefliggésben szamos pedagogiai jellegli reformtorekvés
fogalmazodott meg (1d. d’Enfert & Kahn 2010, 2011). A matematika tanitasaval kapcsolatban
egyébként mar az 1920-30-as évektdl kezdve felmerilt az ,,aktiv pedagdgia” mddszereinek
bevezetése, az 1945-6s tantervi utasitas is el6irja hasznalatukat. A fogalom jelentése azonban
a ,,mathématiques modernes” reform tdmogatdi szdmara némileg atalakult. Az 1945-0s
utasitds az ,,aktiv pedagogiat” egyfajta ,,felfedezteté” modszerként irja le, amely a tanulok
passziv szerepe helyett a tanar és a tanuldk kozotti parbeszédre épitve motivalja a tanuldk
munkdjat, szerepet biztosit nekik a feladatok megoldasdban. A ,,;mathémémaiques modernes”
reform tdmogatoi inkdbb azt hangsulyozzak, hogy a tanul6t a matematikuséhoz hasonld
,kutatoi” pozicioba kell hozni, amelynek réven szerepet kap a matematikai fogalomalkotas
folyamatdban. Ez a megkozelités erdsen ¢épit Piaget pszichologiai kutatdsaira, a
konstruktivista szemléletli pszichologidra. (d’Enfert 2010).

Ezek a pedagogiai-pszichologiai jellegli torekvések elsdsorban az elemi iskolai oktatést
érintik. Az APMEP az also és fels tagozatos oktatas kozti koherenciat keresve az 1960-as
évektdl az elemi iskolai oktatas kérdéseire is Kiterjesztette tevékenységét, a francia pedagogiai
intézetben (IPN, késébb INRP) pedig Nicole Picard vezetésével kezdddtek
matematikaoktatasi kisérletek, amelyek tobbek kozott Piaget, Gattegno és Dienes
elgondolésaira épitettek.

A franciaorszagi reform el6készitésében tehat szamos kiillonboz6 szerepld vett részt

sokreétli, részben Osszefiiggd, de egymasnak néha ellentmond6 torekvésekkel.
3.2 A,mathématiques modernes” reform

1966-ban André Lichnerowicz vezetésével létrejon egy minisztériumi bizottsag, amelynek
feladata a reform eldkészitése. A bizottsag tagjai eleinte elsdsorban matematikusok, egyetemi

¢s gimnaziumi tanarok. A bizottsag 1étszama gyorsan novekszik, egy idében a 40-et is eléri,
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tagjai kozott megjelennek fizikusok és fizikatanarok, szakfeliigyel6k, elemi iskolai tanitok, a
szakképzés, az ipar és a konyvkiadok képviseléi. A matematikusok azonban a bizottsag
munkdja soran végig dominans szerepet toltenek be (d’Enfert & Gispert 2011, 33. o).

A Dbizottsag altal elokészitett tantervet 1969-t61 kezdve fokozatosan, évfolyamrol
évfolyamra vezetik be a 6. és a 10. osztalytdl (a colleége és a kozépiskola elsé évfolyamatol
kezdve). A bizottsag munkaja késébb terjed ki az elemi iskolara, amelynek 10j tanterve 1970-
ben kertl bevezetésre.

A reformmal Osszefiiggd tanarképzés és —tovabbképzés elokészitése is bekertil a bizottsag
feladatai kozé: az APMEP javaslatait kovetve, 1968 6szén hozzak 1étre az els6 IREM-eket
(Institut de recherche de 1’enseignement des mathématiques), eldszor Parizsban, Lyonban és
Strassburgban, majd évrdl évre egyre tobb varosban. Ezek az intézmények, amelyekben
matematikusok, = matematikatanarok, pszicholdégusok dolgozhatnak egyutt vegyes
munkacsoportokban, az alapitok szandéka szerint egyszerre szolgalnak a reformmal
kapcsolatos tovabbképzéseknek és a reform tovabbfejlesztésének szinhelyéll (Barbazo &
Pombourcq 2010).

A Lichnerowicz-bizottsdg megalakulasakor a reform terve a matematikaoktatasban érintett
szereplok korében széleskorli tamogatasnak orvend. A tantervek — és kulondsen a 8. és 9.
osztalyos tanterv — megjelenését azonban egyre hevesebb vitdk ovezik. Szakszervezetek,
tanaregyesiiletek, a bizottsag tagjainak egy része is kifejezi nemtetszését. A vita odaig fajul,
hogy 1972-ben a sajtd egy tanitdé ongyilkossagat is a reform hatasanak tulajdonitja (d’Enfert
2011, 73. 0.). A bizottsag végll 1972-ben, Lichnerowicz lemondasa utan felfliggeszti
munkdjat (d’Enfert & Gispert 2011).

3.3 Areform utéélete az 1970-es években

Az eredeti tervek szerint a ,,mathématiques modernes” reform hosszabb tavd, fokozatos
tantervmaodositasokon keresztul alakulé folyamat lett volna. Fokozottan igaz ez az elemi
iskolai tantervre, ahol a szerzOk a szakszervezetek kérésének megfelelden hangsulyozzak a
korabbi tantervekkel val6 folytonossagot, az ujitasok fokozatos bevezetését, a lassi atmenetet.
Az 1969-70-es tantervet 6vezd vitak eredményeként azonban a reformot sokan kudarcként
itélik meg™ — az (j, 1977-es tanterv tobb kérdésben (killondsen az axiomatikus modszer és a
formalis nyelv szerepének megitélésében) is elhatarolodik a ,,mathématiques modernes”

reformtol.

15 Ld. pl. (Walusinsky 1986, Bkouche, Charlot & Rouge 1991).
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A reform koriil kialakult, a matematikaoktatas fejlesztését célul kitliz6 mozgalom azonban
tovabb fejlodik (err6l 1d. pl. Barbazo & Pombourcq 2010). Az 1970-es évek sordn sorra
nyilnak az IREM-ek, amelyek a matematikatanar-tovabbképzes biztositdsa mellett sz&mos
matematikaoktatasi kisérletnek is helyet adnak, és az elsé matematikadidaktikai kutatasok
helyszinélil szolgalnak. Guy Brousseau példaul ilyen kortlmények kozott, a Bordeaux-i
IREM, illetve az Ecole Jules Michelet-ben kialakitott kisérleti iskola kotelékében dolgozza ki
a francia didaktika egyik elsé és meghatarozo elméletét, a Didaktikai Szituaciok Elméletét
(Brousseau egyik ’70-es évekbeli kisérletét a I1l. Rész 5. fejezetében elemzem). A francia
pedagdgiai intézetben, az INRP-ben is tovabb folynak a ’60-as években megkezdett
kutatasok: az itt végzett kisérleti munka eredményeként jelennek meg 1977-t61 kezdve az
ERMEL-kotetek, amelyek nem csak kutatasi beszamoloként, hanem tanéri kézikdnyként is
szolgalnak elemi iskolai tanitok szamara (vo. 11l. Rész 3. fejezet).

Igy elmondhatd, hogy bar maga a ,,mathématiques modernes” reform nem volt hosszii
¢letl, és torekvéseinek csak egy része épiilt be tartésan a francia matematikaoktatisba, a
reform kordl kialakult, a matematikaoktatas fejlesztését célz6 mozgalom hosszutavon is
fennmaradt, és a matematikaoktatds folyamatos fejlesztésén tal a matematikadidaktikai

kutatasok létrejottében is szerepet jatszott.

4 VARGA TAMAS REFORMJA MAGYARORSZAGON: A TORTENETI KONTEXTUS ELEMEI

4.1 A torténeti kontextus néhany eleme

A magyar matematikai kultdra és a matematikaoktatas a 19. szazad utolsd évtizedeiben és a
20. szazad elején indult latvanyos fejléddésnek: mig a 19. szdzad kdzepéig csupan elvétve
zajlott Magyarorszagon nemzetk4zi szinten is jelentés matematikai kutatas, a 20. szazadi
magyar matematikatorténet bdvelkedik vilagszinvonali matematikusokban. A disszertacid
magyar verzidjaban nem tudok Kitérni arra, hogyan befolyasolhatta ez a szazadforduldn
kialakul6 matematikai kultura Varga Tamas reformjat — csupan utalas-szinten jegyzem meg,
hogy a Varga Tamast timogaté matematikusok szamos alkalommal hivatkoznak példaul Beke
Manoéra vagy Fejér Lipotra, Varga Taméas pedig reformjat részben a Felix Klein-féle
fliggvénykdzpontl matematikaoktatasi reformprogram (vo. 82) o6rokdsének tekinti (Varga
1975, 5-6. 0.). A Varga Taméas-reform tobb jellegzetes vonasa is legalabb az el6z6
szazadforduld ota jellemzi a magyar matematikai Kkulturat, ideértve példaul a

problémamegoldas kdzponti szerepét, a kreativ gondolkodasra helyezett hangsulyt, vagy a
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szemleletessegre valo torekvést. A 20. szazadi magyar matematikai kultara kialakulasanak
korulményeit, tarsadalmi, gazdasagi és kulturalis hatterét tobb tanulmény is vizsgélta — e
torténet mélyebb feltardsa attételesen a Varga Tamés-reform megeértéséhez is kdzelebb
vihet.16

A reform ennél kdzvetlenebb torténeti kontextusat azonban a masodik vilaghaborat kovetd
évtizedek jelentik. E dolgozat keretében nem &ll modomban, hogy a korszak politikai,
tarsadalmi, gazdaséagi valtozasait és ezek reformra gyakorolt hatdsat a teljesség igényével
prébaljam meg feltarni — disszertdcidmban csupan néhany olyan jelenségre kisérlem meg
felhivni a figyelmet, amelyek a VVarga Tamas reform sajatossagaira hatast gyakorolhattak, és
amelyek segitenek a francia reform torténetével val6 ésszehasonlitasban.

E tényez6k kozil mindenckel6tt az oktatasi rendszer 1946-os reformjat kell
megemlitenem. A masodik vilaghaborat koveté rovid demokratikus idGszak egyik
meghatarozo térekvése az oktatasi rendszer demokratikusabba tétele, az egységes 8 osztalyos
altalanos iskola létrehozasa volt: a francia collége torténetéhez hasonlitva igy
Magyarorszagon joval korabban, mar a ’40-es években 1étrejott az egységes felso tagozat. Bar
Varga maga is hivatkozik e reform jelentdségére sajat programjanak elézményei kozott
(Halmos & Varga 1978, 225. 0.), az 1960-as és ’70-es évek matematikaoktatasi
reformmozgalma valdjaban mér egy masik, az oktatasi rendszert érint6 folyamat keretei kozé
illeszkedik. Amint azt Bathory (2001) kifejti, az *50-es évek szigord kdzpontositasa és
ideoldgiailag meghatarozott oktatasiranyitasa utan a *60-as évektdl, és kiilondsen egy 1972-es
parthatarozattdl kezdve megindult az oktatasi rendszer lassu, Ovatos liberalizacidja. Az
oktatas fejlesztésében a korabbinal tobb szakmai miihely kapott szot, elsésorban az Orszagos
Pedagdgiai Intézet (OPI) és a Tudomanyos Akadémian létrehozott oktatasligyi bizottsag
keretei kozott. Az 1972-es parthatarozat tébbek kozoétt a korabbinal rugalmasabb tanterveket
és tobb alternativ, valaszthatd tankonyvet javasol; a kommunista ideoldgia szerepe csokken,
ehelyett nagyobb teret kapnak a szocioldgiai szempontu megfontolasok, példaul a tarsadalmi
mobilitassal kapcsolatos kérdések. Latni fogjuk, hogy Varga Tamas reformprogramja ebbdl a
szempontbol uttérének tekinthetd: mar az 1960-as évekt6l minél nagyobb tanari autondomiara,
rugalmas, a tanuldk szikségleteinez igazodd tantervre, differencidlasra, az egyéni

kilénbségek figyelembevételére torekszik.

16 A disszertacio francia nyelvii véltozatéban, illetve egy angol nyelvil tanulmanyban (Gosztonyi megjelenés
alatt) bévebben is kitérek ezekre a kérdésekre. A szazadforduldé magyar matematikai kultrajardl 1d. pl. (Békés
2004, Frank 2011, Hersh & John-Steiner 1993)
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4.2 Magyar matematikusok a Karacsony-kérben

A masodik vilaghaborat kovetd demokracia éveiben szamos civil, kulturalis és értelmiségi
mozgalom kelt életre. A korszak egyik jelentds szervezddése az a Karacsony Sandor koriil
(valéjaban mar evekkel korabban) kialakult értelmiségi kér, amely az oktatas- és nevelésiigy

t1. A Karacsony-kér munkajaban tobb jelentés magyar

kiilonb6zo problémaival foglalkozot
matematikus is részt vett, példaul Kalmar Laszl6, Péter ROzsa, Surdnyi Janos, és a fiatal
Varga Tamas is; de Karacsonnyal kapcsolatban volt a fiatal Lakatos Imre, illetve a késdbbi
matematikatorténész Szab6 Arpad is. Az emlitett matematikusokat és matematikaval
foglalkozd gondolkoddkat sokrétii baratsag és szakmai kapcsolatok kotik ossze, amelyeknek
1950-t8] kezdve a Rényi Alfréd vezette Matematikai Kutatéintézet is terepet adott.'® Lakatos
és Szabd munkassaganak forrdsait vizsgalva tobben is ramutattak méar e kapcsolatok
jelentdségére, kiillonosen Kardcsony és Kalmar kapcsolatat, illetve az ¢ Lakatosra gyakorolt
hatasukat emeli ki Gurka (2001), Mété (2006) és Szab6 (2013).
Kardcsony a kommunista
diktattra megszilérdulésa utan, Kapcsolati halé a vizsgalt matematikus-kozosségben

az 1940-es évek végétdl kezdve Kardcsony S. <= == _
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Kalmar L. Pélya G. AN

,;nemkivanatos személynek”
mindsiilt, ¢és Varga Tamas
irasaiban ennek megfelelden igen

kevés utalast taldlunk L akatos 1. Szabb A

A5 /
e \
’ \ i
‘ < Rényi A.
7/ /
Varga T.

személyére. Varga fiatalkori

levelezésében azonban

rendszeresen felbukkan

Karacsony neve (Id. Szabd

2005), és mind kollégai, mind

csaladtagjai alatdmasztjak  I.1. abra: Kapcsolatok, hatasok a vizsgalt személyiségek kozott,
a Karéacsony-korben és a magyar matematikus-kézdsségben. A
Karacsony szerepét Varga Tamas normal nyilak az elsédleges és mdsodlagos forrdsok dltal
alatamasztott hatasokat jelzik, a szaggatott nyilak a feltételezhetd
hatasokat.

17 Karacsonyrol és a Karacsony-korrél bévebben 1d. (Kontra 1992). Kalmar, Péter Rézsa, Varga részvételérdl
a Karacsony korben Kontra (1992) ir, Suranyi Janos részvételérdl pedig a fiatol Surdnyi LaszI6tél értesiiltem
(2013. december 29.).

18 Kalmar példaul rendszeresen tartott itt szeminariumokat; mind Lakatos, mind Szabé az intézet munkatarsa
volt hosszabb-rovidebb ideig. Lakatos 1953-t6l 1956-0s emigraldsaig: Varga és Rényi megbizasabdl ekkoriban
forditotta magyarra Polya Gyorgytdl A gondolkodas iskolajat. Szabé Arpadot pedig 1957-ben, az ELTE
kényszert elhagyasa utan hivta Rényi a Matematikai Kutatointézetbe. Suranyi Janos pedig a Intézetben miikddo,
a specialis matematikatagozat tantervéért felelés munkacsoport vezetSje volt, amely Varga Tamas OPI-beli
csoportjaval is szorosan egyiittmiikodott.
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gondolkodasanak fejlédésében.'® Kalmar, Péter Rozsa, Rényi szerepe ennél konnyebben
azonosithatd: tobbé vagy kevéshé kozvetlenul, de mindannyian kiéllnak Varga Tamas
reformprogramja mellett, 6 pedig tobb helyen is szot ejt a reformra gyakorolt hatasukrol (pl.
Halmos & Varga 1978, 226. 0).

Kalmér, Péter Rozsa ¢és Rényi tobb jelentds, maig rendszeresen kiadott
matematikanépszerisitd miivet irtak, Kalmar pedig egy-ket kifejezetten matematikafilozofiai
témaju irasnak is szerzdje. A disszertacio II. Részében ezen irdsok elemzésével kisérlem meg
rekonstrualni azt a sajatos matematikafelfogast, amelyet ez a csoport képvisel —a 111. Részben
pedig arra igyekszem ramutatni, hogy ez a matematikafelfogas Varga reformjara is jelent6s

hatéast gyakorolt.
4.3 Varga Tamas Kisérletei és az 1978-as magyar reform

A Varga Tamias vezette ,komplex matematikaoktatdsi reformkisérlet” kozvetlen
elézményeként mind 6, mind kollégai két eseményt jeldlnek meg: egyrészt Dienes Zoltan
1960-as budapesti eléadassorozatat, masrészt az UNESCO altal 1962-ben Magyarorszagon
rendezett szimpoziumot (pl. Klein 1980, 30-31. 0., Szendrei 2007). Varga Tamas, aki mar a
’40-es évek 6ta foglalkozott tankdnyvirassal és probalkozott matematikaoktatasi kisérletekkel,
ekkor ismerkedik meg a nemzetkdzi ,,New Math” mozgalom torekvéseivel és addigi
eredményeivel. A szimp6zium utan a belga W. Servais-vel egyiitt 6t kérik fel, hogy készitse el
szimpozium a konferenciakdtetét: ez a munka aztdn nemzetkdzi ismertséget hoz a szamara,
amelynek koszonhetden az 1960-as évek végétél szamos orszagban megfordul és publikal?,
beleértve Franciaorszagot is (vo. Ill. Rész, 5. Fejezet).

A ,komplex matematikaoktatas” cimet viselé kisérletsorozat az UNESCO-szimpdziumot
kovetd évben, 1963-ban indul egy budapesti altalanos iskola két elsd osztalyaban. A kisérleti
folyamatba évrdl évre jabb osztalyok, iskolak kapcsolddnak be, elészér Budapesten, majd
vidéken is. 1967-t6l a kisérlet a felsd tagozatra is kiterjed. A Kisérleti osztalyok szama
gyorsuld iitemben n6é, 1971-re mar mintegy 100 iskola vesz részt a programban (a kisérletek
torténetér6l bovebben 1d. pl. Klein 1980, 31-32. 0).

A Kkisérletet az Orszdgos Pedagdgiai Intézetbdl irdnyitja Varga Tamas. Kozvetlen
munkatarsai eleinte Gador Endréné és Palfy Sandor (Szendrei 2005, 428. 0.), majd a

csoporthoz tobb frissen végzett fiatal tanar is csatlakozik: Halmos Maria és C. Neményi

1% Halmos Maria (interji 2013 januar 3-an), ill. a csaladtagok beszamoldja egy a Varga-fivérekrdl szolo
szeminariumon (2013. december 10. Id. http://pedagogiai-tarsasag.hu/?p=3913).

20 A kandidatusi értekezéséhez (Varga 1975) készllt 6néletrajzabol és bibliografiajabol tobbek kozott angol,
francia, olasz, amerikai, kanadai, lengyel kapcsolatok olvashatok ki.
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Eszter Varga legktzelebbi munkatarsaiva valnak, és a reform szamos tankonyvének, tanari
kézikonyvének 6k a szerz6i. Egyikiik az OPI-ban alakult csoportban dolgozik, mig masikuk a
kordbban mar emlitett, a Matematikai Kutatointézetben miikk6d6 és Suranyi Janos vezette
csoport munkatarsa.

Varga reformkisérlete nem az egyetlen matematikaoktatasi kisérlet az 1960-as évek
Magyarorszagan (Id. pl. Forrai et al. 1972). A legismertebb alternativ projekt talan Lénard
Ferenc ,,variacios modszere” (Lénard 1972). 1968-ban Szendrei Janos vezetésével létrejon
egy minisztériumi bizottsag, amelynek feladata, hogy megvizsgalja a folyamatban 1évé
kisérleteket, ¢és ezek alapjan javaslatot dolgozzon ki a matematikaoktatds orszagos szintii
reformjara. A bizottsdg Varga Tamas komplex matematikaoktatdsi kisérletét valasztja a
leendé reform alapjaul, erre épitve dolgoz ki 1972-ben egy ideiglenes tantervet.?! Az
ideiglenes tantervet a kovetkezd években fokozatosan egyre tobb iskola vezeti be, majd 1978-
tol valik kotelezOvé minden iskola szamara.

A reform bevezetését szamos, gyakran igen heves vita kiséri.?? Ugyanakkor Varga Tamas
széleskorli tamogatast élvez, tobbek kozott a kordbban mar emlitett akadémiai bizottsag
matematikai albizottsaga is kiall a koncepcioja mellett (,,Fehér konyv” 1976, 1. o). Béar a
magyar reform a *80-as évekt6l szintén szamos modositast, korrekcidt ért meg, és alkotoi csak
korlatozottan latjak sikeresnek®, tgy tiinik, mégis maradandobb a hatdsa, mint francia
megfeleldjéé. Az altalanos iskolai tanterv, az alsé tagozatban hasznalt munkalapok szamos
eleme a 2000-es évekig folytonossagot mutat Varga tantervével (ld. pl. Palfalvi 2000). Varga
Tamas miivét ma a magyar matematikaoktatdsi szakemberek jelentds része értékes,
megdrzendd orokségnek tekinti. Egykori kollégai szerint a részleges kudarc oka nem annyira
a reformprogram sajatossagaiban, inkdbb a rugalmatlan iskolarendszerben és a tanarok
felkészitésének elégtelenségében rejlik: ezek a tényezdk tették sziikségessé a *80-as évektdl
bevezetett kompromisszumokat.

A reform ut6életének alaposabb vizsgélata tovabbi elemzést igényelne. A francia
,,mathématiques modernes” reformmal valé 0sszehasonlitas mindenesetre felveti a kéerdeést,
minek koszonheté a ’70-es évek reformjaval vald nagyobb folytonossag Magyarorszagon,
mint Franciaorszagban, miért évezi maig nagyfokl egyetértés Varga Tamas elképzeléseit,

mikdzben a magyar reformprogram kritikus tovabbfejlesztése — ellentétben a francia

2L A bizottsag munkajaval kapcsolatos informaciok a bizottsag egyik tagjatol, Palmay Léranttol szarmaznak
(2012. jalius 26.)

22 1.d. pl. az OPI munkacsoportjanak egy cikkét (1983), amely egy hosszi, a Koznevelés c. folyoirat lapjain
foly6 vita lezarasakent jelent meg.

23 Interjl Halmos Mariaval, Kovacs Csongornéval és Csahoczi Erzsébettel (2013. november 10.).
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didaktikai kutatasok ’70-es évek Ota toretlen dinamikajaval — Magyarorszagon alig valosult
meg? E kérdésekre e disszertacio keretében nem kisérelhetek meg vélaszolni: ugyanakkor a

I1l. Rész didaktikai elemzeései ravilagitanak majd a reformok néhény olyan sajatossagara,
amelyek kozrejatszhatnak e jelenseg magyarazataban.
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II. RESZ
EPISZTEMOLOGIA: MATEMATIKAFELFOGAS ES
MATETEMATIKATANITASROL VALLOTT ELKEPZELESEK A
REFORMOK HATTEREBEN
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1 BEVEZETES?4

A torténeti elemzés megmutatta, hogy mind Franciaorszagban, mind Magyarorszagon tébb
matematikus is részt vesz a reformmozgalomban: Franciaorszagban aktivabb szerepet
jatszanak kutatd matematikusok, Magyarorszagon inkabb a hattérbdl tadmogatjak Varga
Tamas reformkisérletét. Hatasuk megnyilvanul a reform tantervének tartalmaban (erre a IlI.
rész 4. és 5. fejezetében latunk majd példat), de legaldbb ennyire érinti a matematika
természetével kapcsolatos elgondolasokat is, amelyek, mint lattuk, a reform korali vitak egyik
meghataroz6 témajat alkotjak.

A 11, részben azt vizsgalom, milyen matematikafelfogast képviselnek a francia és a magyar
reform hatterében &ll6 matematikusok. A 11l. rész elemzesei fognak ramutatni, hogyan
befolyasolja ez az episztemologiai hattér a két reform didaktikai jellemz6it. Hangstlyoznom
kell ugyanakkor, hogy nincs sz6 az egyes orszagok sszes matematikusara jellemz6, homogén
felfogasrol: mint azt az I. részben lattuk, a reformmozgalmat mindkét vizsgalt orszagban
intenziv vita Kiséri, és ez részben a matematikafelfogast is érinti. A matematikus-k6z6sségnek
csupan egy része tamogatja a megvaldsuld reformokat: itt csupan annak a néhany
matematikusnak a matematika termeszetével és tanitasaval kapcsolatos elgondolasairdl lesz
sz0, akik a francia illetve a magyar reform legelkotelezettebb tAmogatoi, €s akik — a torténeti
elemzés megallapitasai szerint — a legnagyobb hatast gyakoroltak ezekre.

Franciaorszagban mind korabeli forrasok, mind torténeti elemzések a Bourbaki-csoportra®®
vezetik vissza a ,,mathématiques modernes” reformra jellemzé matematikafelfogast (pl.
APMEP 1968, Barbazo & Pombourcq 2010, Gispert 2010). Valdjaban azonban a Bourbaki-
csoport tagjai nem képviselnek egységes véleményt ebben a kérdéshen.?® A Bourbaki-csoport
kevéssé foglalkozott a kdzoktatas reformjaval, leginkdbb Dieudonné vallalt aktiv szerepet a

folyamatban, akit Corry (2001) Bourbaki legfébb ,,sz6vivdjének” nevez, és aki az oktatastol

24 A Varga Tamas-reform episztemologiai héatterének elemzésérdl szo16 fejezet egy korabbi véltozataért Id.
(Gosztonyi 2013).

% A Nicolas Bourbaki alnév mogott rejt6z8 csoportot 1935-ben hozta létre néhany fiatal matematikus,
eredetileg azzal a céllal, hogy kozGsen korszerli egyetemi analizis-tankdnyvet irjanak. Alapité tagjai Claude
Chevalley, Jean Dieudonné, René de Possel, Henri Cartan, Szolem Mandelbrojt, Jean Delsarte, André Weil,
a fizikus Jean Coulomb és Charles Ehresmann (Houzel 2004, 53. 0.). A projekt azonban hamar kinétte eredeti
kereteit, és a csoport munkassaganak kozéppontjaba az Eléments de mathématique cimii, a matematika
legfontosabbnak itélt teriileteit atfogd rendszerezé értekezés irasanak a programja keriilt. Az Eléments koteteit
évtizedeken keresztiil jelenttette meg a fokozatosan valtozo Osszetételli csoport, ezen keresztill meghatarozo
szerepet toltve be a matematika 20. szazadi fejlédésében, kiillondsen az 1950-60-70-es években.

% Episztemologiai szempontbol a legtdbbet hivatkozott forras valésziniileg a Bourbaki neve alatt 1948-ban
megjelent, Dieudonné &ltal fogalmazott L ‘architecture des mathématiques cimii programadd iras — ugyanakkor a
szintén Bourbaki-tag Weil ugyanabban a gyljteményes kotetben megjelent cikke Iényegesen mas
matematikafelfogast képvisel.
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fliggetlendl is szdmos programado irasban fejtette ki a matematikardl alkotott véleményet. A
reformfolyamatban legaktivabb matematikusok rajta kivill Gustave Choquet, aki maga nem
Bourbaki-tag, de igen kdzel allt a csoporthoz — annyira, hogy Revuz (1996, 75. 0.) szerint
neki koszonhet6é a Bourbaki-féle analizis bevezetése az egyetemi oktatasba az 1950-es évek
soran —, illetve André Lichnerovicz, aki a reformot el6készitd bizottsag vezet6je. A francia
reform episztemoldgiai hatterének leirdsahoz a témarol szol6 néhany torténeti elemzés mellett
¢ harom matematikusnak a matematika természetérdl és tanitasardl sz6lo irdsait veszem
figyelembe.

Amikor tehat a tovabbiakban ,bourbakidnus” matematikafelfogasrol beszélek, ez a
kifejezés nem a Bourbaki-csoport eredeti elképzeléseire utal — amelyeket nem vizsgalok, de
amelyekrél tudhatd, hogy nem egységesek — hanem arra a matematika-képre amelyet a
reform aktiv résztvevéi Bourbaki Elemeibdl és a fent emlitett matematikusok programado
irasaibol maguknak megalkottak, és a reform szdmara kdvetendd mintaként tliztek ki.

A magyar reform hatterében nem all olyan expliciten megnevezett matematikus-csoport,
mint amilyen Bourbaki a francia esetben. Ugyanakkor Varga Tamés tobbszor is hivatkozik
matematikus-tdmogatoira, tobbek kozott Kalmar Laszlora, Péter Rozsara, Rényi Alfrédra,
helyenként Hajos Gyorgyre, Turan Palra stb. Pélya Gyorgy mint a reform egyik {6 inspiracios
forrésa jelenik meg, Suranyi Janos pedig maga is az egyik matematikaoktatéas fejlesztésével
foglalkozé kutatdcsoport vezetdje (1d. 1. Rész).

Mint azt az I. részben lattuk, tobb tanulmany (Gurka 2001, Méaté 2006, Szabo6 2013) is felhivta
mar a figyelmet arra, hogy a fenti matematikusok kozil tobben (Kalmar Laszlo, Péter Rézsa,
Suranyi Janos, illetve maga a fiatal Varga Tamas) részt vettek az 1940-es években a
Karacsony Sandor korul kialakult, nevelési kérdésekkel foglalkozd koér munkajéban.
Ugyanezek a matematikusok fontos tamogatdi voltak az 1960-70-es években Varga Tamas
altal vezetett matematikaoktatasi reformprogramnak. Ugyanakkor a fent emlitett tanulmanyok
alapvetéen nem matematikaoktatassal foglalkoznak: Maté Andras Szabd Arpad és Lakatos
Imre munkassaganak 6sszefuggeseit elemzi, és helyezi el abban a szellemi kézegben, amelyet
az 1940-es években Karacsony Sandor kérnyezete (akivel mindketten kapcsolatban alltak),
késobb pedig a Rényi Alfréd alapitotta Matematikai Kutatdintézet jelenthetett; Gurka Dezs6
Lakatos matematikafiloz6fidjanak magyarorszagi el6zményeit vizsgalva Karacsonynak, a
Karacsony-kor néhany tagjanak és kulonosen Kalmar Laszlonak a Lakatosra gyakorolt
feltételezhetd hatasat elemzi, Szabd Maté pedig a Karacsony és Kalmar elgondolasai kozotti
osszefliggéseket vizsgalja. Ezek a tanulmanyok egyrészt arra mutatnak ra, hogy az emlitett

matematikusoknak a matematikardl vallott nézetei szdmos ponton rokonsagot mutatnak
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Lakatos illetve Szabo elméleteivel (s kuléndsen Kalmar elképzelései tébb szempontbdl is a
lakatosi matematikafilozofia elézményeinek tekinthetk); masrészt arra, hogy a matematika
természetérdl illetve matematikaoktatasrol folytatott elmélkedésiiknek a Karacsony-kér mar
az 1940-es években kozos terepet biztositott.?’

Kalmar, Péter Rézsa és Rényi is szamtalanszor felszolaltak matematikatanitassal
Osszefiiggd kérdésekkel kapcsolatban, ¢és mindharmuknak jelentek meg kilonféle
nagykozonségnek  sz6l6, maig  sikeres  matematikanépszerlisité ~ irdsai  is.?®
Matematikafelfogasuk elemei nagyrészt a matematikatanitassal kapcsolatos, illetve a fent
emlitett matematikanépszertisitd jellegli irasaikbol olvashatoak ki.?® Ezen irasokat elemezve
azt igyekszem megmutatni, hogy e gondolkod6i koér matematikafelfogésa és
matematikatanitassal kapcsolatos elképzelései koherens koncepcidt alkotnak, amely azonban
lIényegesen eltér a francia reform mogott huzodo ,bourbakianus” felfogastol, és amelyet —
Pdlya és Lakatos nyoman — , heurisztikusnak” fogok nevezni.

Az eddig emlitett szerzékon kiviil bevonom az elemzésbe Polya Gyorgy néhany miivét is,
annak ellenére, hogy Pdlya tudomanyos palyajat kilféldon futotta be, és igy nyilvanval6an
nem vehetett részt sem a Karacsony-korben, sem a 20. szazad masodik felének magyar
matematikai  kOzéletében. Tanulmanyait azonban még Magyarorszagon Vvégezte,
heurisztikarol, problémamegoldasrdl alkotott elgondolésai szoros rokonsagban latszanak allni
a kordbban emlitett matematikusok felfogasaval, s miivei késébb nemcsak Lakatos
hatést gyakoroltak.*°

A ,heurisztikus” matematikafelfogas fobb principiumainak azonositasa utan Péter Rozsa
Jaték a végtelennel cimli miivének példijan vizsgalom azokat. Péter Rodzsa

matematikanépszerisitd konyve nem csak rendkivuli hazai és nemzetkozi sikere miatt fontos

27 Karacsony személyes, e matematikusokra gyakorolt hatasarol ugyanakkor keveset tudunk, bar Kalmar
Laszl6 és Varga Tamas levelezésében is talalhatd arra vonatkozd utalds, hogy a Karacsonytél tanultak sokat
jelentettek szamukra. Gurka és Szabo kisérletet tesznek arra, hogy Kardcsony feltételezhetd hatasdnak néhany
elemét rekonstrudljak (Gurka 2001, Szab6 2013), erre ki fogok még térni a késGbbiekben.

28 pontosabban Kalmarnak inkdbb a matematikai témakat szemléletesen, kozérthetd modon magyarazod
levelei ismertek, melyeknek csak egy része, és csupan Kalmar halala utan jelent meg nyomtatasban, elsdsorban
az Integrallevél cimii valogataskotetben. Péter Rozsa Jaték a végtelennelje a matematikanépszeriisit irodalom
tobb nyelvre leforditott és szdmtalanszor kiadott, igazi klasszikusa; Rényi kiilonb6z0, nagykozonséghez sz61o
frasai kozll pedig, melyek tobbek kdzott az Ars mathematica cimii gyiijteményes kotetben jelentek meg, talan a
Dialdgusok a matematikarol és a Levelek a valosziniiségrdl a legjelentésebb.

% Ez aldl kivételt képez Kalmar 1967-es tanulmanya, egy Londonban, Lakatos altal szervezett
matematikafilozofiai konferencian elhangzott eléadas szovege.

30 Maté Andras felhivja a figyelmet arra, hogy éppen Lakatos forditotta A gondolkodas iskolajat magyarra az
50-es években Rényi kutatbintézetének munkatarsaként, a forditast aztdn Varga Tamas ellendrizte és adta ki
1957-ben (Maté 2008). Egyrészt Lakatos ekkor ismerkedett meg Pdélya munkassagaval, amely kés6bb nagy
hatast gyakorolt tudomanyfilozéfidjara, masrészt ez a forditas tette lehetévé, hogy A gondolkodas iskolaja a
magyar matematikaoktatassal foglalkozok korében is kdzismertté valjon.
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példa elemzésem szamdra, hanem azert is, mert az 1978-as reform tankonyvei €s tanari

kézikonyvei expliciten hivatkoznak ré (Id. I11. Rész 3. fejezet).

2 FRANCIAORSZAG ES A ,,BOURBAKIANUS” MATEMATIKAFELFOGAS

2.1 A ,bourbakianus” matematikafelfogas

2.1.1 Az axiomatikus modszer és a matematikai struktiurak

Dieudonné 1948-ban, Bourbaki neve alatt, L architecture des mathématiques cimmel
publikélta azt a cikket, amely Bourbaki talan legismertebb programado irasava valt (Corry
2001, 25. 0.). A cikk a matematika egységének problémajabdl indul ki, utalva a matematikai
kutatdsok szdmanak rendkiviil gyors novekedésére. Az ,,axiomatikus mddszer” elsGsorban
erre a problémara adott valaszként jelenik meg: lehetdvé teszi ugyanis a matematika dgainak a
korabbinal joval koherensebb rendszerezését (Bourbaki 1948, 37. 0.). A mddszer abban all,
hogy egy matematikai elmélet targyainak megvilagitjuk azokat az alapvet6 tulajdonsagait,
amelyekbdl kiindulva az dsszes tobbi tulajdonsag tételként levezethetd. Majd ezen elsddleges
tulajdonsagokat axiomaként tekintve olyan formalis axidomarendszer épithetd, amely az
eredeti matematikai ,targyak” egyéb sajatossagait mar nem veszi figyelembe, és igy az
elmélet barmely mas, hasonld alapvetd tulajdonsagokkal rendelkezd targyra kiterjeszthetd.
(Bourbaki 1948, Corry 2001 26-27. 0.)

Corry ramutat, hogy ez az Un. ,,axiomatikus modszer”, amelyet Bourbaki — nem egészen
indokoltan — Hilbertre vezet vissza, nagyjabol megfelel az Eléments-ban kdvetett modszernek.
These books present the various domains discussed on them as defined by a list of apparently
meaningless axioms, and all the results are derived with reference only to these axioms, while
explicitly excluding any kind of motivation or intuition. The trademark of these texts is that they
exclude any external references (though there are many cross-references) as well as any
reliance on figures, even in domains which are so strongly geometrically motivated as
topology. The axiomatic image of mathematics more closely associated to the name of Bourbaki —
and the one | will refer to here — is the image according to which mathematics is a series of formal
theories, at the basis of which stand axioms without any specific, intuitive meaning, and the
results of which are supported by formally constructed proofs without any appeal to external

intuitions. (Corry 2001 pp. 27-28)
Bourbaki felfogasaban az axiomatikus modszer szorosan kotédik a ,,matematikai struktara”
fogalmahoz, bar a két fogalom nem teljesen azonos. Corry (2001, 29. 0.) hangsulyozza hogy

mig az elébbi Hilbertre vezethetd vissza, az utobbit Van der Waerden Moderne Algebra cimt
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mive inspiralta, amely az algebrai struktirakat szigorGan axiomatikus maédon definialja.
Bourbaki ezt a mddszert kivanta kiterjeszteni a matematika egészere.
It can now be made clear what is to be understood, in general, by a mathematical structure. The
common character of the different concepts designated by this generic name, is that they can be
applied to sets of elements who’s nature has not been specified; to define a structure, one takes as
given one or several relations into which these elements enter [...] ; then one postulates that the given
relation, or relations, satisfy certain conditions (which are explicitly stated and which are the axioms
of the structure under consideration.) To set up the axiomatic theory of a given structure, amounts to
the deduction of the logical consequences of the axioms of the structure, excluding every other
hypothesis on the elements under consideration (in particular, every hypothesis as to their own
nature). (Bourbaki 1948/1950, 226. 0.)
Az Architecture des mathématiques-ban Dieudonné kiilonb6z6 tipusu, algebrai, topologikus
¢s rendezési strukturakat kiilonboztet meg €s ezek hierarchikus rendszerérdl beszél, amelynek
csucsan az Un. ,anyastruktirdk”, a legéltalanosabb ¢és legalapvetobb struktarak allnak
(Bourbaki 1948, 43. 0.). A cikk szerint a matematika jovObeni feladata az igy feltart

strukturak és a koztiik 16v6 kapcsolatok tanulmanyozasa.

2.1.2 Absztrakcio és formalis nyelv

A ,bourbakianus” felfogasban kozponti szerepet jatszik a matematika absztrakt jellege.
Dieudonné ugyan elismeri, hogy bizonyos matematikai fogalmaknak lehet valamiféle intuitiv
gyokere, de szerinte mar a legegyszerlibb matematikai fogalmak is ,.er0sen absztraktak”
(Dieudonné 1955, 48. o0.), ett6l valnak ténylegesen matematikai fogalmakka. A
matematikanak a ,,végsokig vitt” absztakcio (Dieudonné 1955, 61. o.), a fogalmak , kiiiritése”
adja az igazi, univerzalis erejét — ezek a fogalmak aztan alkalmasnak bizonyulhatnak a vald
vilag jelenségeinek leirasara, azonban ez mar nem a matematikara, hanem annak
alkalmazésaira tartozik.
From an axiomatic point of view, mathematics appears thus as a storehouse of abstract forms — the
mathematical structures ; and it so happens — without our knowing why — that certain aspects of
empirical reality fit themselves into these forms, as if through a kind of preadaptation. Of course it
can not be denied that most of these forms had originally a very definite intuitive content; but it is
exactly by deliberately throwing out this content, that it has been possible to give these forms all the
power which they where capable of displaying and to prepare them for new interpretations and for the
development of their full power. (Bourbaki 1948/1950, 231. 0.)
Dieudonné elutasit mindenféle, a matematika targyainak természetérdl folytatott metafizikai

reflexiot. Szerinte a matematika targyai kizardlag a strukturak, az absztrakt formak.
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Ebben a felfogasban e formak hordozodja, a formalis nyelv kilénés figyelmet érdemel.
Bourbaki munkéssdganak valdban lényeges eleme a matematika nyelvének megujitasa,
egyfajta koherens formalis nyelv kidolgozasa az Eléments-hoz — ugyanakkor a vizsgalt
matematikusok episztemologiai jellegli irasaiban kevés szd esik a matematika nyelvének
sajatossagairdl. Bourbaki hiveire viszont jellemz6, hogy a matematikat annak formalis
nyelvével azonositjak: ezt a gondolatot a ,mathématiques modernes”-reform szamos

tankonyvszerzdjének irasaban megfigyelhetjiik majd.

2.1.3 Modernitds és érékérvényii igazsagok

Corry (2001) hangsulyozza, hogy Bourbaki a matematikat Orokérvényli igazsagok
hordozojaként fogja fel. Nemcsak a tartalmat, a matematikai tételeket tekinti tokéletesen
bizonyosnak, de a Bourbaki miivében tokéletesitett axiomatikus modszerre is ugy tekint, mint
amely a lehet6 legnagyobb precizitast ¢s attekinthetdéséget biztositja a matematikai
fogalmaknak és bizonyitasoknak, megszabaditva azokat mindenfajta kétértelmiiségtol és
homalyossagtdl, amelyek a matematika megalapozasi problémait okozhattdk. A matematika
formaja és modszerei tehat Bourbaki szerint elérték fejlodésiik cstcsat, a jovében lényegiket
tekintve valtozatlanok maradnak.

Ez a megkozelités jellemzi Bourbaki (vagy legalabbis Dieudonné) matematikatorténetrol
alkotott elképzeléseit is. Habar hangsulyozza, hogy a matematika é16 és fejlédo tudomany, ez
a fejlédés felfogasa szerint nem érinti tobbé Bourbaki miivének alapjait.3!

A matematikatorténet e teleologikus megkozelitése a ,,bourbakianus” matematikusok
oktatasrol vallott elképzelésein is tetten érhet6k. Dieudonné indulatosan szélal fel az ellen,
hogy az oktatds a matematika egy megkovesedett, avult képét kdzvetitse a tanulok felé, és a
modernitas elséségét hangsulyozza a régivel szemben. Ahogy Choquet mondja, ,,1étezik
kiralyi Gt” a matematikahoz (Choquet 1964, 11. 0), amelyet Bourbakinak sikerilt feltrnia —
miért kényszeritenénk hat a tanuldkat a bonyolult és folosleges, csupan torténeti eértékii
fogalmak elsajatitasara, ha a modern matematika fogalmai lényeges ,,gondolkodasbeli
megtakaritast” nyujthatnak szdmukra?

Ezt fejezi ki Dieudonné elhiresiilt ,,A bas Euclide” (le Euklidésszel) jelszava is. A
geometria tanitasa egyébként is kedves péld4ja a ,,bourbakianus” matematikusoknak™.
Felfogésukat jol jellemzi Choquet 1964-ben megjelent, L ‘enseignement de la géométrie cimii

konyvének el6szavabol az alabbi részlet. A konyvet egyébként Choquet a kdzépiskolai

31 Err6l bdvebben 1d. (Corry 2001, 36-37. 0.)
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tanarok figyelmébe ajanlja, és hatasa valoban kimutathaté az 1969-es geometria tanterven (vo.

I1l. rész 4. fejezet):

Az Euklidesz-Hilbert-féle axiémarendszer a hosszlsag, a szog, a haromszog fogalmain alapul.
Csodalatos modon elfedi a tér vektoridlis szerkezetét, annyira, hogy a vektor fogalmardl szamos
évszdzad nem is vett tudomast. Az a tény, hogy egy haromszdg egy paralelogramma fele, kétezer
éven at senkit nem gatolt meg abban, hogy a hangstlyt a haromszég magassagainak, oldal- és
szogfelez6inek tanulméanyozdsara, a haromszog egybevagosaganak eseteire és a haromszogek
metrikus tulajdonsagaira helyezze. Lattak ugyan a haromszdget, de nem lattdk a paralelogrammat,
amely elvezethetett volna a vektor fogalmahoz.

A haromsz0g természetesen mindig megérzi érdekességét, mint a legegyszeriibb sikbeli sokszog, és
mert egy és pontosan egy sikot hatdroz meg. Ugyanakkor erélyesen fel kell 1épni minden olyasféle
tévelygéssel szemben, amelyet magéval ragadnak a haromszog nevezetes pontjai, és bar néha
elegéns, de valdjaban haszontalan metrikus tulajdonsagai.

Ehelyett azokat az alapvet6 fogalmakon alapulé modszereket kell elényben részesiteniink, amelyekre
kétezer év matematikajanak végre sikerilt ravilagitania: a halmaz, a rendezési és ekvivalencia-
relaciok, az algebrai szabaly, a vektortér, a szimmetria, a transzforméacidk fogalmait.

Ezek a modszerek az algebra egyszeril és hatékony eszkozeit igen koran hasznalhatova teszik, ezéltal
gondolkodasbeli megtakaritast kindlva; ezenkiviil, alapveté fogalmakra hivatkozvan, tanuldink
mentdalis struktirdit is gazdagitjak, igy készitve fel 6ket a jovo kihivasaira. (Choquet 1964, 10. o.

Sajat forditasom.)
Choquet tehat a megfeleld axiomarendszer valasztasanak fontossagat hangsulyozza, amely a
modern algebra eszkozein alapul. Altalanossaganak koszonhetéen ez a moédszer szerinte
jelentds ,,gondolkodasbeli megtakaritast” nytjt a tanuldknak, mikdzben gondolkodésra nevel.
Latni fogjuk, hogy a francia reform kdveti javaslatait, és lényegesen visszaszoritja a
geometriai idomok szerepét a tantervben, hogy az affin és euklideszi tér axiomatikus algebrai
felépitésének adjon helyt.

2.1.4 Az axiomatikus médszer és a gondolkoddsra nevelés

Visszatéré gondolat a francia reformhoz kozel alldé matematikusoknal — amint ez a fenti
idézetbdl is nyilvanvalo —, hogy a matematikaoktatas f6 feladata szerintiik a gondolkodasra
nevelés. Annak a fajta gondolkodasnak, amely a matematika tanulasan keresztil sajatithato el,
az O felfogasukban az ,axiomatikus modszer” alkotja a lényegét: a bizonyitas €s a
matematikai fogalmak rendszerezése. A felfedezes, a problémamegoldas alig jatszik szerepet
ebben a koncepcidban. Dieudonné ugyan hangsulyozza, hogy a matematikai felfedezésekhez
szilkség van valamiféle intuiciéra — ugyanakkor az efféle intuicié szerinte személyes és

irracionalis jellegli, 1ényegében megmagyarazhatatlan (€s igy aligha tanithatd). Dieudonné
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egyuttal a modern matematikai felfedezésekhez sziikséges intuiciot az absztrakcidohoz kati:
szerinte ha valami, akkor els6sorban az absztrakcios folyamat és az axiomatikus mddszer
képes taplalni a kutat6 intuiciojat (Bourbaki 1948, 42-43. 0., Dieudonné 1981). igy szerinte a

matematikai felfedezés képességet is az axiomatikus madszer gyakorlasa segiti leginkabb el6.
2.2 Matematikafelfogas a reform hatterében

Dieudonné és Choquet vilagossa teszik, hogy javaslataik az egyetemre és a kozépiskola felsd
osztalyaira korlatozddnak, az alsobb szintli oktatdst azonban nem érintik, hiszen ehhez nem
érzik magukat kompetensnek. Néhany megjegyzésben azert utalnak a college-beli (fels6
tagozatos) oktatasrol vallott elképzeléseikre is. Szerintiik a 16-17 éves didkok szamara az
algebrai jellegii, formalis, axiomatikus megkdzelités a lehetd leghasznosabb, ugyanaz, amely
matematikai szempontbol is idedlisnak tekinthetdé — a kisebb gyerekek azonban erre
pszicholdgiailag nem érettek, nekik az alapvetd matematikai fogalmakkal tapasztalat és
kisérletezés utjan kell ismerkedniiik. A 13 és 16 éves kor kozotti idészak®® atmenetinek
tekinthetd, ekkor kezdi egy gyerek megérteni, mi az a bizonyitas: ekkortol lehet a deduktiv
érveléshez hozzészoktatni (Choquet 1964, 9-11. 0.). Choquet geometriatanitasrol szo6ld
Osszegzése szerint
[...] ismeriink egy kiralyi utat, amely a vektortér és a skalaris szorzat fogalman alapul; de ezeket a
fogalmakat nem lehet minden elézmény nélkiil bevezetni, mintha az égbdl pottyantak volna,
kilondsen nem abban az életkorban, amikor a gyerekek még nincsenek birtokaban az algebrai
miivelet fogalmanak. (Choquet 1964, 11. 0.)
Egyfajta ellentmondas figyelhetd meg tehat a matematika absztrakt természete és a gyerekek
pszichologiai adottsagai kozott. A két szempont kozti feszultségre tobbek kozott
Lichnerowicz (1955) is felhivja a figyelmet, késdbb pedig ez a dilemma valik a reform
matematikai €s pszichologiai ambicioit ovezd vita egyik fo forrasava. A III. részben latni
fogjuk, hogy a kiilonb6zd tantervek és tankonyvek kiilonféle megoldasokat keresnek erre a
problémara, és a ,,mathématiques modernes” reform ilyen jellegi kisérletei intenziv kritika
targyat képezik az 1970-es évek soran. De a reformot megel6zé idészakra inkabb az
optimizmus jellemz6 e kérdéssel kapcsolatban: a ,,bourbakista” matematikafelfogas €és a
pedagdgiai ambiciok kozoétti 6sszhangot hangsulyozza tébbek kdzott a Lichnerovicz-bizottsag
elsé jelentése (Boulletin APMEP 258, 245-270. 0.), és a matematikatanarok egyestletének
(APMEP) 1968-as nyilatkozata, a charte de Chambéry is. Ez utébbi nyilatkozat nem csak

32 Ez az id6szak a francia collége masodik felének felel meg.
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expliciten hivatkozik Bourbakira, de szamos gondolatot és konkrét kifejezést atvesz

Dieudonné 1948-as programado irasabdl.

3 MAGYARORSZAG ES A ,,HEURISZTIKUS” MATEMATIKAFELFOGAS

3.1 A magyar matematikusok elgondolasai

3.1.1 A matematika fejlodo tudomany

Bourbakival ellentétben a ,,magyar iskola” tagjainak irdsaiban gyakran kap fontos szerepet a
matematika torténetiségének gondolata: az, hogy a matematika folyamatosan fejlodd, valtozo
tudomany, nemcsak tartalmat, hanem problémait, formajat és modszereit illetéen is. Ezt a
fejlédési folyamatot szerintiik az oktatds sordn is fontos megmutatni. Ez nem feltétleniil
jelenti azt, hogy a matematika tényleges torténetét kéne vizsgalni, tanitani: inkabb a fejlodési
folyamatok egyfajta racionalis rekonstrukciojarol van sz6 — ahogy azt Lakatosnal, a
Bizonyitasok és cafolatokban is latjuk.

Reényi példaul a Dialogus a matematikarolban illetve a Levelek a valdsziniiségrélben
torténeti kontextusba helyezi mondanivaléjat azaltal, hogy fiktiv platoni dialogusok vagy
éppen pascali levelek formajaban irja muveit. Ezt azzal indokolja, hogy irasai targyat ,,in statu
nascendi”, azaz ,,a keletkezés frissességében” igyekezett bemutatni (Rényi 2005, 156. 0.).

Kalmar 4 matematikai egzaktsdag fejlédése a szemlélettdl az axiomatikus modszerig cimii
tanulmanyaban ezt irja:

[...] a kérdést nem torténeti szempontbdl targyalom, ezt tegye olyan valaki, aki otthon van a
matematika torténetében. Hanem azt az utat irom le, amelyet az egyes matematikus jar meg, hogy a
matematikai fogalmak és tételek egzakt rendszerét a maga szamara kiépitse. Mégpedig ugy irom le,
ahogy utolag latom, amikor visszatekintek rd. Tudom, hogy sokszor nem azt az utat latom mar,
amelyen valdban jartam, hanem azt, amelyen révidebben eljuthattam volna oda, ahol most allok.
(Kalmar 1942/1986 38. 0.)
Kalmar szerint a tanulokat (a cikk témajanak megfeleléen az egyetemi hallgatokat) hasonld
fejlédési folyamaton kell végigvezetni.
Maérmost akarmeddig jutottunk ebben a fejlddésben €s akarmi is a véleményiink a tovabbi 1épésekrol,

azzal tisztaban kell lenniink, hogy ha valakit be akarunk vezetni a matematikaba, segiteniink kell,

hogy ezt az utat végigjarja. (Kalmar 1942/1986 54. 0.)

Péter ROzsa Jaték a végtelennelje is egyfajta fejlodési folyamaton vezeti végig olvasodjat:

problémakat, kérdéseket vet fel, megoldasokat, valaszkisérleteket mutat, melyek aztan Gjabb
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és Ujabb kérdésekhez vezetnek. A konyv zard szakaszat nem csupan azeért erdemes
hosszabban idézni, mert szép példdja a matematika fejlédéskozponti megkdzelitésének,
hanem azért is, mert utal arra, milyen kapcsolatban allhat ez a szemlélet Kalmér és Péter

Rdzsa matematikai munkassagaval:

Itt kell befejeznem az irdst: a mai matematikai gondolkodas korlataiba Utkdzink. Korunk a
tudatositas kora, e téren a matematika is megtette a magaét: 6 maga tarta fel sajat képességeinek
hatérait.

De vajon végleges akadalyokba litkéziink-e? A matematikatdrténet minden eddigi zsakutcajabdél volt
kivezetd ut. Church bizonyitasanak is van egy igen elgondolkoztaté pontja: pontosan meg kellett
fogalmaznia, hogy mit tekintsiink ,,ma elképzelheté matematikai okoskodas”-nak, ha erre a
fogalomra a matematika eljarasait akarta alkalmazni. Amint valamit megfogalmazunk, mar korul is
hataroltuk. Es minden kerités sziik. A felbukkano eldonthetetlen problémak kibujnak aléla.

A kereteket majd bizonyara tagitani fogja a jovo fejlédés, ha ma még nem is latjuk: hogyan. Az 6rok
tanulsdg: a matematika nem sztatikus, zart, hanem ¢él6, fejlédé valami; barhogyan probaljuk zart

formaba mereviteni, talal maganak rést: elevenen robban ki beléle. (Péter 1944/2010 293.)
Mind Kalméar, mind Péter Rdzsa kutatasaiban kozponti szerepet kapnak a matematika
megalapozasanak problémait illetd6 nagy negativ eredmények, mint Godel vagy Church
tételei.3® Ezekbol az eredményekbdl az 6 értelmezésiikben az kdvetkezik, hogy a matematika
sosem lehet tokéletesen megalapozott, zart rendszer; a fejlodése soran felmeriild jabb és
Ujabb problémék pedig a matematika nyelvét, formdjat, bizonyitasi modszereit sem hagyjak

érintetlenl.

3.1.2 A tapasztalatszerzés és a szemlélet szerepe - a matematika ,kvazi-

empirizmusa” és a ,plauzibilis kévetkeztetés”

Kalmar szerint a matematika fogalmai mindig tapasztalatbol, szemléletbdl erednek:

Utunk kiindulépontja a szemlélet. A mértani fogalmakrél: pont, vonal, felllet, irny, sz6g, hosszlsag,
terulet, térfogat stb. mindenki elismeri, hogy szemlélettartalmakbol fakadtak. Ha a dolog mélyére
nézink, rajovink, hogy az aritmetika fogalmaival is hasonléan allunk: 6t kréta, fél alma vilagos
szemlélettartalmakat jel6lnek. Vannak azonban a matematikdnak egészen elvont fogalmai,
amelyekrdl azt tartja a szakemberek kozvéleménye, hogy semmi koziik a szemlélethez. Talan a
legelvontabb 4ga a matematikdnak a halmazelmélet [...] s 1am a fogalomalkotés legkezdetlegesebb
fokéan a halmazokat is szemléletesen, zsakféléknek képzeljik el, amelyekbe valaki betette elemeiket.
(Kalmar 1942/1986 39. 0.)

Amint lattuk, Dieudonné a matematikai fogalmak absztrakt természetére helyezi a hangsulyt,

még a legegyszeriibb matematikai fogalmak esetében is — Kalmar ezzel szemben azt

3 Err6l bdvebben 1d. (Maté 2008)
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hangsulyozza, hogy még a legabsztraktabb fogalmak esetében is szamolnunk kell a szemlélet
szerepével. A matematikai szemlélet szerinte folyamatosan fejlédik, és nem korlatozodik a
konkrét, érzékszervi tapasztalatokra: a matematikai fogalmak mélyebb megértése, deduktiv
levezetés és az Ujabb fogalmak tovabb taplaljak azt a képet, amelyet a matematikus formal
magaban kutatasa targyarol.

A szemlélet, a szemléletesség, alapvetden fontos e gondolkodoi kozosség minden tagja
szamara®4, s tankonyviras, tananyagszerkesztés kozben is ezt tekintik az egyik legfébb
szempontnak. Kalmar nem csak elméletben hangsulyozza ennek jelentdségét: a matematikai
témakat baratok vagy akar kollégak szdmara magyarazo levelei hiresek Kalmar szemléletes
stilusarol.®® E stilus hatasa felismerhetd Péter Rozsa Jaték a végtelenneljében is, aki konnyed,
élvezetes olvasmany formajaban igyekszik kozvetiteni a matematikai kutatas éromét olvasoi
felé, és a formalis, preciz matematikai bizonyitasokat nemegyszer szemléletes analégiakkal
potolja.

Kalmar egy késébbi cikkében (1967) még tovabb megy, ami a matematika empirikus
alapjait illeti®®. A szdébanforgo tanulmany, amely egy Lakatos altal Londonban szervezett
tudomanyfilozéfiai konferencia kdtetében jelent meg, a Foundation of mathematics — wither
now? cimet viseli. Kalméar a matematika megalapozasanak problémait targyalva szdmba veszi
a klasszikus matematikafilozofiai iskoldkat, a logicista, formalista és intuicionista
megkozelitést, ¢s megallapitja, hogy egyik sem nyujt kielégitd valaszt a felmerilt
probléméakra. Szigord matematikai érvekkel kritizalja egy tisztan formalis és deduktiv
matematika 1étének lehetdségét:

The most important of these negative results [of proof theory] are Léwenheim’s and Skolem’s
theorems, Godels’s incompleteness theorems, the existence of non-standard models, and Godel’s and
Cohen’s results on the independence of Cantor’s Continuum Hypothesis in the usual axiomatic
systems of Set Theory. These negative results showed that we have to give up the classical idea that
the primitive ideas of a branch of mathematics can be implicitly defined by a system of axioms;
instead, we now think that an axiom system defines the common properties of all models of it,
standard and non-standard, a point of view adopted long ago in Algebra. Soon we will speak of ‘an

arithmetic of natural numbers’ or ‘a set theory’, just as we now speak of a group or a ring. (Kalmar

1967 p. 191)

34 Gurka tobbek kozott ebben, a szemléletességre, képiségre vald torekvésben véli felismerni Karacsony
Sandornak a Karacsony-kor tagjaira illetve Lakatosra gyakorolt hatasat (Gurka 2001).

3 A legnevezetesebb talan az integralszamitast magyarazdé levél, mely a mar emlitett 1986-o0s, Kalmar irasait
tartalmazé valogataskotetben jelent meg, s a kotet cimét (Integrallevél) is adta.

36 (Maté 2008) részletesen elemzi e cikket.
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Kalmar szerint ideje elfogadni, hogy a matematika nem lehet sem tisztdn deduktiv, sem
teljesen infallibilis tudomény; sziikségképpen megériz bizonyos empirikus elemeket mind
fogalmainak, mind modszereinek megalapozésaban, és elkerulhetetlendl fallibilis marad.

A konferenciakotet tartalmazza az eldadasokat kovetd vitdkat is: Lakatos Kalmar
eldadasahoz fiizott hozzaszolasaban veti fel eldszor a matematika ,.kvazi-empirikus”
természetére vonatkoz6 javaslatat. Ez a hozzaszolas az alapja®’ késébbi, A renaissance of
empiricism in the recent philosophy of mathematics? cimii cikkének (Lakatos 1976b), ahol
»kvazi-euklideszi” ¢és ,kvazi-empirikus” tudomanyos elméleteket kiilonboztet meg, ¢és
javaslatot tesz a matematika episztemoldgiajanak ,,kvazi-empirikus” megalapozasara.

Lakatos egyébként Pélya miivébdl is merithet inspiracidt ebben a témaban. Polya, bar a
matematika infallibilizmusat nem vonja kétségbe, mar A gondolkodas iskolajaban (Polya
1945/1969) megkiilonbozteti a matematika két oldalat, egyrészt a rendszerez6t és deduktivat,
masrészt a kisérletez6t €s induktivat, mely utobbi szerinte a matematikai felfedezés sajatja.
Késébbi, A matematikai gondolkodds miivészetében cimii miivében (1954/1988) mélyebben is
kifejti ezt a megkuldnbdztetést, hangsulyozza a ,,plauzibilis kdvetkeztetések™ jelentdségét a
matematikai felfedezés folyamataban, és megalkotja a plauzibilis kdvetkeztetések

szillogizmusait.

3.1.3 A heurisztika, avagy a felfedezés logikdja

Lattuk korabban, hogy Dieudonné a matematikai felfedezés folyamatat alapvetden
irracionalisnak tekinti — és korant sincs egyediil e véleményével®. Polya ezzel szemben arra a
felvetésre alapozza ,heurisztikdjat”, hogy ezek a folyamatok részben megérthetok,
racionalisan rekonstrualhatok — és ennek megfelelden tanulhatok is. Természetesen nincs szo
biztos, tévedhetetlen modszerekrél. De a matematikai felfedezésekrdl szerinte nem csupan
annyit lehet mondani, hogy azok egy-egy zseni utanozhatatlan miivei: Polya szerint 1éteznek
szerinte a felfedezésnek olyan maodszerei, amelyek hatékonyabba tehetik a kutatast, és
amelyek példak megfigyelésével, elemzésével és kitartd gyakorlassal elsajatithatok.

Nem hiszek abban, hogy a taldlgatds megtanuldsanak van biztos médszere. Mindenesetre, ha van is

ilyen modszer, én nem ismerem, és természetesen nem is teszek (gy, mintha a kovetkez6 oldalakon

azt mutatndm be. A plauzibilis okoskodas eredményes hasznalata gyakorlati jartassagot igényel,

ezért, mint minden gyakorlati dolog, utanzassal és gyakorlassal tanulhat6. Minden télem telhetdt meg

fogok tenni a plauzibilis okoskodas megtanuldsara szomjazd olvasé kielégitésére, de amit fel tudok

ajanlani, azok csak utanzasra valo példak és lehetdségek a gyakorlasra. (Polya 1954/1988, 11. o.)

371.d. a kérdéses cikk els6 labjegyzetét.
3 Ld. pl. (Popper 1997, 35-37. 0.).
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Véleményét nem csak kovetdje, Lakatos osztja, hanem tgy tiinik, a ,,magyar iskola” szamos
tagja is. Kalmar hasonlo jellegii gondolatokat fejt ki 1942-es cikkében (287. 0.); valdjdban
Rényi is hasonlo6 elveket kovet, amikor miiveinek targyat ,,in statu nascendi”, ,,a keletkezés
frissességében” mutatja be; Péter Rozsa pedig a Jaték a végtelennelben szintén azt tlizi ki
célul, hogy olvasoit bevezesse a matematikai felfedezések folyamatanak élményébe. A
felfedezés motorjai e szerzOk mindegyikének esetében a probléméak. Ennek megfeleléen
matematikatanitassal kapcsolatos elképzeléseik kdzéppontjdban is a problémamegoldas és a
heurisztikus modszerek allnak.

Ahogy azt a francia esetben is lattuk, a matematikatanitas egyik 6 célja a ,,magyar iskola”
matematikusainak szemében is a gondolkodéasra nevelés.

A matematika nem csupén a merndki palyahoz és a tudomanyos ismeretekhez vezetd sziikséges ut,

hanem nytjthat élvezetet és feltarhatja a legmagasabb szintli értelmi tevékenység tavlatat is. (Polya
1945/1969, 15. 0.)
A ,bourbakidnus” felfogassal ellentétben azonban a ,matematikai gondolkodas” az &
szemiikben nem korlatozodik a bizonyitas modszereire: nagy jelentGséget tulajdonitanak a
problémamegoldas és a felfedezés szerintlk elsajatithato ,,modszereinek™ is, amelyek bar nem
kinalnak biztos megoldast, de szerintik lényeges szerepet jatszanak a problémamegoldas

hatékonysaganak fejlesztésében.

3.1.4 Dialégus

Kalmar a matematikai egzaktsag fejlodésének beindulasat némileg meglepd fordulattal
magyarazza:
Ugy vélem, a legfébb inditook a szemlélettdl valo elszakadasra az, hogy az ember, a matematikus is,
tarsas lény. (Kalméar 1942/1986 41. 0.)
Okkal feltételezhetjiik, hogy ezen a ponton szintén Karacsony Sandor ,tarsaslélektani
rendszerének” hatasa jelenik meg.®® Talan elég itt csak arra utalni, hogy a kotet cime,
amelyben ez a Kalmar-tanulmany eldszor megjelent, A masik ember felé (Karacsony 1942).
Az idézet igy folytatodik:
Szereti mésokkal is kdzolIni azt, ami megkapja, ami élmény szaméra. Ekkor éri az elsé csalodas.
Kideriil, hogy ami nekem szemléletem alapjan vilagos, arra a masik esetleg értetleniil mered [...]
Ezen a legegyszeriibb ugy segiteni, hogy egy-egy matematikai meggondolas elmondasa el6tt

felsorolom azokat a fogalmakat és a fogalmaknak azokat a tulajdonsagait, amelyekre mint

szemléletem alapjan szamomra evidens dolgokra fogok hivatkozni. Akinek bizonyitok, egyenként

39 Errél 1d. még (Gurka 2001)
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megvizsgalja, szemléletével ellendrzi, vilagosak-e szdmara is ezek az »alapigazsagok. [...] (Kalmar
1942/1986 41. 0.)
E — még hosszabban folytatodd — leiras feltiinben emlékeztet a platoni dialektikus vita
gyakorlatara. A gorog dialektika és matematika kozo6tti 6sszefliiggés gondolatat késébb Szabd
Arpad fejtette ki részletesen, és ez a gondolat nagy hatast gyakorolt Rényire is*°, aki
népszerlsitd miiveinek egy részét dialogus formdajaba ontotte. Feltehetden nem fiiggetlen a
fentickt6l az sem, hogy Lakatos a Bizonyitdsok és cafolatokat (Lakatos 1976/1998)
osztalytermi dialogusként irta meg (Méaté 2006).
Ugy tiinik, hogy a dialogus-forma szoros Osszefiiggésben 4ll a fejlédés bemutatasanak
gondolataval. A Dial6gusok a matematikarol utészavaban példaul ezt olvashatjuk:
A szbkratészi dialogus ugyanis nemcsak formajaban, hanem tartalmaban is dialektikus, hiszen a
gondolatokat keletkezésiikben, fejlédésiikben mutatja be, az elvont gondolatokat mintegy
dramatizélja, ezaltal a figyelmet ébren tartja, és a megértést megkonnyiti. (Rényi 2005 99. o0.)
A dialégus-forma, a dramatizalas az oktatas szempontjabol is kézponti gondolatnak tiinik.
Tanar és diak partnerei egymasnak, kdzos tevékenysegik soran egyutt alkotnak matematikat.
Pédlya javaslata szerint:
Még akkor is, ha a tandr maga mondja el az osztaly el6tt egy feladat megoldasat, dramatizalja kissé a
gondolatmenetet, tegye fel sajat maganak is azokat a kérdéseket, amelyeket a tanuloknak szokott
feltenni. (Pélya 1945/1969 25.)
Mint kordbban ramutattam, Péter R6zsa Jaték a végtelennelje is hasonlo elvek szerint épul fel:
olyan kérdések, problémafelvetések sorozatara igyekszik felflizni miiveit, melyek az
elézményekbdl természetesen adodnak, és akar a tanulonak, olvasonak is az eszébe juthattak

volna.

3.1.5 A formadlis nyelv visszafogott haszndlata

A fentiektél nem fliggetlen a Karacsony-kér matematikusainak a formalis matematikai nyelv
hasznalatardl alkotott véleménye sem. Kalmar 1942-es tanulmanya végighalad a matematikai
egzaktsag fejlodési fokain a szemléletestdl a formalis axiomatikdig. Elutasitja azonban a
pusztan formalis axiomatikan alapul6 matematikai alkotas lehetdségét:

A formalis axiomatikara még fokozottabb mértékben all az, hogy csak elvben van meg; a valésagban

a maga kedvéért izni puszta jaték volna, nem matematika. Jelent6sége abban 4all, hogy mint

munkaelv, j6 szolgalatot tesz a Hilbert-féle bizonyitaselméletben olyan kérdések vizsgalatahoz, hogy

40 A Dial6gusok utdszavaban Rényi maga is hivatkozik Szabd Arpéadra [Rényi 2005, 100. 0.]
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ellentmondastalan-e a szamtan, vagy, hogy meg lehet-e a szdmtannak (vagy valamely mas

rendszernek) minden problémajat oldani. (Kalmar 1942/1986 49. 0.)
A formalizélasnak pedig, mint korabban lattuk, egyfajta kommunikacios szerepe van Kalmar
szerint, az eredmények kozvetitését, egy kozosség tobbi tagjdnak meggydzését segiti. A ma
elfogadott matematikai nyelv éppugy egy fejlédési folyamat eredménye, éppugy problémak
sorozatara adott valaszul alakult ki, ahogy a matematikai fogalmak vagy tételek: ebbdl viszont
kovetkezik, hogy ha a tanitas soran a didkokat a matematika fejlédésének logikaja szerinti
aton kivanjuk végigvezetni, ennek a matematikai nyelv hasznalatara is ki kell terjednie.

A L heurisztikus” matematikafelfogas képviseléi valoban szadmtalanszor felszdlalnak
mindenfajta 6ncéld formalizélas ellen, kulénodsen a kdzoktatasban. Ez nem azt jelenti, hogy
mindenfajta formalizalast elutasitananak, inkabb azt, hogy szerintik nagyon dgyelni kell,
hogy a formalis nyelvhaszndlatot mindig nagyon lassan, jol megalapozottan és kelléen
motivalva vezessiik be, amikor a formalis nyelv mogott rejt6zé fogalmi tartalmat mar
alaposan megértették a diakok. Erdemes ezzel kapcsolatban példaul A gondolkodas
iskolajanak a jelolésrol szolo szocikkét megvizsgalni: Polya, miutan hosszan targyalja azt a
kérdést, hogyan lehet tigyes és hatékony jeldléseket bevezetni, megjegyzi:

Nemcsak a legreménytelenebb fickdknak lehet averzidjuk az algebraval szemben, hanem egészen
értelmes diakoknak is. A jel6lésekben mindig van valami 6nkényes és mesterkélt; aj jelolés
megtanulasa 0j teher az emlékezétehetség szamara. Az értelmes diadk visszautasitja a teher vallalasat,
ha nem latja, kap-e érte ellenszolgaltatast. Az értelmes diaknak az algebra iranti ellenszenve igazolast
nyer, ha nincs tdg lehetOsége arra, hogy sajat tapasztalatabol gy6z6djon meg arr6l, hogy a
matematikai jelek nyelve segiti az értelmet. A tanar fontos feladata, s6t mondhatni, egyik
legfontosabb feladata, hogy segitsen neki ilyen irdnyl tapasztalatokat szerezni. (P6lya 1945/1969
159.)
Péter Rozsa szintén sokszor kritizalja az tigymond ,,formalista” matematikaoktatast. Egy
eléadasaban®! kifejti, hogy az absztrakt algebraval kezdve a tanitast, a matematika csupan
ires vazként, ,,z0rgd csontvazként” tlinik fel. Az absztrakt algebra igazi jelentdségét csupan
az odavezetd ut ismeretében lehet értékelni: épp a kiilonbdzd matematikai fogalmak fokozatos
altalanositasa, a koztiik 1év6 kapcsolatok, analogiak felismerése adja az algebra gazdagsagat
(Péter 2004, 200-201. 0.)

4 Az eldadds a KépzOmiivészeti Fdiskolan hangzott el, szovege az Andrasfai Béla 4ltal gondozott
hagyatékban maradt fenn, de a kdtet, amelyben megjelent, nem kozli elhangzasanak eredeti datumat.
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3.1.6 Miivészet, jaték, kreativitds

A ,magyar iskola” matematikusainak irdsaiban rendszeresek az affektiv jellegli példaul
kivancsisagra, oromre vonatkozé utaldsok. Ez kulondsen Péter RoOzséra jellemzod, aki
matematikai tevékenysége mellett tobbek kozott Rilkét forditott és filmkritikakat irt, és
rendszeresen kiallt a ,,két kultira”: matematika és miivészet egysége mellett (Id. pl. Péter
2004). Péter Rozsa szerint a két teriilet legfobb k6zds vonasa, hogy mindkettd az emberi
szellem szabad alkotésa; a Jaték a végtelennelben pedig szdmtalanszor hangsulyozza, hogy a
matematikai kutatds egyik fO0 hajtoereje a kivancsisag és a felfedezés 6rome. Ez utobbi mi
kifejezett célja hogy megmutasson valamit a matematikus és a miivész szamara ,,k6z0s
hangulati forrasbol” (Péter 1944/1969, 10. 0.). A ml cime 6nmagaban is kifejezi hogy Péter
Rézsa a jatékossagnak kdzponti szerepet tulajdonit a matematikéban. Kényvében a jaték, a
kivancsisag, a felfedezés o6rome és az alkotas szabadsdga a matematikai kutatas f0

hajtéerdiként tlinnek fel.
3.2 Péter Rozsa Jdték a végtelennel-jének példaja

Péter Rozsa Jaték a végtelennel-je szemléletesen illusztrdlja a fent jellemzett
matematikafelfogast. Kiilon elemzésre nem csak rendkiviili és toretlen sikere miatt érdemes??,
hanem azeért is, mert a Varga Tamas-reformhoz kapcsoldodd tanari kézikdnyv kifejezetten
hivatkozik ra. Péter Rdzsa matematikanépszeriisitd miive ezaltal tillép eredeti szerepkorén,
matematikai és didaktikai hivatkozasi alapot képez a matematikaoktatast megujité torekvesek
szdmara. A késObbiekben utalni fogok arra, hogy mennyiben jelenthetett e konyv inspirdcios
forrast az 1970-es évek tankonyveinek és tanari kézikonyveinek megirasahoz.*3

A konyv két fejezetét elemezve azt kiséreltem meg megmutatni (Gosztonyi 2014, 2015),
hogy az irodalmi stilusban megirt, irodalmi és matematikatorténeti utalasokban bdvelkedo,
olvasmanyos ¢&s latszolag egyszerli szoveg valojaban problémak ¢&s valaszkisérletek
sorozatabol szétt szofisztikalt szerkezetre épll. A negyedik fejezet Péter R0zsa egy tanitasi
élményét irja le, amely abbdl fakadt, hogy egy felsd tagozatos tanitvanya kivancsi kérdését
ahelyett, hogy kozvetlenil megvalasztolta volna, felvetette az egész osztalynak. Leirdsa

szerint a gyerekek gyorsan megtalaljak a kerdesre a valaszt, igyesebben megmagyarazva a

42 Szamos magyar nyelvii kiadasa mellett legalabb 12 idegen nyelvre is leforditottak, legfrissebb francia
nyelvi kiadasa 2014-ben jelent meg.

43 1tt meg kell jegyeznem, hogy néhany évvel a Jaték a végtelennel megjelenése utan Péter R6zsa maga is irt
tankonyvet Gallai Tibor matematikussal és néhany mas szerzotarssal (Gallai & Péter 1949). Kozépiskolai
tankonyvrol 1évén szd, disszertaciomban e konyveket nem elemzem, jelzem azonban, hogy valoésziniileg ezek is
hatést gyakoroltak a Varga Taméas-reform szellemére (interji Deak Ervinnel).
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keresett Osszefliggést, mint ahogy ¢ maga tette volna. Itt azonban nem ér véget a kutatasi
folyamat. Az els6, konkrét probléma megvalaszolasa utan felvet egy ahhoz hasonlot, amelyet
a hagyomany Gaussnak tulajdonit; majd a probléma fokozatos altalanositasa utan a felsd
tagozatos osztaly eljut a szamtani sorozat 0sszegének fogalmahoz. A megoldashoz hasznalt
modszernek a szerz0 aztan bemutatja egy masik matematikai teriiletrdl, a geometriabol vett
analogiajat, eredményét pedig a kovetkezd fejezetben szamos kiilonbozé matematikai
terliletrdl vett példan keresztiil hasznositja ujra.

A szamos konkrét probléma kozotti kapcsolatok felismerése vezet a fogalmak fokozatos
altalanositasahoz, mig — a Jaték a veégtelennelben szokatlan modon — a felismert
Osszefiiggéseket a szerzo végiil egy képlet formdjaban fejezi ki. Szerinte

A fenti képlet is csak szimbdélum, dénmagaban nem jelent semmit; mindenki a maga élményét
helyettesitheti bele. Az egyik ember szaméara a sokszog atloinak megszamlalasat, a masik ember
szamara a novendékeit vezetd par megvalasztasanak lehetdségeit jelentheti. A formula felirdsa az
oromink kifejezése azon, hogy mindezt egyetlen gondolat segitségével tudjuk megoldani (Péter
1944/1969 42. 0.).
A szdveg elemzésének részletes ismertetése nélkul itt csupan az elemzést 6sszefoglalé sémat
mutatom be (I1.1. dbra). E séma, bar sok szempontbdl tovabbi finomitasra szorul, vilagosan
mutatja, hogyan épul Péter ROzsa irdsa kérdések, ezekre adott valaszkiserletek, és az utobbiak
altal el6hivott ujabb kérdések dialektikajara. A konkrét matematikai problémékon tul a
kutatést rajuk vonatkozé kérdések viszik eldre, mint példdul: hogyan lehetne egyesiteni két
hasonl6 matematikai eljarast? Hogyan lehetne Aaltalanositani egy eredményt vagy egy
modszert? Hogyan lehetne egy mddszert vagy egy eredményt mas matematikai terlleteken
alkalmazni?
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Itt meg kell jegyeznem, hogy az effajta kérdések feltiin hasonldsagot mutatnak azokkal,
amelyeket Polya szed listdba A gondolkodés iskoldjanak elején. Ez a megfigyelés egydttal
arra is felhivja a figyelmet, hogy Polya kérdései valdjaban nem elszigetelt, egymastol
fliggetlen problémak megoldasahoz adnak tandcsot, sokkal inkdbb ahhoz, hogyan
rendszerezziik a korabban megismert problémakat Osszefliggd halozatba, hogy a tovabbi
problémak e rendszerbe minél konnyebben beilleszthetok legyenek, és ezaltal kozelebb

jussunk a megoldasukhoz.
3.3 A heurisztikus matematikafelfogas a Varga Tamas-reform hatterében

Varga Tamds maga ritkdn beszél expliciten a matematika természetét illetd kérdésekrol.
Ugyankkor lattuk (I. Rész), hogy fiatal koratdl szoros kapcsolatban van a fent bemutatott
.magyar iskola” tagjaival, és késObbi reformjanak fontos tadmogatoiként, ihletdiként
hivatkozik e matematikusokra. A didaktikai elemzés soran megkisérlem majd megmutatni,
hogyan jelenik meg a fent kifejtett matematikafelfogas Varga Tamas matematikaoktatasi
koncepcidjaban; itt csupan két irasat idézem, amelyek talan legjellemzébben fejezik ki a
matematika természetére vonatkozd gondolatait. Az elsd idézet egy Kalmarnak cimzett
levelébdl szarmazik, amelyet egészen fiatalon, még kezdd tanarként irt; a masodik pedig
posztumusz cikkében jelent meg, amely Az egyszeregy koril cimet viseli:

[...] Az még ugye nyiregyhazi eredmény, hogy két tantargy van. Nem szamtan és mértan, persze.

Hanem 1) Kiszamitani a vilagot, 2) Jatszani a szamokkal (és abrakkal, és targyakkal... ez éppugy

osszefolyik itt a természettudomanyokkal, mint az 1).

1) a tudomany

> oldala az én és 6-nek.
2) a miivészet

[...] En mindig a miivészet-részét szerettem jobban. Onnan vettem észre azt, hogy az elsdsoknek is

mindig csak ilyesmiket tudtam szivem szerint mutatni. [...] (Szab6 2005, 403. 0.)
A matematika, a legalso szinttdl a legfelséig, tapasztalatokbol nd ki: probalkozasokbol, sejtésekbdl és

ellen6rzésiikbdl, elvetésiikbol vagy meger6sitésiikbdl. Mégis az emberi szellem szabad alkotéasa. Hid

a két , kultara” kdzott. Tele van jatékossaggal, esztétikummal: miivészet is. (Varga 1987, 28. 0.)

4 KONKLUZIO

A francia és a magyar reform egyarant taplalkozik a matematika természetét illetd, mély és

kiforrott episztemoldgiai megfontolasokbol. Ezek a megfontolasok szorosan kotddnek a
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matematika 20. szazadi fejlodése soran felvetddott problémakhoz: de a rajuk adott valaszok
Iényegesen eltérnek a francia és a magyar esetben.

A ,,bourbakidnus” matematikafelfogas szerint a Bourbaki altal tokéletesitett ,,axiomatikus
modszer” jelent pragmatikus megoldast a matematika megalapozasanak problémaira.* Ez a
modszer a lehetd legnagyobb vilagossagot és precizitast biztositja a matematika szamara. A
matematikai, mddszereit, nyelvét és felépitését tekintve elérte fejlodésének végséd allapotat:
Bourbaki kidolgozta a hozzé vezetd ,kirdlyi utat”. A halmazelméleten alapuld Gjraszervezés
¢s a modern formalis nyelv egységes, koherens tudomannya teszik a matematikat. A ,,modern
matematika” egyik legfobb sajatossaga a végletekig vitt absztrakcio: altalanos érvényét a
tartalmuktol megfosztott, ,killresitett” absztrakt fogalmak adjak; és ha e fogalmaknak
valamikor volt is valamiféle empirikus tartalma, épp az absztrakcid révén valnak tényleges
matematikai fogalmakka. A matematikai felfedezés szerintik alapvet6en irracionalis folyamat
— ami a leginkabb segitheti, az az axiomatikus modszer gyakorlasa. A tanulokat tehat
szerintlik folosleges az idejétmult fogalmakkal és mddszerekkel terhelni — mielébb be kell
vezetni 6ket a modern matematika fogalmainak ismeretébe. Ennek legfeljebb a gyermekek
pszicholdgiai fejlodése allithat akadalyt, akik csak fokozatosan érnek meg arra, hogy az
,»1gazi” matematikai gondolkodéds mibenlétét megérthessék ¢€s elsajatithassak.

Varga Tamdas reformjanak hatterében szintén egy koherens, am a ,bourbakianust6l”
lényegesen eltérd matematikafelfogas meglétét sikeriilt kimutatni, amelyet ,,heurisztikusnak”
neveztem el. Kalmar L&szl6, Péter Rozsa, Rényi Alfréd és Polya Gyorgy irasaibol olyan
matematikafelfogds bontakozik ki, amely a matematikat nem Orokérvénylinek, hanem az
emberi szellem folyamatosan fejl6d6, valtozé alkotasanak mutatja, nem csak annak tartalmat,
hanem modszereit €s formajat illetden is. Ezen a fejlodési folyamaton kell e matematikusok
szerint a matematikat tanulokat is veégigsegiteni. A fejlédés kiindulopontja szerintiik a
szemlélet, a tapasztalat. Enélkill sem matematikai alkotod tevékenység, sem igazi megeértés
nem lehetséges — ezért az oktatas minden szintjén hangsulyt kell helyezni a szemlélet béséges
tapasztalatgytlijtésen alapulo fejlesztésére. Az 6ncélu formalizmus ezzel szemben keriilendd, a
formalis nyelv hasznalatat mindig megfeleléen megalapozva kell bevezetni. A matematikai
tevékenység szerintiik alapvetden dialogikus jellegli, kérdések, problémafelvetések és erre
adott valaszkisérletek sora. A matematika oktatdsa sem egyiranyu ismeretatadas, hanem a

tanulok és a tanar k6zos tevékenysége: a tanar a tanulok segitéjeként 1ép fel a matematikai

4 Kalmarral vagy Péter Rozsaval szemben Bourbaki nem foglalkozik a modern matematikai logika
eredményeivel — a matematika megalapozasanak kérdései a szamukra inkabb gyakorlati problémaként tlinnek
fel, amelyeket az Eléments de mathématiques megirasaval megoldottnak tekintenek (Maashal 2002, 122-125.

0.).
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felfedezés Utjan. A matematikaoktatas feladata e matematikusok szerint a matematikai alkotas
folyamataba valo beavatas, és ezaltal gondolkoddva nevelés. Ugy tartjak, hogy a matematikai
problémamegoldas ¢€s felfedezés folyamatai legalabb részben megérthetdk, €s igy tanulhatoak
is: a matematika tanitasaban ezért szerintik ezekre a — nem teljes bizonyossaggal célravezetd,
de mégis hatékony — maddszerekre érdemes helyezni a hangsulyt. Ez az alkotasi folyamat
egyuttal felfogasuk szerint szoros Osszefiiggésben 4ll a jatékkal és a miivészi alkotéssal, igy
ezeknek az elemeknek is helylik van a matematika tanitasaban.

A disszertacié harmadik részében a két reform didaktikai elemzésén keresztul kisérlem
meg megmutatni, hogyan befolyasolja ez a kétféle matematikafelfogas — ,,bourbakianus” az

egyik, ,.heurisztikus a masik oldalon — a reformok didaktikai sajatossagait.
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1. FEJEZET

A DIDAKTIKAI ELEMZES MODSZERTANA

1 A DIDAKTIKAI ELEMZES KERDESEI

A francia és a magyar reform torténeti kontextusanak és episztemoldgiai hatterének elemzése
utan ratérek a két reform didaktikai elemzésére.

Amint azt a bevezetoben mar leszdgeztem, a francia esetben a ,,mathématiques modernes”
néven ismert reformrol van sz, amely a collége-ben (felsé tagozat) tantervét 1969-t61, az
école primaire-ben (also tagozat) pedig 1970-t61 1épett életbe. Figyelembe veszem tovabba az
1977-es francia tanterveket is néhany mas, az 1970-es évekb6l szarmaz6é dokumentummal
egyltt, amelyek segitségével a francia matematikaoktatas fejlodésének a ,,mathématiques
modernes” reformot kdvetd dinamikajat is megkisérlem felvazolni. A magyar esetben a Varga
Tamas kiseérletein alapuld, 1978-ban bevezetett reform dokumentumait veszem figyelembe.

A disszertacio bevezetésében hangstulyoztam e reformok rendszerszerti jellegét, arra utalva
ezzel, hogy mindkét esetben a matematikaoktatds szamos Osszetevdjét érinté6 komplex
atalakulasrol van szo. A torténeti elemzés ravilagitott, hogy a reformok szerzéi és vezetdi
mind a tantervek tartalmanak, mind azok szerkezetének &talakitasat fontosnak tarotték, és a
tanterv reformjat Osszhangba kivantak hozni a pedagdgiai modszerek megujitasaval,
nevezetesen az ,,aktiv pedagogia” modszereinek elterjesztésével (I. Rész). Elemzésemben
ennek megfeleléen a fenti szempontokra helyezem a hangsulyt. A kovetkezd kérdésekre
keresem tehét a valaszt:

1, Mi jellemzi a magyar és a francia reform tantervének tartalmat és szerkezetét?

2, Milyennek gondoljak el a reform szerzéi a kovetendé pedagégiai gyakorlatot?

Mit jelent az ,,aktiv pedagogia” fogalma az egyes esetekben?

3, Milyen osszefiiggések figyelhetéek meg a tanterv, a pedagogiai gyakorlat és a

tanitas segédanyagai kdzott az egyes reformok esetében?

Az elemzés soran megkisérlem megmutatni, hogy az egyes reformok kiilonb6zé sajatossagai
mindkét esetben Osszefliggd egészet alkotnak, és mindkét esetben a mogottiik meghtzdodo
matematikafelfogés — ,,bourbakianus” a francia, ,,heurisztikus” a magyar esetben — koherens

didaktikai megvalositasai.
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2 A TANTERVEK TARTALMANAK ES SZERKEZETENEK ELEMZESE
2.1 Az,6kolégiai megkozelités”

A ,,New Math” id6szak reformjainak soran nagy hangsulyt helyeztek arra, hogy a matematika
oktatadsdba bevezessék a modern matematika legfontosabbnak itélt elemeit — ugyanakkor a
tanterv tartalménak megujitasa mellett annak atstruktdraldsat is fontosnak tartottak, hogy a
matematikat az altalanos iskola elejét6l mint egységes tudomanyt mutathassak be.
Elemzésemben azt fogom vizsgalni, hogyan valosulnak meg ezek a torekvesek: melyek a
tananyag megujulé elemei, és mi biztositja a tanterv koherencidjat a francia és a magyar
reform esetében?

Ehhez az elemzéshez az un. 6koldgiai megkdzelitésre (Artaud 1997) tAmaszkodom, amely
kifejezetten alkalmas a tantervet szervezd logika elemzésére, és eszkozoket kinal annak
feltardsara, hogy mi magyarazza egy-egy matematikai téma vagy fogalom megjelenéset,
avagy éppen a hianyat egy-egy tantervben.

Az okologiai megkozelités az Yves Chevallard-hoz kotheté Didaktika Antropologiai
Elméletének részeként sziletett meg a francia didaktikai hagyomanyban (Artaud 1997). Az
elméletet az Okologia rendszerszerii szemlélete inspiralta, amely az él6lényeket nem
onmagukban, hanem egy rendszer részeiként értelmezi. Az Okoszisztémanak megfeleléen
beszél matematikai szervezetekrsl (organisation mathématique), és vizsgalja a matematikai
fogalmak egy adott rendszeren beltl fennallé elméleti-logikai Osszefiiggéseit, az egyes
fogalmaknak a rendszerben bet6ltott helyét és funkciojat: ehhez kdlcsonveszi az 6kologiatol a
habitat és a niche fogalmakat (ezeket a kifejezéseket én elemzéseimben nem fogom hasznalni,
matematikadidaktikdban hasznalt 0Okoldgiai megkozelités alkalmanként a taplaléklanc
fogalmat is felhasznélja: az él6lények taplalkozasi sziikségleteinek mintdjara kisérli meg
azonositani egy adott matematikai szervezeten belll fennallo elméleti sziikségleteket, az egyes
fogalmak egymastol valé fuggését.

Egy doktori disszertacid keretében természetesen nem all médomban, hogy 8 vagy 9 év
teljes tantervét elemezzem ilyen modon. A 2. fejezetben csupan a vizsgalt tantervek vazlatos
attekinteset kisérlem meg: azt vizsgalom, melyek az egyes tantervekben megjelend {6
matematikai témakordk, €és mi a tantervek fO szervezdelve. A részletesebb elemzést csupan
néhany példan végzem el. A 3 fejezetben a természetes szam fogalmanak felépitését

vizsgalom, megkisérlem rekonstrualni a hozza vezeté taplaléklancot a két reform
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felepitésében. A 4. fejezetben a geometria tanterv felépitésének sajatossagait vizsgalom, ezen
belil a Pitagorasz-tétel geometria tantervben betoltott helyére és szerepére téve a hangsulyt.
Az utolso, 5. fejezetben a kombinatorika és a valdszinliségszamitas megjelenésének okait
elemzem Varga Tamas tantervében, illetve e témak kilénféle kapcsolatait a tanterv tébbi
fejezetével. Kitérek rd, hogy mi lehet az oka e témak hianyanak az alsé és fels6 tagozatos
francia reformtantervben, és megvizsgalom, mivel figg 6ssze alkalmankénti megjelenésiik az

1970-es évek francia tankdnyveiben és tanari kézikonyveiben.
2.2 A geometria és a valoszinliségszamitas paradigmai

A 4. és az 5. fejezetben egy tovabbi elméleti eszkozt, a paradigma fogalmat is felhasznalom a
tantervek elemzéséhez. Houdement és Kuzniak (2006) Kuhn-tdl veszik kolcson e fogalmat a
geometria didaktikdjahoz, hogy a geometridhoz kapcsolddo hiteket, tudas-elemeket és
elfogadott problémamegoldasi mddszereket 6sszefliggésiikben jellemezzék. Harom kiilonb6z6
geometriai paradigmat kulonboztetnek meg (amelyeknek szamozasa nem utal sem
mindsitésre, sem hierarchidra a paradigmak kozott).

Az els6é paradigma (G1), amelyet a szerzok ,természetes geometrianak™ is neveznek, a
fizikai val6sagbol, az érzekszervi tapasztalatbdl nyeri vizsgalatai targyat. A vizsgalatok
konkrét, fizikai objektumokon folynak, az érvelések tényleges fizikai tevékenyégen alapulnak
(pl. hajtogatas, vagas, esetleg ezeknek a szamitdgépes szimulacidja). A masodik paradigma, a
,természetes axiomatikus geometria” (G2) nem érzékelhetd, hanem elméleti, idedlis
objektumokat vizsgal, az érvelések pedig deduktivak, és nem fizikai tevékenységre épulnek.
A tapasztalatokkal valé kapcsolat azonban megmarad, a G2 paradigma absztrakt targyai a
redlis vilaghoz kapcsolhato jelentést hordoznak; és bar részleges axiomatizalas megjelenhet,
teljes axiomatiz&lasrol G2-ben nincs sz6. A harmadik paradigmat a szerzok ,,formalis
axiomatikus geometrianak” (G3) nevezik: ebben a paradigmaban a geometriai fogalmak
tisztan formalisak, nem hordoznak az érzékelhetd vildgra vonatkozo jelentéstartalmat, az
érvelesek pedig teljes axidmarendszeren és az abban érvényes logikai levezetési szabalyokon
alapulnak.

Parzysz (2011) a paradigma fogalmat a valdszintiségszamitasra is kiterjeszti. Arra hivja fel
a figyelmet, hogy a valdszinliségszamitas ,,klasszikus” vagy ,,laplacianus” és ,,frekventista”
megkozelitései parhuzamba allithatok a Houdement és Kuzniak &ltal leirt geometriai
paradigmakkal. A torténetileg modernebb frekventista megkozelitést, amely a valdsziniliség

fogalmat a relativ gyakorisag fogalma feldl kozeliti meg, P1 paradigmaként jeldli, és a Gl
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paradigmaval allitja parhuzamba, hiszen mindkettd a valo vilag jelenségeinek megfigyelésén
és a kisérletezésen alapul. A laplacianus megkozelitést, amely az egyenl6 valdszintiségli
esetek fogalmanak felhasznédldsaval allit fel valoszinliségi modelleket, Parzysz P2
paradigmanak nevezi, és a G2 paradigmaval allitja parhuzamba, mivel mindketté matematikai
modellek vizsgalatan és logikai érveléseken alapul.

Megjegyzem, hogy a fentieken kiviil a valoszinliségszdmitas egy harmadik, ,,bayesidnus”
vagy ,,szubjektivista” megkdzelitését is meg szokds kiillonboztetni (a matematikadidaktika
teruletén Id. pl. Carranza & Kuzniak 2008); azonban viszonylag modern elméletrél 1évén szo,
ez még nem lehetett hatassal az 1970-es évek matematikaoktatasara, igy elemzéseimben nem
veszem figyelembe.

A geometria és a valdsziniliségszamitas paradigmainak fogalma a 4. és az 5. fejezetben
segit majd feltarni, hogyan fligg 6ssze a reformok hatterében all6 episztemoldgia az egyes
matematikai témak keretében targyalt fogalmak, a felhasznalt eszkdzok és az elvart érvelési

modok sajatosséagaival.

3 A PEDAGOGIAI GYAKORLAT ELEMZESE45
3.1 Az ,aktiv pedagogia”, és a Didaktikai Szituaciok Elmélete

Mindkét reform hangsllyozza a pedagdgiai gyakorlat megujitasanak sziikségességét, és az
»aktiv pedagdgia” modszereinek jelentdségét. Nem egyértelmii azonban, mit értenek az egyes
szerzOk ,,aktiv pedagdgidn”: miben 4ll a tanulok aktivitdsa? Hogyan fligg Ossze ez az aktivitas
a tananyag matematikai tartalmaval? Miben all a tanulok felel6ssége a matematikai fogalmak
felépitése soran és mi a tanar szerepe ezekben a folyamatokban?

Ezekre a kérdésekre elssorban a Brousseau 4altal kidolgozott Didaktikai Szitudciok
Elméletének segitségével keresem a valaszt. Brousseau elmélete nem csak azért tiinik
kilonosen alkalmasnak e célra, mert a francia didaktikai hagyomanyt megalapozo, igen
részletesen kidolgozott elméletrdl van sz6, hanem azért is, mert alapjai jelentds részben az
altalam vizsgalt kor vitdiban gyOkereznek. Brousseau maga is vildgossa teszi Piaget
konstruktivista elméletének, Dienes jatékainak és az aktiv pedagodgiat ovezd vitdknak a
hatasat elmélete kidolgozasara, ugyanakkor bizonyos kérdésekben szembe is fordul a tiszta
konstruktivizmussal (Bessot 2011, 32. 0.).

4 A disszertacio eredeti, francia verzidjaban még egy elméleti eszkozt, a Douady altal kidolgozott targy-
eszkoz dialektika (dialectique outil-objet) fogalmat is hasznalom, de Iényegesen kisebb stllyal, mint Brousseau
elméletét. A magyar verziobdl hely hidnyaban az erre vonatkozo fejtegetéseket kihagytam.
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Az elmélet egyik kdzponti fogalma az adidaktikai szituaco. A konstruktivista elmeleteknek
megfeleléen (Brousseau 1986, 48. 0.) Brousseau azt vallja, hogy valddi tanulasi folyamat csak
ugy mehet végbe, ha a tanulé maga épiti fel sajat ismereteit. Ez a matematikatanulasban ugy
valdsithatd meg, ha a tanar olyan didaktikai céli, de a természetes tanulasi szituaciokat
imitalo helyzetet hoz létre, amelyben a tanuld @nalléan, a tanar tovabbi kdzbeavatkozasa
nélkil is képes a tanitani tervezett fogalom felépitésére. Az ilyen adidaktikai szituacié egy jol
kidolgozott milién alapul (ez allhat valamilyen targyi kornyezetbdl, de tartalmazza a feladat
instrukcioit, illetve a tanul6 szamara elérhetd matematikai fogalmakat is), amellyel a
tanulonak interakcioba kell 1épnie. A miliének retroaktivnak kell lennie, vagyis reagalnia a
tanuléd problémamegoldasi kisérleteire, ezaltal visszajelzést adva kidolgozott modszereinek
helyességérol és segitve azok javitasat. igy a tanitani kivant matematikai fogalom tgy jelenik
meg, mint valamiféle megoldasi eszkdz egy adidaktikai szituacio soran felmeriilé problémara,
amelyet a milidvel val6 interakci6 sordn a tanuld maga fejleszt és ellendriz.

Brousseau feltételezi, hogy minden matematikai ismerethez, fogalomhoz hozzarendelhetd
legaldbb egy un. fundamentdlis szituacio, amely elég gazdag és 6sszetett ahhoz, hogy mas
szitudciok egész egylittesét generalja, lehetdvé téve igy egy egész matematikai téma
felépitését (Brousseau 2012, 115. 0.).*¢ Brousseau megkiilénboztet ezen kiviil cselekvési,
megfogalmazési és ervényesitési szituaciokat (situations d’action, de formulation, de
validation) kiilonboztet meg, amelyek sorrendjének bizonyos jelentdséget tulajdonit
(Brousseau 1997, 9. 0.).

Az adidaktikai szituaciok azonban csak a tanitas egyik fazisat alkotjak, amelynek
Brousseau elképzelése szerint két masik fazissal, a devolicioval (dévolution) és az
intézményesitéssel (institutionnalization) kell valtakoznia. Az elébbinek az a funkcidja, hogy
bevezessen egy adidaktikai szituaciot: a devolicié soran a tanar atruhdzza az ismeretek
felépitésének felelosségét a tanulOkra, akiknek vallalniuk kell a felelésséget annak a
feladatnak a megoldasaért, amelyet a tandr kitiizott nekik.*’

Az intézményesites fogalma ismeret és tudds (connaissance €s  savoir)
megkilonboztetésével fligg 0ssze Brousseau elméletében. Az ismeret szerinte személyes és
kontextushoz kotott. Létrejohet egy adidaktikai szituacio keretei kozt — azonban ahhoz, hogy

formaba Onthetd, kifejezhetd, kialakuldsanak kontextusatdl elvonatkoztatott és intézményi

4 Az 5. fejezetben, Brousseau egy tanitasi kisérletének elemzésekor latni fogjuk, milyen szerepet jatszik nala
a fundamentalis szituaci6 fogalma a hosszabb tanitasi folyamatok tervezésében, és mennyiben teszi kiilonbozévé
e folyamatok felépitését Varga ,,problémasorozatokra” épiilé megkozelitésétol.

47 A devolcio jogi eredetii fogalom; Brousseau elméletében szoros kapcsolatban all a didaktikai szerzddés
fogalmaval, amelyet alabb ismertetek.

71



szintes is elfogadott, jovahagyott tudas jojjon létre, a tanar kozremiikodése sziikséges. Erre
szolgal Brousseau szerint az intézményesités fazisa, amelynek igy sziksegképpen kovetnie
kell a tanulés egy-egy adidaktikai fazisat.

A Didaktikai Szituaciok Elméletének még egy fogalma jatszik fontos szerepet
elemzéseimben: a didaktikai szerzédés fogalma. Egy olyan — az esetek tobbségében implicit —
megallapodasrol van szé tanar és tanitvanyai kozott, amely meghatirozza a tanitéas
folyamatédban betoltott szerepiiket, az egyes felekre haruld feleldsséget, és azt, hogy mit
varhatnak a masik féltél. (A szerzodés kimondatlansaga és valtozasai szamos félreértéshez
vezethetnek: ezek elemzése kiemelt szerepet jatszik az elméletben, Brousseau szerint szamos
matematikatanitassal kapcsolatos nehézséget, elakadast megmagyaraznak.) Annak
megértéséhez, hogy az ,aktivitds” mit jelent a kiilonb6z0 szerzOk elgondolasa szerint,
kiilondsen azt fogom elemezni, hogy milyen jellegli didaktikai szerzddés olvashatd ki
tankonyveikbdl és tanari kézikonyveikbdl.

Az elmélet 1970-es évekbeli megjelenése ota hossza fejlédésen ment keresztiil, szamos
Kiegészitést megélt. A tovabbfejlesztések egyik fontos motivuma, hogy az elmélet a
hétkoznapi tanitasi szituaciok elemzésére is alkalmassa valjon, amelyek nem mindig kdvetik
Brousseau modelljét. Hersant és Perrin-Glorian (2003) egy a mili6 és a didaktikai szerz6dés
fogalmat 0sszekapcsolo, tovabb arnyald tanulmanyban bevezetik az adidaktikai potencialitas
fogalmat a szituaciok eldzetes elemzéséhez. Itt annak vizsgalatarol van szo, hogy egy adott
feladat az adidakticitisnak milyen lehetdségeit rejti magaban, attol fliggetleniil, hogy a
tényleges osztalytermi alkalmazas soran mennyi valésul meg ebbél.*® Mivel én magam sem
férek hozzé a ténylegesen megvalo6sult tanérdkhoz, csupan a tervezett pedagdgiai gyakorlat
elemzésével foglalkozom, ink&bb adidaktikai potencialitasr6l mint tényleges adidaktikai
szituaciokrol fogok beszélni.

Meg kell emlitenem egy az adidaktikai szituicio jellegét érintd, a francia didaktikai
kdzosségben folyd vitat is. Lattuk, hogy az adidaktikai szituacié soran a tanulé maga viseli a
tanulasi folyamatért a felel0sséget, a tanar kozbeavatkozasa nélkiil épiti matematikai
ismereteit. Nem egyértelmli azonban, mit jelent a tanar kozbeavatkozasanak hianya.
Brousseau egy 1997-es el6adasaban ugy nyilatkozik, hogy a tanar ugyan tesz bizonyos
pedagbgiai gesztusokat (pl. motivalja a gyerekeket, emlékezteti ket a szituacid szabdlyaira

stb.), de ezek nem didaktikai gesztusok, nem eérintik a matematikai tartalmat. Brousseau

48 A francia didaktikai hagyomanyban meg szokas kulonboztetni a priori és a posteriori elemzést: elébbi egy
feladat vagy tandra tervében rejlo lehetéségekre vonatkozik, utobbi pedig a tényleges megvalosulast vizsgalja.
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megfogalmazasa szerint a tanar ilyenkor ,,mikodteti a gépezetet” (Brousseau 1997, 48. o.), de
a matematikai ismeretek szintjén egyaltalan nem avatkozik kdzbe.

Hersant és Perrin-Glorian mar emlitett cikke szerint (2003, 223. o.), Ugy latszik, az
adidaktikai szituacio egyfajta idealt testesit meg, amelynek a sordn a tanar egyaltalan nem
avatkozik kozbe; a tényleges megvaldsulas soran viszont gyakran sziikséges a tanar
beavatkozésa kulonféle okokbol, igy ezek a helyzetek csak kozelitik az elmélet altal felallitott
idedlt. Hasonl¢ allaspontot latszik képviselni Hersant ,,a dialogikus tanitasrol” (le cours
dialogué) sz6l6 tanulmanyaban (2004). Margolinas (1993, 35. 0.) viszont mas véleményen
van: szerinte egy adidaktikai szituacidt elsdsorban a tanuldk tanuldsi folyamat iranti
felelosségvallalasa jellemez, kevésbé a tanér kdzbeavatkozasanak megléte vagy hianya. Ez a
kérdéskor akkor valik kiilonosen jelentdssé elemzéseim szempontjabol, amikor Varga Tamas
matematikaoktatasi koncepcidjat kisérlem meg Brousseau elméletének segitségével
jellemezni: a francia példakkal ellentétben itt ugyanis Iényegesen nehezebb lesz tisztan
adidaktikai és intézményesitési fazisokat elkiiloniteni, bar a tanulok felelésségvallalasa, amint

azt latni fogjuk, Varga szemében is fontos szerepet jatszik.
3.2 A tanar munkajanak elemzése

Margolinas jelentds szempontvaltast vezet be a Didaktikai Szituaciok Elméletébe: mig az
eredeti elmélet elsdsorban a tanulok szemszogebdl vizsgalja a tanitas folyamatat, Margolinas
(2002) ugy egésziti azt ki, hogy a tanar munkéjanak tanulmanyozasahoz is alkalmassa valjon.

Megkilonbozteti a tanar tevékenységének kildnféle szintjeit:

Ideologiai szint +3
Egy téma felépitésének, megtervezésének szintje +2
Egy tandra tervének szintje +1
A didaktikai szituaci6 szintje 0

A megfigyelés vagy a devollcié szintje -1

111.1.1. Tablazat: A tanar tevékenségének szintjei (Margolinas 20002, 142, 0. Sajéat forditasom)

Latni fogjuk, hogy az elemzett tankonyvek és tanari kézikdnyvek lényegesen eltérnek
egymastol olyan szempontbdl, hogy a tanar munkajanak mely szintjeit szabalyozzak, és mely
szinteken hagyjak a feleldsséget a tanarra. Ahhoz, hogy a didaktikai szituaciok leirasait
egyaltalan elemezni lehessen, szikség lesz az altalam tanulmanyozott forrasok ilyen jellegii

vizsgalatara. A Margolinas altal meghatéarozott szintek kdzil én az elemzéseim soran harmat
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veszek majd figyelembe: a hosszutavu tervezésnek (+2), a tanora tervenek (+1) és a tandrai

tevékenységnek (0) a szintjét.

A 3. fejezetben az alsé tagozatos tanitoi kezikényvek elemzésén keresztil vizsgalom,
miben kell allnia az egyes szerzok szerint a tanar tevékenységének, illetve az e konyvekben
leirt szituaciok milyen didaktikai szerzOdést, a tanulok milyen jellegli aktivitasat feltételezik.
Néhany szituacio elemzésével elsGsorban a tanar tevékenységének +1 szintjét vizsgalom.
Ezek az elemzések egyduttal arra is ra fognak vilagitani, hogy mig a francia kézikényvekben
altalaban a +1 szinten van a hangsuly, Varga Tamas koncepcidja a 0 és a +2 szintre is nagy
hangsulyt helyez. A 4. fejezetben a felso tagozatos tankonyvek elemzésén keresztiil lehetdség
nyilik majd a felsd tagozaton tervezett tanitasi gyakorlat vizsgalatara: azt kisérlem meg
megmutatni, hogy e tankdnyvek szévegei részben olvashatdk a tervezett pedagogiai gyakorlat
modelljeiként. E fejezetben elsésorban a 0 szint elemzésére nyilik majd lehetdség. Végiil az 5.
fejezetben a pedagogiai gyakorlat szempontjabdl a +2 szint vizsgalatan lesz a hangsuly: a
magyar reform néhany kombinatorikai témaji hosszabb tanitasi folyamatanak felépitését
fogom  &sszehasonlitani  Brousseau egy 1970-es évek elején  megvalositott,
valdszinliségszamitasi témaja kisérletének felépitésével. Ez az elemzés Varga ¢és Brousseau
koncepciojanak Osszehasonlitdsa mellett arra is lehetdséget kindl majd, hogy Brousseau
munkassagat — amellett, hogy elemzéseimhez elméleti hattérkent haszndlom — sajat torténeti

kontextusaban, a ,,mathématiques modernes” reformmozgalom 6sszefiiggésében vizsgaljam.
3.3 Egy terminoldgiai probléma

A szituacié (situation) és a probléma (probléeme) fogalma Brousseau elméletében
kulcsszerepet jatszik. Ezeket a fogalmakat elemzéseim sordn én is hasznalni fogom.
Ugyanakkor a tanterv- és tankonyvszerzOk szamos mas, rokon értelmii kifejezést is
hasznalnak, amelyek jelentése nem mindig egyértelmii és sokszor atfedi egymast. A francia
szOvegekben gyakran hasznalatos a fenti két fogalom, de, mint arra Artigue és Houdement
(2007) ramutat, jelentésiik sokat véltozott az évtizedek folyamén. Hasznalatos emellett a
gyakorlat (exercicce) fogalma is, kiillondsen a felsé tagozatos tantervekben. A magyar
tankonyvekben és tanari kézikonyvekben elsGsorban a feladat és a jaték fogalmakkal lehet
talalkozni, alkalmanként a gyakorlat is hasznalatos. A probléma kifejezés ugyan fontos
szerepet jatszik, de inkabb a kommentarokban, elméleti jellegli szovegekben jelenik meg,

mint a konkrét feladatok megjel6léseként. Varga ezt a fogalmat Pélyahoz hasonlo értelemben
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hasznalja, olyan kérdések leirdsara, amelynek megvélaszolasa bizonyos nehézséget jelent,
mivel a tanulénak nem &ll rendelkezésére kész modszer a megvalaszolasukra.

Tekintettel a két orszadgban hasznélt kifejezesek valtozatossagara, nem Kkisérlek meg
egységes terminoldgiat bevezetni. Torekedni fogok arra, hogy Brousseau elméletének
elemzések fényeben vizsgdlom meg, milyen jelentést hordoznak e kifejezések, és mi az

esetleges jelentdsége a terminologiai eltéréseknek.

4 A TANKONYVEK ES TANARI KEZIKONYVEK ELEMZESE

Ahogy azt a disszertacio bevezetésében leszdgeztem, és a fentiekben is tobbszor utaltam r4,
nem Kkisérlem meg az 1970-es évek tényleges tanitasi gyakorlatdnak elemzését. Indirekt
maodon, irott szovegeken keresztil igyekszem rekonstrualni a szerzok altal elképzelt tanitasi
gyakorlatot. Els6, szituaciok elemzésére vonatkozd kisérleteim azonban komoly
nehézségekbe (tkoztek: a kilonb6z6 tankonyvek és tanari kézikonyvek nem ugyanolyan
jellegli informdaciokat tartalmaznak és nem ugyanolyan részletességgel; egy didaktikai
szituacio elemzéséhez szikséges informéacioknak sokszor csak egy részét tartalmazzak
expliciten, méas szempontokrol viszont hallgatnak. Ahhoz, hogy egyaltalan didaktikai
szituaciok elemzésérdl beszélhessek, €s Ossze tudjam hasonlitani a kiilonb6z6 forrdsaimat,
sziikségesnek tlint azok eldzetes, atfogd elemzése.

Kilén figyelmet forditok ezért az egyes tankodnyvek, tanari kézikonyvek felépitésére,
bevezetdjére és hasznalati Utmutatdjara, nyelvezetére, stilusara. Ezek az elemzések fogjak
megmutatni, milyen jellegli tevékenységek varnak e konyvek az Oket haszndlo tanartol, és
hogyan segitik abban, hogy tényleges pedagdgiai gyakorlatdt megtervezze. Ezek a vizsgalatok
nem csak a pedagoOgiai gyakorlat elemzését segitik, hanem ©&nmagukban is értékes

informéacidkat szolgaltatnak az egyes reformok sajatossagairol.
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2. FEJEZET

A TANTERVEK ALTALANOS ELEMZESE

A didaktikai elemzést a tantervek atfogé elemzésével kezdem. Tekintetbe véve, hogy a
reformok a ,,modern matematikanak™ megfeleld 0j tartalmi elemek bevezetését, illetve a
matematika koherens tudoményként vald6 bemutatasat siirgetik, elsésorban ezeket a
szempontokat vizsgalom elemzésem soran. Egyreszt arra keresem a valaszt, hogy miben all a
francia illetve a magyar reform tantervének tartalmi megljuldsa, masrészt pedig azt
vizsgalom, hogy mi biztositja e tantervek belsé koherenciajat.

Ebben a fejezetben nem bocsatkozom részletekbe — csupan azt vizsgalom, melyek az egyes
tantervben megjelend f6 fejezetek, €s milyen fobb, az tmutatokban leirt vagy a fejezetek
sorrendjébdl kiolvashatd rendezdelvek szervezik a tantervek egészét. A részletekbe mend
elemzés a disszertacidé kovetkez6 harom fejezetének targya lesz, harom példaként vélasztott
tantervi fejezet elemzésén keresztiil: a jelent fejezetben targyalt vizsgéalatok els@sorban arra
szolgalnak, hogy a példéakat kontextusba helyezhessik.

A francia (1969/1970) és a magyar reform (1978) tanterveit egy vagy két korédbbi
tantervvel hasonlitom 6ssze, hogy a fobb tartalmi valtozdsokat megallapithassam. A francia
tantervek kozul az alsd tagozat 1945-6s és a felsé tagozat 1960-64-es tantervét veszem
figyelembe?®, a magyar tantervek koziil az 1946-0s és az 1962-es altalanos iskolai tantervet.
Vizsgalom tovabba az 1977-es francia tantervet, amely a magyar reformmal nagyjabol egy
iddben Iépett életbe, és amely a francia reform revizidjaként szolgal.

A disszertacio magyar verzioja csupan a 2. fejezet eredményeinek rovid 6sszefoglalasat

tartalmazza, az elemzéseket itt nem részletezem.

A magyar és a francia reform tantervét dsszehasonlitva megallapithatd, hogy a reform
vezetdinek torekvései — a tananyag tartalmi megujitdsa és a tanterv felépitésenek
Ujraszervezése, annak koherencidjat biztositandd — mindkét esetben megvalosulnak, de nem
ugyanabban az értelemben.

A két orszag reformot megel6z0 tantervei sok hasonldsagot mutatnak: elsdsorban
szamtannal, mértannal, geometridval és egy kevés algebraval foglalkoznak, a hangsulyt a

szamolasra, a hétkoznapi életben hasznalt mértékegységek ismeretére és az euklideszi

49 Az also tagozat tanterve nem valtozott 1945 és 1970 kozott; a felsd tagozat esetében 1960-ban (6-7.
osztaly) illetve 1964-ben (8-9. osztaly) vezettek be eldszor egységes, minden iskolatipusra érvényes tantervet: ez
az 1969-est megelz4 utolso tantervi reform.
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geometria fobb idomainak tanulmanyozasara helyezik. A reform mindkét orszagban
visszaszoritja a mechanikus szamolasi készségek elsajatitasara forditando id6t a matematikai
fogalomépités, Uj matematikai témak és a matematikai gondolkodas fejlesztésének javara.
Ugyanakkor néhany Iényeges kiilonbség is megfigyelhetd a két reform tendencidi kozott.

A francia reform elsGsorban a halmazelmélet fogalmait, illetve a szamok és a geometria
modern axiomatikus elméleteit emeli be az (j tantervbe. A matematika egységét a halmaz és a
relaci6 fogalma, a modern matematika formalis nyelvének hasznalata és az axiomatikus
modszer biztositja. A matematika kiilonboz6 agai kozott hierarchikus kapcsolatot epit a
,mathématiques modernes” reform tanterve: az egyik elmélet alapfogalmai egy maésik
elmeletre épulnek (a szdmelmelet fogalmai példadul a halmaz fogalmara, a geometria
alapfogalmai pedig a valds szam fogalmara).

A magyar reform tanterve nem mélyiti el az egyes matematikai elméletek tanulmanyozasat
gy, ahogy a francia, viszont a témdk nagyobb valtozatossigara torekszik. Ot f& témaba
sorolja a tananyagot, amely témak a tanterv egészén végightzodnak, 1. osztalytdl a 8-ig.

- Halmazok, logika

- Szémtan, algebra

- Relaciok, fliggvények, sorozatok

- Geometria, méres

- Kombinatorika, valoszinlis€gszamitas, statisztika
A témak kozotti viszony nem annyira hierarchikus, inkabb dialektikus: az egyes témak
kolcsdnosen épitik egymast, az egyes matematikai fogalmaknak igy parhuzamosan tobbféle
megkozelitését kinalva (I1d. pl. 3. és 5. fejezet). A tanterv {6 szervezdelve a ,,spiralszeri”
szerkezet, az egyes témakra, fogalmakra torténd ismételt visszatérés, akar tobb éven keresztiil,
és ezaltal a fogalmak fokozatos altalanositasa, mélyitéese.

A magyar Aaltalanos iskolai tanterv a folytonossagot, a lassu, fokozatos épitkezés
fontossagat hangsulyozza. A francia tantervet ezzel szemben toérésvonalak szabdaljak. Ez
részben a két oktatédsi intézmeényrendszer kilonbségeinek tudhaté be (a magyar altalanos
iskola egységes intézmény, a hangsulyos hatar az altalanos iskola és a kdzépiskola kdzott
hizddik — a francia école primaire és college azonban két fliggetlen intézmény, a collége
raadasul a francia rendszerben mar kdzépiskolanak szamit). A francia tanterv azonban
kifejezetten hangsulyozza a torést a college (felsé tagozat) elsé és masodik két éve kozott,
kilénésen ami a geometria tantervet illeti. Mig a geometria kis hangsullyal szerepel az alsobb
évfolyamokon, és inkdbb ,,a fizikai vilag megfigyeléseként” kezeli a tanterv, mint tényleges

matematikai tanulmanyokként, az ,,igazi” geometria tanuldsa a tanterv szerint 8. osztalyban
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kezdédik, axiomatikus-deduktiv formaban, a halmaz és a valés szam fogalmara épitve, a
modern algebra formélis nyelvét felhasznélva. (A geometria tanterv részletesebb vizsgalatara
a 4. fejezetben térek vissza.)

Végil meg kell emlitenem a magyar tanterv egy fontos sajatossagat, amely szorosan
Osszefligg a feljebb mar emlegetett spiralos szerkezettel. Varga Tamas reformjanak Ujitasa,
hogy a tantervet kotelezd és valaszthato részekre osztja, illetve a kotelezd részeken beliil is
megkulonbdzteti azokat a téméakat, amelyek targyalasara sort kell keriteni egy adott tanévben,
attol, amit a gyerekekt6l az adott évben szamon is kérnek. Fontos érv e felosztas mellett a
differencidlds tamogatasa, a gyerekek egyeéni igenyeinek figyelembevétele: a tanterv
rugalmassaga nem csak a kiilonb6z6 osztalyok eltérd ritmusu haladasat engedi meg, de az
osztalyon beliili kiilonbségek kezelését is lehetové teszi. Ezenkiviil, amint azt késébb latni
fogjuk, ez a felosztds Varga Tamas tantervében a béséges tapasztalatszerzésre hivatott

lehetdséget biztositani, és a fogalmak lassu, fokozatos intézményesitését szolgalja.
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3. FEJEZET

A TERMESZETES SZAM FOGALMANAK BEVEZETESE ELSO OSZTALYBAN

Els6 példamat Christine Chambris (2008, 2010) munkaja inspiralta. Chambris kimutatja, hogy
a szamfogalom és a szamolas tanitasa a francia matematikaoktatas torténetében hosszu ideig
szorosan kapcsolodott a méréshez, ezt a kapcsolatot azonban a ,,mathématiques modernes”
reform elvagta, a mérés helyett a halmazelméletre alapozva a szamfogalmat, és a késébbi
matematikaoktatasi reformok csak részben allitottak helyre a kapcsolatot szdmfogalom és
mérés kozott. Chambris elsGsorban a 2. és a 3. osztaly tananyagat elemzi — én ebben a
fejezetben az altalanos iskolai oktatas elejét, az 1. osztalyos tananyagot vizsgalom, és ezen
belul is azt, hogyan épul fol a természetes szam fogalma a francia és a magyar reform
tantervében. Az elemzés mutat majd bizonyos hasonldsagokat a két tanterv kozott,
ugyanakkor néhany lényeges kilonbséget is: a magyar reform ugyanis parhuzamosan két
kiilonb6z6 alapra épiti a természetes szdm fogalmat, egyrészt a halmaz fogalmabol, masrészt
a mérésbal kiindulva.

Az ebben a fejezetben haszndlt fobb forrasaim a tantervek mellett munkalapok és tanari
kézikonyvek. A munkalapok a ,New Math” idején meglehetdsen elterjedtek, és gyakran
atveszik a tankonyvek szerepét. E munkalapok a tanulok 6nallé munkajat teszik lehetdveé,
ugyanakkor a hozzajuk tartozd tanari kézikonyvek altaldban hangsulyozzak, hogy a
munkalapok hasznalatanak 0Osszetett és szdmos mas segédeszkozt is felhasznald tanitasi
folyamatba kell illeszkednilk. E fejezetben a tanari kézikdnyvek elemzésén keresztil
vizsgalom a szerzoik altal elgondolt tanitasi folyamatokat (amelyek nem feltétleniil egyeznek
meg azzal, amit a tanarok végiil megvalositottak®).

A kezikonyvek felépitesének altaldnos elemzése utan nehany azokban leirt szituaciot
elemzek részletesebben, hogy a szerzok altal elgondolt tanitasi gyakorlatot jellemezzem.
Elsdsorban azt vizsgdlom, milyen értelemben beszélnek az egyes kézikonyvek ,,aktiv
pedagogiardl”, miben all a tanulok Onallosdga és felel0ssége a matematikai ismeretek
felépitésének folyamataban, és mi a tanar szerepe ebben a folyamatban. Az elemzés soran
Brousseau elméletére, ezen beliil is elsGsorban az aidaktikai potencialitas eés a didaktikai

szerzédés fogalméara timaszkodom.

%0 Franciaorszagban példaul a tanarok sokszor csak a munkalapokat hasznaltak, és nem is ismerték a tanari
kézikdnyveket (Jeanne Bolontdl és Alain Kuzniaktdl szarmazé informacid).
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A kézikonyvek felépitesének vizsgalata egydttal arra is rdmutat majd, hogy a kiilonbdz6
szerzOk egymastol meglehetésen eltérd elképzeléseket vallanak a tanar feladatairdl: a
kiilonboz6 felépitésii kézikonyvek mas-mas jellegl felel6sséget hagynak a tandroknak, amit a
tanari tevékenység Margolinas altal meghatarozott szintjeivel igyekszem jellemezni.

Amint azt kordbban jeleztem, Magyarorszagon a vizsgalt idészakban egyetlen hivatalos
tankonyvsorozat (illetve jelen esetben munkalap- és tanari kézikdnyv-sorozat) létezett,
amelyet ugyanaz a szerzOcsoport irt, amely a tantervet is kidolgozta. Franciaorszagban viszont
a tankonyvpiac szabad volt, és szamos sorozat koziil valogathatnak a tanarok. Az elérhetd
sorozatok koziil elssorban az FEiller altal szerkesztett Math et calcul sorozatot elemzem,
amely az egyik legnépszeriibb tankdnyvsorozat volt a vizsgélt id6szakban (Chambris 2008,
515. 0.), és amely részletes és jol szerkesztett tanari kézikonyveinek kdszonhetden kiilonosen
alkalmas a szerz0 altal elgondolt tanitasi gyakorlat elemzésére. A masik francia forrés,
amelyet vizsgalok, mar a ,mathématiques modernes” reformot kovetd kritikai iddszak
terméke, és az 1977-es 1ij tantervvel egyidében jelent meg. Az ERMEL nem csupan tanari
kézikonyv, hanem egyuttal egy kisérleti projektet bemutatd kotet is: a francia pedagdgiali
intézetbdl, az INRP-b6l (Institut National de Recherche Pédagogique) iranyitott Kisérletek

gyakorld tanarok és kutatok részvételével folytak az 1970-es évek elejétol kezdve.

1 A TANTERV OKOLOGIAI ELEMZESE: A SZAMFOGALOM ES A MERES KAPCSOLATA

1.1 A francia tantervek

Chambris eredmenyeinek megfeleléen a természetes szam fogalmank felépitésérdl is
elmondhat6, hogy a ,,mathématiques modernes” reform elvagja a szdmfogalom és a mérés
kdzott kordbban fennalld kapcsolatot. A geometria és a mérés nem is része az els6 osztalyos
tantervnek, a kordbban a bevett mértékegységekre alapozott szam- és miiveletfogalmak az
1970-es tantervben a halmaz és a relacio fogalmara épulnek. Jol egybevag ez a felépités nem
csak a reformereknek azzal a szandékaval, hogy a modern matematika elemeit, igy a
halmazelmelet fogalmait bevezessek a matematikatanitasba, de azzal a trekvéssel is, hogy a
hétkdznapi ¢letre vald hivatkozas helyett absztrakt és igy altaldnos érvényli matematikai
fogalmakat épitsenek.

Ez ugyanakkor nem jelenti a konkrét tapasztalatok mellézését: a tantervi utmutatd (Francia
tanterv 1970 7-8. 0.) éppugy, mint a kiilonb6z6 tanari kézikonyvek (vo. §2) hangsulyozzék a
targyakkal végzett tevékenyseg jelent6ségét a halmaz- és szamfogalom megalapozasaban. A

tanterv osztalyozassal, csoportositassal kapcsolatos feladatokkal kezdddik, a halmaz- és
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relaciéfogalom (konkrét tapasztalatokon alapuld) bevezetését a halmazok 6sszehasonlitasa
koveti. A halmazok szamossédganak osszehasonlitdsara a péarositds modszere szolgél, ez
alapozza meg az ,ugyanannyi” majd a ,,tobb” és a ,kevesebb” fogalmat. A természetes
szamok kardinalis szamként, a halmazokat jellemz6 tulajdonsagként jelennek meg a

tantervben.

1.1.1 A szamfogalom felépitése a francia munkalapokon

A ,,mathématiques modernes” tantervhez készllt szamos munkalap-sorozat kozil a Picard és
az Eiller szerkesztette sorozatokat elemeztem. Mindketté hiven koveti a tanterv felépitését: a
csoportositasra, relaciokra, halmazokra vonatkozO feladatokat a parositas technikajanak

bevezetése koveti, erre épul aztan a szamfogalom.
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111.3.3. bra (Eiller munkalapok 1. oszt. 1971, 6. és 7. munkalap)
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111.3.4. dbra (Picard munkalapok 1. oszt. 1970, 28. és 32. munkalap)

Picard-nal megfigyelhetiink egy sajatos reprezenticidos eszkozt, amelyet egyenld kis
négyzetekbdl allo oszlopok (vagy séavok) alkotnak. Ezek a halmazok szamossdganak
Osszehasonlitdsat konnyitik meg: a négyzeteket egy halmaz elemeivel parositva és a
megfeleld szdmu négyzetet kiszinezve a halmazok helyett a nekik megfeleld két oszlop
hasonlithatd 6ssze. Igy valGjaban a kiszinezett oszlopok hossza segit a halmazok
0sszehasonlitdsdban — ez a modszer azonban nem épiil a mérés fogalmara, inkabb szemléltetd
eszkoznek tekinthetd (és elsdsorban a relaciosjelek illusztralasara szolgdl mind Picard-nal,

mind Eullernél.
1.2 A magyar tanterv

A magyar reform tanterve szintén fontos szerepet szan a halmazoknak a szamfogalom
felépitésében, ugyanakkor a szdmfogalom és a mérés kozott is erds kapcsolatot teremt. A
szamfogalomnak val6jaban két parhuzamos bevezetését kivanja meg, egyrészt halmazok
tulajdonsagaként, masrészt pedig mérészamkeént (Magyar tanterv 1978, 18. 0.). A tantervhez
tartozo elsd osztalyos tanari kézikonyv két kiilon fejezetet is szan e kétféle bevezetésnek. Az
alabbi abra illusztralja a természetes szam fogalmat épit6 fogalmak taplaléklancat. Az abrardl
az is latszik, hogy a halmazok és a mérés mellett a fiiggvények és a kombinatorika is szerepet
kapnak a szamfogalom felépitésében — bar ez utobbi két téma szamfogalommal vald
kapcsolatat nem elemeztem részletekbe menden. Igy a tantervnek mind az 6t nagy fejezete

koézremiikodik a természetes szam fogalmanak megalapozéasaban.
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111.3.5. &bra (A szdmfogalmat felépité taplaléklanc a magyar tantervben. A fogalomépitésben csak a
halmazok és a mérés szerepét elemzem részletesebben, a tébbi matematikai téma szerepére csupan vazlatosan

utalok: ez utdbbit fejezik ki a szaggatott vonallal abrazolt nyilak.

1.2.1 A szamfogalom felépitése a magyar munkalapokon

A halmazokon és mérésen alapuld, kétféle felépités dsszekapcsoldsa jol nyomon kovethetd a
tantervhez tartozo elsd osztdlyos munkalapokon (ld. melléklet). A munkalapok &ltaldban két
vagy harom kiilonb6z6 feladatot tartalmaznak, amelyek kapcsolodhatnak ugyanahhoz a
témahoz, de akar egymastal teljesen fuggetlen témékhoz is. (Alabb — §3.1 — latni fogjuk, hogy
a tanari kézikonyv a tanoraknak is hasonlo felépitését javasolja, tobb kisebb, akar egymastol
flggetlen feladatot targyalva egy-egy éran.) fgy példaul az elsé munkalapok mindegyike
tartalmaz a szamfogalmat elokészitd feladatot, de emellett sokszor mas témakat (pl.
topologiat, sorozatokat) érint6 feladatokat is.

A harmadik munkalap példaul eldszor a halmaz, majd a nagysag fogalmat érinti, bevezeti a
,hagyobb mint” kifejezést. A nagysag ¢és a halmaz fogalmat a kovetkez6 munkalapok is
egymassal parhuzamosan targyaljak: a 4. munkalapon talalhaté feladatban példaul a tablazat
elsé és harmadik oszlopat a kozépsé oszlopbeli abraknal nagyobb és kisebb abrakkal kell
kit6lteni, mig a 7. munkalap egy hasonl6 tablazatot tartalmaz, amely a ,,tobb” és a ,,kevesebb”

fogalmat érinti. A < és > jeleket az 5., a parositas technikajat a 8. munkalap vezeti be. A 9.
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munkalapon hasonlo6 reprezentacios eszkoz jelenik meg, mint amelyet Picard-nal is lattunk: a
kis négyzetekbdl allo oszlopokba pdttydket rajzolva a pottyok szamat az oszlopok magassagat
vizsgalva is dssze lehet hasonlitani. A magyar munkalapokon ez a reprezentacios eszkoz
egyszerre épil a halmaz és a mérés fogalmara, kapcsolatot teremt a szdmfogalom kétféle
felepitése kozott. A pontokkal kit6ltott oszlopok a halmazok ésszehasonlitasanak eszkdzéveé
valnak a 9-10. munkalapokon, és igy a halmazok szdmossaganak reprezentacidjaként
szolgélnak. A szédmjelek a 11. munkalapon, ehhez a reprezentacios forméhoz kapcsolddva
jelennek meg el6szor. A 11. munkalap 2. feladata egy ujabb reprezentacios eszkozt is bevezet:
a szamegyenes, amely Jani lépéseinek szamat és egyuttal az altala megtett tavolsagot is
reprezentalja, szintén egyszerre jeleniti meg a halmazokon és a mérésen alapuld
szamfogalmat. A szamegyenes a tanari kézikonyv tobb feladataban is szerepel, és a tanterv
egészét végigkiséri, mar az elsé osztalyban sejteti, €s a tovabbiakban tobb izben is motivalva

a szamfogalom kiilonb6z6 bdvitéseit.
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111.3.6. dbra (Magyar munkalapok 1. oszt. 1978, 11. munkalap)
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2 A FRANCIA TANARI KEZIKONYVEK ES AZ ELVART PEDAGOGIAI GYAKORLAT

2.1 Eiller Math et calcul sorozata

A Math et calcul sorozat a szamos francia tankdnyvsorozat kézil nem csak azért érdekes
szamunkra, mert a korszak egyik legnépszeriibb matematikatankényv-sorozata, hanem azért
is, mert a hozza kapcsolddo tanéri kézikdnyv rendkivil részletesen kidolgozott, jol strukturalt
dokumentum, amely részletes instrukciokkal latja el a tanarokat, igy jo képet ad a szerzo6i altal

elgondolt tanitasi gyakorlatrol.

2.1.1 A tandri kézikényv felépitése

Eiller hangsulyozza a reform iranti elkotelezettségét: a tanari kézikonyv bevezetje
részletesen indokolja a reform szlkségességét, Kkifejti annak tarsadalmi-gazdasagi,
matematikai s pszichologiai okait. A bevezet6 tartalmaz ezenkiviil egy az 5-7 éves gyerekek
pszicholdgiai fejlodését leiro fejezetet is.

A kézikdnyv nagyobbik része ,,A matematika és pedagdgiai alkalmazédsai” cim alatt a
tanterv matematikai tartalméanak elméleti magyarazatat adja, illetve a tananyag pedagodgiai
feldolgozaséhoz kindl instrukciokat, 6ravazlatokat tematikus sorrendben. A kdnyvnek ez a
része a kovetendd pedagogiai modszerek részletes bemutatasaval kezdddik, illetve tartalmaz
egy reszletes tanmenetet is: a tanmenet azt is jol attekinthetéen jelzi, hogy a soron kovetkezd
témahoz mely munkalapok és a tanari kézikdnyv mely fejezetei tartoznak (Id. fuggelék).

Eiller kétféle tanorat kilonbodztet meg: csoportmunkat, illetve az Uj tananyag bevezetésére
szolgalo ,leckéket”. A pedagdgiai bevezetdben Kkifejti, hogyan épiil fel elképzelései szerint
egy ,.lecke”: négy nagy fazisbol, ,,manipulacioés”, ,,szobeli”, reprezentacios” és ,,ellendrzési”
fazisbol all. A kézikonyv tovabbi fejezetei ilyen ,leckék™ leirasat tartalmazzédk. E jol
strukturalt leirasok kifejtik a ,lecke” céljat, a hozza sziikséges eszkozok listajat, a
megvaldsitas részleteit.

A tanari kézikdnyv igy Iényegesen megkdnnyiti a tanar munkajat: a tanmenet és a leckék
leirdsai a felkésziilés terhének nagyobb részét leveszik a tanar vallarol, a tanmenet alapjan
konnyen beazonosithatdé a soron kovetkezd lecke, ezekre orardl orara késziilhet; a leckék
leirdsai pedig elég részletesek ahhoz, hogy majdnem egy az egyben megval6sithatok
legyenek. Igy, a tanari tevékenység Margolinas-féle szintjeit figyelembe véve elmondhatd,
hogy a +2 ¢és a +1 szinteken Eiller konyve alig hagy feleldsséget a tanarokra. Latni fogjuk

tovabba, hogy az Eiller altal leirt szitudciok, vagy ,,leckék” megvaldsitasa is jol kiszdmithato:
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mivel kevés 6nallosagot hagynak a tanuldknak, a tanorék keveés elére nem tervezheté elemet
tartalmaznak — igy a 0 szint, a tanOra vezetése sem jelent didaktikai szempontbo6l komoly

kihivéast a tanarok szdmara.

2.1.2 Egy szitudcio elemzése: halmazok elemeinek pdrositdsa

A halmazok elemeinek parositasa az ,,ugyanannyi” fogalmanak meghatarozasaban, és ezen
keresztul a természetes szam fogalmanak felépitésében jatszik kulcsszerepet (vo. 81.1). Eiller
konyvében a halmazok kozti relacidknak szentelt fejezetben taldlhatd. Az ,,ugyanannyi”
fogalméat — a tanterv felépitésének megfeleléen — a ,,tobb” és a ,kevesebb” fogalmak
bevezetése eldzi meg.

Az Eiller altal leirt szitudcié a tornateremben zajlik: a viszonylag nagy tér lehetdvé teszi a
gyerekek szabad mozgasat. A milié fizikai Osszetevojét karikdk alkotjak (,,jatékosonként
egy”). A gyerekeknek azt kell ellendrizniiik, hogy minden gyereknek egy-egy karika jut-e. A
szerzd szerint kétféleképpen jarhatnak el:

- vagy minden gyerek a kezébe vesz egy Kkarikat;

- vagy az osztaly egyik tagja egy-egy vonalat hiz egy-egy gyerek és karika kozeé.

Ha minden gyereknek egy karika jut, azt mondjuk, hogy ugyanannyi gyerek van, mint karika (Eiller

kézikdny 1. oszt., 1972, 117. 0. Sajét forditdsom.)
A fenti leirasbol nem egyértelmii, hogy az ellendrzés modjat a gyerekeknek kell kigondolniuk
vagy a tandr javasolja azt. Mindenesetre, ha az elsé moddszert kitalalhatjak is a gyerekek, a
masodik aligha lehet az 6 otletiik, hiszen nem igazén intuitiv, se nem gazdasdgos megoldasa a
problémanak. Az utdbbi mddszer ugyanis azt feltételezi, hogy a gyerekek egy helyben allnak,
mikdzben az egyik osztalytarsuk korbejar, hogy vonalakat hlizzon: ez nem csak hosszadalmas
munka, de raadasul olyan reprezentacios eszkdzt vezet be, amely a szituacio helyszinekent
szolgald nagy fizikai térben rosszul attekinthet6 és nehézkesen alkalmazhat6. A masodik
maodszer valojaban egy olyan grafikus eszkdzt hoz be szituacidba, amely a halmazok kozti
parositasok &brdzoldsahoz hasznéalatos, de az adott szitudcidban vizsgalt kérdés
megvalaszolasanak se nem intuitiv, se nem hatékony megoldasi eszkoze. A folytatasban a
koényv a masodik mddszer tovabbi felhasznalasat javasolja a feladat tobbszori ismétlésével
agy, hogy a gyerekek és a karikak kilonféle médon helyezkedjenek el a térben: e feladatok
celja Eiller szerint annak szemléltetése, hogy az ,,ugyanannyi” relacio fliggetlen a targyak
térbeli elrendezésétdl.

A szituaci6 kiindul6 probléméja valojaban meglehetdsen egyszerli, és hatékony, kielégitd

megoldasat a kézikdnyv mar a szituacio megvaldsitasanak legelejére kilatasba helyezi. A
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»gyerekenként egy-egy karika van?” kérdés meglehetdsen természetesen sugallja azt a
modszert, hogy minden gyerek vegyen a kezébe egy karikat. A folytatas, a szituacio lényegi
része a szO fizikai eértelmében ugyan aktivitdst var a gyerckektdl, de valdjdban nem
adidaktikai jellegti, hiszen nem ad teret annak, hogy a tanuldk autoném moédon épitsék
ismereteiket. A gyerekek tevékenysége inkabb csak illusztracioként szolgal egy elsajatitando
kifejezés — ,,ugyanannyi” —, és egy olyan reprezentacios eszkdz bevezetésére, amelyet az adott
szituacio keretében lényegében csak a tanar vethet fel, nem szarmazhat a tanuloktol.

A szituacio tovabbi folytatasa a konyv szerint arra szolgal, hogy ,,intuitiven éreztesse az
‘ugyanannyi’ relacidé szimmetrikus és tranzitiv voltat” (116. o.). Valoban minden egyes
,ereztetni kivant” tulajdonsaghoz kapcsolodik egy-egy feladat a kézikonyvben. De ismét csak
illusztraciokrdél van szd: az e szituaciok soran hasznalt reprezentacios eszkozok szerepe
csupan az, hogy kérdéses tulajdonsagokat szemléltessék, ugyanakkor nem szolgalnak
alkalmas, hatékony eszkdzként semmiféle tényleges probléma megoldasara (és ilyenforman
minden bizonnyal csak a tanar vezetheti be 6ket). igy, a tanulok latszolagos aktivitasa ellenére
az Eiller altal sugallt didaktikai szerzédés direkt tudasatadason alapul, hasonlé modon, mint

egy tandri eldadas.
2.2 Az ERMEL-projekt

Az 1977-t61 megjelend ERMEL sajatos kiadvany: a francia pedagogiai intézet, az INRP
keretei kozott, tanitok, pszichologusok és matematikusok egyiittmiikodésével 1972-t61 folyd
kisérleti projekt munkdjanak eredménye, egyszerre beszamold a kisérleti projektrdl, és
kézikonyv tanitdk szamara. Amint arra a torténeti részben mar utaltam, az ERMEL-projekt
egyike a ,,mathématiques modernes” reformmozgalombol kinové Kisérleti projekteknek,
amely egyuttal a reform kritik4jat is felvallalja, és igyekszik meghaladni annak hibait és

tllkapasait.

2.2.1 A kétet felépitése

Egy-egy ERMEL-kétet harom részbdl all: az elsd a tananyag elméleti alapjait és pedagdgiai
céljait targyalja; a masodik részletes tanmenetet ad, sorrendben bemutatva a teljes tanévet
lefedé feladatokat, tevékenységeket; a harmadik pedig a kisérlet keretében megvaldsult
néhany tanora atiratat tartalmazza, a tanitdé kommentarjaival kiegeészitve a parbeszédek
szovegét. A kotet a szerzOk szerint igy tobbféleképpen is olvashato: aki a kisérletek

dokumentacidjara kivancsi, sorrendben olvashatja, aki tanari kézikdnyvként Kkivanja
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hasznélni, annak viszont a masodik résznél érdemes kezdenie, és ahhoz olvasni hozza a mésik
két rész vonatkozd fejezeteit.

A mésodik rész, bar rogzitett tanmenetet kovet, Eiller konyvevel ellentétben nincs
»leckékre” vagva. A szerzok ezzel a megoldassal kifejezetten a tanarok onallo Oratervezését
igyekeznek batoritani, ami szerintlik a szinvonalas tanari munka elengedhetetlen feltétele
(ERMEL 1. oszt. 1997, 8. 0). A tanéri tevékenység szintjeivel kifejezve igy azt mondhatjuk,
hogy az ERMEL atvallalja a hosszu tava tervezés, a +2 szint feleldsségét a tanaroktol, de
rajuk bizza a +1 szintet.

Erdekes ilyen szempontbdl a harmadik rész, a tanorak atirata is. Ennek kényvbe iktatasa
arra utal, hogy a szerzoket foglalkoztatjak a tandra vezetésével kapcsolatos kérdések (0 szint),
fontosnak tartjak az erre vonatkozd reflexiot. Ugyanakkor hangsulyozzék, hogy a kozolt
atiratok csupan példak, illusztraljak, mint varhat a tanar az adott szituacidban a tanuldktdl, és
milyen spontan reakciokat adtak ezekre a kisérletet megvaldsité tanarok (ERMEL 1. oszt.
1997, 7. 0). - ezek a tanari beavatkozasok azonban nem feltétlendl tekintend6k kovetendd
mintanak, és nem is feltétleniil kapcsolddik hozzajuk didaktikai jellegli reflexio.

Az ERMEL-koétetek a tanari tevékenység szintjei koziil tehat a +1 szint jelentdségét
hangsulyozzak leginkdbb, a tanordk, szituaciok tervezését helyezik a tandri munka
kdzéppontjaba. A szituaciok leirasai, bar nem olyan szigortan strukturaltak, mint a Math et
calcul esetében, itt is jol szerkesztett formaban jelennek meg, tartalmazzak a célokat,
szilkséges eszkOzoket, a szituacio lezajlasanak részleteit stb. Az alabbiakban egy ilyen

szituaciot elemzek részletesebben.

2.2.2 Egy szitudcio elemzése: az igazsdgos osztozkodds

A vizsgalt szituacio a halmazok elemeinek parositasaval foglalkoz6 nagyobb fejezetbe
illeszkedik, és az egyenlé szamossag fogalmanak bevezetésére szolgal. A szituacio leirasa a
kovetkezd:
A gyerekek 3 vagy 4 f0s csoportokban dolgoznak, minden csoport kb. hatvan kiskockat

kap.

- Els6 fazis: szabad jaték.

- Feladat: ,,0sszatok el egymas kozott a kockakat!”

- A tanité megallapitja, hogy nagyon egyenldtleniil osztottak el a gyerekek a kockakat, meglepddik,

és azt kéri toliik, hogy keressenek igazsagosabb modszert az elosztasra.

Hagyni kell, hogy a gyerekek maguk szervezzék a munkajukat: a szituacié maga fogja szankcionalni

a munkajukat.

Tobbszori javitas utdn varhatéan meg fogjak tudni oldani a kiilonb6ozo felmeriilé problémakat: hogy
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- minden gyereknek adjanak egy kockat

- valasszanak kiindul6pontot

- valasszanak valamilyen sorrendet — alakuljon ki egy kor

- ne osszak ki a maradékot.

Az igazsagos elosztas ellenérzésére iranyuld elvards el fog vezetni a halmazok pérositasanak

technikaihoz. (ERMEL 1. oszt. 1977, 163. 0.)
A szituacio jelentés adidaktikai potencialitast tartalmaz: ezt fejezi ki tobbek kozott a ,,Hagyni
kell, hogy a gyerekek maguk szervezzék a munkajukat: a szituacid maga fogja szankcionalni
a munkdjukat” — mondat. A szitudcid tehat olyan retroaktiv miliét tartalmaz, amely
o6nmagaban, a gyerekeknek a vele folytatott interakcioja révén idézi elé a kivant tanulasi
folyamatot. A szituacio elsé fazisa a targyi eszkozokkel vald ismerkedés. A maésodik, a
kockék elosztasa mar hozzéad valamiféle utasitast a szituacidhoz, amely azonban énmagéban
elégtelen: kétértelmiinek bizonyul, az elosztas ugyanis a gyerckek szamara nem jelent
szlikségképpen igazsagos elosztast. A tantar tehat modositja a mili6t, kiegésziti a feladatot az
igazsagossag kovetelményével. Ez a modosités teszi hangsulyossa a szituacio kdzéppontjaban
allo fogalmat, az egyenlé szamossag gondolatat. Az igazsdgos elosztas fogalma a gyerekek
szamara jelentéssel bir (nem csak intellektualis, hanem érzelmi szempontbdl is), ezaltal
motivalja a megfeleld, megbizhaté modszer keresését. A kotet harmadik részében, a szituaciot
megvaldsitd egyik tandra Atiratdban a gyerekek valdban ki is fejezik idénként
elégedetlenségiket a tarsaik munkajéval kapcsolatban, amelynek eredmeényét igazsagtalannak
talaljak.

A szituacio ellendrzési fazist is tartalmaz: az egyenld szdmossag ellendrzésének modszerét
keresve jutnak el a tanuldk a halmazok parositasanak technikaihoz, ami a fejezet kdzponti
témaja.

A szituaciohoz tartozé o6ra atiratdban (ERMEL 1. oszt. 1977, 272-273) azt figyelhetjuk
meg, hogy a tanar valoban kevésszer avatkozik be a gyerekek munkajaba, beavatkozasai
a gyerekeket a gondolkodés folytatasara, segitenek az egyik fazisrol a mésikra (cselekvésrdl a
megbeszélésre, aztan az ellenérzésre) valo attérésben. De a tanitani kivant ismeretek
felépitése, az egyenld szadmossdgi halmazok képzését eldsegitd technikdk kidolgozasa a
tanulok feleléssége marad.

Klasszikus értelemben vett adidaktikai szituaciordl van tehat szo, a szituacio tervének
leirdséban éppugy, mint az atiratbol megismerhet6 tényleges 6rai megvalositas esetén. A tanar

f6 feladata a szituacid megtervezése és eldkészitése, illetve a devolicid6 megvalositdsa — a
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matematikai fogalmakat azonban a tanulok maguk alkotjak meg, hatékony valaszt keresve a
szituacio kozéppontjaban allo problémara.

Az, hogy az ERMEL-ben leirt szituécid ilyen kdzel all a Brousseau altal megfogalmazott
elméleti modellhez, a torténeti kontextus ismeretében kevéssé meglepé — hiszen Brousseau
munkassaga éppugy, mint az ERMEL-projekt, az 1970-es évek francia matematikatanitasa
koruli viték, kiserletek és az ekkoriban kibontakozd didaktikai kutatdsok kontextusaba
illeszkedik.

3 A MAGYAR TANARI KEZIKONYVEK ES AZ ELVART PEDAGOGIAI GYAKORLAT
3.1 A tanari kézikonyv felépitése

A magyar tanari kézikonyv felépitése lényegesen eltér mind az Eillernél, mind az ERMEL-
ben latottaktol. Az elsd osztalyos kézikonyv két {6 részbdl 4ll, az elsd ,,az egész éves tananyag
egyfajta modszertani leirdsat” adja, a masodik pedig ,,segédanyagokat” tartalmaz (Magyar
tanari kézikonyv 1. oszt. 1978, 5. 0). E segédanyagok kozott talalunk

- egy heti bontasd tanmenetjavaslatot

- egy masik, orékra lebontott tanmenetjavaslatot

- néhany oravazlat részletes leirasat

- egy a munkalapokat ismertetd fejezetet

- illetve az un. ,felépitéstablazatot”, amely a tanterv 6t f0 témakdrére lebontva mutatja

be, hogyan fejlédhetnek egymassal parhuzamosan a kiilonb6z6 témdék a tanév soran.

A tobbféle formaban is megjelend tanmenet-valtozatok akar szigortan szabalyozott éves
tervre is utalhatndanak — azonban hangsllyozottan csak javaslatokrdl van szd, a szerzOk
kifejezetten arra batoritjak a tanitdkat, hogy térjenek el azoktol, alakitsak a sajat tanmenetiiket
a sajat izlésiiknek, ,,a gyerekek igényeinek és a koriilményeknek megfelelden” (Magyar tanari
kézikonyv 1. oszt. 1978, 276. 0). Hangsulyozzak ezenkivil az Oorar6l Orara készilés
elégtelenségét ¢és a tematikus tervezés jelentéségét. Az oOrdkra lebontott tanmenetjavaslat
elmondésok szerint csupan azoknak a batortalanabb kollégaknak szol, ,,akik még nem
szivesen valnanak meg a megszokott tervezési modtol: az orankénti tervezéstl” (Magyar
tanari kézikonyv 1. oszt. 1978, 277. 0).

Akik a tanmenetjavaslatokat kivanjak kovetni, azoknak sincs kifejezetten konnyti dolguk.
Az elsd rész, a tananyag bemutatasa tematikus sorrendet kovet, 1ényegesen eltér a tanmenet

sorrendjétdl. A kevéssé tagolt, majdnem folytonos szoveg vegyesen tartalmaz matematikai és
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pedagogiai jellegli kommentarokat, illetve feladatok leirasait. A feladatok leirasa nem kiiloniil
el a szOveg tobbi részEétdl, csupan egy e vagy o jel jelzi azokat a margon: a teli potty a kényv
elészava szerint a feladatokat, az {ires karika azok valtozatait jeloli (Magyar tanari kézikonyv
1. oszt. 1978, 5. 0). A feladatok leirasai nehezen értelmezhetéek a kontextusuk nélkiil — igy,
bar a tanmenetek hivatkoznak a javasolt feladatok leirasanak oldalszamara, a tanmenetet
kdvetni kivano tanarnak ismernie kell a feladatleirast tartalmazo egész fejezetet, hogy az adott
feladatot értelmezni tudja. A kézikdnyv Gtmutatasai szerint rdadasul egy-egy tanora tébb
kisebb, sokszor egymastol fliggetlen feladatbol all, amelyek akar kiilonboz6 matematikai
témakhoz is kapcsolddhatnak. Igy a tanaroknak voltaképpen az egész kézikonyvet ismerniik
kell ahhoz, hogy egy-egy 6rara hatékonyan tudjanak készlni.
A szerzok szerint

Egy-egy téman beliil a tanitasban, a feladatok itt megadott sorrendje is kovethetd altalaban. A

feladatanyag, ahol lehet, az egész évre elegendé konkrét tennivaldt tartalmaz. Mashol (pl.

fliggvények, nyitott mondatok szamokkal) olyan tipusokat, formakat mutatunk, amelyek alapjan méar

kdnnyen készithetnek a kartarsak is hasonlé feladatokat. (Magyar tanari kézikdnyv 1. oszt. 1978, 5.

0.)
A feladatok leirasa is lényegesen eltér a francia kézikonyvben latottaktol. Valdjaban sokszor
csak toredékes leirasokrol van sz6, amelyek inkabb o6tleteket adnak, mint részletes Utmutatét a
megvalositashoz. Szamos esetben nem egyetlen feladatra vonatkozik a leiras, hanem egy
tobbszor felhasznalhaté mintara, amelynek varialasahoz is ad tanacsokat a kézikonyv. Amint
azt az alabbi példan is latni fogjuk, a leirasok tartalmaznak arra vonatkozd utalast, hogy
milyen reakcidkat varhatunk egy-egy szituacidban a gyerekektdl, és tanacsot is adnak az igy
adodé helyzetek kezelésére. Ezek az aprdé megjegyzések, tanacsok, Utmutatasok arra utalnak,
hogy a szerzOk a tandra vezetését onmagaban is fontos didaktikai feladatnak tekintik. A
konyvben leirt szitudciok, mint azt latni fogjuk, jelentds onallosdgot hagynak a tanuloknak a
tanulasi folyamatban, ennek koszonhetéen pedig a tanar szamos elére nem vart helyzettel
szembesiilhet. A szerzok azonban nem elégednek meg az erre adott spontan tanari reakciokkal
(ahogy azt az ERMEL-ben lattuk), igyekeznek felkésziteni a tanarokat az ilyen helyzetekre, és
oOtleteket adni azok kezelésére. Mivel elére nem pontosan tervezhetd helyzetekrdl van sz6, a
tanari munkanak ez a része szlkségképpen improvizativ - a kézikényv Utmutatasai
ugyanakkor arra utalnak, hogy ezeknek a tanari beavatkozasoknak tudatos didaktikai elveken
kell alapulnia, jollehet ezek az elvek csak konkrét, apré otleteken keresztll jelennek meg,

sehol nincsenek altalanosan megfogalmazva.
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Osszességében azt mondhatjuk, hogy a magyar reformhoz kapcsolddd tanari kézikonyv
jelentds onallosagot és feleldsségvallalast var el a tanaroktol a tanari tevékenység mindhdrom

vizsgélt szintjén, kilondsen a +2 és a 0 szinteken.
3.2 Szituaciok elemzése

3.2.1 Barkochba szines rudakkal

A szines rudakkal folytatott barkochba az ,,6sszemérések™ cimii alfejezetben szerepel, amely a
természetes sz&m fogalmanak mérésen alapuld felépitését targyalo fejezet egyik eleme. Az
»osszemérések” fejezet szdmos egyéb jatékot is tartalmaz, amelyek soran kiilonb6zo
targyakat, kiilonboz6 nagysagokat hasonlitanak Ossze és rendeznek sorba. A szines rudakat
eddigre mar ismerik a gyerekek, tobbféle tevékenységet végeztek velik, mar 6ssze is
hasonlitottak egyes rudakat, bar még nem kisérelték meg sorbarendezni 6ket. A barkochba
viszont Uj jaték a gyerekek szaméra, a szituacio soran részben a jaték szabalyait is le kell

fektetni. A szituacio leirasa a kovetkezo:

Ez a jaték jo alkalom az dsszemérésekre.

Eldugunk egy rudat. A gyerekek ilyen kérédseket tehetnek fel: ,,A lilandl nagyobb?” A
vilagoskékénél nagyobb?”, ,,A pirosnal kisebb?”. Legyen elottiik egy-egy rud mindenféle szinbdl. A
valaszoknak megfeleléen félretehetik azokat a rudakat, amelyek mar nem johetnek szdmitasba.

Pédaul eldugjuk a fekete rudat.

- A citromséarganal hosszabb?

- Igen. (Félreteszik az f, r, v, p, ¢ rudakat.)

- A feketénél kisebb?

- Nem. (llyenkor sokan azt hiszik: akkor a feketénél nagyobb, és félreteszik nemcsak a lilat, hanem a
feketét is. A jaték végén erre visszatérhetiink. Mérjék csak 6ssze a feketét egy masik feketével. Igaz-e
ra, hogy nem kisebb a feketénél?)

- A sotétkéknél kisebb?

- Igen. (Akik az elébbi kérdésnél tévedtek, azok itt mar azt hiszik, biztosra mehetnek, a bordo van
eldugva. Masok viszont tovabb akarnak kérdezni. Hallgassuk meg Oket akkor is, ha csakugyan a
bordét dugtuk el!)

Valoszinti, hogy kezdetben sok f6losleges kérdés is elhangzik. Lesznek, akik leintik a kérdez6t: ha a
rad a citromsarganal nagyobb, akkor persze, hogy a pirosnal is nagyobb. Vezessiik be, hogy ilyenkor
helyettiink az valaszol, aki mar tudja az eddigiekbdl, mi a helyes vélasz! Késébb nemcsak azt tiizziik
ki célul, hogy taléljék ki, milyen szint a rud, hanem azt is, hogy minél kevesebb kérdéssel talaljak ki!
Az is legyen szabaly, hogy rakérdezni csak akkor szabad, ha mar biztosak benne, milyen szind a rud.

(Magyar tanari kézikényv 1. oszt. 1978, 99-100. 0.)
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Ez a szituacio kiilonosen érdekesnek tlinik szdmomra a tanar és a tanulok kozotti
felelosségmegosztas kérdésének szempontjabol. Nevezhetjik ezt a szituaciot adidaktikai
jelleglinek? A tandr rendszeresen beavatkozik, egy tanar és tanulok kozti folytonos
dialogusrdl van itt sz6 — ugyanakkor ezek a beavatkozasok tobbségében nem didaktikai
jellegliek. Valgjaban kétféle tanari megszolalést kiilonboztethetiink meg: az ,,igen” és ,,nem”
valaszokat a jaték szabalyai hatarozzak meg, igy az adidaktikai szituacido mili6jének részét
képezik. A tanulas folyamatanak felel6ssége a tanuloknal marad — a tanitani kivant ismeret, a
szines rudak sorbarendezése a felmeriild problémara adhaté megoldasi stratégiaként, az
eldugott rad kitalalasanak eszkdzeként jelenik meg a szituacioban.

A tandr mésik tipust beavatkozdsa a tanulok reakcidinak kezelését érinti, amellyel
kapcsolatban a kdnyv tobb Kisebb tanacsot is ad: mit tegyen a tanar, ha néhany gyerek téved,
ha vita alakul ki az osztalyban stb. A konyvben leirt javaslatok arra vonatkoznak, hogyan
tudja a tanar menet kbézben Ugy atalakitani a szituaciét, hogy annak adidaktikai jellege
megmaradjon — hogyan tudja elésegiteni a tanulasi folyamat elérehaladasat tigy, hogy annak
felelossége tovabbra is a gyerekeknél maradjon. A jatékszabalyok menet kozbeni valtoztatasa
példaul a miliét érintéen hoz kismértékii modositast.

Ezek a beavatkozasok nem eldre tervezettek, az 6ra kdzben mertilhet fel a sziikségiik, a
tanulok reakcioitdl fiiggden. A tanari kézikdnyv szerint a tanarnak bizonyos értelemben
improvizélnia kell, hogy kezelje az 6rén felmerilt helyzeteket — ugyanakkor nem teljesen
»spontan” beavatkozasokrol van sz6, nem is csupan a ,,gépezet mikodtetésérdl” (ahogy
Brousseau a tanar pedagolgiai szabalyoz6 tevékenységét kifejezi), ezek a beavatkozasok
szemmel lathatéan didaktikai alapelveket kovetnek, és tényleges tartalmi maodositasokat
hoznak a szitucidba. A kézikdnyvnek a tanuldk lehetséges reakcidirdl sz6l6 megjegyzései, az
ezek kezelésére adott tandcsok szemmel lathatéan az efféle beavatkozasok ,,mesterségébe”
igyekeznek beavatni a tanarokat, anélkiil, hogy elére pontosan meghataroznak a sziikséges
beavatkozasokat, vagy azok alapelveit altalanos értelemben 6sszefoglalnak.

Egyeébként, mas, a kézikdnyvben talalhato példakhoz hasonloan (ezek kozil a disszertacio
eredeti, francia verzigjaban tobbet is elemzek), valdjaban nem egyetlen szituaciorél van itt
sz0, hanem egy egész sorozatrol: a jaték tobbszor ujrajatszhatd, kiilonb6zé modositasok,
variaciok vezethet6k be az ismétlések sordn is. Mint a kézikdnyv szituacidinak tobbségében,
itt sem ir el6 a konyv intézményesitési fazist. A Szitudcid egyrészt a mar megszerzett
ismeretek elmeélyitését, Gjrafelhasznélasat szolgélja (jelen esetben az Osszemérések és a
sorbarendezés gyakorlasat), de 0j ismeretek felmeriilését is lehetové teszi, sokszor nem

feltétleniil elére tervezetten, hanem esetlegesen el6allo helyzetek révén.
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A fenti példaban ilyen példaul a ,,nem kisebb” fogalmanak problémaja. Ez az egyetlen
olyan pont, ahol a kdnyv valamiféle intézményesitést javasol: a jaték végen térjiink vissza a
kérdésre, hasonlitsunk 0ssze két fekete rudat, allapitsuk meg, hogy egyik kisebb-e mint a
masik. Ez az Osszehasonlitds elvezethet az egyenloség fogalmanak bevezetéséhez — és
valoban ez a fogalom a barkochbat kozvetleniil kovetd fejezet témaja. Azonban a barkochba
szituacidjanak keretében nem eldre tervezett az egyenlGség fogalmanak bevezetése: a tanulok
reakcioditol fliggden, esetlegesen vezethet el ide egy szitudcid keretében folytatott osztalytermi
dialogus.

Tovabbi szituacidkat elemezve a magyar reform tanitasi gyakorlatot érintd koncepcidjanak
kulcsfontossagu elemeként tiinik fel az itt latott dialogikus modszer, amely a tanar rendszeres
kdzbeavatkozasara epul, ugyanakkor ugy tervezve azokat, hogy a fogalmak felépitésének
feleléssége minél nagyobb részben a tanuloknal maradjon. Az ilyen tanar-didk dialdgust
meghataroz6 didaktikai szerz0dés nem azonos a klasszikus adidaktikai szituaciokra jellemzd
konstruktivista tipust szerzddéssel: sokkal inkabb ,felfedeztet6” didaktikai szerzédésnek

nevezheto.
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4. FEJEZET

EGY PELDA A FELSO TAGOZATROL: A PITAGORASZ-TETEL TANITASA

Az als6 tagozatos szamtan tanitdsanak vizsgalata utan, ratérek a méasodik példdmra, amely a
geometria tanitasat érinti a felsd tagozaton. A masodik fejezet kozponti témaja a Pitagorasz-
tétel tanitasa. E fejezet nydjt alkalmat arra is, hogy a fels6 tagozatos tankonyvek és tanari
kézikonyvek sajatossagait elemezzem.

A megfeleld téma valasztdsa nem egészen magatdl értetddd: latni fogjuk, hogy a magyar
és a francia reform geometria tanterve lényegesen eltér egymastol, nehéz olyan témat talalni,
amely mindkét reform szempontjabdl egyforman relevans volna. A Pitagorasz-tétel altalaban,
id6szaktol és orszagtol fiiggetleniil a geometria tanterv allando Osszetevoje, ami megkonnyiti
az Osszehasonlitast, még akkor is, ha a ,,mathématiques modernes” reform francia tanterveben
torténetesen inkabb marginalis szerepet tolt be. A Pitagorasz-tétel tobb fontos kérdés
targyalasara is lehet6séget biztosit: jol tanulmanyozhatdo ezen a példan Kkeresztiul a
bizonyitasok szerepe és forméja, a matematikai nyelvhasznalat sajatossagai, az abrak szerepe
a geometria tanitdsdban és a geometria és valdsdg viszonya az adott matematikaoktatasi
koncepcio felfogasaban. A Pitagorasz-tétel mindkét vizsgalt orszag tantervében a fels6
tagozat végén szerepel (7. osztadly Magyarorszagon, 9. osztaly Franciaorszagban): az el6z6
példaval egyiitt tehat ,keretbe foglalja” a korabeli kotelezd oktatast, amelynek igy elsé és

utolso fazisat is tanulmanyozni tudom.

1 A GEOMETRIA TANTERVEK

1.1 A francia tanterv

1.1.1 Az 1969-es tanterv

A ,,mathématiques modernes” reform tantervében feltiinden kiegyensulyozatlanul oszlik el a
geometria tananyag az also és a felsd tagozat, ezen beliil is a felsé tagozat elsd €s masodik két
éve kozott. Az els@ osztily tananyagdban egyéltalan nem szerepel a geometria, és ezt
kovetden is, egészen a 7. osztalyig csak kis hangsullyal jelenik meg a dominans téma, a
szamtan mellett. A geometriai targy fejezetek radadasul ,,geometriai objektumokon végzett
megfigyelések”, ,,gyakorlati jellegli mérési €s tajékozodasi feladatok™ és ehhez hasonld cimek
alatt jelennek meg. Ezeken az évfolyamokon fizikai targyakon végzett, manipulaciot igénylo

feladatokkal, vagassal, hajtogatassal, méréssel foglalkoznak a gyerekek. A 8. és a 9.
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osztalyban viszont a tantervnek korilbelll kétharmada foglalkozik geometridval. A tanterv
instrukcioi vilagossa teszik, hogy az alacsonyabb évfolyamokon végzett vizsgalatok csak
idézdjelben vett ,,geometriai” tapasztalatszerzésnek tekintheték, nem tényleges matematikai
tevékenységnek. A ,,tulajdonképpeni geometria” tanuldsa csak a 8. osztalyban kezdddik, célja
pedig, hogy ,a fizikai valdosag matematizalasanak els6é példajaként szolgéaljon” (Francia
tanterv, felso tagozat, 1972, 68. 0). A geometria 8. osztalytdl kezdve ,,tényleges matematikai
elméletként”, mas szoval axiomakbol és ebbdl levezetett tételekbdl allo rendszerként kell,
hogy feltlinjon a tanuldk szamara ((Francia tanterv, felsé tagozat, 1972, 15. o).

A kordbban megszokott G1 paradigmabeli (fizikai targyakon végzett, Kisérletezésen,
mérésen alapuld) geometriai tanulmanyokbdl kiindulva 8. osztalyban tehat a G3 paradigmaig
(axiomatikus-deduktiv targyaldsig) kell eljutni a tanterv szerint. A tantervi utasitas
hangsulyozza, hogy ezt az atmenetet fel kell épiteni — az atmenet azonban valdjaban abban
all, hogy az axiomakat szemléletes példakon illusztralni kell, de miutan egyszer elfogadtak
azokat, az axiémakat viladgosan el kell valasztani a nekik megfelel6 szemléletes képtdl, és a
tovabbiakban pusztan az axiomatikusan megfogalmazott tulajdonségokat kell felhasznéld,
intuiciotol flggetlen deduktiv levezetést kell kdvetni. Az episztemoldgiai elemzés soran
lattuk, hogy Dieudonné és Choquet a fels6 tagozat utolso éveit atmeneti idészakként értékelik,
amelynek soran a gyermeki intuitiv gondolkodastol el kell jutni az axiomatikus-deduktiv
modszerig. A tanterv javaslatai szemmel lathatéan ezt az atmenetet igyekeznek biztositani,
azonban rendkivil révidre szabva és alig kidolgozva azt.

A 8. osztalyos tanterv a geometria el6tt a valos szam fogalmat targyalja, axiomatikusan
felépitve azt — a geometria alapfogalmai ezutan a valés szam és a halmaz fogalmara épulnek.
Igy elemi euklideszi geometriaval Iényegében egyaltalan nem foglalkozik a tanterv: a fizikai
targyakon végzett ,kisérletez6”, G1-beli tapasztalatszerzést mindjart algebrai modon targyalt
geometriai tanulméanyok kovetik, amelyben az alapfogalmak nem elsdsorban szemléletesen
meghatarozott sik- és térbeli objektumokként, hanem halmazok és szamstruktdrak
segitségével meghatarozott algebrai strukturakkeént jelennek meg. 8. osztalyban raadasul csak
a kevésbé intuitiv affin geometriai strukturdk targyalasara keriil sor: a merdlegesség €s a
tavolsag fogalma csak a 9. osztaly tantervében szerepel.

Bourbaki Elemeinek felépitéséhez hasonléan és Choquet korabban idézett elképzeléseinek
megfelelden (I1d. II. Rész) klasszikus geometriai alakzatok helyett a hangsily az egyenes, a sik
és a tér tulajdonsagainak leirasara helyezodik, els6sorban vetitéseket, vektorokat ¢és

koordinatarendszereket felhasznéalva.
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1.1.2 A Pitagorasz-tétel a francia ,mathématiques modernes” tantervben

A Pitagorasz-tétel ebbe a felépitésbe illeszkedik. A tantervi szerint 9. osztalyban, a sik
euklideszi strukturajanak keretében keriil szoba, a meréleges vetités egyik tulajdonsaganak
kdvetkezmeényeként. Ebben a felépitésben tehat a Pitagorasz-tétel elsGsorban nem egy
geometriai alakzatrol, a haromszogrol szol, hanem az euklideszi tér egyik tulajdonsagat
hatarozza meg. F6 funkciodja is az, hogy a derékszogli koordindtarendszer tulajdonsagainak
leirasaban kozremiikodjon. gy nem kiemelt jelentSségii tételként jelenik meg a tantervben,
csupan mint egy a sik és a tér tulajdonségait leird algebrai eszkoz felépitésének egyik kis
épitdkove sok mas tétel kozott. A Pitagorasz-tétel tantervi utasitasban leirt bizonyitasa tisztan
algebrai, rendkiviil egyszerli, ugyanakkor egy madsik, meglehetdsen Osszetett tételre

tdmaszkodik, és a matematika formalis nyelvének behat6 ismeretét igényli.

1.1.3 Az 1977-es tanterv

Az 1977-es tanterv taldn a geometria terén biralja a legélesebben az 1969-es reformot. Az
alsobb ¢és felsdbb évfolyamok kozti torés megmarad, az alsobb évfolyamok tananyagat
tovabbra is csupan ’kvazi-geometrianak’ tekinti, ugyanakkor kiegyensulyozottabban osztja el
az 1977-es tanterv, mint az elédje. A geometriai jellegli témak mar az 1. osztalyban
megjelennek, és a kdvetkezé évfolyamokban is valamivel nagyobb hangsulyt kapnak, mint
kordbban. Az igazan Iényeges valtozas a 8. és 9. osztaly tantervében kovetkezik be: a tantervi
utasitas kifejezetten elveti a teljes axiomatikus targyalas gondolatat, ehelyett a bizonyitasi
modszerek  fokozatos elsajatitasat javasolja. A Francia Tudomanyos Akadémia
allasfoglalasabdl atvett idézet (Francia tanterv, felsé tagozat, 8. oszt. 1977, VIIL. o.) alapjan
vilagos, hogy a tanterv hatterében &ll6 modell tovabbra is a formalis axiomatikus geometria,
tehat a tanterv tovabbra is G1 paradigmatol G3 felé halad, azonban a G3-beli munkat felsé
tagozatban még tul korainak itéli, és nagyobb hangsulyt kivan helyezni a G2-beli atmenetre.

Egy maésik fontos valtozas, hogy az 1977-es tanterv mar nem tartalmazza a valds szamok
teljes axiomatikus felépitését — igy a geometria sem tamaszkodik olyan Kkifejezetten a
szamfogalomra, mint az el6z0 tantervben.

A geometria tanterv tartalma és felépitése azonban a jelentds tananyagcsokkentéstol
eltekintve keveset valtozik, és ugyanlgy a vetitések, vektorok és koordinatarendszerek allnak
a kozéppontjaban, mint a ,,mathématiques modernes” reform idején. Az 1977-es tanterv

nagyobb szabadsagot hagy a tananyag felépitésében, mint az elédje — a fogalmak tantervben
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leirt sorrendje azonban hasonld felépitésre utal, és tébbek kdzott a Pitagorasz-tételt is hasonld

maodon helyezi el, mint az el6z6 tanterv.
1.2 A magyar tanterv

A magyar tanterv a geometria terén is, mint altaldban (vo. 2. Fejezet), a folytonossagot, és a
matematika mas agaival vald dialektikus kapcsolatot hangstlyozza. A 6. osztalyos tanari
kézikonyv felsorolja a legfontosabb téméakat, amelyek a geometriat a matematika méas agaihoz
fiizik (Magyar tanari kézikonyv, 6. oszt., 1979, 135-136. 0): a geometriai alakzatokat
ponthalmazoknak tekinti; a derékszogii koordinatarendszer a szdmtanhoz és az algebrahoz
koti a geometriat, a fuggvényeket geometriai modellel, grafikonnal szemlélteti, ugyanakkor a
geometriai transzformaciokat fuggvényként értelmezi a tanterv, végul pedig a geometriai
alakzatok kiilonféle kombinatorikai problémakra vezethetnek. A matematikai kiilonb6z6
teruletei kozotti kapcsolat tehat nem hierarchikus: a geometria épit a matematika mas agaira,
ugyanakkor szemléletes modellt szolgaltat mas terlletek absztraktabb fogalmainak. Ez a
kolcsonds kapcsolat talan az egyenes és a szdmfogalom kozoétt a legnyilvanvalobb. Az
euklideszi sik egyrészt leirhatd koordinatarendszer segitségével (amit a magyar tanterv mar
also tagozatban is kihasznal), méasrészt viszont az alapfogalomnak tekintett és szemléletesen
ismertnek elfogadott egyenes mar els6 osztalytol kezdve a szamfogalom modelljeként szolgal,
és motivalja a szdmok halmazanak fokozatos bovitését. Azt mondhatjuk tehat, hogy a szamok
¢s az egyenes fogalma kozott analogiat allit fel a tanterv, a kettdé kozti kapcsolat fokozatos
feltarasa pedig mindkeét fogalom elmélyitéséhez, pontosabb definialasahoz hozzajarul.

A magyar tanterv mar elsé osztalytol kezdve ,,geometriarol” beszél, bar az alsobb
é¢vfolyamokon a geometriai kérdéseket elsdsorban valds targyakon végzett manipulacio
segitségével, tehat G1 paradigman belil vizsgélja. A G1 és G2 paradigma kdzti atmenet lassd
¢és fokozatos: kisebb deduktiv érvelések az alsobb évfolyamokon, kiilondsen a felsd tagozat
elejétdl mar megjelennek, az elsd geometriai tételek a 7. osztalyban tlinnek fel. Fokozatosan a
G2 paradigma valik meghatarozova, de még a fels6 tagozat végén is vissza-visszatér a tanterv
valamilyen G1-beli munkahoz — ezt a Pitagorasz-tétel példajan is latni fogjuk. Axiomatikus
targyalast viszont egyaltalan nem helyez kilatasba a magyar tanterv, a geometriai fogalmak
pedig végig megdrzik szemléletes tartalmukat — G3-beli munkéat Varga Tamas tanterve nem
kovetel meg.

A geometria tananyag alapvetden klasszikus, szintetikus euklideszi geometria, amelyben a

pont, az egyenes, a sik és a tér alapfogalomnak szamitanak, a vektorok és
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koordinatarendszerek pedig viszonylag kevés szerepet kapnak. Az alapfogalmak bizonyos
tulajdonségait ugyan érzékeltetni kivanja a tanterv, de ezek kozul csak nagyon keveset javasol
expliciten is kifejezni, inkdbb e tulajdonsagok szemléletes elfogaddsardl van sz (Magyar
kézikonyv, 6. oszt., 1979, 136-138. 0). A korabbi geometria tantervekhez képest a legnagyobb
eltérés talan a transzformaciok megndvekedett szerepében all, amelyet geometriai

fliggvényként értelmezve szamos geometriai fogalom megalapozasaban szerepet jatsszanak®:.

1.2.1 A Pitagorasz-tétel a magyar tantervben

A Pitagorasz-tétel a 7. osztalyos geometria tanterv elsé eleme. A tantervhez tartozo tanéri
kézikonyv szerint a matematika egyik legfontosabb tételérdl van szd, amelyet a tanitas
szempontjabol kilondsen értékessé tesz az, hogy egyszerii is (Magyar tanari kézikonyv, 7.
oszt. 1981, 103. 0).

A tanari kézikdnyv szdmos Otletet ad a tétel és a bizonyitas bevezetéséhez, amelyeket itt
nem targyalok részletesen (az eredeti francia nyelvii disszertacio tartalmazza ezt az elemzést,
a magyar nyelvii roviditett verzidoban azonban csak a tankényvben bemutatott felépitést
elemzem részletesebben, Id. 8§2.4). Kiemelem azonban, hogy a tanari kézikdnyv
hangstlyozza, nem jo, ha a bizonyitas ,,az égbdl pottyantnak tiinik” — ugy kell bemutatni,
hogy a tanuloknak lehetdleg az az érzése tdmadjon, hogy ,,0k maguk is rdjohettek volna”.
Vilagosan felismerhetd itt az a gondolat, amellyel az episzemoldgiai hattér elemzésekor (II.
Rész) a magyar reformot tamogaté matematikusok elképzelései kozott méar talalkozhattunk. A
kézikonyv altal javasolt, ,,hindunak™ nevezett bizonyitds alapvetden geometriai, viszonylag
kevés algebrai ismeretet igényel. Egy ,,puzzle” jellegli bizonyitasrél van sz6, amely tehat a
tétel teruletekrol szolo valtozatara vonatkozik. Ehhez a bizonyitdshoz nem sziikséges a valos
szamok ismerete, amely nem is része a felsd tagozatos tananyagnak. A valds szamok, de
legalabbis a négyzetgyokként kifejezhetd szamok a tétel szakaszhosszokra vald értelmezése
esetén valnak szlikségessé — a tanterv pedig valban a Pitagorasz-tételhez kéti a négyzetgyok
fogalmat, amely rogton a kovetkezd fejezetben szerepel. A kézikonyv szerint a négyzetgyok
létezésének problémajat kozelit6 szamitasokkal lehet érzékeltetni, anélkiil, hogy e problémat a
felsd tagozat szintjén lezarnank — a valds szam fogalméanak bevezetése igy a magasabb szintli

tanulmanyok idejére marad.

51 Ebben a tekintetben Varga Tamas tankényve Hajos Gyorgy geometridjahoz latszik kozel allni — érdemes
volna ezt a kapcsolatot alaposabban is feltarni, annal is ink&bb, mivel Varga maga sorolja Hajost a reformot
tdmogatd matematikusok kdzé (pl. Halmos & Varga 1978, 226. 0.).
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2 A FELSO TAGOZATOS TANKONYVEK

2.1 A francia tankényvek

A ,,mathématiques modernes” reformot kisér6 fels6 tagozatos tankonyvek kézil a Queyzanne
és Revuz, Monge, Maugin illetve Polle és Clopeau &ltal szerkesztett sorozatokat
tanulmanyoztam. E tankdnyvek egyik legszembetlindbb sajatossaga a magas szintli formalis
nyelv hasznalata. Ez mar a felsé tagozat elso két évében (6. és 7. osztaly) is megfigyelhetd, de
kilénosen a 8. osztalytdl hangsulyos; a preciz matematikai nyelvhasznalat pedig, a tanterv
eléirasainak megfeleléen (Francia tanterv, felsd tagozat, 1969, 52. o.) a fels6 tagozat méasodik
felében deduktiv targyaldsi mdddal is egyiitt jar. A tankonyvek elészavai, tanari kézikonyvek
gyakran kitérnek a matematikai nyelv hasznalatdnak kérdéseire: Monge példaul minden
tankonyvének eldszavdban hangstlyozza, hogy ,.egyszerli és preciz stilus” hasznélatira
torekedett, és igyekezett elkeriilni a pontatlan vagy félreérthetd megfogalmazasokat (pl.
Monge 8. 0. 1971, 8. 0.), a Queyzanne-Revuz-sorozat tanari kézikdnyve (6. osztéaly, 1969, 16.
0.) pedig tobb oldalt szentel a megfelel6 matematikai nyelvhasznalat kérdéseinek.

Kilondsen figyelemremélto ilyen szempontbol Queyzanne és Revuz 6. osztalyos (tehat a
fels6 tagozat elsé évfolyaméanak sz6l6) tankonyve, amely egy halmazelméleti fogalmakat
bevezetd fejezettel kezdddik. A fejezet alcimei szinte kivétel nélkiil a helyes matematikai
nyelvhasznalatrél szélnak. A szerzék egy a gyerekek életébdl vett példan is illusztraljak a
kifejezések megfeleld haszndlatat: cserkészcsapatok és tagjaik példdja magyarazza, mit jelent
egy halmaz elemének lenni. A példa azonban nem csupan a halmazelméleti kifejezések
értelmezését, hanem altalanosabban a preciz matematikai nyelvhasznalat jelentdségét is
kifejezi.

Amikor beléptek a cserkészek kozé, nyelvhasznalatukat elsajatitva egy cserkészcsapat tagjava

valtok®2. Beavatottként pontosan értitek egymast, a félreértések kockazata nélkiil.
[...]
Hasonléképpen most, hogy kis matematikussa valtatok, sajatitsatok el a matematikusok nyelvét, és
matematikusok kozt l1évén alkalmazzatok azt hiven és precizen. (Queyzanne-Revuz 6. oszt. 1969, 7.
0.)
E példan keresztiil a szerzok azt sugalljak, hogy a matematika tanulasa valamiféle beavatési
folyamat egy mar 1étez6 intézmény rendszerébe, jelen esetben a matematika tudomanyéaba, és

e beavatas feltétele, hogy a tanuldk elfogadjak és magukeéva tegyék az intézmeny altal

52 A francia eredetiben a cserkészcsapatot falkanak, tagjait pedig farkaskolykoknek nevezik, igy valéban
sajatos nyelvhasznalatrol van szo.
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lefektetett szabalyokat. A Didaktikai Szituaciok EIméletének terminusaival e példan keresztil
egyfajta makroszerzédés (Hersant & Perrin-Glorian 2003), vagyis hossz( tavon érvényes
didaktikai szerz6dés megalapozasarol beszélhetiink, mégpedig Hersant és Perrin-Glorian
(2003, 239-242. 0.) szavaival élve beavatas jellegli szerz6désr6l. A tanitas direkt kozvetlen
tudasatadason alapszik, jelen esetben a matematikai nyelv megfelelé hasznalatat illetden: a
tanulok feladata e didaktikai szerzddés szerint, hogy elsajatitsak ¢és ,hiven, precizen
alkalmazzak™ a tanult tudast.

A tantervi utasitds hangstlyozza az ,aktiv pedagodgiai moddszerek™ alkalmazasdnak
fontossagat (Francia felsd tagozatos tanterv, 1969, 22. o.). Ezt a tankonyvek eldszavai is
rendre kiemelik — maguk a tankényvek azonban alig adnak konkrét segitséget e mddszerek
alkalmazasdhoz. Nagyobbrészt leird jellegi miivekrdl van sz6, amelyek leginkabb egy
»modern” matematikai értekezés felépitését kovetik: definidljdk a fogalmakat, jeloléseket
vezetnek be, e fogalmaknak levezetik néhany tulajdonsagat, amelyeket esetleg néhany példan
illusztralnak. A szbveg atlathatdsagat tipografiai eszkozok is segitik, amelyek vilagosan
tagoljak a fejezeteket. A 8. osztalytdl kezdve a tankonyvek alapvetéen axiomatikus-deduktiv
felépitéstiek, definiciok, tételek és bizonyitdsok kovetik egymast, néhany példaval kiegészitve
— kérdéseket azonban alig vetnek fel-e szévegek, a matematikai fogalmak, tételek ténykeént,
nem pedig problémakra adott valaszként jelennek meg. Igy tehat a tankonyvek szdvege
leginkabb el6adas-formaju tanitast, kozvetlen tudasatadasra alapozott didaktikai szerz6dést
tdmogat.

Ezeket a leird szovegeket — amelyeket tobb tankonyv is ,,leckéknek” (legon) nevez, és
amelyek egyes sorozatok (pl. Polle-Clopeau) elészava szerint a tananyag olvasasat,
megértését szolgaljak — a fejezetek végén ,,gyakorlatok™ (exercices) egészitik ki, amelyeknek
f6 célja a tananyag elsajatitdsanak ellendrzése, a megszerzett tudas stabilizalasa. Néhany
tankonyv (pl. Monge, Polle-Clopeau) margdjan szintén taladlunk kérdéseket, amelyek
elsésorban a szoveg megértését hivatottak ellendrizni. A matematikai fogalmak felépitésében
azonban ezek a kérdések és gyakorlatok nem jatszanak szerepet.

Kivételt latszolag a Queyzanne-Revuz tankdnyvsorozat jelent, amely igyekszik az aktiv
pedagdgia alkalmazasahoz konkrét Otleteket is adni. A tankdnyv szinkddokkal kiloniti el a
tanulok szdmara javasolt tevékenységek leirdsat a tananyagot ismertetd passzusoktol (cf.
Queyzanne-Revuz kézikényv 6. oszt., 1969, 16. 0.). Az effajta tevékenységek leirasat
elemezve (pl. 6. oszt. 1969, 126-134) azonban azt allapithatjuk meg, hogy a tanuldk aktivitasa
csupan fizikai, manipuléaciés szinten valdsul meg: illusztracioként szolgéalnak olyan

matematikai fogalmakhoz, amelyeket valdjaban nem 6k alkotnak meg, hanem a tanar definidl.
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gy a Didaktikai Szituaciok Elméletének értelmében a tanuldk ,.aktivitasanak™ ellenére nem
beszélhetiink adidaktikai potencidlrol: a matematikai fogalmak nem problematizéltak, és a

tanulokra nem harul feleldsség azok megalkotasaban.
2.2 A Pitagorasz-tétel a francia tankényvekben

A tanterv felépitésének megfelel6en a Pitagorasz-tétel a korabeli tankonyvekben nem 6nallo
fejezet targyaként, hanem egy az ,euklideszi sik” tulajdonsagait targyald fejezet egyik
tételeként jelenik meg, rendszerint a merdleges vetités fogalmanak bevezetése utan, ez utobbi
egyik tulajdonsagaként. A Pitagorasz-tétel a tovabbiakban a mer6leges vektorok
tulajdonsagainak leirdsaban jatszik szerepet, ezen keresztil pedig a derékszogl
koordinatarendszer definialasaban.

A vizsgélt tankdnyvek egymashoz hasonlé madon targyaljak a tételt és annak bizonyitasat

— az alabbi dbra Monge példajat mutatja.

13. PLAN EUCLIDIEN

Théoréme de Pythagore.
30 Supposons le triangle (A, B, C) rectangle en A (fig. 17). B

Le point A est la projection orthogonale de C sur (BA) et la projection g Ol

orthogonale de B sur (AC).

Nous avons les égalités ; BA = c(«t, Q) BC et AC = c(+, $)BC.

Le réel BC est non nul; nous avons donc :

AT 1 ¢

BA
#*, C)= — t #*,B) = —. B
c (4, 5c °© c(+t, B) e A \_l
Nous avons (n° 11, p. 178) :
[e(, €)]2 + [c(st, B)]2 = 1. @
AA2 AC? ) - e .
Nous en déduisons: g_% + == 1, puis: BA? 4 AC? = BC?

Des égalités :AB = | BA|, AC=|AC| et BC =|BC| ilrésulte:
AB2 4 AC2? = BC2

THEOREME DE PYTHAGORE : Si un triangle (A, B, C) est
rectangle en A, on a : AB? 4 AC? = BC2

111.4.7. Abra (Monge 9. oszt. 1972, 194. 0.)

A bizonyitasban c(A, C) az A és C egyenesek merdleges vetitésének aranyat fejezi ki. A
Pitagorasz-tételt tehat a tankonyv a merdleges vetités egy tulajdonsagabol vezeti le. A
bizonyitds igy néhany egyszerli algebrai atalakitasbol all — azonban kiilonb6zd jeldlések
ismeretét és a formalis nyelv magas szintli hasznalatat feltételezi, tovabba felhasznal egy
korébban bizonyitott tételt, amelynek bizonyitasa egy teljes oldalt vesz igénybe (Monge 9.
oszt. 177-178. 0.).

Ami az idézett részlet szovegét és paratextualis elemeit illeti, a példan jol lathatd, hogy

tisztan elméleti jellegii, axiomatikus-deduktiv szovegrol van szd. A szoveg erdsen strukturalt,
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valtozatos tipografiai eszkdzok — szamozott bekezdések, felkovér szedés, szinek, vonalak —
szervezik vizudlisan a szOveget. Az &bra a margora szorul: nem szerves része a szovegnek,
csupan illusztracioként szolgal. Erdemes ezenkiviil megfigyelni, hogy valdjaban nem
haromszdget abrazol, hanem iranyitott egyeneseket, amelyeknek merdleges vetitésérdl a tétel
sz0l: Choquet clképzeléseinek és a tanterv felépitésének megfeleléen a ,,mathématiques
modernes” reform tankdnyvei valoban igyekeznek kikiiszobdlni a hAromszogek vizsgalatat a

tananyagbol, még egy olyan alapvetd tétel targyalasakor is, amilyen a Pitagorasz-tétel.

Az 1977-es tankonyvek az (j tanterv instrukcioit kovetve némi véaltozast hoznak e téren: a
kordbbi tankodnyvek Ujabb kiadasai, bar a tananyag tartalman és felépitésén keveset
valtoztatnak, kissé mésképp szerkesztik azt. A Pitagorasz-tétel itt mar rendre kilon fejezetet,
vagy legaldbb egy alfejezetet kap, Monge esetében pl. a ,derékszdgli haromsz0g
tulajdonsagai” cimil fejezeten beliil. A formalis nyelv némileg egyszertisddik, a bizonyités
elott pedig a ,,gondolkudjuk™ (réfléchissons) felszolitast talaljuk. Ez utobbi részlet kiilonosen
jol szemlélteti, hogyan probalnak a ,,mathématiques modernes” iddszak tankonyvszerzoi,
valdjdban igen kevés mddositassal és tovabbra is a reform szellemét kovetve, a reform
kritikdihoz és az 01j tantervhez is alkalmazkodni: a ,,gondolkodjunk™ felszoélitas nyilvanvaldan
a diakok aktivabb részvételét hivatott el@segiteni, azonban kérdést, problémafelvetést nem

talalunk a szévegben, igy a gondolkodasra valé felhivas tartalom nélkil marad.
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Propriété directe

Propriétés
d’un triangle rectangle

Propriété de Pythagore.

REFLECHISSONS :

Soit un triangle ABC rectangle en A. Reprenons les notations de la page 127. Nous
désignons donc respectivement par A, Ay, 43 les droites (BC), (AB). (AC), par
(0,U), (04, Uy), (02 Uz) des repéres normés de A, Ay, A;, par H la projection
orthogonale du point A sur A (fig. 1).

Ay A

u

C
H

Ay 1A

1 I

g u,--o' U,
Ozt 0]}

Désignons par k le rapport de projection orthogonale de A sur A, et par k' le
rapport de projection orthogonale de A sur Az.‘_
Nous avons les égalités : k= 2 et k'= 5—9
8C BC
D'autre part, nous avons établi I'égalité : K+ k'?=1.
BA® L AC” _{, puis: BA*+AC*=BC
= , puis: s
BC* BC?
Des égalités : AB=|BA|, AC =|[AC|, BC=|BC|, il résulte: AB*+ AC®=BC?.

Nous en déduisons :

RETENONS :

[Si un triangle ABC est rectangle en A, on a I'égalité: AB*+ AC*= BC’J

CHAPITRE 11, PROPRIETES D'UN TRIANGLE RECTANGLE 131

111.4.8. Abra (Monge 9. oszt. 1980, 131. 0.)

Az 1977-es tantervhez ugyanakkor Uj tankdnyvsorozatok is megjelennek. Deledicq és Lassave
véltozatos feladataikkal — amelyeket kiilonboz6 kategoridkba sorolnak, mint bevezetd,
gyakorlo, bizonyitasi, alkalmazasi stbh. feladatok —, és a Pitagorasz-tétel inkabb geometriai
mint algebrai targyalasaval 0j szemléletet képviselnek. A tételt megkisérlik felfedeztetni a
tanuldkkal: a fejezetet bevezet6 feladat haromszdgek oldalainak mérését és a kapott értékek
Osszehasonlitasat kivanja. A feladat tehat a G1 paradigmaba illeszkedik — és ennek
megfeleléen a folytatasban nem is ,,tételrél”, hanem ,,Pitagorasz-tuljadonsagrol” van szd,
amelyet tapasztalati alapon allapithattak meg a tanulok. A szerzok szerint a bizonyitas

nehezen motivalhatd, ezért a fejezet felépitésében nem is tAmaszkodnak ra — a fejezet végefelé
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tinik csak fel, fakultativ anyagként, egy (geometriai, puzzle-szerii) bizonyitds. A fejezet
szamos feladata azonban G2-beli munkat igenyel: igy a Pitagorasz-tétel targyalasa némileg
kétértelmii, hiszen atmenet nélkiil teszi egymas mellé a G1 és G2 paradigmabeli munkat.
Deledicq és Lassave tankényvében ezaltal a tanulok 6nall6 munkaja joval nagyobb teret kap,
mint a ,,mathématiques modernes” reform tankonyveiben, ugyanakkor az erre iranyulo

torekvés bizonyos matematikai tartalmat érinté kompromisszumokhoz vezet.
2.3 A magyar tankényvek

A magyar reform felsé tagozatos tankonyvei tobb szempontbol is feltlinden kiilonboznek a
,mathématiques modernes” reform tankonyveitdl. Szamos illusztraciot tartalmaznak, amelyek
egy része nem kifejezetten matematikai abra. Tobb didaktikai célu jel6lést is alkalmaznak, az
alabb lathato stoptabla példaul a tankdnyv elészava szerint arra hivja fel az olvasét, hogy
szakitsa félbe az olvasést, és gondolkodjon el a feltett kérdésen, mieldtt a tankonyv altal

javasolt megoldassal megismerkedne.

111.4.9. Abra (Magyar tankonyv 5. oszt. 1979, 4. 0.)

A tanari kézikdnyvek az alsés kézikonyvekhez hasonléan hangsulyozzéak, hogy a tankonyv
altal kovetett tematikus targyalasmod nem tanmenetként szolgal, és kivanatos a kiilonb6zo
témékat minél tobbszor Gsszekapcsolni — bar ehhez a felsds tanari kézikonyvek joval
kevesebb segitséget adnak, mint alsé tagozatos megfeleldik.

A tankonyv minden fejezete a tananyag ismertetésével kezdddik, amit aztan feladatsor
kdvet. A tananyag ismertetése azonban nem értekezeés formajd, mint a francia tankonyvek
esetében, ehelyett sajatos formai megoldast kovet: tanuldk fiktiv dialogusait irja le. A tanari
kézikonyv errdl a kdvetkezdket mondja:

A tankodnyvben a tananyag egyfajta feldolgozasi médjat talaljuk. Tanithatunk gy, hogy a problémat
a leirt feladatokon keresztil vezetjik be, dolgozzuk fel. Ugy iranyithatjuk a tanulokat, hogy a
kényvben megszolalé gyerekek beszélgetésehez hasonld parbeszédek, vitdk alakuljanak ki az
osztalyban. Ha az osztaly nem eléggé aktiv, akkor eleinte mi tegyiik fel azokat a kérdéseket, amelyek
bennlk is felvetédhetnének, és provokaljuk a vitit. A konyvben vitatkozo gyerekek sokszor
tévednek, hibas allaspontokat védelmeznek, de meg tudjak gyézni egymast, és végiil kidertil, hogy
melyik volt helyes vélemény és melyik téves. Ne mi javitsuk a hibdkat, hanem vezessik a

gyerekeket, illetve vezessék 6k egymast gy, hogy a masik hibait és a sajatjaikat is képesek legyenek
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észrevenni és kijavitani. Ha a konyvben leirtak szerint tanitottunk, akkor a megfeleld rész elolvasasat
érdemes hézi feladatnak feladni, ezzel a gyerekek felelevenithetik az 6ran tanultakat. (Magyar
kézikdényv 5. oszt. 1981, 5. 0.)
Ezek a dialogusok tehat szolgalhatnak a tanuloknak olvasméanyként, a megfeleld tandra utén,
tehat akkor, amikor mar talalkoztak a szoban forgd ismeretekkel. E szovegek elsédleges
funkcidja azonban az, hogy mintat adjanak a tanaroknak hasonld osztalytermi dialogusok
megvalositasahoz. Természetesen nem a tankonyvi dialdgusok pontos méasoldsarél van szo,
csupan hasonl6 szellemii szituaciok megvalositasarol.

E dialogusokat elemezve azt figyelhetjuk meg, hogy minden esetben néhany probléma
koré épilnek. Kilondsen figyelemreméltd példaul az 5. osztalyos tankdnyv egyik dialdgusa,
amely a ponthalmazok tavolsaganak fogalméat vezeti be (Id. flggelék). A fejezetet inditd
probléma egy fotel és egy asztal tavolsdganak lemérése. A gyerekek méréseket végeznek,
majd azzal szembesulnek, hogy a talalt értékek erdsen eltérnek egymastol, mivel nem
hataroztak meg pontosan, mit értenek a két targy tavolsagan. A fogalom definidlasara tobb
otlet is felmerdl, megallapodnak, hogy mindegy, melyiket vélasztjak, csak az a Iényeg, hogy
egyértelmii legyen a definicié — igy végil a két targy pontjai kozotti leghosszabb szakasz
hosszéat valasztjak tavolsagként.

Ezutan 0jabb problémaval szembesiilnek: egy tollhegy és egy alatta elteriild tintafolt
tavolsagat kell meghatarozniuk. A korabban elfogadott definici6 itt kevéssé intuitiv (pozitiv
értékii és nem nulla) tavolsagot ad. A harmadik probléma esetében, egy egyenes és egy pont
kozott ez a definicié nem is hatdroz meg tavolsagot. Az ujabb felmerilt problémak tiikrében a
gyerekek ugy dontenek, hogy mddositjak a korabban elfogadott definicidt, és helyette a két
halmaz kozotti legrovidebb szakasz hosszat tekintik tavolsadgnak. Ez az G definicio
mindharom probléma esetén intuicidjuknak megfelelé eredményt ad — ezt a definiciot rogziti
és emeli Ki ezutan a tankonyv.

A problémak, amelyek a halmazok tavolsaganak definidlasdhoz vezetnek, rendezett
sorozatot alkotnak. Megfigyelhet6 koztiik a G1 paradigmabdl G2-be vald atmenet: mig az
elsé kérdés megvalaszolasa tényleges méréseket igényel, a masodik mar absztraktabb jellegl,
az utolsé pedig kifejezetten idedlis alakzatokra vonatkozik, hiszen az egyenes végtelen volta
teszi lehetetlenné az eredeti definici6 alkalmazasat. Az elsé probléma nem a tanitani kivant
matematikai fogalom alkalmasan valasztott illusztracidja, épp ellenkezéleg: a fotel és az
asztal tdvolsaganak esetében nem egyértelmii, hogy mi a legkézenfekvobb definicid, ezaltal a
kiinduld probléma épp a természetes nyelvbdl vett tavolsag-fogalom meghatarozatlansagara

vilagit ra, igy motivalva a definicid keresését.
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A matematikai definicio itt tehat nem eleve adott, hanem a kdz0sség megegyezésének
eredménye, a megegyezés fo kritériuma pedig az, hogy a definicié illeszkedjen a kdzosség
tagjainak a fogalomrdl alkotott intuitiv elképzeléseihez. A definicié megalkotasa dialektikus
folyamat, amelyben a tovabbi problémak ellenpéldak szerepét jatsszak: destabilizaljak a
koradbban adott definiciot, és altalanosabb érvényii 0j definicidhoz vezetnek. A folyamat
nyitott jellegii: az elfogadott definicio adott pillanatban kielégitdnek tiinik, de ez nem zarja ki,
hogy késébb, wijabb problémakkal szembesiilve esetleg tovabbi médositasra szoruljon®. Ez az
eljaras egyébként feltiné hasonlosagot mutat azzal a bizonyitasi kisérletek, definiciok és
ellenpeldak alkotta dialektikus eljarassal, amelyet Lakatos a Bizonyitasok és cafolatokban ir
le, szintén fiktiv osztalytermi dial6gus formajaban.

A tankOnyvek mas dialogusaiban szerepld problémasorozatok kildnféle funkciot toltenek
be: példaul egy bizonyitast motivalnak (amint azt a Pitagorasz-tétel esetében latni fogjuk)
vagy egy algoritmus helyességét igazoljak ugy, hogy értelmezési kontextust teremtenek neki
(pl. a tortek dsszehasonlitasa esetében, Id. 5. oszt. tankdnyv, 1979, 31-35. 0.).

Erdemes a Péter Rozsa Jaték a végtelenneljével val6 stilisztikai hasonldsagot is
megfigyelni. Mindkét esetben tobbé-kevésbé folytonos, részben parbeszédes szévegekrél van
sz0. Valbdjaban a tankonyvi dialégusok is tartalmaznak narrativ részeket, illetve olyan
passzusokat, amelyeknek a beszéléje nem meghatarozott. Ez utébbiak értelmezhetdk ugy is,
mint a tandr megszoélalasai, esetleg mint olyan hozzaszolasok, amelyeknek a beszéléje nem
elére meghatarozott: ha a tanulok nem vetik fel az adott gondolatot, a tanar hozhatja szoba azt
—a tanari kézikonyv feljebb idézett instrukcidinak megfelelen.

Az e dialdgusokban leirt mili6 jelentds adidaktikai potencialitassal bir. A fotel és az asztal
esetében példaul a tanuldk szinte sziikségszeriien jutnak tobb kiilonb6zd eredményre, igy a
milié visszajelzései inditjak be koztiik a vitat, és motivaljak a definici6 keresését. A tanar
tevékenysége ugyanakkor elére nem pontosan meghatarozott, erdsen fligg a gyerekek
reakcioitol (ez a Pitagorasz-tétel példajan majd még vilagosabban fog latszani). A kézikényv
szerint ,,Ha az osztdly nem eléggé aktiv, akkor eleinte mi tegyiik fel azokat a kérdéseket,
amelyek benniik is felvetddhetnének, és provokaljuk a vitat.” Nem annyira elkiiloniilt
adidaktikai szituaciokrdl és tanari beavatkozas jellemezte fazisokrdl van tehat itt szd, sokkal
inkabb folyamatos tanar-diak dialogusrol, amelynek soran a résztvevok osztoznak a

matematikai fogalomalkotasért viselt felelésségen. Ebben az esetben is hasonld didaktikai

3 Amint arra egy egyetemi matematikafilozofiai szeminariumon felhivtak a figyelmemet, a definicié valdban
modositasra szorul, amennyiben korlatos nyilt halmazokra is ki akarjuk terjeszteni. Mivel ilyen jellegl
problémak a fels§ tagozaton nem keriilnek el6, ezen a szinten kielégité a tankonyvben elfogadott definicid,
egyetemi szinten azonban szlikségessé valhat a fogalom Gjraértelmezése.
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szerzOdést figyelhetiink tehat meg, mint amelyet az el6z6 fejezetben, az alsé tagozat esetében

lattunk, és amelyet ,,felfedezetetd” tipust szerzdésnek neveztem el.
2.4 A Pitagorasz-tétel a magyar tankényvben

A Pitagorasz-tételt a 7. osztalyos tanari kezikonyv az egyik legfontosabb matematikai tételnek
irja le, és ennek megfeleléen 6nallod fejezetet kap a tankdnyvben (Magyar tankonyv, 7. oszt.
1980, 205-209. 0.). A Pitagorasz-tételr6l szold fejezetet a kOzéppontos szimmetriarol, a
haromszogek kiilonbozo tulajdonsagairol és euklideszi szerkesztésekrdl szolo fejezetek eldzik
meg, illetve terllet-, felszin- és térfogatszamitas koveti. A tétel tehat ebben az esetben az
euklideszi geometria klasszikus alakzatait vizsgalo fejezetek kozé illeszkedik, amelyek
alapvetéen a G2 paradigmat kovetik, idérél-idére G1-beli kitérokkel tarkitva. A Pitagorasz-
tétel nem az elsd tétel, nem is az elsd bizonyitds a konyvben (rovid bizonyitdsok mar a
korabbi évek tankonyveiben is eldfordulnak), de ez az egyik elsd tételként megnevezett
allitas, amelyet rdadasul viszonylag hosszu és Osszetett bizonyitds kovet. A tételt bevezetd
rovid problémasorozat éppen a G1 paradigmabol a G2-be vald atmenetet biztositja, ezéltal
motivalva a tétel bizonyitasat.

Az elsé probléma egy osztilyteremben kifeszitett spargardl szol: az a kérdés, hogy
mennyivel kell a spargat meghosszabbitani, ha azt szeretnénk, hogy az osztaly legmagasabb
tanuloja kozépen atférjen alatta. A gyerekek kiilonb6zo6 érvek alapjan probaljak megbecsiilni a
szlikséges hosszUséagot, de kisérleteik nem vezetnek eredményre. Ekkor egy tipikusan G1-
paradigmabeli modszerhez, a méréshez folyamodnak, amely kielégitdé megoldast ad a
nem az osztalyteremben, hanem a tornacsarnokban kifeszitett spargérdl szol. Ebben az
esetben a gyerekek nem tudjak kodzvetlenul elvégezni a kisérletet, igy a klasszikus G1-beli
megoldas, a mérés nem lehetséges, a probléma absztraktabb gondolkodast igényel. Zsuzsi
megoldasi javaslata, a modellezés szintén G1-beli megoldasi modszerhez vezet (Kicsinyitett
abran valo mérés) — ez a madszer azonban nem ad kielégité eredményt (a méréeszkoz a
kivant hibahatarhoz viszonyitva nem elég pontos). Ekkor meril fel az igény, hogy pusztan
»SZamitds segitségével” probaljanak a kérdésre valaszolni, Osszefliggést keressenek a
derékszogli haromszog oldalai kozott — G1 helyett tehat G2 paradigmaban keressék a
megoldast. Ezen a ponton kerll sz6ba maga a Pitagorasz-tétel. A problémasorozat, amelyet a
probléma egy valtozojanak varialasa general, ebben az esetben tehat a G1 paradigmabdl a G2-

be val6 atmenetet motivalja, amelynek sordn a mérés mint igazolasi modszer helyét a
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matematikai bizonyitas veszi at. A masodik problémat mar a tétel segitsegével sikertl
megoldani — az ezt kovetd harmadik problémanak pedig, amely a 2 km hossza
,,Népkoztarsasag ut” (a mai Andrassy ut) folott kifeszitett kotélrdl szol, végképp csak G2-beli
megoldasa képzelhetd el.

A korabban emlitettekhez hasonldan itt is félig dialogizalt szovegrol van szd: a gyerekek
vitatkoznak, tippelnek a megoldasra és megoldasi modszereket javasolnak. Maga a bizonyitas
sem teljesen deduktiv, egy része kérdések és gyerekek szajaba adott valaszkisérletek forméajat
Olti. A tétel bevezetése azonban, amely a masodik probléma elsd, sikertelen megoldasi
kisérletét koveti, nincs egyértelmiien besz¢l6hoz rendelve:

Hogyan tudnank ezekre a kérdésekre a valaszt csupan szamitassal megadni?

Az lenne jo, ha a derékszogii haromszog oldalai kozott talalnank valami 6sszefliggést.

Az 0Osszefiiggést a derékszogli haromszdg oldalaira rajzolt négyzetek teriiletei kozott talaljuk meg.

(Magyar tankényv 7. oszt., 1980, 207. 0.)
Az elsd két mondatot esetleg felvethetik a gyerekek, a harmadikrél azonban nehéz elképzelni,
hogy olyasvalakinek jusson eszébe, aki még nem ismeri a tételt — az utols6 mondat
legvaldsziniibb értelmezése tehat, hogy itt tanari beavatkozasrol van sz6. Nyilvanval6an tanari
felvezetésrol arulkodik a bizonyitas eleje, az abrak folrajzoldsa is, azonban a bizonyitast a
,»STOP”-jel szakitja meg, ezzel visszaadva a feleldsséget az osztaly tanuldinak, avagy a konyv
olvasojanak.

A Pitagorasz-tételt bevezet6 szituacio tehat jelentés adidaktikai potenciallal rendelkezik.
Az elsd, osztalyteremben kifeszitett spargara vonatkozo6 probléma esetében a tanterem fizikai
tere, a sparga ¢s az aldallitott gyerek retroaktiv miliét alkotnak, amelynek segitségével a
megoldasi moédszerek kozvetleniil értékelhetdk. A problémahoz kapcsolédd dialogust a
kényvben gyerekek folytatjak, igy klasszikus értelemben vett adidaktikai szituaciét imitalva.
A masodik probléma esetén viszont hianyzik a fizikai értelemben vett milid, igy a kdzvetlen
ellendrzés nem lehetséges, és miutan a modellezési kisérlet sem vezet eredményre, a milid a
gyerekek szdmara elégtelennek bizonyul a probléma megoldasahoz. Ekkor avatkozik kozbe a
tanér, a Pitagorasz-tétellel egészitve ki a miliét. A tétel igy egy probléma megoldasanak
eszkozeként jelenik meg — bar menet kdzben maga is vizsgélat targyava valik egy olyan
szituacid keretében, amelynek célja a tétel bizonyitasa, milidjét pedig a bizonyitast segitd
abrak adjak. A Pitagorasz-tételt bevezetését célzd tanitasi folyamat tehat potencialisan
adidaktikai fazisokat tartalmaz — szervezOelve azonban, a korabban latott példakhoz

hasonldan, a tanar-didk dialogus marad.
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5. FEJEZET
VARGA TAMAS TANTERVENEK EGY SAJATOSSAGA: A KOMBINATORIKA ES A

VALOSZINUSEGSZAMITAS TANITASA

Az utolsd fejezet témavalasztasat elsésorban Varga Tamas munkdssiga motivalta. O
kiemelten foglalkozott a matematika ezen againak tanitdsaval, nemzetkdzi publikacios
tevékenységének jelentés része is e teriileteket érinti. Ahogy azt a 2. fejezetben lattuk,
reformprogramjanak egyik tematikai sajatossaga, hogy mar az altalanos iskola kezdetétdl a
témak valtozatossagara helyezi a hangsulyt, és teret ad tobbek kozétt a kombinatorika, a
valoszinliségszamitas és a statisztika tanitdsanak. Reformjanak jellemzése igy aligha lehet
teljes értékii e témak vizsgalata nélkiil. Az aldbbiakban vizsgalni fogom e témak tanitdsanak
fobb okait Varga Tamas koncepcidjaban (§1.1), és a kombinatorika és a valoszinliségszamitas
tantervének felépitését (81.2). Az elemzéshez felhaszndlom a valdsziniiségszamitas
paradigmainak fogalmat (Parzysz 2011, vo. lll. Rész 1. fejezet): a tanterv elemzése utan a
paradigmak magyar reformbeli szerepét egy konkrét szituacidé példajan is megvizsgalom
(81.4).

Ami a pedagdgiai gyakorlat elemzeéset illeti, e fejezet a hosszabb tanitasi folyamatok
felépitésének vizsgalatara helyezi a hangsulyt. Kordbban mar megfigyelhettik (1. Rész; IlI.
Rész 3. és 4. fejezet), hogy e folyamatokban a tudatosan szerkesztett problémasorozatok
fontos szerepet jatszanak. Az 1978-as reform kombinatorika tanitasat érint6 néhany fejezete
rovidsége ¢és a megszokottnal konnyebben attekinthetd szerkezete miatt kilondsen
alkalmasnak tinik az effajta problémasorozatok felépitésének vizsgalatara (§2).

A francia reformmal vald 0sszehasonlitast ugyanakkor neheziti, hogy a ,,mathématiques
modernes” reform tantervébdl — az école primaire és a college szintjén — hianyoznak ezek a
témak. Erdekes azonban megvizsgalni, mely okok motivaltak e témak tanitasat Varga Tamas
esetében — latni fogjuk, hogy olyan szempontokrol van sz6, amelyek a francia reform esetében
sokkal kisebb stllyal esnek latba, bizonyos esetekben akar ellenérvként is feltlinhetnek: ez
egyfajta magyarazatot ad a két reform kozti jelentOs kiilonbségre. Az 1977-es tantervhez
kapcsolddo tankonyvekben elszorva mar megjelennek kombinatorikai jellegi feladatok, az
1970-es években zajlé francia matematikatanitasi kisérletekben pedig tobb példat is talalunk
kombinatorika és valoszinliség tanitasara. Az ERMEL-projekt (83.2) illetve Brousseau egy
kisérletének (83.4) peéldaja igy alkalmat ad a francia matematikaoktatas 1970-es évekbeli

dinamikdjanak vizsgdlatara. Varga Tamadasnak egyébként tobb francia nyelvii konyve is
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megjelent a kérdéses idészakban, amelyek ugy tinik, e témak franciaorszagi tanitasara is
hatast gyakorolhattak (83.3). Brousseau Kisérlete tobb szempontbol is kilondsen érdekes
kutatdsom szamara: egyreszt, mert a széban forgd kisérlet Brousseau sajat bevalldsa szerint
késébbi elméletének kialakulasat is segitette az 1970-es évek elején (Brousseau, Brousseau &
Warfield 2001), igy lehetOséget ad arra, hogy az elemzésemhez hattérelméletként is hasznalt
Didaktikai Szituaciok EIlméletét egyuittal torténeti kutatds targyaként, keletkezésének
kontextuséban vizsgaljam. Masrészt, mert a 2001-es cikkben leirt kisérlet j6 alkalmat ad a
Brousseau altal tervezett hosszabb tanitasi folyamatok felépitésének vizsgalatara es
0sszehasonlitdsara Varga konstrukcioival: az altaluk tervezett tanitasi folyamatok mogott két
meglehetdsen eltéré koncepciot figyelhetiink majd meg (§3.4.1).

A korabban mér vizsgalt forrasokat — tanterveket, tankdnyveket, tanari kézikonyveket — e
fejezetben egy Gjabb tipusu forras is kiegésziti: Varga Tamas és Brousseau altal irt didaktikai

cikkeket is bevonok az elemzésbe.

1 VARGA TAMAS TANTERVE: FELEPITES ES EPISZTEMOLOGIAI MEGFONTOLASOK

1.1 E témak tanitasanak okai

Varga Tamas cikkeiben tobb helyen is kifejti azokat a szempontokat, amelyek szerinte a
kombinatorika és valdszinliségszamitas tanitdsdnak korai bevezetését indokoljak. Az egyik
legfébb szempont a matematika ,,integralt” tanitasa, a tanitott t¢émak valtozatossagéra és azok
dinamikus kapcsolatara valo torekvés. A kombinatorika és a valosziniiségszamitas nemcsak
egymassal és a statisztikaval, hanem a halmaz és a fliggvény fogalméaval, a logikaval és a
szamelmélettel is kapcsolatba hozhatok. A kombinatorikai példak kozremiikodnek a
miveletek fogalmanak jelentéssel vald megtoltéseéhez, a valoszinliségszamitas pedig a
tortfogalom kialakitasahoz kinal motivaciot es gyakorloterepet (Varga 1967a, 1972, 1982).

Varga egy masik hangsulyos érve szerint e terlletek kivalé alkalmat nyQjtanak a gyerekek
matematikai absztrakci6 folyamataba val6 bevezetésére mar egészen kicsi kortdl, hiszen nem
igényelnek jelentds elméleti hatteret, ¢€és konkrét, manipulacidés tevékenységbdl,
tapasztalatokbol kiindulva teszik lehetdvé a fokozatos absztrakciot (Varga 1967a). A
kombinatorika és a valdszinliségszamitas egyuttal valtozatos reprezentacios eszkdzok (pl.
fadiagram, tablazatok) alkalmazasara is lehetdséget nydjtanak (Varga 1982).

Varga Tamas szerint a becslés a matematika fontos eszkozei kozé tartozik, és az oktatés
soran lehetéséget kell biztositani a gyakorlasara, amire a valdszinliségszamitas tanitasa

kivaléan alkalmas. A becslés gyakorldsdnak Varga altalanosabb érvényli neveld értéket is
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tulajdonit: a tanarok lehetseges ellenérveivel kapcsolatos megjegyzése jol illusztralja a
fenndlld autokratikus oktatasi rendszerhez fiz6d6 kritikus viszonyat, és a pedagogiai elvek
szerepét matematikatanitasi koncepciojaban:
Reasons must be strong, maybe not unrelated to sentences from “a child should not have an opinion”
to “a child should have not will.” If this is a correct conjecture, then the issue is a more general one
about education, not necessarily school education or school math in particular. (Varga 1982, 30. 0.)
A valdszinliségszamitas korai bevezetését alatdmasztd fontos érv végiil, hogy egy a tobbitol
Iényegesen eltéro jellegli matematikai gondolkodéast mutat be: a véletlen matematikéajat.
Mathematics [...] does not only concern itself with certainties which can be expressed by
exact statements but also with uncertain things of a chance character. This sounds strange, because it
might be thought that if something is uncertain we can only state uncertain things about it. (Varga
1967a, 2. 0.)
Varga — még hosszabban folytatdédd — érvelése szemmel lathaté rokonsdgot mutat Rényi
felvetésevel, amelyet Pascal szajaba ad a Levelek a valésziniiségral lapjain:
A nyomasztd bizonytalansag, amelyrdl az imént beszéltem, részben onnan szarmazik, hogy az
emberek azt hiszik, hogy ha valamit nem tudnak biztosan — marpedig biztosan szinte semmit nem
tudnak — akkor nem tudnak semmit. Gondolatmenetem kiindulopontja éppen az, hogy ez tévedés. A
részleges tudas is tudas és a reszleges bizonyossag is értékes lehet, kiiléndsen, ha tudom azt, hogy e
bizonyossag milyen foku. ,,Hogyan, hat lehet a bizonyossidg fokat mérni, szammal kifejezni?”
Kérdezheti valaki. Valéban lehet — véalaszolom erre —, minden jatékos ezt teszi. (Rényi 1973/2005,
115.0.)
A véletlen matematikajanak gondolata szintén kotheté Polya ,.plauzibilis kovetkeztetésrol”
vallott elképzeléseihez, vagy Kalmarnak a matematika fallibilizmusérdl vallott nézeteihez.
Még Péter Rozsanal is megfigyelhetd, hogy a matematikai kutatds 6romét, a hozza fliz6d6
kivancsisagot az ismeretlen, a bizonytalansag érzése taplalja: az elsé szamelméleti
megfigyelésektdl Godel és Church tételeiig (v6. II. Rész). Varga Tamés esetében a
valdszinliségszamitési szitudciokban rejld bizonytalansag szintén azok jatékos jellegét erdsiti,
amint azt a késébbiekben latni fogjuk (§1.4).

Osszességében elmondhatd, hogy a kombinatorika és a valdsziniiségszamitas tanitisa
mogott rejld érvek szorosan kotddnek a reform hatterében huzodé matematikafelfogashoz: a
matematikai témak kozti dialektikus kapcsolat, a konkrétbdl kiinduld absztrakcid, a
matematikai gondolkodasban rejlé bizonytalansdg €s a jatékossdg mind a ,heurisztikus”

matematikafelfogas Iényeges Osszetevoi.
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1.2 A kombinatorika és a valészinliségszamitas tanterv

A 6. osztalyos tanari kézikdnyv hangsulyozza, hogy a tipusfeladatok gyakorlasa helyett a
kombinatorikéban is a matematikai gondolkodasmod fejlesztése az 4j tanterv els6dleges célja.
A kézikonyv tiz 1épésben fogalja Ossze a kombinatorikus gondolkoddsmod fejlédésének
lépéseit (189-190. 0.).

1. Adott feltételeknek megfeleld egy vagy tobb eset eldallitasa.

2. Minél tobb kiilonbozo eset eldallitasa.

3. Az Osszes lehetséges eset megtalalasa.

4. Az esetek rendezése egy vagy tobb szempont szerint.

5. Az esetek szdmanak keresése.

6. Szemléleti tartalmukban kiilonb6z6, de matematikailag egyez6 feladatok megoldasa.

7. A matematikai valtozok rendszeres valtoztatasa (pl. tablazat segitségevel).

8. A tablazatban 1€év6 szdmok kozti 6sszefiiggések felismerése.

9. Az ilyen dsszefliggések magyarazata.

10. A felismert torvényszeriiségek képletbe foglalasa.
Ez a folyamat jo példajat adja a Varga Tamas reformjara jellemz6 lassu épitkezésnek, az
absztrakcios folyamat apré lépésekre bontasanak. A tanari kézikényv biralja a hagyomanyos
kozépiskolai eljarast, amely e folyamat els6 fazisainak kihagyéasaval, rogton az absztrakt 10.
ponttal kezdi a tanitast. Alabb (82) néhany konkrét példan részletesebben is lesz alkalmunk
megvizsgalni a kombinatorikus gondolkodas fejlesztésére iranyuld tanitasi folyamatok
felépitését VVarga Tamas koncepciojaban.

A valdszinliségszamitas tanitasat szintén a lassu, fokozatos épitkezés jellemzi. Egy 1980
koril sziiletett cikk szerint> a tanterv a kovetkez6 1épéseket koveti:

1. A biztos, lehetséges és lehetetlen események megkilénboztetése.

2. A valdsziniibb és kevésbé valoszinii fogalmanak megkiilonboztetése.

3. Az egyenld valoszinliségli esetek fogalma, szimmetriaérvekre alapozva.

4. Kisérletek és esemenyek kozotti analdgiak felfedezése, ekvivalenciaosztalyok keresese.

5. Kapcsolat a relativ gyakorisag és a valosziniiség fogalma kozott.

6. Valoszinliségszamitas egy eseménytéren.

7. A feltételes valoszintiség fogalma.

5 A cikknek csupan kéziratos valtozatdhoz férek hozza, amely nem tartalmaz a megjelenésre vonatkozd
utalasokat. Néhany megjegyzésb6l azonban arra lehet kovetkeztetni, hogy a kézirat néhany évvel a reform
hivatalos (1978-as) bevezetése utan sziiletett.
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Ismét egy tobb éven at huzodd folyamatrdl van szo. Az els6 néhany fazis még nem a
valoszinliségszamitas elméletének matematikai fogalmait célozza, sokkal inkadbb a
valdszintiséggel kapcsolatos gondolkodassal vald ismerkedést. Ez lehetdvé teszi a téma
egészen korai bevezetését, az altalanos iskola 1. évétdl kezdve. Az 5. fazis — az elézdekkel
ellentétben — mar igényli a tortfogalom ismeretét. A tantervben ez a fazis a tért fogalmanak
bevezetésével azonos évben, 4. osztalyban jelenik meg: a két fogalom igy kolcsdndsen épiti és
motivalja egymast, a két matematikai téma kozott nem annyira hierarchikus, mint ink&bb
dialektikus viszonyt teremtve.

A valosziniiségszamitas tanterve tobb szempontbol is a fokozatossag elvét koveti: a
kombinatorika tantervéhez hasonl6an, az absztrakcids folyamat fokozatossaga (amelyet a §2-
ban lesz alkalmunk elemezni), ugyanakkor a valdsziniiségi paradigmdk tekintetében is

egyfajta fokozatos atmenet figyelheté meg.
1.3 Avalészinliségszamitas paradigmai Varga Tamas tantervében

A valosziniiségszamitas paradigmdinak fogalméat Parzysz (2011) vezette be, a geometria
paradigméinak (Houdement & Kuzniak 2006) mintajara. Parzysz ezéltal Ujraértelmezi a
valdszinliségszamitassal kapcsolatos klasszikus episztemologiai allaspontokat, egyrészt a
»frekventista” megkdzelitést (P1), amely a valosdg megfigyelésén és statisztikai kisérleteken
alapul, masrészt a ,laplacianus” vagy ,klasszikus” megkozelitést (P2), amely elméleti
modellre és deduktiv bizonyitasra épiil (b6dvebben 1d. III. Rész 1. Fejezet).

Hasonldan a geometria péld4jahoz (1d. 4. Fejezet), a magyar reform valdszinliségszamitas
tanterve is a paradigmak kozti dialektikus atmenetet igyekszik biztositani. Egyrészt logikai €és
kombinatorikai feladatokkal Osszefiiggésben a tanulok mar elsdé osztalytdl tapasztalatot
szereznek egy kisérlet lehetséges kimeneteleinek megkiilonboztetésében és 0sszegylijtésében.
Masrészt 2. osztalytol kezdve tényleges valoszinitiségi kisérleteket is vegeznek, és megfigyelik
a kiilonboz6 esetek gyakorisagat. A gyakorisag és relativ gyakorisag fogalmat a tanterv 4.
osztalytdl vezeti be, a tort fogalmaval 6sszefliggésben. A tanterv a javasolt példak kozott
kovetkezetesen valtogat olyanokat, amelyek esetében nehéz volna alkalmas matematikai
modellt meghatarozni, ezért a frekventista megkdzelités, a kisérletezés a kézenfekvd, olyan
példak, amelyek esetében meghatarozhatok egyenld valoszinliségli esetek, €s ez lehetdvé teszi
a valoszintiségekkel kapcsolatos logikai levezetést. Mindazonaltal az also tagozat folyaman ez
utobbi tipust példak vizsgalata is kisérleteken alapul, bar a feladatok sokszor tartalmaznak

egy bevezetd, becsld fazist, amelyek a gyerekeket implicit matematikai modellek
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kigondolasara indithatjadk, hogy megalapozzak becslésiket. Az alsé tagozaton a
valdszinliségszamitas tanitasa tehat elsésorban a P1 paradigmat koveti, de megnyitja az utat a
P2 paradigma szamara is, mind a logikai és kombinatorikai vizsgalatok, mind a becslési
feladatok révén.

Példak: Hat golyd koziil kettd piros, a tobbi fehér. Két golyd huzunk. Milyen parok varhatok

gyakrabban?

Ha egy konyvet talalomra kinyitok, az elsd sor els6 betiije maganhangzé lesz-e vagy massalhangzg?

Mi a valdsziniibb? (Magyar tanterv 1978, 41. 0.)
A valoszinliség fogalma mint ,,olyan feltételezett érték, amely koriil a relativ gyakorisag
ingadozik” (Magyar tanterv 1978, 60. 0.) az 5. vagy a 6. osztdly tananyaga, a tanar dontésétol
fliggben. Frekventista definiciordl van tehat sz6 (amely egyébként szoros rokonsagot mutat a
Rényi egyetemi tankonyvében leirt definicidval®). Ugyanakkor, a biztos és lehetetlen
események valosziniiségének meghatarozasa utan (relativ gyakorisaguk mintajara, amely 1 ill.
0), a tanterv egyenld valosziniiségl esetek vizsgalatat is elbirja, a kisérletek soran megfigyelt
relativ gyakorisagokat pedig modell alapjan szdmolt valoszintiségekhez kéri hasonlitani (tehat
Osszekapcsolja a P1 és P2 paradigman alapul6 targyalast). Az altalanos iskola utolsé éveiben
egyre nagyobb teret kap az elméleti modellen alapulé megkozelités; az érveléseket kiillonb6z6
reprezentacios eszk6zok, elsésorban fadiagram segiti. Ugyanakkor a tanterv végig felhivja a
figyelmet a Kkisérletezés fontossagara, és olyan példak vizsgalatara is, amelyek (az altalanos
iskola szintjén legalabbis) nem redukalhatok egyenld valosziniiségli esetek alkotta egyszeri
eseményteérre.

Varga Tamas tantervében tehat a P1 és P2 paradigmak végig parhuzamosan vannak jelen,
koztiik fokozatos hangsulyeltolodas figyelhetd meg P1 feldl P2 irdnydba, hasonléan a
geometria esetében megfigyelt folyamatokhoz (Id. 4. Fejezet). A paradigméak kozotti
fokozatos atmenet hatterében Varga Tamas reformjanak egyik f6 alapelvét figyelhetjiik meg:
a tapasztalatszerzés fontossagat és a konkréttol az absztrakt felé iranyuld lassu, fokozatos
atmenet elvét. A kisérleti megkdzelités (G1 és P1) valdjaban nem végcél, hanem eszkdz e
tantervben®®. Mind a geometria, mind a valdsziniiségszamitas tanterv logikai érvelésen

alapulo elméleti targyalast celoz (G2 ill. P2), de az ehhez sziikséges ismereteket és eszkdzoket

%5 Azt a szamot, amely koriil egy esemény relativ gyakorisaga ingadozik, az illeté esemény valdsziniiségének
nevezzik (Rényi 1966, 36. 0.).

% Ez nem sziikségszerli: Brousseau kisérletének esetében pl. latni fogjuk, hogy 6 a frekventista, statisztikai
mddszereken alapuld eszkdzok kidolgozasaban sokkal messzebb megy, mint Varga, és joval kisebb szerepet
hagy a laplacianus megkozelitésnek (Id. §3.4).
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a tanuldk fokozatosan, a konkrét, érzékszervi megfigyelésen alapuld kisérletek segitsegével

sajétitjak el.
1.4 Egy valdszinliségszamitasi szituacio: kivonas kockadobassal

A valdszinliségszamitas paradigmai kozti  kapcsolatot az eredeti, francia nyelvi
disszertacioban tobb konkrét, VVarga Tamas cikkeiben ill. az 1978-as reformhoz kapcsolodo
tankdnyvben leirt peldan keresztll elemzem (Varga 1970, 24-27. o., Varga 1982, 27-28. o.
31-33. 0o, magyar tankdnyv 6. oszt. 1981, 153-154. 0.). Itt csupan egy példa elemzését
részletezem. Nem térek ki bdvebben a kiillonbozd reprezentacios eszkozok (tablazatok,
fadiagram) hasznélatanak elemzésére sem, bar e kérdésnek az eredeti disszertacioban
valamivel t6bb figyelmet szenteltem.

Varga egyik kombinatorika és valdsziniiségszamitas tanitasarol szolo cikkében leir egy
also tagozatban jatszhat6 jatékot, amelynek soran kétjegyli szamokat kell kivonni egymésbol
ugy, hogy a kilénbségiik a lehetd legnagyobb legyen — csakhogy a két szdm szamjegyeit
kockadobassal hatarozzék meg. Egy kockat dobnak fel négyszer egymaés utan, a tanuldknak
pedig el kell dontenilk, a tdblazat melyik négyzetébe irjak be az igy kapott szdmjegyeket. A
jatékot tobbszor ismétlik, a két legsikeresebb jatékos pontot kap. A jaték biztositotta
pontverseny soran igy nagy mennyiségl kisérletet végez el az osztaly, a versenyhelyzet pedig
stratégiajuk folyamatos fejlesztésére sarkallja a gyerekeket. Eszrevehetik, hogy léteznek jobb
és kevéshé jo stratégidk, ugyanakkor azzal is szembesulniuk kell, hogy biztos nyerd stratégia
nem létezik.

A jaték a matematikai témak Osszekapcsolasanak tipikus példdja: lehetdséget biztosit a
kivonas gyakorladsara, a szamtani mivelet tulajdonsagainak mélyebb megértésére, ami
szllkséges a stratégia hatékonysaganak fejlesztéséhez; egyuttal a szituacid valdsziniiségi
események tanulmanyozasara is szolgal, amelyeknek a szamok és a rajtuk végzett miiveletek
adnak értelmezési keretet, ezek segitenek meghatarozni a kivanatos és kevésbé kivanatos
eseteket.

A feladat jatékossaga fontos szerepet tolt be ebben a szituacioban. Egyrészt a kivonas
gyakorlasat valtozatosabba és élvezetesebbé teszi. Masrészt a valosziniiség szempontjabol is a
devollcid szerepét jatssza, hiszen a gydzelem vagya motivalja a tanulokat, hogy nyerd
stratégiat keressenek, igy a kiillonb6z6 kimenetelek valosziniiségét elemezzék. A
valosziniiségen alapulo jatékok sajatossagainak megfelelden azonban biztos nyerd stratégia itt

sem létezik: ez a bizonytalansag pedig segit fenntartani a jaték izgalmat meg tobb lejatszott
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kor utan is. A cikk szovegében valdban tobb affektiv jellegli kifejezés is megfigyelhetd (pl.
regret, being sorry), amelyek az affektiv elemek tanulasi folyamatokban betoltott szerepére
hivjék fel a hangsulyt.

A szituacid jelentds adidaktikai potencialt tartlmaz: a retroaktiv mili6t a versenyhelyzet
biztositja, az eredmények 0Osszehasonlitasa ad visszajelzést a jatékosok altal kovetett
stratégiak hatékonysagarol. A milié altal szolgdltatott valaszok azonban nem teszik a
vélasztott modszereket igazza vagy hamissd — a szituacio egyik f6 célja éppen annak
felismerése, hogy egy stratégia alkalmi sikere nem nyujtja annak végérvényes értékeléset.
Mas szoval, a szituacid egyik célja éppen a milid korlatozott mértékii retroaktivitdsanak
felismerése.

A stratégiak ellendérzése torténhet a Kisérletek sokszori ismétélésével (P1), vagy valamiféle
elméleti modell felallitdsaval (P2). Varga kezdettdl felvet néhany egyszerii logikai érvet (pl.
hogy a 6-ost mindenképp érdemes az elsé helyre, az 1-est az utolsora irni), de amelyek
onmagukban nem elegendéek egy hatékony stratégia kidolgozasahoz. Ez kisérletek
elvégzésére motival, ugyanakkor az ismételt kisérletek segithetnek az elméleti modell
részletesebb kidolgozasaban. A feladat tehat a két paradigma 6sszekapcsolasara is jo példat
szolgéaltat. Ugyanakkor a probléma komplexitasa nem teszi azt réviden lezarhatova: Varga
javaslata szerint tanulmanyozésa akar tobb éven &t is hizodhat, mindig Ujabb és Ujabb
eszkozokkel vizsgéalva a problémat, amely igy hossz( ideig nyitott, csak részben, bar egyre
meggy6z6bb mértékben megoldott probléma marad.

Their intuitions lead them to different strategies which are then tested at further games. At somewhat
higher level, still in the elementary school, the strategies can be formulated more precisely,
incorporated into computer programs and tested more precisely in a great number of trials. At a much
higher level calculating the expected values related to specific strategies and finding the best
strategy may be the subject of a research for undergraduates. (Varga 1982, 29. 0.)
Azon kevés esetek egyike ez, ahol Varga hosszl, 0sszetett frekventista folyamatot javasol
(még szamitdgépeket is bevetve), bar a feladat folytatdsat a cikkben nem dolgozza ki
részletesen — mindenesetre sokkal kevésbé, mint Brousseau a sajat kisérlete esetében (ld.
(83.4).
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2 PROBLEMASOROZATOK VARGA TAMASNAL: A KOMBINATORIKA PELDAJA

A valoszinliségszamitas tanterv elemzése utan visszatérek a kombinatorika témajahoz, hogy a
hosszabb tanitasi folyamatok felépitését vizsgaljam. A korabbi fejezetekben ramutattam, hogy
Varga tamdas koncepcidjdban a tanuldsi folyamat szervezése jelentds részben problémak
rendezett sorozatdn alapszik. Most néhany kombinatorikai feladatsor példajan vizsgalom,
milyen {6 rendezbéelvek szervezik e sorozatokat, és mi ezek szerepe a tanitas folyamataban.
Els6 példam az 1. osztalyos tanari kézikonyv kombinatorika fejezete, amely elég rovid ahhoz,
hogy egészében lehessen elemezni, és nem csupan atlathatobb a szerkezete mint a kényv
legtobb mas fejezetéé, de expliciten is tartalmaz a feladatok sorbarendezésének elveire
vonatkozo6 utalasokat. Ezutan roviden kitérek két masik, a felsds tankonyvekbdl szarmazd

példara, az 5. és a 6. osztalyos tankonyvek els6, kombinatorikai témaju fejezetére.
2.1 Kombinatorika az also6 tagozaton: egy jatékos jellegii problémasorozat

Az els6s tanari kézikonyv kombinatorika fejezetének (Magyar kézikonyv 1978, 243-258. 0.)
legfeltiin6bb sajatossiga talan a feladatok nagy valtozatossaga. A konyv kifejezetten emliti is,
hogy a tapasztalatok sokfélesége, ,,a szemléleti valtozatossag [...] az absztrahalasnak egyik f6
alapja” (Magyar kézikonyv 1978, 248. o0.). A javasolt feladatok minden érzékszervet igénybe
vesznek: a manipulaciot igénylé és vizualis jellegli tevékenységek mellett talalunk irashoz és
zenéhez fliz6dOket is. A konyvben leirt szituaciok a kisgyerekek szaméra ismerds, jatékos
jellegti tevékenységekbdl indulnak ki (szinezés, épités elemekbdl, zene), és a legkiilonbzébb
miivészeti agakkal is kapcsolatban allnak.

A jatékossag fontos szerepet tolt be ezekben a feladatokban. A konyv szamos affektiv
jellegli kifejezést hasznal (pl. 6rdmmel, kivancsisag stb.), a gyerekek 6rome fontos érvként
tinik fel egy-egy tevékenység mellett. A kisgyerekek figyelmeének, tiirelmének korlatait
szintén hangstlyozzdk a szerzok. A feljebb elemzett valdszinliségszamitasi példdhoz
hasonldéan a verseny itt is eld-eldkeriil, a matematikai problémék felmeriilését szolgalja:
példaul a minél tobb kiilonb6zd torony éEpitésére iranyuld verseny motivalja az 0sszes
lehetséges eset keresését, és igy felveti az esetek szamanak kérdését (244. 0.).

A jatékossag igy tobbféle értelemben, tobbféle szinten is jelen van a tanitas folyamataban.
Egyreszt maga a szituacio épllhet jatékszabalyokra (pl. egy verseny esetében), ahol a jaték
egy matematikai probléma felvetését szolgalja®’. Masrészt a szabad, Oromteli, kreativ

5" Ebben az értelemben beszél Pelay (2011) ,,didaktikai és jatékos szerzodésrol”.
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alkototevékenység, amely a mlivészi alkotéassal is rokonsagba allithato, szintén jatékos jelleget
kolcsondz a konyvben targyalt szitudcioknak, hasonld értelemben, mint ahogy Péter Rézsa
beszél a matematikai alkotas jatékos jellegérél a Jaték a végtelennelben. Végil a
valtozatossag, a tapasztalatok sokfélesége szintén dromforras: a jatékossag igy nem csak a
kilénallé szituaciokban, hanem a hosszabb tanitasi folyamatok felépitésében is szerepet
jatszik.
A kombinatorika fejezetet szervezd problémasorozat szerkezete komplex, legalabb
kétszintli rendezés figyelhetd6 meg benne: egy ’globalis’, amely a kiilonboz6 tipusu,
kiilonboz6 eszkozt hasznald szituaciokat rendezi sorba, és egy ’lokalis’, amely az egyes
eszk6z6khoz kapcesolodd kiilonboz6 problémakat allitja sorrendbe, igy a feladatsorban tébb
alsorozatot alkotva. Ez a kettds szerkezet jol azonosithato a @ és o jeleknek kdszonhetden,
jelzik. Az alsorozatok elemei ezenkiviil sokszor (kisbetiik segitségével) szdmozva is vannak.
A globalis szint szervezésében a valtozatossag jatszik kulcsszerepet, de a szerzok mas
szempontot, nevezetesen az absztrakcio fokozatossaganak elvét is figyelembe veszik:
Kezdetben kiilonféle elemekbdl valoban épithetnek a gyerekek. Késobb sort kerithetiink olyan
problémékra is, ahol szinezéssel, jelkartydk kirakdsaval vagy jelek irasdval helyettesithetik az
épitgeteseket. Ilyen értelemben érdemes kovetni az itt leirt feladatok sorrendjét. (Magyar kézikonyv
1978, 246. 0).

A lokalis szintli rendezést a toronyépités feladatanak példdjan mutatja be részletesebben a

kézikonyv. A kovetkezo 1épéseket irja le:

szabad jaték, épitgetés az elérhetd elemekbdl. A szerzOk szerint a gyerekek gyakran
torekszenek minél magasabb tornyok épitésére.
- egy feltétel bevezetése: adott magassagu tornyok épitése. A gyerekek minél tobb
tornyot igyekeznek épiteni
- annak felismerése, hogy ezek a tornyok szin szerint kilonfélék lehetnek. Minél tobb
kiilonbdzd eset keresése.
- az Osszes kiilonbozo lehetdség, a lehetdségek szdmanak keresése.
Ez a folyamat hosszabb idon at huzodhat, akar tobb évet is igénybe vehet. A szerzék szerint
az utolsd fazis, a tényleges kombinatorikai probléma még til nehéz lehet az elsGs
gyerekeknek, ezért érdemes késébbi évekre hagyni — az esetek megkllonboztetésével,
kiilonbozé esetek keresésével kapcsolatos tapasztalatszerzés azonban mar 1. osztalytdl

elokésziti a kombinatorikai problémak késdbbi megoldasat (1d. a kombinatorikus gondolkodés
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fejlodésének fazisai, §1.2). A szerzok ugyanakkor azt javasoljak, hogy tobbi kombinatorikai
jellegli probléma esetében is hasonld fazisokat kovetve epuljenek fel a feladatok.

A megkotések bevezetésével kapcsolatos fokozatossag mellett az ’alsorozatokat’ mas
elvek is szervezhetik. A kézikdnyv javasolja, hogy vezessiunk be aprobb modositasokat az
eszk6zokben (pl. valtoztassuk meg a felhasznalhatd elemek szinét), mivel ,,a kisgyerekek
szamara gyakran az is 0j problémat jelent, ha a Iényeget egyaltalan nem érintd tulajdonsagot
valtoztatjuk meg” (Magyar kézikonyv 1978, 248. o.). Mas esetekben a matematikai
szempontbdl lényeges valtozok varialasat javasolja (pl. a szineknek vagy a torony
emeleteinek szdma). A variacidk sorrendje bizonyos esetekben rogzitett a konyv szerint, mas
esetekben szabadon valaszthatd. A konyv a kiilonbozd alsorozatok kozti kapcsolatokat is
jelzi: pl. a zaszl6szinezés b) feladata a toronyépités e) feladatanak felel meg stb.

Itt jegyzem meg, hogy a fenti példan jol megfigyelhetd, milyen értelemben hasznalja
Varga a ,,probléma” fogalmat: egy feladat akkor tekinthetd ,,probléménak”, ha a gyerekek
szamara ujként tiinik fel, ha nehézséget okoz, mivel a megoldds maodszerét keresni kell. Két
tovabbi peldat is idézek ezzel kapcsolatban:

Egy fehér, egy rozsaszinii és egy vilagoskéek rudbol hanyféle utat épithetiink?

Mint az el6bbi d feladatban, Ggy itt is 3 elemet kell sorba rakni. Matematikailag persze mindegy,
hogy fiiggblegesen (egymas folott) vagy vizszintesen (egymas utan, egyvégtében) helyezkednek-e el
az elemek. Az is mindegy, hogy ott egyforma méretiick voltak, itt pedig kiilonbézéek. Mindez nem
valtoztat azon, hogy itt is, épplgy mint ott, 6 eset lehetséges.

A gyerekeknek azonban ez mégis két egészen mas probléma. Még az is mas nekik, hogy 6 kiilonallé

utat épitenek (amelyek esetleg kiilonboz6 iranyokba futnak szét) vagy egymas mellett vannak a rudak

(,,sz6nyegezés”). (Magyar kézikonyv 1. oszt. 1978, 250. 0.)

Harom kiilonb6z6 szinli részbdl allé hazakat szinezzenek a gyerekek! A szinezés helyett ragasztos
hatua szines papirelemeket is felragaszthatnak. [...]
Amikor zaszlokat szineztek, megkoOnnyitette a megoldast a jol kovethetd sorrend. Most nem a
sorrendet nézik, hanem azt, hogy mit milyen szintire festenek: piros, sarga vagy lila a haztetd, a fal
vagy az ablak. Ha kikotjiik, hogy mindegyik kiilonb6z6 szinil legyen, akkor ez is a Toronyépités d)
feladatanak megfeleldje. (Magyar kézikonyv 1. oszt. 1978, 252. 0.)
Az effajta variaciok célja épp a latszolag kiilonboz6 problémak kozti analogiak felismerése,
azok osszekapcsolasa, egyesitése egy Uj, absztraktabb probléma forméajaban. Ahogy azt
feljebb mar idéztem, a szerz6k szerint ,a szemléleti valtozatossag (ugyanannak a
probléméanak egy-egy kiils6leg 0j alakja) az absztrahalasnak egyik f6 alapja” (Magyar
kézikonyv 1978, 248. 0.). JOl latszik ezen a példan, hogy az absztrakcié Varga szamara

folyamat, amely kiilonb6z6 problémak kozti analdgidk felismerésére, azok fokozatos
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altalanositasara épul. Hasonlo folyamatrdl van itt sz6, mint amelyet Péter R6zsa ir le a Jaték a
végtelennelben (,,A formula felirasa az 6romiink kifejezése azon, hogy mindezt egyetlen
gondolat segitségével tudjuk megoldani”).

gy a *tudomanyos’ szempontbdl azonos problémék a gyerekek szintjén kiilonbozokként
foghatok fel, és mindegyik megolddsa érdemi matematikai tevékenységnek tekinthetd. A
problémék sorbarendezése, varialasuk, a koztiik 1évo (idébeli) tavolsag valtoztatdsa azok a
tényezOk, amelyek az absztrakcid folyamatat eldmozditjak. Ez lehet a magyaradzata annak,
hogy a problémdk sorbarendezése a didaktikai tevékenység fontos Osszetevije, és ez
magyarazhatja az intézményesitési fazisok ritkasagat illetve tudatos késleltetését.
Hangsulyozni kell azt is, hogy egy-egy feladat ,,probléma”-volta a gyerekektdl is fligg: mig
néhényan azonnal észrevehetik a méas problémékkal vald kapcsolatot, masoknak ehhez
tovabbi 6nalld6 munkdra vagy tanari segitségre lehet sziikségiik. Feltehetden ez a megfontolas
az egyik oka annak, hogy a problémasorozatok felépitése a magyar reform koncepcioja szerint
legaldbb részben a tanarok feladata: a kézikonyv csak Otleteket, mintdkat ad, de a tényleges

felépitést az osztaly sajatos igényeinek megfelelden a tanarnak kell meghatdroznia.

A toronyeépités példaja Varga tobb cikkében is felbukkan. A korabban mar idézett 1982-es
cikkben részletesen felvazol egy hosszu tavu, tobb éven atnyuld tanitasi folyamatot, amely az
els6 kisérletezésektdl az esetek szamanak vizsgalatan és a probléma kiilonb6z6 matematikai
Osszetevdinek szisztematikus varidlasan at altaldnos képletek felirdsaig terjed. Varga e
cikkben azt is részletesen targyalja, milyen szerepet jatszanak a kiilonbozd reprezentacios
eszkozok (tablazatok, fadiagramok) e folyamatban. A fadiagram bevezetését a kiilonb6z6
szinOsszetételll tornyok rendszerezése motivalja, majd a fadiagram nytjtotta rendszerezés

szolgal az esetek szdmanak bizonyitasaként.

111.5.10. Abra (Varga 1982, 19. 0)
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2.2 Két tovabbi példa a fels6 tagozatbol

A 4. fejezetben lattuk, hogy a felsé tagozatos tankonyvek szamos fiktiv osztalytermi dialogust
tartalmaznak. A most elemzendd példdk azonban nem ilyenek: az 5. és a 6. osztalyos
tankonyv elsd, kombinatorikai témaji fejezetei sem leird, sem dialdogusszerii magyarazatot
nem tartalmaznak, csupan egy vagy két oldal terjedelmii feladatsorbol allnak.

Az 5. osztalyos kombinatorika feladatsor szembetiind sajatossdga a valtozatossag: a
feladatok valtozatos, tobbségében a gyerekek szdmara ismerds, élvezetes témakat érintenek,
mint példaul a kirandulas, a sportversenyek vagy a viragszedés. Mas feladatok inkabb a
gyerekek hétkoznapi életéhez kapcsolodnak, még egyfajta *allampolgari nevelés’ szandéka is
kiolvashato bel6liik, példaul a diakparlamenti valasztasrol vagy a villamosjegy lyukasztasarol
sz6l6 feladat esetén. A feladatok jatékos jellegét a benniik szerepld nevek is igazoljak,
amelyek tréfasak vagy népmeséket idéznek (pl. Hencida, Boncida, Piripocs)°®8.

A feladatok matematikai tartalma hasonldan véaltozatos. Bar tobbségében kombinaciora
vezetd matematikai problémakrol van szo, azok nem egy tipusfeladat paradigmatikus példai:
minden egyes feladat Uj gondolatot, Uj megoldasi maddszert igényel, és csak lassanként, tobb
feladatat fliggetlen megoldasa utan ismerhetdk fel koztiik bizonyos analdgiék.

A 6. osztalyos tankonyv feladatsora mas jellegli. Itt minden feladat ugyanabba a
kontextusba agyazodik (gyerekek sorbaliltetése egy padon, majd egy asztal koril), a feladat
szovegének véltoztatdsa nyiltan utal a matematikai tartalom véltozaséra, a feladat f6
valtozéjanak szisztematikus varialasat pedig tablazatok segitik. Mig az 5. osztalyos feladatsor
esetén a problémak valtozatossagan és kilonféle megoldasi mddszerek keresésén volt a
hangsuly, a 6. osztalyos feladatsor célja inkabb a kombinatorikai problémak rendszerezése,
szisztematikus varialasa és az alkalmazott megoldasi mddszer altalanositésa.

E két feladatsor esetében tehat az elsé osztilyos tanari kézikényvben leirthoz hasonld
folyamatot figyelhetiink meg: a tapasztalatok és megoldasi modszerek sokféleségébol
kiindulva, azok rendszerezése vezet fokozatos altalanositasukhoz.

Megjegyzem végiil, hogy az 5. osztalyos feladatsor, amely a felsd tagozat elsd éves
tankonyvét nyitja meg, akar egyfajta hosszu tava didaktikai szerz6dés megalapozasaban is
Szerepet jatszhat, hasonléan Revuz tankdnyvének cserkészekrdl szold példajahoz (1d. 4.
Fejezet). Igy értelmezve a széveget, a magyar tankonyv azt sugallja a tanuldknak, hogy

matematikadran szorakoztatod, valtozatos témakkal fognak talalkozni, a felmeriil6 matematikai

%8 Bar valoban 1étez8 helységnevekrdl van sz0, ezek els6sorban sz6lasokbol, mesékbdl ismertek.
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probléméak egyedi, kreativ megoldast kivannak, és az eredeti megoldasi Otletek érteket

képviselnek.

3 E TEMAK FELBUKKANASA FRANCIAORSZAGBAN AZ 197 0-ES EVEKBEN

Amint azt kordbban mar megjegyeztem, az 1969-70-es francia tanterv az école primaire (alsé
tagozat) és a college (felsé6 tagozat) szintjén nem tartalmaz kombinatorikai és
valoszinliségszamitasi fejezeteket. Parzysz (1997) viszont arra hivja fel a figyelmet, hogy a
valoszinliségszamitds épp a ,,mathématiques modernes” reformmal jelenik meg a
gimnaziumok tantervében, axiomatikus formaban, mint a halmazelmélet és az axiomatikus-
deduktiv modszer altalanos alkalmazhatdsagéanak egyik példaja. Az alacsonyabb évfolyamok
tantervének fo célja azonban éppen e moddszer tanulmanyozasa, és az alapvetonek tekintett
struktarak megismerése. igy értheté, hogy az école primaire és a collége tanterve ezekre
koncentral: az école primaire-é a szamfogalom felépitésére, az collége-€é a valds szamok és az
affin és euklideszi geometria struktarajanak algebrai jellegli, axiomatikus targyaldsara. Az
1960-as évek matematikaoktatasi kisérletei is ezeket a témakat érintik elsdsorban, szamtalan
kisérlet foglalkozik példaul a tizedestort fogalmanak felépitésével (Barbazo & Pombourcq
2010, 85. 0.).

Az 1977-es reform a nagy struktirak és az axiomatikus maddszer tanitasat hattérbe szoritja,
helyette igyekszik teret adni a probléemamegoldasnak. A kombinatorika ilyen keretek kdzott
jelenik meg: bar a tantervben tovabbra sem szerepel, bizonyos tankonyvek kombinatorikai
problémakat is beemelnek tankonyveik ,problémaknak” szentelt fejezetébe. Ekozben a
matematikaoktatasi Kkisérletek is nagyobb figyelmet szentelnek a kombinatorika és a
valoszinliségszamitas témajanak: az ERMEL-projekt példaul tébb kombinatorikai problémat
is beemel tantervébe, Brousseau pedig az 1970-es évek elején valdszinliségszamitas
tanitasaval kapcsolatos kisérletekbe kezd. Tébb ilyen téméaja konferencia megrendezésére is
sor keriil ebben az iddszakban Franciaorszagban; Varga Tamas maga is meghivast kap ilyen

rendezvényekre, és tobb hasonld témaji kotetet publikal francia szerzokkel kozosen.

3.1 Kombinatorikai problémak az 1977-es tankonyvekben: a Math et

calcul példaja

A 3. fejezetben mar volt sz6 Eiller Math et calcul cimii, a korszakban népszer
tankonyvsorozatarol. Az 1977-es kiadasu elsé osztalyos tanari kézikonyv egy 1j, ,,szituaciok”

cimet viseld fejezetet is tartalmaz, amely tobbek kozott ,,logikai és kombinatorikai jatékokat”
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is leir. A fejezet bevezetdje részletesen kifejti, mi a tanar és a tanulok feladata e ,,szituaciok”
sordn. A szerzOk szerint a tanulok ilyenkor maguk fogalmaznak meg kérdéseket és
hipotéziseket, maguk valasztjak a megoldashoz felhasznalandé matematikai eszkozoket, és
onalléan vagy csoportban ellendrzik megoldasaikat, mikdozben a tanar szerepe a tanulok
megfigyelése, batoritasa, kivancsisaguk felkeltése és dvatos Utmutatds a nehezebben
boldogul6 tanulok szamara. Az itt leirt alapelvek az adidaktikai szituacié modelljét idézik — a
konkrét szituaciok leirasa azonban vajmi kevés segitséget ad ezen alapelvek gyakorlatba
ultetésehez.

Az els6 példa a Varga Tamastol mar ismert torony€pités. A magyar tanari kézikdnyvben
leirtakhoz hasonlé fazisokat talalunk itt is: szabad jaték, egy torony felépitése, egy masodik
torony felépitése, az Osszes kiillonbozo felépitése. A feladat mégis lényegesen kuldnbozik
magyar megfelel6jétdl. Err6l mar a leirds nyelvi sajatossdgai is arulkodnak, amelyek az
ismételt miiveltetd szerkezet hasznalataval (,,faire représenter”, ,faire trouver”) erds tanari
iranyitast sugallnak.

Az egyik lényeges kilonbség, hogy a gyerekek csak harom épitéelemet kapnak: igy
minden torony felépitése utan szét kell bontaniuk azt, az 6sszehasonlitas legfeljebb rajz
forméajaban lehetséges, ami mindjart a folyamat elején a manipuléciotdl a reprezentacio felé
tolja a hangsulyt. A masik Iényeges kiilonbség az ,,épits annyi tornyot, amennyit csak tudsz”
fazis hianya: a masodik torony utan Eiller rogton az Gsszes eset megkeresésére tér ra. Igy a
kombinatorikai probléma motivalatlanul jelenik meg, a tanar instrukciojara, mig Varganal épp
a minél tobb torony épitésére iranyuld verseny hivja azt eld. A magyar kézikdny
kommentarjai jelzik, hogy az Osszes eset megkeresése még til nehéz feladat lehet az elsd
osztalyos tanuldknak, hiszen annak bizonyitasat kivanja, hogy mas eset nem lehetséges — ez
Varga 1982-es cikkében is hossz( kutatasi folyamat eredménye. Eiller kdnyvében nem merl
fel e bizonyitas igénye: eszerint vagy magatdl értetdddnek tekinti, hogy minden eset meg lett-
e épitve, vagy a tanar jévahagyéasara bizza ezt a kérdést.

A ket szituacio latszolagos hasonlosaga ellenére Eilleré tehat joval kevesebb adidaktikai
potencialt nytjt. Bar az altalanos instrukciok a tanulok autonémidjat irjak elé a matematikai
fogalmak felépitésének folyamataban, a konkrét példa, Eiller korabban elemzett szituacidihoz
hasonléan, a tanar direkt irdnyitasat igényli, és az illusztrativ szerepet betdltd fizikai
aktivitason (a tornyok megépitésén) tal kevés szerepet hagy a tanuloknak, akiknek sem
kérdesek feltevésére, sem modszereik megvéalasztasara, sem megoldasuk 6nallo ellenérzésére

nem nyilik sok alkalmuk.
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Egy masik peldaban Eiller a fadiagram lehetseges bevezetését irja le. Hangsulyozza
azonban, tapasztalatokra hivatkozva, hogy a reprezentécids eszkdzt nem lehet az also
tagozatos gyerekekkel felfedeztetni — viszont ha megmutatjak nekik, szerinte jol tudjak
hasznalni logikai tevékenységekhez.
fadiagramot a tanuldkkal: ott a tornyok rendszerezésének probléméja vezet el ehhez a
reprezentacios eszkdzhdz: ahol a fa a tornyok épitésének folyamatat abrazolja emeletrdl
egymasra helyezett elemekrél, hanem ugyanannak az elemnek a kiilonb6z6 tulajdonsagairdl

van szo.

Dessiner un arbre binaire & deux niveaux sur une
grande feuille de papier.

B A, 'o B,

'- N B

A 0 ‘ e
A Pt

& B

Prendre un lot de blocs logiques parmi lesquels
figurera nécessairement au moins un carré rouge.
Placer un de ces blocs au sommet A de I'arbre,

Préciser aux enfants la signification des symboles

utilisés (carré-non carré ; rouge-non rouge).

Si le bloc choisi est carré, on le fera glisser de A
cn A,

S'il n'est pas carre, on lc lera glisser de A en A,
Sl est en A, et s7l est rouge, on le fera glisser
de A, en B,.

111.5.11. Abra (Eiller kézikényv 1977, 170. 0)

Osszességében azt mondhatjuk, hogy a kombinatorika ugyan megjelenik Eiller tankényvében,
de csak alkalmilag, a tanterv tobbi fejezetétdl elszigetelten. A kombinatorika megjelenése
Osszefligg a promlémamegoldasnak szentelendé nagyobb figyelemmel — a fenti elemzések
azonban azt mutatjak, hogy a kifejezett szandék ellenére a tanari kézikonyvben leirt példak a

problémamegoldas tanitasahoz kevés segitséget adnak.
3.2 A Kkombinatorika az ERMEL-projektben

Az INRP 1970-es években folytatott kisérleti projektjének keretei kozt publikalt kotetekrol
szintén volt sz6 mar a 3. fejezetben. Az ERMEL is tartalmaz kombinatorikai probléméakat, de
nem mas témaktol elszigetelten, hanem azokkal integralva, altalaban a szamfogalom
elokészitdjeként: a Varga Tamastdl ismerds hazépités példaul az 1. osztalyos kotetben, a

csoportositasokrol és rendszerezésekrdl szolo fejezetben taldlhato, a ,,sziluettek Oltoztetése”
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pedig a szorzast késziti el a 3. osztalyos kézikdnyvben. Hasonléan a 3. fejezetben latott
példakhoz, itt is komplex, tobb szakaszbol allo szitudciokrol van sz, amelyek jelentds
adidaktikai potencialt tartalmaznak. Az elemzés részleteit mellézve kiemelem, hogy e
szituaciok szamos hasonlésdgot mutatnak a magyar kézikonyvben leirtakkal, hasonld
fazisokbol épulnek fel, amelyek kozéppontjdban a lehetséges esetek osztalyozasa,
rendszerezése all. Az ERMEL-ben azonban a hatéalyos francia tantervnek megeleléen ezek a
problémak nem alkotnak ©6nall6 matematikai témat, mint Varga Tamas esetében: a
szamfogalom és a szamiras tanulasanak el6készitéséhez jarulnak hozza, és legfeljebb egy-két
hasonl¢ tipusu probléma targyalasa utan a konyv mas, szamfogalmat épito feladatokra tér at.
Figyelemreméltd kildnbség az is, hogy a magyar kézikonyvvel ellentétben, amely nem
csak a manipulacionak, hanem a kiilonb6z6 érzékszervek stimulaldsénak is nagy teret enged,
az ERMEL inkabb a reprezentaciora helyezi a hangstlyt. A ,,hazEpités™ szitudcid esetében,
bar eredetileg a logikai készlet elemeibdl épiilnek a harom épitéelembdl allo hazak, az
ERMEL azt javasolja, hogy minden tipusu elembdl csak 1-1 &lljon a gyerekek rendelkezésére,
ezzel motivalva 6ket arra, hogy a megépitett hazakat rajzos formaban abrazoljak. (A Math et
tulajdonit a lehetséges esetek rendezésének és osztalyozasanak, aminek a tanulmanyozasa
tulajdonképpen a szituacio f6 célja. Ehhez a rajzokat szétvagjak, és a hazakrol késziilt rajzokat
csoportositjak.) Ahogy azt kordbban lattuk, az ERMEL szerz6i szerint a matematika
mindenekel6tt irott nyelv: ez a felfogas magyarazatot adhat a két koncepcio kozti

kilénbségre.

3.3 Varga Tamas francia nyelvii pulbikacioi: eszmecsere a két orszag

kozott

A francia kézikonyvekben talalt kombinatorikai szitudciok feltlind hasonlosagot mutatnak a
Varga Tamasndl és a magyar kézikonyvben leirtakkal — a hasonlosag pedig feltehetéen nem a
véletlen miive. Korabban mar volt sz6 Varga francia nyelvii publikacioirdl: tébb kdnyve jelent
meg az 1970-es évek elején Franciaorszagban a kombinatorika €s a valdsziniiségszamitas
témajaban, amelyeket tarsszerzék segitettek a francia viszonyokra alkalmazni®® (Dumont &

Varga 1973, Glaymann & Varga 1973). A Dumont-nal készllt munkalap-sorozat és a hozza

% A szerzék kozti munkamegosztastol részben a kotetek el8szava, részben Varga 1975-0s kéziratos
onéletrajza, részben Glaymann-nak egy Varga kandidatusi értekezését kiséré igazolasa tajékoztatnak: eszerint a
kdnyvekben leirt feladatok nagyobbrészt Vargatdl szarmaznak. Glaymann az 1. fejezet 5. alfejezetét és a Il
fejezetet vallja magaénak kozos konyviikbél, Dumont esetében Ugy tlinik, a teljes anyag a magyar
matematikaoktatasi kisérletekbdl szarmazik.
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tartozo tanari kézikonyv raadasul az INRP-ben sziiletett, az ERMEL-projekt iranyitasanak
helyszinen. Ezekben a kotetekben megtaldlhaté szamos korabban elemzett szituacio, tobbek
kozott a toronyépités egyik valtozata és a hdzépités is (Dumont & Varga 1973a, 25-26. és 85-
98. 0.).

Természetesen e kotetek puszta léte még nem igazolja, hogy valdban ezek szolgaltak a
francia kézikonyvek forrdsdul. Lehet sz6 mas kozos forrasokrol is: az oOltoztetds feladat
példaul Brousseau és Lucienne Félix egy kordbban megjelent kotetében is felbukkan (1972,
72-77. o.). Mindazonaltal az a tény, hogy egy magyar szerz0 tobbszor meghivast kap
Franciaorszagba, kifejezetten abbdl a célbol, hogy a kombinatorika és a valoszinliségszamitas
témajardl adjon eld és publikaljon, valdszinisiti, hogy meghivdsa éppen munkainak
franciaorszagi terjesztését szolgalta. Brousseau cikkét elemezve egyébként latni fogjuk, hogy
kifejezi kritikdjat Glaymann és Varga miivével szemben, a valdszinliségszamitas tanitasat
illetden. A kritika tartalmatdl fliggetleniil (amelyre a kovetkezd pontban még visszatérek),
Brousseau-nak ez a megjegyzése is igazolja, hogy legalabbis sziikebb szakmai, didaktikai

korokben Varga e miivei ismertek voltak Franciaorszagban.
3.4 Brousseau kisérlete a valoszinliségszamitas tanitasara

Guy Brousseau az 1973-74-es tanévben vezetett egy kisérletet a valoszinliségszamitas
tanitasarol az Ecole Jules Michelet kisérleti iskolaban, két parhuzamos 4. osztalyban, amelyek
kozul az egyiket felesége, Nadine tanitotta. A kisérletet a kdvetkez6 tanévben megismételték.
A (Brousseau, Brousseau & Warfield 2002) tanulmény err6l a kisérletrél (pontosabban a
Nadine Brousseau altal tanitott valtozatrdl) szamol be harminc év tavlatabdl visszatekintve.
Bar széleskorti ismertség hijan a kdzoktatasra feltehetéen kevés hatast gyakorolt, az IREM-ek
kdzegében végzett kisérleteknek minden bizonnyal jellegzetes példaja ez a projekt.
Figyelemremélté tovabba olyan szempontbdl is, hogy Brousseau didaktikai elméletének
kialakulasaban jelentds szerepet jatszott (Brousseau, Brousseau & Warfield 2002, 411. 0.)
Mivel a valdszinliségszamitas nem szerepelt az 1970-es évek alsé tagozatos tantervében, a

kisérletet nem a matematikaora keretében, hanem a készségfejlesztésre szant idésavban
valositottdk meg, egy korilbellil 30 alkalmas, kiilonbozé idétartamu foglalkozasokbol allo,
hosszabb tanitdsi folyamat formajaban. A szerzok 6 fazisra osztjak ezt a folyamatot:

i. «Anintroduction to hypothesis testing » (5 alkalom)

ii. « Modelling and experimenting » (3 alkalom)

iii. « Graphic representation of long series » (8 alkalom)

iv. « Convergence and statistical decision » (4 alkalom)
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v. « Decision intervals » (5 alkalom)

vi. « Events and their probabilities » (7 alkalom)

A fazisok elnevezése dnmagaban is utal arra, hogy alapvetéen P1 paradigmabeli munkarol
van sz0. Val6ban egy egyetlen problémabdl kiindulé hosszu, kisérletezésen alapulo
folyamatot latunk, amely komplex statisztikai szamitasok és kiilonféle statisztikai jellegii
reprezentacios eszkdzok felhasznélasat igényli. Csupan az utolsd, 6. fazis épll laplacidnus
modellre, és csak itt keriilnek szoba tovabbi, a kiindulotol eltérd jellegli valoszinliségszamitasi
probléméak — de mivel ezt a fazist a szerzék a tobbinél hagyomanyosabbnak itélik, csak igen
vézlatosan irjak le a cikkben.

A kiinduld szituicié a kovetkez6. A tanar a gyerekek szeme lattara megtolt 3 zsakot
egyenként 5-5 golyoval. A golydk feketék illetve fehérek, de a zsakokba toltést a tanar ugy
vegzi, hogy az egyes csomagok pontos Osszetételét senki ne ismerje. A gyerekek feladata,
hogy ismételt hizasok segitségével kideritsék az egyes zsakok dsszetéetelét.

Az els6é két fazis sordn a gyerekek fokozatosan fejlesztik moddszereiket. Tullépnek
bizonyos fogalmi nehézségeken (pl. megértik, hogy a hizasok fliggetlenek, az egyes huzasok
eredmeényei nem befolyasoljak a kdvetkez6 kimenetelét), kiilonb6z6 technikakat dolgoznak ki
a hlzasok csoportositasara, lejegyzésére, lassan kialakul a gyakorisdg fogalma. A kisérletnek
ez az elso szakasza adidaktikai jellegii:

The “natural” character of the dialectic set up between the past, the constitution, and the
future of a simple randomizer let the professor leave these first phases entirely in the hands of the
students. Some will find this phase a-didactic, conforming fairly well to constructivist theses.
(Brousseau, Brousseau & Warfield 2002, 383. 0.)

A 3. fazis azonban intézményesités jellegii, a tanar kozvetlen beavatkozdsaval. A tanar
kozremiikodik a kisérleti modszer rogzitésében, amelyet a tovabbiakban nagy szamu ujabb
kisérletre alkalmaznak. A gyerekek &ltal kidolgozott modszer — a huzasok 6tosével torténd
csoportositasa — helyett a tanar osztasos madszert javasol, ezzel a relativ gyakorisag fogalmat,
az intézményesitett matematikai modszert kdzelitve, amelynek azonban a tanulok ekkor még
nem latjak az elényeit. A szerzok ezen a ponton szamolnak be a legkomolyabb nehézségekral,
amelyek a kisérlet folyaman felmerultek:

At the end of the eleventh session the lassitude of the students is very apparent. They are more and
more reluctant to carry out all these computations: additions and divisions, especially since they

haven’t had the time to reflect on what they could do with the results obtained. They miss the early

days of the red thread, when each day brought questions and novelties.
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They urge the teacher to open the sacks, they claim to be certain of their contents. To which the
teacher offers the counter-argument: “If you are sure of the composition of the sacks (or the bottles)
there is no need to open the sacks.” The situation becomes strained. The students consider that there

has been a sort of breaking of a contract by the teacher.

[...] it is clear to the students and to the teacher that the pursuit of the drawings doesn’t produce the

expected revelations and that in the conditions nobody knows very well any more why to all

those drawings and especially why to make any more. There’s a discrepancy between the

pretty strong conviction of knowing the contents of the sacks and the impossibility of proving

the validity of that conviction.

At this moment the teacher needs to clarify the terms of the reasoning which supports the students in

their strategy of continuing drawings, and she needs to hold fast to her project of not opening the

bottles. The reasoning is this: If you are really convinced that you are right,

(1) there is no need to open the hottles;

(2) but you can prove that you are right by showing that you can predict some things about what will

happen in the next drawings, e.g., in 100 drawings there will be more whites than blacks in this

bottle.

If the statistics tell you how the bottle is made, then knowing how the bottle is made will let you

predict the next statistics! (p. 387-388)
Kovetkezetes frekventista megkozelitésrl van szé tehat, amely szlikségessé teszi e hosszu és
monoton jellegi munkat. A szitudcid legfobb nehézsége mégis az, hogy az ellendrzés
kritériumai nem vilagosak a gyerekek szdmaéra. Elsésorban ez latszik elkedvetleniteni a
gyerekeket: habar elfogadtak egy adidaktikai szituacioban a rajuk haruld felel6sséget, a milié
immar nem tlinik szamukra kellden retroaktivnak, nem remélik, hogy kielégitd valaszt kapnak
a milidvel folytatott interakciobol. A probléma gydkere a szitudcid valosziniiségi jellegében
rejlik, igy pedig éppen a tanulasi folyamat egyik f6 céljat érinti: a diakok bevezetését a
valoszinliségszamitds  sajatos  gondolkodasmodjaba, a  véletlen matematizaldsanak
madszereibe.

Brousseau kovetkezetesen kiall amellett, hogy amint a valdsagban sem lehet kozvetlenil
ellendrizni egy véletlenszerli jelenség mogott rejld torvényszerliségeket, ugy itt is indirekt,
statisztikai modszerekkel kell a zsdkok Osszetételét ellendrizni. A kovetkezd fazisokban
kiilonb6z6 elemzési eszkozoket — tablazatot, grafikont — és szamitogépes modellezést vezet
be, és megalapozza a konvergencia és a dontési intervallum fogalmat. A folyamat soran
adidaktikai és intézményesitd fazisok valtogatjak egymast.

Az utolso, 6. fazis célja a zsdkok Osszetételét elemzd szituacid soran felmeriilt ismeretek
atvitele mas kontextusokra. Ezt a fazist azonban, amely a szerzOk szerint a korabbiaknal

»atlagosabb”, a cikk nem részletezi.
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3.4.1 Hosszutdvi tanitdsi folyamatok: Varga és Brousseau koncepcidjanak

osszehasonlitdasa

Brousseau kisérlete tobb kozds vonast mutat a VVarga Tamas-reform keretében leirt tanitasi
folyamatokkal, egyuttal néhany figyelemreméltd kiilonbség is megfigyelhetd a két koncepcio
kozott.

Ami a valoszinlis€gszamitas tanitasat illeti, mindkét szerz6 hangsulyozza, hogy itt sajatos,
a matematika tobbi agatol eltéré gondolkodasmod tanitasarol van szé (Brousseau, Brousseau
& Warfield 2002, 397. o). Mindkét koncepcidban megfigyelhetd a kiilonb6zo
valoszinliségszamitasi paradigmak kozotti atmenet, habar jelentds hangstlyeltolodassal: mig
Varga szamara a hosszutavu cél a P2 paradigma latszik lenni, amelyhez a P1 paradigmabeli
munka biztositja a kisérleti alapot, a tapasztalati hatteret, addig Brousseau a P1-beli
gondolkodasi modszerek és technikak kidolgozasara helyezi a hangsulyt, P2 ehhez képest
elhanyagolhaté szerepet tolt be a kisérletében.
szempontjaival: Brousseau a valdszinliségszamitast a statisztikaval kapcsolja Ossze, és ennek
megfeleléen alkalmaz komplex statisztikai modszereket — Varga tantervében azonban e
teriilet kevés hangsulyt kap (bar jelen van), a valdsziniiségszamitas sokkal inkabb a
kombinatorikaval és a logikaval all szoros kapcsolatban. Egy masik 6koldgiai szempont a
racionalis szamok eltéré megjelenése a korabeli magyar és francia tantervben. Brousseau arra
hivja fel a figyelmet, hogy a tortek alapos ismerete elengedhetetlen a
valoszinliségszamitdshoz (Brousseau, Brousseau & Warfield 2002, 370. o). Az 1970-s
évekbeli alsé tagozatos francia tanterv azonban kevés figyelmet szentel a torteknek, nem is
szdmokként, csupan operatorokként (egy szorzas és egy osztas egyiitteseként) kezeli 6ket: a
racionalis szamhalmazt a ,,mathématiques modernes” reform tanterve a valdos szamok
halmazanak egy részhalmazaként, csupan 8. osztalyban vezeti be. Ehelyett a tizedestortekre
helyezi a hangstlyt®® — a Brousseau altal kovetett frekventista megkozelités pedig a
tizedestortek hasznalatanak kedvez. Varga tamas tanterve ellenben 4. osztalyban vezeti be a
torteket, nagy hangsulyt helyez a tanulmanyozasukra — a valdsziniiségszamitas tobbek kozott
éppen arra szolgal, hogy a tort fogalmat jelentéstartalommal toltse meg. A tizedestort fogalma
a torthoz képest masodlagos a magyar tantervben, elsOsorban egy tort alternativ felirdsi
modjaként jelenik meg. Ennek a megkozelitésnek inkabb a laplacianus valdsziniiségszamitasi

paradigma felel meg.

80 A francia matematikaoktatasban a tizedestortek halmaza (nombres décimaux) csupdn a véges
tizedestorteket jelenti.
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A két koncepcio kozti kulonbség egy masik lehetséges oka pedagogiai: Brousseau leirja,
hogy a hosszadalmas szamol&sok, amelyek a P1-beli munka esetén elkertlhetetlennek
latszanak, probéara tették a gyerekek tlrelmét. Varga Tamas szdméra viszont a gyerekek
orome, érdeklédése a tanulds folyamatanak egyik f6 hajtoereje: ez is magyarazhatja a
statisztikai moddszerek elmélyitésenek hianyat annak ellenére, hogy szamos Varga altal
kidolgozott szituacié szolgal bevezeteskent a frekventista szemléletmddba, és illuszral
kiilonféle frekventista jellegi modszereket.

Mindkét szerzé esetében részlegesen konstruktivista matematikaoktatasi koncepciot
figyelhetink meg. Mindketten nagy hangsulyt helyeznek a gyerekek aktivitasara és
felelosségvallalasara a tanulds folyamatdban, ugyanakkor a tandrnak is fontos szerepet
szannak e folyamatban. A 0 kiilonbség Brousseau és Varga koncepcidja kozott talan a tanari
beavatkozasok jellegében és ritmusaban all.

Brousseau adidaktikai és intézményesit fazisok valtakozasara épiti a tanitas folyamatat.
Kisérletének leirasabdl viladgos, hogy nincs sz6 a tanari beavatkozas teljes hianyarél az
adidaktikai fazisokban sem (pl. Brousseau, Brousseau & Warfield 2002, 367. 0) — ezek a
beavatkozasok azonban csupan pedagogiai jellegiick, és nem érintik a szituacié matematikai
tartalmat. VVarga koncepcidjaban azonban ezek a beavatkozasok fontos szerepet tdltenek be,
segitségilikkel a tanar fokozatosan alakitja a szituaciok mili6jét: a kézikonyvek és a cikkek
szamos ilyen jellegli megjegyzést, tanacsot tartalmaznak.

Brousseau hangstlyozza az intézményesités fazisainak jelentdségét. Szerinte egy
adidaktikai szituacio kontextusaban kialakuld ismeretek kevéssé stabilak, és szorosan
kotédnek ahhoz a konkrét szituaciéhoz, amelyben létrejottek.

In order to become knowledge which the student can use or the teacher mobilize, it must be put
through stages and transformations only some of which are characterized by being fixed in the
memory of the students.[...] These transformations of knowledge into “cultural” knowings cannot
happen spontaneously. They can only happen in situations which are didactical in the strict sense.
Such situations of institutionalization were only identified some years after the experiment described
here. The demonstration of their necessity and the impossibility of obtaining their results in a-
didactical situations convinced us of the limits of constructivism and the impossibility of radical
constructivism. (Brousseau, Brousseau & Warfield 2002 p. 384)
Varga mas moédon kezeli ezt a problémat. Az 6 koncepcidjaban a rendszeres tanar-diak
dialogusok mellett a problémasorozatok alkalmas szerkesztése szolgéalja a kontextusfiiggd

ismeretek mobilizalasat, atalakitasat, altalanositasat és megszilarditasat. Ez a megkozelités

crer
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Mindkét szerzé hosszi tdvon tervezett, komplex ¢és jol szerkesztett folyamatokban
gondolkodik. Ugyanakkor a Brousseau altal tervezett folyamatok egyetlen un. fundamentalis
szituéciora épilnek, amely elég gazdag és Osszetett ahhoz, hogy abbdl kiindulva egy egész
matematikai témat érinté fogalmak, modszerek Osszességét ki lehessen bontani. Az altalam
vizsgalt Kisérlete az utolso, 6. fazis kivételével egyetlen szituaciora épiil, a felmerild )
kérdések a korabban targyalt problémék logikus kovetkezményei. Ez a fajta épitkezés
egyébként hasonlit ahhoz, amelyet kordbban az ERMEL-ben figyelhettlink meg (3. fejezet). A
Varga altal tervezett folyamatok ezzel szemben révidebb és nagyon valtozatos szituaciokbol
allnak, amint azt a kombinatorika példajan lattuk. Az egyes szituaciok targyalasanak soran a
problémak szintén egymast hivjak eld, ugyanakkor egymastol rendkiviil kiilonb6z6 szituaciok
valtakoznak egymassal.

Brousseau szerint egy szitudci6é kontextusdban megszerzett ismeretek nem vihetdk 4t mas
szituacidkra: ez teszi sziikségessé az intézményesitést €s az ismeretek ,,dekontextualiziciojat”,
ami a megszerzett tudast stabil, konkrét kontextustél fliggetlen, intézményes tudassa alakitja.

The knowledge acquired in the first five phases of this particular process was not transferable to

another situation of hypothesis testing. [...] In the long process which we observed the students

use a considerable amount and variety of mathematical knowledge. It is clear that the meaning of

each piece of knowledge is limited to the conditions in which it was used, and a return to it in a more

didactical context is essential to its durable and verifiable acquisition. (Brousseau, Brousseau &

Warfield 2002, 406-410. 0.)
Varga ezzel szemben lassu, szandékosan kesleltetett, akéar tobb éven at is huzodd
intézményesitési folyamatot gondol el, amely valtozatos tapasztalati alapokra épiil. Az 6
felfogasaban nem a dekontextualizacé biztositja a matematikai fogalmak altalanos érvényét és
hasznalhatosagat, épp ellenkezdleg: a vizsgalt kontextusok valtozatossaga, a koztik 1évo
kapcsolatok, analogiak felismerése teszi lehetévé a fokozatos altalanositast. Ez a felfogas adja
a problémasorozatok szerkesztésének kiilonds jelentéségét Varga Tamas matematikatanitasi
koncepcidjaban: a hasonlo vagy épp nagyon kiillonbozd problémak egymas mellé allitasa, a
koztiik 1év6 iddbeli tavolsag valtozatisa nagyban befolydsolja a koztiikk 1évé kapcsolatok

felismerését, igy szabalyozva az osztaly ,,didaktikai emlékezetét”.
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KONKLUZIO

A disszertacio harmadik, leghosszabb fejezetében a ,,New Math” idészak magyar és francia
matematikaoktatasi reformjanak didaktikai elemzésére tettem Kisérletet néhany valasztott
Osszefoglalasaval kezdem, kitérve a tanterv, a reform vezet6i altal elgondolt tanitasi gyakorlat
és a segédanyagok sajatossagaira. (81). Hangsulyozni fogom e kiilonboz6 aspektusok kozott
fennallo 6sszefiliggéseket, és megkisérlem megmutatni, hogy a két reform egy-egy 6nmagaban
rendkivil koherens rendszert alkot (82). Ezutan azt targyalom, hogyan befolyasolhatta az
egyes reformok sajatossagait a mogottik meghtzodé episztemologiai hattér (83) és torténeti
kontextus (84). Végul néhany kiegészitd megjegyzést teszek a ,felfedeztetd
matematikaoktatas” sajatossagait (§5) és a kutatashoz felhasznalt didaktikai elméleteket

illetéen (§6), majd néhany kutatasi perspektiva felvazolasaval zarom a disszertaciot (87).

1 A REFORMOK JELLEMZESE: A DIDAKTIKAI ELEMZESE OSSZEFOGLALASA

1.1 A tantervek

A 2. fejezetben a magyar és a francia reform tanterveinek tartalmi és szerkezeti sajatossagait
vizsgalva megéllapithattuk, hogy a korabeli nemzetkdzi matematikaoktatési reformmozgalom
tobb célkitlizését is magukéva teszik: torekszenek mind a tanterv tartalmanak megujitasara, a
,modern matematika” elemeinek beemelésére az oktatasba, mind arra, hogy a matematikéat
egységes, koherens tudoméanyként mutassak be. Ezek a torekvések ugyanakkor eltéré modon
val6sulnak meg a két orszag reformjaiban.

Mindkét reform beemeli tantervébe egyebek mellett a halmazelmélet és a topolégia néhany
elemét, illetve a relacidk fogalmat. De mig a francia reform a modern matematikai struktarak,
a valds szamok és a geometria axiomatikus targyalasara helyezi a hangsulyt, addig a magyar
reform inkabb a témak sokféleségét helyezi elétérbe, beleértve tobbek kozott a logikat, a
kombinatorikat és a valoszinliségszamitast.

A tanterv koherencigjat a francia reform esetében a hierarchikus szerkezet, az axiomatikus
elméletek egymasra épulése, illetve az egységes algebrai formalis nyelv biztositja, a magyar
reform esetében ezzel szemben a kiilonb6z6 matematikai teriiletek dialektikus viszonyat
figyelhetjiik meg, amelyek a tanterv ,spirdlszer(i” szerkezetének koszonhetden kdlcsondsen

épitik egymas. A spiralszerl épitkezest a tananyag €s a kovetelmények szétvalasztasa segiti:
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ennek kdszonhetéen minden tanévben szamos olyan témaval, fogalommal is foglalkoznak a
tanulok, amelyek csak évekkel késdbb nyerik el hivatalos formdajukat, addig viszont a
szamonkérések nem érintik oket.

A magyar reform a tanterv folytonossagat hangsulyozza az altalanos iskola egészeét
illetéen. A francia reformot viszont térésvonalak szabdaljak, nem csak az école élémentaire és
a college kozott, amelyeknek a tanterve egymastdl figgetlendl jelenik meg (bar 1ényegében
ugyanaz a mukacsoport iranyitja készitésuket), hanem a college tantervén belll is. Ezt
kiilonosen a geometria tanitdsaval kapcsolatban hangsulyozza a ,,mathématiques modernes”
reform tanterve, kifejezve, hogy mig az alsobb évfolyamok a fizikai vilaggal kapcsolatos
tapasztalatszerzéssel foglalkoztak, az ,igazi” geometria, az algebrai eszkdzokre ¢épiild
axiomatikus affin majd euklideszi geometria tanulmanyozésa a college két utolso tanévének
targya.

A tantervek szerkezeti és tartalmi sajatossagait harom példan vizsgaltam részletesebben.
Az els6 példa a természetes szam fogalmanak bevezetése els6 osztalyban. Mindkét reform
esetében megfigyelhetd, hogy a mechanikus szamolas gyakorldsa helyett a matematikai
fogalomépitésre helyezik a hangsulyt, és a szamfogalom felépitésében tdmaszkodnak a
halmaz fogalmara. Azonban mig a francia reform esetében a halmazelmélet a szamfogalom
kizarolagos alapja, és, ahogy azt Chambris (2008, 2010) miivei alapjan megmutattam, a
szdmfogalom és a mérés kozotti, a korabbi tantervekben még intenziv kapcsolatok
megszakadnak a reformmal, a magyar reform a szamfogalom kettés megalapozasat Kkeri,
parhuzamosan épitve a halmazelméletre és a mérésekre. A szadmfogalom meéréssel vald
kapcsolatanak példaja egyébként a matematika és a vald vilag kozotti viszonyt is illusztralja:
mig a francia reform esetében a méréssel vald kapcsolat megszakitasa részben a ,,gyakorlati
¢letre” torténd utalasok kikiiszObolését szolgélja, igy segitve — a reform koncepcidjanak
megfeleléen — az absztrakt matematikai fogalomépitést, addig a magyar reform esetében
éppen a szamfogalommal kapcsolatos tapasztalatgyiijtést teszik valtozatosabba a mérések.

Az els6 példan megfigyelt finom eltérések a felsdbb évfolyamok tantervében latvanyosabb,
mélyebb kuldnbségekként jelennek meg: ezt a geometria tanterv és a Pitagorasz-tétel
tanitasanak elemzése jol példazza. A francia tanterv elsé évfolyamainak .fizikai
megfigyeléseit” a college masodik felétdl (8. osztalytol) kezdve a geometria axiomatikus
targyalasa valtja fel, amelynek célja, hogy a tanuldkat beavassa a ,matematizalas
folyamataba”. Az alapfogalmak és axiomak illusztralasan tul a tanterv elutasit mindenféle
szemléletre vonatkozé utalast: a geometriai fogalmakat a halmazelmélet és az algebra nyelvén

definidlja, a tételek levezetése tisztan deduktiv és formalis algebrai jellegii. Dieudonné és
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Choquet tanacsait kovetve a ,,mathématiques modernes” reform tanterve hattérbe a klasszikus
geometriai idomok vizsgalatat, a hangsulyt a sik és a tér leirasat szolgal6 algebrai eszkdzok
kiépitésére helyezi. Ennek a koncepcionak megfeleléen a Pitagorasz-tétel is csupén
korlatozott szerepet tolt be a tantervben, nem is haromszogekrdl szo6l, hanem a merdleges
vetités egy tulajdonsagaként jelenik meg, ezaltal az euklideszi sik leirasanak egyik
épitokovekét alkotja sok masik kisebb tétel koziil.

A geometria tanterv talan a ,,mathématiques modernes” reform legvitatottabb része: az
1977-es tanterv Iényeges valtozasokat hoz ezen a téren, nem irja el a geometria axiomatikus
targyalasat, és nagyobb szabadsagot hagy a geometria felépitésének megvalasztasaban, bar
fogalmak tantervben leirt sorrendje nem mutat jelentGsebb valtozast a reform tantervéhez
képest (és szamos tankdnyv koveti tovabbra is az 1969-ben meghatarozott felépitest).

A magyar tanterv ezzel szemben elemi modon targyalja a geometriat, és tovabbra is a
klasszikus idomok tanulmanyozasara helyezi a hangsulyt; a lényegi valtozas a korabbi
geometria tantervekhez képest a — fiiggvénynek tekintett — transzformaciok szerepének
elotérbe helyezése. A magyar reform geometria tantervének a matematika mas agaival — a
halmazokkal, az algebraval vagy a kombinatorikdval — valé kapcsolata inkabb dialektikus
mint hierarchikus: a geometria alapfogalmai elemiek, egy részilknek a definicidja fokozatosan
fogalmazdodik meg az évek soran, de a szemlélettel minden geometriai fogalom meg6rzi a
kapcsolatat. A geometria egyik funkcidja Varga Tamas tantervében épp az, hogy a
matematika absztraktabb againak fogalmaihoz szemléletes példakkal szolgaljon (pl. a halmaz,
a fuggvény fogalmahoz, vagy a szamfogalom kiterjesztéseihez, amelyekhez a szdmegyenes
nyujt szemléletes modellt és motivaciot). A magyar reform a Kisérletezés, fizikai
tapasztalatszerzés (G1 paradigma) és az absztrakt geometriai idomokkal kapcsolatos deduktiv
érvelés (G2) kozotti fokozatos atmenetet tamogatja; a szemlélettdl elszakadd teljes formalis
axiomatikus targyalast (G3) pedig nem ir eld. JO példdja az emlitett fokozatos dtmenetnek a
Pitagorasz-tétel tanitdsa: a bizonyitas keresését G1-beli munka motivélja, és a G1-beli
megkozelités korlatainak felismerése.

A harmadik példa még jelentGsebb eltérésre vilagit ra a két reform tanterve kozott, hiszen
kombinatorika és a valdszinliségszamitas tanitdsa Varga Tamads tantervének szerves részét
képezi, mig a francia reform tantervében az école primaire és a collége szintjén egyaltalan
nem szerepelnek ezek a témak (bar a gimnaziumi tantervben megjelenik a
valoszinliségszamitas mint az axiomatikus modszer alkalmazasainak egyik példaja). A
magyar tantervben a kombinatorika és a valdszinliségszamitds a tanterv soksziniiségéhez és

egymassal valo dialektikus kapcsolatdhoz jarul hozza, a matematikai fogalmak tapasztalati
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alapjait gazdagitja, példat ad a konkrét tapasztalatokbdl kiindulé matematikai absztrakcids
folyamatra Ugy, hogy ehhez nincs sziikség komplex elméleti hattérre. A kombinatorika és a
valdszinliségszamitas jo alkalmat kindlnak problémamegoldasra, illetve a matematika jatékos
természetének illusztralasdra. A valoszinliségszamitas, a véletlen matematikaja ezenkiviil
sajatos gondolkodasmodot is tanit a gyerekeknek, és lehetGséget biztosit a becslésre és a
,»plauzibilis kovetkeztetések™ gyakorlasara.

Mindezek a szempontok Varga Taméas matematikaoktatdsi koncepcidjanak szerves részét
képezik, a francia reform koncepcidja szamara azonban masodlagosak, s6t, esetenként akar
ellenérvként is feltiinhetnek e témak tanitasaval szemben: ez részben magyarazhatja e témak
meg nem jelenését a ,,mathématiques modernes” tantervében. Az 1970-es években, amikor a
nagy struktdrak és az axiomatikus maddszer tanitasa hattérbe szorul, és a problémamegoldas
nagyobb figyelmet kap, a kombinatorikai problémak éppen ebben a kontextusban jelennek
meg bizonyos francia tankdnyvekben, illetve kiilonb6z6 matematikaoktatési kisérletekben.

A valészinliségszamitas paradigmainak vizsgalata Varga Tamas tantervében rokonsagot
mutat a geometriai paradigmak hasznalataval. A P1 és P2 paradigmabeli munka 6sszefonddik,
lasst, fokozatos atmenet figyelhetd meg P1-b6l P2 felé, ahol a P1-beli, sokszor manipuléciot
igényl6 munka elsésorban a konkrét tapasztalatszerzésre ad alkalmat, és el6késziti, motivalja
a P2-beli, logikai levezetést igényld munkat. A frekventista megkozelitésre jellemzo
technikdkat azonban Varga nem dolgozza ki olyan részletesen, mint Brousseau, aki a
valoszinliségszamitas tanitasat elssorban P1-beli munkara alapozza, és komplex statisztikai

modszereket hasznal kisérletében.
1.2 A tanitas modszerei

A két reform keretében elgondolt tanitasi gyakorlat elemzésekor is taldltunk hasonld
torekvéseket, de lényeges kilonbségeket is — és nem csupan a francia és a magyar reform
kodzott, de a francia reform és az 1970-es évek francia matematikaoktatasi kisérletei kozott is.
Ugy tiinik, ez a kérdés a francia reform koriili vitak egyik kozponti eleme.

Mindkét orszag reformja hangsulyozza az aktiv pedagogia mddszereinek jelentoségét, €s
hivatkozik a pszichologia eredményeire. Kilondsen az als6 tagozat szintjén lathattunk sok
hasonldsagot a két reform kozott: a két orszagban hasznalt kiilonb6z6 segédeszkdzok (Dienes-
készlet, logikai készlet, szines rudak) és a munkalapok hasonlosagai azok nemzetkdzi szintii

terjeszteésére engednek kdvetkeztetni.

140



Ugyanakkor alaposabban megvizsgalva a sokat hivatkozott ,,aktiv pedagogiai modszerek”
jelentését, jelentds kiilonbségeket figyelhettiink meg az egyes tankdnyv- és kézikdnyvszerzok
koncepcidja kozott. A Didaktikai Szituaciok Elméletének segitségével, elsGsorban a
kiilonbozo forrasokban leirt didaktikai szituaciok nyujtotta adidaktikai potencialitast és a
forrasok sugallta didaktikai szerzédést vizsgalva probaltam leirni, mit értenek az egyes
szerzOk ,,aktivitas” alatt. Hogyan viszonyul a tanuldk aktivitasa a szituaciok matematikai
tartalmahoz, milyen feleldsség és autondmia illeti a tanuldkat, és mi a tanar szerepe ezekben a

szituaciokban?

1.2.1 Az, aktiv’ modszerek

A francia ,,mathématiques modernes” reformrol azt allapitottam meg, hogy bar a kiilonb6z6
tankonyvek és tanari kézikdnyvek szamos, a tanuldkat aktivizal6 tevékenyseget javasolnak, a
reformot jellemzd didaktikai szerz0dés a tanari eléadaséhoz hasonlatos. A matematikai tudast
kozvetlenll a tanar kdzvetiti a tanuldk felé, akik a matematikai fogalmak felépitésében nem
kapnak szerepet: az elokészitd tevékenységek valdjdban csak konkrét példan illusztraljdk a
tanar altal bevezetett fogalmakat, de nem problematizaljak a matematikai tartalmat, és nem
éplilnek retroaktiv miliére. Hersant és Perrin-Glorian (2003) az ilyen jellegli szerz6dést
beavatasnak (intiation) nevezi. A fels6 tagozaton, néhany ilyen jellegl szituaciotol eltekintve,
az uralkod6 tanitdsi mddszer a tanari eldadas latszik lenni; a tankdnyvekben talalhatod
»gyakorlatok” (exercices) els6sorban a tanult fogalmak stabilizalasat, elsajatitasuk
ellendrzését szolgaljak, de kevés szerepet jatszanak a fogalmak felépitésében.

Az 1970-es évek végének forrasai mélyebb, kiforrottabb elképzeléseket képviselnek a
tanulok tevékenységét illetéen. Ezek a szovegek hangsulyozzak a tanulok autondomidjanak
fontossagat matematikai ismereteik felépitésében. A felsd tagozaton erre Deledicq és Lassave
tankonyvsorozata nyujtott példat kiilonbozo tipusu feladatok megkiilonboztetésével (beleértve
a bevezet6 feladatokat, a gyakorlast, a bizonyitast, az alkalmazast), jollehet, az ¢ esetiikben a
tanulok ©nallo felfedezésre vald 0Osztonzése jelentds kompromisszumokhoz vezet a
matematikai tartalmat illetéen. Az also tagozaton pedig az ERMEL-projekt kotetei szolgaltak
példaként ebbdl az iddszakbol, kiegészitve Brousseau valoszinliségszamitas tanitasat €rintd
kisérletével.

Ezekben a dokumentumokban az adidaktikai jellegli szituacidk kdzponti szerepet toltenek
be: a szerzOk olyan szituaciokat igyekeznek konstrualni, amelyekben a tanulok onalloan
épithetik fel matematikai ismereteiket, a tanar kdzvetlen beavatkozésa nélkiil, egy retroaktiv

mili6 segitségével, amely visszajelzései altal lehetové teszi, hogy a tanulok maguk értékeljék
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megoldasaikat. A tanitani kivant ismeret egy probléma megoldasat szolgalo eszkdzkent
jelenhet meg ezekben a szitudcidkban, mig a tanitas egy kovetkezd fazisa intézményes
tudasként nem stabilizalja azt. Ez a fajta, konstruktivista jellegli didaktikai szerz6dés nagyon
kozel all ahhoz, amit Brousseau késobbi elméletében adidaktikai szituacionak nevez. A tanar
felelossége ezekben a szitudciokban a szituacid eldzetes megtervezésére, a devoluciora és a
szituaciot kovetd intézményesitésre korlatozodik. Az adidaktikai szitudcid soran csak
szabalyozo szerepet tolt be (a tanuldk batoritasa, emlékeztetése a szabalyokra stb.), de nem
avatkozik be a matematikai fogalomepités szintjén.

A magyar reformhoz kapcsol6do forrasokban javasolt tanitdsi gyakorlat szintén jelentds
adidaktikai potencialt tartalmaz — de nem ugyanabban az értelemben, mint az ERMEL vagy
Brousseau. Varga Tamdas koncepcidjaban nem annyira ,,adidaktikai szituaciokrol”, inkabb
folyamatos tanar-diak dialogusrol van szo: a tanulok jelent6s felelésséget viselnek a
matematikai tudas felépitésének kollektiv folyamataban, amelynek soran a tanar a tapasztalt
segitd szerepét jatssza. Ezt a fajta szerz0dést ,,felfedeztetonek™ neveztem el. A magyar reform
koncepcidjaban ezenkivil nem egy Kitiintetett szituacid szolgalja egy-egy fogalom épitését,
inkdbb azok sokféleségén van a hangsuly, a ,,szituaciok” rovidebbek, de kisebb-nagyobb
a matematikai fogalmak lassu, fokozatos megfogalmazésat szolgaljak, szandékosan
késleltetett intézményesitéssel.

A ,,szitudcio” szOt az imént idézdjelbe tettem: Brousseau elméletének értelmében véve a
kifejezést, egy szituacio sziikséges dsszetevdje ugyanis a jol definialt milié (amelyet a francia
forrasok leirdsai tartalmaznak is). A magyar reform esetében azonban a kézikdnyvek gyakran
csak részlegesen irjak le a miliét, inkdbb tanacsokat adnak a kialakitds kiilonb6zo
variaciéihoz. Elemzéseim arra mutattak ra, hogy a magyar reform javasolta dialogikus eljaras
sorén a tanar valdjaban rendszeresen, fokozatosan alakitja at a miliét az osztaly reakcidinak
fliggvényében, amelyek természetesen elére nem josolhatok meg pontosan. A
segédkonyvekben leirt tanacsok, megjegyzések a tanuldk lehetséges reakciodit vetitik eldre, €s
Otletet adnak azok kezelésére. A segédkdnyv arra biztatja a tanarokat, hogy alakitsak a
szituaciokat a sajat izlésliknek és az osztaly igényeinek, sajatos koriilményeinek megfelelden.
A felsd tagozatos tankonyvek fiktiv osztalytermi dialdogusokat tartalmaznak, a tanari
kézikonyv pedig, az alsdshoz hasonlé maddon, arra biztatja a tanarokat, hogy ezeket mintanak
tekintve hasonld0 — bar a mintaval nyilvan nem egyez6 — parbeszédeket probaljanak

provokalni osztalyaikban.
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Osszességében azt mondhatjuk, hogy Varga Tamas koncepcidjanak kozéppontjaban nem
annyira a ,,szituaciok”, mint inkabb a ,,problémak” allnak: a legfobb didaktikai feladat az
osztalytermi dialégusok irdnyitdsa e problémdk koril ugy, hogy a tanulokra jelentds
felel6sség haruljon a problémamegoldasban, és ezen keresztiil a matematikai fogalmak
felepitésében.

Varga Tamas koncepcidjanak két 0sszetevojét emelem még ki itt. Az egyik a jatékossag
szerepe. A jaték kétféle értelemben is megjelenik a magyar reform koncepciojaban: egyrészt
szabalyjaték formajat olt6 szituaciokként (hasonléan Brousseauhoz, aki ebben a kérdésben a
jatékelméletre alapozza koncepciojat), masrészt pedig szabad, kreativ, 6romteli
alkototevékenységként. Az utdbbi értelmezés Péter Rozsa felfogasahoz all kozel, és az ebben
az értelemben vett jatékossadg mindkettejik felfogasaban fontos szerepet tolt be a matematika
tanulasanak folyamataban.

A masik szempont, amelyet Varga Tamas koncepcidjaval kapcsolatban érdemesnek tiinik
hangstlyozni a szandékos kétértelmiiségekkel, félreérthetd feladatokkal és fogalmakkal
kapcsolatos. llyen kétértelmiiségek gyakran el6fordulnak az elemzett magyar forrasokban, és
altalaban az osztalytermi vitak beinditasat szolgaljak: az egyes fogalmak felépitésének soran
felmeriil6 nehézségeket, ellentmonddsokat hivatottak megvilagitani, és a tanulok kozott
félreértést, véleménykuldonbséget generdlva segitenek fokozatosan kialakitani a matematikai
fogalmakat. Ez a dialektikus folyamat nagyban hasonlit Lakatos Bizonyitasok és cafolatok
cim{i miivében leirtakra. Mig a francia reform sokszor hangstilyozza a preciz és vilagos®:
matematikai nyelv és fogalmak hasznalatinak fontossdgat, a magyar reform
dokumentumaiban sokszor talalkozunk részlegesen rogzitett fogalmakkal, definiciokkal
amelyek nyitva maradnak késObbi kidolgozasra, tovabbfejlesztésre. A kétértelmiiségek
egyébként a didaktikai szerzddést formalod szerepet is betdltenek: az 1. osztalyos tanari
kézikonyv gyakran hangstlyozza szerepiiket a tanar és a tankdnyvek megkérddjelezhetetlen
tekintélyének lebontasaban, az o©nalld, kritikus gondolkodas fejlesztésében és a
véleménykilénbségek elfogadasaban.

1.2.2 A hosszu tavi tanitasi folyamatok

A fent dsszefoglalt megfigyelések ramutatnak a hosszutavu tanitasi folyamatok elemzésenek

fontossagara, kilondsen a magyar reform esetében. Az 5. fejezetben alkalmunk nyilt

1 A filozdfiai szakirodalom a francia filozofidban Descartes ota bevett, és a ,,mathématiques modernes”
reform kapcsan is sokat hasznalt ,.clair et distinct” kifejezés forditasara altalaban a ,tiszta és elkiilonitett”
kifejezést hasznélja.
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Brousseau és Varga hosszabb tanitasi folyamatokkal kapcsolatos elképzeléseinek alaposabb
vizsgalatara.

Brousseau kisérlete egyetlen, ,,fundamentalisnak™ tekintett szitudciébol indul ki, amely
elég gazdag és Osszetett ahhoz, hogy egy egész tudasterilet fogalmai és modszerei
kibontakozzanak beléle. A tanitas folyamata, a konkrét szituaciok sora e fundamentalis
szituacidnak a mentén fejlédik. Brousseau szerint egy konkrét szituicid kontextusaban
kialakult ismeretek nem vihetok at kozvetlenil mdas kontextusra: ezért van szilikség
dekontextualizaciora és intézmenyesitésre, mialtal egy konkrét probléma megoldasi
eszkozeként felmeriilt ismeretek altalanosan érvényes tudassa alakithatok. Feltehetden ez
magyaradzza, hogy Brousseau elméletében a tanitasi folyamatokat adidaktikai szituaciok és
intézményesitd fazisok valtakozasaként, illetve cselekvési, megfogalmazasi és érvényesitési
szituaciok egymasutanjaként irja le, de ezen tilmenden nem teorizdlja a hosszu tavl tanitasi
folyamatokat, annak ellenére, hogy kisérleteiben 6sszetett, hosszu folyamatokat alkot meg. Az
ERMEL-ben egyébként Brousseau-éhoz hasonlé elgondoldsokat lathattunk a hosszabb
tanitasi folyamatok felépitését illetden is.

Varga Tamaés esetében viszont egyetlen ,,fundamentélis” szituaciobdl valé kiindulés helyett
nagy szamu, valtozatos, révid szituacid képezi a hosszu tavu tanitasi folyamatok alapjat. Mig
Brousseau szemében az intézményesités és a dekontextualizacd biztositja a megszerzett
ismeretek atvihetdségét mas kontextusokra, Varganal ennek épp az ellenkezdjérdl van szo: a
kontextusok sokfélesége és a koztiik 1év6 kapcesolatok, analogiak felismerése teszi lehetové a
matematikai fogalmak fokozatos altalanositasat. A két koncepcid kozti kiilonbség hatterében
val6jaban az absztrakcids folyamatokrol alkotott két kiilonbozd felfogas ismerhetd fel. Az
egyik a ,fogalmak Kkiiiritésének” (,,notions vidées de contenu”, Bourbaki 1948, 47. o.)
gondolatahoz all kdzel, a dekontextualizacio altal biztositva a matematikai fogalmak altalanos
érvényét — a masik pedig a sokféleségben felismert egység gondolatahoz (v6. ,,A formula
felirdsa az 6romunk kifejezése azon, hogy mindezt egyetlen gondolat segitségével tudjuk
megoldani” Péter 1944/1969 42. o). Varga Tamasnal ez a kulonféle problémak kozti
kapcsolatok, analdgiak altal taplalt, szandékosan késleltetett intézményesitési folyamat adja a
problémasorozatok szerkesztésének kiilonos jelentdségét.

A két szerzd hosszabb tanitasi folyamatokrol alkotott elképzeléseinek pontosabb leirdsa
tovabbi elemzest igényelne. Itt csupan néhany, Varga Tamas koncepcidjat es a
problémasorozatok szerkesztését érinté megfigyelést foglalok 0ssze, amelyre a disszertacid
elemzései ravilagitottak. A kombinatorikai problémasorozatok esetében lattunk hasonld

matematikai tartalmu, de latszolag kiilonboz6é problémakat; kiilonb6zé matematikai tartalmd,
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de latszdlag hasonlo problémaékat; egy adott problémabol kiindulva a kikétések folyamatos
szigoritasat; magasabb szinten pedig egy probléma véaltozoinak szisztematikus varidlasat. A
fels6 tagozatos tankonyvek fiktiv dialogusaiban minden esetben felismerheté volt egy-egy
problémasorozat katalizalo szerepe, amely egy matematikai fogalom vagy maodszer
megalkotasahoz, destabilizaciojahoz, majd modositasahoz, mélyebb megalapozashoz vezetett.
Ezek a kiilonféle problémasorozatokat szervezé modszerek szoros kapcsolatot mutatnak Péter
Rozsa Jaték a vegtelenneljének és Lakatos Bizonyitdsok és céfolatokjanak szervezéelveivel
éppugy, mint a Polya altal leirt mdodszerekkel, mint peldaul az analdgia, az altalanositas, a

felfedezett modszerek és eredmények Ujrahasznositasa stb.

1.2.3 A tanar tevékenységei

A fent leirt kiilonb6zé matematikatanitasi koncepciok mas-mas jellegli munkat kivannak a
tandroktol; a Margolinas (2002) altal meghatarozott szinteket figyelembe véve, méas-mas
szinten ronak felelosséget a tanarokra. Elemzéseimben kilondsen harom ilyen szintet
vizsgaltam: a +2, a hosszU tavu tervezés szintjét, a +1, a tanora tervezésének szintjét és a 0
szintet, a tandra tényleges vezetését.

A francia matematikaoktatasi koncepciok legfontosabb szintje a +1 latszik lenni. Minden
kézikonyv, amelyet vizsgaltunk, kész éves tanmenetet nyujt a tanaroknak, a kézikényvek
felépitése pedig segit abban, hogy a tanarok konnyen kdvethessék a tervezett tanmenetet,
konnyen megtaldljdk a soron kovetkezd ora vagy tevékenység tervét. Brousseau
koncepciojaban is ugy tlinik, hogy a hosszl tavua tervezés inkabb kutatdi, mint tanari feladat.
A tanar legfontosabb feladata a tanora, a szituacid tervezése é€s elOkészitése (+1): Eiller
nagyrészt ezt is készen kinalja a tanaroknak, mig az ERMEL nagyobb 6nall6sagot hagy nekik
ezen téren. A 0 szint megint kevesebb kihivast jelent a francia kézikonyvek koncepcidja
esetén, hiszen a direkt didaktikai fazisok, mint a devollcié és az intézmeényesités jol
tervezhet6k elére, az ezeket esetleg kiegészité adidaktikai szituacioknak (amelyek Eillernél
ritkdk és rovidek, az ERMEL-ben és Brousseau-nal jelentds szerepet jatszanak) pedig a
tervezése jelent tényleges didaktikai feladatot, a megvalositdsa soran a tanarnak kevés
feladata van. Igy megfelelé +1 szint(i munka esetén a tanarnak a 0 szinten, az 6ra vezetésében
kevés eldre nem tervezhetd feladata van, és ezek inkabb altalanos pedagogiai mint didaktikai
jellegtiek.

A magyar reform koncepcidja viszont jelentds munkat kivan a tanaroktél mind a harom, és
kilénésen a +2 és 0 szinten. Az alsos tanari kézikonyvek hangsulyozzak a hosszu tavd,

legalabbis ,,tematikus”, €s nem oOrarol orara torténd késziilés jelentdségét. Peldaként ugyan
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kinalnak valamiféle tanmenetjavaslatot, de arra biztatjak a tanarokat, hogy maguk tervezzek
tanmenetiiket az osztaly sajatos igényeinek megfeleléen. A kézikonyv felépitése nem teszi
konnylivé a minta-tanmenet szerinti haladast: valdjaban teljes tematikus fejezeteket, ha nem
az egész konyvet kell alaposan ismernie egy tanarnak ahhoz, hogy a tanmenet soron
kovetkez6 elemeit egyaltalan értelmezni tudja. A fels6 tagozaton a tanmenet kérdése sokkal
kevéshé kidolgozott, de a kézikonyvek itt is a témék kozotti kapcsolatok keresesére, és a
tankonyv kinalta tematikus sorrend Ujragondoléséara biztatnak.

Ami a 0 szintet illeti, az osztalytermi dialogus gyakorlata azzal jar, hogy a tandra csak
részben tervezhetd eldre, hiszen a tanuldk reakcioja nem teljesen kiszamithat6, igy a tanar
szdmos esetben improvizalni kényszeril. A magyar koncepcid szerint a szituaciok
megvalositasa sordn a tandr nem csak pedagogiai szabalyozo6 szerepet télt be, mint a francia
koncepcidban, hanem folyamatosan alakitania kell a mili6t a tanulok reakcidinak
fliggvényében Ugy, hogy segitse a matematikai ismeretek kozos felépitését, egydttal
meghagyja a tanuloknak a folyamatban viselt feleldsségét is. Raadasul a hosszl tava terveket
is szlikséges lehet tijragondolni a tandra folyamén, példaul elére venni egy késébbre tervezett
problémat, ha a gyerekek felvetései erre varatlanul alkalmat adnak.

Osszességében elmondhatd, hogy a magyar reform koncepcidja a tanaroktdl igen Gsszetett
munkat var el minden szinten, ami komoly matematikai és pedagogiai felkésziltséget, nagy
onallésagot és kreativitast feltételez. Minden bizonnyal ez jelenti a koncepcid széleskorii
megvalositasanak egyik fo korlatjat, és feltehetden a reform bevezetésének nehézségeiben is
nagy szerepet jatszott ez a tényezd, kiillondsen a korabeli autokratikus és centralizalt

iskolarendszer keretei kozott.

1.3 Asegédanyagok

A tanitasi gyakorlat sajatossagait irott forrasok alapjan kiséreltem meg rekonstrudlni. Ez a
megkozelités szlikségessé tette maguknak a forrasoknak az alaposabb vizsgalatat, elsdsorban
a szerkezetlikét, nyelvezetlket, stilusukét, és hasznalati utmutatojukét.

Az alsd tagozaton elvart jellemz6 tanitasi gyakorlat elsGsorban a tanari kézikonyvekbol
rekonstrudlhato. A felsd tagozatos tanari kézikdnyvek kevésbé informativak, ugyanakkor
megkiséreltem megmutatni, hogy a korabeli felsé tagozatos tankdnyvek értelmezhetdk ugy,

mint a tanitasi gyakorlat modelljei.
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Eiller alsé tagozatos kézikdnyvei részletes tanmenetet kindlnak a tanaroknak, ezenkivil
részletesen kidolgozott ,,leckék™ leirasat is tartalmazzak, amelyeket a konyv jol attekinthetéen
hozzéarendel a tanmenet egy-egy rubrikdjahoz. Ezek a részletes leirasok és a konnyen
attekinthet6 szerkezet a tanarok szamara munkajuk egy jelentGs részét megsporoljak. Az
Eiller altal leirt rovid szitudciok, amelyeket mindig intézményesitd fazis zar le, kevés
onallésagot hagynak a tanuldknak, egydttal a tanarok szempontjabol kevés kiszdmithatatlan
elemet tartalmaznak, igy pontosan kdvethetik a kézikonyv részletes instrukcidit a szituaciok
megvaldsitasanak soran.

Az ERMEL szerz6i ezzel szemben az eldszoban hangstlyozzdk az autondm tanari
tervezOmunka fontossagat: szerintiik a tandr 6nallosaga és felelésségvallalasa a szinvonalas
tanari munka elengedhetetlen feltétele, killéndsen ami a tanorak tervezését illeti. Eppen ezért
az ERMEL, bar kész tanmenetet javasol, nem osztja azt leckékre, ezt a feladatot a tanaroknak
hagyja. A szituaciok leirasa Eillerhez hasonldan itt is részletes, jol attekinthet6, tartalmazza az
egyes feladatok céljat, a sziikséges eszkozoket és a szituacio lebonyolitasanak részleteit. A
kézikonyv sajatossdga a harom részre tagolt szerkezet: az elsé rész a tanterv anyaganak
elméleti leirasat adja, a masodik a feladatok leirdsat a tanmenet sorrendjében, a harmadik rész
pedig néhany megvalosult tandra atiratat tartalmazza. Az el6szo szerint ez a szerkezet a konyv
tobbféle olvasatat teszi lehet6vé: egyrészt az ERMEL-projekt keretében végzett kisérletek
leirdsaként, masrészt tanari kézikonyvként hasznalhatd (utbbi esetben a mésodik résszel
kezdve az olvasast). A tandrak atiratainak kozlése arra utal, hogy a szerz6k fontosnak tartjak a
tanar tandra alatti tevékenységével kapcsolatos reflexiokat. A kézikdnyv szituacioi valéban
nagyobb 6néllésdgot hagynak a tanuloknak a matematikai fogalomalkotéas folyamatéban, ez
pedig a tandr szamara is tobb kiszamithatatlansagot hoz a tandra soran, ami indokoltta teheti
az ezzel kapcsolatos reflexiokat. Az el6sz6 ugyanakkor hangsilyozza, hogy nem
modellértékli tanordkrol van sz6, csupan egyszeri példakrol, amelyek a tanarok lehetséges
spontan reakcioit illusztraljak.

A magyar reform alsos tanari kézikdnyvének szerkezete lényegesen nehezebben
attekinthetd, mint francia tarsai. A matematikai tartalom és a tanitdsi gyakorlatot érintd
megfontolasok egymassal vegyitve jelennek meg egy tobbé-kevéshé folytonos szévegben,
amely szadmos feladat-Gtletet tartalmaz, de ezek az 6tletek sokszor csak részben kidolgozottak.
A konyv arra biztatja a tanarokat, hogy valogassanak, alakitsak at, igazitsdk az osztalyuk
igényeihez a feladatokat; a sokszor vazlatos vagy toredekes feladatleirasok szdmos arra
vonatkozO tanacsot tartalmaznak, hogyan lehet egy-egy feladatot atalakitani, milyen

nehézségekkel szembesiilhet a tanar a tandra folyaman, és hogyan lehet ezeket az esetleges
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nehézségeket kezelni. A kézikényv formaja tehat egyrészt a magyar reform altal elgondolt
nagyobb tanari autondmidval, masrészt a tandra vezetésére vonatkozé didaktikai
megfontolasokkal all Osszefliggésben. Mint korabban lattuk, a példaként megjelentetett
tanmenet alapjan 6rarol orara vald készilést nem konnyiti meg a magyar kezikonyv: ez a
vonasa szintén a tanaroktol elvart 6nallésaggal fugghet dssze.

A magyar tanari kézikonyv tehdt egyrészt az 0Onallo, feleldsségteljes tanari munka
Osztonzését latszik szolgalni, a tandr tevékenységeinek minden szintjén, masrészt a szerzék
arra iranyuld er6feszitéseir6l tantskodik, hogy e munkahoz minél t6bb konkrét oOtletet,
tanacsot adjanak. A tanari autonémia a magyar reform koncepcidja szerint a szinvonalas
tanari munka alapvet6 feltétele, elsdsorban azért, hogy a matematikatanitds folyamatat a
tanuldk sajatos igényeihez és adottsagaihoz lehessen igazitani. Ugyanakkor nem teljes
pedagbgiai szabadsdgrol van szd, a szerzOknek lathatdéan kiforrott koncepcidjuk van a
szinvonalas tanitasi gyakorlat mibenlétér6l — ezt azonban nem A&ltalanosan ink&bb csak
konkrét példakon keresztil irjak le. A kézikdnyv tehat komplex matematikatanitasi
elgondolast, sokrétii torekvéseket kisérel meg kozvetiteni — ennek kdvetkeztében gazdag, de
meglehetdsen nehezen hasznalhaté segédanyag a gyakorld tandrok szdmara, nemcsak azért,
mert nagyfoka Onallosagot var el toliik, hanem azeért is, mert hasznaloinak a konyv egészét
alaposan kell ismernitk, hogy mindennapi munkéjaban segédkdnyvként hasznositani tudjakk

azt.

Ami a fels6 tagozatos tankonyveket illeti, a magyar és a francia konyvek kozotti kiillonbség
egészen szembeotl. A francia tankdnyvek leird, és a 8. osztalytol kezdve axiomatikus-
deduktiv forméban targyaljak a tanterv anyagat. Nagy hangsulyt helyeznek a matematika
formalis nyelvének hasznélatara, amelyet ,,egyszeriinek és preciznek” tekintenek. A tipografia
hozzéjarul a kdnyvek jol atlathatd szerkezetéhez. A hasznalati Gtmutatdk szerint a tankdnyvek
elsésorban a ,leckék” tartalmat irjak le, és abban segitik a tanulokat, hogy megértsék és
megtanuljdk a tanari eldadas anyagat. A ,leckéket” a tankonyvekben rendre a tanult anyag
alkalmazasat és elsajatitasanak ellenérzését célzo ,.gyakorlatok” kovetik. E linearisan
felépitett, értekezés formdjat kovetd tankdnyvek eldadés-jellegli tanitdsi gyakorlat, és direkt
tudasatadasra épiild didaktikai szerz6dés megvalositasat segitik eld.

A magyar felsd tagozatos tankonyvek ezzel szemben fiktiv osztalytermi dialogusok
forméajaban vezetik be a tananyag egy-egy Ujabb fejezetét. A tanari kézikonyv szerint ezek a
dialogusok szolgéalhatnak olvasméanyként a tanuldk szédmara, elsdsorban mégis a

megvaldsitando6 tanitasi gyakorlathoz adnak mintat. A kézikdnyv a tanarokat arra batoritja,
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hogy hasonlo helyzeteket hozzanak létre osztalyaikban. Péter Rozsa Jaték a végtelenneljéhez
hasonléan a kényvek tipografiaja jatékosabb, és joval kevéshé szerkeszti a szoveget, mint a
francia tankonyveké. A magyar tankdnyvekben hasznalt nyelvezet vegyiti a matematikai és a
természetes nyelvet, mikdzben viszonylag kevés formalis elemet tartalmaz. A francia
tankonyvek ,.egyszerli €és preciz” stilusdval szemben a magyar tankonyvek a stilus
egyszeriségérol mas felfogast vallanak: szovegeik részben legalabb a gyermeki nyelvet
imitaljak, amely kétértelmiségektél sem mentes, és fokozatosan tisztdzzdk a fogalmakat
precizebb matematikai megfogalmazasok felé haladva. A magyar tankényvek e sajatossagok

révén ,.felfedeztetd” jellegti didaktikai szerzddés megvalodsitasat tamogatjak.

Osszességében azt mondhatjuk, hogy a vizsgalt segédanyagok forméja, tartalma és stilusa
igen valtozatos, és minden esetben szorosan Osszefiigg a szerzOknek a matematika

termeészetérol, a tanar és a tanuld munkajarol alkotott elképzeléseivel.

2 KET KOHERENS RENDSZER

A fentiekben a két reform didaktikai elemzésének eredmeényeit foglaltam 6ssze: ennek alapjan
megallapithato, hogy a két reform egy-egy 6nmagaban rendkivil koherens koncepciot kovet,
amelyben a tanterv, a tanitdsi gyakorlat és a segédanyagok jellegzetességei szoros
kapcsolatban allnak egymassal, 6sszefiiggd egészet alkotnak.

A francia ,,mathématiques modernes” reform tantervében a nagy axiomatikus struktarak és
a modern matematika formalis nyelve kdzponti szerepet toltenek be, és meghatarozzak a
tankonyvek sajatossagait is. A tankdnyvek altal sugallt deduktiv targyalasi méd és formalis
stilus sziikségképpen intézményesen meghatarozott, igy elég természetesen jar egylitt a tanari
eléadassal mint dominéns tanitasi forméval. Bér a tanterv- és tankonyvszerzok hangstulyozzak
az aktiv pedagdgia mddszereinek fontossagat, ezek nem igazan életképesek a reform altal
felallitott rendszerben, és még ha egyfajta aktiv pedagogiai gyakorlat megjelelik is, kevés
onallésagot hagy a tanuloknak a tanulds folyamatiban. A reformra jellemzd didaktikai
szerz0dés jellemzdje a kozvetlen tanari tuddsatadas.

A magyar reform esetében a tanterv témainak valasztasa (kuléndsen ami a kombinatorikat
és a valOsziniiségszamitast illeti) és a témak kozti dialektikus kapcsolat Osszefiigg azzal a
torekvéssel, hogy a tanuldkat bevezessek a matematikai felfedezés és a problémamegoldéas
folyamataiba. A tanterv rugalmas kettds szerkezete (a tananyag és a kovetelmények

megkilonboztetése) lehetéséget ad a tanulok egyéni sajatossagainak figyelembevételére.
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Mindennek a tanitasi gyakorlat terén az osztalytermi dialdégus gyakorlata és ,,felfedeztetd”
jellegli didaktikai szerz6dés felel meg. A tankonyvek kevéssé formalis nyelve, az ott leirt
fiktiv dialégusok, a szandékosan kétértelmi feladatok, amelyek vitat hivatottak generdlni, a
tanari kézikonyvek szerkezete e tanitasi gyakorlat megvalositasat szolgaljak.

,Pedagogical flow”-rél a Kkifejezés eredeti értelmében (Schmidt et al. 1996) nem
beszélhetunk itt, hiszen csupén a reform vezetdi altal elgondolt, nem pedig a tényleges tanitasi
gyakorlatot vizsgaltam. Megallapithatjuk azonban, a ,pedagogical flow” fogalmanak
szelleméhez hasonldan, hogy a matematikatanitis kiilonb6zé tényez6i a mindkét reform
esetében Osszetett, koherens rendszert alkotnak.

Itt jegyzem meg, hogy mindkét orszag ,,pedagogical flow”-jardl szilettek kutatasok az
altalam vizsgaltnal késobbi id6szakban (Id. pl. Schmidt et al. 1996 Franciaorszagot, Andrews
& Hatch 2001 pedig Magyarorszagot illeten), és ezek mindkét orszag esetében tobb-
kevesebb folytonossagra engednek kovetkeztetni az 1960-as és ’70-es evek reformjainak
altalam kimutatott jellemzoit illetéen. E megallapitas tiikrében talan érdekes volna mai
,pedagogical flow” tanulményok segitségével megvizsgalni, melyek a két reform hosszu
tavon is megmarado elemei.

Az altalam végzett elemzések ugyanakkor nem korlatozodnak a két reform didaktikai
jellemzdinek leirasara: a torténeti és episztemologiai hattér vizsgalatanak segitsegével

igyekszem ezekre magyarazatot is adni.

3 AZEPISZTEMOLOGIAI HATTER

A ,,New Math” id6észak reformjai kiilondsen alkalmasak arra, hogy a matematikaoktatés
episztemoldgiai hatterét vizsgaljuk, egyrészt, mert a korabeli forrasok e kérdést szokatlanul
nyiltan targyaljak, masrészt pedig a reformok mélysége és atfogo jellege miatt, ami az egyes
reformokat meghatarozé matematikaoktatasi koncepciok koherens, kevés kompromisszummal
jar6 megvalositasat tette lehetove.

Ahhoz, hogy a magyar és a francia reform episztemologiai hatterét leirhassam,
mindenekel6tt mindkét orszagban megkiséreltem azonositani matematikusok egy-egy
csoportjat, akik az adott orszag reformjara nagy hatast gyakoroltak (I. Rész), és akiknek a
matematikanépszerisito, matematikaoktatassal kapcsolatos, és esetenként
matematikafilozofiai irdsaibol kiolvashatok a matematika természetérdl alkotott elképzeléseik

(1. Rész).

150



A francia reform elsésorban Bourbakira hivatkozva hatarozza meg, mit ért a tanitani kivant
,modern matematikan”. A reformot tamogatd matematikusok, akik ko6zil Dieudonné,
Choquet ¢és Lichnerowicz irdsait elemeztem, a matematika természetének ,,bourbakidnus”
felfogasat népszertsitik (amely nem feltétleniil esik egybe a Bourbaki-csoport egyes tagjainak
elképzeléseivel, de mindenképp taplalkozik Bourbaki miivébol). Magyarorszagon nehezebb
ilyen hivatkozasi alapnak tekinthetd csoportot meghatarozni, mégis kimutathatd egy magyar
matematikus kozosség (mindenekel6tt Kalmar Lasz16, Péter Rozsa, Rényi Alfréd, Suranyi
Janos, ¢s a kiilfoldon ¢€l6 Polya Gyorgy) hatdsa, amely koézosségrol megkiséreltem
megmutatni, hogy sajatos ¢és koherens, a ,bourbakianustol” Iényegesen kiilonb6zo
,.heurisztikusnak’ neveztem el.

A ,bourbakidnus” felfogas szerint a matematika Iényegénél fogva absztrakt és deduktiv
tudomany. A Bourbaki altal tokéletesitett ,,axiomatikus mddszerben” a matematika ideélis
modszerét latja, amely a végsokig vitt absztrakcid segitségével a lehetd legnagyobb
vilagossagot és precizitast biztositja e tudomanynak. E szerint az elképzelés szerint a
matematika egészének halmazelméleten alapuld Ujraszervezese illetve a modern formalis
nyelv egységes, koherens tudomannya teszik a matematikat. Bourbaki megtaldlta és
kidolgozta a matematikahoz vezetd ,.kiralyi utat”: a tanitasnak tehat ezt az utat kell kdvetnie,
mieldbb beavatnia a tanulokat a modern matematika fogalmainak, modszereinek €s nyelvének
hasznalataba. Az ilyen elveket kovetd matematikaoktatas jelentds ,,gondolkodasheli
megtakaritast” hoz a tanulok szamara, és altalanos értelemben is gondolkodésra nevel. Ami a
matematikai felfedezést illeti, ez természetesen igényel bizonyos intuiciét: azonban ez az
intuici6 a ,,bourbakianus” matematikafelfogas szerint alapvetéen személyes és irracionalis,
igy nem tanithatd. Leginkabb még az axiomatikus modszer gyakorlasa és a matematikai
kutatas targyainak, tehat a struktaraknak a tanulmanyozasa taplalhatja.

A ,heurisztikus” matemataikafelfogas ezzel szemben azt képviseli, hogy a matematika
nem csak tartalmat, hanem formajat és modszereit illetden is folyamatosan valtozo tudomany,
amely elére nem lathatd iranyokba fog a jovOben is tovabb fejlédni. A matematika
megalapozasat érintd nagy negativ eredményeket is tekintetbe véve a ,,magyar iskola” tagjai
nem gondoljak, hogy a modern formalis nyelv és az axiomatikus modszer a matematika
végsO, idealis allapotat jellemezné: ugy tekintenek rajuk, mint egy problémak és
valasztkisérletek soran atvezet6 fejlédési folyamat egy allomasara, és a tanitasban is inkabb e
fejlédési folyamatra, mint annak 20. szadzadi éllapotara kivanjdk helyezni a hangsulyt.

Szerintlik a matematika nem valaszthaté el fogalmainak szemléletes alapjaitdl: a szemlélet
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taplalja a matematikai tapasztalatszerzést, es a tapasztalatok valtozatossaga képezi a
matematikai altalanositas, absztrakcio alapjat. A ,heurisztikus” matematikafelfogas szerint a
matematika dialogikus jellegli, tarsas tevékenység. A problémak ¢&s valaszkisérletek
dialektikajan atvezeté matematikai felfedezés folyamata szerintiik legalabb részben
megérthetd, €s igy tanithato is. A matematikai felfedezés egyuttal kreativ, jatékos, oromteli
alkoto tevékenység is, amely a miivészi alkotassal rokonithatd. Ezeknek a matematikusoknak
a szemeben a matematika kritikus gondolkodéasra nevel, de egyuttal problémamegoldésra is, a
jatékos felfedezo tevékenység pedig a gyerekek kivancsisaganak ébren tartdsaban és a kutatas
6romének megismerésében segit.

E két koncepciot a francia és a magyar reform didaktikai jellemzdivel Gsszehasonlitva
megallapithatjuk, hogy a két reform két kiilonb6zé matematikafelfogas rendkiviil koherens
megvaldsitasdnak tekinthetd. A tanterv, a tanitdsi gyakorlat és a segédanyagok sajatossagai
mind a mogottik huzédé episztemologiai hattér nyomat viselik.

Hasonléan ahhoz, ahogy Houdement és Kuzniak (2006) beszélnek a geometria
paradigmairél, ezen hitek, értékvalasztasok, tudas és elfogadott mddszerek, gyakorlatok
Osszességét értve, azt mondhatjuk, hogy a két reform szamara episztemoldgiai hatteriik a
matematika egy-egy paradigmajat testesiti meg: a francia reform a ,,bourbakianus” a magyar a
,heurisztikus” paradigma gyakorlatba tiltetésének tekintheto.

Egy ,,paradigma” ilyen koherens gyakorlatba iiltetése feltehetden elég ritka. Az 1977-es
francia tanterv példaul ellentmondasosabbnak tiinik ilyen szempontbol: habar az
episztemologiai hattér egyes elemeit mind a tanterv, mind a korabeli oktatasi Kisérletek
megkérddjelezik, a ,bourbakianus” matematikafelfogas tovabbra is meghatarozonak tiinik,
mikozben a tanterv- és tankdnyvszerz6k jobbara kompromisszumos megoldasokat keresnek,
amelyek a pedagogiai megfontolasok hatékonyabb érvényesitését tennék lehetdvé a tisztdn

matematikai szempontok egyeduralma helyett.

4 A TORTENETI KONTEXTUS HATASAI

Az episztemolOgiai hattér tehat kdzponti szerepet latszik betolteni a két vizsgalt reform
sajatossagainak alakitasaban. A torténeti kontextus elemzése (I. Rész) azonban szdmos
tovabbi, a reformokat befolydsolo tényezd szerepére vilagitott ra, amelyek komplex moddon,
olykor egymast erdsitve, maskor egyméasnak ellentmondva hatottak a matematikaoktatas

reformjara.
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Az torténeti elemzés soran mindenekel6tt azt mutattam meg, hogy a magyar és a francia
reform ugyanabba a nemzetkdzi mozgalomba illeszkedik: a két reform fobb szereploi részt
vesznek a matematikaoktatéssal foglalkoz6 nemzetkdzi szervezetek munkajaban, figyelemmel
kovetik mas orszagok reformjait, sot, a magyar és francia reformerek kozott kozvetlen
interakcid is zajlik, kiilondsen az 1970-es évek elején. A két reform tébb fontos térekvésben is
osztozik, amelyek a kor nemzetkdzi, ,,New Math” néven emlegetett reformmozgalmat is
jellemzik. Ilyen torekvés példaul a tanterv megujitasa a matematika modern kori fejlédésének
megfeleléen, valaszt adva egyuttal a modern tarsadalmakat érint6 tarsadalmi-gazdasagi
kihivasokra; vagy a pszicholdgia eredményeinek figyelembevétele és az ,,aktiv pedagogia”
modszereinek terjesztése, mely utdbbi torekvések példaul munkalapok és tevékenykedtetd
tanitasi segédeszkozok (logikai készlet, Dienes-készlet, szines rudak stb.) alkalmazésaban
6ltenek testet mindkét orszagban.

Ugyanakkor a torténeti kontextus kilonbségei tobb, a magyar és a francia reform kozti
kildonbségre is magyarazatul szolgéalhatnak. A matematikusok szerepér6l volt mar szo —
azonban nemcsak a reformok episztemologiai hatterére gyakorolnak hatast, hanem, tgy tlinik,
a reformtantervek tartalmat is befolyasoljak. Bar a tanterv mindkét orszagban Uj,
»modernnek” tekintett tartalmi elemekkel bodviil, Franciaorszagban az algebra, a topologia, és
a nagy matematikai struktrdk vizsgalata kap kiemelt figyelmet a reform sorén,
Magyarorszagon a tanterv inkabb a logika, a kombinatorika, a valoszinliségszamitas témaival
gazdagszik — mindkét esetben a reform mogott allo matematikusok 6 kutatasi teriiletének
megfeleléen. Bar igazolni e disszertacio keretében ezt nem allt médomban, a geometria
tantervek vizsgalata soran felvetettem, hogy mig a francia reform, ugy tiinik, Choquet (1964)
miiveire tdmaszkodik, a magyar reform geometria tantervének elméleti hatterét feltehetden
Hajos Gyorgy miive (1960) adta.

A reformot befolyasold szereplok Osszetétele is figyelmet érdemel. A francia reform
kidolgozésdban matematikusok jatszanak domindns szerepet, ami magyarazhatja a
matematikai szempontok dominanciajat a pedagdgiai megfontolasok rovasara a reform soran.
Bér a tanaregyesiiletek és szakszervezetek igen aktivak a reform el6tti vitdkban, a gyakorld
tanarok &ltal végzett kisérletek ink&bb csak az 1970-es évektdl gyakorolnak érdemi hatast a
matematikaoktatas fejléddésére. Magyarorszagon viszont jelentds befolyasuk ellenére a
matematikusok a hattérben maradnak, a reformhoz vezetd kisérletek az Orszadgos Pedagogiai
Intézet irdnyitasaval zajlanak, szamos gyakorld pedagogust is bevonva a munkaba.

A Két orszag iskolarendszerének kilonbségei szintén magyarazatul szolgalhatnak bizonyos

eltérésekre a két reform sajatossagai kdzott. Tobbszor utaltam mar arra, hogy a francia reform
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tantervében lathato torések részben az intézményrendszer sajatossagaira vezethetOk vissza,
nevezetesen arra, hogy az école primaire és a college két kilon intézményt alkot, utébbi
rdadasul a kozépiskola alsd tagozatdnak mindsiil, mig a magyar altalanos iskola esetében
egyetlen intézményben toltik a tanuldk tanulmanyaik elsé 8 évét. Jollehet, az also és a felso
tagozat itt is élesen elkiiloniil, tobbek kozott a tanarok képzettségét illeten is, a rendszer
mégis inkabb folytonossagra 6sztontz. A magyar tanitok és tanarok rdadasul 4 éven keresztul
kisérik ugyanazt az osztalyt, mig a francia iskolarendszerben az osztalyokat minden évben
Ujraszervezik, és évente mas-mas tanar tanitja ¢ket. Varga Tamas reformja er6sen épit a
magyar iskolarendszer e sajatossagara, amikor tobb évre szold tervezésre és spiralszerii
épitkezésre batoritja a tandrokat — a francia iskolarendszer keretei kozétt hasonld jellegii
épitkezés nyilvan tobb nehézséget okozna.

Az iskolarendszerek sajatossagait illetden azok fejlodését is figyelembe kell venniink.
Amint azt a torténeti elemzés soran hangsulyoztam, mindkét orszag iskolarendszere jelentds
atalakulason megy keresztil a masodik vilaghaborat kovetd évtizedekben, a
matematikaoktatas 1960-as ¢és ’70-es évekbeli reformjai pedig részét képezik ennek a
folyamatnak. Franciaorszadgban az iskolarendszer hagyomanyosan kiilonb6z6 ,,rendekre”
oszlik, amelyek kiilonbozd tarsadalmi csoportokat szolgdlnak ki és kiilonb6zd oktatasi
hagyomanyokat képviselnek (tobbek kozott a matematikaoktatds terén is). A masodik
vildghéborut kovetd évtizedek sordn az oktatis fokozatosan tomegesedik ¢s demokratizalodik.
Ez a folyamat elsdsorban a ,,felsé tagozat” szintjét érinti, amely ebben az idészakban valik
mindenki szdmara kotelezdve, és fokozatosan egységesedik: a *60-as évek elejétdl a tanterv,
1975-t61 a képzést biztositd intézmény, a ,,college” is egységes. A ,,mathématiques modernes”
reform abban az id@szakban érkezik, amikor a tanterv méar egységes, az intézményrendszer
viszont még nem. Ebben a kontextusban formdlis nyelv és az egységes mddszer
hangsulyozasa egységesitd szerepet tolt be, ugyanazt a képzést biztositva mindenkinek,
lakhelytdl ¢€s tarsadalmi helyzettdl fliggetleniil. Tekintve, hogy az absztrakt gondolkodast
hagyomanyosan az elit sajatossdganak tekintik, és korabban az ,ordre secondaire”-re, az
elitképzés rendjére volt jellemz0, a mindenki szdmara elérhetd absztrakt matematika tanitasa a
demokratizalas eszkozének is tekinthetd. Torténeti kutatasok valdban azt hangsulyozzak,
hogy a reform bevezetésének egyik legfobb nehézségét épp a kiillonbozd ,.rendek” eltérd
kultargja, és a tanarok tobbségét alkotd, az egykori ,,ordre primaire”-bodl érkezd tandrok
ellenallésa jelentette (d’Enfert & Gispert 2011).

Magyarorszagon viszont az egységes 8 évfolyamos altalanos iskola mar 1946-ban létrejon,

a kovetkezd évtizedeket pedig szigoruan szabdlyozott, kozpontositott oktatdsi rendszer
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jellemzi. Bar Varga hivatkozik az egyseges altalanos iskola timasztotta kihivasokra (Halmos
& Varga 1978), reformja valdjaban egy masfajta atalakulds idészakdban valdsul meg. Az
1960-as évek végétdl az oktatasi rendszerben lasst, dvatos liberalizacios folyamat indul el —
ennek a folyamatnak pedig éppen az a Varga Tamas vezette matematikaoktatasi reform az
egyik uttéréje (Bathory 2001), amely a tanarok oOnallosagat és a tanulok egyéni
kiilonbségeinek figyelembevételét hangstilyozza. Ez az ttdrd szerep azonban azt is jelenti,
hogy a reform egy még meglehetésen autokratikus és kozpontilag szabalyozott
iskolarendszerben kerll bevezetésre — Varga Tamas tobb megjegyzése utal arra, hogy ilyen
tekintetben a reform jelentds ellendllasba {itk6zott. Tovabbi lényeges szempont, hogy a
,,demokratizacio” a szocializmusban egészen mast jelent, mint a korabeli Franciaorszagban:
az elit” kultarajanak széleskori elterjesztése helyett inkabb a ,,dolgozo nép” kulturajanak
elétérbe helyezése a cél, ami a matematika szempontjabol a konkrét, gyakorlatias
megkdzelitésnek kedvez. Ez a szempont az 1940-60-as évek tanterveiben rendkivil
hangsulyosan jelenik meg, Varga Tamas reformjaban mar sokkal kevesebb hangsulyt kap, de
a konkrét tapasztalatokbdl vald kiindulas, amely Varga Tamas koncepcidjanak fontos
jellemzdje, 6sszhangban 4ll e politikai jellegii elvarasokkal.

Végiil megemlitem a magyar és a francia reform lezajlasat érint6 kiilonbségeket, amelyek
legaldbb részben a politikai kontextus kilonbségeivel magyarazhatok. A francia reform
nagyon sok szerepldt mozgat meg: a legkiilonbozébb intézmények képviseldi,
matematikusok, altalanos- és kdzépiskolai tanarok, tanaregyesuletek, szakszervezetek,
szakfelligyelok vesznek részt a reformot megeléz6 élénk vitaban. A reform lezajlasa
ugyanakkor meglehetésen gyors, nagyon rovid, csupan 1-2 éves kisérleti idészak el6zi meg. A
magyar reform joval hosszabb el6készitési 1d0 utan keriil bevezetésre (a kisérletek kezdetei €s
a kotelezd bevezetés kozott 15 év telik el!), a reformot megel6z6 vitdkban azonban, Ggy tlinik,
kevesebb szereplé tud részt venni, mint Franciaorszgban, nagyobb szerepe van az allami
kontrollnak a folyamatban®. A magyar reform koherensebb kialakitdsa, a pedagdgiai és
matematikai torekvések nagyobb harmoniaja részben a hosszabb kisérleti idoszakkal fligghet
ossze. A francia reform tobb feszlltséget rejt az azt formald kilonféle torekvések kdzott —
ezek a fesziiltségek és a reformot Ovezd ¢élénk vitdk azonban a reform dinamikus
korrekciojahoz vezetnek, amely nem csak a matematikaoktatds fejlodését, hanem a
matematikaoktatasi kisérletek és a matematikadidaktikai kutatdsok kialakuldsat is magaval

hozza a >70-es évek elejétdl kezdve.

62 A reform lezajlasanak és az azt dvezd vitdknak a leirasa azonban tovabbi kutatast igényelne, amelynek az
orszagban zajlé egyéb matematikaoktatési kisérleteket is figyelembe kéne vennie.
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5 VARGA TAMAS REFORMJA ES A ,,FELFEDEZTETO MATEMATIKAOKTATAS”

A konkluziot két kiegészité megjegyzéssel zarom. El0szor a ,,felfedeztetd matematikaoktatds™
kérdésére terek Kki. A bevezetésben emlitettem, hogy Varga Tamast sokszor valamiféle
,felfedezteté matematikoktatasi hagyomany” képviseldjeként szokas emlegetni, amelyben a
problémamegoldés fontos szerepet jatszik. A disszertacidban leirt elemzések valdban azt
mutatjak, hogy Varga Tamas reformjaban a problémak és a matematikai felfedezés folyamatai
kdzponti szerepet toltenek be.

A problémamegoldas, a felfedeztetd tanitas, az ,,inquiry based teaching” nemcsak az
oktataspolitikai torekvések fontos OsszetevOi nemzetkdzi szinten, hanem aktudlis didaktikai
kutatdsok targyat is képezik. E disszertacio keretében nem vallalkozhattam arra, hogy az e
targyban folyd kutatdsokat attekintsem, és megkiséreljem Varga miivét e kontextusba
helyezni. Itt csupan példaként emlitem Artigue és Blomhgj (2013) cikkét, amely attekintést
igyekszik adni az ,,inquiry based mathematics education” fogalmanak elméleti megalapozasat
érintd kisérletekrdl. Artigue és Blomhgj tobb didaktikai elméletet szamba vesz, amelyek
valamilyen modon hozzajarulhatnak az IBME elméleti megalapozésahoz: tobbek kdzott a
francia hagyomanybol a Didaktikai Szituaciok Elméletét és a Didaktika Antropologiai
Elméletének néhany wjabb fejleményét, a Freudenthal miivén alapuld Realistic Mathematics
Education iranyzatot, a Pdlyatol és Schoenfeldt6l eredeztethet6 ,,Problem Solving”
megkdzelitést, illetve a modellezést vagy a dialogust kozéppontba allitd elméleteket. Azon
tulmenden, hogy a fenti elméletek némelyikével valo kapcsolata torténetileg is kimutathato,
mar ezen iranyzatok nevének felsorolasa is elég ahhoz, hogy Varga koncepcidjanak velik
valo rokonsagat felismerjiik. Erdemes volna Varga miivét megprobalni elhelyezni ebben az
elméleti kontextusban, remélve azt is, hogy a reformjanak elemzése hozzajarulhat az IBME
folyamatban 1év6 elméleti megalapozasahoz. Ez a munka mar a kutatdsom perspektivainak
részét képezi — itt csupan néhany olyan szempontot emelek ki, amelyek eddigi elemzéseim
alapjan fontosnak tlinnek egy ilyen elméletalkotd6 munkahoz.

(1) Az a rendszerszerii megkozelités, amelyet kutatdisomban kovettem, szoros
osszefliggésekre vilagitott rd az episzemoldgiai hattér, a tanterv és a tanitasi gyakorlat
sajatossagai kozott. Varga reformjanak egyik sajatossadga, amely az IBME szempontjabdl
kilénosen erdekessé teszi, hogy egy egész tantervet alkotott meg ilyen szellemben. Lattuk,
hogy a tanterv témavalasztasai és felépitése szoros kapcsolatban allnak a felfedeztetd tanitasi
moddszerekkel. Megfigyelhettiik azt is, hogy a reform mogott koherens ,heurisztikus”

matematikafelfogas all. Varga Taméas reformjanak példaja azt sugallja, hogy a
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problémamegoldas vagy a felfedeztetd tanitas nem csupan lokalis, egy-egy feladatra
korlatozodo kérdés; legalabb ennyire igényel globalis jellegli megfontolasokat, mind a tanterv
egészét, mind a tanitandé matematika természetét illetGen.

(2) A Varga reformjara jellemz6 ,felfedezeteté” tipust didaktikai szerzédésben az
osztalytermi dialégusok iranyitasa kdzponti szerepet latszik betdlteni. A tankényvekben és
tanari kézikonyvekben fellelhetd szamos kis oOtlet, tandcs, amely a tanar-diak dialogusok
kezeléset erinti, azt a benyomast kelti, hogy mélyebb didaktikai megfontolasok rejlenek a
hattérben, amelyek azonban csak konkrét peldakon keresztil jelennek meg, de Varga
miivében schol nincsenek Osszefoglalva, altalanosan megfogalmazva. A fentiek alapjan
érdemes volna megprébalni melyebben feltarni és osszefoglalni e dialogikus gyakorlat
alapelveit.

(3) Elemzéseim a Varga Tamas altal elgondolt tanari munka egy masik fontos
OsszetevOjére is ravilagitottak: a hossza tava tervezés, és ezen belll is a problémasorozatok
szerkesztésének fontossagara. Varga felfogasdban a problémamegoldds nem egymastol
elszigetelt problémék targyalasara korlatozddik: az (j fogalmak és modszerek sokkal inkébb
hosszabb folyamat révén alakulnak ki, amely folyamat megfeleléen rendezett problémak
egész soran keresztiil halad elére. A dialogus gyakorlata mellett a problémasorozatok
szervezése latszik biztositani két némileg ellentmondd torekvés: a felfedezd folyamatok
nyitott jellege és a tanitani kivant ismeretek megjelenésének biztositasa kozo6tt az egyensulyt.
fgy héat érdemes volna modszeresebben tanulméanyozni e problémasorozatok szervezésének

alapelveit.

6 MEGJEGYZES A DIDAKTIKAI ELMELETEKROL

A bevezetésben felvetettem azt a kérdést, mennyiben atvihetéek a didaktikai elméletek egyik
kontextusrol a masikra, mennyiben kotddnek ahhoz a kontextushoz, amelyben kialakultak.
Kutatasom ebbdl a szempontbol egyfajta kisérletnek is tekinthetd: a Didaktikai Szituaciok
Elmeletét kiséreltem meg egy Franciaorszag €s egy masik orszag kozti Osszehasonlito
elemzéshez haszndlni, rdadasul épp azt a korszakot illetden, amelyben az elmélet kialakult.
Brousseau valoszinliségszamitdsi témaju kisérletének elemzése révén kettés nézdpontbol
tudtam vizsgalni elméletét: azon kivul, hogy didaktikai elemzéseim elméleti hatterédl
szolgélt, az elmélet kialakulasanak kontextusa torténeti elemzéseim targyat is kepezte.
Brousseau elmélete szorosan latszik kotddni kialakulasanak torténeti kontextusahoz,

nevezetesen a ,,mathématiques modernes” reform korlli vitdkhoz, a reformmal
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0sszefliggésben és annak folyomanyaként beindult IREM hal6zathoz és az 1970-es években
megjelend matematikadidaktikai kutatasokhoz. A konstruktivizmus mint Kiindul6pont, a
szituacid fogalmanak elméletbe foglaldsa, a tanuloknak a matematikai fogalomalkotasban
onallésagot hagyo adidaktikai szituacio fogalma, a devolucié és az intézményesités
fontossaganak hangsulyozasa, amelyek lehetové teszik az intézményes tudas elsajatitasat —
Brousseau elméletének e jellemz6i ugy tiinik, a korabeli francia matematikaoktatas kordili
torekvésekre, problémakra és vitakra kisérelnek meg elméleti szinten vélaszolni.

A francia-magyar dsszehasonlitis soran a francia forrasokat konnyebbnek tiint az elmélet
segitségével jellemezni, mint a magyar forrdsokat. Mig a francia példakban viszonylag
konnyl volt adidaktikai szitudciok, retroaktiv miliok meglétét vagy hianyat megallapitani, a
Varga koncepcidjat jellemz6 dialogikus gyakorlatot lényegesen nehezebb Brousseau
terminusainak segitségével leirni, elsdsorban az osztaly és a tandr kozti folyamatos
interakcionak és a milio fokozatos atalakitasanak koszonhetden. A fundamentalis szituacio és
az intézményesités koOzponti szerepe Brousseau elméletében, az intézményesitd fazisok
ritkasaga és a problémasorozatok szervezésének jelentésége Varga Tamas koncepcidjaban
szintén olyan tényezOk, amelyek megnehezitik az elmélet kdzvetlen alkalmazasat a magyar
reform kontextusaban.

A kisérlet mindezzel egyiitt gyiimolcs6zonek bizonyult. Egyrészt, a fent leirt nehézségek
ellenére a Didaktikai Szitudciok Elmélete hatékony eszkdzként szolgélt elemzéseimhez,
kilénosen az adidaktikai potencialitas, a didaktikai szerzédés és a milié fogalmanak
koszonhetéen®. Masrészt pedig éppen az elmélet alkalmazasaval kapcsolatos nehézségek
vilagitottak ra VVarga Taméas koncepcidjanak néhany sajatos vonasara.

Az ilyen jellegli ,kisérletek” nem idegenek az aktudlis didaktikai kutatdsoktol. A
»Networking theories” projekt egyik kiinduldpontja példaul éppen az eurdpai didaktikai
elméletek kulturdlis hatterének sokszintisége (Bikner-Ahsbahs & Prediger 2014, 5. 0). Ez a
megkozelités tovabbi érvként szolgéalhat arra nézve, hogy érdemes volna Varga Tamas
matematikaoktatasi koncepciojanak elemzeéset tovabbfejleszteni, és kisérletet tenni arra, hogy
e koncepciot elhelyezzik az eurdpai didaktikai kutatdsok kontextusaban. Meg kell azonban
emlitenem egy kiilonbséget is a ,,Networking theories” projekthez képest: mig ez utdbbi
kutatéprojekt egy-egy szituaciot egyszerre tobbféle didaktikai elmélet felhasznalasaval

elemez, én Varga és Brousseau altal konstrualt szitudciokat tanulmanyoztam, és azt

8 E fogalmak j6 alkalmazhatdsaga a magyar reform példajara feltehetéen nem fiiggetlen Varga és Brousseau
koncepcidjanak kozds nemzetkozi hatterétol, és ezen beliil a két koncepcid konstruktivista alapjait6l.
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vizsgaltam, hogyan befolydsoljak a szituaciok megalkotdsat a hatteriikben allo

matematikaoktatasi elképzelések.

7 A KUTATAS PERSPEKTIVAI

Kutatasomban atfogod képet igyekeztem adni a magyar és a francia reformrél: az oktatés
kiilonbozé szintjeit vizsgaltam, kiilonb6zé matematikai témaékat, a tanitds kiilonboz6
OsszetevOit (tanterveket, tanitdsi modszereket €s segédanyagokat is), rdadasul vizsgalataimhoz
tobb tudomanyterilet (tudomanytorténet, didaktika) eszkozeit, modszertanat is felhasznaltam.
Egy ilyen jellegli kutatas sziikségképpen szamos korlatba {itk6zik, nem véallalkozhattam arra,
hogy minden szempontbdl kimeritd elemzést végezzek. Disszertaciom lezarasaként néhany
olyan lehetséges kutatasi irdnyt irok le réviden, amelyeket a doktori kutatdsom keretében nem
allt moédomban részletesebben targyalni, vagy amelyek a kutatas sordn meriltek fel, és
szdamomra a kutatds legrelevansabb folytatdsi lehetOségeinek tlinnek. E kutatési
perspektivakat két nagyobb csoportba sorolom: elészor a tudomanytorténeti, aztdn a

didaktikai targyu kutatasi perspektivakat fejtem ki.
7.1 A matematikaoktatas térténetét érinté kutatasi perspektivak

(1) A torténeti elemzés modszertana tobb kérdést is felvetett, els6sorban azzal kapcsolatban,
hogy a francia matematikaoktatas-torténeti kutatasok alapvetfen intézménytorténeti
megkdzelitést alkalmaznak, mig a magyar matematikaoktatds torténetének elemzésében én
inkabb biografidkra, egyéni irott és szdbeli visszaemlékezésekre tamaszkodtam. Egységes
madszertannal, kiilondsen a felhasznalt forrasok korének kibdvitésével feltehetden arnyalni
lehetne a torténeti elemzés eredményeit. Ez a magyar reform szempontjabol kiléndsen a
Varga Tamas reformjat 6vezd vitak, az Ovével parhuzamosan végzett egyéb kisérletek, a
végleges reformtantervhez vezetd szakmai és politikai dontések szerepének jobb megértését
segitené eld. Kiilon kiemelek egy olyan szempontot, amelyet disszertdciomban csak futolag
érintettem, de amely a reformok megértése szempontjabol kiilonosen jelentésnek tiinik:
nevezetesen a pszicholdgia hatasat a ,,New Math”-id0szak matematikaoktatasi reformjaiban.
A torténeti kutatdsok altalaban Piaget szerepét hangsilyozzéak, de Varga Tamas esetében a
kérdés Gsszetettebbnek tlinik: Piaget mellett tobbek kozott Karacsony, Mérei és mas magyar
€s szovjet pszicholégusok hatasa is valdszintisithetd. E kiilonb6z6 hatdsok alaposabb
vizsgalata hozzajarulhat a reform jobb megértéseéhez. Végul érdemes volna tanulmanyozni a

magyar és a francia reform szakmai és tarsadalmi fogadtatasat: ez segithetne megérteni azokat
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a politikai, tarsadalmi és intézményi kontextusbol eredd korlatokat, amelyekbe a reformok
megvalositasa iitkozott. (Franciaorszag esetében mar indult ilyen jellegli kutatas, 1d. d’Enfert
& Gispert 2011.)

(2) A ,,New Math” idészak francia és magyar reformjait targyalo elemzések elmélyitése
mellett a kutatast tobbféle értelemben is ki lehet bdviteni. Az egyik lehetdség a vizsgalt
id6tartam bovitése. Kutatasomban roviden érintettem a 19. és 20. szazad fordulojan
megvalosuld matematikaoktatasi reformokat, ¢s ezek Osszefiiggéseit a ,,New Math” id6szak
reformjaival. Francia és nemzetkdzi szinten ezeket az 0Osszefuiggéseket tobb kutatas is
vizsgalta (pl. Gispert & Schubring 2011, Barbazo & Pombourcq 2010), Magyarorszag
esetében viszont még elemzésre varnak. Varga Tamasnal, Péter R6zsanal, Kalmarnal tobb
hivatkozast is talalunk 20. szézad eleji matematikusok muvére, elsdsorban Fejér Lipotra, Beke
Manora, de Félix Kleinre is, ami nem csupan a 20. szdzad eleji és az 1960-70-es évekbeli
reformok kdzotti folytonossagra enged kovetkeztetni, de a német matematikai kultdraval valo
kapcsolatra is utal. A kutatds természetesen bOvitheté masik oldalrol, az 1970-es éveket
kovetd idOszak iranyaba is: ennek relevanciaja az el6bb emlitetteknél nyilvanvalobb, hiszen
segitene megérteni a ,,New Math” id6szak reformjainak hatdsat a mai matematikaoktatasra, és
az 1970-es évek Ota lezajlott valtozasokat.

(3) A kutatdst Ujabb orszagok vizsgélatara is érdemes volna kiterjeszteni. A torténeti
elemzés soran megjegyeztem, hogy a ,,New Math” reformmozgalmat gyakran a hideghaboru
politikai kontextusdban szokas eértelmezni, ez a megkozelités pedig arra engedne
kovetkeztetni, hogy két parhuzamos matematikaoktatasi reform létezett, az egyik nyugaton, a
masik a ,keleti blokkban”. A magyar és a francia reform példaja viszont cafolni latszik ezt a
hipotézist: a ,keleti blokk” hatasa nem tlinik meghatdrozoénak a magyar reform esetében, a
magyar reform vezet6i ugyanazoknak a nemzetkozi szervezeteknek a munkajaban vesznek
részt, mint a francidk, és még kozvetlen egyiittmiikodés nyomait is lathattuk a két orszag
kozott. Erdemes volna ezt a vizsgalatot tobb orszagra is kiterjeszteni, hogy a két , blokk”
kozotti kdlcsonhatasok jellegét jobban megerthessik: egy ilyen jellegii kutatisnak akar a

matematikaoktatas torténetén tulmutatd, politikatorténeti jelentdsége is lehet.
7.2 Didaktikai kutatasi perspektivak

A matematikadidaktika teriiletén talan még valtozatosabbak a kutatds folytatasi lehetOségei.
Mindenekel6tt (1) lehetséges természetesen az egyes matematikai témak tanitasaval
kapcsolatos kutatasok elmeélyitése. Az altalam vizsgalt matematikai témak kozul kilénosen a
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valoszinliségszamitds tanitdsanak kutatasa tlinik relevansnak: e téma az utobbi idOben
novekvé érdeklddés targyat képezi (Id. pl. Batanero 2016).

(2) Egy masik folytatasi lehetdség szemiotikai jellegli. Habdr ez a kérdés nem allt
vizsgalataim kozéppontjdban, tobbszor ramutattam a kiilonb6zd reprezentacios eszkozok
(tablazatok, diagramok, szamegyenes stb.) fontos szerepére a vizsgalt reformokban. Erdemes
volna elmélyiteni e reprezenticids eszkdzok szerepének elemzését, és a szemiotikai
kérdéseket a tobbi vizsgalt szempont kontextusdba helyezni: hogyan filigg 0Ossze a
reprezentacios eszkdzok hasznalata a tanterv tematikai valasztasaival, az intuicionak és a
deduktiv érvelésnek tulajdonitott szereppel, vagy a tankdnyvek nyelvi és stilisztikai
jellemzoivel? Szamos didaktikai elmélet szolgél eszkdzként a matematikaoktatis szemiotikai
kérdéseinek elemzésére, ezek kozil példaként a matematikai munka tereinek (espaces de
travail mathématiques) elméletét emlitem (Houdement & Kuzniak 2006, Kuzniak 2011),
amely az altalam is hasznalt paradigma fogalmara épdil, és amely a szemiotikai kérdéseket a
matematikai munka eszkdzeinek és a matematikai érvelések sajatossagainak osszefliggésében
targyalja.

(3) A szamomra talan legigéretesebbnek tlind kutatési irdny, amelyet mar a konkluzidban
felvetettem, a tanitas gyakorlatat érinti, pontosabban a Varga Tamas matematikaoktatasi
koncepcidjanak kapcsolatat az ,Inquiry Based Mathematics Education” néven ismert
iranyzattal. Egy ilyen kutatasnak mindenekel6tt modszeresen at kéne tekintenie az IBME-vel
Osszefiiggd  matematikadidaktikai ~ elméleteket,  beleértve  tobbek  kozott a
problémamegoldassal kapcsolatos kutatdsok mai fejleményeit, a holland Realistic
Mathematics Educationt, a dialogikus megkdzelitést alkalmazo elméleteket és a felfedeztetd
matematikaoktatds gyakorlati megvalositasara iranyuld kilonféle kisérleteket, hogy Varga
elméletét e kontextusba helyezhesse. Masrészt Varga koncepciojanak mélyebb megeértése
érdekében immar szukségesnek latszik, hogy tallépjink az irott szovegek elemzéseén, és a
gyakorld tandrok tényleges tanitdsi gyakorlatat is figyelembe vegyiik. Elsé Iépésben
lehetséges volna példaul olyan tanarok munkajat vizsgalni, akik Varga kovetdinek valljak
magukat, vagy akiket a magyar matematikaoktatdsi kozdsség a felfedeztetd
matematikaoktatas ,,mestereinek” ismer el — igy lehetne biztositani, hogy ne tavolodjunk el
tllsdgosan Varga eredeti koncepciojatél. (E tanitasi gyakorlat széles kdrben valo elterjesztése
megint masik kérdés, amely valoszintileg nagyobb 1éptékii kutatast igényel.)

A magyar reform irott dokumentumainak elemzése a VVarga Tamaés altal elgondolt tanitasi
gyakorlat két fontos OsszetevOjére Vildgitott rd: egyrészt az osztalytermi dialégusok

vezetésének fontossagdra, masrészt a ,,problémasorozatok” Osszedllitisanak jelentOségére,
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amelyek a hosszu tavl tanitasi folyamatokat szervezik. A tényleges tanitasi gyakorlat
elemzésének ezért érdemes volna erre a két szempontra fokuszalnia. Az elsé kérdést
osztalytermi videds elemzések segitségével lehetne vizsgalni, a masodik szempont
targyalasahoz pedig talan a tanarok altal készitett anyagok, pl. tanmenetek, Gravazlatok
elemzése jarulhatna hozza. Ezek a kutatdsok természetesen Uj kutatasmodszertani eszkdzok
bevonasat is sziikségessé teszik. A megfeleld kutatasi eszkozok kivalasztasa tovabbi munkat
igényel, de példaként megemlitek néhény olyan elméletet amelyek e kérdések vizsgalatdhoz
esetleg segitseget nyujthatnak: a diszkurziv megkdzelités (Sfard 2015) vagy a Robert és
Rogalski (2002) altal kidolgozott kettds megkozelités elmélete példaul az els6, a dokumentum-
alapu megkozelités (Gueudet & Trouche 2010) pedig a masodik kérdést illetéen lehet
relevans.

(4) Ami a hosszutavu tanitasi folyamatokat illeti, VVarga koncepcidjat Brousseau-éval
hasonlitottam &ssze. Az itt feltart hasonlésagok és kulonbségek mélyebb elemzésre is
érdemesek volnanak. FEhhez mindkét szerz6 munkaibol tovabbi, hosszabb tanitasi
folyamatokat leir6 példakat kéne figyelembe venni. Brousseau esetében kilondsen a
racionalis szamok tanitasara kidolgozott kisérlete lehet relevans (vé. Margolinas 2004, 34, o
és Brousseau 2014, 167. 0.).

(5) Egyik kutatdsi kérdésem a matematikaoktatas kulturalis kontextusanak szerepére
vonatkozott. E kérdés szempontjabol kutatdsom esettanulménynak tekinthetd. Folytatasa
példaul ugy volna lehetséges, ha megvizsgalnank a magyar és a francia reform mas
orszagokban szuletett adaptacioit. A francia reform szdmos méas orszag matematikaoktatasi
reformjait befolyasolta, de a VVarga Tamas reformja is inspiralt mas orszagbeli kisérleteket:
Finnorszagban példaul létezik egy als6 tagozatos tanitok altal Iétrehozott Varga-Neményi
Tarsasag, amelynek tagjai a magyar reform munkalapjait alakitjak at a finn oktatas igényeinek
megfelelden. Az ilyen atvételek, adaptaciok elemzése segithetne jobban megérteni a
matematikaoktatasi koncepciok atvitelének lehetdségeit €és korlatait kiilonb6z0 orszagok,
kultarak kozott.

(6) Vegul ratérek kutatdsom egyik eredeti motivumara, a , magyar matematikaoktatasi
hagyomdny” megorzésének, tovabbadasanak, és ezen belil is a tanarképzésnek a
problémajara. Kutatdsom soran megéllapitottam, hogy a tanaroknak késziilé segédanyagok
jellemz6i fiiggnek a megvaldsitani kivant matematikaoktatasi koncepcio sajatossagaitol, és
kiilonosen a tanaroktdl elvart tanitdsi gyakorlat jellemzditdl, a tanaroknak tulajdonitott
feleldsség és autonomia szintjétdl. A tanarképzés és a segédanyagok problémai szorosan

Osszefiiggnek ebbdl a szempontbol: elemzéseimbdl mindenekeldtt azt a kovetkeztetést tudom
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levonni, hogy feltehetéen nincs altalanos szabaly a tandrképzés és a tandroknak szant
segédanyagok tervezésére, ez nagyban fligg attdl, hogy a megvalositani kivant
matematikatanitasi koncepcié milyen jellegli munkat var el tolik. Ezért az ilyen jellegii
kutatasoknak egyszerre kell foglalkozniuk a tanitasi gyakorlatot érinté kérdésekkel,
amelyekrdl feljebb mar volt sz, illetve a segédanyagokat és a tanarképzést érinté kutatasi

iranyzatokkal.
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Hagyomany és reform az 1960-as és *70-es évek matematikaoktatasaban:

Magyarorszag és Franciaorszag reformjainak dsszehasonlitd elemzese

Osszefoglald

Varga Tamas munkassagat, es kilondsen az altala az 1960-as és ’70-es években vezetett
»komplex matematikaoktatasi reformprogramot” a magyar matematikaoktatas szakemberei a
magyarorszagi matematikaoktatas kiemelkedd jelentdségli momentumanak tekintik, amely
maig értékes, sok szempontbol aktualis és megdrzendd orokséget képvisel. Ennek ellenére —
néhany rovid dsszefoglalon kivil — sem matematikaoktatas-torténeti, sem didaktikai elemzés
nem sziiletett eddig err6l a témardl. Hasonldé a helyzet azzal a tigabb értelemben vett
,felfedeztetdé matematikaoktatasi hagyomannyal”, amelybe Varga Tamas reformmozgalma
illeszkedik: mind Magyarorszagon, mind nemzetkdzi szinten szinte kozhelysz&mba megy,
hogy Ilétezik egyfajta sajatos ,magyar matematikaoktatdsi hagyomany”, amely a
problémamegoldasra és a matematika ,.felfedeztetésére” helyezi a hangsulyt, de ennek a
hagyomanynak részletes elemzése alig Iétezik. VVarga Tamas reformjanak elemzésével e hiany
betoltéséhez kisérlek meg hozzéjarulni, abban a reményben, hogy disszertaciom mind a
magyarorszagi didaktikai kutatasok, mind a tanarképzés szamara hasznos forrasul szolgalhat.

Disszertaciomban Varga Tamdas reformjat egyrészt a fent emlitett ,.felfedeztetd
matematikaoktatsi hagyomany” kontextusaban, masrészt nemzetkozi kontextusaban, az
1950-es, 60-as és 70-es évek ,,New Math” mozgalmaval Gsszefiiggésben vizsgalom. A
okomplex matematikaoktatdsi reformprogramot” a kor egyik legmeghatarozobb
matematikaoktatasi reformjaval, a francia ,,mathématiques modernes” reformmal hasonlitom
Ossze. Azt kisérlem meg megmutatni, hogy bar mindkét reform illeszkedik a nemzetkozi
»New Math” mozgalomba, ¢s torekvéseikben sok szempontbdl hasonlitanak egymasra,
szamos lényeges kiilonbség is megfigyelhetd koztik — ezek pedig jelentds részben a két
reform mogott meghtizoédd eltérd matematikai kulturaval és eltéré matematikafelfogéssal
magyarazhatok.

A disszertacid harom fO0 részbol all: az els6ben a reformok a torténeti kontextusat, a
mésodikban az episztemoldgiai hatterét, a harmadik, legnagyobb terjedelmi részben pedig a
reformok didaktikai sajatossagait elemzem.

A torténeti rész a nemzetkdzi és francia matematikaoktatas-torténeti szakirodalom mellett a
reformok hivatalos dokumentumainak, illetve a reformban résztvevok szobeli és irasbeli

visszaemlékezéseinek elemzésén alapul.
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A torteneti elemzés mutat ra tébbek kozott arra, hogy mindkét orszag reformjaira nagy
hatast gyakorolt matematikusok egy-egy csoportja, nemcsak a reform matematikai tartalmat,
hanem a reform Aaltal kozvetitett matematikafelfogast illetéen is. Franciaorszag esetében
els6sorban a Bourbaki-csoporthoz tartozo vagy ahhoz kozel all6 matematikusokrol van szé
(Dieudonné, Lichnerowicz, Choquet), Magyarorszagon pedig masok mellett elsdsorban Péter
Rozsardl, Kalmar Laszlorol, Rényi Alfrédrél. A maésodik, episztemoldgiai részben e
matematikusok matematikafelfogasat és matematikaoktatésrol vallott elkepzeléseit elemzem,
elsésorban matematikanépszertisitd muveiken, filozofiai jellegh illetve matematikaoktatasrol
sz0l6 irasaikon keresztll. Ebben a részben azt kisérlem meg megmutatni, hogy a mindkét
orszagban koherens, de egymastol lényegesen eltéré matematikafelfogast képviselnek a
reformot tdmogatdé matematikusok, amelyet Franciaorszag esetében ,bourbakianus”,
Magyarorszag esetében — a Polya Gyodrgy és Lakatos Imre felfogasaval valé rokonsagra
utalva — ,,heurisztikus” matematikafelfogasnak neveztem el.

A disszertacié harmadik részének targya a reformok didaktikai elemzése. A torténeti
elemzés ramutat, hogy a reform vezet6i a tantervek, a tanitasi modszerek és a segédanyagok
koherens atalakitasara torekedtek: a reform e kiillonbozd aspektusait ezért osszefliggésiikben
elemzem. A tantervek elemzésében az un. 6kologiai megkozelitésre (Artaud 1997) és a
geometriai illetve valdsziniiségszamitasi paradigmak fogalmara (Houdement & Kuzniak
2006, Parzysz 2011) tdmaszkodom, a tanitdsi modszerek elemzésében pedig elsdsorban a
didaktikai szituacidk elméletére (Brousseau 1998).

A tanitasi modszerek elemzésének esetében nehézséget jelent, hogy a korabeli tanitasi
gyakorlathoz nincs kdzvetlen hozzéférésink. Disszertaciomban ezért nem kisérlem meg a kor
tényleges tanitasi gyakorlatanak vizsgalatat, ehelyett — irott forrasok, elsésorban tankonyvek
és tanari kézikonyvek elemzésén keresztill — a reform vezet6inek elképzeléseit vizsgalom a
megvalositandd tanitasi modszerekrdl. Ez a megkdzelités sziikségessé teszi a tankdnyvek és
tanari kézikonyvek elemzését: vizsgalom a szerkezetiiket, nyelvezetiket, stilusukat, a
bevezetdiket és hasznalati utmutatoikat, hogy megmutassam, hogyan szolgalnak ezek a
konyvek forrasul a tanidrok szamdra, hogyan segitik Oket a sajat tanitdsi gyakorlatuk
kidolgozasaban.

A tantervek tartalmanak és szerkezetének révid, atfogo elemzése (111.2. fejezet) utan harom
tantervi fejezettel foglalkozom részletesebben: a termeszetes szdm fogalmanak bevezetésével
elsé osztalyban (II.3. fejezet), a Pitagorasz-tétellel a felsd tagozatos geometria tanterv
kontextusaban (IIL.4. fejezet), illetve a kombinatorika és a valdsziniliségszamitas tanitdsaval

(I11.5. fejezet). A didaktikai elemzés kiilonbozo fejezetei kiilonbozé tipusu forrasok (also és
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felsd tagozatos tankonyvek, munkalapok, tandri kézikonyvek), illetve a tanari gyakorlat
kiilonboz6 OsszetevOinek (didaktikai szituaciok 1étrehozasa, osztalytermi dialdogusok
irnyitasa, hosszabb tanitasi folyamatok tervezése) vizsgalatara nytjtanak lehetséget.

Az 0Osszehasonlitdé elemzés ramutat, hogy bar a két reform tartalmaz kdzos elemeket,
amelyek a kozds nemzetkézi reformmozgalomra vezethetok vissza (mint bizonyos Uj
matematikai témak, példaul a halmazelmélet vagy a logika bevezetése, als6 tagozatban a
segédeszkozok haszndlata vagy az ,,aktiv pedagogiai modszerek™ szerepének hangsiulyozasa),
a francia ¢és a magyar reform kozott szdmos 1ényeges kiilonbség is megfigyelhetd. Ezek a
kilénbségek jelentds részben visszavezethetOk a matematikafelfogasbeli kiilonbségekre: a
,,bourbakianus” és a ,,heurisztikus” matematikafelfogas matematikai paradigmékkeént szolgal
a két reform szamara, befolyasolva azok sajatossagait.

fgy a francia reformban nagy szerepet kap a matematika hierarchikus, axiomatikus
felépitése, a deduktiv mddszer és a modern formalis nyelv, az ,,aktiv modszerek™ pedig — a
reform vezetdinek eredeti szandékai ellenére — kevéssé mikodoképesek ebben a
kontextusban. A segédanyagok vagy nem tartalmaznak tanul6i aktivitasra valo utalast, vagy
olyan didaktikai szituaciokat irnak le, amelyekben a tanuldk tevékenysége csupan az Uj
fogalmak vagy mddszerek illusztralasat szolgalja, de nem biztosit szdmukra 6nallésagot a
matematikai fogalomalkotés folyamataban. A magyar reform ezzel szemben a matematika
kiilonbozo teriiletei kozti dialektikus kapcsolatokra helyezi a hangstlyt, a deduktiv modszerek
helyett a fogalmak lassu, fokozatos altalanositasa és absztrakcidja, illetve a heurisztikus
modszerek keriilnek el6térbe. A tanitasi modszerek terén pedig a magyar reformban egyrészt
a feladatok problémasorozatokba rendezése, masrészt a tanar és a tanulok kozti dialogus kap
kdzponti szerepet.

A Varga Tamas reformjardl szolo elemzés a ,.komplex matematikaoktatasi” koncepCio
tobb meghatarozd és sajatos elemére is ravilagitott: az egyik ilyen szempont a
matematikafelfogés, a tanterv, a segédanyagok és a tanitdsi modszerek sajatossagai kozti
szoros Osszefuiggés; a masik a feladatok problémasorozatba rendezése; a harmadik pedig a
tanitasi modszerek kozott a tanar-diak dialogus elsddleges szerepe. E szempontok tovabbi
vizsgalata érdemben hozzajarulhat a problémamegoldast és a felfedeztetd matematikaoktatast

koézéppontba helyezd nemzetkozi kutatdsokhoz.
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Tradition and reform in mathematics education during the ,,New Math”

period: a comparative sudy of the case of Hungary and France

Summary

The reform introduced by Tamas Varga during the 1960s and ‘70s is generally recognized by
the Hungarian mathematics education community as a key moment in the history of
Hungarian mathematics education, having an important influence and keeping its values until
today. The same thing can be sad more generally about Hungarian mathematical teaching
traditions with which Varga’s reform fit in: they are often recognized, in Hungary and in an
international level as focusing particularly on problem solving and on heuristic methods.
However, detailed historical or didactical analysis of this tradition is lacking. With the
analysis of Varga’s reform, | tempt to contribute to fill this gap, hoping that this work will
serve as a useful source of mathematics educational research and of teacher education.

In my thesis, I consider Varga’s work in its historical context: | take into account both the
influence of the international New Math movement, in which Varga participated actively, and
of a local Hungarian mathematical culture. I compare the Hungarian “complex mathematics
education” reform to one of the most influential one of the period, the French “mathématiques
modernes” reform. [ attempt to show that, while both reforms enter into the New Math
movement and share some common ambitions, some important differences can also be
observed. | propose to explain most of these differences by the different mathematical
cultures of the two countries and the different epistemologies of mathematics behind the two
reforms.

The thesis consists of three main parts: the first one concerns the historical context, the
second the epistemological background, the third the didactical analysis of the two reforms.

The historical analysis is based on international and French researches in the history of
mathematics education, on official documents of the reforms and on the written oral
memories of the participants of the reform movements.

The historical analysis points out among others the central role of mathematicians
influence on the French and Hungarian New Math reforms, not only regarding their
mathematical content, but also the conceptions about the nature of mathematics behind each
reform. In the French case, the mathematicians in question are principally Lichnerowicz,
Dieudonné and Choquet; in Hungary, Rozsa Péter, Laszl6 Kalmar and Alfréd Rényi among

others. In the second, epistemological part, | analyse their conceptions about mathematics and
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its education through the study of their books popularising mathematics, their philosophical
writings and their writings about education. I attempt to show in this part that mathematicians
supporting the two reforms represent coherent conceptions about the nature of mathematics,
but which is different in the case of the two countries. In France, | named the conception in
question “bourbakian” because of the crucial influence of the Bourbaki group; in the
Hungarian case, | named the leading conception “heuristic”, referring to the links with Polya’s
and Lakatos’ mathematical epistemology.

The third, main part of the thesis concerns the didactical analysis of the reforms. The
historical part shows that the leaders of the reforms endeavour to transform curricula,
resources and teaching practices in a coherent way: in the didactical part, | look for an
analysis of all of these aspects and the for the coherence of their transformation. | base the
curricula analysis on the ecological approach (Artaud 1997) and on the notion of paradigms
of geometry (Houdement & Kuzniak 2006), and of probability (Parzysz 2011); for the
analysis of teaching practices, | use principally the theory of didactical situations (Brousseau
1998).

Concerning the teaching practices, one main difficulty is of course the lacking access to the
actual practices of the studied period. For this reason, in the frame of my thesis, I don’t tempt
to study real teaching practices: | rather examine, through the analysis of written sources as
textbooks and teacher’s handbooks, the reformers conceptions about practices. This approach
makes necessary the analysis of textbooks and teacher’s handbooks themselves. I study their
structure, their language and style, their introduction and user’s guide in order to understand
how they are intended to help teachers to conceive their own teaching practices.

After a short, general analysis of the curricula’s content and structure (chapter 111.2) I treat
three chapters of the curricula more in detail: the introduction of the notion of natural numbers
in the first grade (chapter II1.3), the Pythagoras’ theorem in the context of middle-school
geometry curricula (111.4) and finally the teaching of combinatorics and probability (111.5).
The different chapters of the didactical analysis give also place to the study of different types
of sources in each case (worksheets, textbooks and teacher’s handbooks of the primary and
the middle-school), and of different aspects of teaching practices (the creation of didactical
situations, guiding classroom dialogues and conceiving long-term teaching processes).

The comparative study shows that even if some common elements can be find in the
French and the Hungarian reform (for example the apparition of some new mathematical
subjects as set theory, the use of manipulative tools in primary school or the emphasis on

“active pedagogy’’), some essential differences can also be observed between the two reforms.
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These differences can partly be explained by differences in the epistemological background:
the “bourbakian” approach on one hand, the “heuristic” on the other serve as mathematical
paradigms, influencing different characteristics of the two reforms.

Thus, the French reform lays emphasis on the hierarchic, axiomatic structure of
mathematics, on the deductive method and on modern formal language; even if promoted by
the leaders of the reform, the “active pedagogical methods” function in a very limited way in
this context. In the same time, the Hungarian reform underlines rather dialectic relations
between different mathematical domains, the slow, progressive generalisation and abstraction
of mathematical notions and heuristic methods. Concerning teaching practices, the Hungarian
reform focuses on ordering problems in series and on guiding classroom dialogues.

The analysis of Varga’s reform throws light on several crucial characteristics of the
“complex mathematics education” conception. These are the coherence between the
epistemological background, the features of the curriculum, the resources and the teaching
practices; the conception of ordered series of problems; and finally the importance accorded
to teacher-student dialogues. A further study of these aspects would be susceptible to
contribute usefully to the international discourse about the conceptualisation of teaching

approaches based on problem solving or inquiry in mathematics education.
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