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1. Bevezetés

Az általános relativitáselmélet szerint az energia-impulzus görbíti a térid½ot és a fény pályája

ennek megfelel½oen elhajlik. Ezt veszi �gyelembe a gravitációs lencsézés, mely a gravitációs mez½o

tulajdonságainak vizsgálatában hasznos eszköznek bizonyult. Kezdetben a meg�gyeléseket az

elmélet jóslatainak igazolására használták. Az utóbbi években a világegyetem nagy lépték½u

szerkezetének tanulmányozására alkalmazzák, feltérképezve a sötét anyag eloszlását.

A fény terjedése a görbült térid½oben meg�gyelhet½o jelenségeket okoz. Ezek mérhet½ok a

jelenlegi távcsövekkel. A legfontosabb a többszörös képek keletkezése és azok szögtávolságai.

A lencsézés a képek fényességeiben változást okoz. Ha a forrás vagy a lencse id½ofügg½o, akkor a

fényjelek érkezési idejében történ½o változások mérhet½ok. A kiterjedt források képének alakja és

orientációja eltér a forrásétól.

Ha a forrásból kiinduló fénysugarak közül egy vagy több eléri a meg�gyel½ot, akkor ezt a

tényt valamilyen lencseegyenlet fejezi ki. Az általános relativitáselmélet szerint a fény null

geodetikusokon terjed. Gyenge tér közelítésben a geodetikusok nulladrendben egyenesek, ezért

használunk egyeneseket a fénypályák leírására. Ez a közelít½o leírás szakaszok és euklideszi

trigonometria alkalmazásából áll. A lencse környezetében meggörbült fénysugarat két sza-

kasszal helyettesítjük, amelyek a lencse közelében kapcsolódnak össze. A fény irányváltását a

fényelhajlási szög jellemzi, amely a lencse tömegeloszlásától és a fény ütközési paraméterét½ol

függ.

A gyenge lencsézés során a kis szög közelítés teljesül a forrás és a képek helyzetére, továbbá

az elhajlási szögre. Az er½os lencsézés során az elhajlási szög közel van � egész számú több-

szöröséhez. Ez általában páros többszörös, ekkor relativisztikus lencsézésr½ol beszélünk. A

keletkez½o képeket relativisztikus vagy magasabbrend½u képeknek nevezzük.

Ha a lencse pontszer½u, akkor a lencsézés geometriája tengelyszimmetrikussá válik [9]. Erre az

esetre többféle lencseegyenlet vezettek le [10]. Különösen gyakori az irodalomban a Virbhadra-

Ellis egyenletet [11] alkalmazása.
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Ha a lencse egy Schwarzschild fekete lyuk, akkor két kép keletkezik (ill. egy Einstein gy½ur½u,

ha a forrás, a lencse és a meg�gyel½o kollineáris). Az értekezésben fontos szerepet játszik a

következ½o, klasszikus eredmény: a Schwarzschild térid½oben, ha a képek távolsága meghaladja

az Einstein szög kb. 2.5-szörösét, akkor a �uxusok aránya hatványtörvénynek engedelmeskedik

[9].
�1
�2
/
�
��

�E

��
: (1.1)

A kitev½o értéke �Sch = 6:22 � 0:15. Általában a lencsét nem látjuk, így a látszó szögek nem

mérhet½ok külön-külön. A forrás fényességét sem ismerjük, így a nagyítások sem mérhet½ok

külön-külön. A képek szögtávolságát azonban mérni tudjuk, ezért a nagyítások aránya és a

képek szögtávolsága függvényszer½u kapcsolatba hozható, amit az (1.1) törvénnyel össze tudunk

vetni. Ez lehet½ové teszi, hogy megállapítsuk, hogy a lencse Schwarzschild fekete lyuk-e.

Az értekezésben gravitációs lencsézést vizsgálok három kiválasztott alternatív gravitá-

cióelméletben. A gravitációs lencsézés alkalmazható annak meghatározására, hogy a külön-

böz½o gravitációelméletek közül melyik a helyes. A meg�gyelésekben ugyanis nem csak is-

meretlen anyagfajták gravitációs hatása tükröz½odik, hanem megjelenik bennük a gravitációs

dinamika eltérése is az általános relativitáselmélett½ol. A meg�gyelések magyarázatához az

Einstein egyenlet módosítandó. Ez vagy nem-sztenderd anyagnak az energia-impulzus ten-

zorhoz adását vagy a gravitációs dinamika lecserélését jelenti. Mindhárom vizsgált elméletben

vezettek le ds2 = gtt (r) dt2 + grr(r)dr2 + r2
�
d�2 + sin2�d'2

�
alakú gömbszimmetrikus fekete

lyuk megoldásokat.
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A brán világ elméletekben a standard modellb½ol ismert anyag egy 3+1 dimenziós hiper-

felületre (brán) korlátozódik, és a gravitáció egy nagyobb dimenziós térid½oben hat [12]. A

bránon az Einstein egyenlet helyett az ún. e¤ektív Einstein egyenlet [13] érvényes, melynek

vannak fekete lyuk megoldásai is. Az árapálytöltés½u fekete lyuk sztatikus, gömbszimmetrikus,

vákuum megoldás [14]:

gtt(r) = �
1

grr(r)
= �1 + 2m

r
� q

r2
: (1.2)

Két paraméter jellemzi, azm tömeg és a q árapálytöltés. Az árapálytöltés annak az 5 dimenziós

térid½onek a Weyl görbületéb½ol származik, amelybe a brán be van ágyazva. Bár az árapálytöltés

hasonló szerepet játszik mint az általános relativitáselméletben a Reissner-Nordström fekete

lyuk elektromos töltésének négyzete, a negatív árapálytöltésnek nincs klasszikus megfelel½oje.

A Hoµrava-Lifshitz elmélet olyan térelméletek családja, amelyekben a térid½on egy kitüntetett

fóliázást választunk, ezzel sértve a Lorentz invarianciát [15]. Az Einstein�Hilbert hatást felbon-

tjuk a T = KijKij � (� � 1)K2 kinetikus tag és egy potenciális tag összegére, majd ezekhez az

összetev½okhöz külön-külön hozzáadunk extra tagokat [16]. Olyan térelméletet kapunk, ami grav-

itációelméletként értelmezhet½o. A � ! 1 határesetben az általános relativitáselmélet adódik.

A hatásból levezethet½o egy 0 spin½u mez½o megjelenése a dinamikában, amelyet skaláris graviton

módusnak neveznek.

Az alkalmazások közé tartozik a kozmológia, a sötét anyag, a sötét energia és a gömb-

szimmetrikus térid½ok tanulmányozása. Az elméletnek sok változata van. A jelenlegi meg�-

gyelési adatokkal az infravörös-módosított Hoµrava-Lifshitz elmélet konzisztens [17]. Az alábbi

sztatikus, gömbszimmetrikus, vákuum térid½ot vezették le a [18] cikkben:

gtt(r) = �
1

grr(r)
= �1� !r2

"
1�

�
1 +

4m

!r3

�1=2#
: (1.3)

! a Hoµrava-Lifshitz paraméter ésm a fekete lyuk tömege. Az ! !1 határeset a Schwarzschild

metrika, a ! ! 0 határeset pedig a sík térid½o.
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Az f(R) gravitációelméletekben az Einstein egyenlet geometriai oldalát módosítják ahe-

lyett, hogy egzotikus energia-impulzus tenzorokkal dolgoznának [19]-[20]. (Ahhoz, hogy a

meg�gyeléseket az általános relativitáselmélet keretein belül értelmezzék, bevezették a sötét

anyagot és a sötét energiát.) Az Einstein-Hilbert hatást kicseréljük a Ricci skalár valamilyen

függvényére. A hatásból származó téregyenleteket az alábbi alakba lehet átírni:

R�� �
R

2
g�� =

1

f 0(R)

�
1

2
g�� [f(R)�Rf 0(R)] +rvr�f

0(R)� g��gcdrcrdf
0(R)

�
+
T
(m)
��

f 0(R)
:

(1.4)

Az (1.4) egyenlet els½o tagja egy geometriai eredet½u e¤ektív energia-impulzusként értelmezhet½o.

Ha f(R) / Rn alakú, akkor az így adódó speciális elméletet Rn elméletnek nevezzük. Ebben

az elméletben a téregyenletek sztatikus, gömbszimmetrikus, vákuum megoldása [21]

gtt(r) = � 1

grr(r)
= �1� 2�(r)

c2
;

� (r;�; rc) = �Gm
2r

�
1 +

�
r

rc

���
: (1.5)

�(r) a gravitációs potenciál az m tömeg½u ponttól r távolságban. � a gravitáció er½osségét

jellemz½o paraméter és rc egy karakterisztikus sugár. A pontszer½u tömeg potenciáljának módo-

sulása megjelenik a galaktikus dinamikában. Az e¤ektív energia-impulzus tenzor egy anizotróp

görbületi folyadékot ír le, amely sérti a szokásos energiafeltételeket.
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2. Új tudományos eredmények

1. Trigonometriai megfontolásokkal levezettem egy új lencseegyenletet [1], amely pontszer½u ill.

gömbszimmetrikus lencsékre érvényes. Az egyenlet levezetése során a szögfüggvényeket nem

fejtettem sorba, ebben az értelemben ez egy egzakt lencseegyenlet. Az egyenlet pontosabb a

Virbhadra-Ellis egyenletnél. Ugyanakkor megfelel½o határesetben a Virbhadra-Ellis egyenletre

egyszer½usödik. Amegoldásokat illet½oen jelent½os eltérés akkor várható, ha a forrás és a meg�gyel½o

aszimmetrikusan helyezkedik el a lencséhez képest.

Az új lencseegyenletb½ol kiindulva a tömeggel és az árapálytöltéssel arányos kis paraméterek-

ben, majd a forrás és a képek helyzetét jellemz½o kis szögekben sorfejtéseket végeztem. Ezáltal

algebrai lencseegyenleteket kaptam [1]. A cikkben tárgyalt esetek közül az árapálytöltés dom-

inált lencsézés esetében az új és a Virbhadra-Ellis lencseegyenlet jóslatai különböznek. Ennek

oka, hogy a magasabb rend½u tagok közül néhányat nem ad, vagy más együtthatóval ad a

Virbhadra-Ellis egyenlet.

Elemeztem, hogy hogyan módosul a képek távolsága és a �uxusok aránya a Schwarzschild

lencsézéshez képest, azoknak a perturbációknak a hatására, amelyek a fényelhajlási szög máso-

drend½u tömeg- és els½o rend½u árapálytöltés járulékából származnak. A legfelt½un½obb módosulás

a �uxusok arányában jelenik meg, ezt a [1] cikk 3. ábrája mutatja be. A q � 5m2 mennyiség

el½ojelét½ol függ½oen a �uxusok aránya nagyobb vagy kisebb, mint a Schwarzschild esetben.

A tömeg dominált gyenge lencsézés esetében a képek helyzete hasonló [1], mint a Reissner-

Nordström fekete lyuk lencsézésekor [22]. Az árapálytöltés dominált lencsézés esetében a pozitív

árapálytöltés½u lencse hatása a negatív tömeg½u Schwarzschild lencse lencsézési tulajdonságaira

[23] hasonlít [1]. A negatív árapálytöltés dominált esetben, a pozitív tömeg½u Schwarzschild

lencse esetéhez hasonlóan, egy pozitív és egy negatív kép keletkezik. A képek helyzete azonban

eltér½o, ezt az [1] cikk 4. ábrája mutatja be.
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2. Kimutattam, hogy a képek szögtávolsága és a nagyítások aránya az (1.1) hatványtörvénynek

engedelmeskedik, amikor a képek távolsága meghaladja az Einstein szög kb. 2.5-szörösét. A

[1] cikk 6. ábrája a nagyítások arányának logaritmusát ábrázolja az Einstein szöggel nor-

mált kép távolság logaritmusának függvényében. Az ábrán szerepl½o karakterisztika alapján az

(1.2) térid½oben a kitev½o �q = 2:85 � 0:25. Mivel ez különbözik a Schwarzschild értékt½ol, a

képek fényességeinek és szögtávolságainak mérése lehet½ové teszi, hogy különbséget tegyünk a

Schwarzschild térid½o és az (1.2) térid½o között.

3. Képletet vezettem le az els½o relativisztikus Einstein gy½ur½u sugarára az árapálytöltés½u fekete

lyuk térid½oben [2]. Az Einstein szög a lencse tömeg, az árapálytöltés és az ütközési paraméter

függvénye. Az árapálytöltés a fekete lyuk lencsézési tulajdonságait nem csak a gyenge lencsézés

során módosítja a Schwarzschild lencséhez képest, hanem az er½os lencsézés során is. Még akkor

is, ha az er½os lencsézéssel kapcsolatos mérések a Schwarzschild lencse modellt támogatják, a

mér½om½uszer (a tervezett GRAVITY interferométer [24]) hibája megengedi, hogy a lencsének

árapálytöltése legyen. Az els½o relativisztikus Einstein gy½ur½u sugarának vizsgálatával a Galaxis

magjában található szupermasszív fekete lyuk árapálytöltésére a q 2 [�1:815; 0:524]� 1020 m2

kényszert határoztam meg [2].

4a. Kimutattam, hogy a Hoµrava-Lifshitz paraméter minden értékéhez létezik egy maximális

�max elhajlási szög, amely egy megfelel½o rcrit megközelítési távolsághoz tartozik. Minden sugár,

amely rcrit-nél közelebb vagy távolabb közelíti meg a lencsét, kevésbé térül el, mint az rcrit

távolságban megtör½o sugár. Ezt az e¤ektust a [3] cikk 4. és 6. ábrái magyarázzák meg.

A maximális �max elhajlási szög létezésének következménye, hogy minden tömeg és lencsézési

geometria esetén valamilyen !-ra csak a pozitív kép jön létre. Ugyanis a negatív képeket létre-

hozó sugarakra az elhajlási szög nagyobb, mint a pozitív képekért felel½os sugarakra. Minden

tömeg és lencsézési geometria esetén valamilyen !-ra még a hozzá tartozó �max sem elegend½oen

nagy, hogy az optikai tengely alatt rcrit távolságban elhaladó fénysugár eljusson a meg�gyel½ohöz.

Ezért negatív kép nem jön létre. Ennek a jelenségnek nincs megfelel½oje a Schwarzschild lenc-

sézésben.
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4b. Meghatároztam a Hoµrava-Lifshitz paraméternek a meg�gyelésekkel kompatibilis nagysá-

grendjét gyenge lencsézésb½ol. A tömeg négyzetével normált dimenziótlan Hoµrava-Lifshitz

paraméter a 10�16 nagyságrendbe esik. Az eredményeket a [3] cikk I. és II. táblázatai tar-

talmazzák.

A Hoµrava-Lifshitz elméletben az els½o és a második relativisztikus Einstein gy½ur½ut is vizsgál-

tam, amelyek er½os lencsézés során keletkeznek. Az irodalomból ismert kényszerekkel [25] való

összehasonlítás alapján a [3] cikk III. táblázatában a Hoµrava-Lifshitz paraméterre megadott,

er½os lencsézésb½ol származó kényszer a leger½osebb jelenleg.

5. Megállapítottam, hogy az (1.5) metrikájú kompakt objektumot jellemz½o rc karakterisztikus

sugár a térid½ot két tartományra osztja a gravitációs potenciál nagysága szerint [4]. Az r < rc

tartományban a gravitáció gyengébb, az rc < r tartományban er½osebb, mint ami a newtoni

potenciálból következik.

A képek helyzetét a � = 0:25 és � = 0:75 értékhez számoltam ki [4]. A nagyobbik �-ra a

képek távolsága gyorsabban n½o a tömeg növelésével, és lassabban n½o, ahogy a forrást távolítjuk

az optikai tengelyt½ol. Rögzített �-ra � növekedésével a pozitív kép fényessége jelent½osen növek-

szik, a negatív képé kevésbé. A növekedés a legszembet½un½obb a �1=�2 �uxusok arányában.

6. Kimutattam, hogy a képek szögtávolsága és a nagyítások aránya az (1.1) hatványtörvénynek

engedelmeskedik, amikor a képek távolsága meghaladja az Einstein szög kb. 2.5-szörösét. A [4]

cikk 8. ábrájának bal panelje a nagyítások arányának logaritmusát ábrázolja az Einstein szöggel

normált kép távolság logaritmusának függvényében. Az ábrán szerepl½o görbék alapján az (1.5)

térid½oben a � kitev½o függését �-tól a [4] cikk I. táblázata mutatja be. A � (�) függvénynek

kett½os degenerációja van, kivéve a � = 0 általános relativitáselmélet határeset kis környezetét.

Következésképpen a nagyítások arányát jellemz½o görbék � meredekségének mérésével a jöv½obeli

meg�gyelések kényszereket adnak a � paraméterre, meger½osítve vagy cáfolva az Rn elméletet.
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Közös jellegzetessége az árapálytöltés½u fekete lyuknak és az Rn elmélet lencséjének, hogy

a képek fényességének aránya a képek szögtávolságának függvényében olyan hatványtörvény,

amely eltér a Schwarzschild fekete lyuk hatványtörvényét½ol. Az árapálytöltés½u fekete lyuk

esetében a � kitev½o kisebb, mint Schwarzschild lencsére. Az Rn elmélet lencséje esetében pedig

� nagyobb (minden nemnulla �-ra), mint Schwarzschild esetben.

A képek nagyításainak aránya a normált kép távolság függvényében, log�log skálán. Az

árapálytöltés dominált lencsét a bal ábra alsó görbéje jellemzi. A jobb ábrán az Rn fekete lyuk

esete látható, � értékek egy sorozatára. Mindkét ábrán a fels½o görbe tartozik a Schwarzschild

lencsézéshez.
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