Integralhat6 sokrészecske rendszerek vizsgalata
hamiltoni szimmetria-redukcios modszerrel

Doktori/Ph.D. értekezés

Ayadi Viktor

Témavezets:

Dr. Fehér Laszlo Gyula
egyetemi tanar
Fizika doktori iskola

SZEGEDI TUDOMANYEGYETEM
ELMELETI FI1ZIKAI TANSZEK

Szeged
2013



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

2. Hattérismeretek aAttekintése

2.1. Analitikus mechanikai alapok és integralhatosag . . . . . . .. .. ... .. ...
2.2. Integralhatosag, szuperintegralhatosag . . . . . . . . . . ...
221, Lax par . . . . .
2.2.2. Klasszikus r-méatrix . . . . . . ..o
2.3. A szimplektikus redukcié modszere . . . . .. ...
2.3.1. Momentum leképezés . . . . . . . ..o
2.3.2. Lie-Poisson zarojel és koadjungalt palya szimplektikus forméja . . . . . .
2.3.3. Marsden—Weinstein redukcioé . . . . . .. ..o
2.3.4. Lie-csoport koérinté nyalabja . . . . . . ... ..o
2.4. Els6 példa: racionalis Calogero modell . . . . . . . . .. ... ... ...

2.5. Masodik példa: hiperbolikus Sutherland és racionalis Ruijsenaars—Schneider

modellek . . . . L.

2.6. Tanulmanyozni kivant rendszerek . . . . . . . . . .. ... oL

. A racionalis Ruijsenaars—Schneider modell szuperintegralhatosaga
3.1. Extra mozgasallandok explicit konstrukcidja . . . . . ... ..o oL

3.2. Nem-kompakt hatas-szog valtozok és szuperintegralhatosag . . . . . . . . . . ..

. Egy integralhat6 BC(n) Sutherland modell
4.1. Csoportelméleti hattér . . . . . . . . .. ..

4.2. Szimmetria redukcid . . .. L L L

. A trigonometrikus Sutherland modell és dualisa
5.1. Eltkésziiletek a T*U(n) szimplektikus redukciojahoz . . . . . . . . ... ... ..
5.2. T*U(n) redukcioja és dudlis rendszerek . . . . . . . .. ... ... L.

5.2.1. A trigonometrikus Sutherland modell . . . . . . . ... ... ... . ...



TARTALOMJEGYZEK 2

5.2.2. A trigonometrikus Sutherland modell Ruijsenaars dualisa . . . . . . . . . 52

5.2.3. Dualitési transzformacié . . . . . . . ... 60

5.3. Feddleképezések és dualitasok . . . . . .. ..o oo 61
5.3.1. Diszkrét szimmetridk és fed6leképezések a redukcio elétt . . . . . . . .. 62

5.3.2. G-szimmetria és KKS redukcié . . . . .. .. ... ... ... 63

5.3.3. (T*SU(N))rea két modellje . . . . . . ... ... oL 64

5.3.4. Diszkrét redukciok és dualitasok . . . . . . ..o 66

5.4. Figgelék a Sutherland modell fazistereirsl . . . . . . . . ... .. .. ... ... 67
5.4.1. Megkiilonboztethets részecskék az egyenesen . . . . . . . .. .. oL 67

5.4.2. Megkiilonboztethetd részecskék a korom . . . . . . o000 L 69

5.4.3. Megkiilonboztethetetlen részecskék a kérén . . . . . . . . ... 71

5.4.4. Q(n) egy koordinatazasa . . . . . . ... ... 72

6. Osszefoglalas 74
7. Summary 77
Ko6szonetnyilvanitas 80

Irodalomjegyzék 81



1. Bevezetés

Az elmult évtizedek soran az integralhato, egzaktul megoldhato rendszerek vizsgalata a
matematikai fizika egy jelentSs agava valt. Szamos példat taldlhatunk integralhatd rendszer-
ekre a hidrodinamika, a nemlinearis optika, a részecskefizika és az altalanos relativitaselmélet
teriiletén. Fontossaguk egyik oka az, hogy gyakorta alkalmas kiindulé pontot nytjtanak bo-
nyolultabb nemlineéris jelenségek vizsgalatdhoz. Realisztikus modellek gyakran targyalhatok
egzaktul megoldhaté problémak perturbacioiként. Az integralhatoé rendszerek felhasznéalhatok
numerikus modszerek pontossaganak ellenérzésére is.

Az integralhatosagot egyszertibb néhany példaval illusztralni, mint precizen definialni. Els6
példaként egy jol ismert klasszikus térelméleti integralhatoé modellt, a Korteweg—de Vries (KdV)
egyenletet [17, 48] emlitjiik, mely az alabbi alakban irhato:

01 — O2p — 60,0 = 0. (1.1)

A fenti egyenlet sekély csatorndban halad6 egydimenziosnak tekintheté vizhullamot ir le,
melynek magassaga ¢ = ¢(x,t). Ilyen hullamokat elészor Scott—Russell figyelt meg 1834-ben
[17]. A megfigyelt, térben lokalizalt hullamok alland6 sebességgel haladtak, mikézben magas-
saguk és alakjuk valtozatlan maradt. Az ilyen megoldasokat szolitonoknak nevezziik. Az (1.1)
egyenlet

d(x,t) = 2x*cosh™?(kx — 4r3t — k) (1.2)

1-szoliton megoldasat Korteweg és de Vries irta fel, ahol x és xy konstansok. A Korteweg—de
Vries (KdV) egyenletben a 6¢0,¢ nemlineéris tag kompenzélja a 93¢ diszperziv tag hatésat,
igy a hullamcsomag nem folyik szét. Egy masik nevezetes, szoliton megoldasokkal rendelkezd
integralhat6 modell a sine-Gordon egyenlet:

0} — 02¢ +sin® ¢ = 0, (1.3)

amely felfoghato a Klein—-Gordon egyenlet [29] perturbaciojaként is. A sine-Gordon egyenlet
modellezhets rugalmas gumiszalaghoz rogzitett fizikai ingak sorozataval. Az ingak szogelfor-
dulésat ¢ = ¢(x,t) adja meg. Az egyenlet 1-szoliton megoldésa a kovetkezs alakban irhato:

— vt

¢(x,t) = 4arctan T 4. (1.4)
V1—v?/c?

A sokszoliton megoldasok egy érdekessége, hogy a szolitonok képesek ,athaladni” egyméson, az

athaladés utan a kolcsonhato szolitonok fazisa megvéltozhat, de az alakjuk valtozatlan marad.

A két legismertebb klasszikus fizikai integralhato rendszer az izotrop harmonikus oszcillator
és a Kepler probléma. A dolgozatban egy térdimenziéban mozgé integralhatoé sokrészecske
rendszerek klasszikus integralhatdsdganak néhany aspektusat targyaljuk. A kovetkezSkben az
ugynevezett Calogero—Sutherland és Ruijsenaars—Schneider tipust integralhaté modellek egyes
valtozataival ismerkediink meg.

A Calogero—Sutherland tipust modellek {10, 37, 51| a véges dimenzios dinamikai rendszerek
azon csoportjdba tartoznak, amelyek integralhatéak mind klasszikus, mind kvantum szinten.
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Ezek a modellek tetszéleges szamu (n > 2) pontszert részecskét irnak le, melyek egyenesen
vagy korén mozognak és egymassal parkolcsonhatasban allnak. A koztiik felléps kolesonhatas
tobbféle alaku fliggvény lehet. A legfontosabb esetekben ez a kolecsonhatés a részecskekoordinéta
kiilonbségek racionalis, hiperbolikus, trigonometrikus vagy elliptikus fliggvénye. Az n részecs-
kés racionalis modell integralhatosagéval Calogero elészor kvantummechanikai kontextusban
foglalkozott [9], kés6bb Moser latta be a modell klasszikus integralhatosagat [36]. A modell

Hamilton-fiiggvénye
rat Cal — sz +9 Z (15>
J#k
ahol ¢ tetszGleges valds csatolasi alland6. A racionalis Calogero modell trigonometrikus al-

talanositasa Sutherland nevéhez fizédik [50]. A Sutherland modell trigonometrikus valtozatat
a

Hirig—suth = sz +9g Z S0 (g — g~ (1.6)

Hamilton-fiiggvény irja le, mig a hiperbolikus Valtozatot a

1 — 1
Hyypsuth = = Y pi° + ¢ — - (1.7)
P 2 ; ; sinh?(¢g7 — ¢*)

Hamilton-fiiggvény szolgaltatja. A fenti modellek egyes valtozatai alkalmasak szoliton egyen-
letek megoldasainak vizsgalatara is. A ,Calogero-részecskék” mozgasdnak megfeleltethetd bi-
zonyos KAV megoldasok polusainak és zérohelyeinek idsfejlédése [11].

A Ruijsenaars—Schneider modellek [10, 46] szintén n darab egy térdimenzidéban mozgo kol-
csonhato részecskét frnak le. A részecskék kozti altalanositott péarpotencial a legfontosabb
esetekben ugyancsak a részecskepoziciok raciondlis, trigonometrikus, hiperbolikus fliggvénye.
Az emlitett kolesonhatéasokhoz tartozo modelleket az alabbi Hamilton-fiiggvények irjak le:

n ‘ r 9
Hors = E cosh(&) | | 1—1—9—] (1.8)
c
j=1

2(q. 2
k£j L c (QJ Qk)

Hiyigrs = CQZcosh(%)H 1+M] (1.9)

o (0 )

n

Hyyp-rs = CQZcosh(%)H —l—l— - sint(g/¢) ] , (1.10)

=1 i L s — )

ahol g tetszbleges valos csatolasi allando és ¢ pozitiv valés paraméter. Az (1.8)-(1.10)-ben
definidlt Ruijsenaars—Schneider Hamilton-fliggvények nem-relativisztikus limeszeként vissza-
kapjuk az (1.5)-(1.7) Caloger-Sutherland Hamilton-fiiggvényeket (pl.: lim, soo Hrat_rs — nc? =
Hiat—cal). Tovabba mindharom modell rendelkezik egy eltolés és egy ,,boost” generatorral, ame-
lyek a Hamilton-fiiggvénnyel egyiitt a Poisson zardjelen keresztiil az 1 4+ 1 dimenziés Poincaré
algebrat generéljak. A Ruijsenaars—Schneider modell kapcsolatba hozhato6 integralhaté parciélis
differencialegyenletek szoliton megoldasaival. Példaul az n részecskés hiperbolikus Ruijsenaars—

Schneider modell alkalmas a sine-Gordon modell n-szoliton megoldasainak leirasara |43, 46].
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A dolgozat f6 célja bemutatni a sokrészecske rendszerek leirdsanal gyakran alkalmazhato
szimmetria-redukciés technikit és néhany alkalmazéasat. Az integralhato sokrészecske rend-
szerek aktualis kérdései koziil a szuperintegralhatosdggal és a dualitasi transzformaéacioval
foglalkozunk részletesebben egy-egy példan keresztiill. Ezeket a kérdéseket az emlitett
Sutherland és Ruijsenaars tipust rendszerek érdekes specidlis eseteiben tanulméanyozzuk. A
vizsgalt példakon keresztiil illusztraljuk a csoportelmélet altal szolgaltatott geometriai kép
hasznosségét.

A 2. fejezetet bevezetd jellegl résszel inditjuk, amelyben attekintiink néhany fontosabb
fogalmat a hamiltoni dinamikai rendszerekkel és a Liouville integralhatoséggal, illetve a szu-
perintegralhatosaggal kapcsolatban. Itt ismertetjiik az integralhatoé rendszerek témakorében
kulcsszerepet jatsz6 Lax par és r-méatrix fogalmat is. Ezutan a 2.3 alfejezetben egy igen
hasznos technikaval, a Marsden—Weinstein szimmetria-redukcios eljarassal és az eltolasi triikkel
ismerkediink meg. Ezt a modszert akkor alkalmazhatjuk, ha egy hamiltoni dinamikai rend-
szer invarians valamely Lie-csoport fazistéren értelmezett hatésara nézve. Ekkor a hatassal
faktorizalva alacsonyabb dimenzios hamiltoni rendszer adodik. A szimplektikus redukciot tar-
gyal6 rész lezarasaként konkrét példakon keresztiil illusztraljuk a moédszer hasznossagat. Véz-
latosan bemutatjuk a racionalis Calogero, a hiperbolikus Sutherland és a racionalis Ruijsenaars
modell hamiltoni redukcios levezetését. Végiil a 2.6 alfejezetben roviden ismertetjiik a késébb
részletesebben vizsgalt rendszereket, melyek mindegyike elGall a szimmetria-redukcios eljaras
alkalmazasaval.

A 3. fejezetben egy szuperintegralhaté rendszert vizsgalunk, nevezetesen a racionalis
Ruijsenaars—Schneider modellt. Az olyan Liouville integralhaté rendszereket nevezik szuper-
integralhatonak, amelyek a Poisson kommutalé6 mozgasallandokon kiviil extra idéfiiggetlen
mozgasallandokkal rendelkeznek. Vizsgalatainkhoz felhasznaljuk a racionalis Ruijsenaars—
Schneider modell 2.5 alfejezetben véazolt szimmetria-redukcios levezetését. A fejezetben al-
kalmas fiiggvényekkel realizaljuk a Wojciechowski altal a racionalis Calogero modellben kimu-
tatott Poisson zardjel algebrat [55]. A megfelel Poisson zarojel relaciokat direkt szamolas
helyett szimmetria-redukcios gondolatmenettel hatarozzuk meg [4]. Az emlitett algebrat fel-
hasznaljuk extra mozgasallandok konstrukcidjara. A fejezet masodik felében a globélis nem-
kompakt hatas-szog transzformécio és a maximalis szuperintegralhatosig kapcsolatat mutatjuk
be.

A 4. fejezetben a hiperbolikus Sutherland modell egy tgynevezett BC(n) altalanositasaval
foglalkozunk, mely ,t6ltott” részecskét tartalmaz. Az elsd ilyen altalanositas Calogero nevéhez
fiiz6dik [10], melyet késébb Olshanetsky és Rogov interpretalt szimmetria-redukcios nézépont-
bol [38]. Az altalunk vizsgalt altalanositas a pozitiv félegyenesen mozgo pozitivan és negativan
t0ltott részecskéket ir le. Az azonos toltésti részecskék kozott taszitdé mig az ellentétes toltéstiek
kozott vonzo kolesonhatas 1ép fel. A részecskék kolesonhatnak egy az origdban lefixalt toltéssel
és tiikkorképeikkel is. A fejezetben szimmetria-redukcios modszerrel vezetjiik le a modellt [5],
amelyhez az SU(n,n) Lie-csoportot hasznaljuk. Itt elgszor rovid attekintést adunk az SU(n, n)
Lie-csoportrol és Lie-algebrajarol. Ezutan alkalmas moédon redukéljuk az SU(n,n) csoporton
mozgo ,szabad részecskét”, amelynek eredményeként adodik az emlitett modell. Az eljaras nagy
elénye, hogy a modell Liouville integralhatosidga automatikusan teljesiil. Végezetiil bemutatjuk,
hogy a redukalt modell hamiltoni folyamai hogyan konstruélhatéak meg a szabad folyamokbol
kiindulva.



BEVEZETES 6

Az 5. fejezetben a trigonometrikus Sutherland modell dualitasi relacioit vizsgéljuk. Ezt
a problémat méar Ruijsenaars [44] is vizsgélta, azonban munkija nem foglalkozik az altalunk
[20]-ben kidolgozott csoportelméleti-geometriai interpretécioval. Dualitasrol Liouville integral-
hato sokrészecske rendszerek esetén szokas beszélni. A dudlis parok kozott 1étezik egy olyan
szimplektomorfizmus, ami azonositja az egyik rendszer hatas valtozo6it a maéasik rendszer ré-
szecske pozicid valtozoival és forditva. Ezt a transzforméciot dualitasi transzformécionak nevez-
tartoznak. Valasztastol fliggen a modell egyenesen mozgd megkiilonboztethets vagy koron
mozgd megkiilonboztethetd, illetve megkiilonboztethetetlen részecskéket ir le. Az emlitett kon-
figuracios terek kozott feddleképezések vezethetSk be, amelyek szimplektikus fedGleképezéseket
indukalnak a megfelels fazisterek kozott. Mindharom fazistérvalasztashoz alkalmas duélis
Ruijsenaars modell tartozik. A fejezetben a [20] cikkiinket kvetve bemutatom az imént vazolt
fedGleképezések és dualitasi transzforméaciok kapcsolatat az

R x SU(n) — U(1) x SU(n) — U(n) (1.11)

csoportelméleti homomorfizmusokkal. Vizsgélatainkhoz ez esetben is a szimmetria redukciot
hivjuk segitségiil. A fejezet els6 felében leirjuk az U(n) koérinté nyalabjanak szimplektikus
redukcidjat. Majd a redukalt fazistér két modelljét konstrualjuk meg, melyek a felhasznalt
geometriai képnek koszonhetGen természetes modon dualis kapcsolatban allnak. Ezutan is-
mertetjiik az U(n) fedéseihez tartozo koérint6 nyalabokbol adodo redukalt fazisterek modelljeit
és a dualis modellparok, valamint a fedGterek kozt fennallo kapcsolatokat.

A dolgozat utolso fejezetében roviden Osszefoglaljuk a f6bb eredményeket és megemlitiink
néhany érdekes nyitott problémat is.



2. Hattérismeretek attekintése
2.1. Analitikus mechanikai alapok és integralhatésag

Ebben az alfejezetben el6szor attekintjiik az analitikus mechanika targyalasat Lagrange és
Hamilton formalizmusban; majd ratériink az integralhatosaggal és a szimmetria redukcioval
kapcsolatos fogalmak és technikdk ismertetésére.

Tekintsilink egy konzervativ, holonom mechanikai rendszert, melynek n dimenzios konfigu-
racios tere lokalisan () C R™. A lehetséges mozgaséallapotok halmazat a konfiguracios tér T'Q)
érint nyalabja, az tgynevezett sebességfazistér alkotja. A sebességfazistér a (q,¢) pontok (az
altalanos koordinatak és altalanos sebességek) halmaza.

A Lagrange formalizmusban alapvets szerepet jatszik az extremalis hatas elve, amelyet
Hamilton-elvnek is neveznek. A Hamilton-elv kimondja, hogy a megvaldsul6 idéfejlédés a hatas-
funkcional (S) extrémumahoz tartozik; a hatés a Lagrange-fiiggvény (L) iddintegraljaként all
els, azaz a kovetkezd funkcional extrémumat keressiik:

sl = [ D) (21)

Vizsgéaljuk meg a hatés variaciojanak elttinését (0.5 = 0), a végpontok fixen hagyésa (0q(t1) =
dq(t2) = 0) mellett, figyelembe véve a variaciok (d¢*-k) fiiggetlenségét! Igy a hatas extrémuma-
nak sziikséges feltételéhez, az Euler-Lagrange egyenletekhez jutunk:

doL _ oL
dt ot 0q'’

i=1,...,n. (2.2)

Természetes mechanikai rendszerek [3| Lagrange-fiiggvénye L = T'—V alakd, ahol T" a kinetikus,
V pedig a potencialis energiat jeloli.

Lagrange formalizmusrél Hamilton formalizmusra a Legendre transzformécio segitségével
térhetiink at. Ennek lényege az, hogy 1j fiiggetlen véltozoknak tekintjiik az altaldnos ko-
ordinatakat és az altalanos impulzusokat. Az éltalanos impulzusok a Lagrange fliggvénybdl az
alabbi médon adddnak:

oL .
pi:a—qi, i=1,...,n. (2.3)
Az attérés soran megkoveteljiik a (%) Jacobi métrix invertalhatosagat. Abban az esetben,

ha ez nem teljesiil kényszerek bevezetése és a Dirac algoritmus elvégzése valik sziikségessé. A
kényszeres rendszerek vizsgalatarol Dirac [16] munkajaban, valamint Henneaux és Teitelboim
[28] mtivében olvashatunk. A Lagrange-fiiggvénybdl Legendre-transzformacio segitségével a
kévetkez6 modon adodik a rendszer Hamilton-fliggvénye:

H(q,p) = Zmi — L(q,q). (2.4)
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A rendszer idéfejlédését a Hamilton-féle kanonikus egyenletek irjak le:

d¢  0H dp; _oH
dt  9op;,’ dt  O¢’

i=1,...,n. (2.5)

Az itt hasznalt &ltalanos koordinatdk és altalanos impulzusok Osszességét kanonikus ko-
ordinataknak nevezziik. Ezek a @) konfiguracios tér T*Q) koérinté nyaldbjat parametrizaljék,
amely momentumfazistér néven is ismeretes.

A szimplektikus formalizmus lehet&séget ad arra, hogy a Hamilton formalizmust kiterjessziik
altalanosabb P sokasagra.

Lassuk el P-t egy w 2-formaval. A (P,w) par szimplektikus sokasagot alkot, amennyiben
w eleget tesz a kovetkezé tulajdonsagoknak:

1. w zart, azaz dw = 0

2. w nem-degeneralt.

Ekkor w-t szimplektikus formanak nevezziik. A szimplektikus forma gyakran egy 6 1-forma
kiils§ derivaltjakeént adodik. A T*Q koérintd nyalab esetében w = Y. dp; Adq" és 0 = >, pidg".

Tekintsiink a (P,w) szimplektikus sokasagon egy f € C*(P) fiiggvényt. Ilyenkor X ;-et az
f fliggvény hamiltoni vektormezg&jének nevezziik, ha eleget tesz az alabbi Osszefiiggésnek:

wa (v, X¢(z)) = (df (z),v) Vv eT,P, (2.6)

a sokasag Vxr € P pontjaban. Ekkor a H Hamilton-fliggvényhez tartozé iddfejlédést
meghatarozo egyenlet

= Xn(c(t)), (2.7)

ahol ¢(t) az Xy integralgorbéje.

A Hamilton formalizmushoz kapcsolodoan célszerii bevezetni a Poisson zardjel fogalmat. A
Poisson zarojel {-,-} egy P sokasdgon olyan C*(P) x C*°(P) — C>(P) leképezés amire igaz,
hogy:

1. bilinearis

2. antiszimmetrikus {f, g} = —{g, f}

3. teljesiti a Jacobi azonossagot {{f,g},h} + {{g,h},f} +{{h,f},9} =0
4. kielégiti a Leibniz-szabalyt {fg,h} = f{g,h} + {f, h}g.

A (P,{-,-}) Poisson sokasag, ha {-,-} kielégiti az emlitett feltételeket.

Tiintesstink ki a (P, {-,-}) Poisson sokasagon egy H € C*(P) fliggvényt, ekkor (P, {-,-}, H)
Hamilton-féle dinamikai rendszert alkot. A rendszer dinamikajat a kovetkezd egyenlet definialja:

Z—‘i:{f,H}, Vf el (P). (2.8)
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Vezessiink be a P sokasdg egy pontjanak kornyezetében (z!, ..., z") lokélis koordinatakat.
Tovabba definialjuk a B*# := {z, °} Poisson tenzort. A Leibniz-szabély kovetkezményeként
f,g € C=(P) fuggvények Poisson zarojele lokalisan megadhaté az alabbi modon:

of o
oy =SBl 00 (2.9
a,B8

Fontos megjegyezni, hogy barmely (P,w) szimplektikus sokasag természetes moédon Poisson
sokaséag is. Ilyenkor az w szimplektikus formabol a kovetkezd Gsszefliggéssel adédnak a megfelel§
Poisson zarojelek:

{f,9} =w(X,, Xy). (2.10)
A Poisson zarojelre (2.10) szerint az alabbi egyenlGségek is teljesiilnek
Xg(f) = Lx, f = df (Xy) = w(Xg, Xy) = {f. g} (2.11)

Fézistérre példaként tekintsiik az R™ koérinté nyalabjat, 7T*R" =~ R" x R" =
{(¢,p) ¢, € R", p € R"} és a kanonikus szimplektikus format, w(q,p) = >, dp; A dq'. Ekkor
egy f fiiggvényhez tartoz6 hamiltoni vektormezg

& /of 0 of
Xf_Z(%-@qi 8q1'8p¢>' (2.12)

i=1

Természetesen hasonld formula érvényes lokalisan barmely T koérint6 nyalab és a megfelels
szimplektikus forma esetén.

2.2. Integralhatosag, szuperintegralhatosag

Legyen (P,{:, -}, H) egy 2n dimenziés Hamilton-féle dinamikai rendszer. Ezt a rendszert
Liouville integralhatonak nevezziik, amennyiben rendelkezik n fiiggetlen, egymassal Poisson
kommutal6 h; € C®(P) mozgasallandoval', amelyekhez tartozo vektormezsk teljesek.

A Liouville tétel kimondja, hogy Liouville integralhaté rendszer esetében a mozgasegyenlet
megoldéasa kvadratiraval megadhato.

Rogzitsiik le egy 2n dimenzios Liouville integralhat6 rendszer h; involuciéban all6 mozgas-
allandoinak értékét. Szoritkozzunk a h; mozgaséllandok, hogy

Ppo = {z € Plhi(z) = h) € R Vi} (2.13)

kozos szintfeliiletére. Legyen h° reguléris értéke a h = (hy,...,h,) : P — R™ leképezésnek.?
Ekkor az Arnol’d—Liouville tétel [3| kimondja, hogy:

LA h; fiiggvényeket megvalaszthatjuk gy hogy egyikiik megegyezzen a rendszer Hamilton-fiiggvényével H-
val.
2Egy adott h¥ regularis értéke h-nak, amennyiben T,k sziirjektiv minden z € Pjo pontban.
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1. Ppo egy kornyezetében bevezethetsk Iy, ... 1, ¢1,..., ¢, koordinatak I; = I;(h) invertal-
hato relaciokkal, melyekre {¢y, I;} = 0,,. Termeészetesen teljesiil az egymassal invold-
cioban allo hatasvaltozokra

dl;
2. Amennyiben Pj,o kompakt, akkor ¢i,...,¢,-k valaszthatok modulo 27 értelmezett ko-
ordinataknak és Pjo diffeomorf az n dimenzios torusszal. Ilyenkor Iy, ... I, hatasvaltozok,
mig ¢, ..., ¢, szogvaltozok néven ismeretesek.

A fenti allitasokban implicite azt is feltettiik, hogy Pjo Osszefiigg6. Ez nem jelenti az &l-
talanossiag megszoritasat, hiszen mindig fokuszalhatunk Pjo egy Osszefiiggd komponensére.

Liouville integralhato rendszerre kozismert példak a harmonikus oszcillator, a Kepler prob-
léma, valamint a késébb ismertetends Calogero tipusit modellek.

A H(q,p) = p*/(2m) + (1/2)mwiq® Hamilton-fiiggvénnyel jellemzett harmonikus oszcilla-
tor esetében a ¢, p kanonikus koordinatak és a ¢, J szog és hatasvaltozok kozott a kovetkezs
kapcsolat all fenn:

2J
q= sin(¢) és  p=+2mwocos(¢) .

mwo

A sz6g- és hatasvaltozok fontos szerephez jutnak az adiabatikus invariansok meghatarozasanal
és a kanonikus perturbaciészamitasban. Az emlitett modszerek elméleti hatterérsl példaul José
és Saletan [30] konyvébdl nyerhetiink attekintést.

Akkor beszéliink szuperintegralhaté rendszerrdl, ha egy 2n dimenzioés Liouville integral-
hato rendszer rendelkezik tovabbi 1 < k < n — 1 mozgaséallandoval, legyenek ezek f; € C°(P),
tovabba igaz a

hiyoo o ha, f1yoo 0 fx (2.14)

mozgaséallandokra, hogy fliggetlenek a P sokasag egy stri részhalmazan. Maximalisan szu-
perintegralhat6 rendszerrdl beszéliink, ha a rendszer maximaélis szdmu extra mozgasallandoval
rendelkezik, azaz k = (n — 1).

A szuperintegralhatosdg témakorét altaldnosan attekintd irodalomként a Tempesta és
Winternitz altal Osszeallitott [52] kiadvanyra tamaszkodhatunk. Maximalis szuperintegral-
hatosag esetén a hy és f) allandok altal meghatarozott kozos szintfeliilet

(2

(Vi=1,...,n) ¢ fi=f (Vji=1,...,(n—1)) (2.15)

kompaktsagabol kovetkezik, hogy a (P, {-, -}, H) rendszer folyamai periodikusak.

Periodikus folyamokkal rendelkezd szuperintegralhato rendszerekre példa a harmonikus osz-
cillator, valamint a Kepler probléma negativ energids szektora. Tovabbi példakat jelent a
Kepler probléma néhény altalanositasa, melyekrsl Ballesteros és tarsszerzoi [8] publikaciojaban
olvashatunk. Az alacsony dimenziés szuperintegralhato rendszerek klasszifikalasarol bévebben
Evans, valamint Miller és munkatérsai [19, 31| cikkeiben olvashatunk.
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2.2.1. Lax par

Az integralhato rendszerek vizsgélatanal gyakran hasznalt technika a mozgasegyenlet Lax
par segitségével torténd szarmaztatasa, mellyel kapcsolatban ismertetiink néhény alapvetd fo-
galmat. El6szor is definidljuk a Lax-féle dinamikai rendszer fogalmat.

Tekintsiink egy (P, {, -}, H) hamiltoni rendszert a dz,/dt = {z,, H} dinamikai egyenlet-

tel. Ekkor azt mondjuk, hogy ez Lax-féle rendszer, ha taldlhaté egy G matrix Lie-algebra és
L(z), P(z) € G fiiggvények, melyekkel az evolicios egyenlet Lax alakban irhato:

dL
— =[P L]. 2.16
—p (2.16)
Itt L az ugynevezett Lax matrix, a P és L egyiitt alkotja a Lax part. Vegyiik észre, hogy L
barmely pozitiv k hatvanyara teljesiil a dL*/dt = [P, L¥] ésszefiiggés, ahonnan azonnal adodik,
hogy tr(L*) mozgasallando. Tehat L sajatértékei is idében allandoak.

A mozgésegyenlet elGallitdsa Lax par segitségével nem egyértelmt. Legyen G egy matrix
Lie-csoport, melynek Lie-algebraja G, tovabba legyen g(x) € G tetszbleges matrixfiiggvény.
Ekkor az alabbi ,mértéktranszformécio”

L— LY = glLg (2.17)
P—— P! = g 'Pg+gg (2.18)

meg6rzi a Lax-egyenlet alakjat és a tr (LF) = tr ((Lg)k> osszefliggés is fennall.

2.2.2. Klasszikus r-matrix

Az integralhato rendszerek leirdséanalak fontos kérdése, hogy milyen algebrai struktarak
allnak az integralhatosag hatterében. Itt kozponti szerepet jatszik a mar megismert Lax paron
kiviil az ugynevezett R-méatrix modszer. ElGszor is ismertetjiik a téméaban alapveté Babelon—
Viallet tételt, melyet a [7]| cikkben publikaltak.

Tegyiik fel, hogy az evolucios egyenletiink (2.16) Lax alakban irhat6. Ekkor érdekes prob-
léma lehet az L Lie-algebra értéki fiiggvények egymas kozti Poisson zérdjeleinek vizsgalata.
Ehhez fejtsiik ki L-et a G Lie-algebra {7;} béazisdban, azaz irjuk L =Y, L'T; alakban. Ezutan
meghatérozhatjuk az L' fiiggvények egymas kozotti Poisson zarojeleit, { L, L7 }-t. Az eredményt
az aldbbi modon foglalhatjuk Gssze:

{Li, Lo} =) {LL DY @T;, (2.19)
i7j
ahol alkalmaztuk az Ly, = L ® 1 és Ly = 1 ® L jeloléseket.

Babelon és Viallet [7]| munkajaban megmutatta, hogy a (2.19) egyenlet alkalmas a,b € GRG
fiiggvényekkel
{L1, Lo} = [ara, L1] + [b12, Lo (2.20)

alakban frhat6, amennyiben a tr(L*) fiiggvények egymassal involicioban allnak.? Kihasznalva

SAdott a € G ® G esetén alkalmazzuk az ajp =, ; a9T; @ Ty és ag = Zi-j a?'T; ® Ty jeloléseket.
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a Poisson zarojel antiszimmetrikussagat a (2.20) egyenlet j alakban frhato. A

1
T2 = 5(@12 — ba1) (2.21)
jelolés bevezetésével a (2.20) Osszefliggés az
{L1, Lo} = [r12, Ln] — [ra1, Lo] (2.22)

alakot Olti. Itt r-et dinamikai r-méatrixnak nevezziik. Specialis esetekben r konstans (nem-
dinamikai) is lehet. Nem-degeneralt invarians (-,-) skalaris szorzattal rendelkezs Lie-algebra
esetén tekinthetiink r-re G — G lineéris leképezésként a

R(X):=) r)T{(T;,X) VX eg (2.23)
2%
definicié felhasznalasaval. Ha L(X) := (L, X), akkor a megismert Osszefiiggések alapjan
belathato, hogy
(LX), L)Y = L(X,Y]g), ahol [X,V]g = [R(X), Y]+ [X,R(Y).  (224)

Erdemes megjegyezni, hogy minden Liouville integralhaté rendszer alkalmas nilpotens
Lie-algebra segitségével Lax alakban irhato és ezt felhasznalva megkonstrualhaté az r-matrix
struktira is. A [7] cikket kovetve tekintsiink egy N Lie-algebrat, melynek {E;, H;} bézisara
teljesiilnek a

[Hi, HJ] = 0, [H“ E]] = 251jE] , [EZ, EJ] =0 (225)

kommutéacios relaciok. A szog- és hatasvaltozokat hasznalva az

OH(I)
a1,

L= (LH+2Li¢E) é P=-— E; (2.26)

i

fliggvények alkotjak a Lax part és a megfelel§ r-méatrixot az aldbbi moédon adhatjuk meg:

ro=» (i@ H—H ®E). (2.27)

i

2.3. A szimplektikus redukcié médszere

A dolgozatban késébb sokat hasznalt Marsden—Weinstein redukcios eljaras lényege az, hogy
a szimmetridhoz tartozdé megmaradé mennyiségek (,momentum”) értékét rogzitve a hamiltoni
dinamikai rendszer egy alacsonyabb dimenzios faktortérre vetithets, és igy csokkenthetjiik a sza-
badséagi fokok szaméat. Az altalunk tanulményozni kivant rendszerek tobbsége elGéll valamilyen
magasabb dimenzios konfiguracios téren torténé mozgas redukcidjaként.



HATTERISMERETEK ATTEKINTESE 13

2.3.1. Momentum leképezés

A késébbiekben olyan transzformaciokat kivanunk tanulményozni, melyek Lie-csoportot
alkotnak, és a vizsgalt rendszer Hamilton-fliggvénye valamint Poisson zardjele invarians ezekre
nézve. llyenkor a szimmetria csoport minden egyparaméteres részcsoportjahoz tartozik egy
megmarad6 mennyiség. Jol ismert példa a forgasszimmetria haromdimenzios centrélis erétér
esetén. Ekkor a szimmetria csoport az SO(3) Lie-csoport és a megmarad6 mennyiség az im-
pulzusmomentum. Ennek altalanositdsa a momentum leképezés.

Legyen adott (P,{-, -}, G, ¥), ahol (P, {:,-}) Poisson sokasag, G' Lie-csoport, toviabba ¥ a
G Lie-csoport bal hatésa P-n.

A U csoporthatast kanonikusnak nevezziik, ha invaridnsan hagyja a Poisson zarojeleket,
azaz

Ui {Fy, By} = { U, Fy, Ul Py} (2.28)
fennall VFy, Fy, € C™ (P) és Vg € G esetében.

Legyen (P,w) szimplektikus sokasag. A WU csoporthatast szimplektikusnak nevezziik,
amennyiben Viw = w fennall Vg € G-re. Ilyenkor a hatés szimplektikussdga ekvivalens a
kanonikussagaval.

Barmely ¢ € G Lie-algebra elemhez hozzarendelhetiink egy &p vektormezét P-n, amit
infinitezimalis generatornak neveziink. Ezt a vektormez6t az alabbi Osszefiiggés definidlja:

d

&p(z) = E\Ifexp(tg)(z) . (2.29)
t=0

Belathato, hogy egy &p infinitezimalis generdtor W -i-el torténd ,visszahizottjara” igaz, hogy
Vg-i&p = (Adg)p. (2.30)

A fenti Osszefiiggés infinitezimalis valtozata:

&pomp] = =& mlp - (2.31)

A kanonikus csoporthatéas (2.28) definiciojanak infinitezimalis alakja

Ep {Fh, Bo}] = {&p (1], o} + {F1,ép [ B2} (2.32)

Itt a &p[F) jeloli az F fiiggvény derivaltjat &p mentén.

Szimplektikus esetben az L¢,w = 0 Osszefliggésre jutunk, azaz §p lokélisan hamiltoni vek-
tormezd. Hasson a G Lie-csoport kanonikus moédon a P Poisson sokasagon. Tegyiik fel, hogy
létezik egy linearis leképezés J : G — C*° (P) amelyre igaz, hogy a J(£)-hez tartozé hamiltoni
vektormez§ eleget tesz az aldbbi egyenléségnek:

XJ@) =¢p, VéE eq. (233)
Definialjuk a J : P — G* leképezést a kovetkezSképpen:

(J(2),6) = J(€)(2), VEEG és VzeP. (2.34)
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Ekkor a J leképezést momentum leképezésnek nevezziik. Felhasznélva az inﬁnitezimélis

c stz

ponensek Poisson zardjeleihez tartozo hamlltonl vektormez6k kozott a kovetkezd alapvets
fontossagu Osszefiiggésre jutunk:

Xigea)y = & nlp = =[&p,1p] = =[Xue), Xum] = Xn©.omy- (2.35)

A fenti Gsszefiiggésnek egy elegendd feltétele, amely a "legszebb" esetekben fennéll:

(&) ={J &), J)},  VE&neg. (2.36)

Ezekben az esetekben a hatast hamiltoni csoporthatasnak nevezziik.

A J momentum leképezést ekvivariansnak nevezziik, ha eleget tesz az alabbi feltételnek:

JoW, =Ad oJ. (2.37)
Ezt a kovetkez6 kommutativ diagrammal szemléltethetjiik:
P — g
T
J *
P — G

Itt Adtt : G* — G* jeloli a koadjungalt hatést, amely az Ad, : ¢ — G adjungalt hatésbol az
Adti (Ad,-1)" definicioval szarmaztathato.
Belathato, hogy az ekvivariancia infinitezimélis valtozata a (2.36) Osszefliggés. A bizonyitas

és a fent emlitett fogalmak részletes kifejtése megtalalhaté Abraham és Marsden alapvets
monografidjaban [1].

2.3.2. Lie—Poisson zardjel és koadjungalt palya szimplektikus forméaja

Gyakran hasznalt Poisson zardjel az tgynevezett Lie-Poisson zarojel, amelynek egy specialis
esete a mar emlitett haAromdimenzios forgascsoport esetén az impulzusmomentum Poisson zaro6-
jel algebra. A Lie-Poisson zéaréjel fogalma Sophus Lie-t6l ered.

Minden G Lie-algebra dualisa, G*, Poisson sokasag a Lie—Poisson zardjellel, amit a
kovetkezdképpen definidlunk:

{fohy () = (s [V (), VR(w)]) (2.38)

ahol 1 € G* és f,h € C°°(G*), tovabba G-t azonositottuk a G**-al, igy V f(u) € G.4

Legyen G bazisa T,, valamint duélis bazisa 7. Jelolje C{, a G struktura allandoit ([T, T.] =
CpT,). Amennyiben kifejtjiik p-t lokalis koordinatakban (=" p,I*) a Lie-Poisson zarojel
az alabbi formaban ifrhat¢ fel:
of Oh
h Chy 2.39
{f7 } Z bca aluc ( )

a,b,c

4Ttt Vf az f fiiggvény ,gradiense”, azaz fennall a (5, Vf(u)) = %‘t:o f(u+t0) Osszefigges Vo € G* esetén.
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Minden koadjungalt palya természetes moédon szimplektikus sokasidgnak is tekinthets.® Ez
az eredmény Kirillov, Kostant és Souriau munkajanak eredménye [33, 34, 49].

A G Lie-csoport O(u) C G* koadjungalt palyajan a szimplektikus forma
WO (1) (adh (), adf (1)) = (,[XY]), VX,V €, (2.40)

ahol ad%, = Xg- a koadjungalt hatés infinitezimalis generdtora. A w®® () szimplektikus
formahoz tartozo Poisson zardjel megegyezik a Lie—Poisson zarojel palyara vett megszoritasaval.

Késébbi szamolasainkban gyakran azonositani fogjuk a G Lie-algebrat dualisaval, invaridns
skalaris szorzat révén. Erdemes még megjegyezni, hogy a koadjungalt hatas kanonikus a
Lie—Poisson zardjelre nézve, azaz

{foAd], g0 AdS}(n) = {f, g} (A} ). (2.41)

A fenti tulajdonsag azonnal adodik a Vf(Adg p) =Ad,(V(fo Adg)(u)) Osszefiiggés és a Lie—

Poisson zéréjel definiciojanak felhasznélasaval. A koadjungélt hatashoz tartozé ekvivaridns
momentum leképezés az identikus leképezés (J(u) = p).

2.3.3. Marsden—Weinstein redukcio

Tobb fontos hamiltoni rendszer esetében a dinamika részben ismert, igy érdemes a méar
ismert valtozokat eliminalni és egy redukalt fazistérre szoritkozni. Ez torténik példaul a Kepler
probléma esetében, amikor az impulzusmomentumot felhasznélva a tobbi egyenlettdl fiiggetlen
radiélis egyenletre jutunk. A Marsden—Weinstein-féle szimplektikus redukcioés technika is ilyen
valtozok elimindlasara ad lehetdséget, bizonyos kényszerek elGirasa utédn. Szamos esetben
valamilyen magasabb dimenzi6ju konfiguricios téren torténé szabad mozgéas megfelels reduk-
cidjaval fizikailag érdekes rendszerek vezethetk le. Az altalunk késGbb vizsgélt rendszerek is
elsallnak igy.

Egy (P,w, H) rendszer esetében a G csoport ¥, hatasa szimmetria, amennyiben kanonikus
modon hat (megdrzi az w szimplektikus format) és invariansan hagyja a H Hamilton-fliggvényt,
azaz

Viw=w ¢é HoV,=H. (2.42)
Legyen J : P — G* ezen csoporthatashoz tartozé ekvivarians momentum leképezés.

A momentum leképezés komponensei Poisson kommutalnak a H Hamilton-fiiggvénnyel,
azaz mozgasallandok. Momentum kényszerek el6irasaval és a szimmetria csoport hatasanak
felhasznalasaval alacsonyabb dimenzi6ju hamiltoni dinamikai rendszerhez juthatunk.

A redukcional megkoveteljiik, hogy a kényszeriil valasztott p momentum érték regu-
laris legyen, azaz a TJ derivalt leképezés sziirjektiv J7'(x) minden pontjaban. Ekkor
J7 () beagyazott részsokasag. A momentum értékét fixen hagyd részesoportja G-nek

°A G Lie-csoport G* 3 1 elemen atmend koadjungalt palyajat az O(u) = {Adg 1 € G*|g € G} halmaz alkotja.
Az Ad* koadjungalt hatas infinitezimalis valtozata adAﬁX7 ami az adjungalt hatas infiniteziméalis valtozatabol
aduX = (ad_x)T osszefiiggéssel adodik.
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G,={yg¢€ G|Adg,u = u}. A tovabbiakban elvarjuk G,-t6l, hogy szabad és ,proper’® moédon
hasson (az utébbi kompakt csoportok esetében automatikusan teljesiil).

A Marsden—Weinstein tétel [35] kimondja, hogy amennyiben a G csoporthatés szimmetridja
a rendszernek és teljesiilnek az emlitett technikai feltételek akkor P, = J '(u)/G, (G,
palyainak tere J~!(u)-ben) sima szimplektikus sokasag lesz. A redukeio egyértelmd (P, w,,, H,,)
Hamilton-féle dinamikai rendszert ad, melyre a

T I (1) = P =371 (1) /G, (2.43)

szubmerzié a megfelel6 hamiltoni folyamokat egymésba viszi.

A (Pu,wu, H,) redukalt rendszer szimplektikus formajat és Hamilton-fiiggvényét
egyértelmtien meghatarozza a kovetkezs két egyenlet:

mw, =itw,  mH, =i\H (2.44)

Itt i, : J7'(u) — P a tautologikus bedgyazas. Rogzitett u elem esetén (P,,w,, H,) helyett
gyakran (Pred, Wred; Hreq)-€t frunk. A redukalt sokasdgon a Poisson zardjelek legkonnyebben
invarians fiiggvények segitségével adhatok meg. Tekintsiik az f és g G-invarians fliggvényeket
P-n. Ekkor teljesiil, hogy:

{fuagu}uoﬂ-u = {fa g}Oiu, (2'45)

ahol f,om, = fo1i,és g,om, = goi, Az f, é g, az tgynevezett redukalt fiiggvények és
{-, -}, az w, szimplektikus formahoz tartoz6 Poisson zarojel.

A tétel bizonyitasarol és a technikai részletekrél bévebben az 1, 25] konyvekben olvashatunk.
A redukci6 soran gyakran a G, csoport palydinak egy globalis szelését keressiik a momentum
kényszer altal kijelolt feliileten, hogy megkonstrualjuk a redukalt fazistér egy modelljét.

A fentieket Osszefoglalva redukciot a kovetkezs algoritmus definialja:

(i) Valasszuk ki a momentum egy p € G* reguléris értékeét, ekkor i, : J™'(u) — P rész-
sokasag.”

(ii) A dualis Lie-algebra p pontjat fixen hagyo csoportelemek egy G, részcsoportot alkot-
nak, ezen részcsoport elemeivel faktorizalunk a kényszerfeliilleten. (Mivel a momentum
leképezés ekvivarians, ezért a G, palyadk tere jol definialt.) Ekkor bevezethetjik a ,
projekciot a palyak terére és (2.45) segitségével meghatarozhatok az invarians fiiggvények
vizsgalatan keresztiil a megfelels redukélt Poisson zéaréjel relaciok.

A redukcié soran megprobaljuk a kényszerfeliilet minden pontjat kényelmes ,normalalakra”
hozni G, hatésa segitségével.

A gyakorlatban igen hasznos eljarasnak bizonyul az tgynevezett ,eltolasi triikk” [1].
Ilyenkor a redukcié végrehajtasa eltt egy (P w™t H' Jox) Kiterjesztett hamiltoni di-
namikai rendszert definidlunk, ahol az eredeti fazisteret kiterjesztjiik a G csoport (—p)-n &tmend

6A U, csoporthatast ,proper” hatasnak nevezziik, ha a G x P — P x P: (g,2) — (®,z, x) leképezés esetén
minden kompakt halmaz 6sképe is kompakt.
"Természetesen itt feltessziik, hogy az J~!(u) nem az iires halmaz.
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koadjungalt palyadjaval, O-val®. A kiterjesztett momentum értékét pedig O-nak valasztjuk. A
kiterjesztett rendszer fazistere

P =P xO,

amit ellatunk az

<'L)ext :w+w0

szimplektikus formaval. Itt w® az O koadjungalt palya (2.40) szimplektikus formaja. A kiter-
jesztett rendszert a

H™ (m, &) = H (m)

Hamilton-fiiggvény definidlja. A momentum leképezés pedig
J* (m, &) =T (m) + &

Ekkor a (P,w, H) redukcidja g momentum értéknél megegyezik (P w™t H™') reduk-
ciojaval a 0 kiterjesztett momentumnal, azaz P = P,. Ez a technika azért el6nyos, mert a
teljes szimmetria csoportot felhasznalhatjuk a redukcional ,normalalak” kereséséhez.

2.3.4. Lie-csoport koérinté nyalabja

A dolgozat késbbi fejezeteiben elGkeriild6 modellek szimmetria-redukcios levezetéséhez
valamely valés G Lie-csoport koérinté nyalabjat hasznaljuk fel, ezért ismertetjiik ennek egy
kényelmes leirasat a bal-trivializaciot hasznalva. Feltételezziik, hogy a G csoport G Lie-
algebraja rendelkezik egy (-, -) invarians skalaris szorzattal. A balszorzast és a skalaris szorzatot
felhasznélva a kovetkez6 azonositasokkal éliink

T"G~GxG ~GxG={(g,J%: gecqG, Jiecgl

Lassuk el T*G-t a
Q=d{(J" g dg) (2.46)

kanonikus szimplektikus formaval. Legyen Ag @ AJE és 6g @ 6JF két érintévektor a (g, JF)
pontban. Ekkor g7'Ag € G, AJ € G és az ) szimplektikus forma a kévetkezd értéket veszi
fel

Qgrm) (Ag & ATT 69 @ 6J7) = (97109, ATT) — (g7 Ag,6T7) — (J¥, [g7' Ag, g™"dg]) . (2.47)
Megallapithatjuk, hogy a jobbszorzas infinitezimélis generatorara
Xjp = glo IR, (2.48)

ami megegyezik a JE® = (J T,) hamiltoni vektormezsjével, ahol T, a G béazisdnak egy eleme.
Az el6bbi allitast igazolja a

Qry(8g ® 0I5 X r) = (6J%,T,) = (dJF)(6J") (2.49)

8A felhasznalt koadjungalt pélya a kovetkezd halmaz O := O(—pu) = {Adﬁg(—,u)|g € G}.
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egyenldség, ahol dJI a szokasos differencial. Felhasznalva (2.48)-at azonnal adodik az alabbi
egyenlGség is

Q(Q,JR) (XJ;%? XJC{%) = _<JR7 [Ta, Tb]> . (250)

Tekintsiik egy F' € C™(G) fiiggvény dF differencialjat. Legyen Ag = gX € T,G egy érinté
vektor, és definidljuk az F' fiiggvény VF ,gradiensét” a kovetkezek szerint:

1, (8g) = $F(ge™) = (VF(g), X). 2.51)

Vegyiik észre, hogy az F' fliggvény hamiltoni vektormezGje

Xrp=0&(-VF). (2.52)
Ezt igazolja az aldbbi egyenl&ség
Qy.omy(0g ® 0J%, Xp) = (VF, g '0g) = dF,(dg) . (2.53)

Tekintsiik most példaul a G := GL(n,C) valos Lie-csoportot és G = gl(n, C) Lie-algebrajat
z (X,Y) =Rtr(XY), VXY € G invarians skalaris szorzattal. Vezessiik be az

valos fiiggvényeket, melyek gradiensei
szj = ﬂg és VZZ] = lE]Zg . (255)

Az E;; azt az elemei méatrixot jeloli, melynek 4, j eleme 1 a tobbi 0. Hasznaljuk fel a (2.52) és
(2.55) Osszefiiggéseket, ahonnan a (2.54) fiiggvényekhez tartozé hamiltoni vektormezdk

A (2.50) szimplektikus forma és a (2.48 , 2.56) vektormezdk konkrét alakjat felhasznalva a
kovetkezd Osszefiiggésekre jutunk:

Qg m (Ag & AJE , X7,
Q(g JR (XJR

) 519,97 Ag)

0i;)
Qyomy(Ag® AT X))

)

)

)

(E (2.57)
(Ejig, Ta) = R(gT0)s ( )
(=1)Ej9,9 ) ( )
= ((=1)Ejig, Ta) = S(gTa)i (2.60)
0 (2.61)
0 (2.62)
0. (2.63)

9ij

Qg (Xym, Xi,,
QQJR (Xf7.j7kal
Q(g JR (Xf7,j7len

Qg,umy (X, X)) =

A (2.57-2.63) egyenleteket a (2.50)-hoz tartozoé Poisson zarojel segitségével az alabbi kompak-
tabb alakban irhatjuk

{gij 90} =0, {95, I} = (9T)ig,  {J5 I} = =I5 (10, Th)). (2.64)

Ez a Poisson zarojel struktira fontos szerepet jatszik tobbek kozott a racionélis Ruijsenaars—
Schneider modell szuperintegralhatosagaval kapcsolatos szamitasainkban is. Megjegyezziik,
hogy a (2.64) sszefliggések az alfejezet elején tekintett altalanos esetben is igazak.
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2.4. Els6 példa: racionalis Calogero modell

A racionélis Calogero modell egyenes mentén (egy térdimenzioban) mozgéd egyméssal 1/r?
potenciallal kdlcsénhato részecskéket ir le. Az energiamegmaradas garantalja a modell esetében,
hogy két részecske pozicidja nem eshet egybe. A modell szimmetria-redukcios levezetésérsl
Kazhdan, Kostant és Sternberg [32] munkajaban is olvashatunk. Tekintsiik most ennek révid
Osszefoglalésat.

A racionalis Calogero modell elGall Lie-algebran torténd szabad mozgas redukcidjaként. A
fazisteriink P = T*G, ahol G = u(n). A G Lie-algebrat azonositjuk dualisaval, a (-,-) = — tr(--)
pozitiv definit invaridns skalaris szorzat segitségével.

A kiindulasi fazistér tehat 7°G = TG = G x G = {(z,y) : x,y € G x G} . Tekintsiik a
(P =T7*G,Q, H) hamiltoni rendszert, ahol Q2 a kanonikus szimplektikus forma,

Qz,y) = —dtr(ydr), (2.65)

és H a ,szabad mozgéashoz” tartozé Hamilton-fiiggvény,

H(z,y) = —%tr(yQ). (2.66)

Tekintsiik a G = U(n) szimmetria csoport ¥ kanonikus hatéasat, amely g € G esetén

Uy (z,y) = (929" gy ") (2.67)

modon hat a fazistéren. A hatashoz tartozé momentum leképezés

P(z,y) = [z,y]. (2.68)

A hamiltoni rendszer redukcidjat az eltolési triikk segitségével végezziik el. A redukcidhoz az
U(n) csoport O = O, koadjungalt palyajat hasznaljuk fel. Ez a koadjungalt palya vélasztas
megtalalhato a [32] cikkben is. A pélya elemeit az alabbi halmaz alkotja

O, = {€(v) € su(n) | Fv e C*, vlv =nk}, (2.69)

ahol £(v) = i(vol — U%’ln) és Kk pozitiv valos paraméter.

A redukci6 elvégzése el6tt tekintsiik a

P =P x Ox = {(z,y,8) 2.y € G, § € Oy} (2.70)
kiterjesztett fazisteret az
Q™ = Q + QO (2.71)
szimplektikus forméval és a
H™ (z,y,€) = H (x,y) (2.72)

Hamilton-fiiggvénnyel. Ekkor a hatas a kiterjesztett fazistéren g € G esetén

Ut (z,y,8) = (9rg ' gyg " 9897, (2.73)
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amihez a
O (2,,€) = B (2,) + € (2.74)

kiterjesztett momentum leképezés tartozik. A redukciot a kiterjesztett momentum
Ot = (2.75)

értékénél végezziik el. A momentum kényszer a kovetkezGképpen irhatod

[z,y| +£=0. (2.76)
Felhasznalva a csoporthatast iz diagonalizalhatéo ¢! > ¢* > --- > ¢" sajatértékekkel.
Vezessiik be a ¢ = diag(q', ..., ¢") azonositast. Igy barmely (z,y, ) elem attranszformalhato

(ig,iL,&(v)) alakra a csoporthatas segitségével. Ekkor a (2.76) kényszer a

9, L] = £(v) (2.77)

egyenlettel ekvivalens. Bontsuk fel L-t L diagonalis és L, off-diagonélis elemek direkt
Osszegére. A diagondlis rész parametrizalhaté az L) := diag(pi,...,p,) modon. Ennek
megfelelGen igaz az alabbi egyenlGség:

[a.Ly+ L] =¢&w) = g, L] =¢(v). (2.78)

Azonnal leolvashato, hogy £(v) egy olyan eleme a koadjungélt palyanak, amelynek diagonalis
része 0. Megvizsgalva &(v) konkrét formajat lathato, hogy v minden komponense egy egységnyi
abszolutértékd komplex szam. Tovabb faktorizalhatunk a maximaélis térusz elemeivel, igy
elérhetd, hogy &(w) specialis alakra jussunk, ahol w vektor minden komponense 1 (ezzel teljes
mértékrogzitést végziink el). Ezutan tekintve a (2.77) egyenlet off-diagonalis részét

L = pib ik (1—63) (¢ — %), G ke{l,... n} (2.79)

kifejezés adodik. Ez a racionalis Calogero modell Lax méatrixa, ¢ és p pedig a redukalt fazistér
valtozoi. A redukci6é eredményéiil kapott rendszer fazistere

Prea :=T7C,, ~C, x R", Co={qeR"|¢">¢> - >q"}. (2.80)

A redukalt szimplektikus forma

Wred = tr (dL(q,p) Ndq) = de] ANdg | (2.81)

mig a redukélt a Hamilton-fliggvény

1 1
Hoa = 5 tr (L*(q,)) sz + - Z(— (2.82)

£k qj - qk)Q

Tehét a fenti redukciobol kiadodott a racionélis Calogero modell.
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2.5. Masodik példa: hiperbolikus Sutherland és racionalis
Ruijsenaars—Schneider modellek

A tovabbiakban két ,dudlis” modell szimmetria-redukcios levezetését ismertetjiik, amire
kés6bb sziikség lesz a szuperintegralhatosaggal és a dualitassal foglalkozo fejezetekben. Mindkét
modell egy térdimenzioban mozgd parkolesonhato részecskéket ir le. A hiperbolikus Sutherland
modell Hamilton-fiiggvénye:

1
Hyyp-sun (4, ) Zpk + Z e (2.83)

T sinh?(¢7 — ¢*)

ahol a részecskék kozott felleps kolesonhatas taszito jellegd. A ¢' koordinatédk (1 = 1,...,n)
felelnek meg a részecskepozicioknak. A racionélis Ruijsenaars—Schneider modellt a

I
H,o—rs (P, 4 Zcosh (241 H{ m} (2.84)

J#k

Hamilton fliggvény irja le. Ez a modell a mar megismert racionalis Calogero modell rela-
tivisztikus altaldnositasanak tekinthets. A részecskék pozicié valtozoi a p koordinatak. A fenti
két modelltipusrol bévebben olvashatunk Calogero [12] és Sutherland [51] mtvében valamint
Ruijsenaars és Schneider [42] publikaciojaban.

Mindkét modell levezethets a GL(n,C) valés Lie-csoport koérinté nyalabjanak alkalmas
szimplektikus redukcidjaval. Ennek targyalasahoz a [21] referenciara tamaszkodunk.

Tekintsiik a G := gl(n, C) valos Lie-algebrat a kovetkezd invarians bilineéris forméval
(X,Y) = Rtr(XY) VXY €. (2.85)

A Lie-algebrat és dualisat a (2.85) forma segitségével azonositjuk. A bal-trivializaciot fel-
hasznéalva a G := GL(n,C) Lie-csoport koérinté nyalabjanak egy modelljét kapjuk:

T*"G~GxG={(g,J%|geq, J¥cg}. (2.86)
Tovabbé ellatjuk a T*G-n koérinté nyalabot a kanonikus szimplektikus formaval:
Q=d(J? g7'dg). (2.87)
A késébbiek szempontjabol hasznos bevezetni az
Li(g,J%) = J% e Ly(g,J?) = gg! (2.88)

matrix értéki fiiggvényeket T*G-n. A fenti matrixokra ,redukalatlan Lax méatrixként” gondol-
hatunk. Felhasznalva (2.88) fiiggvényeket bevezetjiik a

1 .
H; = -Rtr(L7), j=1,...,n, (2.89)
J

és a 1
Hy = Sptr(Ls), k=l dn (2.90)



HATTERISMERETEK ATTEKINTESE 22

fiiggvenyeket is. Mind {H,}, mind {H}} Poisson kommutalo rendszert alkotnak.
A TG fazistér szimplektikus redukcidjat a

K :=U(n) xU(n) (2.91)

csoport segitségével végezziik el, ahol a K csoport egy (n.,nr) (nr.r € U(n)) eleme a U,
szimplektomorfizmussal hat:

Uy a9, J7) = (negng' nrd " ng"). (2.92)

A (2.92) hatast ekvivarians momentum leképezés generalja. Miel6tt definidlnank ezt a
leképezést, jegyezziik meg, hogy minden X € G el6all egyértelmiien az alabbi moédon:®

X=X,+X_ ahol X;€un), X_€iu(n), (2.93)

azaz felbontjuk hermitikus és antihermitikus részre.

[gy a momentum leképezés, ® : T*G — u(n) © u(n), a kdvetkezd modon irhato:

O(g, J%) = (g7 "g "), —TF). (2.94)

A H;, H), invaridnsak a K csoport (2.92) hatasara nézve. A {H;} és {H;} fiiggvények
Poisson zarodjelei tulélik a redukciot, igy azok tovabbra is Poisson kommutalni fognak.

Célunk lefrni a (T*G,Q, H;) és a (T*G,Q, Hy,) Hamilton-féle dinamikai rendszerekhez tar-
tozo redukalt rendszereket. Ehhez célszert a mar megismert eltolasi triikkot alkalmazni. Ebben
az esetben az

OF .= {ik(v' —1,) [veC™, |v|* =n} (2.95)
koadjungalt palyat hasznéljuk fel. A palyat a (2.40) szimplektikus formaval latjuk el (Q°).

Tekintsiik a kiterjesztett fazisteret
P =T"G x 0; = {(9, 7", )} (2.96)
és a hozza tartozod szimplektikus formét
Q% = Q) + QOx. (2.97)
Egy tetsz6leges X vektormezst P®*'-en az X = Ag & AJ @ A alakban irhatunk, ahol
(g,J,€) € Pt ¢s Ag € T,G, AJ € T;G ~ G és A € TeOF. A teljesség kedvéert értekeljiik ki
a (2.97) szimplektikus format X és X’ vektorokon, ekkor
QX X') = (g7 A, AT) — (g7 Ag, A T) +([g7 Ng, g7 Agl, J) — (C [De, De]) . (2.98)

Itt felhasznaltuk az kévetkezd konvenciot: Af = [Dg, €], De € u(n) .

A K szimmetria csoport az alabbi moédon hat a kiterjesztett fazistéren:

vt (9, 76) = (negng' e gt neéngt), (2.99)

9FEz a G Lie-algebra Cartan felbontasa, ahol a Cartan involtcié egy X elemhez —(X)f-at rendeli.
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és a kiterjesztett @' momentum leképezés a kovetkezs:
(g, J®,€) = (979~ ")+ + & —J7). (2.100)

A szimmetria redukciot a kiterjesztett momentum 0 értékénél hajtjuk végre. A leirni kivant
redukalt fazistér

TG x O/ oK . (2.101)

A CDethl(O) kényszerfeliilet két globalis szelésével foglalkozunk. Az egyik esetben olyan szelést
keresiink, ahol a g € G Lie-csoport elemet hozzuk diagonalis alakra, mig a masikban a J% € G
Lie-algebra elemet (lasd (2.86)).

A (2.95) koadjungalt palya elemeire hasznalva a
£(v) :==ir(vol —1,) Vv € C*, ahol |v|* =n, (2.102)
jelolést, lathato, hogy a K csoport hatasara £(v) az alabbi modon transzformalodik

né(win~t =&mv)  VneU(n). (2.103)

Az (OF Q9% azonosithat6 a CP,_;-nel, ahol a szimplektikus forma a [27] Fubini-Study
metrikéhoz tartozo Kihler-forma valés szamszorosa (Q0% ~ ikdv A do').

A Kkiterjesztett fazistéren a szokasos modon definialjuk a
HP (g, JR,€) = Hi(g,J%) &8 H(g,J%.€) == Hy(g, J") (2.104)

Hamilton-fiiggvényeket.

Most térjiink &t a redukalt fazistér leirdsahoz hasznélt valtozok és fliggvények ismertetésére.
A racionalis Calogero modell esetéhez hasonléan jeldlje C, a nyilt Weyl kamrat, amelyet a

Cn::{qeRn‘q1>q2>...>q"}’ (2105)
halmaz alkot. A C,, koérinté nyalabjat
T7°Ch ~Co xR" = {(¢,p)lg € Co,p € R"}, (2.106)

ellatjuk a Darboux forméval
Qrec,(0,p) ==Y dpp Adg". (2.107)
k

Tovabbé rendeljiik hozza barmely ¢ € R™ vektorhoz a

q := diag(q', ..., q"). (2.108)

diagonéalis métrixot. Mindkét modell fazistere T*C,,, de félreértés elkertiilés végett a Sutherland
esetben a kanonikus koordinatakra a (g, p), mig a Ruijsenaars esetben (p, ¢) jelolést hasznaljuk.

Vezessik be az .
sinh(g/ — ¢*)

L(q,p)jk == pjojr —i(1 — ;1) (2.109)
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matrix értéki fiiggvényt a fazistéren, ez a hiperbolikus Sutherland modell szokésos Lax méatrixa
[36]. A x* paraméter pozitiv csatoldsi allando. A modell (2.83) Hamilton-fiiggvénye kifejezhetd
a (2.109) Lax matrix segitségével

2

1 K
Hyyp-sum(q,p) = = tr(L*(q,p E Bt Y (2.110)
w 2 1<j<k<n Slnhz(QJ - qk)

Definialjuk tovabba az

A o 21K L
L(p, 4)jr = u;(p, 4) {QMJF 7 _ﬁk)} ug(p, 4) (2.111)

méatrixfiiggvényt a fazistéren, ahol u; az alabbi pozitiv valos értékid fiiggvényeket jeloli 77C,,-n:

1
. 42 4
Uj(ﬁ, (j) =e ¥ H |:1 + #] . (2112)

_ pm)2
by B —pm)

A Cauchy determinéns formula [54]| felhasznéalasaval 1athato, hogy L pozitiv definit matrix; igy
egyértelmd pozitiv definit négyzetgyokkel rendelkezik. Az el6bbiekben ismertetett L fliggvény a
racionélis Ruijsenaars—Schneider modell standard Lax méatrixa [44]. A modell (2.84) Hamilton-
fiiggvénye az alabbi modon adhatoé meg a (2.111) Lax matrix segitségével:

A

. 1~ o
Heains(P; 4) = 5 tr(L(D, @) + L(p, ) h. (2.113)

A kényszerfeliilet Sutherland modellhez tartozé szelését
S={(e% L(g,p) §(w)) [ (¢.p) € C xR" , w e C"} (2.114)

definialja, ahol w az a vektor C"-ben, melynek minden komponense 1. A K csoport min-
den palyaja (®*)~1(0)-ben pontosan egyszer metszi S-t. Tekintsiik az 1g : S — T*G x Ok
természetes beagyazast. Ekkor

L(Q9Y) = Z dpr N dq". (2.115)

Tehét az (S, >, dpr A dq¥) ~ (T*C,, Qr-c,) szimplektikus sokaség egy modellje a (2.101) re-
dukalt fazistérnek.

A kényszerfeliilet Ruijsenaars modellhez tartozé szelését pedig

S = {(L(p.9)2.D.£(v(p,9)) | (5, 4) € Co x R } (2.116)
definialja, ahol v(p, §) az alabbi n norméaju vektort jeloli
v(p,§) = L2 (p, d)u(p, q). (2.117)

Felhasznélva az ¢¢ : S = T*G x OL tautologikus bedgyazast belathato, hogy az

Q%) = Z iy A dpF (2.118)
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egyenl6ség teljesiil. Igy az (S, >k dgpAdpF) == (T*C,y, Qrec, ) szimplektikus sokasag egy modellje
a (2.101) redukalt fazistérnek.

A technikai részletekrdl a |6, 21| cikkekben olvashatunk b&vebben. A [6] referencidban a
redukalt szimplektikus forma meghatarozasa a

1 1
o9, 1,) = 5 (" + (I, (g, 1.6) = (T + (SNl Z©g),  (2119)
fiiggvényekhez tartozé hamiltoni vektormezdk vizsgalataval tortént, ahol
Z(€) = (ir)€+1,  VeeOL (2.120)

A (2.119)-ben definialt fiiggvényeket m > 1, k > 0 esetén értelmezziik. A megfelel hamiltoni
vektormezdk pedig az alabbi médon adhatok meg

X, =gJ" @000 & Xy =Agd AT DAL, (2.121)
ahol

k—1

Ng=g) g Z(&)gs* ', (2.122)
=0

AJ =—(INVg'Z()g - g'Z(€)gT", (2.123)
1

AE = ——[g(JF + (TRt €],

2.6. Tanulmanyozni kivant rendszerek

A késébbi fejezetekben a kévetkezd néhany modellel szeretnék foglalkozni:

e racionalis Ruijsenaars—Schneider modell
o t0ltott részecskéket tartalmazo BC(n) Sutherland modell

e trigonometrikus Sutherland modell és dualisa.

A korabbi fejezetben mar megismert (2.84) racionalis Ruijsenaars—Schneider modell esetében
foként a modell szuperintegralhatosagara fokuszalok. Tovabba roviden bemutatom a modell egy
altalanositasanal a racionalis BC'(n) van-Diejen modellnél is a szuperintegralhatosagot.

Az els6 olyan Sutherland tipusi modell, amely ,pozitivan” és ,negativan toltott” részecskéket
ir le Calogerotol ered [10]. Ezt ugy érte el, hogy az eredeti (2.83) n részecskés hiperbolikus
modellben m < n részecske koordinatait (i 7)-vel eltolta. Igy az ,ellentétesen toltott” részecskék
kzott a sinh 2 (g;—qx) taszité potencilt — cosh™?(g; —qx) vonzé potencidlra cserélte le. Késsbb
Olshanetsky és Rogov levezette ezt a modellt affin szimmetrikus terek redukciojabol [38].
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Az altalunk vizsgalt ,toltott” részecskét tartalmazo BC(n) Sutherland modellt a

2 2

:%Zpi_ Z ( 2K + 2/‘€

1<j<m<k§n cosh®(¢; —qr)  cosh™(g; + qi)

K2 2 2

1<]§< smh2 — C]k) sinh®(q; + qi) m<;§n sinh®(¢; — qr)  sinh®(¢; + 1)
T3 9 SN 2.124
Z e Z Sl ; cosh(q;) (2.124)

Hamilton-fiiggvény jellemzi, ahol x pozitiv, = és y valos csatolasi allandok. Koveteljiik meg
a csatolasi allandoktol, hogy kielégitik az (22 — y?) # 0 Osszefiiggést; valamint tegyiik fel a
koordinatakrol, hogy az alabbi moédon vannak rendezve

GiL> G2 > .. > @m >0 és a1 > Qmao > .. > @ > 0. (2.125)

Ekkor az energia megmaradésbol mar kovetkezik, hogy ez a rendezés nem valtozik meg.
Tovabba, ha feltessziik, hogy az zy > 0 relacio is teljesiil, akkor a (2.124) modell Hamilton-
fiiggvénye m ,pozitivan” és (n — m) ,negativan toltott” részecske valamint tiikortoltéseik és az
origbba lerdgzitett ,pozitiv toltésid” részecske kolcsonhatasat irja le.

A trigonometrikus Sutherland modell Hamilton-fiiggvénye:

2
Hsun (4, p) Zp, + S P ——— (2.126)

(I])
1<i<j<n sin ( 2

ahol x # 0 tetszbleges valos csatolési allando. Attol fiiggSen, hogy miképpen valasztjuk meg
a pozicio valtozok értelmezési tartomanyéat 3 kiilonb6z6 modellrsl beszélhetiink. Tekinthetiink
a modell altal leirt részecskékre n megkiilonboztethetetlen részecskeként a koron, illetve meg-
kiilonboztethetd részecskékként a koron vagy az egyenesen. Az emlitett konfiguracios tereknek
a kovetkezd harom halmaz felel meg

Qn), U(L) x SQ(n), R x SQ(n). (2.127)

Itt Q(n) felfoghato a Q(n) = T(n)?/S(n) faktortérként, ahol T(n)? az U(n) maximéalis torusza-
nak regularis része és az S(n) permutaciocsoport természetes hatasat tekintjiik; SQ(n) defini-
ci6ja hasonlo, csak itt az SU(n) csoport maximalis toruszanak reguléris részét faktorizaljuk.

Ruijsenaars (42, 43, 44] cikksorozataban kiilonb6z6 Calogero tipusu integralhaté rendszerek
kapcsolatait és dualitasi relacioit vizsgéalta. A dudlis parok kozott 1étezik egy olyan szimplekto-
morfizmus, ami azonositja az egyik rendszer hatas valtozoit a masik rendszer részecske ko-
ordinataival és forditva; ezt a transzforméaciot dualitasi transzformécionak nevezziik.

A trigonometrikus Sutherland modellhez tartozé duélis modell a komplex racionalis
Ruijsenaars-Schneider modell egy bizonyos valos forméja [44]. A kiilonb6z6 (2.127) konfigura-
cios terekhez tartozo fazisterek a Sutherland modell esetében

P:=T*Q(n), P, :=TU(1)xT*SQ(n), P:=TRxT*SQn). (2.128)
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A dualitasi transzformécio révén adodo megfelels fazisterek [20, 44| szerint

~

P..=C"'xC*, P :=TUQ1)xC" ' Py :=TRxT*SQ(n). (2.129)
Erdemes megjegyezni, hogy a P, fazistér rendelkezik egy nyilt stird részsokasaggal, P-al
P=T(n)x ¢ ={(c9,p)}, Co={peR"p; —pi1 >z, i=1,....,n—1},  (2.130)
ami az w = ), dp; A dg; kanonikus szimplektikus forméval és a
LA 2 2
Hgs(4,p) = > _(cosda) [ | [1 — —Q] . (2.131)
a=1 k#a (pk N pa)

Hamilton-fiiggvénnyel van ellatva. FEz a komplex racionélis Ruijsenaars-Schneider modell
Hamilton-fiiggvényének egy valds formaja.

A késtbbiekben redukeios nézépontbol belatjuk, hogy a (2.126) és (2.131) modellek dualis
modelleknek tekinthetdk, valamint megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat van a (2.128) és
(2.129) fazisterek kozott a dualitasi transzforméciok révén.



3. A racionalis Ruijsenaars—Schneider
modell szuperintegralhat6saga

Ebben a fejezetben {6 célunk a (2.84) Hamilton-fiiggvénnyel definialt racionalis Ruijsenaars—
Schneider modell (maximalis) szuperintegralhatosdganak bemutatésa. A szuperintegralhatosag
fogalmat a 2.2. alfejezetben ismertettiik. A kotott mozgasokat leiro szuperintegralhaté modellek
nagyon ritkdk, mivel ezekben a kotott palyak mind zartak. Azonban arra is érdemes ramutatni,
hogy az aszimptotikusan szabad, szorasi viselkedést mutato sokrészecske modellek esetében a
szuperintegralhatosidg generikusan jellemz6 tulajdonsig. Ez azért igaz, mert az ilyen modellek
fazisterén gyakran bevezethetsk olyan kanonikus koordinatak, amelyekben a Hamilton-fiiggvény
szabad részecskés alakot 6lt, ami természetesen szuperintegralhato is. Ezek a koordinatak a
részecskék aszimptotikus sebességeibdl és azok kanonikus konjugéltjaibol allnak. Egy nem-
trividlis kérdés ezen valtozok globalis simasidganak bizonyitadsa. FErre a szokasos kinetikus
energiat és parpotencialokat tartalmazo modellek esetén léteznek altalanos eredmények [24],
azonban az altalunk itt tekintett racionalis Ruijsenaars—Schneider modell Hamilton-fiiggvénye
nem ilyen alakii.

Explicit ,extra mozgasallandok” keresése olyan modellek esetében is érdekes és fontos,
amelyek szuperintegralhatosdgat valamilyen altaldanos érv garantélja. A 3.1. alfejezetben,
a [4] cikkiinket kévetve, explicit konstrukcioval igazoljuk a raciondlis Ruijsenaars—Schneider
modell szuperintegralhatosagat. Ezutan a 3.2. alfejezetben bemutatjuk, hogy az tgynevezett
maximalisan nem-kompakt globalis hatas-szog leképezést megengedd rendszerek, amely osz-
talyhoz sok széréasi probléma tartozik, mindig szuperintegralhatéak. Az itt hasznalt gondo-
latmenet, legalabbis lokalis formaban, megtalalhaté példaul Tsiganov [53] cikkében is. Ezt a
gondolatmenetet alkalmazzuk a racionalis Ruijsenaars—Schneider hatés-sz6g duélisat ado hiper-
bolikus Sutherland modell szuperintegralhatosaganak bizonyitasara [6]. Végil Pusztai cikkére
tamaszkodva [41] réviden ismertetjiik ezen dudlis par BC'(n) altalanositasat, amelynek szuper-
integralhatoséga szintén konnyen lathaté az emlitett altaldanos érvelésbdl.

3.1. Extra mozgasallandék explicit konstrukciéja

Tekintsiik az n részecskét leiré racionélis Calogero modellt, melynek fazistere M ellatva
a megfelel§ kanonikus szimplektikus struktaraval. Megfontoldsaink alapjaul a Wojciechowski
altal [55] a racionalis Calogero modell esetében megfigyelt kovetkezs Poisson zarojel relacio
szolgél
(Lo, iYar = 5154k - (3.1)
Ezt a relaciot
{11%7 Ijl}M = (J - k)lli-&-j ) {Ikv [j}M =0 (3'2)
egésziti ki. Tehat az I; és I} fliggvények végtelen dimenzios Lie-algebrat alkotnak a Poisson
zardjelre nézve. A racionalis Calogero modell esetén a fenti relaciokat kielégits fiiggvények

I =tr(L7) és I} =tr(qLF™), (3.3)

28
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ahol L a modell (2.79) Lax matrixa és q = diag(q', ..., q¢").

= 2n, az I;, I} fiiggvényekbol csak véges

Mivel az M fazistér véges dimenzids, dim(M)
, (3.2) teljesiil és a 2n darab fiiggvénybdl allo

szamu lehet fiiggetlen. Tegyiik fel, hogy (3.1)
alabbi halmaz fiiggetlen:
SV A U (3.4)

Ezt a
Ol,.... I, I, ... 1})

a(ph ey Pnyqr, - - 7Qn)
Jacobi determinéns vizsgalatdaval donthetjiik el. A racionalis Calogero modell esetében teljesiil,

hogy J # 0.

Amennyiben elfogadjuk a (3.1) 0Osszefiiggést, azonnal lathatd, hogy tetszéleges
I=1I(I,...,1I,) figgvényre igaz, hogy {{Il,1}r,I}r = 0. Tovabba elmondhatjuk, hogy
az I hamiltoni folyamai mentén az I}-k linearisan véltoznak, azaz

I (a(t), p(t)) = I;(a(0), p(0)) + t{I;, T }1(a(0), p(0)). (3.6)

Ezzel a dinamika egy algebrai linearizaciojat nyertiik. (Integralhaté modellek algebrai lineariza-
ciojarol a [13, 14| cikkekben is olvashatunk.)

Folytassuk megfontolésainkat a kovetkezd kifejezés vizsgalatéval:

DI s =TI Thas (3.7)

J = det

(3.5)

Koénnyen lathato, hogy ez a kifejezés Poisson kommutal I-vel. Tehat ezzel a konstrukcidval eld
tudunk allitani tetszéleges I-hez az I-kon kiviil ijabb Poisson kommutéalo fiiggvényeket.

Miel6tt ratérnénk a racionalis Ruijsennars-Schneider modell vizsgélatara el6szor vizsgaljuk
meg altalanos esetben az I;-k szuperintegralhatosagat. Ehhez tekintsiik egy fix j € {1,2,...,n}
esetén az alabbi fiiggvényeket

Ck,j = I]il2j_ljl[k+j; ke {1,2,,71}\{]} (38)

Feltevéseink szerint a (3.4) egyenletben definialt 2n darab fiiggvény lokalisan koordinatanak
tekinthetd. Ekkor a

a(LM Cb,j)

= det SoarThs)
Jji=de (I, 1)

a,a € {1,....n}, b,se{l,...,n}\ {j}, (3.9)
Jacobi determinans kiszamithato, J; = (Igj)"_l, ami altalaban nem-eltting. Mivel az [; és Cj;
(2n — 1) funkcionalisan fiiggetlen fliggvény mind Poisson kommutal I;-vel, ezért az I; fiiggvény

maximalisan szuperintegralhato.

Most térjiink at a racionalis Ruijsenaars modell vizsgalatara. Egyenl6re mell6zve a technikai
részleteket kozoljiik, hogy az aldbbi moédon definialt

. A . 1 YA
Ii(p, §) := tr (L(p, C])k> . 1P, ) = —5tr (pL(p, q)'“) Vk € Z (3.10)

fiiggvények kielégitik az (3.1), (3.2) Poisson zérojel relaciokat. Itt L a (2.111) racionalis
Ruijsenaars—Schneider Lax méatrixa és p = diag(py, ..., p,). Esetiinkben is belathato [4], hogy a
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J (3.5) Jacobi determinans generikusan nem-eltting, tehat (3.4) most is fiiggetlen fiiggvényeket
tartalmaz.

Elevenitsiik fel, hogy a modell Hamilton-fiiggvénye az I fliggvények segitségével az aldbbi

modon fejezhetd ki:
1

HratfRS - 2([1 -+ Ifl). (311)
A (3.7) egyenletben tekintett modszer felhasznalhaté az racionalis Ruijsenaars—Schneider
modell esetében is. Az I := H.,_rs Hamilton-fiiggvényre alkalmazva az emlitett eljarast és

kivalasztva az egyik ilyen fliggvény csalddot extra mozgasallandoknak a
Kj:=1LIy—n)—1{(Ijz1— L), j=2,...,n (3.12)

fliggvényeket vezetjik be. Most belatjuk az extra mozgasallandok fiiggetlenségét. Ehhez
kiszamitjuk a megfelel§ Jacobi determinénst, amire
a (I a K b)

— 7 7 — _ n—1
deta(ImIé) (I —n)"',  aac{l,....n}, bBei{2. . . n} (3.13)

adodik. A (3.13) eredményéiil kapott (I, — n)" ! kifejezés generikusan nem-eltting. Tehét a
1,, K, fiiggvények funkcionalisan fliggetlenek és Poisson kommutalnak H,.;_rs-€l, azaz belattuk,
hogy a Ruijsenaars—Schneider Hamilton-fiiggvény szuperintegralhato.

A (3.1,3.2) osszefliggések igazolasat a racionélis Ruijsenaars—Schneider modell esetén cél-
szerti a modell szimmetria-redukcios targyalasabol szarmazé eredmények [21] felhasznéalasaval
elvégezni [4]. A kivant Osszefiiggések megkaphatok a modell dinamikai r-méatrixanak hasznélata-
val is, de ez utobbi Ut lényegesen hosszadalmasabb. Ilyen szamitasokra lathatunk példat
Aniceto, Avan és Jevicki [2| cikkében. Munkajukban felhasznaljak az

~ - 1Y X 2 1/2
L(p,q) = Z —————b; By, b =e® H (1 + A—A)Q) (3.14)

S Pe— Dy FiX pin (P —

alternativ, L-al mérték-ekvivalens Lax métrix r-métrix strukturajat. Az L onmagaval vett
Poisson zarodjeleire kvadratikus kifejezés teljestil,

{El,f/g} = a121~/1l~/2 — quzzdm - E1812[~/2 + [N/2821[~/1 ) (3-15)
ahol
d12 — —a,lc2M —w, a9 = —CL%M — S?QM + SglM + w, (316>
91 = sSM —aw, s12 = s5i +w,
és
1
o == —— Ep® By, (3.17)
k£ Dby Dk
1
CM
S = - ’n Ek X Ekk .
12 Z Di — Dr J

k#j
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Térjiink vissza a modell hamiltoni redukcios targyaldsahoz és jegyezziik meg, hogy a kiter-
jesztett (2.96) fazistér (2.97) szimplektikus formajahoz a

{97 <X7JR>}:gX7 {<X7JR>7<KJR>}:_<[X7Y]7JR>7 {<X+7€>7<K€>}:<[X+7Y+]7€>
(3.18)
Poisson zarojelek tartoznak. Idézziik fel azt is, hogy S (2.116) révén azonosithaté a racionalis
Ruijsenaars-Schneider modell fazistere a P™* = G x G x OL-b6l adodo redukalt fazistérrel.
Elevenitsiik fel, hogy S := { (L(p,q), D, £(v(p,4)) | (5. 4) € Co x R" }.
Gondolatmenetiink azon a Marsden—Weinstein redukcional megismert tényen alapszik, hogy
az invarians fiiggvények Poisson zéarojelei tulélik a redukciot. Esetiinkben az I, I} fiiggvények
a redukalt fazistéren felfoghatok az

=t ((9'9)"), Ti= —%?Rtr ((g"9)" ™) (3.19)

invarians fiiggvények megszoritasaiként S-re. Ezen I} és I; fiiggvényekre a tr ciklikussaga,
valamint (2.85) és (3.18) alapjan az alabbi ekvivalens relaciok teljesiilnek:

1 a
(T Ty = —5 {9} [R te((g79)"T)]
tr ({(9'9). 1o } (g9 ™") [R tr ((g79)"T7)]
tr ((¢'9) (Tu+T.7)) [Rtr ((9'9)"T*)] = j tr ((9'9)") = jTpsa- (3:20)
Itt JE .= (JR T,), T, és T* a gl(n, C) Lie-algebra egymésnak duélis bazisai, tovabb4 az ismételt
indexekre az Osszegzési konvencié érvényes. A szamitasaink soran figyelembe vettiik, hogy ¢'g
hermitikus, ami a Cartan felbontasnal bevezetett (2.93) jelélés segitségével (g7g), = 0 alakban

frhat6. Hasonl6 modon megvizsgalhatjuk a Z} és I} fliggvényeket Poisson zardjeleit is. Azt
talaljuk, hogy

NS, NS,

{7,,7;} = }l{tr[Jf(ng)’“],tr[Jf(g*g)j]}Zi{Jf,Jf }er[T% (g"9)" tr[T° (g7 g)]

0I5 ) Tl I (oh))] +  nLIHUIE, (610) Y] T (g1 )

=0 +jzli+j - kzli+j =(j— k)Iliﬂ (3:21)

Tehat a (3.18) Poisson zarojel relaciok felhasznalasaval belattuk, hogy (3.19) fiiggvények az
alabbi relaciokat elégitik ki:

{Z;, T} =0, LT} =T, AT T} = — k)T (3.22)
Ezen a relaciok egyértelmi kovetkezményeként adodnak a redukalt fazistéren értelmezett I;, I}
fiiggvények
{0y =0, Al Iy =Gl L I} = (G — k) (3.23)
Poisson zardjel relacioi. Ezzel belattuk a (3.1) és (3.2) relaciokat.

Osszefoglalva, megmutattuk, hogy a racionalis Ruijsenaars-Schneider modellben realizél-
haté a (3.1, 3.2) végtelen dimenzios Lie-algebra, amely lehetévé teszi extra mozgéasallandok
explicit elsallitasat és igy garantalja a modell szuperintegralhatosagat.
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3.2. Nem-kompakt hatas-szog valtozdk és szuperintegral-
hatosag

Tekintsiink egy Liouville integralhat6 (M,w,H) hamiltoni rendszert a h; € C®(M),

1 =1,...,n fiiggetlen és Poisson kommutalé6 mozgésallandokkal. Tovabba tételezziik fel, hogy

létezik maximalisan nem-kompakt tipust globélisan definialt | hatas-szog transzformécié”. Ezen
azt értjik, hogy létezik egy (M, w)-val szimplektomorf (M, o) szimplektikus sokasag, ahol

M =C, xR" = {(p,§)|p € Cp, § € R"}, (3.24)

Cn a (2.80) ,nyilt Weyl kamra” R™-ben, és
@ =) dg Adp; (3.25)
i=1

a kanonikus szimplektikus forma. Ez a szimplektomorfizmus lehet6vé teszi, hogy kifejezziik
h; figgvényeket a p; hatasvaltozok segitségével. Precizebben megfogalmazva azt feltételezziik,
hogy létezik egy

A:M— M (3.26)
szimplektomorfizmus, amelyre h; o A~! nem fiigg ¢-tol és az
8h1 o) A_l
X; . (p) = ——— 3.27
) = (3:27)

méatrix invertalhaté minden p € C,, pontban. Ezt a leképezést maximélisan nem-kompakt tipusi
globdlis hatds-szog leképezésnek nevezzik, mig (M,o)-t az (M,w, H)-hoz tartozd hatés-szog
fazistérnek.

A fent ismertetett tulajdonsdgokkal bird A leképezést hasznalva tekintsiik az f; € C°(M)

(1=1,...,n) fiiggvényeket az alabbi definici szerint:
(fio AN/B4) =) @ X(®);),  abol Y X()i; X(D);4 = i (3.28)
j=1 j=1

Hasznaljuk fel, hogy A szimplektomorfizmus. Igy a kovetkezd dsszefiiggésekre jutunk:

{his fitm =015 e {fi, fitar=0. (3.29)
Felhasznalva, hogy A szimplektomorfizmus azonnal adodik az

" Oh;jo AT Of; 0 A1
hio A7 fio A1} = E : 2
theo AT fio A b OPk A4,

k=1

egyenlgség. Ez igazolja a (3.29) Osszefiiggés elsd részét, a masodik rész hasonloan belathato. A
{hi, hj} -k eltinésébdl és a (3.29) Gsszefiiggésbdl mar kovetkezik, hogy a hy, ..., hy, fi,..., fa
fiiggvények funkcionalisan fiiggetlenek M minden pontjaban. A hq,..., h,, fi,..., fan_1 fligg-
vények Poisson kommutalnak h,,-nel.
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A hiperbolikus Sutherland és racionélis Ruijsenaar-Schneider modell targyalasanal is-
mertetett szimmetria-redukcios kép felhasznalasaval belathaté ezen modellek szuperintegrél-
hatosdga. Az 1.5 alfejezetben leirtuk a kévetkezs ekvivalencia relaciokat:

(M, w) «— (S, 5(Q%)) +— (P4, Q™) «— (5, 05(Q%) «— (M, D). (3.31)

A (3.31) leképezések kompoziciojaval az A : M — M, A*(&) = w szimplektomorfizmushoz
jutunk. A megismert geometriai képnek koszonhetéen az

A:(q,p) = (b q) (3.32)
leképezést az alabbi egyenlet definialja

(L(p,4)2, B, C(v(p, ) = (n(q,p)eqn(q,p)‘l,n(q,p)L(q,p)n(q,p)‘l,n(q,p)é(vo)n(q,p)‘g), |
3.33

ahol 7(q, p) skalaris szorzotol eltekintve egyértelmiien meghatérozott n x n unitér matrix.

Felhasznélva a szimmetria-redukcios képet belathato, hogy a kovetkezg allitasok érvényesek:

e A Ruijsenaars—Schneider modell p; részecske pozicioit az A leképezés atviszi a p; o A
Sutherland hatés véaltozokba (ezek az L(q, p) Lax matrix sajatértékei), és hasonlo modon
a ¢; kanonikus impulzusokat attranszformalja a megfelel§ ¢; o A nem-kompakt szogval-
tozokba . A fentieket 6sszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a Ruijsenaars—Schneider modell
pozicid valtozoi és a hozza kanonikusan konjugalt impulzusok jatszak a Sutherland modell
esetében a hatasvaltozok és a hozzajuk konjugélt szogvaltozok szerepét.

e Mivel az %% o0 A~! fiiggvények az L Lax-métrix rendezett sajatértékei M-en, ezért lathato,
hogy a ¢; Sutherland részecske poziciokat A~! atviszi a ¢; o A~! Ruijsenaars hatasval-
tozokba és a p; kanonikus impulzusokat a p; o A~! Ruijsenaars (nem-kompakt) szogval-
tozokba. Az imént elmondottak szerint a Sutherland részecske pozicié valtozok és kon-
jugaltjaik adjak a Ruijsenaars modell hatas- és szogvaltozoit.

o Az A és A~! maximalisan nem-kompakt globalis hatas-szog leképezések.

Az A harmadik tulajdonségénak belatasdhoz tekintsik a hj kommutdlé Hamilton-
fliggvényeket (2.89). Az M szog-hatas fazistéren kifejezve az alabbi alakot 6ltik

(hio A7 Z (3.34)

A Vandermonde determinéans formula [54] segitségével konnyen belathato a kévetkezs egyen-

16ség
hi o A™1
det (%) =n! | | (Pj — Di)- (3.35)

9p; 1<i<j<n
A (3.35) kifejezés sosem tiinik el C,-n. Hasonléan megvizsgalva A-t az alabbi egyenlgségre
jutunk

(hi o A)(q,p) Ze%ql VkE=1,...,n. (3.36)

Az itt felléps det (ahk°A> Jacobi determinans sem tiinik el a C,, Weyl-kamran.
qj
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Hatas-szog dualitasnak nevezziik azt a tényt, hogy A : M — M hatés- sz0g leképezés az
(M, w, H) Sutherland modell szempontjéabol és A~ : M — M hatés-szog leképezés az (M, &, H)
Ruijsenaars—Schneider modell nézépontjabol [42]. Konkrétan, mindkét rendszer duélisanak
hatas-szog fazisterén él és pozicid valtozodik a dudlis rendszer hatasvéltozoi; a kapcsolatot a
hatas-szog leképezés valositja meg.

A fejezet elején ismertetett maximalisan nem-kompakt tipusu globéalis hatas-szog valtozokat
felhasznalo gondolatmenetbdl igy mar azonnal kévetkezik a hq, ..., h, fliggvények szuperinteg-
ralhatosaga. Példaul a H = %hg Sutherland Hamilton-fiiggvény is maximalisan szuperintegral-
hat6. Belathato a hy (k=1,...,n) és a racionélis Ruijsenaars—Schneider modell H Hamilton-
fiiggvényének szupermtegralhatosaga is. A H = (iLl + iz_l) Hamilton-fiiggvény ezen tulajdon-
saga mar kovetkezmeénye hi, ... hy szuperintegralhatosaganak, hiszen kifejezheté polinomként
hl, cee B segitségével.

A maximéalisan nem-kompakt tipusu globalis hatas-sz6g transzformécié hasznalataval més
Liouville integralhaté rendszerek szuperintegralhatosaga is belathato. Igen hasonlé gondo-
latmenet alkalmazhato példaul a Sutherland és Ruijsenaars-Schneider modellek BC(n) al-
talanositasara. Ezt a két rendszert a

2 2
g g
H E *
Bc(q,p) pc Z (sinh2( sinhZ(qa + %))

1<a<b<n Qo — qb)

2
92

+ E 3.37

(smh qe sinh2(2qc)> (3:37)

és a
1 1 1 1
N n 1/2 5 X2 5 N 4N2 5 4M2 5
HBC ﬁqu = cosh 2ch |:1 + T:| |:1 + = :| |:1 + f] |:1 +— :|
>4 ;( ) : P2 pl (Pe — Pa)? (Pe + Pa)?
(d#c)
2 AP\ vx
T2 1 3.38
T pule ( TR ) 4p? (3:38)

Hamilton-fiiggvények irjak le. A (3.37) BC(n) Sutherland modellt Olshanetsky és Perelomov
vezette be [37]. A (3.38) BC'(n) Ruijsenaars modell van Diejen nevéhez fiizsdik [15]. Pusztai
[41] munkéajaban szimplektikus-redukcios modszer hasznalataval belatta a két modell hatas-szog
dualitasat. A dualitas a csatolasi allandok kozti

1 1
= gi=gve G=5v=x) (3.39)
kapcsolat esetén érvényes. A fentiekben feltételeztiik, hogy p? > 0, v > 0 és xy > 0. A dualitast
jellemzd szimplektomorfizmus geometridja nagyon hasonl6 a korabban ismertetett A, esetben

érvényeshez.



4. Egy integralhaté BC'(n) Sutherland
modell

Ebben a fejezetben szimmetria-redukcios nézépontbol vizsgaljuk az n ,toltott” részecs-
két tartalmazo BC(n) Sutherland modellt. Az itt targyalt levezetés [23] altalanositasanak
tekinthets. Elevenitsiik fel, hogy a két tipust részecskét tartalmazé BC'(n) Sutherland modell
Hamilton-fiiggvénye

2 2

:%Zp?_ Z ( QK + 2,i

1<j<m<k§n cosh”(¢; —qx)  cosh™(q; + q)

2 2 2

2 e >+Z<Smh(’”" e

1<j<k<m smh —q) sinh™(g; + qr) m<j<k<n —qr)  sinh*(g¢; + qx)

Iq~ (z— y)2 1
3 t52 2,37 5 41
2 ; sinh?(2q;) 2 jZ: SthQ Z Cosh2 (q;) (4.1)

ahol k > 0, x és y valos csatolési dllandok (zy > 0). Amennyiben (z —y)? # 0, az energia meg-
maradasa mar garantélja, hogy az idéfejlédés soran nem véltozik az azonos tipusi részecskék
sorrendje. Az 1,...,m illetve m + 1,...,n indexeket hordoz6 azonos tipusi részecskék kozott
taszito, mig a kiilonbozs tipusiak koézott vonzo kolesonhatas 1ép fel. A részecskék koleson-
hatnak tiikortoltéseikkel és az origoban fixalt toltéssel is. A rendszer vizsgalatanal a pozitiv
félegyenesre szoritkozhatunk.

A szimmetria-redukciés nézépont elénye, hogy a modell Liouville integralhatosaga azonnal
adodik és egy algebrai megoldési algoritmussal is felruhdz minket. A modell targyalasat [5]
alapjan ismertetjiik. ElGszor attekintjiik a sziikséges csoportelméleti ismereteket, majd ratériink
a redukcios levezetésre, végiil a megoldési algoritmus targyalasaval zarjuk a fejezetet.

4.1. Csoportelméleti hattér

Vegyiik az m és n egész szdmokat, melyekre teljesiil az
1<m<n (4.2)
relacio és definidljuk a

Qn,n = |: 10 10n :| € gl(2n,@), Im = dlag<1ma _]-n—m) € gl(?’L,C), (43)

matrixokat, ahol 1,, az n X n-es egységmaétrixot jeloli. Bevezetjiik tovabba az alabbi 2n x 2n-es
matrixot
D, = dlag([mu Im) = dlag(lrm —1nm, 1, _]-nfm) € gl(2n7 C) (44>

35
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A kovetkezSkben a G := SU(n,n) Lie-csoporttal és annak G := su(n,n) Lie-algebrajaval
foglalkozunk. Konvencioink szerint

SU(n,n) = {g € SL(2n,C) | g'Qung = Qun} (4.5)
és
su(n,n) = {V € sl(2n,C) | VIQnn + Qn.V = 0}. (4.6)

Koénnyen lathato (4.6) vizsgélataval, valamint n x n-es blokkos jelolés hasznélataval, hogy egy
tetszéleges V' € su(n,n) az alabbi alakban irhato

V= VZ{ _gﬁ ] Y=Y, Z1=-Z S(tr(X)) =0. (4.7)

Tekintsitk SU(n,n)-en a © Cartan involiciot, és a ©-val kommutalo I' involuciot:
O(9) = (9", T(9) = DuO(g)Dm, VgeEG. (4.8)

A © fixpont csoportjat G -al, I' fixpont csoportjat GT-al jeloljiik. Megjegyezziik, hogy G, a G
csoport maximalis kompakt részcsoportja. Jelolje 6 és v a G = su(n,n) Lie-algebran (4.8) altal
indukalt involiciokat. Alkalmazva az n x n-es blokkos jelolést a G, csoport G, Lie-algebrédja
az alabbi moédon parametrizalhato

g+={{;( ;;}:XT:—X,YT:—Y,U(X):O}, (4.9)
és izomorf s(u(n) ® u(n))-nel a kovetkezd leképezés révén
1 _
s(u(n) ® u(n)) > { . g ] ) = [ ng 3+§ ] €. (4.10)

A (4.10) Osszefiiggés felhasznalasaval belathato, hogy a G részcsoport izomorf az S(U(n) x
U(n)) csoporttal. Kapcsolatukat az alabbi egyenlgség jellemzi

S(U(n) x U(n)) 3 [ - ] s gla,b) = % [ ot Z;Z } N (4.11)
amit tomorebben a kdévetkezd moédon irhatunk
g(a,b) = K(diag(a, b)K~", ahol K = % [ iz _1;n } | (4.12)
A G7 csoport GT Lie-algebrajat a
Gt = {[ [miflm Imzfﬂm} X = —1,X1,, Y=Y, tr(X) _o}, (4.13)

alakban irhat6 elemek alkotjak és izomorf az s(u(m,n —m) @ u(m,n —m)) Lie-algebraval az
alabbi leképezés révén:

a 0 ) 1 a+f (O‘_ﬁ)[m +
sutmn=m@umn=m)> | ¢ 5 [ oxted) =5 | 1y G | 2o

(4.14)
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A fenti 6sszefliggésben u(m,n — m)-et az
all, + Ina =0

n X n-es matrixok Lie-algebrajaként realizaljuk, és fennall a

v, 8) = K (diag(a, )K" ffr:i“ﬁ o

V2

37

(4.15)

(4.16)

Osszefiiggeés is. A G,-hoz hasonlé gondolatmenetet kovetve belathato az is, hogy G* izomorf

az S(U(m,n —m) x U(m,n —m)) csoporttal.

A 0 illetve v involuciok (—1) sajatértékhez tartozo G_ illetve G~ sajat alterei az alabbi

alakban irhatok,

_ X Y | o b
L R

és

Q‘:{{ X Y ]:X*:JmXIm,YTZ—Y}.

-1,Y1I, —-1,XI,

(4.17)

(4.18)

Vezessiik be a G7 := G;NG" jelolést tetszbleges s, € {4} elGjelekre és bontsuk fel G-t diszjunkt

alterek direkt Gsszegére,
G=G"aG G, og'.
A felbontasban szerepl§ alterek paronként merdlegesek egymasra a

1
(VW)= Su(VIW), W,V eG

invaridns skalaris szorzat szerint.

Az eddigieket kombinélva belathatjuk, hogy

Y X

Qi:{{x Y]r X=1,XI,,=-X",Y=1YI,=-Y" tr(X):O}-

A (4.10) leképezés definiciojat felhasznalva a
G~ s((u(m) ® u(n —m)) & (u(m) & u(n —m)))

izomorfizmus adodik. Sziikségiink lesz a tobbi altér explicit lefrasara is:

g;:{ X Y]:X:—[mXIm:—XT,Y:—ImYIm:—Y*},

Y X

gj:{ Xy }:X:—ImXIm:XT,Y:—[mY[m:—YT},

Y X

g::{ Xy ];X:]mXJmZXT,YzmeImz—YT}.

Y X

Valasszuk ki G~ egy maximalis abeli részalgebrajat és jeloljik A-val.

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Tetsz6leges ilyen

valasztéassal élhetiink, de ismert [47], hogy barmely két ilyen valasztas egymasba vihets G

konjugalésos hatasa segitségével. Konkrét valasztasunk

0 .
A= {q = {8 _q] 2 q = diag(qr, s n), g GR}~

(4.24)
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Ellenérizhetd, hogy A centralizatora G-ben az alabbi direkt 6sszegként all el

d 0

C=Aa M, M:{d::i{o d

} . d =diag(dy, ...,d,), dy € R, tr(d) = 0} < gr.

(4.25)

Jelolje A és M a megfelel§ 6sszefiiggs részcsoportokat G-ben, amelyek Lie-algebrai A és M.
Az M megegyezik G

999 ' =q, VgeA (4.26)

egyenl@séget kielégits g elemeinek részesoportjaval. A g € A elemet reguldrisnak nevezzik, ha
a (4.26) relacio pontosan M elemeire teljesiil. Kénnyen ellendrizhets, hogy g € A regularitasa
ekvivalens az alabbi feltételekkel:

#0 i=1,...,n, (¢—q)(gj+q)#0 1<j<k<m é m<j<k<n. (4.27)

Vélasszuk ki az A reguléris elemei ltal alkotott nyilt halmaz egy Osszefiiggd komponensét,
jeloljiik A -vel és legyen A, az A, lezartja (At nyilt Weyl-kamranak is szokas nevezni). Ismert,
hogy GG minden g eleme felbonthaté az alabbi modon:

g=g.elgt, ahol q€ A, g. €Gy, gt €GT. (4.28)

A felbontésban szerepls ¢ elem egyértelmd. Amennyiben ¢ regularis akkor a (g.,g") par az
alabbi ambiguitastol eltekintve egyértelmi

(94,9") = (9o, 'g™) Ve M. (4.29)

A (4.28) altalanositott Cartan felbontas esetén az A, nyilt Weyl-kamra a ¢ elemeit a (4.24)
Osszefiiggés figyelembevételével a kovetkez6 modon parametrizalhatjuk

G >G> >qn >0 68 Guat > Qa2 > ... > qn > 0. (4.30)

Az emlitett allitasok bizonyitasa megtalalhato példaul [47]-ben.

Jegyezziik meg, hogy a G, és G egydimenzios centrummal rendelkeznek. A G, centrumat

a
. .1 0 1,

C'=1iQn, =1 [ 10 (4.31)

elem generalja, mig a G* centrumét a
r . 0 I
C" =i { L. 0 ] (4.32)

elem fesziti ki. Mindkét elem eleget tesz a

creMEngt A=1r (4.33)

feltételnek. A (4.28) és (4.33) Osszefiiggések fontos szerephez jutnak a kovetkezs alfejezetben
ismertetendd szimmetria-redukcios targyalédsban.

A (4.20) invarians skalaris szorzat segitségével azonositjuk a G, G, és GT Lie-algebrakat a
duélis tereikkel, és ennek megfelelGen azonositjuk a koadjungalt hatésokat a megfelel§ adjungalt
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hatasokkal. Megfontolasainkban kulcsszerepet jatszik a G csoport egy minimalis (nem-nulla)
dimenzi6ju koadjungalt palyaja. ElGszor definialjuk az alabbi 2n x 2n-es matrixot tetszéleges
nem-nulla u € C" oszlopvektort véve

u u ulu
&(u) = % [ §EU§ §Eu§ ] ., ahol X(u):=i(uu' — Tln) (4.34)

A (4.10)-(4.12) formulak segitségével konnyen ellenérizhets, hogy fix k > 0 és x # 0 valasztas

esetén
Oro = {2C" + &(u)|u € C", ulu = 2xn} (4.35)

a G+ egy minimalis dimenzi6ju koadjungalt palyaja. Az O, , koadjungalt palya elemei a
g(a,b)(xC" + £(u))g(a,b) ™ = (xC" + £(au)) (4.36)

formula szerint transzformalodnak Vg(a, b) € G hatéasara. Mivel {(u) csak egy U(1) fazisfaktor
erejéig hatarozza meg u-t, ezért O, , azonosithaté6 a CP,_; komplex projektive térrel.

4.2. Szimmetria redukci6

A kovetkezdkben a G = SU(n,n) Lie-csoport szabad geodetikusainak hamiltoni szimmetria
redukciojat vizsgaljuk. A redukciot a mar megismert eltoléasi-triikk segitségével végezziik el. A
T*G koérint6 nyaldbot a jobbszorzas felhasznélasaval trivializaljuk, valamint azonositjuk a G
Lie-algebrat dualisaval a (4.20) invarians skaléris szorzat segitségével. Tekintsiik a

P = T*G X OH,LE = (G X g) X OH,LK = {(97 J7 C) |g 6 G7 J e g7 C E On,x} (437>
fazisteret, melyet ellatunk a
Q= Qpqg+Qo,., (4.38)

szimplektikus forméval. Itt (27« a kanonikus szimplektikus forma 7*G-n, amit
O = d{J, dgg ™) (4.39)

alakban irhatunk, mig Qo , a (4.35) O, , koadjungalt palyahoz tartozé (2.40) Kirillov-Kostant-
Souriau szimplektikus forma. A kés6bbi szdmolasokban nem lesz sziikségiink o, , explicit
alakjara. A P fazistér rendelkezik a Poisson kommutélé fiiggvények

1
Hy(g,J,¢) := Etr(ﬁ’“), k=1,2,...,n (4.40)
csaladjaval, melyek koziil H; generélja a geodetikus mozgast. A (4.40) Hamilton-fiiggvények al-
tal generalt id6fejlédések explicit modon felirhatoak. A (go, Jo, (o) kezdeti érték esetén konnyen
ellenérizhets, hogy Hj folyama

1
— tr(JZ" )1y, (4.41)

(g(t), J(£),¢(t)) = (e™*go, Jo, o) ahol Vi := J3* ! — 2n

Megjegyezziik, hogy a H) fiiggvények mind valésak, hiszen J?* eleget tesz a (J*)T
QnnJ*(Qnn)~t feltételnek, és Vi € G = su(n,n).
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Tekintsiik a G x GT csoport egy (n, h) elemét. Definici6 szerint, (1, h) hasson a P fazistéren
a kovetkez6 W, ; szimplektomorfizmussal:

Un(g, 1,C) := (ngh™ " nJdn~ " nCn™H). (4.42)

A (4.40) H) Hamilton-fiiggvények G, x G invaridnsak. A csoporthatast a
P = ((I)-H (I)+) P — (g+7g+)7 (443)

(9, 0,Q) =mp(J)+¢, (g, J.¢) =—7"(g7" Jg), (4.44)

ekvivarians momentum leképezés generalja. Itt 7y : G — G, a 0, mig 7+ : G — GT a v
involtcié (+1) sajatértékhez tartozo sajatalterére vetits projektor.

Tovabbi vizsgalatainkat a
¢ =v:=(0,—yC") (4.45)

momentum kényszert el6irva végezziik el, ahol y # 0 valos paraméter. A G, x GT csoport
hatésa megérzi a
P..=0o'v)CP (4.46)

kényszerfeliiletet. Megkdveteljiik az x és y konstansoktol hogy elégitsék ki az
(a* —y*) #0 (4.47)
egyenlGtlenséget. Ekkor a szimmetria csoport pélyainak
P i= /(G x G) (4.48)

tere sima sokasag. Az Q,.q redukalt szimplektikus forma és a H:d redukalt Hamilton-fiiggvények
a mar megismert médon adédnak,

T Orea = 15,0, T HI* = 1}, Hy, (4.49)

ahol 7 : P. — P,q a projekcié a palyék terére és tp, : P. — P a P, kényszerfeliilet természetes
bedgyazasa P-be. A P,oq simasagarol b6vebben a [5] cikkben olvashatunk.

A kovetkezSekben belatjuk, hogy a P. kényszerfeliletnek pontosan akkor létezik
(e, J,xC" + &(u)) alaki eleme, ha |u;|* = 2k minden j = 1,...,n-re és q eleget tesz a (4.27)
reqularitasi feltételnek.

A fenti allitas bizonyitasa mutatni fogja azt is, hogy hogyan konstrualhatunk P.-ben egy
kényelmes globalis szelést. Az allitas igazolasahoz tekintsiik P alabbi pontjat

(7, J,2C" + &(u)), ahol ¢ € A (4.50)
Alkalmazzuk a (4.19) felbontést J-re, azaz irjuk
J=Jr+J +Jr+ Uz (4.51)

alakban. Ekkor a (4.45) momentum kényszer masodik komponensét megvizsgalva az alabbi két
egyenlGségre jutunk

Jf=—aCl = wie),  J7 = (&), (4.52)
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és
7+ (e”4(J)) = (coshad,)(J{ + J*) — (sinhad,)(J; + J2) = yC". (4.53)
Mivel C" € G, a (4.53) egyenlet 7t projekcitja a

(coshad,)(JF) — (sinhad,)(J;) =0 (4.54)
egyenléség. A ml vetitést felhasznélva pedig a kovetkezs Osszefiiggésre jutunk:
(coshad,)(J) — (sinhad,)(JZ) = yC". (4.55)

A fenti szamolasainkban felhasznaltuk, hogy coshad, a G!-bél GI-be képez, sinhad, viszont
Gr-b6l GZl-be (—s = F ha s = +). Helyettesitsiik a (4.52) egyenletb6l J{-ot (4.55)-be és
szorozzuk meg skalarisan egy M-beli T elemmel. Igy a

(T, ) =0 YT €M (4.56)

feltételhez jutunk, hiszen tudjuk, hogy C! és C" az M+ altérhez tartozik (4.33). Hasznaljuk fel
M (4.25) alakjat és vegyiik figyelembe &(u) (4.34) definiciojat. Ekkor a (4.56) feltételbsl mar
kovetkezik az

|u;|* = 2k, Vi=1,...n (4.57)

kényszer. Ezutan felhasznaljuk az
Maiag = {(1t, 1) € G4 x GT | p € M} (4.58)
részcsoportot arra, hogy ¢ valtoztatasa nélkiil

(e?, J, zC" 4 &(u)) ut = /2, ji=1..,n (4.59)

J

alakra transzformaljuk a kényszerfeliilet pontjait. Vizsgéaljuk meg a momentum kényszert egy
(4.59) alakt pont esetében. A (4.55) blokk-diagonélis komponenseit tekintve azonnal lathato,
hogy a (JZ),, elemek tetszGeleges valos szamok (k = 1,...,n), és az is ellendrizhetd, hogy
teljesiilnek az alabbi egyenléségek

—ircosh(q; —qx) — (J2),,sinh(g; —qx) =0, ha 1<j<k<m vagy m<j<k<n.
(4.60)
Az utolso egyenletbdl pontosan akkor fejezhetd ki (J7);,, ha (¢; — gi) # 0 kiilonboz6 indexek

esetén. Ezutan (4.55) blokk off-diagonalis részének elemzésébdl arra jutunk, hogy

—ircosh(g; + qr) — (J__)j’n% sinh(g; +q) =0, ha 1<j<k<m vagy m<j<k<n,
(4.61)

valamint
—iwzcosh(2qr) — (J2),, . sinh(2qx) = y(C")knsk, Vk=1,..,n. (4.62)

A (4.61)-bol pontosan akkor hatérozhaté meg (J-), .., ha (¢; + gx) # 0. Vegyiik figyelembe
(4.47) feltevésiinket, miszerint (2% — y?) # 0 és hasznaljuk fel C” (4.32) alakjat. Ekkor azonnal

latszik, hogy (4.62) akkor oldhaté meg (JZ), . -re, ha g, # 0 minden k esetén.
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A fenti érvelést Osszegezve belattuk, hogy (4.55) akkor és csak akkor oldhaté meg, ha u
kielégiti (4.57)-et és ¢ regularis. Felhasznalva JT = —n ({(u))-t a (4.54) egyenlet most mar
megoldhato J*-ra is (cosh ad, invertalhaté G*-n). Ezzel a kivént allitast bebizonyitottuk.

Ezen a ponton érdemes bevezetniink néhény jelolést. Tovabbra is tételezziik fel, hogy x > 0
és z,y kielégiti (4.47) feltételt. Tetszbleges q € A, és p € A esetén jeldlje J(q,p) a kovetkezd
fiiggvényt

J(q,p) == —2C" — £(u") + L(q. p), (4.63)

ahol (u"); = V2K (j = 1,...,n) és L(q,p) = m_(J(q,p)) matrixelemeit az alabbi formulak
jellemzik. A1 < j <k < mvagy m < j < k < n esetén a matrixelemekre a kovetkezs
Osszefliggések teljesiilnek

Ljx=—Lij=—Ljtnktn = Litnj+n = —ikcoth(q; — qi), (4.64)

Lj,k+n = Lk,j+n = _Lj+n,k = _Lk—i-n,j = —iliCOth((]j + qk). (465)
Al<j<mésm<k<n esetén

Ljkx=—Ly; =—Ljink+n = Litnjtn = —irtanh(q; — qi), (4.66)

Lj,kJrn = Lk,j+n = _Lj+n,k = _LkJ’,n’j = —iﬁtanh(qj + Qk) (467)
Végill 1 <j<m,m<k<n,és1<1<n esetén

1y

Ljjin=—Ljin; = “Snh(2g) iz coth(2g;), (4.68)
Lok = —Lpang = — iz coth(2qe). (4.69)
’ " sinh(2qg)
Ly = =Lisniin = p1- (4.70)
A J(q,p) (4.63) definiciojat hasznalva tekintsiik az
S:={(e%, J(q,p),2C" +£(u")) g € A, p € A} (4.71)

halmazt. A fejezet {6 eredménye a kovetkezd: S egy olyan részsokasiga P-nek, ami a P. (4.46)
kényszerfeliiletben fekszik, és a G X G csoport minden P.-beli pdlydjdt pontosan egyszer metszi.
Az Q (4.38) szimplektikus forma ,wisszahizottja” S-re megegyezik az

QS = Z dpk N qu (472)

k=1

szimplektikus formdval. Tehdt az (S,€Qs) szimplektikus sokasig a (Prea;rea) (4-48) redukdlt
fdzistér egy modellje, amelyet azonosithatunk a kanonikus szimplektikus struktirdval elldtott
T* A, koérintd nyaldbbal.

A fenti allitdsok igazolasahoz elGszor hasznaljuk azt az észrevételt, hogy a G x G hatéas
révén a P, barmely pontja az alabbi alakra hozhato

(e?, J,zC" + € (u)), g€ A. (4.73)
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Ez a (4.28) felbontasbol kovetkezik, figyelembe véve, hogy a ¢ sziikségszerti regularitasat méar
belattuk. A (4.50)-(4.62) Osszefiiggések kozott vazolt gondolatmenetet kovetve konnyen lathato,
hogy a (4.73)-beli J a (4.63) egyenlet szerinti J(q,p) alakban irhaté. Valojaban a (4.63) kife-
jezést eleve a kényszeregyenletek kordbban ismertetett megoldasabol nyertiik. Ezek utan tegyiik
fel, hogy teljesiil a

(ne®h ™" nJ (g, p)n " aCl g (wn™") = (e7, J(¢,p), xC'+E(u)),  (n,h) € G xG*, (4.74)

egyenlGség két S-beli pontra (amelye igy mérték-ekvivalensek lennének). A (4.28) felbontés
egyértelmiiségébd] azonnal adodik, hogy e? = e? és igy ¢ = ¢/, amibsl mér kovetkezik, hogy
(n,h) = (u, p), ahol p az M csoport eleme. Ezek utan tekintsiik (4.74) masodik komponensét.
Innen lathato, hogy p = p/. Ez azt jelenti, hogy S tekintett két pontja egybeesik. FEzzel
belattuk, hogy S a P.-beli palyak globélis szelését adja.

Koénnyen meghatarozhatjuk az ) ,yvisszahtzottjat” S-re, és igy a (4.72) osszefiiggésre jutunk.
Mivel S a P.-beli palyak egy globalis szelése, ezért (S,Qs) a (Pred, Qreqa) redukalt fazistér egy
modellje. Azonositsuk tovabba A-t és dualisat A*-t a (4.20) skaléaris szorzat segitségével, igy
(5,Qg) és a T*A. ~ A. x A koérint§ nyalab egymassal szimplektomorf. Ezzel be is lattuk a
kivant allitasokat.

A fentiekbdl az is konnyen lathatd, hogy a szabad mozgas redukci6jabol kapott modell
Liouville integralhato. Az alabbiakban konkrétan ismertetjiik az integralhatésagot realizélod
fliggvényeket.

A

1
Hpd = Etr(J(q,p)Zk), k=1,..,n (4.75)

Hamilton-fiigguények egymdssal involicioban dlinak a T*A. kanonikus szimplektikus struk-
tirdjahoz tartozé Poisson zdrdjelre nézve. Az dltaldnositott Sutherland modell H(q,p) (4.1)
Hamilton fiigguénye Liouville integrdalhato, mivel

H(q,p) = itr(J(q,p)Z) = Hi*Y(q, p). (4.76)

Tudjuk, hogy Hi-k Poisson kommutaltak a (P,Q) fazistéren, ezért a (4.75) redukalt
Hamilton-fiiggvények involucioban éallnak. A (4.75) fiiggvények vezetd tagja homogén poli-
nom pi, ..., pp-ben. A vezetd tagokat megvizsgalva azonnal latszik, hogy ezek a fiiggvények
funkcionalisan fiiggetlenek. A szimmetria-redukcios gondolatmenet garantélja azt is, hogy H:d
folyamai teljesek. A (4.76) egyenl6ség direkt szamolassal igazolhato.

A kovetkezSkben ismertetjiik, hogyan konstrualhatok meg a H*d redukilt Hamilton-
fiiggvények folyamai a (4.41) Osszefiiggés szerinti ,szabad folyamokbol”.  Valasszuk kezdeti
értéknek (g(0),p(0))-t. A hamiltoni redukcié kovetkezményeként, a Hi*d Hamilton-fiiggvény
folyamaihoz tartozo (q(t), p(t)) megoldéasok leolvashatoak az alabbi egyenletekbdl:

(50, T(q(t). p(),2C" + E(u)) = (4.77)
= (n()e™ e @n ()", n(t)J(q(0), p(0))n(t) ™", n(t) (xC" + £ )n(t) ™),
ahol

L ((a(0), p(0)* )1 (4.78)

Vi = J(q(0), p(0))* 7" = o~
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és (n(t),h(t)) € Gy x G*. Az (n(t),h(t)) fiiggvények meghatéarozasédhoz azt kell figyelembe
venniink, hogy a (4.77) bal oldala az S szeléshez tartozik. Igy a megoldéshoz az

eVeet®) = () 1et®hn(2), (n(t),q(t),h(t)) € Gy x A. x GT, (4.79)

felbontést kell meghataroznunk az n(0) = h(0) = 14, kezdeti érték és

()€U )n(t) ™ = &(u”) (4.80)
mellékfeltétel esetén. A p(t) idsfejldését ezutan a
p(t) = 7= (n(t)J (a(0), p(0))n(t) ") = 7 (n(t) L(q(0), p(0))n(t) ") (4.81)

egyenlet irja le.

Amennyiben csak a q(t)-re szeretnénk meghatarozni, akkor egyszertibb utat jelent a gI"(g~!)
kifejezést vizsgalata. Igy (4.79)-at felhasznalva az

2Op,, = n(t)ethGQq(O)Dmetvfjn(t)’l (4.82)
egyenlgségre jutunk. A (4.82) egyenlet alapjan elmondhatjuk, hogy az
ethGQQ(O)DmetVJ (4.83)

matrix sajatértékei megegyeznek az 2D, diagonalis matrix f6atlobeli elemeivel. A (4.82)
osszefiiggeés, a D, (4.4) definicidja és a nyilt Weyl kamra elemeinek (4.30) tulajdonsaga figyelem-
bevételével lathato, hogy a kérdéses sajatértékek mind kiilonbozsek. Tehét q(t) meghatdrozdsa
mdatrix diagonalizdldassd eqyszerisadik.

Osszefoglalva, a fejezetben megvizsgaltuk a (4.1) altalanositott Sutherland modellt hamil-
toni szimetria-redukcios nézépontbol. Az SU(n,n) Lie-csoport szabad geodetikusait redukal-
tuk. Ebbdl a képbdl azonnal addédott a harom fliggetlen csatoléasi allandoval rendelkezé modell
integralhatosaga. A redukcios képet alkalmazva egy megoldési algoritmust is kaptunk.

Egy jovébeli kutatési témaja lehet a modell szoraselméletének vizsgalata a [40, 43| cikkek
nyomdokaiban haladva. Szintén érdekes lehet a modell kvantummechanikajanak tanulmany-
ozasa (példaul kvantum hamiltoni redukcioval).



5. A trigonometrikus Sutherland modell
és dualisa

A 2.6 fejezetben mér emlitettiik, hogy a [44] cikkben Ruijsenaars kidolgozta a Sutherland
modell P fazistere és a megfelel6 dudlis modell P. fazistere kozotti hatds-szog leképezést.
Tovabbé tekintette a fazistér bizonyos P, és P, fedéseit, valamint a P megfelels P, és P, fedéseit.
Ezek a Sutherland modell kiilonb6z6 lehetséges fizikai interpretacioihoz (egyenes vagy koron
mozgd, megkiilonboztethets vagy megkiilonboztethetetlen részecskék) kapesolhatok. Ebben a
fejezetben a 20| cikkiinkre tamaszkodva bemutatjuk Ruijsenaars dualitasi és fedsleképezéseinek
kapcsolatat a

Gy =R x SU(n) — G, :=U(1) x SU(n) — G :=U(n) (5.1)

fed6 homomorfizmusokkal. Targyaldsunkhoz a T*G koérinté nyaldbot redukéljuk a G Lie-
csoport konjugalasos hatésaval, majd hasonl6 modon megvizsgaljuk G; hatasat T*Gyn (i =
1,2) is. A megfelels szimmetria csoportok kozott fennall a

é = G/ZG ~ Gl/ZG1 >~ GQ/ZGZ (52)

kapcsolat, ahol Zg a G csoport centrumét jeloli és hasonlo jelolést alkalmazunk a G; cso-
portok centrumaira is. A konjugélas révén mindhérom esetben effektiven a G csoport hat.
A szimplektikus redukcidhoz a G-hatésihoz tartozé momentum leképezés szokasos (2.40)
értékét hasznaljuk fel. A redukci6 utan a (5.1) fedé homomorfizmusok mintéjara természetes
leképezéseket kapunk a megfelels redukalt fazisterek kozott:

(T*G2>red — (T*Gl)red — (T*G)red- (53)

Konstrukcionknak koszonhetSen a harom alternativ modellpar esetén az (5.3)-ban szerepls
redukalt fazisterekre érvényesek az

P2 ~ (T*Gg)red ~ pg, P1 ~ (T*Gl)red ~ Pl, P~ (T*G>red ~ PC (54)

azonositasok. A fenti azonositdsokndl alkalmaztuk a redukélt fazisterek (2.128) és (2.129) defini-
cidit. A redukalt fazisterek konkrét modelljeinek leirdsa, nevezetesen P, P., Py, P, és P, P,
jelenti munkank lényegét.

Az (5.4) relaciokon keresztiil az
Ry:Py— Py, Ry:P— P, R:P—P, (5.5)

dualitési transzformaciok konnyen interpretalhatoak, mint szimplektikus leképezések a
megfelels fazisterek kozott. Az (5.3) Gsszefiiggések kozvetlen kovetkezményeként adodik a

Ra2

}f P, (5.6)
l

Pl = pl

o,

P P.

45
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kommutativ diagramm is, melyen a vizszintes nyilak a dualitasi transzforméciokat jelolik a
fliggbleges nyilak pedig (lokalisan szimplektikus) feds Poisson leképezéseket. A diagram-
mon lathat6 leképezések konstrukcioja Ruijsenaars [44] munkajaban' is megtalalhato. Az al-
talunk alkalmazott csoportelméleti targyalas egy tj utat mutat a kiillonbo6z6 fazisterek kozotti
fedsleképezések vizsgalatara, tovabba jelentds technikai egyszertsitést jelent [44]-hoz képest,
hiszen az R leképezés szimplektikusséga nyilvanvalé modon adodik a levezetésbdl (a [44] refer-
encidban sokkal koriilményesebb médon keriilt ez belatéasra).

A kovetkezs alfejezetben bemutatjuk a T*G relevans hamiltoni redukeiojat [32] és részletesen
ismertetjiik az R : P — P, dualitasi transzforméciot, majd ratériink az (5.6)-ban megjelend
fedsleképezések leirasara.

5.1. Elgkésziiletek a T*U(n) szimplektikus redukci6jahoz

Tekintsiik a G = U(n) Lie-csoportot és azonositsuk a megfelel6 G := wu(n) Lie-algebrat
duélisaval, G*-al, a kovetkezs invarians skalaris szorzat révén

(X,Y):=—tr(XY), VX, Y€EGQ. (5.7)

Hasznaljuk fel (5.7)-et és végezziik el a T*G kotérinté nyalab trivializalasat a jobb szorzas
segitségével az alabbiak szerint

T"G~GxG ~GxG={(9,J)]|g e G, Jeg} (5.8)

A koérinté nyalabot ellatjuk az
Qreq = —dtr(Jdgg™) (5.9)

kanonikus szimplektikus formaval. Mivel az (5.2)-beli G' csoport G ~ SU(n)/Z, moédon is
realizalhato ezért a G Lie-algebraja azonosithaté su(n)-nel, tovabba G*-al is az invarians skalaris
szorzat révén. Jelolie O a G csoport minimalis dimenzioja koadjungalt palyajat. A palyat az
alabbi halmaz adja

O :={{=¢&x,v)|{(z,v) =ix(1, — UUT), veC, |v]*=n}, (5.10)

ahol x nem-nulla val6s paraméter. Az O palya Qo szimplektikus formaja a y/n norméaja v
vektor komponenseivel parametrizalva a kovetkezd alakot o6lti

Qo = izdv’ A dv. (5.11)

Az (5.11) osszefiigges jelentésének megvilagitasdhoz megjegyezziik, hogy O megegyezik a CP™!
komplex projektiv térrel, és jol ismert tény (lasd [27]), hogy CP"~! kiadodik a C* ~ R*"
szimplektikus vektortér U(1) kanonikus hataséval valo redukélasaval (ezt a hatast v — |v|?
momentum leképezés generalja). Amennyiben a momentum értéket n-nek valasztjuk, akkor az
igy ad6do redukalt szimplektikus forma (5.11)-el egyezik meg.

1Megjegyezzﬁl§, hogy a P, Pg,f’c, Py, R, Ry szimbolumok (5.6)-ban a megfelelnek [44] cikk (1.74) diagramm-
jan talalhato Q, Q, Qf, Qfc, ®f ®F jelsléseknek.
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A redukci6 kiindulopontjaul az (M, Q) szimplektikus sokasag szolgal, amelyet az alabbi
formulék jellemeznek:

M =T"G x O, QM = QT*G’ + QO- (512)

Az Q) szimplektikus formahoz tartozé nem-elting Poisson zarojelek:

{gjka Ja}M = (Tag)jka {Jaa Jb}M = <']7 [Ta)TbDa {fméb}M = <£7 [TaaTbD' (513>
Itt felhasznaltuk a J, := (J,T,) és &, := (£, T,) jeloléseket, ahol {T,} a G = u(n) Lie-algebra
bazisa.

Az M fazistéren a Hamilton-fiiggvények két csaladjat vizsgaljuk, melyeket a
1
Hi(g, J, &) = Etr(—i])k, Vk=1,...,n, (5.14)

és a

N 1 - 1

Hk(.gvjag) = Etr(gk_}_g_k)u H—k(Q? J?é) = Etr(gk_g_k)u Vk = 17"'7” (515>
osszefiiggések definialnak. Egy tetszélegesen valasztott k és (g(0),J(0),£(0)) kezdeti érték
esetén Hy az alabbi folyamot indukalja

(9(t), J (1), £(t)) = (9(0) exp(it(—1J(0))*"), J(0), £(0)). (5.16)
A fenti #,, fiiggvény hamiltoni folyama

(g(t), J(£),£(1)) = (9(0), J(0) + t(g(0)* — g(0)™*), £(0)), (5.17)
H_ -6 pedig

(g(t), J(£),£(1)) = (9(0), J(0) — it(g(0)* + g(0)7"),£(0)). (5.18)

Az (5.14) és (5.15) fuggvények a
{Hk7Hl}M = 07 {7:[@, /?:Lb}M =0 (519)

Poisson zardjel relaciokat elégitik ki tetszéleges indexek esetén, azaz J és g ,spektralinvariansai”
explicit moédon integralhato fliggvényekbdl allo abeli algebrakat alkotnak.

Tekintsiik G egy [y] elemét (y a G egy tetszdleges eleme). Ekkor az M tetszéleges (g, J, €)
pontjan az
A9, .€) = (ygy ™ yJy ™ yéy™), (5.20)
definici6 szerint hatva szimplektikus csoporthatést nyeriink, tovabba az is igaz, hogy az (5.14)
és (5.15) Hamilton-fiiggvények G-invaridnsak. Az (5.20) G-hatéshoz a ® : M — G* ~ su(n)
ekvivarians momentum leképezés tartozik, melyet a kovetkezs egyenlGség definial

®(g,J,6)=J—gtJg+E. (5.21)

A szimplektikus redukciot a ® = 0 momentum értéknél végezziik el. Ez ekvivalens a [32]-ben
vizsgalt redukcioval.
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Belathato, hogy a ® momentum leképezésnek a nulla regularis értéke és a G csoport szaba-
don hat a
My :=®10)c M (5.22)

kényszerfeliileten. Igy M, egy beagyazott részsokasaga M-nek és
(T*G)rea == Mo/G (5.23)

sima sokasag.

A (T*G)req redukalt fazistéren az oq redukalt szimplektikus format, valamint a {H} és
{Hx.} redukalt Hamilton-fliggvényeket a kovetkezs formulak jellemzik

WS(Qrod) :LS(QM), HkOT('O:HkOLO, ﬁikoﬂ'ozﬁikobo, (524)

ahol mg : My — M,/ G a természetes projekcio és ¢ : My — M a tautologikus bedgyazas. Az
(5.19)-bsl mar kévetkeznek a

{Hka Hl}red = 07 {f{m f{b}red =0 (525)

relaciok, ahol {-, -} az Qeq-hez tartozo Poisson zérojelet jeloli. A Hy, és H_, redukélt Hamilton-
fiiggvények folyamai a my projekcioval adodnak Hy és H.y folyamaibol.

Szimplektikus redukcionél gyakorta vizsgaljuk a kényszerfeliiletbeli palyék globalis szelését.
Ezaltal a redukalt fazistér modelljét nyerjiik. A kovetkezs fejezetben megkonstrualjuk a redukalt
fazistér két modelljét, de csak az egyik adodik kozvetleniil globalis szelésként.

5.2. T*U(n) redukcidja és duilis rendszerek

Ebben az alfejezetben ismertetjiik a ((7%G)yed, Chea) redukalt fazistér két modelljét. Az el-
s6t a trigonometrikus Sutherland modell (P, w) fazisterével azonosithatjuk, mig a masodikat a
Sutherland modell Ruijsenaars dualisanak (P,,d,) fazisterével. A ((T*G)red, Qred) azonositésa
(P,w)-val jol ismert [32]. A ((T*G)red, Qrea) azonositasat (P, w.)-vel a [21, 22| cikkekben alkal-
mazott modszerek segitségével a [20] publikacioban dolgoztuk ki. Az egymassal duélis modellek
lényegében két koordinatarendszert jelentenek a (17 G)yeq redukalt fazistéren és az attérést leiro

koordinata transzformécio a dualitési transzformacio (hatas-szog leképezés).

5.2.1. A trigonometrikus Sutherland modell

Tekintsiik az U(n) Lie-csoport standard maximalis toruszat,

T(n) = U(1) x U(1) x -+~ x U(1) < U(n), (5.26)

S

~
n darab

amelyet diagonalis matrixok alkotnak. Jelolje T(n)? a maximélis térusz reguléris elemeinek
halmazat, ami a kovetkez6 moédon realizalhato

T(n)? = {r = diag(r1,...,7) € T(n) |7, # 7, ahol 1<a#0b<n}. (5.27)
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A maximalis torusz regularis része n darab koron (U(1)-en) mozgd megkiilonboztethetd, nem-
egybeess részecske konfiguracios terének tekinthets. Az S(n) permutéciécsoport szabadon hat
T(n)%-on (barmely 7 € T(n)° elem diagonalis matrixelemeit permutalja), ezért

Q(n) :=T(n)°/S(n) (5.28)

sima sokasdg. Belathato [20], hogy a T(n)° dsszesen (n — 1)! dsszefiiggé komponenssel ren-
delkezik, tovabba, hogy ((n) Osszefiiggs. A tovabbiakban Q(n)-t n darab ,koéron mozgé” meg-
ktilonboztethetetlen részecske konfigurdcios tereként interpretaljuk.

A (T*T(n)°, Qpsp(my0) koérints nyalabot tekintve az alabbi azonositasokat végezhetjiik el
. d
T*T(n)° = T(n)° x R" = {(7,p), |7 € T(n)", pER"}, Qg = Y _ dpi A (—

k=1

) . (5.29)

17k

Vezessiik be a ¢, lokalis koordinatékat a 7, = €!9% parametrizalas segitségével. Ekkor teljesiil
az

QT*'H‘(H)O = Z dpk AN qu (530)
k=1
egyenlSség, azaz Qp«r,)0 megegyezik a Darboux formaval. Az (5.28) dsszefiiggést felhasznélva,

jol ismert altalanos eredmények alapjan [1| elmondhatjuk, hogy a két emlitett konfiguréacios tér
koérinté nyalabjaira igaz az

(T*Q(n), Ur-qeny) = (T*T(n)°, Qrenuy) /S () (5.31)
relacio.

A T(n)® — Q(n) projekcié lokélisan (feds) diffeomorfizmus, amely a T*T(n)? — T*Q(n)
(fed6) leképezést indukalja. Ezen leképezés révén Qp«q(n) ,visszahtizottja” megegyezik Qqup (-
al. A T*T(n)° koérint6 nyalab (5.29)-beli (7, p) koordinatdinak hasznalata esetén egy tetszéleges
o € S(n) a kovetkezs o Gsszefiiggés szerint hat a koérinté nyalabon:

o (r,p) = (o(7),0(p)), (5.32)

P

tgy is mintha T*T(n)%-on a 7 és p elemeket szimultdn permutdcioktdl eltekintve vennénk csak
figyelembe.

A Q(n) topologiaja nem-trivialis, ezért gyakorta elényds Q(n) helyett T(n)%-t vizsgalni
azzal a megkotéssel, hogy minden elemet csak permutacioktol eltekintve vesziink figyelembe.
Ily moédon a T*Q(n)-on értelmezett sima fiiggvényeket azonosithatjuk a T*T(n)%-en értelmezett
S(n)-invarians fiiggvényekkel.

A fentieket Osszegezve: Az n megkiilonboztethetetlen részecskét leire Sutherland modell fazis-
tere és szimplektikus struktirdja

(P,w) == (T"Q(n), Qr-qn))- (5.33)
A modell Poisson kommutdlo Hamilton-fiigguényei az

Eab

1y 9a—3qb
Sin 5

= 1z
Lsum(q,p) = ZpkEkk ) (5.34)
k=1

a#b
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Laz mdtriz spektralinvariansaiként dllnak eld.  Itt Lswn(q,p)-re 1gy tekintink, mint az
(5.29)-beli T*T(n)%-on értelmezett figguényre. Az Lsun(q,p) szimmetrikus fiigguényei S(n)-
invaridnsak €s igy jol definidltak T*Q(n)-n.

A kénnyebb érthetdség kedvéeért felidézziik az (5.12)-beli (M, Q) redukciojaval kapesolatos
fontosabb 1épéseket. Ehhez célszerd bevezetni az alabbi modon definialt leképezést:

~ . a . anb ~
F (7—7p) = (Ta J(T,p),S(JT,U)), ‘](T7p) 3:12pkEkk+1Z—> U= [1717'-'71]T‘
k=1 ab 1= 7/Ta
(5.35)
Az alfejezet egyik f6 eredménye a kovetkezs: Az F sima és injektiv modon képez T*T(n)°-bol
M-be, melyre T*T(n)" M-beli MY képe egy olyan bedgyazott részsokasdga Mo-nak (5.22), ami
G minden pdlydjdt metszi. Amennyiben G eqy [y] eleme az MY eqy pontjat M* -be képezi, akkor
az [y]-hez tartozd G-beli y reprezentdns vdlaszthaté a permutdcidcsoport eqy alkalmas elemének.
Tovdbbd minden G-beli o permutdcic MT-b6l M* -be képez és F S(n)-ekvivaridns leképezés.
Végezetiil teljestil a kévetkezd eqyenldség:

F*(Qr) = Qpennyo- (5.36)

Az emlitett allitasokbol kozvetlenil adodik, hogy az (5.23) (T*Q(n), Qr«qwm)) koérintd
nyaldb a ((T*G)red, Qrea) redukdlt fazistér egy modellje. Valoban, legyen (1,p) a T*Q(n) =
T*T(n)°/S(n)-beli [(1,p)] elem egy reprezentdnsa, ekkor az

F:[(m,p)] = (w0 0 F)(r,p) (5.37)

leképezés F : T*Q(n) — (T*G)rea szimplektomorfizmust definidl. Az F szimplektomorfizmus
segitségével azonositiuk a (T*G)eq redukdlt fdzistéren értelmezett fiigguényeket a T*T(n)%-on
értelmezett S(n)-invaridns figguényekkel. Ekkor a Hy redukdlt Hamilton-fiigguények az aldbbi
alakban irhatok

1
Hy(r,p) = Etr(—iJ(T,p))k, k=1,...,n, (5.38)

mig a {I:Iik} redukdlt figguényekre a kévetkezd eqyenldségek teljesiilnek

n

lrp) = 3 (0 + @)Y, ) = 5@ - ) (539)

j=1

Alkalmazva a 7; = €% egyenldséget azt kapjuk, hogy a Hy-k megegyeznek az Lsun(q,p) Laz
madtriz spektralinvaridnsaival.

Az imént ismertetett allitasok igazolasdhoz a
(T*Q)rea = My/G ~ M*¥/S(n) ~ T*T(n)°/S(n) = T*Q(n) (5.40)
azonositasok érvényességét kell ellenérizni. Ehhez el6szor megvizsgaljuk a

J—g ' Jg+&,v) =0, ahol £&(z,0)=ix(l, —w'), [w*=n (5.41)
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momentum kényszert. A mértékszabadsagot felhasznéalva az (5.41) egyenlet tetszéleges
megoldésa attranszformalhatd olyan alakra, ahol g a maximalis torusz eleme, igy a tovabbi-
akban elegendd a

J =17 =iz(w! —1,), lv|? = n, 7€ T(n) (5.42)

egyenletet vizsgalnunk. Az (5.42) diagonélis részének vizsgalatabol a |vg| = 1 feltétel adodik
tetszbleges k = 1,...,n esetén, majd T(n) alkalmas elemének hasznélataval v-t az (5.35) Gssze-
fliggésben definialt v = © alakra tudjuk transzforméalni. Az off-diagonélis komponensek vizs-
galataval az alabbi egyenlGségek adodnak

Jou(1—7/7,) =iz,  Ya#b. (5.43)

A iménti 6sszefiiggések megoldhatoak 7-ra (7 € T°) és az igy kapott megoldas pontosan meg-
egyezik az (5.35) Osszefiiggésben szerepld J(7,p) definiciojaval. Osszefoglalva: Belattuk, hogy
a kényszerfeliilet tetszéleges pontja esetén talalhatd azzal mérték-ekvivalens pont, melyet egy
alkalmas 7 € T(n)? és p € R" vélasztéson keresztiil az alabbi relacio jellemez

(9, J,8(x,0)) = (7, J (1, p), (2, 0)). (5.44)

A fent ismertetett megoldésok pontosan az (5.35)-ben definialt F' leképezés M képének felelnek
meg. Megjegyezziik, hogy fennall az

Lsuin(g,p) = —ie "2 (€', p)e'¥? (5.45)

egyenlGség.

Folytassuk a faktorizdlast G' azon [y] elemeivel, melyek a momentum kényszer (5.44) alaki
megoldasait azonos alakira transzforméljak, azaz

(yry ™y (mp)y €, y0) = (7, I (7, '), €(x, 9)). (5.46)

Hasonlitsuk Gssze a fenti egyenldség elsé komponenseit. Igy leolvashatjuk, hogy teljesiilnie kell
az yTy ' = 7' egyenlGségnek. Az imént elmondottakbol kovetkezik, hogy, y a o7 alakban
irhato, ahol o egy G-beli permutacié matrix és T eleme a T(n) maximalis torusznak. Az (5.46)
harmadik komponensének vizsgalatabol adodik, hogy T-nek meg kell egyeznie az egységelem
konstans szorosaval. Az els§ és mésodik komponens tovabbi vizsgalatabol a

' =or0 ' =0(r) és Zp;Ekk = U(ZpkEkk)a’l = Za(p)kEkk (5.47)
k ! k=1

relaciokra jutunk, azaz F egy S(n)-ekvivarians bijekcio T*T(n)? és M* kozott. Konnyi el-
lenérizni, hogy az F*(Qu) = Qrengnyo is teljesiil. Tehéat belattuk az F' és M sszes emlitett
tulajdonsagéat.

A fentiekbdl vilagos, hogy (7, J(7,p),&(z,0)) € MF izotrépia csoportja a G trivialis rész-

csoportja. Ezaltal azt is belattuk, hogy G szabadon hat My-on.
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5.2.2. A trigonometrikus Sutherland modell Ruijsenaars dualisa

Az el6z6 alfejezetben bebizonyitottuk, hogy az (5.33)-beli (P, w) a (T*G)yeq redukalt fazistér
modelljeként tekinthets. A kovetkezSkben megkonstrualjuk a (7%G)eq egy méasik modelljét,
ehhez az (5.41) momentum kényszer egy masik megoldasat keressiik meg. A Sutherland modellt
targyalo alfejezetben a GG csoport g elemét hoztuk diagonélis alakra, a dualis modell esetében
pedig olyan mértéktranszforméciot alkalmazunk, amely a G Lie-algebra J elemét hozza az aldbbi
diagonalis alakra

J = —idiag(py,...,pn) := —1ip, ahol p; >po > -+ > py. (5.48)

Az alfejezet végsG eredményéhez tobb lépésben jutunk el. Mivel a gondolatmenetiink eléggé
technikai, ezért ismertetését a matematikdban szokasos modon tételek és lemmaéak hasznalatéaval
épitjiik fel.

1. Lemma. Ha (g, J,&(x,v)) megoldja az (5.41) momentum kényszert (5.48) alaki J-re, akkor
a kovetkezd dsszefiiggések is teljestilnek

P — Py >zl Yk=1,....(n—1), (5.49)
€s . .
w2 =T] {W} . Yb=1,....n. (5.50)
ktb Pv — Dk

Bizonyitas. A fenti allitasok igazolaséhoz, irjuk (5.41)-et a

g 'pg = x(va —1,)+p (5.51)

mérték-ekvivalens alakban. Majd irjuk fel az (5.51) egyenlet mindkét oldaldnak karakterisztikus
polinomjat. Igy a

[1G =% =116 = A+ a) 2y (ol [0 = (A +2)) (5.52)
j=1 j=1 k=1 j#k
egyenletre jutunk.

Tegyiik fel, azt is hogy p regularis, azaz
P1 > Do > -0 > P, (5.53)

majd értékeljiik ki a karakterisztikus polinomokra vonatkozo (5.52) egyenlSséget a A = p, — «
helyen. Ezzel azonnal belattuk az (5.50) dsszefiiggést. Az (5.50) és (5.53), valamint |v,|*> > 0
hasznalataval a (5.49) ,spektralrés” feltétel levezethetd (a részletes bizonyitéas [22] egy hasonlo
problémara vonatkozo6 analizisét kovetheti).

Az (5.51)-nek létezik az (5.53) regularitési feltételt kielégité megoldésa, hiszen a

P —Pre1 =z, k=1,...,n—1 (5.54)
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és
Vi =0niVn, Gin=0ij-1=1 (1=2,...,n), gap=0 kiilénben ha x>0, (5.55)
illetve
v =01Vn, gu1=¢gijr1=1 (G=1,...,n—1), gup=0 Kkiilonben ha =z <0 (5.56)
valasztas kielégiti (5.51)-et. Az iménti észrevételbdl és a kényszerfeliilet 6sszefiiggGségébdl mar

kovetkezik, hogy az (5.21)-et kielégité J-nek barmely két sajatértékének tavolsaga legalabb |x|.
Ezzel a kivant allitasokat belattuk. |

1. Definicié. Jellje €, a (2.130) Gsszefiiggésben definidlt €, lezdrtjdt, és vezessiik be a €,-en

értelmezett .
Vi, p)s =[] {W} W=1,....n (5.57)
kb Po — Pk
vektor €s )
A z bo =By — @)(p; — pp— )]
Nz pa = —— || [( — A)(f & )} . a#b, (5.58)
U (Pa = P3)(D; — Dv)

1

~ (ﬁa_ﬁj_xxﬁj_ﬁa_x) 2

(T, D)aa = { S (5.59)
]1;!1 (Pa — D) (Pj — Pa)

n X n mdtrix értékid figguényt. A fenti osszefiiggésekben a mégyzetgyok alatt dllo kifejezések

eqyik esetben sem negativak.

2. Lemma. Az (5.41) momentum kényszernek tetszbleges p € €, esetén létezik olyan
megolddsa, amely

(9,4.6) = (9, —ip, &(z, V(z,P))) (5.60)
alakban irhato (itt felhaszndltuk a p ~ diag(ps, ..., pn) jelolést).

Bizonyitas. Az allitds igazolasdhoz tekintsiink egy tetszélegesen vélasztott p-t €,-bél és je-
gyezziik meg, hogy (5.60)-ra a momentum kényszer a

g 'pg = a(V(z,p)V(x,p)' = 1) +p (5.61)

alakot olti (¢ € U(n)). Mivel az egyenlet mindkét oldala hermitikus, az egyenletet kielégits
g létezésének elégséges feltétele, hogy a jobb oldal Q, (), p) karakterisztikus polinomja mege-
gyezzen a bal oldal P,(A) := [[}_, (p; — A) karakterisztikus polinomjaval. A V'(z,p) definici6ja
garantalja a

(P — Qu)(A=pp —2,p) =0 (5.62)

egyenlGség érvényességét tetszéleges b = 1,...,n-re. A definiciojukbol lathatéan P, — Q,, egy
n-nél alacsonyabb foka polinom A-ban, igy azonnal adodik a P,(\,p) = Q,(\, p) egyenlSség.
Ezzel igazoltuk az (5.60) megfelels tipust megoldasanak létezését. [ |
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3. Lemma. Az (5.57)-beli V(x,p) fiigguények eleget tesznek a

n

s
——V(x,p)2=1, Vb=1,...,n, VpeEC, 5.63
;pb_pa+x (z,p) iz (5.63)
S V@ pi=n = Ve, (5.64)
a=1

dsszefiiggéseknek. Az n(x,p) figguények kielégitik az

zV(x,p)aV (=2,P)
ﬁb - ﬁa +x

n(x,p)ap = , Va,b ha pe &, (5.65)

(@, p)~ =n(x,p)" =n(-=p), det(n(z,p)) =1,  Vpeg, (5.66)
eqyenldségeket.

Bizonyitas. Az (5.52) karakterisztikus polinomok kiértékelésébsl A = A,-ben azonnal adodik
(5.63); (5.64)-et pedig megkapjuk az (5.51) egyenlet tr-e meghatarozasabol. Az n(z,p) matrix
érteki fiiggvény (5.65) és (5.66) tulajdonsagai a Cauchy determinans formula kovetkezményei
[54]. Az emlitett tulajdonsagoknak koszonhetSen igaz, hogy n(x, p) eleme az SO(n,R) csoport-
nak. [

4. Lemma. Az aldbbi kifejezés az (5.41) momentum kényszer megolddsa tetszdleges p € €,
esetén:

(9. 7,€) = ((z, )", —ip, &(x, V(z, ). (5.67)

Bizonyitas. Szorozzuk meg (5.51)-et jobbrol g'-el és helyettesitsiik be az (5.67) dsszefiiggést,
igy a

(@, P)an(Po — Pa + 7) = 2Va(2,0) Y _ Velw, p)n(z, P, Va,b (5.68)

c=1
egyenl@ségre jutunk. Amennyiben p a €, eleme, a fenti 6sszefiiggés mindkét oldala az aldbbi

kifejezéssel egyenls
mv($7ﬁ)av(_x>ﬁ)b' (569)

A fiiggvények folytonossiga garantalja, hogy az egyenldség érvényes a @, lezart esetén is. W

5. Lemma. Felhaszndlva az 1. Definicict és az (5.20) formuldt vezessiik be a
K,:GxT(n)x € — M=>=U(n)xun)xO (5.70)
folytonos leképezést az aldbbi definicicval
Kao([y], D, 5) := Ay (0, p)D) ", —ip, (2, V (@, 9))) - (5.71)

A K, képe megegyezik az (5.22)-beli My kényszerfeliilettel. Megszoritva K,-et G x T(n) x €,-re
sima, injektiv leképezést kapunk, melynek képe My sirid, nyilt részsokasdga.
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Bizonyitas. Az 1. és 2. Lemmaknak koszonhetGen My minden eleme elGall

(g,—if),f([L’,V(:U,ﬁ))), ]36 Q_:ac (572>

alaku elemek mértéktranszformaltjaként. Az eddigieket kombinédlva a momentum kényszert
ig7'pg = —&(@, V(2 p)) +1p (5.73)

alakban irhatjuk, ahol g eleme U(n)-nek. A p regularitasabol és a 4. Lemméabol kovetkezik,
hogy (5.73) pontosan akkor oldhat6 meg, ha

g = (n(xz,p)D)"", ahol D e T(n). (5.74)

A fenti érvelés igazolja, hogy K, képe My. Konnyen lathato az is, hogy K, a G x T(n) x €,-
et az M, stri és nyilt részsokasagaba képezi. A megszoritott leképezés simasaga a definialo
formulabol azonnal lathatd. Az injektivitas belatasahoz elGszor tegyiik fel, hogy érvényes az
alabbi egyenlGség

A (. p)D) ™ =1p, &, V(. 5))) = Ay (0, 9)D) 7, =10, (2, V(i 7))),  (5.75)

ahol
([y], D,p) € G x T(n) x €, > ([w],D,p). (5.76)

Hasonlitsuk 6ssze (5.75) masodik komponenseit. Igy azonnal lathato, hogy p = §' és a
go :=w 'y € T(n) (5.77)
relacio is teljestil. Tekintsiik (5.75) harmadik komponensét, ezzel a
9o&(, V(z,9))g5 " = &, 90V (2, 0)) = &(, V (2, ) (5.78)

egyenlGségre jutunk, azaz

Vegyiik észre, hogy V(x,p) komponensei nem nulldk, hiszen p € €,, és igy go = 71, adodik.
Ezutan a kivant allitas azonnal kovetkezik (5.75) els6 komponensébdl. |

Jelolje
MY C M, (5.80)

azon (g,J,&) elemeket, melyek J komponense kielégiti a ,szigort” spektralrés feltételt. Az
M olyan részsokasaga Mo-nak, mely sdrd és nyilt, és GG hatdsa nem vezet ki belsle. A K,
értekkeszlete a G x T(n) x €, értelmezési tartomany esetén megegyezik MP-al. A fentieknek

megfelelGen B )
My )G C My/G 5.81
0

stird, nyilt részsokasaga a redukalt fazistérnek.
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6. Lemma. Tekintsik az m, : T(n) x € — M sima, injektiv leképezést, melyet az

m,(D, p) = K([e], D, p) = (n(z, p)D) ", —ip, &(z, V(,p))) (5.82)

formula definidl. Az m, képe MQ-ban fekszik és minden MQ-beli G-pdlydt pontosan eqyszer
metsz. Tovabbd a (5.12)-beli Qyy szimplektikus forma mg-el vald wisszahiuzottjdira” az aldbbi
eqyenldség teljestil

mi(Qy) = —itr (dp A (dD)D7). (5.83)

Bizonyitas. A leképezés simasaga azonnal lathatd a definidld formuldbol, az injektivitas az
5. Lemma kévetkezménye. Egyediil a (5.83) Gsszefiiggés ellenérzése maradt hatra, ehhez tekint-
sikk a g == (n(z,p)D) -t és J = —ip-t. Az iménti g és J teljesiti az alabbi egyenlGséget:

tr (J(dg)g~") = tr (ip(dD)D "), (5.84)

hiszen n(z, p) ortogonalis matrix és igy nem ad , kereszttagot” p-vel. Vegyiik észre, azt is, hogy az
Oy szimplektikus forma koadjungalt palyahoz tartozo Qe része nem ad jarulékot m(€Qy,)-hez.
Utobbi észrevétel a koadjungalt palya Qo szimplektikus forméajat definialo (5.11) osszefiiggésbol
adodik. A C™ tisztan valos vektorokbol all6 részhalmazéan Qe eltiinik és V' (z, p) pontosan ebben
a részhalmazban fekszik, igy belattuk (5.83)-at. [ |

Legyen 7 = diag(7y,...,7,) € T(n) esetén
T(z) := diag(7,...,7p,1) ha x>0, ¢és 74 :=diag(l,7,...,7,—1) ha x<0. (5.85)

Legyen tovabba X(z,-) : T(n) — T(n) az alabbi &sszefiiggéssel definialt bijekeio

n J
N(z,7); = HT,;I, x>0 és N(z,7);:= Hkal, z < 0. (5.86)
k=j k=1

Konnyen ellenérizhets a kdvetkez6 azonossag:

N(z, 7)(N(z, T))(_xl) =71 V1 € T(n). (5.87)

A 2.6 alfejezetben méar ismertettiik a a komplex racionalis Ruijsennaars modell (P, w, [:IRS)
valos forméajat. A Poisson kommutélo fiiggvények az

L(§.p) = n(x, p)e'® (5.88)
Lax matrix spektralinvariansai (lasd: (5.58, 5.59)) és a rendszert jellemzé Hamilton-fiiggvény

A

N o 1 A o
Hgs(4,p) = §tr(L(q,p) + L(g,p)7"). (5.89)

Erdemes atfogalmazni a 6. Lemmat a fent bevezetett jelolések szerint.
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1. Propozicié. Tekintsiik a (2.130) szerinti (P,&)-dt és az (5.71)-beli K,-et, ekkor a k, : P —
M leképezés, melyet a

ky(e', p) == K ([N(x, e'?) ], €', D) (5.90)
egyenldség definial ugyanazon tulajdonsdagokkal rendelkezik mint a 6. Lemmdaban emlitett m,.
T6bbek kozott a kX (Qr) = & kapesolat is fenndll. Igy (]5, @) a redukdlt fazistér sirid, nyit MJ/G
részsokasdagdnak eqy modellje. Tovdbba ezen a részsokasdgon az dbeli Poisson algebrdt alkoto
(5.15) {Har} figguények redukdlt megfeleldi megegyeznek az (5.88)-beli L(§,p) spektralinvar-
idnsaival. A teljesség kedvéért megjeqyezziik, hogy a mdsik abeli Poisson algebrdt alkoto (5.14)
{H} fiigguények redukdlt megfeleldi a szimmetrikus polinomok a p ,,dudlis pozicic” vdltozokban.

Bizonyitas. A 6. Lemma bizonyitasabol azonnal adodik a propozicio, hiszen m, és k, mérték-
ekvivalensek. [ |

A fenti eredmény jellemzi az M{ /G C My /G részsokasagot. Ahhoz, hogy a redukalt fazistér
teljes leirdsdhoz jussunk meg kell konstrualjuk a csoport My-beli palyainak egy globalis szelését.
Ezt a k, leképezés kiterjesztésével érjiik el, amit a kovetkezGkben ismertetiink. A tomorség

érdekében most csak az
x>0 (5.91)

esetben ismertetjiik a gondolatmenetet.

ElGszor is tekintsiik a (ﬁ’c, w.) szimplektikus sokasagot, ahol

A idZ NdZ | <~
PC = Cn_l XCX, (:Jc ZIQT—FZICZZ]ACZZJ, ZGCX, ZE(Cn_l. (592)
j=1

Itt C* az origdjatol megfosztott komplex szamsikot jeloli. A [22, 44] referencidkat kévetve
bevezetjik a Z, : P = T(n) x €, — P. sima, injektiv leképezést, melyet a
5(e9.p) = (p; — pur —2)2 [[ e, j=1,on—1, Z(%p) = e [[e %, (5.93)
k=j+1 k=1

egyenldségek definialnak. Jeldlje Z,:T(n) x €, — P, a Z, egyértelm folytonos kiterjesztését.
A Z, sziirjektiv, de nem injektiv leképezést. A
P’ .=z (P)C P, (5.94)

kép egy stird, nyilt részsokasag, melyet a z; # 0 (Vj) feltételnek eleget tevd pontok alkotnak.
A @, szimplektikus forma eleget tesz a kovetkezs egyenlGségnek

ZH(w Z dp; N dg; = @, (5.95)

i=1
azaz Z, egy szimplektomorfizmus (P,@) és (P°,&,) kozott.
Vezessiik be a frj(z,AZ ) fiiggvényeket, valamint a ¥(z, Z) matrixértékid és a V(z, Z) vek-
torértékid fliggvényeket P.-n az alabbi definiald relaciokkal
j(2(e', ), Z(e', p)) = by, (5.96)
V(z(e',p), Z(€7,p) = Nz, €)@V (D), (5.97)
D=, ), Z(e19,5)) = R, e9) ) (n(z, p)ei) R(w, elh) ), (5.98)
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A fenti formuldkban felhasznaltuk az (5.85) és (5.86) Osszefiiggésekben adott jeloléseket. Az
(5.98) jol definialt minden (¢'?,p) € T(n) x €, esetén. Explicit szdmolassal ellenérizhets 7;, V
és v folytonossaga is.

Ezen a ponton célszerti néhany tovabbi jelolést bevezetni az (5.96-5.98) fiiggvények explicit
megadasahoz. Jegyezziik meg, hogy a (z, Z) és a 7 fliggvények kozott a

k—1
m(z,2) = —log|Z|, 7k(z,Z)=—(k—1)x—log|Z|— Z 1z, k=2,...,n (5.99)

J=1

kapcsolat teljesiil. Ezutan vezessiik be az aldbbi segédmennyiségeket:

A A 3
Qjk = rj Tk “"} . Vi#ke{l,....n} (5.100)

T — Tk

Az (5.49) spektralrés feltételnek koszonhetGen itt minden négyzetgyok alatti kifejezés nem-
negativ és a tortek nevezéi nem-eltiinéek. A @Q);; fliggvények kénnyen kifejezhetéek a 7;-ken
keresztiil Z és z;-k abszolut értékeivel. A teljes P.-n fennall a

Qx>0 ha k—j#1 (5.101)

relacio. Az (5.97) egyenletbdl azonnal adédnak a

Z.
V=t Qiey j=1,....n—=1 é Vo= [[Qus (5.102)
V ’Zj|2 +x ]g;,él];[+1 kl;l

egyenlSségek. A J(z, Z)-t jellemzd matrixelemeket az alabbi formuldkban soroljuk fel

x .
Diiv1 = =z H (Qij Qji+1), i=1...,n—1 (5.103)
i+l Uil
r 7
I — niQi1), 5.104
1 ﬁl - ﬁn |Z| j;[n(Q ! QJ’I) ( )

x Zi—1Qn k1
Uk = ’ (Qn; Qix)s kEe{l,....n}\{l,n—1,n}, (5.105)
Wk—ﬂn\/]zklP—i-x#kl__{km 7

X Z Z
Dy = kQkt11 I @@, k=2..n-1, (5.106)

m= o+ 12l
Dk - s ( H Qk,j) ( H Ql,k), k=2...,n—1, (5.107)

VIl T2 vzl T2 00, Ik 1k
7 A/ " n—2

ZlZ |Z1‘2+2x > |Zn71|2+2$
Y= Qin)y Unn = Zn- niQin), (5108
S P Q<Q1,JQJ,1> 7 PR E(Q 5 Qin)s (5.108)

végil
Za Zb— T g b— a
Y — Qoo 1 Gty [T (QuiQiv), (5.109)

’ \/lza|2 + \/|Zb_1|2 +x ﬁ-b B ﬁ-a j#a,a+1,b—1b
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ahol az indexek eleget tesznek a 1 < a,b<nésa#b,b#a-+1, a+#n,b=#1 feltételeknek.

Gondolatmenetiinket az Z : P, — M, sima leképezés bevezetésével folytatjuk, melyet az
L(2,2) = (0(z,2) , —i7(z, 2),&(x, V(2, 2))) (5.110)
formula definial. Az (5.110) definiciot az alabbi relacié motivalja
ToZ, =k, (5.111)

Az T fiiggvény a k, o Z;' egyértelmi kiterjesztése Pore (ky o 271 : PO — M). Tovabba az 7
rendelkezik az aldbbi tulajdonsaggal is

Z(z(e'9,p), Z (e, p)) = K, ([N(x,€'9) ), €9, p) V(e' p) € T(n) x &,. (5.112)

Idézziik fel az (5.90) Osszefliggést és vegyiik észre, hogy (5.111) az (5.112) megszoritasa a T(n) X
¢, slrd nyilt halmazra.

A

1. Tétel. Tekintsik az (5.92)-ben definidlt (P.,w.) szimplektikus sokasdgot és az (5.110) dssze-
fiiggésben ismertetett T : P, — M, leképezést (definicigjukban felhaszndltuk az (5.99-5.109)
jeldléseket). Ekkor T az My = O=1(0) kényszerfeliletbeli pdlydk egy sima, globdlis szelését adja,
amelyre teljestil

T (1 () = . (5113)

ahol vy : My — M a természetes bedgyazds. Igy (]56, W) a redukdlt fazistér egy modellje.

Bizonyitas. Elevenitsiik fel, hogy Zx(]f’) = 1560 strd részsokasag P-ben. Az 1. Propozicioban
emlitett £X(2y) = @ tulajdonsaghol és az (5.95), (5.111) Osszefiiggésekbdl azonnal adodik a
visszahtuzottra” az (5.113) egyenlSség. Az (5.112) tulajdonsag és az 5. Lemma kovetkezménye,
hogy 7 képe minden kényszerfeliiletbeli palyat metsz.

A tétel igazolasahoz mar csak azt kell belatnunk, hogy 7 injektiv és a képterében nincsenek
mérték-ekvivalens pontok. Ehhez a kovetkezs allitast kell belassuk:

~ ~

An(Z(2,2) =12(2,Z") = h=791,(ye UQ1)), 2 =2, Z=Z". (5.114)
Az allitas az alabbi tulajdonsagok kovetkezménye:

1. A |Z|, |z]| abszolut értékek egy-egyértelmd kapcsolatban allnak ;-vel.

2. 9,i11(2,Z) < O tetszbleges i = 1,...,n — 1 esetén és csak a Z és z; abszolut értékeitsl
fiigg.

3. Vn(z,Z) >0, és csak Z, z; abszolut értékeitdl fiigg.

4. Vj(2,Z) = zjfj(z, Z), alakban irhat6 j = 1,...,n — 1 esetén, ahol f;(z,Z) > 0 és f; csak
7, valamint z; abszolut értékeinek fiiggvénye.

5 Uni1(z,2) = Zf(2,7), ahol f(z,Z) > 0. Az f csak Z és z; abszolit értékeitsl fiigg.
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Az 1. tulajdonsag azonnal adodik az (5.99) egyenletbdl. Az (5.102) vizsgalataval az 3. és
4. tulajdonsagokat kapjuk. A 3. tulajdonsag az (5.101), mig az 5. tulajdonsag az (5.104)
egyenlet kévetkezménye.

Most tegyiik fel, hogy teljesiil az

Ap(L(z,2)) =1(<', Z') (5.115)
egyenléség. Ekkor a masodik komponensek dsszehasonlitasabol a hit(z, Z)h™t = 7t(2/, Z") 6ssze-
fliggést kapjuk. Mivel 7(z,Z) és n(2/, Z") reguléris elemek ugyanabban a Weyl kamraban
azonnali kovetkezményként kapjuk, hogy h eleme T(n)-nek, tovabba 7(z,2) = 7(Z/,Z"). Az
L. tulajdonsdg igazolja, hogy |Z| = |Z'|, és |z;| = |z}| tetszbleges j = 1,...,n — 1. esetén.
Az (5.115) els6 komponenséb6l h(z, Z)h™' = 9(2', Z') egyenlSségre jutunk. Az i,i + 1 kom-
ponensek vizsgalatabol és 2. tulajdonsig felhasznélasabol lathato, hogy h = ~1,, alaki, ahol
v € U(1). Az eddigiek szerint a harmadik komponens a {(z,V(z, 7)) = &(z,V(2', Z")) rela-
cionak tesz eleget. A 3. tulajdonsag miatt, ebbdl a V(z,Z) = V(2/, Z’) egyenlGségre jutunk.
Végiil a 4. tulajdonsag a z; = 2}, mig az 5. tulajdonsag az Z = Z' egyenlGséget eredményezi.

[ |

Eddigi eredményeink alapjan élhetiink a kévetkezd definicioval.

2. Definicio. Az (5.33)-(5.34) Sutherland modell Ruijsenaars dudlisa az az integrdlhatd rend-
szer, melynek fazistere az (5.92)-beli (P.,&.) és Poisson kommutdlo Hamilton-fliggvényei az
(5.98)-beli 9(z, Z) Lax mdatriz spektrdlinvaridnsa.

~

A 1. Propoziciénak koszonhetSen a fent definialt rendszer természetes kiterjesztése a (P, )
fazistéren ¢16 (5.88) L(q,p) Lax matrixu (lokalis) racionélis Ruijsenaars—Schneider modellnek.
A fenti gondolatmenet konzisztens a a [44] cikkben ismertetett szimplektikus redukcios technika

nélkiili szdmolas eredményeivel.

5.2.3. Dualitasi transzformacio

Ezen a ponton érdemes Osszefoglalni az eddig kialakult képet. ElGszor is idézziik fel az
5.1 fejezetbdl, hogy a szimplektikus redukci6 eredményéliil a ((7*G)red, 2req) redukalt fazisteret
kapjuk, amin természetes moéodon adodik a kommutalé Hamilton-figgvények (5.24) Gsszefiig-
gésben ismertetett {H,} és {Hsy} csaladja. Az (5.24) folyamai a megfelels szabad folyamok”
projekcidiként adodnak. Ez az allitas nem tiintet ki semmiféle koordindtarendszert vagy modellt
(T*Q)rea az My/G pélyék tere).

Az 5.2.1 fejezetben megkonstruéltuk a redukalt fazistér els§ modelljét, nevezetesen (P, w) =
(T*Q(n), Qr=gm))-t- A redukalt fazistér P modelljén értelmezett fiiggvénykeént tekintve a { H}
csaladot a Sutherland modell kommutéalé Hamilton-fiiggvényeit kapjuk, mig a {ﬁik} csalad
a Sutherland pozici6 valtozok S(n)-invarians trigonometrikus polinomait adja T(n)%-n (idéz-
ziik fel, hogy teljesiil a Q(n) = T(n)?/S(n) osszefiiggés). Ez utobbi fiiggvények egyértelmiien
meghatéarozzak a Q(n) értékd pozicio valtozokat.

Az 5.2.2 fejezetben megkonstrudltuk a redukélt fazistér mésodik modelljét, konkrétan

(P., &c)-t. Ezen a modellen a {Hy,} csalad adja a kommutalo Hamilton-fiiggvényeket. A re-
dukalt fazistér P. modelljéhez tartozo integralhato rendszert a Sutherland modell Ruijsenaars
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dualisanak nevezziik. Ez a duélis rendszer a (2.130)-beli P ~ P? fazistéren értelmezett az
(5.89)-beli Hgs Hamilton-fiiggvénnyel definidlt racionalis Ruijsenaars—Schneider modell kiter-
jesztése Pyre (az (5.94) dsszefiiggés szerint fennall PO C P,). A P.-n értelmezett fiiggvényként
tekintve a { Hy} csalad a kiterjesztett Ruijsenaars-Schneider modell #; € C*®(P.) (j =1,...,n)
pozici6 valtozdinak szimmetrikus fiiggvényeit adja.

A szimmetria redukcios konstrukcionak koszonhetSen a redukalt fazistér két modellje kozott
értelmezett X
R:P— P. (5.116)

szimplektomorfizmus természetes modon adodik. Az R atképezi a (T*G),eq tetszéleges pontja-
nak ,Sutherland reprezentdnsat” a megfelel ,Ruijsenaars reprezentansba”. Az R leképezés
mértéktranszforméciokkal hat, hiszen a geometriai képiinknek megfelelGen P, felfoghato az
My egy globalis szeléseként és P tekinthets az My egy S(n) struktura csoportu résznyalab-
janak bazisaként. A 7, o R € C™(P) fiiggvények definialjak a Sutherland modell hatasval-
tozoit. Elevenitsiik fel, hogy az M{ C My részsokasagon teljesiil a szigoru spektral-rés feltétel.
Szoritkozzunk erre a részsokasagra. Ekkor a §; o Z, ! o R fiiggvények definidljak a Sutherland
hatasvaltozoknak megfelels kanonikusan konjugalt mennyiségeket. Hasonlé modon a g; o R~}
Sutherland pozicié valtozok trigonometrikus szimmetrikus polinomjai a dualis modell hatasval-
tozo6i. Az emlitett hatasvaltozok jol definidltak, mivel érvényes a Q(n) = T(n)?/S(n) relacio.

A P és P, kéuti dualitési transzformécioé emlitett tulajdonsagai elGszor [44] cikkben keriiltek
leirasra. Az ismertetett geometriai konstrukcié eredményéiil kapott, (5.116)-ban szerepld R
leképezés pontosan megegyezik a [44| hatés-szog leképezésével. A két konstrukei6 kozti hason-
16s4g, hogy mindketts diagonalizacion alapszik. A [44] referenciaban Ruijsenaars a Sutherland
Lax matrixot diagonalizalja. Az &ltalunk ismertetett gondolatmenetben pedig a (g, J, &) € M,
héarmas J elemét diagonalizaljuk. A két targyalas kozott az (5.45) és (5.35) formulak létesitenek
kapcsolatot. Az ismertetett gondolatmenet alapjan elGszor az R és a [44] hatas-szog leképezés
azonossiga lathato be a (T%G)req redukilt fazistér strd, nyflt MS-hoz tartozo (5.81) rész-
sokasagan. Az azonossag globalisan is igaz, hiszen P (5.94)-beli altalunk hasznélt beadgyazasa
P.-be megegyezik a [44] cikkben hasznalttal. A csoportelméleti megkozelités alkalmazasanak
{6 elénye abban 4ll, hogy az R leképezés szimplektikussaga automatikusan teljesiil. A ,szabad
Hamilton-fliggvények” (5.16) és (5.18) folyamainak projekcioibol a [44]-ban targyaltal azonos
megoldasi algoritmusok adodnak. A szabad folyamok” projekcio teljesek (T*G)eq-n. Belat-
tuk, hogy M{/G invarians az (5.16) folyamok projekcidira nézve. Az (5.17) ,dudlis folyamok”
projekci6i viszont csak a teljes My /G redukalt fazistéren teljesek.

5.3. Feddleképezések és dualitasok

Az eddigi gondolatmenetiinkkel geometriai néz&pontbol irtuk le az (5.6) diagramm legalso
nyilanak megfelels szimplektomorfizmust. Ebben az alfejezetben ismertetjiik a diagrammon
lathatod tobbi fedSleképezést és dualitasi transzforméciot.
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5.3.1. Diszkrét szimmetridk és fedéleképezések a redukcio el6tt

ElGszor is vezessiik be a redukalatlan fazisterekre az
My :=T*(Rx SU(n)) x O=T"RxT*SU(n) x O (5.117)

és az

My ==T*(U(1) x SU(n)) x O = T*U(1) x T*SU(n) x O, (5.118)

jeloléseket, valamint legyen M = T*U(n) x O a mar korabban tanulméanyozott fazistér. A
T*U(n) koérint6 nyalabhoz hasonlé6 médon hasznaljuk a

T*SU(n) ~ SU(n) x su(n) = {(T, )}, Qr-sum = —dtr(JdIT™) (5.119)

paraméterezést. A késébbiekben alkalmazzuk az T*R = R xR és T*U(1) = U(1) x R azonosita-
sokat. Igy az (M, Qyy,) szimplektikus sokasagot az

M; =R xR x SU(n) x su(n) x O = {(ug, wo, T, T, &)},
Qur, = dwo A dug — dtr(JdTT ™) + Qe (€), (5.120)

mig (Ml,QMl)—et
M; =U(1) x R x SU(n) x su(n) x O = {({,v0,T,T,&)},

Qar, = dug A d—ff) — dtr(JdTT™Y) + Qo (€) (5.121)

1Go
Osszefiiggések irjak le. A teljesség kedvéért felelevenitjiik, hogy
M =TU(n) x O=U(n) xu(n) x O =1{(g,J,&}
Qur = —dtr(Jdgg™") + Qo(§). (5.122)
A 7 Abel-csoport szimplektikusan hat az M,-n. Ezt a csoporthatést az 1 € Z elem

2 . 2m
9<]‘) : (Uo, Wo, F7 \7) 5) — (UO - 77 Wy, 61%1—17 j7 5) (5123)
hatasa generalja. Ezutan tekintsiik a Z csoport nZ részcsoportjat. A részcsoport hataséat a
0(1)" : (ug, wo, T', T, &) v (ug — 2, wp, T', T, §) (5.124)

leképezés generélja. A Z,, = Z/nZ csoport (ami felfoghato a komplex egységgyokok multipli-
kativ csoportjaként is) szimplektikus moédon hat az Mi-en. Az n-edik primitiv egységgyok az
alabbi médon hat:

(e %) (Go,v0, T, T, ) = (€77 Go, v, € 7 T, T, €), (5.125)
Tekintsiik (5.1)-ban definialt Gy és G csoportok
{(—k?eik%” 2) ER X SUR) |k € Z} < Go,
{(e %5 e T1,) e U(1) x SUM) [ k=0,1,...,n—1} < G4 (5.126)
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centralis részcsoportjait. A 6(1) altal generalt Z és az a(el = ) altal generélt Z, Abel-csoportok
hatasai a (5.126) centrélis részcsoportok termeészetes hatasainak koérinté liftjeiként adodnak.
A megfelels réscsoportokkal torténd faktorizalasok az

My ~ Ms/nZ, M ~ My/7Z ~ (My/nZ)/(Z/nZ) ~ M,/Z, (5.127)
azonositasokhoz vezetnek. Az azonositasokat alkalmas
@DQZMQ%MM @ZJliMl—)M, ¢Z:¢10¢QZMQ—>M (5128)

projekciok bevezetésével végezhetjiik el, amik a fentebb bevezetett paraméterezések fel-
hasznalasaval az alabbi alakban irhatok:

¢2 : (Uo,wo,F, \7’5) — (eiuo’w()?]j’ \77£>a ¢1 : (CU)UO7F7 \77§> — (COF7\7+%'U017L7§)' (5129)

Az (5.127) és (5.128) szimplektikus feddleképezéseket definidlnak, azaz teljesiilnek az alabbi
Osszefiiggések

V() = o, 6 1 (Qur) = Q. (5.130)
Az Mi-en és My-n a kommutaléo Hamilton-fiiggvények az (5.14)-beli {#,} és (5.15)-beli {H1x}
Poisson kommutal6 fliggvények alkalmas ,yvisszahizottjaiként” adédnak. Konkrétan ezek

Hy=Hjo, HL =Hupotn & Hi:=H;jou, Hi, i=Huot (5.131)

alakban adddnak. Az el6z6 gondolatmenetbdl latjuk, hogy a diszkrét szimmetridk jelentik a
kapcsolatot az My, My, M ftazisterek és kommutalé6 Hamilton-fiiggvényeik kozt.

5.3.2. G-szimmetria és KKS redukcio

Az 5.2 fejezetben az M redukciojahoz a G = U(n)/U(1) csoportot hasznaltuk fel. Idézziik
fel, hogy minden G-beli [y] elem reprezentalhato, alkalmas y € SU(n) segitségével. Ekkor a G

csoport Ay : M — M hatasa és ® : M — su(n) ~ Lie(G)* momentum leképezése az

Ay (g, 1,6 = (ygy HyJy ' yéy™), @(g,0,) =J—g 'Jg+¢ (5.132)

alakot oOlti. Az (5.132) hatas felemeltjét, valamint a felemelt hatast generalé momentum
leképzést az My és M, fazistereken az

A%y}(umw()ara \775) = (u07wanFy_layjy_lvygy_l)a q)Q(anwOaFa jaf) = j - F_ljr +§
(5.133)
és

A[ly](CO:U()a L,7,€) = (Co,vo,yTy L yTy " y€y™),  @1(Co,v0, T, T, 6) =T —T7'JT +¢
(5.134)
formuldk frjék le. A G hatdsa trividlis a T*R és a T*U(1) faktorokban is. A megfelel§ momen-
tum értékeket nullara rogzitve a redukcio eredményéiil adodo redukalt fazisterek a kovetkezok:

(T"Ga)rea = ®3(0)/G = T"R x (T*SU(n))rea, (5.135)
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(T*G1)rea := @7 (0)/G = T*U(1) x (T*SU(1))rea (5.136)

ahol
T*SU(n)req := (T*SU(n) x O0)//oG. (5.137)

Az €l6z6 alfejezetben bemutatott diszkrét szimmetridk kommutalnak a G hatasaval, azaz

A2 of(1) =0(1)0 A2, Al oa(d™) =a(e W) oAl (5.138)
Dy00(1) =By, Proalen)=d. (5.139)

Tovabbé teljesiilnek az alabbi 0sszefliggések is
Ua 0 A[Qy} - A[ly] o2, Yro A[ly] = Ay ot, o A[zy] = Apj o 9. (5.140)

A fenti relaciok kovetkeztében nem szamit, hogy elGszor a diszkrét redukciot végezziik el (Z, nZ
vagy Z, hatasa segitségével) és azutan a KKS redukciot (a G hatéssal) vagy forditott sorrendben
jarunk el, a végs6é eredmény mindkét esetben ugyanaz lesz. Mas szavakkal azt mondhatjuk,
hogy rendelkeziink Z-nek (és nZ-nek) egy termeészetes hatasaval a (T*Gs),eq redukalt fazistéren,
tovabba Z,, természetes hatasaval a (T*G1)req-€n, melyet a

2m

9(1)red : (T*G2)red — (T*GZ)red és O‘(eiT)red . (T*Gl)red — (T*Gl)red (5141)
Osszefiiggések irnak le. Az fenti hatasok a kovetkezs azonositasokhoz vezetnek

(TG )seq = (T7Ga)rea/ ML,

red —

(T"G)rea = (1T7G) g/ L = ((T7G2) o /L) [(Z[1L) = (T7G1) oq/ L (5.142)

Az iménti azonositasok (5.127) kévetkezményei, hiszen a diszkrét szimmetriak talélik a reduk-
ciot. Az (5.128) osszefliggéshez hasonlé modon az azonositasok projekciokat indukéalnak, melyek
az alabbi redukalt fazisterek kozt hatnak:

ged : (T*GQ)red — (T*Gl)red7 IiEd : (T*Gl)red - (T*G)red’ ¢red = {ed © ged' (5143)

A (T*Gi)rea (i = 1,2) fazistercken a Poisson kommutalo fliggvények két csaladja a {Hj} és a
{H", } megadhatok a redukcional ismertetett (5.131) modon, vagy a

Hjl = Hj o I/JI{ed, I:Ij:k = H:I:k: o 77Z)ied és HJQ = Hj © 7prech f{ik = I:—,:I:k © ¢red (5144>

Osszefiiggések segitségével. Az (5.143) projekciok explicit leirasahoz el6szor a (T*SU(n))red
fazisteret kell megvizsgalni. Az U(n) esethez hasonléan itt is két ekvivalens leirast kapunk.

5.3.3.  (T"SU(n))rea két modellje

A fiiggelék (5.168-5.171) jeloléseinek megfelelGen tekintsiik az alabbi koérinté nyaldbot

n—1
T*SQ(n) ~ T* Simp,,_; ~ Simp,,_; xR ={(6,7)}, Qresom = Zd% Adé;.  (5.145)

Jj=1
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Az (5.178)-ban bevezetett 5i(0) és () = diag(B81(d),...,B,(d)) & € Simp,,_; jelolések fel-

hasznalasaval vezessiik be a

n—1
. . Ea,b
j(57 ’7) = IZ; ,Yj(Ej,j - Ej+17j+1) +1x %; 1 — ei(Bs(8)—Ba(9)) (5146)
J= a
su(n) értékd fiiggvényt. A &= —ix ), 2y Eap vélasztés esetén a
(T SUm)g = {99, T(5,7),€0) | (5,7) € T* Simp,_, } ~ T*5Q(n) (5.147)

sokasag az (5.137) redukalt fazistér egy modellje. A (T*SU(n));.q C T*SU(n) x O egy globilis
szelése a G csoport palyainak a @ : T*SU(n)x O — su(n) momentum leképezés nulla értékéhez
tartozo szintfeliiletben, ahol

do(T,TJ,6) =T —T'Jr + € (5.148)

A T*SU(n) x O szimplektikus formajanak yvisszahtzottja” (T*SU(n))! 4-re megegyezik
Qr-sqmy-el. A fentiekhez vezetd gondolatmenet nagyon hasonlé az 5.2.1 fejezetben megismert
levezetéshez. A (T*SU(n))req redukalt fazistér (5.147) modellje interpretalhaté n megkiilon-
boztethetd részecske (,tomegkdzépponti rendszerbeli”) relativ mozgasaként a koron. A relativ
mozgast a —%tr(j (0,7)?) Hamilton-fiiggvény firja le, ami Liouville integralhat6. A Poisson
kommutalé Hamilton-fiiggvényeket 7 (9, ) spektralinvariansai adjak.

A kovetkezSkben a (T*SU(n))wea redukalt fazistér masik modelljét ismertetjik, melyet az
alabbi Osszefiiggések jellemeznek

n—1
C ' ={(= (- Gm)}s Qoo =1 d¢ A dG. (5.149)
j=1

Az 5.2.2 fejezetben megismert gondolatmenethez hasonlé modon megkonstrualhatjuk a
®,1(0) € T*SU(n) x O egy masik globalis szelését. ElSszor is tekintsiik a

) n+1—2k j n—j
RO =a—— Y TGP+ Y LGPk, Vk=1,....n (5.150)

2 , : n
1<j<(k—-1) k<j<(n-1)

fiiggvényeket, melyek eleget tesznek a >, 7P(() = 0 egyenlGségnek. Ezutan vezessiik be a

?£(¢) mennyiségeket is (Q; . (5.100) definiciojaban 7-t cseréljitk ki 7%-ra). Majd a -t definialo
(5.103)-(5.109) formulakbol az alabbi helyettesitések alkalmazasaval nyerjiik a megfelels for-
mulat az SU(n) értékd 9°(¢)-ra:

Z =1, z—¢, 7 — fr;?, Qin — Qg{k. (5.151)

Az el6bbivel analég modon (5.102) moédositasaval definidlhato a C* értekd VO(¢) fiiggvény.
Végiil az (5.110) osszefiiggéshez hasonloan bevezetjiik a kovetkezs sima leképezést

70:C = &M 0) C T*SU(n) x O, I°(¢) == (¥°(O) 1, —i7°((), &(x,V°(Q))).  (5.152)
Belathato, hogy Z° injekvtiv, tovabbé

(T*SU(n))sea = {(0°()7H, —17°(C), &(x, V() [ ¢ € C* '} = C" 7, (5.153)
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egy globdlis szelése G pdlydinak és a redukdlt szimplektikus forma megfeleld alakja Qcn1. A
redukélt fazistér fenti modellje esetén a kommutélé Hamilton-fiiggvényeket a 9°(¢) spektrélin-
variansai adjak.

A fent vazolt szimmetria-redukciés konstrukcionak koszonhetéen azonnal megkapjuk az

Ro: (T*SU(n))geq = (T*SU(n))1eq (5.154)

dualitasi transzformaciot, mely egy alkalmas mértéktranszformaciéval hat a két globalis szelés
kozt. Az Ry a ,tomegkdzépponti rendszerben” targyalt Sutherland modell hatas-szog leképezése,
mig R, ' a dualis Ruijsenaars-Schneider modell hatés-szog leképezése.

5.3.4. Diszkrét redukciok és dualitasok

Az U(n) esetben a redukalt fazistér kovetkezd két dualis modelljét kaptuk

P~ (T*G)rea ~ P, (5.155)
melyekhez az alabbi dualis kapcsolatban allo szimplektikus fedGterek tartoznak:
T*U(1) x (T*SU(n))teq = (T*G1)rea = T*U(1) x (T*SU(n))1eg (5.156)
és
T*R x (T*SU 1))ty = (T*G)rea =~ T*R x (T*SU(n))L,. (5.157)

Az (5.155)-(5.157) egyenletek két oldalan a megfelel6 dudlis fazisterek szerepelnek, kozépen
pedig az ,absztrakt” redukalt fazisterek allnak. A duélis rendszerek (5.144) kommutélo fiige-
vényeinek {Hi} és {H,} csaladjai kifejezhetek a (T*G,)req redukalt fazistér megfelels modell-
jeinek hasznalatéval {Hj}-hoz és { Hyj}-hoz hasonlé modon, mint azt (T*G).eq esetén lattuk.
Az eddig elmondottakat az alabbi kommutativ diagrammal 6sszegezhetjiik:

id2 X Ro

T*R x T*SQ(n) T*R x C* (5.158)

wél lw?

T*U(1) x T*SQ(n) —F0 _ py(1) x ¢t

@l lw

P =T*Q(n) R pP.=C"! x C*

A fenti diagramm az (5.6) diagramm finomitott, részletes valtozatat adja. Konkrétan 1) felel
meg az (5.143)-beli ¥4 projekcionak, ami az nZ diszkrét csoporttal torténd redukalds ered-
ménye és az aldbbi két fazistér kozt hat

(T*G)rea = TR x (T*SU(n))ieg = T*R x T*SQ(n),
(T*G1)rea = T*U(1) x (T*SU(n))kq = T*U(1) x T*SQ(n). (5.159)
Tovabba i felel meg ¢d-nek és a redukalt fazisterek alabbi két modellje kozott hat

(T*Go)rea = TR x (T*SU ()L = TR x C* 1,
(T*G1)req =~ T*U(1) x (T*SU(n))L, = T*U(1) x C" L. (5.160)

red —
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Az Ry a tomegkozépponti rendszernél targyalt (5.154) dualitasi szimplektomorfizmus, mig idy
és id; az identités leképezés T*R, illetve T*U(1) esetén. A 1)} és ¢l leképezéseknek csak az els6
faktora nem-trivialis. Ez T*R-bol T*U(1)-be képez, egy (u,w) elempéarnak (o, vg) := (€', w)-t
felelteti meg. A o} és ¢! leképezések pedig a Z, csoport hatésa altal indukalt projekcioknak
felelnek meg. Ennek megfelelsen az (e )eq : (T7G1)rea = (T7G1)rea leképezés két alternativ
realizacioval rendelkezik, az els6

s 2T

alew ), T*U(1) x T*SQ(n) — T*U(1) x T*SQ(n), (5.161)
n—1

a(ei%)ied : (Cos v0,0,7) = (e_i%ﬂCoﬂJm 02 .+ vy Op—1, 2 — Z 0js Y2 = Vs -+ Yool — V1 —V1)s
j=1

mig a masodik
ale I T U(1) x € = T*U(1) x C*1, (5.162)
i2x n— —i2r 27 (p—j n—
a(e " )a: (Gorvo AGHZ) = (€77 o, o, el + G YY),
A H-hez tartozo formulara a kévetkezd Ssszefiiggés teljesiil

n—1

, 1— k—
W1 (Co,v0,C) > (2, Z) ahol z; = (079G, Z:ggexp< an+%+z "y<k|2). (5.163)

n
k=1

A ot leképezést a fiiggelékben ismertetjiik.

Osszefoglalva, ebben a fejezetben a [20] cikkiinkre tamaszkodva csoportelméleti nézépont-
bol mutattuk be a a Sutherland modell kiilénb6z6 fizikai interpretacidihoz tartozo P, Py és P
fazisterei és a megfelel§ dualis Ruijsenaars modellek P., P, és P, fazisterei kozotti hatas-szog
leképezéseket. Ugyancsak csoportelméleti nézGpontbol ismertettiik, hogy a dudlis parok kozott
az (5.1) fed6 homomorfizmusok miként indukalnak feds Poisson leképezéseket. A dualitasi
transzformaciokkal és a feddleképezésekkel kapcesolatos eredményeket az (5.158) diagramm
Osszegzi, amely egybevag a Ruijsenaars altal direkt szamolassal megkonstrualt hasonl6 diagram-
mal [44]. Az ismertetett gondolatmenet technikai egyszertisitést jelent, hiszen a dualitasi transz-
forméaciok szimplektikussidga azonnal adodott.

5.4. Fuggelék a Sutherland modell fazistereirdl

A fiiggelékben [20]-at kévetve bemutatjuk, hogy a (2.128)-beli P,, P, és P fazisterek, hogyan
felelnek meg az R egyenesen mozgd megkiilonboztethets vagy a U(1) kérén mozgo megkiilon-
boztethetetlen részecskéknek. Az ismertetésre keriils targyalas hasonlo a [44]-ben talalhatohoz,
de nagyobb hangsulyt kap a csoportelméleti megkozelités.

5.4.1. Megkiilonboztethets részecskék az egyenesen

Tekintsiink n megkiilonboztethets részecskét, melyek kozti kolesonhatast a (2.126)
Hamilton-fiiggvény irja le. A taszito jellegii kolcsonhatéasi tag konkrét alakjabol addédoan az
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id6fejlédés soran a részecskék sorrendje nem valtozhat. A potencial periodicitasanak koszon-
hetSen a részecske poziciok kiilonbsége is korlatos. A konfiguracios tér megvalasztasanal tobb
ekvivalens lehetdséggel rendelkeziink; egy ilyen lehetGség az alabbi konvex tartoméany:

Cn) ={ueR"|ug >uy >+ >up, ug —u, <21}, (5.164)

A fenti valasztashoz az alabbi fazistér tartozik:

T*C(n) = C(n) x R" = {(v,w) |u € C(n), w €R"}, Qpeciy = _dw; Aduy,  (5.165)
j=1

melyet ellatunk a
2

. 1 1 X
HsTuti(")(u,w) =3 sz + = Z T u—u~ (5.166)
255 1A 1<i<j<n sin® (“5)

Hamilton-fiiggvénnyel. A C'(n) konfiguracios tér a
C(n) ~ R x Simp,,_, (5.167)

direkt szorzat alakban is felirhato, ahol R tartozik a tomegkozéppont mozgasahoz és a
n—1
Simp, ;== {5 eR""[§; >0, > 4§ <2m}, (5.168)
j=1

nyilt szimplex adja a tomegkdzépponti rendszerben tekintett mozgas koordinatait. A
tomegkozéppont koordinatajat up-al, a hozza kanonikusan konjugélt impulzust wy-al jeldljiik.
A relativ koordinatakra és a hozzajuk konjugalt impulzusokra a d; és v; jeloléseket vezetjiik be.
A fazistér az aldbbi médon bomlik fel

T*C(n) = T*R x T* Simp,,_; = (R x R) x (Simp,,_; xR™™ ) = {(ug, wo)} x {(3,7)}. (5.169)

A szimplektikus forma az

n—1

Orecim) = Qg + Qe gimp,_, = dwo Adug+ Y dy; A dd; (5.170)

j=1

alakban irhaté. A T*C(n) Darboux koordinatainak (u,w) és (u wy,d,w) halmazai kozt hato
szimplektomorfizmust az alabbi Gsszefiiggés definiélja:

J j n
5j:uj_uj+17 "YJZE wk_ﬁ§ wg, jJ=1,...,n—1,
k=1 k=1

1 n
k=1

A megfelel inverz leképezés pedig az kdvetkezé modon irhato:

n—1 n—1 n—1
1 1 .
un:uo—gg ko, Uj:UO_EE k:ék%—g o, 7=1,....,n—1,
k=1 k=1 k=j

1
W = Ym — Ym—1 + ~wo, M= L....,n, (y0=":=0). (5.172)
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A szeparalt valtozok” hasznalataval a Hamilton-fiiggvény kinetikus része az

n n—1

1 1 1

3 > wi = %wg t3 > A e (5.173)
-1 k=1

alakot 0lti, ahol alkalmaztuk az alabbi jelolést

Ajr =t ((Bjj — Ejyrj+) (Bg — Brripi1)) - (5.174)
Az (5.170) matrix az sl(n) Lie-algebra Cartan méatrixsza. A Hamilton-fliggvény potencialis
energia része csak a 0; koordinataktol fiigg.

Fontos megjegyezniink, hogy Simp,, ; tekinthetd az
SQ(n) :== ST(n)°/S(n) (5.175)

modelljének, amely az S(n) pélyaibol all ST(n)’-ban. A emlitett kapcsolat tisztazasédhoz
vezessiik be az

A(n — ].) = {6 = diag(ﬁl,ﬁg, C ,6,,1) |51 > ﬁg > > 6717 ﬁl — Bn < 2m, tr(ﬁ) = O} (5176)

osszefiiggéssel definialt Weyl alkovot. Az exponencialis leképzés diffeomorf modon képezi A(n—
1)-t az
Aln—1):={?|pc Aln—1)} c ST(n)° (5.177)

részsokasdgba, amely az S(n)-hatésanak fundamentélis tartomany ST(n)%-en.  Ezutan
definidlunk egy diffeomorfizmust A(n — 1) és Simp,_; kozott a 6 — [(J) leképezés révén,
mely az aldbbi médon hat

n—1 n—1
Ba(0) = —%Zkak, Bi(0) = Ba(d) + D b, j=1,...,n—1. (5.178)
k=1 k=j

Az eddigieket kombinalva az alabbi azonositasokra jutottunk

SQ(n) «— A(n—1) «— A(n — 1) «— Simp,,_, . (5.179)

5.4.2. Megkiilonboztetheté részecskék a koron

Az (5.27)-beli T(n)? sokasag tekinthets az n az U(1) korén mozgd megkiilonboztethets
,hem-egybeesd” pontrészecske konfiguracios tereként. A 7 = diag(r,...,7,) € T(n)° egy adott
konfiguraciét ad meg, ahol a k-adik részecske poziciojat 7 jeloli. Belathato, hogy a T(n)°
Osszefliggd komponensei az n megkiilonboztethets részecske eltérs ciklikus sorbarendezéseinek
felelnek meg. Ez a ciklikus rendezés az S(n) csoport (n — 1)! kiilénb6z6 n-ciklusahoz tartozik.
A dinamikat megszorithatjuk az egyik Osszefiiggé komponensre, vilasszuk konkrétan az alabbi
sokasagot

K(n) = {eiq lq =diag(q1, - aqn), @1 > G2 >+ > Gn, 1 — @ < 2T} (5.180)
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Ehhez a valasztéashoz tartozo fazisteret az alabbi Osszefliggések jellemzik

iela

T*K(n) = K(n) x R" = {(e"9.p)}, Qe = dp A

k=1

(5.181)

Nem szabad figyelmen kiviil hagynunk, hogy ¢, csak 27 egész tobbszoroseitsl eltekintve
értelmezett. Az ' fiiggvény viszont jol-definidlt. A ¢, megvalasztdsa utan az (5.180) Gssze-
fiiggés révén a g;-k mar jol definialtta valnak. Igy globalisan jol-definialt koordinatakat kapunk
K (n)-en az alabbi formulaval:

. n—1

i ! : ¢ '
(o =€ exp(ﬁ Z](qj —qjy1)) ¢ 6:=q¢ — ¢, j=1,...,n—1 (5.182)

J=1

A fenti jeloléseket felhasznalva vezessiink be egy leképezést K (n)-bél U(1) x Simp,,_;-be az
alabbi definiciéval . . .
e — (Co(e'?),0(e'?)). (5.183)

Ez a leképezés egy diffeomorfizmus ¢és az inverz leképezés U(1) x Simp,,_;-b6l képez K (n)-be,
melyet a kovetkezé formula ir le .
(Co,0) > GoetPO), (5.184)

itt felhasznaltuk £i(0)-ra az (5.178)-ben bevezetett jelolést. Az eddig elmondottak alapjan az
alabbi azonositasokat végezhetjiik el

T K(n) = TU(1) x T* Simp,._, = (U(1) x R) x (Simp,_; xB") = {(¢o, v0)} x {(2,7)}.
(5.185)
Ennek megfelelGen a szimplektikus forma az

d n—1
Qrek(m) = Qv + Qe simp,, = dvg A % + ) dy; A d6; (5.186)
0

j=1

alakot 6lti. A vy és 7; kanonikus impulzusok kapcsolatat py-val a

n 7 .on
D IRTED S S P! (5.187)
k=1 k=1 k=1

osszefiiggések adjak meg. Az (5.179) formula figyelembevételével az (5.186)-beli mésodik tag
tekinthets a T*SQ(n) ~ T* Simp,,_; szimplektikus forméjaként.

Az alfejezetet néhany észrevétellel zarjuk. El6szor is megjegyezziik, hogy az (5.182)-beli (o
jelenti a tomegkozépponti koordinatat” a kéron mozgd megkiilonboztethets részecskék esetén.
Ezzel konzisztens az is, hogy ha elforgatjuk a részecskekoordinaték mindegyikét o szoggel, akkor
Co is pontosan « szdggel fordul el és a ¢; relativ koordinaték.

Maésodszor, vegylik észre, hogy a koron mozgd részecskék fazistere az egyenesen mozgd
részecskék fazisterének szimplektikus faktortereként adodik. A faktorizalasat a Z csoport nZ
részesoportjaval végezhetjiik el, melynek hatasat 7*C'(n)-en az n € nZ elem ((uq, ..., u,), w) —

c stz
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(5.169)-beli szeparalt valtozokon ez a (ug,wo,d,7) — (ug — 27, wp, d,7) hatést implikalja. A
megfelels palyak tere szimplektikus sokasag, amit azonosithatunk a K (n) koérinté nyalédbjaval,
azaz,

T*C(n)/nZ = T*K(n). (5.188)
A megfelels
Yy T*C(n) — T*K (n) (5.189)
projekciora az . o
(u, w) > (€19, p) := (e MaButn) )y, (5.190)

osszefiiggés adodik, amit (5.169) és (5.185) hasznalataval a
T*R x T*Simp,,_; > (uo, wo, 5,7y) — (e, wy, 8,v) € T*U(1) x T* Simp,, _, (5.191)

ekvivalens alakban is irhatunk. A faktorizalas az exponenciélis leképezésen keresztiil megfelel-
teti az egyenesen mozgo részecskék ug tomegkozépponti koordinatéjat a koron mozgd részecskék
Co € U(1) koordinatajanak. A ¢} leképezés lokalisan szimplektikus, vagyis T*C'(n) szimplek-
tikus nZ-fedése T* K (n)-nek. Az (5.179) dsszefiiggésnek koszonhetSen a 18 (5.189)-beli defini-
ci6ja konzisztens az (5.158) diagrammal.

5.4.3. Megkiilonboztethetetlen részecskék a koron
Az S(n) permutéciocsoport szabadon hat T(n)%-on aldbbi formula szerint
o(T)k == To1(h), Vo € S(n), V7 = diag(r1,...,7,) € T(n)". (5.192)

A Q(n) konfiguracios tér definicié szerint eléall a T(n)? permutéciotol eltekintve megegyezs
elemeinek azonositaséval. Igy gondolhatunk Q(n)-re, mint a korén mozgdé megkiilénboz-
tethetetlen részecskék konfigurécios terére. le. Alkalmas permutécioval T(n)? tetsz6leges eleme
atvihets az (5.180)-ban definidlt K (n) C T(n)? 6sszefiiggd komponensbe. Az S(n) ciklikus
permutaciok altal alkotott részcsoportja K (n)-t K(n)-be képezi (a ciklikus permutéciok altal
alkotott részcsoportot a p: (1,2,...,n) — (u(1), u(2),...,u(n)) := (n,1,...,n—1) elem hatésa
generalja). Az elmondottak alapjan a

Q(n) = T(n)"/S(n) = K(n)/Zy (5.193)
azonositasokat kapjuk. A K(n) (5.183)-beli K(n) = U(1) x Simp,,_; modellje esetén a ciklikus
permutacié a

n—1
B (Go 0,y Onca, Gn) 1 (€710 G, B, 0y, 2 — Y 6)) (5.194)
j=1

modon hat és a megfelels koérints felemeltre a

n—1

2 (o, v0,6,7) = (6,1%60’00’52’ ceey Op, 2m — Z(Sja% — Yy Yot — =) (5.195)

j=1
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osszefiiggés adodik.  Idézziik fel, hogy (5.179) szerint Simp, ; =~ SQ(n) teljesil, igy
azonosithatjuk K (n)-et U(1) x SQ(n)-el. Jeldlje [7] a T(n)? egy 7 elemén atmend S(n)-palyat.
Ekkor az (5.194)-ben definialt hatas a kovetkezd alakban irhato

s (o, [7]) = (€71 Go, [ 7). (5.196)

Ebben a megvilagitasban az (5.193)-beli K (n) — Q(n) projekci6 az
U(1) x 8Q(n) 3 (Co, [7]) = [¢o7] € Q(n) (5.197)
modon irhatd, melynek koérinté felemeltje a
Yl T*K(n) ~ T U(1) x T*SQ(n) — T*Q(n) (5.198)

leképezés. A ] ,visszahtzottjara” teljesiil a (¢1)*(Qr-gm)) = Qr+k(m) egyenldség, azaz ]
szimplektikus feddleképezés. A Q(n) nem-trivialis sokasag, ezért T*Q(n) helyett célszertd a
dinamikat 7% K (n)-n elemezni majd ezt visszavetiteni 7*Q(n)-re, hiszen T*K(n) a T*Q(n)
szimplektikus fedését adja.

5.4.4. (@Q(n) egy koordinatazasa

Ebben az utolso alfejezetben ismertetjiik Q(n) egy konkrét, két térképbdl allo koordinata-
zasat. Az (5.193) osszefliggés szerint Q(n) elemeire T(n)%beli S(n)-palyakként gondolunk és
felhasznaljuk a det : Q(n) — U(1) leképezést, melyet a kovetkezd Osszefiiggés definial

det([X]) := det(X), VX € T(n)". (5.199)

Barmely z € U(1) esetén a det™'(2) C Q(n) inverz-kép azon [X] S(n)-palyakbol all, melyekre
teljestil a det([X]) = z egyenldség. Amennyiben z € U(1) és [X] egy olyan eleme Q(n)-nek,
hogy det([X]) = z, akkor az [X]-et a [2!/"Y] ekvivalens alakban is frhatjuk, ahol [Y] az SQ(n)
egy egyértelmten meghatéarozott elemét jeloli. Igy elmondhatd, hogy z'/" barmely vélasztésa
egy diffeomorfizmust létesit det ™' (z) C Q(n) és SQ(n) kozott. Ezért a Q(n)-re az alabbi fibralt
nyaldbként gondolhatunk:

(Q(n),U(1), SQ(n), det), (5.200)
ahol a nyalab bazisa U(1) és a fibrum tipusa SQ(n).
Fedjiik le a nyalab U(1) bazisat az alabbi két koordinata térképpel

U:={? —e<p<T+er~(—em+e),

U ={e| —T—e< ¢ <e} = (—m—¢e), (5.201)
ahol 0 < € < 7/2. Ezutan végezziik el Q(n)|y := det ™ (U) és Q(n)|y = det™ (U’) trivi-
alizalasat. Az U térképen dolgozva minden e'¢ determinénsi [X]-et az alabbi alakban frunk

fel
(X] =[], [Y] € SQ(n). (5.202)

A x:Q(n)y — U x SQ(n) trivializalast a

X : [X] — (det([X]), [Y]), (5.203)
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Osszefiiggés definialja. Hasonloan, az U’ térkép esetén barmely e'? determinansi [X]-et a
(X] = [e?/"Y"], [Y'] € SQ(n), (5.204)
alakban irhatunk és definialjuk a X' : Q(n)|r — U’ x SQ(n) trivializaciot a
X' [X] = (det([X]), [Y7]) (5.205)

formulaval. A két trivializacié metszete Q(n)|uyrw = Q(n)]y, UQ(n)]y,_ , ahol Vi az U NU’ két
diszjunkt Osszefiiggd komponensét jeloli, konkrétan

V, ={e?| —e< ¢ <e}, V. ={e?|n—e<p<m+e} (5.206)
A fedéseken a trivializaciok kozti kapcsolatot a
[Y]=1Y], ha det([X])eV, & [Y]=[?"Y], ha det([X]) e V_ (5.207)

relaciok irjak le. Célszerd azonositanunk SQ(n)-et Simp,_; szimplexszel. Ekkor a két ko-
ordinata térképet az aldbbi Osszefiiggések jellemzik

Q(n)ly ~U x Simp,,_, ~{(¢,0)} és Q(n)lw ~U" x Simp,, , ~{(¢',d)}. (5.208)

A Q(n)|y,-en a megfelel6 koordinatak megegyeznek, mig a Q(n)|y_-en a

n—1
(&,01, -, 0 0,60 1) = (¢ — 2m,0a, ..., 0p1, 2 — > 1) (5.209)
k=1

kapcsolat érvényes. Végiil elmondhatjuk, hogy a T*Q(n) lefedhets a T*Q(n)|y ~ T*(U x
Simp,, ;) és a T*Q(n)|y ~ T*(U' x Simp,,_,) koordinata térképekkel, melyeken a koordinatak
(0,0, 0,7) és (¢, py,0",7). A megfelels szimplektikus forma az

n—1 n—1
Jj=1 j=1

lokélis alakban frhato. A kanonikus koordinatak a T*Q(n)|y, -on megegyeznek, mig T*Q(n)|y._-
en az alabbi kapcsolat érvényes kozottiik

n—1

(¢, ppr, 0, 7)) = (¢ — 27, pg, 02, . . ., Op1, 270 — Z@-,w — Vs Yool — M1, —71).  (5.211)

j=1



6. Osszefoglalas

A dolgozat 6 célja néhany integralhato sokrészecske rendszerrel kapcsolatos 0j eredmény
ismertetése és Osszefoglalasa volt. A vizsgalt rendszerek mindegyike egy térdimenziéban torténd
mozgast ir le. Az ilyen rendszerek tobb fontos alkalmazéssal is rendelkeznek, melyekrdl
példaul a [12, 18, 37, 45, 51| referencidkban olvashatunk. Vizsgalataink kozéppontjaban a
Calogero—Sutherland és a Ruijsenaars—Schneider tipusi integralhato sokrészecske rendszerek
alltak [12, 36, 46, 51]. A Calogero—Sutherland tipust integralhato rendszerek legfontosabb
valtozataiban a részecskék kozti parpotencial a pozicié kiilonbségek racionélis, hiperbolikus,
illetve trigonometrikus fiiggvénye. Ezen modellek relativisztikus altalanositasainak tekintheték
a Ruijsenaars—Schneider modellek. Vizsgéalataink {6 eszkoze a Marsden—Weinstein-féle szim-
plektikus redukcios eljaras [1] volt. A dolgozatban harom témakorrel foglalkoztunk részlete-
sebben, nevezetesen a szimmetria redukcié alkalmazasaval, a szuperintegralhatosaggal és a
dualitéssal.

A rovid altalanos bevezetés utan a dolgozat masodik fejezete a sziikséges hattérismereteket
tartalmazza. A fejezetet bevezets jellegii résszel kezdtem, amelyben attekintettem néhany
alapvets fogalmat a hamiltoni dinamikai rendszerekkel és a Liouville integralhatosaggal, illetve
a szuperintegralhatosédggal kapcsolatban. Ismertettem az integralhaté rendszerek témakorében
nélkiilozhetetlen Lax par és r-matrix fogalméat is. Ezutdn a 2.3 alfejezetben a dolgozat-
ban kulcsszerepet jatszo Marsden—Weinstein-féle szimmetria-redukcios eljarast és az eltolasi
trikkot mutattam be. Ezt a modszert akkor alkalmazhatjuk, ha egy hamiltoni dinamikai rend-
szer invarians valamely Lie-csoport fazistéren értelmezett hatasidra nézve. Ekkor a hatassal
faktorizalva alacsonyabb dimenzi6és hamiltoni rendszer adédik. A szimplektikus redukciot tar-
gyalo rész lezardsaként konkrét példakon keresztiil illusztraltam a modszer hasznossagat. Vazla-
tosan bemutattam a racionélis Calogero, a hiperbolikus Sutherland és a racionélis Ruijsenaars—
Schneider modell hamiltoni redukcios levezetését. Végiil a 2.6 alfejezetben roviden ismertettem
a késébbiekben részletesebben vizsgalt rendszereket, melyek mindegyike el6all a szimmetria-
redukcids eljaras alkalmazasaval. A 3. fejezettsl kezdSdik sajat eredményeim ismertetése,
melyeket pontokba szedve itt réviden attekintek.

A racionalis Ruijsenaars—Schneider modell szuperintegralhatésaga [4, 6]. A 3. fe-
jezetben a a raciondlis Calogero modell relativisztikus altalanositdsdnak tekinthetd racionélis
Ruijsenaars—Schneider modell szuperintegralhatosagat ismertettem. Azon Liouville integ-
ralhato rendszereket nevezziik szuperintegralhatonak, melyek a Poisson kommutalé mozgas-
allandokon kiviil tovabbi idéfiiggetlen megmaradd mennyiségekkel is rendelkeznek. ElGszor egy
modszert mutattam be az extra mozgésallandok konstrukcidjéra, ami a racionalis Calogero
modell esetén megfigyelt (3.1-3.2) Poisson algebrat [55] hasznalja fel. Ezutan attértem a
racionalis Ruijsenaars—Schneider modell vizsgélatéara, ahol a (3.10)-ben definialt fiiggvényekkel
realizaltuk a (3.1-3.2) Poisson algebrat. A Poisson zéarojel relaciok meghatarozasara két modszer
all rendelkezésre. Az egyik a racionalis Rujsenaars-Schneider modell r-métrixanak hasznalata,
a masik alkalmas invaridns fiiggvények szimmetria-redukcios vizsgélata. Mi az utobbi utat
kovettiik, amihez segitségiil hivtuk a racionélis Ruijsenaars—Schneider modell szimmetria-
redukcios levezetését [21], amely a T*GL(n,C) koérinté nyalab redukciojan alapszik. Ezt a
levezetést a hattérismereteket targyalo részben vazlatosan attekintettem. Az emlitett konstruk-
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ciot alkalmazva elGallitottam a (2.84) Ruijsenaars—Schneider Hamilton-fiiggvény extra mozgas-
allandoinak a (3.11) Osszefliggésben targyalt csaladjat. A fejezet masodik részében [4] alapjan
bemutattam, hogyan koévetkezik a globalis nem-kompakt hatas-szog leképezés 1étezésébdl a
szuperintegralhatosig. Ezutan ismertettem, hogy az érvelés hogyan alkalmazhaté a racionéalis
Ruijsenaars-Schneider modell esetében. A kérdéskor targyalasat néhany tovabbi példa em-
litésével zartam.

Egy integralhaté BC(n) Sutherland modell [5]. A 4. fejezetben a hamiltoni szim-
metria redukcio segitségével szarmaztattam egy integralhaté sokrészecske rendszert, amely
LOltott” részecskéket tartalmaz. Az elsg ilyen altalanositas Calogero nevéhez fiizédik [10],
ezt késébb Olshanetsky és Rogov targyalta szimmetria-redukeios nézépontbol [38]. Levezetés-
tink a (4.1)-beli Hamilton-fliggvénnyel definialt altalanositott Sutherland modellt eredményezi,
amely harom fliggetlen csatoléasi allandot tartalmaz. Az emlitett BC(n) altalanositast a [5]
cikkiinkben vezettiik le. A modell (4.1) Hamilton-fiiggvénye n toltott részecskét ir le, melyek a
pozitiv félegyenesen mozognak és kélcsonhatnak a tiikorképeikkel és egy az origdbban lerogzitett
toltessel is. Az ellentétes toltést részecskék kozott a pozicié killonbségek cosh™ fiiggvényével
aranyos vonzo, mig az azonos toltési részecskék kozott a pozicio kiilonbségek sinh™? fiiggvény-
ével aranyos taszitoé potencial 1ép fel. A modellt a G = SU(n,n) csoporton torténd szabad
geodetikus mozgas redukélasaval nyertiik. A fejezetben elGszor az alkalmazott csoportelméleti
hatteret ismertettem, majd a 7" G koérint nyaldbot redukiltam az eltolasi triikk segitségével.
A G csoporton két kommutald involaciot vezettiink be, amelyekhez a G és G fixpont cso-
portok tartoznak. A redukciohoz a G, x G szimmetria csoportot hasznaltuk fel, ahol G a
G maximaélis kompakt részcsoportja. A szimmetria-redukcios eljarasnak koszonhetéen azonnal
adodik a (4.1) modell Liouville integralhatosiga. A geometria kép segitségével a (4.79-4.81)
Osszefiiggéseket felhasznalva egy linearis algebrai eljarast kaptunk, amely alkalmas a részecske
poziciok és a kanonikusan konjugélt impulzusok idéfejlédésének meghatarozasara. Amennyiben
csak a részecske poziciok idéfejlédését szeretnénk nyomon kévetni, akkor a modszer a (4.83)
kifejezés sajatértékeinek meghatéirozasara egyszertisodik.

A trigonometrikus Sutherland modell és dualisa [20]. Az 5. fejezetben ugynevezett
dualis modellparokat tanulméanyoztam. Az ilyen modellparok fazisterei szimplektomorfak
egyméssal és ez a szimplektomorfizmus megfelelteti az egyik modell hatasvaltozoit a masik
modell pozici6 valtozoinak [45]. A fejezetben bemutattam a trigonometrikus Sutherland modell
és a komplex racionalis Ruijsenaars—Schneider modell egy valos formajanak dualitasat cso-
portelméleti nézépontbol, a [20] cikkiinket kovetve. Pontosabban szolva, ezen duélis par harom
valtozataval foglalkoztunk, melyek a trigonometrikus Sutherland modell harom lehetséges fizikai
leirt részecskékre gondolhatunk megkiilonboztethets részecskékként az egyenesen vagy a koron,
illetve megkiilonboztethetetlen részecskékként a koron. Ezekhez rendre a

Py = TRxT*SQ(n), P, :=TU(l)xT*SQ(n), P :=T"Q(n) (6.1)

fazisterek tartoznak. A kiilonb6z6 konfiguracios tér valasztasokhoz tartoz6é dualis parokat
az (5.6) diagrammon vazolt feddleképezések kapcsoljak Ossze. A dualitasi transzforméciok
és a szimplektikus feddleképezések teljes halojat az (5.158) kommutativ diagrammon foglal-
tuk Ossze, melyet elGszor Ruijsenaars konstrualt meg [44] direkt modszerrel, a szimplek-
tikus redukcié hasznalata nélkiil. A szimplektikus redukcié hatékony eszkozként szolgalt a
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dualitasi és feddleképezések halojanak vizsgalatahoz. FEz jelentGs egyszertisitést jelent a [44]
munkahoz képest, hiszen a dualitési transzforméciok szimplektikussaga igy azonnal adodik,
mig az emlitett cikkben ehhez komplikalt bizonyitas volt sziikséges. A vizsgalt modellparok
kozti fed6leképezések hatterében a

Gy =R x SU(n) — Gy == U(1) x SU(n) — G := U(n) (6.2)

csoportok kozotti homomorfizmusok allnak. A duéalis modellparokat a TG, T*G,, T*Gy fazis-
terek szimplektikus redukcidjaval vezettiik le a

G = G/ZG ~ Gl/Zgl ~ GQ/ZG2 (63)

szimmetria csoport felhasznalasaval. A redukcidhoz a G-hatéast generalé momentum leképezés
szokasos ,KKS értekét” [32] hasznaltuk fel. A fejezetben eldszor ismertettem a (T%G)yeq Te-
dukalt fazister P, P. duélis modelljeihez vezets gondolatmenetet, majd meghatiroztam a dualis
modellek Lax méatrixait, melyek a Poisson kommutalé Hamilton-fiiggvényeket generédljak. Végiil
bemutattam az (5.6) diagrammon lathato leképezések tulajdonsagait. A fejezet fiiggelékében
osszefoglaltam a harom alternativ konfiguracios tér, Q(n), U(1) x SQ(n) és R x SQ(n)
valasztashoz tartozo alternativ fazisterek leirdséaval kapcsolatos fontosabb ismereteket.

A dolgozat lezérasaként most réviden megemlitek néhany a bemutatott munkat érinté nyi-
tott kérdést. Erdekes kutatasi irdnyt jelenthet a racionalis Ruijsenaars-Schneider modell szu-
perintegralhatosagahoz kotédGen az, hogy a BC(n) esetben nem ismert a 3.1 alfejezetben
lefrt mozgasallandok analdgja, és a hiperbolikus Sutherland modell esetén sem ismert az
extra mozgasallandok explicit alakja. A toltott részecskéket tartalmazo BC'(n) modellnél
tovabbi vizsgalatok targyat képezheti a modell szorasi viselkedésének elemzése a [40, 43|
cikkeket kdovetve. Egy tovabbi érdekes kutatasi feladat ezen altalanositott Sutherland modell
dualitasi tulajdonsidgainak tanulmanyozasa. Az ezt leiré eredmények tovabb gazdagithatnak a
Ruijsenaars altal felfedezett hatas-szog dualitassal kapcsolatos ismereteket [45].



7. Summary

The goal of the present work was to review and summarize some new results connected
with the theory of integrable systems. Each of the systems studied describes motion in one-
dimensional space. Such systems have many applications and connections to other areas
as reviewed, for example, in [12, 18, 37, 45, 51]. I focused on Calogero—Sutherland and
Ruijsenaars—Schneider type integrable many-particle systems [12, 36, 46, 51|. In the most
important cases of Calogero—Sutherland type systems the pair potential between the particles
is rational, hyperbolic or trigonometric function of the differences of the position variables.
The Ruijsenaars—Schneider type systems can be considered as relativistic deformations of the
Calogero—Sutherland type systems. The Marsden—Weinstein Hamiltonian symmetry reduction
[1] served as the fundamental tool utilized in our studies. The thesis deals with three topics in
some detail, namely: application of the symmetry reduction, superintegrability and duality.

After the short Chapter 1 devoted to general introduction, I summarized the necessary
background material in Chapter 2. I started Chapter 2 with an introductory part, where I
presented some basic notions of Hamiltonian dynamical systems, Liouville integrability and
superintegrability. Then I outlined the concepts of the Lax pair and the r-matrix, which play
essential role in the theory of integrable systems. In Section 2.3 I described the Marsden—
Weinstein reduction and the related technique of the ”shifting trick”. This method is useful
when a Hamiltonian dynamical system is invariant with respect to the action of a Lie group
on the phase space. Then one can obtain a lower dimensional Hamiltonian dynamical system
by factorization with the action. After describing the symmetry reduction I illustrated its
usefulness by concrete examples. Namely, I reviewed the derivations of the rational Calogero,
the hyperbolic Sutherland and the rational Ruijsenaars systems based on reduction of free
motion on higher dimensional spaces. Finally in Section 2.6, I gave a short introduction to the
systems investigated later in details. All these systems were derived by means of symmetry
reduction.

Starting from Chapter 3 I begin to present new results. I summarize them briefly under
three headings.

The superintegrability of the rational Ruijsenaars-Schneider model [4, 6]. In Chapter
3 I explained the superintegrability of the rational Ruijsenaars—Schneider model, which is a
relativistic generalization of the rational Calogero system. A Liouville integrable system is
superintegrable if it admits additional (beyond the Poisson commuting functions) constants of
motion without explicit time-dependence [52]. First I presented a method for the construction
of the extra constants of motion. This is based on the Poisson algebra (3.1-3.2), which was
exhibited in the case of the rational Calogero system previously [55|. Then I studied the
rational Ruijsenaars—Schneider model, where we realized the Poisson algebra (3.1-3.2) with
the functions defined in (3.10). The claimed Poisson bracket relations can be determined in
two ways. One relies on the application of the rational r-matrix of the model, the other on
the investigation of suitable invariant functions by symmetry reduction. We chose the second
way [4] utilizing the derivation of the rational Ruijsenaars—Schneider system in the symplectic
reduction framework based on the reduction of the T*GL(n,C) cotangent bundle [21]. This
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derivation was reviewed in Subsection 2.5. I constructed a family of extra constants of motion
in (3.11) for the Ruijsenaars—Schneider Hamilton function (2.84). In Subsection 3.2, I followed
the paper [4] and presented how superintegrability is implied by the existence of a global action-
angle map of maximally non-compact type. Then I explained how this can be applied to the
action-angle map of the the rational Ruijsenaars—Schneider model. I concluded the discussion
of the subject with a brief exposition of some additional examples.

An integrable BC(n) Sutherland model [5]. In Chapter 4 I derived an integrable many-
particle system by using the Hamiltonian symmetry reduction, which contains "charged” par-
ticles. The first Sutherland type model with "charged” particles was introduced by Calogero
[10], later Olshanetsky and Rogov [38]| derived it by Hamiltonian reduction. Our general-
ized Sutherland model is defined by the Hamiltonian (4.1), which contains three independent
coupling constants [5]. The Hamiltonian of the model describes attractive-repulsive interactions
of n charged particles moving on the positive half-line influenced also by their mirror images
and a positive charge fixed at the origin. The interaction is attractive between the particles
with different charges and the potential is proportional to the cosh™ function of particle po-
sition differences, the interaction between the particles with identical charges is repulsive and
the potential is proportional to the sinh™ function. The model was obtained by Hamiltonian
reduction of the free geodesic motion on the group G = SU(n,n). In the chapter I first sum-
marized the necessary group theoretical background, then reduced the T*G cotangent bundle
using the shifting trick. Two commuting involutions were introduced on the group G having the
corresponding fixed-point subgroups G and G*. Our reduction relies on the symmetry group
G, x G, where G is the maximal compact subgroup of G. The symmetry reduction immedi-
ately implies the Liouville integrability of the model (4.1). Based on our geometric picture and
the formulas (4.79-4.81), a linear-algebraic algorithm was obtained for constructing the time
evolution of the position variables and their canonical conjugates. For the time evolution of
particle positions the algorithm reduces to the determination of the eigenvalues of the matrix
given in equation (4.83).

The trigonometric Sutherland model and its dual [20]. In Chapter 5 I studied so
called dual pairs of integrable many-particle models. The phase spaces of the dual pairs are
related by a symplectomorphism that identifies the action variables of the "first” model as the
particle-positions of the "second” model, and vice versa [45]. Here I presented the duality be-
tween the trigonometric Sutherland model and a particular real form of the complex rational
Ruijsenaars—Schneider model from the group theoretic viewpoint of [20]. Speaking more pre-
cisely, three variants of this dual pair were studied in association with three possible physical
interpretations of the trigonometric Sutherland model. Depending on our choice the particles
of the trigonometric Sutherland model can be viewed either as distinguishable particles mov-
ing on the line or on the circle, or as indistinguishable particles moving on the circle. The
corresponding phase spaces are

Py :=T'RxT*SQ(n), P :=T"U(1)xT*SQ(n), P:=T"Q(n). (7.1)

The dual pairs associated with different configuration space choices are linked together by
the maps sketched on the diagram (5.6). The detailed web of duality transformations and
symplectic covering maps are summarized on the commutative diagram (5.158). This diagram
was originally constructed by Ruijsenaars [44] relying on direct methods, without using
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symplectic reduction. The symplectic reduction provided a powerful tool for the investiga-
tion of the web of dualities and covering maps. This viewpoint allowed us to significantly
simplify the original arguments of [44], since the symplectic character of the duality maps is
obvious in our setting, while originally this required a complicated proof. The covering maps
between the three dual pairs correspond to the following covering homomorphisms of Lie groups

Gy =R x SU(n) — Gy := U(1) x SU(n) — G := U(n). (7.2)

The dual pairs arise from the symplectic reduction of the phase spaces T*G, T*G1, T*Gy by
the symmetry group )
G:G/ZgﬁGl/ZGI EGQ/ZGQ. (73)

In our framework the reduction was performed at the usual KKS value [32]| of the momentum
map of the G-action. In the chapter I first described the two models P, P, of the reduced phase
space (T*G)req, then derived the dual pairs of Lax matrices that generate the commuting re-
duced Hamiltonians. Finally I presented the detailed properties of the mappings on the diagram
(5.6). In the end of the chapter I summarized some important facts about the alternative phase
spaces corresponding to the alternative configuration space choices Q(n), U(1) x SQ(n) and

R x SQ(n).

I finish this dissertation by mentioning a few open questions related to the presented work.
In connection with the superintegrability of the rational Ruijsenaars-Schneider model I remark
that BC'(n) analogues of the extra constants of motion exhibited in Subsection 3.1 are still not
known, so it could be worthwhile to search for such constants of motion. The explicit form
of extra constants of motion in the case of the hyperbolic Sutherland model is also unknown.
Another challenging problem related to the generalized BC(n) Sutherland model is to analyze
the scattering characteristics of the model following [40, 43]. It could be also an interesting
work to find duality properties for the generalized Sutherland model, which would extend the
action-angle dualities of the integrable many-particle systems discovered by Ruijsenaars [45].
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