Takach Géza “Kisérdhaldk tulajdonsagai” c. doktori

értekezésének biralata

Jéllehet “mélységes mély a multnak kuatja”, a kisérd struk-
tuirdk kutatédsa alighanem a harmincas években kezdddoétt Baer
vizsgélataival csoportok részcsoporthaldjardl. Ez a térgy
kb. az Otvenes évekig &llt a figyelem eldterében; a kdvet-
kez8 évtized(ek) inkdbb a kongruenciahd&dldék és a kisérd
strukturdkkal vald reprezentalas jegyében 4allt(ak), noha a
részhdldéhaldék vizsgédlata tovabb folyt és az utdbbi években
reneszanszat éli, és Jbénsson vizsgdlataitdl kezdve (1953/4)
napjainkig fokozdédd érdeklddést keltettek a projektiv geo-
metridk altérhdldéi. Ezekhez a hagyomédnyokhoz és legUjabb
fejleményeikhez kapcsolddnak Takach Géza kutatéasai.

A disszertédcid elsd fejezete bevezetés.

A mésodik fejezetben a szerzd a haldk és részalgebrahdlo-
juk kozotti Osszefiiggéssel foglalkozik. Els8sorban az a
klasszikus kérdés foglalkoztatja, hogy mikor kdévetkezik a
struktirdlis izomorfidbdl izomorfia? Filippov egy igen ter-
mészetes, ugyanakkor eléggé &altalénos elegendd feltételére
tdmaszkodva szamos tovabbi elegendd feltételt bizonyit, azaz
hdldék fontos és széles osztalyairdl bizonyitja be, hogy ben-
nik izomorf részhdldhaldval rendelkezd haldk izomorfak is.
Igy van ez pl. egyfeldl a direkt felbonthatd halék, masfeldl
az egyszerd h&ldk koérében. A véges magassigl haldk esetében
mar csak bizonyos feltételek mellett all fenn ez az egy-egy-
értelmd kapcsolat, sét ebben az osztalyban még a kongruen-
ciahdldé figyelembe vétele sem segit, mivel azt a 2.27 Tétel
szerint a részhaléhdlé meghatirozza. Erdekes a 2.33 Tétel,
amely azt mondja, hogy struktiralisan izomorf moduldris héa-
ldékban ugyanazok az 6ndudalis Horn-formuldk telijesiilnek. A
médsodik fejezet tovébbi eredményei arra vonatkoznak, hogy
noha minden részh&léhaldé félkomplementumos és gyengén kom-
plementumos, mas komplementaritdsi feltételek csak a triviéa-
lis esetben - lancokra - teljesilnek.

A harmadik fejezet Hutchinson egy mély tételének elemi
bizonyitaséat tartalmazza.

A negyedik fejezet egy halmazon defini&lhatd Osszes kvazi-
rendezés involucidhdldéjéval foglalkozik. Megmutatja, hogy ez
a(z unér) héldé 3 elemmel generdlhatd. Ehhez egy Czédli &ltal
bevezetett bonyolult konstrukcidt hasznal, s az egész bizo-
nyitds igen Osszetett és mély.



Véglil az 6tddik fejezetben azt vizsgadlja, hogy ismert pro-
jektiv geometriai tulajdonsédgok és valtozataik hogyan tiik-
réz8dnek az altérhdlén teljeslilé azonossdgokban. Jénsson fi-
gyelt fel ra, hogy a Desargues-tétel teljesiilése egy geomet-
ridban ekvivalens egy bizonyos azonossdg teljesiilésével a
geometria altérhdldéjan. Takdch ezt a gondolatot szémos més
tulajdonsagra atviszi.

Az értekezés pozitiv jellemzdi a térgyalt témdk és a hasz-
ndlt mdédszerek széles sk&laja, az ismert mbédszerek ilgyes al-
kalmazédsa és kiegészitése UGjabbakkal, valamint a dolgozatban
megnyilvédnuld viladgos gondolkodéds és a (matematikai szem-
pontbdél) wviladgos, ambar hellyel-kodzzel taldn tulsdgosan ta-
ladn tomoér fogalmazas.

A legmélyebb eredmény kétségkivil a 4.1 Tétel, de figye-
lemreméltd teljesitmény a 3.1 Tétel Uj bizonyitédsa és Osz-
szességében az 5. fejezet is (az ilyen fajta problémdkndl a
munka oroszlanrésze a megfeleld azonossdgok megtaldléaséira
esik, ami egészen mésféle tevékenység mint, mondjuk, egy
transzfinit indukcid, wvagy egy tulajdonsdg visszavezetése
szdminvaridnsokra). A 2. fejezet eredményei taldn valamivel
kevésbbé mélyek, de fontossadgban nem maradnak el az érte-
kezés tobbi részétdl, igy a 2.24 Tétel, a fentebb mér emli-
tett, kora&ntsem trividlis 2.27 vagy akar a 2.33.

A jeldlt dolgozatéaban olyan kérdéseket targyal, amelyekkel
az utdébbi években sokan és sokat foglalkoztak. Munkdja nem-
csak a terilileten elért kordbbi eredményeknek nemcsak ismere-
térdl tanuskodik, hanem nagymértékben tamaszkodik is ezekre.
Az értekezés kidllitédsa kifogastalan.

A fogalmazédssal kapcsolatban felmerild kisebb kifogésokra,
gépelési hibdkra stb. nem térek ki. Kevés gondot fordit
azonban a szerzd a nyelvi megformédlédsra. A hatdrozatlan név-
eld hibé&s haszndlata, szenvedd melléknévi igenév haszndlata
a -va,-ve végl hatédrozdéi igenév helyett (kiirthatatlannak
tiné nyelvi babona!), “bizonyitédst nyert” féle, nem éppen
hibds, de henye kifejezések éktelenitik iddénként a matemati-
kailag szép munkdt. Noha a dolgozat tudom&nyos értékét ez
nem csdkkenti, a matematikus nem nézheti kézdmbdsen a nyelwv
rohamos romlédsdt. Szé&munkra a nyelv csaknem ugyanolyan fon-
tos munkaeszkdéz, mint a nyelvésznek vagy az irdnak, ezért
romldsa a matematika fejlddését is veszélyezteti. Nem lehet
ugyanis azt mondani, hogy hadd romoljék a szdkincs, szegé-
nyedjék a kifejezésmdd, zavarosodjék a nyelvtan, csak a sza-
batos kifejezés lehetdsége maradjon meg: a romlds folyamata
nem szlrhetd a mi kivansdgaink szerint. A

Osszefoglalva megdllapithaté, hogy Takdch Géza értekezése
a doktori fokozat elnyeréséhez megkivant szintet minden vo-
natkozadsban megiti. Ezért javasolom a disszertdcid vitéra
bocséatésat és a doktori cim odaitélését.



Opponensi vélemény
TaxKAcH GEzA
Kiséréhdlok tulajdonsdgar
cimd értekezésérdl.

I. Altaldnos ismertetés. A modern matematika egyik lényeges jellem-
zGje, hogy a felmeriilt problémadkkal nem tud kézvetleniil megbirkézni. Ezek
ugyanis rendszerint tilsdgosan szovevényesek és olyan sallangokkal vannak
tele, amelyek a felmeriilt kérdéseknek a tiszta latdsdt akaddlyozzdk. Ugyan-
aklkor az is jellemz6 a modern matematikira, hogy ezeket a problémdkat mas
teriiletre jdatssza dat. Mint legldtvanyosabb példdt hadd emlitsem a topols-
gidkat, amelyeknél a problémadk jelentds részét csoportelméleti kérdésekre
fogalmazzdk at.

Nem akarom tovabb szaporitani a szét; a matematikai problémadak eseté-
ben az dtfogalmazdsok dltaldban algebrai vagy kombinatorikus alakot 6lte-
nek, mert itt a ,legprimitivebbek” a rendszerek.

Ugyanez érvényes az eredendden az algebrdban felmeriilt kérdéseknél.
Ez az &altaldnos és jol miikodé mechanizmus vezetett a kisérd strukturdk
fogalmdhoz. Maradjunk csak az algebrai struktdirdkndl. Itt két dltaldnos
jellegti kérdés szerepel: |

(1) Milyenek a struktiratarté leképezések?
(2) Milyen a részstrukturdk egymadshoz valé viszonya?

Ezeket a kérdéseket sokszor egyiittesen is vizsgaljdk, hogy minél teljesebb
képet kapjanalk.

Mindkét esetben vannak ,tipikus” kérdések: ,mik léphetnek fel”, és amik
fellépnek mennyiben hatdrozzdk meg az eredeti struktirat.

TAKACH GEZA egyetemi doktori értekezése a (2) témakorrel foglalkozik.
Persze itt is lehetne t6bb irdnyba menni, példdul a struktirdk kongruencid-
janak a kapcsolatat nézni, de jelen disszertdcié szinte kizarélag a ,részek”—
kel foglalkozik. Azonnal megjegyzem, hogy ezt nem tartom hidnyossdgnak.
Annsl is inkdbb, mert tobbfajta struktira esetében is megnézi a részeknek
a kapcsolatdt.

Egy struktiira részstruktirai esetében az a jellemzd, hogy milyenek koz-
tiikk a nagysdgrendi viszonyok. Ezek tehdt a tartalmazdsra nézve részben—
rendezett halmazt alkotnak, amely algebrai strukturdk esetében szinte min-
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disszertdcié témadja. ,

A disszerticiéban négy kiilonb6z6 struktira szerepel, amelyeket az kit
0ssze, hogy a szerz6 minden esetben ezek részstruktirdinak a h&aléjat vizs-
gilja. Ezek:

(1) Halok.

(2) Modulusok.

(3) Kvdzirendezések.

(4) Projektiv geometridk.

Az els6 rész FILIPPOV munkdihoz kapcsolédik. Itt harom kérdésre ad
részleges vélaszt. Ezek:

I. Milyen feltételt kell kiréni egy L hdléra ahhoz, hogy részhédl6héléja
csak akkor legyen izomorf egy I hdlé részhdlohdléjaval, ha K vele vagy
duédlisaval izomorf?

II. Melyek azok a hdlétulajdonsdgok, amelyeket a részhdléhalék izomor-
fidja ,,atorokit”?

IT1. Melyek azok a hdlévarietdsok, amelyekre a varietdshoz tartozds ren-
delkezik a II. alatt leirt tulajdonsiggal.

Nem célom leirni az egyes eredményeket, mert aki nem ismeri a témakort,
az ugysem értheti meg; aki meg ismeri, az ugyis elolvashatja. A legtetszetd-
sebb eredmények azok, amelyek bizonyos specidlis tipusi hdlékra mondjdk
ki, hogy ezeket részhdléhdléjuk a dualitdstol eltekintve egyértelmien meg-
hatdrozzak.

Ezek az eredmények tulajdonképpen igen ,gyenge” feltételt jelentenek.
Maguk a bizonyitdsok meggy6zik az olvasét arrél, hogy a szerzé szinte addig
a hatdrig ment, ameddig lehet. Még ezekben a hédléosztédlyokban is meglepd,
hogy a részhal6hdlé egyértelmien meghatdrozza az eredetit (vagy inkdbb az,
hogy ezt be is lehet bizonyitani). A felhaszndlt médszerek kozott igen eld-
keld szerepet tolt be a linedris felbontas, illetve a linedris felbonthatalansag.
Ezzel kapcsolatban a kovetkezd kérdést szeretném felvetni. A linedris fel-
bontds komponensei ,szuperkonvexek”. Ez azzal ekvivalens, hogy van a
hédlénak olyan kongruencidja, amelyiknek ez a részhdlé az egyetlen nem-—

trividlis osztdlya. Nem lehetne—e az eredményeket szuperkonvex részhdlé
nélkiili halékra is bizonyitani?

A maésodik rész HUTCHINSON és CZEDLI nevezetes munkdjihoz kapcso-
16dik. Itt taldn HUTCHINSON dualitastételére adott bizonyitast lehet kie-



melni. Ez az elemi bizonyitds nem haszndl kategériaelméleti mdédszereket
és az eredetinél sokkal egyszeribb. (Személy szerint én sajndlom, hogy ezt
e tételt kategérialméleti médszerek nélkiil is lehet bizonyitani.)

A harmadik rész a kvdzirendezések hdléjaval foglalkozik. Itt lényegében
a kovetkezs egyetlen — minden el6zénél erdsebb — tétel taldlhato:

Ha egy legaldbb hdromelemd halmaz szdmossdga nem ér el egyetlen el-
érhetelen szdmossdgot sem, akkor kvézirendezéseinek hiléja generdlhaté
hdarom elemmel. (Fontos, hogy itt a miiveleteket végtelen—viltozésaknak
tekintjiik.)

Végezetiil a ,,Projektiv geometridk és hdl6azonossagok” cimd fejezet ko-
vetkezik. Szerintem az itt szereplé halék nem igazdn kisér6hélék, hiszen
a projektiv geometridk maguk a hdlék. Ennek ellenére érdemes volt ezt a
részt is idevenni. Nem csak azért, mert hdlékrdl van sz6, hanem azért is,
mert igen tetszetds teljes leirdsok szerepelnek ebben a részben. Ezek egy-
részt a harmonikus projektiv geometridkat, mdsrészt a perspektiv Papposzi

projektiv sikok teljes jellemzését adjak haléazonossdgokkal.

II. A kivdnalmak szerinti formalis értékelés.

A munka érdemer és hibai: Az értekezés igen gondos munka. Sajndlatos
viszont az hogy a tézisben mds a tételek szamozdsa. A dolgozat dtnézése
utdn kénnyebb lett volna a birdlé dolga, ha a téziseket vezérfonalként hasz-
nalhatta volna. Kiilondsen zavaré ez az itteni 2.3 Tétel esetében, amely az
értekezés 2.15 Tételének felel meg. A tézisekben szerepel egy (5) alatti dl-
litds, amelyet az értekezésben nem is taldltam meg, és nem is hiszem, hogy
igaz volna.

Az alkalmazott kutatdsi médszerek értékelése: Az alkalmazott médszerek
java a haléelméletben ismert médszer, kombindlva a jelslt gondolkozasaval.
Két mdédszert azért kiemelnék, amelyek mindegyike a témavezetSvel egyiitt
kidolgozott médszer. Az egyik a témavezetd szamitégépes algoritmusanak
a mdédositdsa, a mésik pedig a ,féldoboz—struktira”.

Az irodalom felhaszndldsa: A jelslt jol ismeri az irodalmat, hiszen ebbél
vette a nyitott problémadkat, és a mddszerek egy részét. Természetesen a
madsodik részben nem egy nyitott problémat tekintett, hanem egy megol-
dottat; itt viszont sajdt (és CZEDLI) mdédszerét adta hozza.

A tudomdnyos megdllapitisok (kovetkeztetések) megalapozottsiga: A bi-
zonyitdsokban nem taldltam hibét.



Formasi eldirdsok: A dolgozat a JATE &ltal megkiildott formai szempon-
toknak megfelel; vildgos, olvashaté és j6 magyarsdggal irédott.

A témavdlasztds tudomdnyos jelentdsége: A jelolt olyan témdkat vizsgal,
amelyek a hdléelméleti kutatdsok eg‘ylk f6 dgdban, de annak legaldbb is a
kozelében helyezkednek el.

Uj eredmények, bizonyitottséguk: Az eredmények minden bizonnyal djak,
hiszen a beléliik irott cikkek nemzetkozi folydiratban jelentek meg, ahol
a lektordldst a témdk specidlis ismerdi végzik. Személyesen ezért nem is
néztem végig a sokszaz lehetséges cikket. Maguk a bizonyitdsok — mint
fentebb irtam — szerintem korrektek.

Az eredmények tjként valo elfogadhatdsiga: Az el6z6 pontok szerint az
eredmények ijak.

Tudomdnyos kutatdsra valé alkalmassdg bizonyitottsdga: Ezzel az érte-
kezéssel nem csak TAKACH GEzZA mutatta be alkalmassdgat a tovdabbi tu-
domdnyos kutatdsra, hanem CZEDLI GABOR is bebizonyitotta, hogy képes
felismerni a kival6 hallgatékat, el tudja latni 6ket megfeleld problémédklkal és
ezek megolddsidhoz segitséget is tud nytdjtani (nem a megolddsban, hanem
feltehetGen kozos beszélgetésekkel).

III. Végkovetkeztetés. Azt hiszem teljesen vildgos a fentiekbdl, hogy
TAKACH GEZA értekezésében érdekes és fontos témakhoz nyult, ezeket —
a lehetdségekhez képest — teljesen megoldja. Emellett a megoldds sordan
djabb kérdések is felmeriilnek; amelyek biztositjdk, hogy a kutatds nem ér
véget. Vildgos, hogy TAKACH GEZA egy érett kutatd.

Mindezek figyelembevételével javaslom a disszertdaciét védésre kittizni
és TAKACH GEZA szamdra az egyetem: doktor:i cimet odaitélni.

Budapest, 1999. janudr 30.

Fried Ervin
Mat. Tud. Doktora



