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Takách Géza "Kisérőhálók tulajdonságai" c. doktori

értekezésének birálata

Jóllehet "mélységes mély a múltnak kútja", a kisérő struk­
túrák kutatása alighanem a harmincas években kezdődött Baer 
vizsgálataival csoportok részcsoporthálójáról. Ez a tárgy 
kb. az ötvenes évekig állt a figyelem előterében; a követ­
kező évtized(ek) inkább a kongruenciahálók és a kisérő 
struktúrákkal való reprezentálás jegyében állt(ak), noha a 
részhálóhálók vizsgálata tovább folyt és az utóbbi években 
reneszánszát éli, és Jónsson vizsgálataitól kezdve (1953/4) 
napjainkig fokozódó érdeklődést keltettek a projektiv geo­
metriák altérhálói. Ezekhez a hagyományokhoz és legújabb 
fejleményeikhez kapcsolódnak Takách Géza kutatásai.

A disszertáció első fejezete bevezetés.
A második fejezetben a szerző a hálók és részalgebraháló- 

juk közötti összefüggéssel foglalkozik. Elsősorban az a 
klasszikus kérdés foglalkoztatja, hogy mikor következik a 
struktúrális izomorfiából izomorfia? Filippov egy igen ter­
mészetes, ugyanakkor eléggé általános elegendő feltételére 
támaszkodva számos további elegendő feltételt bizonyít, azaz 
hálók fontos és széles osztályairól bizonyltja be, hogy ben­
nük izomorf részhálóhálóval rendelkező hálók izomorfak is. 
így van ez pl. egyfelől a direkt felbontható hálók, másfelől 
az egyszerű hálók körében. A véges magasságú hálók esetében 
már csak bizonyos feltételek mellett áll fenn ez az egy-egy- 
értelmű kapcsolat, sőt ebben az osztályban még a kongruen­
ciaháló figyelembe vétele sem segit, mivel azt a 2.27 Tétel 
szerint a részhálóháló meghatározza. Érdekes a 2.33 Tétel, 
amely azt mondja, hogy struktúrálisan izomorf moduláris há­
lókban ugyanazok az önduális Horn-formulák teljesülnek. A 
második fejezet további eredményei arra vonatkoznak, hogy 
noha minden részhálóháló félkomplementumos és gyengén kom- 
plementumos, más komplementaritási feltételek csak a triviá­
lis esetben

A harmadik fejezet Hutchinson egy mély tételének elemi 
bizonyitását tartalmazza.

A negyedik fejezet egy halmazon definiálható összes kvázi- 
rendezés involúcióhálójával foglalkozik. Megmutatja, hogy ez 
a(z unér) háló 3 elemmel generálható. Ehhez egy Czédli által 
bevezetett bonyolult konstrukciót használ, s. az egész bizo­
nyítás igen összetett és mély.

láncokra - teljesülnek.



Végül az ötödik fejezetben azt vizsgálja, hogy ismert pro­
jektiv geometriai tulajdonságok és változataik hogyan tük­
röződnek az altérhálón teljesülő azonosságokban. Jónsson fi­
gyelt fel rá, hogy a Desargues-tétel teljesülése egy geomet­
riában ekvivalens egy bizonyos azonosság teljesülésével a 
geometria altérhálóján. Takách ezt a gondolatot számos más 
tulajdonságra átviszi.

. i

Az értekezés pozitiv jellemzői a tárgyalt témák és a hasz­
nált módszerek széles skálája, az ismert módszerek ügyes al­
kalmazása és kiegészítése újabbakkal, valamint a dolgozatban 
megnyilvánuló világos gondolkodás és a (matematikai szem­
pontból) világos, ámbár hellyel-közzel talán túlságosan ta­
lán tömör fogalmazás.

A legmélyebb eredmény kétségkívül a 4.1 Tétel, de figye­
lemreméltó teljesítmény a 3.1 Tétel új bizonyítása és ösz- 
szességében az 5. fejezet is (az ilyen fajta problémáknál a 
munka oroszlánrésze a megfelelő azonosságok megtalálására 
esik, ami egészen másféle tevékenység mint, mondjuk, egy 
transzfinit indukció, vagy egy tulajdonság visszavezetése 
száminvariánsokra). A 2. fejezet eredményei talán valamivel 
kevésbbé mélyek, de fontosságban nem maradnak el az érte­
kezés többi részétől, igy a 2.24 Tétel, a fentebb már emlí­
tett, korántsem triviális 2.27 vagy akár a 2.33.

A jelölt dolgozatában olyan kérdéseket tárgyal, amelyekkel 
az utóbbi években sokan és sokat foglalkoztak. Munkája nem­
csak a területen elért korábbi eredményeknek nemcsak ismere­
téről tanúskodik, hanem nagymértékben támaszkodik is ezekre. 
Az értekezés kiállítása kifogástalan.

A fogalmazással kapcsolatban felmerülő kisebb kifogásokra, 
gépelési hibákra stb. nem térek ki. Kevés gondot fordít 
azonban a szerző a nyelvi megformálásra. A határozatlan név­
elő hibás használata, szenvedő melléknévi igenév használata 
a -va,-ve végű határozói igenév helyett (kiirthatatlannak 
tűnő nyelvi babona!), "bizonyítást nyert" féle, nem éppen 
hibás, de henye kifejezések éktelenítik időnként a matemati­
kailag szép munkát. Noha a dolgozat tudományos értékét ez 
nem csökkenti, a matematikus nem nézheti közömbösen a nyelv 
rohamos romlását. Számunkra a nyelv csaknem ugyanolyan fon­
tos munkaeszköz, mint a nyelvésznek vagy az írónak, 
romlása a matematika fejlődését is veszélyezteti. Nem lehet 
ugyanis azt mondani, hogy hadd romoljék a szókincs, szegé­
nyedjék a kifejezésmód, zavarosodjék a nyelvtan, csak a sza­
batos kifejezés lehetősége maradjon meg: a romlás folyamata 
nem szűrhető a mi kívánságaink szerint.
Összefoglalva megállapítható, hogy Takách Géza értekezése 

a doktori fokozat elnyeréséhez megkívánt szintet minden vo­
natkozásban megüti. Ezért javasolom a disszertáció vitára 
bocsátását és a doktori cím odaítélését.

ezért
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Opponensi vélemény
Takách Géza 

Kisérőhálók tulajdonságai 

című értekezéséről.

I. Általános ismertetés. A modern matematika egyik lényeges jellem­
zője, hogy a felmerült problémákkal nem tud közvetlenül megbirkózni. Ezek 

ugyanis rendszerint túlságosan szövevényesek és olyan sallangokkal vannak 

tele, amelyek a felmerült kérdéselmek a tiszta látását akadályozzák. Ugyan­
akkor az is jellemző a modern matematikára, hogy ezeket a problémákat más 

területre játssza át. Mint leglátványosabb példát hadd említsem a topoló­
giákat, amelyeknél a problémák jelentős részét csoportelméleti kérdésekre 

fogalmazzák át.
Nem akarom tovább szaporítani a szót; a matematikai problémák eseté­

ben az átfogalmazások általában algebrai vagy kombinatorikus alakot ölte­
nek, mert itt a „legprimitívebbek” a rendszerek.

Ugyanez érvényes az eredendően az algebrában felmerült kérdéseknél. 
Ez az általános és jól működő mechanizmus vezetett a kisérő struktúrák 

fogalmához. Maradjunk csak az algebrai struktúráknál. Itt két általános 

jellegű kérdés szerepel:
(1) Milyenek a struktúratartó leképezések?
(2) Milyen a részstruktúrák egymáshoz való viszonya?

Ezeket a kérdéseket sokszor együttesen is vizsgálják, hogy minél teljesebb 

képet kapjanak.
Mindkét esetben vannak „tipikus” kérdések: „mik léphetnek fel”, és amik 

fellépnek mennyiben határozzák meg az eredeti struktúrát.
Takách Géza egyetemi doktori értekezése a (2) témakörrel foglalkozik. 

Persze itt is lehetne több irányba menni, például a struktúrák kongruenciá­
jának a kapcsolatát nézni, de jelen disszertáció szinte kizárólag a „részek”- 

kel foglalkozik. Azonnal megjegyzem, hogy ezt nem tartom hiányosságnak. 
Annál is inkább, mert többfajta struktrira esetében is megnézi a részeknek 

a kapcsolatát.
Egy struktúra részstruktúrái esetében az a jellemző, hogy milyenek köz­

tük a nagyságrendi viszonyok. Ezek tehát a tartalmazásra nézve részben- 

rendezett halmazt alkotnak, amely algebrai struktúrák esetében szinte min­
dig háló. Ezzel el is érkeztünk a kisérőhálók fogalmához, amely a jelen
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disszertáció témája.
A disszertációban négy különböző' struktúra szerepel, amelyeket az köt 

össze, hogy a szerző' minden esetben ezek részstruktúráinak a hálóját vizs­
gálja. Ezek:

(1) Hálók.
(2) Modulusok.
(3) Kvázirendezések.
(4) Projektív geometriák.

Az első rész Filippov munkáihoz kapcsolódik. Itt három kérdésre ad 

részleges választ. Ezek:
I. Milyen feltételt kell kiróni egy L hálóra ahhoz, hogy részhálóhálója 

csak akkor legyen izomorf egy К háló részhálóhálójával, ha К vele vagy 

duálisával izomorf?
II. Melyek azok a hálótulajdonságok, amelyeket a részhálóhálók izomor- 

fiája „átörökít”?
III. Melyek azok a hálóvarietások, amelyekre a varietáshoz tartozás ren­

delkezik а II. alatt leírt tulajdonsággal.
Nem célom leírni az egyes eredményeket, mert aki nem ismeri a témakört, 

az úgysem értheti meg; áld meg ismeri, az úgyis elolvashatja. A legtetszető­
sebb eredmények azok, amelyek bizonyos speciális típusú hálókra mondják 

ki, hogy ezeket részhálóhálójuk a dualitástól eltekintve egyértelműen meg­
határozzák.

Ezek az eredmények tulajdonképpen igen „gyenge” feltételt jelentenek. 
Maguk a bizonyítások meggyőzik az olvasót arról, hogy a szerző szinte addig 

a határig ment, ameddig lehet. Még ezekben a hálóosztályokban is meglepő, 
hogy a részhálóháló egyértelműen meghatározza az eredetit (vagy inkább az, 
hogy ezt be is lehet bizonyítani). A felhasznált módszerek között igen elő­
kelő szerepet tölt be a lineáris felbontás, illetve a lineáris felbonthatalanság. 
Ezzel kapcsolatban a következő kérdést szeretném felvetni. A lineáris fel­
bontás komponensei „szuperkonvexek”. Ez azzal ekvivalens, hogy van a 

hálónak olyan kongruenciája, amelyiknek ez a részháló az egyetlen nem­
triviális osztálya. Nem lehetne-e az eredményeket szuperkonvex részháló 

nélküli hálókra is bizonyítani?

A második rész Hutchinson és Czédli nevezetes munkájához kapcso­
lódik. Itt talán Hutchinson dualitástételére adott bizonyítást lehet kié-
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melni. Ez az elemi bizonyítás nem használ kategóriaelméleti módszereket 

és az eredetinél sokkal egyszerűbb. (Személy szerint én sajnálom, hogy ezt 

e tételt kategórialméleti módszerek nélkül is lehet bizonyítani.)

A harmadik rész a kvázirendezések hálójával foglalkozik. Itt lényegében 

a következő' egyetlen — minden eló'zó'nél eró'sebb — tétel található:
Ha egy legalább háromelemű halmaz számossága nem ér el egyetlen el- 

érhetelen számosságot sem, akkor kvázirendezéseinek hálója generálható 

három elemmel. (Fontos, hogy itt a műveleteket végtelen-változósaknak 

tekintjük.)

Végezetül a „Projektív geometriák és hálóazonosságok” című fejezet kö­
vetkezik. Szerintem az itt szereplő' hálók nem igazán kiséró'hálók, hiszen 

a projektív geometriák maguk a hálók. Ennek ellenére érdemes volt ezt a 

részt is idevenni. Nem csak azért, mert hálókról van szó, hanem azért is, 
mert igen tetszetős teljes leírások szerepelnek ebben a részben. Ezek egy­
részt a harmonikus projektív geometriákat, másrészt a perspektív Papposzi 

projektív síkok teljes jellemzését adják hálóazonosságokkal.

II. A kívánalmak szerinti formális értékelés.
A munka érdemei és hibái: Az értekezés igen gondos munka. Sajnálatos 

viszont az hogy a tézisben más a tételek számozása. A dolgozat átnézése 

után könnyebb lett volna a bíráló dolga, ha a téziseket vezérfonalként hasz­
nálhatta volna. Különösen zavaró ez az itteni 2.3 Tétel esetében, amely az 

értekezés 2.15 Tételének felel meg. A tézisekben szerepel egy (5) alatti ál­
lítás, amelyet az értekezésben nem is találtam meg, és nem is hiszem, hogy 

igaz volna.
Az alkalmazott kutatási módszerek értékelése: Az alkalmazott módszerek 

java a hálóelméletben ismert módszer, kombinálva ajelölt gondolkozásával. 
Két módszert azért kiemelnék, amelyek mindegyike a témavezetővel együtt 

kidolgozott módszer. Az egyik a témavezető számítógépes algoritmusának 

a módosítása, a másik pedig a „féldoboz-struktúra”.
Az irodalom felhasználása: A jelölt jól ismeri az irodalmat, hiszen ebből 

vette a nyitott problémákat, és a módszerek egy részét. Természetesen a 

második részben nem egy nyitott problémát tekintett, hanem egy megol­
dottat; itt viszont saját (és CzÉDLl) módszerét adta hozzá.

A tudományos megállapítások (következtetések) megalapozottsága: A bi­
zonyításokban nem találtam hibát.
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Formai előírások: A dolgozat a JATE által megküldött formai szempon­
toknak megfelel; világos, olvasható és jó magyarsággal íródott.

A témaválasztás tudományos jelentősége: A jelölt olyan témákat vizsgál, 
amelyek a hálóelméleti kutatások egyik fó' ágában, de annak legalább is a 

közelében helyezkednek el.
Új eredmények, bizonyítottságuk: Az eredmények minden bizonnyal újak, 

hiszen a belőlük írott cikkek nemzetközi folyóiratban jelentek meg, ahol 

a lektorálást a témák speciális ismerni végzik. Személyesen ezért nem is 

néztem végig a sokszáz lehetséges cikket. Maguk a bizonyítások — mint 

fentebb írtam — szerintem korrektek.
Az eredmények újként való elfogadhatósága: Az előző pontok szerint az 

eredmények újak.
Tudományos kutatásra való alkalmasság bizonyítottsága: Ezzel az érte­

kezéssel nem csak TakÁCH GÉZA mutatta be alkalmasságát a további tu­
dományos kutatásra, hanem CzÉDLl GÁBOR is bebizonyította, hogy képes 

felismerni a kiváló hallgatókat, el tudja látni ó'ket megfelelő' problémákkal és 

ezek megoldásához segítséget is tud nyújtani (nem a megoldásban, hanem 

feltehetően közös beszélgetésekkel).

III. Végkövetkeztetés. Azt hiszem teljesen világos a fentiekből, hogy 

TakÁCH Géza értekezésében érdekes és fontos témákhoz nyúlt, ezeket — 

a lehetőségekhez képest — teljesen megoldja. Emellett a megoldás során 

újabb kérdések is felmerülnek; amelyek biztosítják, hogy a kutatás nem ér 

véget. Világos, hogy TakÁCH GÉZA egy érett kutató.
Mindezek figyelembevételével javaslom a disszertációt védésre kitűzni 

és TakÁCH Géza számára az egyetemi doktori címet odaitélni.

Budapest, 1999. január 30.

Fried Ervin 

Mat. Tud. Doktora


