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1. Fejezet | -

Bevezetés

A matematika egyes teriileteit gyakran aszerint itélik meg, hogy milyen szoros kap-
csolatban allnak mas tudomanyokkal, ill. a matematika egyéb terileteivel. A halo-
elmélet ilyen szempontbdl kétféleképpen értékelheto. Egyfelol meglehetdsen elvont,
hiszen nem a természettudomanyokhoz, hanem inkdbb a matematika més, egyébként
1s absztrakt tertleteihez kapcsolédik. Masfel6l ez a kapcsolat igen széles kord, mert
a legtobb matematikai struktira mellett kisérostrukturdk 1épnek fel, melyek jelentos
allnak, altaldban részhalmazokbdl vagy reldciékbdl. Az értekezésben szerepld kisé-
r6halék elemei részhaldk, kongruencisk, részmodulusok, kvazirendezések és alterek.
Egy példa erejéig megjelenik egy kisérécsoport, a halék automorfizmuscsoportja is.

A maésodik fejezetben héaldk részhalohaldival foglalkozunk. Egy halé és részhalé-
haléja kozott igen szoros a kapcsolat: a részhal6halé szamos esetben meghatéirozza
magat a halot, természetesen izomorfia vagy duélis izomorfia erejéig. Maés esetek-

/////

disztributiv és Sub(L) = Sub(K), akkor K is disztributiv.

A részhéaléhalék izomorfidjanak jellemzése Filippov [Fil66]-ban t6rtént, majd
a Gratzer [Gra78] é4ltal felvetett problémék inditottédk el a tovébbi vizsgalatokat.
Chen, Koh és Tan [CKT84], valamint mar Filippov [Fil66] is szamos olyan ® stan-
- dard héléelméleti feltétel adtak meg, amik biztositjdk, hogy egy halét meghatirozza
a részhélohéldja, azaz (P(L) & Sub(L) = Sub(K)) = (L & K vagy L = K9).
A 2.2 szakaszban megmutatjuk, hogy hogyan lehet ilyen jellegi feltételek elegends-
ségét igazolni Filippov eredményeinek felhaszndlisdval. igy a korabbi bizonyitasok
jelentosen lerdvidilnek, sot, a feltételek gyengithetdek. A kordbbi feltételek mellett
. 1ényegesen tjakat is megadunk, amelyek bizonyos értelemben a hélé kongruenciaha-
1éjéra vonatkoznak. Ilyen pl. az egyszeriiség és a direkt felbonthatdség.

Szamos eredmény vonatkozik algebrak, ill. specidlisan halék kiséréstruktirainak
figgetlenségére. Baranskii [Bar79] és Urquhart [Urq78] pl. igazoltdk, hogy egy véges
halé kongruenciahdldja és automorfizmuscsoportja fiiggetlen egymastdl abban az ér-
telemben, hogy barmely M, N véges, legalabb kételeml halékra létezik egy olyan
véges L hal6, amelyre Con(L) = Con(M) és Aut(L) = Aut(N). A kongruenciahilé
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4 BEVEZETES

és az automorfizmuscsoport absztrakt jellemzését felhasznélva ez ugy is fogalmazha-
té, hogy tetszbleges L, legalabb kételemti, véges disztributiv héléra és tetszoleges G
véges csoportra létezik egy olyan L véges hild, melyre Con(L) = L, és Aut(L) = G.
A 2.3 szakaszban megmutatjuk, hogy a részhil6halé és a kongruenciahdlé mar nem
figgetlenek egymastdl. Epp ellenkezbleg, a véges magassagi haldk korében a rész-
hal6halé meghatirozza a kongruenciahaldt.

A 2.4 szakaszban olyan V hélévarietdsokat kerestink, amelyek zartak a részhdld-
haldk izomorfidjara nézve, azaz L € V és Sub(L) = Sub(K) esetén K € V. Megmu-
tatjuk, hogy a moduldris haldk osztdlyandl sziikebb (kvézi)varietdsok kozil éppen
az 6ndudlisak zdrtak. A nemmodularis, 6ndudlis varietasok esetében példat adunk
zért és nem zart varietdsra is, de a zart varietasok jellemzése tovabbra is nyitott

probléma.

A harmadik fejezetben elemi bizonyitdst adunk Hutchinson dualitastételére. Ha
R egy rogzitett egységelemes gytiril, akkor R-Mod jeldli az R feletti baloldali mo-
dulusok osztdlyat, Con(R-Mod) pedig az R-modulusok részmodulushdléi (=kong-
ruenciahdléi) dltal generdlt héldvarietdst. Az Abel-féle kategdridk elméletének és
a részmodulushdlék azonossigelmélete [HC78]-beli jellemzésének felhasznaldsaval
Hutchinson [Hut73,HC78] megmutatta, hogy R~-Mod 6ndualis varietas. Az 4j bizo-
nyitas Czédli Gaborral kézos eredmény (1d. [CT]). Nem alkalmazunk kategériaelmé-
leti eszkozoket és j6val kevésbé tamaszkodunk [HC78]-ra, mint az eredeti bizonyités.

A negyedik fejezetben kvazirendezéshaldk generdldsaval foglalkozunk. Egy A
halmaz Osszes kvazirendezésel, azaz reflexiv, tranzitiv relacidi teljes involiciéhalét
alkotnak; ezt Quord(A)-val jeloljik. Ugyan nem 4gyazhatd be minden involiciéhaléd
kvazirendezéshiléba, de a kvazirendezéshdlék hasonléan fontos osztalyt alkotnak az
involici6halék kérében, mint az ekvivalenciahaldk a halok korében.

Jelolje Equ(A) az A halmaz Osszes ekvivalencidjanak haléjat. Strietz [StrT5,
Str77] és Zadori [Zad86] bebizonyitottdk, hogy 4 < |A| < oo esetén Equ(A) négy
elemmel generalhaté. Zadori moédszerének tovabbfejlesztésével Chajda és Czédli
[CC96] igazoltak, hogy véges és bizonyos végtelen A halmazokra Quord(A)-nak
van hiromelemili generatorrendszere. Ez megnyitotta az utat a végtelen alaphal-
mazu ekvivalenciahdlék vizsgalatdhoz: Czédli [Cze96a] megmutatta, hogy Equ(A)
4-generdlhat6, ha nem létezik |A|-nal kisebb vagy azzal egyenld elérhetetlen szé-
mossag. Természetesen végtelen halmazok esetén Equ(A)-t (és Quord(A)-t is) teljes
(involici6é)haloként, vagyis végtelen viltozds miiveletetekkel tekintjik. E két utébbi
tény bizonyitdsinak otvozésével igazoljuk, hogy Quord(A) 3-generalhatd, ha nincs
| A|-nél kisebb vagy azzal egyenld elérhetetlen szdmosség.

A bizonyitds |A| szerinti indukciéval, dgynevezett doboz struktdra konstrudldsé-
val torténik. A tomorebb targyalasi méd kedvéért bevezetjik a féldoboz fogalmat
is. Ezt Czédli [Cze]-ban ekvivalencihilékra is alkalmazza.

Az otodik fejezetben a projektiv geometria zdrdddsi tételeihez keresiink olyan
héléazonossdgokat, amelyek pontosan akkor teljesilnek egy projektiv geometria al-
térhaléjaban, ha a geometridban teljestl a megfelelé zar6dasi tétel. A legfontosabb
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ilyen azonossdgok Jénsson [Jon53] Desargues-azonossiga és Day [Day81] Papposz-
azonossaga. Azon tul, hogy ezek az azonossigok geometriai tételek algebrai meg-
feleli, szdmos més algebrai alkalmazéssal is birnak. A Con(gR?) részmodulushalé
Papposzi volta példdul éppen az R gylrt kommutativitidsat jelenti, ha R regularis.
Az 5.3 és 5.4 szakaszokban két dj hdléazonossagot adunk meg, melyek a har-
monikus pontnégyesek tételének, ill. a Papposz-tétel perspektiv esetének algebrai
megfeleldi. Az 5.5 szakaszban geometrial implikdcidk algebrai igazolasaval foglal-
kozunk. A pozitiv eredmények mellett mégmutatjuk, hogy Day [Day81] gyengébb,
gyémént Papposz-azonossiga nem vonja maga utdn a Desargues-azonossagot.

Koészonetnyilvanitas.  Koszonettel tartozom témavezetémnek, Czédli Ga-
bornak, aki megmutatta az algebra szépségeit, és a haléelmélet felé iranyitotta fi-
gyelmemet. Folyamatosan figyelemmel kisérte munkdmat, és hasznos tanacsokkal,
valamint érdekes problémakkal 14tott el. A masodik fejezethez kapcsoléddan értékes
észrevételeket tett Zadori Laszlé és Bernhard Kilgus. Hélds vagyok minden szegedi
kollégamnak, akik megfelelo 1égkort biztositottak a kutatéi munkéhoz.



2. Fejezet
Részhalohalék

Ha L egy hald, akkor jelolje Sub(L) L Gsszes részhéléinak halmazat, beleértve az
tires halmazt is. Ekkor (Sub(L); C) algebrai, atomisztikus h4lé, az atomok az egye-
lemt részhaldk. A részhaldhélék absztrakt jellemzése nyitott probléma, szemben az
algebrdk részalgebrahiléinak algebrai haléként vald jellemzésével.

A hélék részhaldhéléinak vizsgdlatéban elészor Filippov [Fil66] ért el jelentos
eredményeket. Az altala vizsgélt kérdés a kovetkezd: Milyen kapcesolat all fenn az
L és K héldk kozott, ha Sub(L) = Sub(K)7? A valaszt a 2.10. Tételben idézzik.

Gratzer [Gra78] szdmos, részhaléhalékat érintd problémat vet fel, amelyek arra
vonatkoznak, hogy milyen szoros a kapcsolat egy halé és részhaléhdléja kozots. Eb-
ben a fejezetben a kévetkezé harom problémara adunk részleges valaszt:

I. Milyen feltételeket kell kiréni az L hdléra ahhoz, hogy L-et meghatirozza a
részhaléhéléja, azaz Sub(L) & Sub(K) esetén L = K vagy L = K? teljesiiljon?
([Gra78], 1.4. Probléma)

II. Milyen hélétulajdonsagok oroklédnek a részhalohaldk izomorfidja esetén, tehat
mely @ tulajdonsigokra igaz, hogy ®(L) és Sub(L) = Sub(K) esetén ®(K)?
([GraT78], 1.8. Probléma) '

ITI. Mely varietasok zartak a részhal6hédldk izomorfidjara nézve, azaz mely ¥V halo-
varietisokra teljestl, hogy L € V és Sub(L) = Sub(XK) esetén K € V? ([Gra78],
1.5. Probléma)

A harmadik probléma specidlis esete a masodiknak, ti. ha ®(L) azt jelenti, hogy
LeV.

Vilagos, hogy mindharom esetben az a kérdés, hogy mennyi informaciét hordoz
L-rél Sub(L). Ha az ellenkezd irdnyd fiiggbséget tekintjik, akkor latszélag nincs ér-
telme az analég kérdésnek, hiszen L mindig meghatérozza Sub(L)-et. Ellenben az L
tulajdonsdgairdl Sub(L) tulajdonségaira vals kovetkeztetés nem mindig egyszert fel-
adat. A 2.5 szakaszban megadjuk a komplementumossdg néhany éltaldnositasanak
részhaléhélékra vonatkozd jellemzését.
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A h4ldk és részhéldhaldik kapcesolatdnak vizsgdlata kozben mertlt fel a kérdés,
hogy milyen szoros kapcsolat van a részhdléhalé és a masik két legfontosabb kise-
réstruktira, a kongruenciahélé és az automorfizmuscsoport kozétt. Lampe [Lam72]
nevezetes tétele szerint az algebrdk e hirom kiséréstruktirdja fiiggetlen egymastol
abban az értelemben, hogy tetszéleges L, L, legalabb kételemti algebrai halékhoz és
tetszdleges G csoporthoz létezik egy A algebra, melyre Sub(A) = L, Con(A) = L.
és Aut(A) = G. Haldk esetében a kongruenciahald és az automorfizmuscsoport fig-
getlenségére vonatkozé eredmények ismertek: Baranskii [Bar79] és Urquhart [UrqT78]
igazoltdk, hogy tetszbleges L. legaldbb kételemi, véges disztributiv héldra és tet-
szbleges (& véges csoportra létezik egy olyan L véges hald, melyre Con(L) = L. és
Aut(L) = G. Tovébbi sltaldnositdsokat ad Gratzer és Schmidt [GS95,GS].

Ezzel szemben a részhal6halé nem fliiggetlen a masik két kisérostruktiratdl, hisz
Sub(L) szdmos esetben meghatirozza L-et, és igy Con(L)-et és Aut(L)-et is. A
2.3 szakaszban belatjuk, hogy a részhaléhilé és a kongruenciahdlé nagyon is szoros
kapcsolatban 8ll: ha L véges magassdgt hald, akkor Sub(L) meghatirozza Con(L)-
et. Ez tekintheté a masodik problémadra adott valasznak is. Definidljunk ugyanis
minden egyes A haléra egy @4 tulajdonsdgot a kdvetkezoképpen:

Pu(X) = C’on(X) = Con(A4).

A fenti eredmény ekkor dgy is fogalmazhatd, hogy a ®4 tulajdonsdgok 6réklodnek
a részhaléhalok izomorfidja esetén. —

2.1 Jelolések és felhasznalt eredmények

Legyen L tetszoleges hald, s legyenek a,b € L, X, Y CL acb jeloli azt, hogy
az a és b elemek 6sszhasonlithatdak, a || b pedig azt, hogy Ssszehasonlithatatlanok.
Legyen a € {<,>,0,]||}. Azt mondjuk, hogy X oY, ha tetsz8legesz € X ésy € YV
elemekre z oy teljesil. Megjegyezzik, hogy a < jelet nem hasznéljuk ebben az
értelemben; X <Y azt jeloli, hogy X részhald az Y haléban. Vezessik be még az
Xo(a) ={z € X\ {a}: zaa} és az Xo(Y) = Nyey Xa(y) jeloléseket.

Legyenek L, K tetszoleges hdlék. Egy é: I — K bijekcidt félizomorfizmusnak ne-
veziink, ha L tetsz6leges z, y elemeire {¢(zAy), d(zVy)} = {d(2)Ad(y), ¢(2)V(y)}.
Félizomorfizmus példaul minden izomorfizmus és dudlis izomorfizmus. Kénnyen 14t-
hatd, hogy ha két halo félizomorf, akkor részhaléhaldik izomorfak. A kévetkezd
lemma szerint ez forditva is érvényes. : \

2.1. LEMMA. (Filippov [Fil66]) Az L és K hdldkra Sub(L) = Sub(K) pontosan
akkor teljesul, ha L és K félizomorfak. _

Bizonyitds. Ha ¢: L — K félizomorfizmus, akkor ®(X) = {¢(z): ¢ € X} izomorfiz-
mus Sub(L)-b6l Sub(K)-ba. Forditva, ha ®: Sub(L) — Sub(K) izomorfizmus, akkor
a {p(z)} = ®({z}) képlettel értelmezett : L — K leképezés félizomorfizmus. O
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A lemma segitségével kénnyen ellendrizhetd, hogy két konkrét hilé részhalohaldja
izomorf-e. A 2.1. 4brdn ldthaté L, K és J hélok esetében példaul z +— T és z — z
félizomorfizmusok, igy Sub(L) & Sub(K) = Sub(J). . |

Legyen H az L hélé részhéléja. H-t primnek nevezzik, ha L \ H is részhald.
Vegyiik észre, hogy L nem prim részhdlé L-ben, hiszen az tires halmazt nem tekintjik
részhilénak. Ha L\ H = L,(H) U Ly(H), teh4t ha barmely z € L\ H elemre z 0 H
vagy x || H teljestl, akkor H-t homogénnek nevezzitk. L egy részhdléjat nemtri-
vidlisnak nevezzik, ha kilénbézik L-t6l és legaldbb kételemti. Ha H nemtrivilis
homogén prim részhdlé L-ben, akkor ezt igy jeloljik: H <, L. Vildgos, hogy
H <y Lés HCN < Lesetén H <p, N. Forditva, ha H <, N <pp L, akkor
H <y, L. Ha H <, L, akkor hasznaljuk az

M(H) ={z € L,(H): by < z < hy valamely hy, h; € H elemekre}
jelolést. Nyilvan M(H) = L,(H)\(L<(H)UL-(H)), és M(H) pontosan akkor ires,
ha H konvex. '
Példa. A 2.1. ébrdn Hy = {b,c,d,e} <pp L és H = {a,b,c,d, e, f} <pp L, valamint
H} = {a,b,e,d,, f} <np K. |

f
e
c g
b
a
‘ 7]
- L K J

2.1. ABRA

Az aldbbi és szamos soron kévetkezd lemmat, illetve tételt bizonyitds nélkiil idé-
zink [Fil66]-bdl.

2.2. LEMMA. ([Fil66]) Ha H homogén részhdld az L hdldban, és z € Ly(H), akkor
zVy=zxzVzésaxAy=zAz teljesil H tetszdleges y,z elemeire.

Legyen H konvex homogén prim részhal6 (L, <)-ben, (H’, <) pedig tetszdleges
halé. Definidljunk az L* = (L \ H) U H' halmazon egy <* részbenrendezést a
kovetkezdképpen:

z,y € L\ H és z <y, vagy
. z,y € H és z <"y, vagy
< ?
TSV = x € L (H),y € H', vagy ,
TC Hlay € L>(H)
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A 2.2. Lemma alapjan vildgos, hogy L* = (L*,<*) halé, H* konvex homogén prim
részhalé L*-ban, tovabbs L% (H') = L (H), L5 (H') = L>(H) és L’l“I(H’) = L(H).
Ezt a konstrukciét roviden a H konver homogén prim részhdld H'-re cserélésének
nevezziik. A 2.1. 4bran a K hélét L-bdl a H, homogén prim részhalénak a H; haléra
valé kicserélésével kapjuk. ‘

A kévetkezd tétel az elsé problémara ad részleges valaszt a homogén prim rész-
halék nyelvén. A késobbiekben igen hasznosnak bizonyul majd tovabbi feltételek
elegenddségének bizonyitasakor.

2.3. TETEL. ([Fil66]) Ha az L hdlé nem tartalmaz nemtrividlis homogén prim rész-
hdldt, akkor Sub(L) meghatdrozza L-et.

Most pedig definidljuk a részhaléhalék szerkezetének tanulményozasahoz sziksé-
ges masik alapvetd fogalmat, a linedris dsszeget. Legyen (I, <r) egy ldnc és legyenek
(Ai, <5) (2 € I) tetszbleges halok. Jeldlje A az A; halmazok diszjunk egyesitését,
és értelmezziink A-n egy < részbenrendezést a kovetkez8képpen: z < y pontosan
akkor, ha z,y € A; és z <; y, vagy = € A;,y € A; és i <1 j. Az igy nyert (4, <)
hélét az A; hdlék linedris dsszegének nevezzik és @;cr Ai-vel jeloljik. Ha I kéte-
lemt ill. n-elemd ldnc, akkor az egyszertibb Ay @ A; ill. Ag & ... ® A,y jelolést
hasznéaljuk. A tOmor irdsméd kedvéért megengedjik, hogy a tagok kézil néhany
(de nem mind) tres legyen. Egy A halét linedrisan felbonthaténak neveziink, ha
A = Ap & A; valamely Ag, A; héldkra; egyébként A linedrisan felbonthatatlan.

Vegyik észre, hogy ha az L hélé linearisan felbonthato, mondjuk L = @, Ls,
akkor minden L; tag homogén prim részhélé L-ben, tovabba minden i-re L (L;) = 0.
Késobb latni fogjuk, hogy linearisan felbonthatatlan halékban nincsenek ilyen tipusd
homogén prim részhaldk.

2.4, LEMMA. Minden halé egyértelmien felbonthaté linedrisan felbonthatatlan hilék
linedris osszegére. - .

Bizonyitds. Legyen L egy hald, o pedig a kovetkezo relacié L-en: a b pontosan
akkor, ha az L héalénak nincs olyan lineéris felbontdsa, amelynél az a és b elemek
kiilénboz6 tagba esnek. Kénnyen ellendrizhetd, hogy o kongruencia és az L/« fak-
torhdlé lanc. Legyen a;(¢ € I) o egy reprezentansrendszere. Mivel a < b esetén
@ <b,ezért [ = Dicra:®. O

A fenti felbontasban szerepld @;* hlékat L linedris tagjainak nevezzik.
Az alabbi lemma és kovetkezményei megvildgitjdk a linedris 6sszeg fogalménak
fontossagat.

2.5. LEMMA. ([Fil66]) Legyen L tetszéleges hdlé. Ha L = @;cr L, akkor Sub(L) =

[Licy Sub(L;). Forditva, ha Sub(L) = 1,1 S;, akkor léteznek olyan L; hdlok, hogy
Sub(Li) =56 L = Dicr Li.

2.6. KOVETKEZMENY, ([Fil66]) Egy hdld részhdldhdldja egyertelmuen felbomhk
direkt felbonthatatlan hdldk direkt szorzatdra.
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2.7. KOVETKEZMENY. ([Fil66)) Ha L = @ier L: és 7 egy permutdcid I-n, akkor
Sub(L) & Sub (@ie T Lj‘r(i)) , ahol minden i-re L;(i) az L) hdlot vagy annak dudlisdt
Jeloli.

A 2.3. Tétel és a 2.7. Kovetkezmény sok esetben elegendben erdsnek bizonyul
izomorf részhéléhaléji haldk tanulmdnyozésdhoz. Felléphetnek azonban a linearis
tagokon kiviil egyéb homogén prim részhaldk is; az ilyen esetek kezeléséhez tovabbi
fogalmak bevezetése szitkséges.

Az L hélé egy H homogén prim részhiléjat telitett részhdlonak nevezzik, ha L

tetszéleges F' homogén prim részhaléjara F' O H esetén Ly(F) C Ly(H) teljesiil. Az
egyszeriibb fogalmazéas kedvéért L-et is a telitett részhaldk kozé soroljuk. A 2.12.
Lemmabdl és a (2.2) formuldbdl kdvetkezni fog, hogy a telitett részhalok konvexek,
igy beszélhetiink egy telitett részhald kicserélésérol.

2.8. LEMMA. ([Fil66)) Az L hdld tetszbleges J részhalmazdhoz létezik a J-t tar-
talmazd legszikebb telitett részhdld, amit a J hdld dltal generdlt telitett részhdlonak
hivunk, és H(J)-vel jelolink.

2.9. LEMMA. ([Fil66]) Az L hdld két telitett részhdldja vagy diszjunkt, vagy az egyik
benne van a mdsik egy linedris tagjdban.

Legyen H egy telitett részhalé az L héléban, A pedig egy linearis tag H-ban. Az
A-hoz tartozé C(A) réteget a kovetkez8képpen definidljuk:

C(A) = A\ |J(Hi: H; nemtrivialis telitett részhdlé L-ben, és H; C A).

Elsfordulhat, hogy C(A) = 0, példdul ha H felitett részhdlék végtelen felszally -

lincanak egyesitése. Ha egy réteg nem tres, akkor részh4ld, hiszen részhalék met-
szeteként all el6. L minden eleme pontosan egy rétegben van benne. Valdéban, ha
a € L, akkor legyen A az a elem é&ltal generdlt H(a) telitett részhdlé a-t tartalmazé
linearis tagja. Ekkor a csak a C'(A) rétegben van benne. Tehdt minden hal$ rétegek
diszjunkt egyesitéseként 4ll elo.

Egy H = @;c1 H; konvex homogén prim részhdld linedris tagjainak permutdldsin
azt értjiik, hogy H-t kicseréljiik H' = @es H(;)-re, ahol 7 egy permutacié I-n. Egy
H konvez homogén prim részhdlé dualizdldsdn azt értjiik, hogy H-t H%-ra cseréljiik.
Konnyen igazolhatd, hogy a fenti transzformaciék nem valtoztatjdk meg a részha-
16h316t. Valéban, a 2.7. Kévetkezmény alapjén Sub(H) = Sub(H'), tehdt létezik
egy ¢: H — H' félizomorfizmus. A 2.2. Lemmabdl nyerjik, hogy ¢ U tdry g félizo-
morfizmus L-b6l az 1ij héléba, igy részhaléhaléik izomorfak. Hasonléan jarhatunk
el dualizdlaskor is. A 2.1. dbrdn a K halé a H; homogén prim részhalé linedris
tagjainak permutalasaval kaphaté L-bol, mig J H, dualizalasaval keletkezik K-bdl.

Legyen H telitett részhald az L haléban, A pedig H egy linearis tagja. A C(A)
réteg dualizdldsdn azt értjiik, hogy < helyett a kévetkezd részbenrendezést tekintjiik
L-en:

z2y,  észy€Aé H({z,y}) = H; vagy
TRy = {wiy, é z ¢ Avagy y ¢ Avagy H({z,y}) # H,

r
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ahol H({z,y}) az {z,y} halmaz 4ltal generdlt telitett részhalét jeloli. Tehdt az
osszehasonlithat6sigi relacié valtozatlan, és két A-beli dsszehasonlithaté elem kozti
viszony pontosan akkor nem fordul meg, ha ugyanabban az A-nal szikebb telitett
részhdléban vannak. Ha az A homogén prim részhalé csak véges sok nemtrivia-
lis telitett részhdlét tartalmaz, akkor a C'(A) réteg dualizdldsa gy is elvégezheto,
hogy el6szor dualizaljuk A-t, majd A Osszes olyan T nemtrivialis telitett részhalojat,
amelyre nem létezik olyan S telitett részhald, hogy T C S C A. Ebben az esetben
tehat a réteg dualizdldsa biztosan izomorf részhaléhaléji hélét eredményez.

Legyen adva telitett részhalék egy Hy = @jcr, Hy (X € A) rendszere, és minden
A € A-ra egy ) permutacié Iy-n. Tekintstik a kovetkezo részbenrendezést L-en:

»2y, é o€ H,yeH] m(i) <)
rLy < valamely A € A, ¢, € I, elemekre; vagy
z <y, ésnem léteznek fenti tulajdonsagu A,z, s elemek.

Ekkor azt mondjuk, hogy az (L;C) halét a Hy (A € A) telftett részhdldk linedris
tagjainak a 7, permutdcidk szerinti permutdldsdval kaptuk (L; <)-bél.

Legyen most adott rétegek egy R; (¢ € I) rendszere, és jeldlje H; az R; réteg altal
generélt telitett részhalét, A; pedig H; R;-t tartalmazé linedris tagjat. Tekintsik a
kovetkezd részbenrendezést L-en: _
x>y, éz,y€A,H({z,y})= H; valamely: € I elemre; vagy
z <y, és nem létezik fenti tulajdonsign i elem.

Ekkor azt mondjuk, hogy az (L;C) halot az R; (v € I) rétegek duahzalasaval kaptuk
(L; <)-bol. :

Pelddk. 1. A késobbiekben megmutatjuk, hogy a 2.4. dbran lathaté M halé
esetében K; nem tartalmaz valédi telitett részhaldt, igy a K; telitett részhaléhoz
tartozé réteg maga K;. Tehat M’ a K réteg dualizdldsaval adédik M-b6l.

2. A 2.2, dbrén az N halé AUBU{a, b} telitett részhdléjdhoz tartozé réteg {a, b}.
Ezen réteg dualizalasaval az V' hdléhoz. jutunk.

D) G

N N’

:tf:y(=>{

2.2. ABRA

3. Tekintsik a 2.3. dbran lathaté L haldt, és legyen H; = U’_“o K;, (i € N).
Ekkor H; (i € N) telitett részhélék L-ben, a megfelelo rétegek R; = K;. Tekintsiik
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a (Ko : ¢t € N) rétegeket. Ezen rétegek dualizéldsa nem helyettesithetd konvex
homogén prim részhélék egymast kovetd dualizdldsival, hiszen végtelen sok lépésre
lenne sziikség.

L

2.3. ABRA

Beldthats, hogy a fent definidlt dtalakitdsok nem véltoztatjak meg a részhalé-
halét, sot, ezek segitségével megkaphaté L-bol az Osszes olyan K hélé, amelyre
Sub(L) = Sub(K) ’

2.10. TETEL. ([Fil66]) Ha az L és K hdldkra fendll, hogy Sub(L) = Sub(K),
akkor K izomorf egy olyan hdldval, amely megkaphatd L-bdl telitett részhdlok linedris
tagjainak permutdldsdval €s rétegek dualizdldsdval.

Legyen L egy alulrdl korldtos hilé, m,n € M. Azt mondjuk, hogy n az m
félkomplementuma, ha m A n = 0. Szdsz [Szab5] nyomdn L-et gyengén komple-
mentumosnak nevezzik, ha tetszbleges m < k elemekre m-nek van olyan félkomp-
lementuma, amely nem félkomplementuma k-nak. Megjegyezzik, hogy a komple-
mentumossdgbdl nem kdvetkezik a gyenge kompenlementumosség (v6. Ns). Viszont
minden szakaszkomplementumos, minden egyértelmien komplementumos és minden
alulrdl korlatos, relativ komplementumos halé gyengén komplementumos.

A felsorolt komplementumossag-fogalmak kézil a gyenge komplementumossagon
kivill mindegyikbol kovetkezik a linearis felbonthatatlansag, ha feltessziik, hogy a
hélé elemszama ketténél nagyobb. Ugyanez nem teljestil a gyenge komplementumos-
ségra, hiszen ha M felilré]l nem korlatos, gyengén komplementumos halé, N pedig
egyelemﬁ hilé, akkor M & N gyengén komplementumos Az ilyen tipusi haldokon
és a kételemti 1&11(:011 kivil azonban nincs'més gyengén komplementumos, linedrisan
felbonthaté hald.

Legyen L alulrél korlatos halé. L-et pszeudokomplementumosnak hivjuk, ha
minden elemnek van legnagyobb félkomplementuma; L-et félkomplementumosnak
hivjuk, ha az esetleg 1étezd legnagyobb elemet kivéve minden elemnek van nem 0
félkomplementuma.
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Tegyiik fel, hogy Ao és Az korlatos hdlok. Az Ag és A; hdldk Ap A A, delta osszege
az a hald, amit Ay @ A;-b6l kapunk az 14, és a 04, elemek azonositdsaval.
Egy halét erdsen atomosnak neveziink, ha minden intervallum tartalmaz atomot.

2.2 Elegendo feltételek

Ebben a szakaszban sorra vessziik az els6 problémahoz kapcsolédé feltételeket, és
bebizonyitjuk elegendéségiiket. A 2.3. Tétel felhasznélasahoz sziikségiink lesz a ho-
mogén prim részhéléval rendelkezé hdlék struktirdjanak mélyebb ismeretére.

2.11. ALLITAS. ([Tak98]) Legyen L egy hdld, H pedig egy homogén prim részhdlé
L-ben. Ekkor L,(H), L<(H),Ls(H) és M(H) zdrtak a miveletekre, tovdbbd ha
L,(H) # 0, akkor

» Lo(H) = L(H) © M(H) © L,(H). e

Bizonyitds. Definiciéjuk alapjdn, valamint H prim volta miatt L<(H),Ls(H) és
M (H) zrtak a miiveletekre. Nyilvén L,(H) = L (H)UM(H)ULs(H) és L<(H) <
M(H) < L-(H), bizonyitvan (2.1)-et. Ebbdl trividlisan kévetkezik, hogy L, (H) is
zart a muveletekre. 0

2.12. ALLITAS. ([Tak98]) Legyen L egy hdld, H pedig egy homogén prim részhdld
L-ben. Ekkor H' = H U M(H) is homogén prim részhdlo L-ben, vagy H' = L,
tovdbbd M(H") = 0, vagyis H' konvez. ,

Bizonyitds. Az M(H) = 0 eset nyilvanvalg, ezért feltehetd, hogy M(H) # 0. Ve-
zessik be az M = M(H) jelolést, és legyen a € H, b € M. Ekkor léteznek olyan -
H-beli ¢ és d elemek, melyekre c < b < d,sigyaAc<aAb<aVb<aVd; tehit
aAc,aVde H'. Mivel H és M részhaldk, kapjuk, hogy H' is részhalé.

A < relacié tranzitivitasat felhasznalva adddik, hogy L<(H) < H' < Ls(H) és
L(H)||H, ezért

L (H) = L.(H), L.(H")=Ls(H) és L(H" = Ly(H). (2.2)

Tehét H' homogén és M(H') =

Annak beldtdsdhoz, hogy H' 75 L esetén H' prim, elegendo megmutatm hogy
ha a,b € L\ H', akkor aVbaAb¢g M, hiszen H prim. Tekintettel arra, hogy
{aV b,a A b}o{a,b}, és hogy a < relicié tranzitiv, sem a V b sem a A b nem eshet
M-be, ha o € L (H) vagy b € Lyj(H). Ha viszont a,b € L<(H) U Ly(H), akkor
(2.1) alapjdn a V b,a Ab & M. O

2.13. LEMMA. ([Tak97]) Ha H egy nemtrividlis homogén prim részhdld a linedrisan
felbonthatatlan L hdldban, akkor Ly(H) # 0.

Bizonyitds. Tegyuk fel, hogy L)(H) = 0. Az el6zé éllitas szerint a H’ HUM(H)
homogén prim reszhalora is L|(H) = 0, tovdbbd M(H') =0, s igy L = L (H)®
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H' @ L-(H). Mivel L linedrisan felbonthatatlan, L = H’, de H nemtrivialis, igy
M=M(H)#0.
Definidljunk egy 8 reldciét M-en a kovetkezoképpen:

28y = Ho(z) = He(y)( < Hs(z) = ().

Azt &llitjuk, hogy 6 kongruencia M-en, M/6 lanc és M = @zecpr/p T-

6 nyilvin ekvivalencia, sét kongruencia, mert He(z A y) = He(z) N He(y) és
Hy(zVy) = Hs(z) N Hx(y). A < relacid antiszimmetridja miatt M/ lanc. Mivel
T<7 < Ho(z)C Hy), ezért T < § esetén z < y, s ezzel az allitas utolsé
részét is igazoltuk.

Legyen most m egy rogzitett elem M-ben, tovabba legyen

P=Fz & Q= 7
TEM[O TeM/e
24 W

P, Q vagy mindkettd lehet tres. Ekkor P U H(m) és Q U Hs(m) részhélok, mert
P,Q C L,(H), Hc(m) és H,(m) részhild, tovibbad P és () is zart a miveletekre.
Sét, PU H¢(m) < < QU Hy(m) folytan ’

L=(PUH(m))®me(QU Hs(m)), (2.3)
ami ellentmond L linedris felbonthatatlansadganak. O
A (2.3) egyenléséghez hasonlbéan igazolhatd az aldbbi kovetkezmény. |

2.14. KOVETKEZMENY. Ha H <p, L és M(H) # 0, akkor H U M(H) linedrisan
felbonthatd homogén prim részhalé L-ben.

Most mér készen allunk az elsé probléma részleges megvalaszoladsara.

2.15. TETEL. ([Tak97], [Fil66]) Ha az L hdlé teljesiti az aldbbi feltételek valame-
lyikét, akkor L-et meghatdrozza a részhdlohdldja.

(1) L linedrisan felbonthatalen moduldris hdls;
(2) L linedrisan felbonthatatlan, gyengén komplementumos hdld;
(8) L relativ komplementumos hdld;
(4) L linedrisan felbonthatatlan, féligmoduldris, erésen atomos hdlo.
Megjegyzés. Mivel a felsorolt feltételek elegenddségének bizonyitasa azonos séma

szerint halad, és csak az utolsé 1épésben térnek el egymastél, ezért a Filippov ered-
ményét képez6 (1) és (3) pontok bizonyitdsit is megadjuk.

Bizonyitds. Ha L lineérisan felbonthaté relativ komplementumos hals, akkor |L| < 2,
s igy L-et meghatarozza a részhaléhaléja. Ezért elegendd linerisan felbonthatatlan
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halékkal foglalkozni. Tegyiik fel tehat, hogy L linedrisan felbonthatatlan haldé, me-
lyet nem hatdroz meg a részhaléhéldja. Ekkor a 2.3. Tétel alapjan L tartalmaz egy
H nemtriviglis homogén prim részhdlét. A 2.13. Lemma szerint Lj(H) # 0. Legyen
z € Ly(H), y és z pedig két Gsszehasonlithaté elem H-ban, mondjuk y < z. A 2.2.
Lemma kovetkeztében

sVy=zVz é zAy=zAz (2.4)

1) (2.4) miatt {z Ay,z,y,2,z V y} egy Ns-tel izomorf részhéld, igy L nem mo-
dularis.

2) Mivel (2.4) teljesiil minden Ly(H)-beli z-re, ezért y minden L;(H)-beli fél-
komplementuma félkomplementuma z-nek is. L,(H)-ban y-nak nincs nem 0 fél-
komplementuma, ha pedig v € H y félkomplementuma, akkor 0 = v Ay € H, s
igy Ly(H) = 0, ami ellentmondés. Tehdt y minden félkomplementuma z-nek is
félkomplementuma, azaz L nem gyengén komplementumos.

3) A 2) pontban elmondottakhoz hasonléan lathaté be, hogy y-nak nincs komp-
lementuma az [z A y, z] intervallumban, igy L nem relativ komplementumos.

4) Tegyiik fel, hogy L erdsen atomos, és tekintsink egy v atomot az [z A y, z]
intervallumban. Ekkor vAy(= 2z Ay) <v. Mivelv € L(H), a 2.2. Lemma alapjén
vVy=vVzelLs(H),sigyy<z<vVy. Kovetkezésképpen y £ vV y, tehdt L
nem féligmoduldris. | O

2.16. KOVETKEZMENY. ([CKT84], [Fil66]) Ha az L hdld teljesiti az aldbbi felte-

telek ualamelyzket akkor L-et meghatdrozza a részhaléhdloja.
(A) L szakaszkomplementumos hdld; V -
(B) L egyértelmien komplementumos hdlé;

(C) L komplemenetumos moduldris hdlo;

(D) L linedrisan felbonthatatlan féligmoduldris, véges magassdgi hdld.

Bizonyitds. Az (A), (B), (C) esetekben a tétel (2) pontjdt, a (D) esetben pedig a
(4) pontjat hasznéljuk fel. m

A tovabbiakban olyan feltételekrdl lesz szd, amelyek bizonyos értelemben a kongru-
enciahal6 szerkezetével kapcsolatosak. Elséként direkt felbonthaté haldkkal foglal-
kozunk.

2.17. TETEL. ([Taka]) Ha az L hdlé direkt felbontha,to akkor Sub(L) meghatdrozza
L-et.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy L = A x B (|A],|B| > 1) egy olyan hél4, amelyet
nem hataroz meg a részhalohaléja. Mivel a direkt felbonthatdsaghdl kévetkezik a
linearis felbonthatatlansag, a 2.3. Tétel és a 2.13. Lemma szerint L tartalmaz egy
H nemtrivialis homogén prim részhélét, melyre L;(H) # 0.
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1. Allitds. Legyen (a,b) és (c,d) két killonbézé elem H-ban. Ha a = ¢, akkor
tetszdleges e € L,(a) elemre (e, b),(e,d) € H, ha ped1g a > césb > d, akkor
(c,b),(a,d) € H.

A bizonyitast az olvasdra bizzuk.

2. Allités. H konvex.

Tegyik fel, hogy (a,b) < (z,y) < (¢, ) és (a,b),(c,d) € H Haa= (= =), akkor
létezik egy olyan e € A elem, amelyre e < a vagy e > a. Ekkor az 1. Allités
miatt (z,y) € Lo(H) U L) (H), igy (z,y) € H. A b = d eset hasonlé. Ha pedig
a<zr<césb<y<d, akkoraz 1. Allités és az elbz6 két eset alapjdn kapjuk, hogy
{a,z,c} x {b,y,d} C H, specidlisan (z,y) € H.

Legyen A’ = m1(H) és B’ = my(H) ahol m; az i-edik projekcié. H konvexitdsabdl
kovetkezik a

3. A:llztas H = A" x B, tovébbd A’ ill. B’ konvex részhélék A-ban ill. B-ben.

4. Alltds. H nem linc.

Ha H lanc lenne, akkor teljesilne, hogy |A’| = 1 és B’ lanc (vagy fordltva) Legyen C
egy kételemi reszhalo A-ban, melyre A’ C C. Ekkor H homogén prim részhald a C x
B’ disztributiv haléban, ami a 2.15. Tétel (1) pontjanak bizonyitdsiban beldtottak
szerint lehetetlen.

5. Allitds. |A’], |B| > 1. o
Tegyiik fel, hogy H = {a} x B’. A 4 Allitss alapjan léteznek olyan b,d € B’
elemek, melyekre b || d. Ekkor A,(a) tetszéleges ¢ elemere (a,8) || (¢,d) o (a,d), ami
ellentmond H homogenitasanak. .

6. Allitds. |H|=1. - |
Lll (H) # 0 miatt Lo(H) # 0 ;s L>(H) # 0, rogzitsink egy (a*,b*) € L (H) és egy
(a',¥) € Lo(H) elemet. Az 5. Allités alapjén o* > o’ és b* > b'. Mivel H részh4ld,
(a*,8) ¢ H vagy (a',b) ¢ H, mondjuk (a*,b') ¢ H. Ismét felhaszndlva az 5.
Allitst kapjuk, hogy (a*, ) € LH (H). Legyen (a,b),(c,d) € H. A 2.2. Lemmabél
kovetkezik, hogy (a*,b) = (a*,V') V (a,0) = (a*,¥) V (¢,d) = (a*,d), és hasonléan
(a,b) = (¢, ). Tehat (a,b) = (c, d),sigy |H|=1.

Ez a tény ellentmond H valasztisanak, s ezzel a tétel bizonyitast nyert. 0

~

2.18. KOVETKEZMENY. (Z4dori [Zad97]) Ha K véges hdld, akkor Sub(K?) meg-
hatdrozza K-t.

Bizonyitds. A 2.17. tétel szerint Sub(K?) meghatdrozza KZ?-et. Lovész [Lov6T]
véges algebrdkra vonatkozé tétele alapjadn K2 meghatdrozza K-t. Kovetkezésképpen
Sub(K?*) meghatérozza K-t. a

A koévetkezo lemma a konvex homogén prim részhdldk altal generalt kongruenc1—
akat irja le.

2.19. LEMMA. ([Tak98]) Ha H egy nemtrividlis konvexr homogén prim részhdld az
L hdléban, akkor a H dltal generdlt 0(H) kongruencie egyetlen /nemtrz'vieilz's osztdlya

H.
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Bizonyitas. Definidljuk a 6 relaciét L-en a kdvetkezéképpen:
2y < (z,y€ H vagy z=y).

Alh’tjuk, hogy @ kongruencia. 4 nyilvdn ekvivalencia. 6 kompatibilitdsdnak belata-
sahoz tegyik fel, hogy a8b, a # b és ¢ € L; be kell latnunk, hogy (aV ¢)0(bV c) és
(aAc)0(bAc). Az elsd két feltétel szerint a,b € H. Hac € H, akkor aVe,bVe € H.
Ha c € L<(H), akkor aV ¢ =a és bV ¢ = bis H-ban van, ha pedig ¢ € L5(H),
akkor a Ve =c=bVec Végil ha ¢ € Ly(H), akkor a 2.2. Lemmdbdl kovetkezik,
hogy a V¢ = bV c. Tehdt minden esethen a V ¢ = bV ¢. Hasonldan bizonyithatd,
hogy a A cfa A b. Tehét 0 kongruencia, és mivel H x H C 6, ezért (H) =46. O

Mivel az egyszeru h4lék a kételemfi 14nc kivételével linedrisan felbonthatatlanok,
(a 2.15. és a 2.17. Tételek bizonyitdsaval azonos séma szerint) a 2.19. Lemmaébdl
adddik a kovetkezo tétel.

2.20. TETEL. ([Tak98]) Az egyszeri hdldkat meghatdrozza a részhdldhdldjuk. |

Az egyszeri hilok természetes dltaldnositdsaként most szubdirekt felbonhatat-

lan haldkat tekintink. Itt mar eléfordulhat, hogy egy héalét nem hatdroz meg a -

részhaléhaléja, ahogyan azt a kévetkezo példa is mutatja.

Példa. Tekintstink egy nem-6ndudlis, egyszerl, korldtos K halét, példaul egy lega-
14bb négyelemfi halmaz ekvivalenciahal6jat, és konstrudljuk meg a 2.4. abran lat-
haté M halét: vegyik K két diszjunkt példinyat, Ki-et és Ko-t, legyen Ok, <
K < 1g, és (K2 \ {0k, 1x,}) || K. Igy M szubdirekt felbonthatatlan, a monolit
(Ky x K1) Uwg,. Ha M-ben kicseréljik Ki-et Ki-ra, akkor kapjuk az M’ h4lét,
melyre Sub(M) = Sub(M'), de sem M % M’ sem M?¢ % M'.

M M’

2.4. ABRA

Ha K-t ondudlisnak valasztjuk, akkor M egy olyan szubdirekt felbonthatatlan
hals, amely rendelkezik ugyan nemtrividlis homogén prim részhaléval, de a 2.1. és
a 2.20. Tételek alapjdn meghatirozza a részhdléhéléja. Ez azt sugallja, hogy a
2.3. Tétel nem alkalmas a szubdirekt felbonthatatlan kezeléséhez. Itt a mélyebb
2.10. Tételt kell majd segitségil hivnunk. Eloszér megmutatjuk, hogy a szubdirekt
irreducibilis halék esetében a telitett részhdldk linearis tagjainak p/ermutéciéi nem
jatszanak lényeges szerepet.
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2.21. LEMMA. Legyen L egy szubdirekt felbonthatatlan hdlé. Ekkor a kovetkezd
lehetoségek valamelyike teljesil:

o L kételemi lanc;
o L linedrisan felbonthatatlan;

o L =A® B, ahol |A| =1, B pedig egy alsé korlittal nem rendelkezo linedrisan
felbonthatatlan hdlo;

o [ =A® B, ahol |B| =1, A pedig egqy felsé korldttal nem rendelkezo linedrisan
felbonthatatlan hdld;

e L=A®B®C, ahol |A| =1, |C| =1, B pedig egy alsé és felsé korldttal sem
rendelkezd linedrisan felbonthatatlan hdlo;

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L legalabb kételemti és linedrisan felbonthatatlan. Ha
létezne egy I = A @ B felbontés, ahol |A|, |B| > 1, akkor az A Uwyg, és a B> Uwy,
diszjunkt kongruenciék létezése ellentmondana L szubdirekt felbonthatatlansaga-
nak. Tehat L-nek legfeljebb egy olyan linedris tagja van, amelyik legalabb kétele-
mi, ez "ald” és "{61é” johet még egy-egy egyelemii tag. Tehit maér csak a korlatokra
" vonatkozé &llitéasokat kell igazolni. Ha L = A @ B, A = {a}, |B| > 1 é B alul-
16l korlatos, akkor B alsé korlétjat o-val jeldlve {(a,0)} Uwy és B? U wy, diszjunkt
kongruenciak, ami ellenmondés. Az utols6 két eset is ehhez hasonld. O

2.22. KOVETKEZMENY. Legyen L egy lokdlisan véges magassdgu szubdirekt fel-
bonthatatlan hdlé, H pedig eqy telitett részhdlé L-ben. Ekkor H linedrisan felbont-

hatatlan vagy kételemi.

Bizonyttés. Ha H = L, akkor az el6zé lemma alkalmazhaté. Ha H valédi telitett
reszhalo akkor a 2.19. Lemma alapjdn H-nak sem lehetnek diszjunkt kongruenciai.
{gy az €l6z8 lemma bizonyitésa alkalmazhaté H-ra is. O

A szubdirekt felbonthatatlan haldk telitett részhaldinak viszonyat irja le a kévet-
kezd lemma. :

2.28. LEMMA. ([Taka]) Legyen L szubdirekt felbonthatatlan hdld, {H;: i € I} pedig
L nemirividlis telitett részhdldinak halmaza. Ha 1,5 € I, akkor i+ < j jelentse azt,
hogy H; C H;. Ezzel a részbenrendezéssel I alulrdl korldtos ldnc. Sot, I diszkrét, ha
L lokdlisan véges magassigi, és véges, ha L véges magassdgu.

Bizonyitds. A 2.19. Lemma szerint szubdirekt felbonthatatlan héldkban nem for-
dulhatnak el6 diszjunkt nemtrividlis homogén prim részhaldk, igy a 2.9. Lemmabdl
kapjuk, hogy I ldnc. Jeldlje 6 az I monolitjat, és legyen a és b két kiilénbozd elem
L-ben, melyekre a 0 b. Azt llitjuk, hogy az a és b elemek dltal generdlt H = H(a,b)
telitett részhald L legkisebb telitett részhéléja Valéban, legyen H' L tetsz61eges
nemtrividlis telitett reszhalom 6 C 0(H') és a 2.19. Lemma a,lapJan a,be H' igy

HCH.
\
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A lemma mésodik részének igazoldsdhoz vegylik észre, hogy ha L lokalisan véges
magassigd, akkor tetszéleges ¢ € I-re H; véges magassdgli. Val6ban, L szubdirekt
felbonthatatlansigabdl adédik, hogy L)(H;) # 0, s igy tetszbleges a € L)|(H;) és
b € H elemekre az [a A b,a V b] intervallum tartalmazza H-t. Kovetkezésképpen
h(H) < h([a Ab,a Vb)) < co. Hasonldan 14thaté be, hogy ha i < j, akkor Hys (H;)U

Hj<(Hé) # 0)7 5 llgy

i < j esetén h(H;) < h(Hj). (2.5)
Ebbél kapjuk, hogy I minden féideélja véges, azaz I diszkrét. Ha pedig L véges
magassdgd, akkor (2.5)-bdl I végessége is adddik. | 0

2.24.. TETEL. ([Taka]) Az éndudlis, szubdirekt felbonthatatlan, lokdlisan véges ma-
gassdgu halokat meghatdrozza a részhdldhdlojuk. :

Bizonyitds. Legyen L onduélis, szubdirekt felbonthatatlan, lokalisan véges magas-
ségd héld, és jeldlje tovabbra is {H;: ¢ € I} L nemtrivialis telitett részhaléinak
halmazat. A 2.23. Lemma kévetkeztében feltehetd, hogy I a természetes szdmok
lancanak ideédlja. Ha I véges, mondjuk I = {0,:..,n}, akkor legyen H,41 = L és
I'=TU{n+1}, ha pedig I = N, akkor legyen I’ = I. Legyen H_; = 0, és legyen
minden 7 € I’ természetes szémra L; = H; \ Hi_;. Ekkor L = U;ep Li, és az L;
halmazok éppen L nemiires rétegei. Ha I végtelen, akkor van még egy tovabbi iires
réteg is, amely L-hez tartozik. De rétegek egy {L;: ¢ € J} U {C(L)} rendszerének
dualizdldsa ugyanazt eredményezi, mintha az {L;: ¢ € J} rétegeket dualizdlnank.
Tehéat a végtelen esetben is elegendé csak {L;: ¢ € I'} egy részhalmazait dualizalni.

Rogzitsiink egy o: L — L dudlis izomorfizmust. Mivel L? nemtrividlis telitett
részhaléinak halmaza {Hf: i € I}, és ¢ a telitett részhélékat telitett részhaldkba
képezi, ezért ¢(Hy) = Hp, majd indukciéval kapjuk, hogy minden i € I'-re ¢(H;) =
H;. Igy aztén minden i € I're o(L;) = L;, tehdt L telitett részhaléi és rétegei is
ondualisak.

Legyen adva egy J C I’ halmaz. Azt &llitjuk, hogy az L; (¢ € J) rétegek duali-
‘zélasdval kapott (L; C) hal6 izomorf (L; <)-vel. Valéban, tekintsiik a

(L) = (LiE)

o(z), haz€UgeslL;
S {:C, hax%UieJLj

leképezést. A fent elmondottak alapjan i bijekcié. Legyen z € L;,y € L; és
z <y. HaiVj e J,akkor ¢(z) > 9¥(y), de H(¥(z),9¥(y)) = H;v; miatt a rétegek
dualizéldsa utdn ¥(z) C ¢(y). Ha viszont 1V j ¢ J, akkor ¥(z) < ¥(y), és a
rétegek dualizéldsakor is marad ¥ (z) C ¥(y). A szimmetridbdl adddik, hogy y < =
esetén y T z. Néhiny tovabbi eset ellenbrzésével azt kapjuk, hogy 1 megtartja az
Osszehasonlithatatlansagot is, igy ¢ izomorfizmus.

A 2.22. Kovetkezmény miatt a telitett részhaldk linearis tagjainak permutalasa
is az eredetivel izomorf halét ad, igy a 2.10. Tétel szeirint L-et llneghatérozza, a
részhaléhéldja. : O



20 2. RESZHALOHALOK

2.3 Oroklddés

Ebben a szakaszban azt vizsgdljuk, hogy mely hilétulajdonsigok 6roklédnek a rész-
haléhalék izomorfidja esetén, vagy masképpen fogalmazva: egy halé mely tulajdon-
sagai olvashatdk le a részhaléhdléjardl. :

Mivel Sub(L) atomjai éppen L egyelemt részhalmazai, ezért Sub(L) meghata-
rozza L szdmossdgat. A 2.1. Lemma szerint Sub{L) meghatarozza L 6sszehasonlitha-
tésagi relaciéjat is: x oy pontosan akkor teljestl L-ben, ha {z}V{y} négy magassagt
elem Sub(L)-ben. Mivel a hilék magassiganak és szélességének fogalma az Ossze-
hasonlithatéségi reldcié nyelvén definialt, Sub(L) = Sub(K) esetén A(L) = h(K) és
w(L) = w(K). Specidlisan, ha L véges magassigi, akkor K is.

.Chen, Koh és Teo [CKT84] szerint linearisan felbonthatatlan hélék esetén a kor-
latossdg is oroklodik. Ez azon muilik, hogy linedrisan felbonthatatlan haldkban csak
a 0 és az 1 rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy minden elemmel dsszehason-
lithatdak és metszet- vagy egyesités-irreducibilisek.

A 2.1. Lemmadbél kovetkezik, hogy a komplementumossag is oroklodik, [CKT84]-
ben pedig bizonyitast nyert, hogy a véges magassigi linedrisan felbonthatatlan ha-
16k kérében oroklédik a pszeudokomplementumossidg abban a tagabb értelemben, -
hogy ha Sub(L) = Sub(K ) és L pszeudokomplementumos, akkor K vagy K¢ psze-
udokomplementumos. Nem éndudlis tulajdonsdgok esetén ennél tébbre nem is sza-
mithatunk, hiszen tetszéleges L haléra Sub(L) & Sub(L%). Erdemes megemliteni,
hogy a 2.1, 4bran lathaté halék komplementumosak és pszeudokomplementumosak,
tehat ezek a tulajdonsidgok nem elegendéek ahhoz, hogy egy halét meghatarozza a
részhéléhaldja.

A szakasz hétralévo részében a komgruenciahdlé invariancidjat vizsgaljuk. Ve-
zessiuk be a kovetkezb jeloléseket: ha A, B < L, és « ill. B ekvivalencidk A-n ill.
B-n, akkor legyen a ® 8 = (aUwy) V (8 Uwy), ahol az egyesitést L ekvivalencia-
héldjdban végezzik el. Ha H <, L és H konvex, akkor legyen L* az a halo, amit
ugy kapunk, hogy L-ben kicseréljik H-t egy kételemi ldncra. Ha H korldtos, akkor
L* = (L\ H)U {0z, 1y}, L egy részhildja. A kovetkez6 lema szerint Con(L*) és
Con(H) meghatirozza Con(L)-et.

2.25. LEMMA. ([Takb]) Ha H <, L, H konvez és korldtos, akkor

Con(L) = {0* ®¢: 6" € Con(L"), ¢ € Con(H),és 0g 0"y & o = H*},  (2.6)
tovdbbd tetszéleges 6 € Con(L) kongruencia 8* © ¢’ alaki elédllitdsa egyértelmd.

Bizonyitds. Jeloljik a (2.6) jobb oldaldn &ll6 halmazt C-vel, és legyen 6 € Con(L),
0* = 0|1, 6 = 0lg. Ekkor §* € Con(L*), ¢ € Con(H) és ¢ = H?> & 0y 6*1x.
Alhtjuk hogy 8 = 0" © #'. Nyilvan 6* ® ¢ C 0. Forditva, ha a8 b, akkor a 6* b vagy
al'b,vagy a € H\{0x,1x} ésb € L\ H (vagy forditva). Az els8 ket esetben nyilvan
a§*©0'b, tegyik fel tehdt, hogy a harmadik 41l fenn. Ekkor ha a o b, mondjuk a < b,
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akkor a < 1y < b,sigy a0’ 176" b, tehdt a 0~ ©6'b. Hapedig a || d, akkor a8 aVbfb
miatt ¢ 8 1z 0* aVb* b, tehét ekkor is a §* © 0’ b. Ezzel belattuk, hogy Con(L) C C.

A forditott tartalmazis beldtdsdhoz tegyik fel, hogy § = 0 ® §' € C. Vegyiik
észre, hogy a6 b pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkezd lehetoségek valamelyike
fennall:

a) a,b€ L* és af* b,
b) a,b€ H és a0’ b;
c)ac H\{0g,1u},be L\ H,és ab c6*b valamely ¢ € {0, 1z} elemre;
d) ae L\ H,bc H\ {0g,1n}, és a0*cf'bvalamely c € {0g, 1z} elemre;

Valéban, ha példdul @« € H\ {0g,1g},b€ L\ H és a0 b, akkor alkalmas a;, 1 <7 <.
2k — 1 elemekre .
a 0, ai f* as 0’ as r ... 0" agk—2 9’ aA2j—1 6% b. (27)

Mivel 6* és 6 is tranzitiv, ezért feltehetd, hogy (2.7)-ben az a; elemek mind kiilon-
bozéek, s igy minden 1 < ¢ < 2k —1 esetén a; € {Ox, lzr}. Ha k =1, akkor a kivant
osszefugges nyilvanvaldan teljesil. Ha k& > 1 akkor a; 6* ay miatt Oy 0 1g, s igy
0" = H?, vagyis agi—18 az (1 <1< k—1). . tranzitivitasa miatt a6 agr_q 6* b,
s mivel agr—1 € {0m, 1y}, ezért ¢) tényleg fenndll. A tSbbi esetben is hasonloan
jérhatunk el. Ha pedig a)-d) valamelyike teljestl, akkor © definiciéja szerint a 8 &.

Térjtink vissza most annak a bizonyitdsahoz, hogy 6 = 8* ® 8’ € C kongruencia
L-en. Ehhez elegendd megmutatni, hogy a 8 ekvivalencia osztalyai konvex részhaldk,
valamint a < bés abbesetén aANclbAhcésaVchbVe.

Az osztélyok konvexitdsanak igazoldsdhoz tegyik fel, hogy ¢ < = < b és afb;
be kell ldtnunk, hogy afx. Ha a,b,z € L* ill. a,b,z € H, akkor 6* ill. § kong-
ruencia voltabél kovetkezik, hogy afz. Ha a,b € L*,z € H \ {0g,1y}, akkor
ab*0g 0 260 1g0*b, s igy abx. Ha pedig a € H \ {0y,1g},b € L\ H, akkor
be Ly(H), s ezért a@' 1y 6*b. Mésrészt ¢ < = < 1y vagy lyg < ¢ < b, ezért
0* vagy @' kongruencia voltdbél kovetkezik, hogy a f z. Hasonléan jarhatunk el az
a € L\ H,be H\ {0y,1y} esetben is.

Az osztélyok részhdld voltanak beldtdsdhoz elegendd megmutatni, hogy a8b és
a || besetén aAbfaVb, hiszen az osztalyok konvexek. Az a), b) esetek nyilvanvaléak,
d) pedig c)-hez hasonlé. Tegyiik fel tehat, hogy c) éll fenn, azaz a € H\ {0z, 1x},b €
L* és a @' c0*b, ¢ € {0g,1ly}, mondjuk ¢ = 1y. Ekkor b € L”(H) ezert a 22
Lemma alapjan a Vb =1g Vb0 *1g Ab=aAb.

A szimmetria miatt elegendé a metszet kompatibilitdsit igazolni. Tegyik fel,
hogy a < b és a0b. Mivel az osztélyok konvexek, az {a,b} o ¢ és az a < ¢ esetekben
a AcfbAc automatikusan teljesil. Erre a bizonyitas soran (*)-gal fogunk utalni. A
szamitasok soran kulonosebb hivatkozas nélkil hasznaljuk majd a 2.2. Lemmat és
az L«(H) < H < Ly(H) osszefiiggést.

Ha a,b € H,c ¢ H, akkor egyszertien adédik, hogy a A ¢ = b/\ cvagy aA\c=
afb= b Ac.
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Ha a,b,c € H vagy a,b,c ¢ H, akkor ¢’ ill. §* kompatibilitasabél kapjuk, hogy
aNchBbAe.

Haa,b ¢ H és c € H, akkor () miatt feltehetd, hogy a € L) (H) vagy b € L} (H).
Haae L)(H)és b€ L. (H), akkor 0y =0y Ab8*0p Aa=1gANal*1lg ANb=1g,
s igy ¢/ = H?. Ebbdl kapjuk, hogy a Ace = aA0g8*bA Qg =08 c=bAc Ha
pedig a,b€ L (H), akkor aAc=aA0g8*bAO0g=bAc.

A hatralevo a € H,b€ L(H),ill.a € L (H),b € H esetek hasonlo szémitésokat
igényelnek, ezért itt csak az els6vel foglalkozunk. Tegyiik fel tehat, hogy a € H,b €
Ly (H). Ha c € L<(H) vagy ¢ € L+ (H), akkor (*)-ra hlvatkozunk ha pedig ¢ €
Ly (H), akkor a Ac=1g Acl*bAc. Végil ha c € H, akkor bAc= 1H/\cﬂ'a/\c

Ezzel belattuk, hogy Con(L) = C. Az egyértelmi el6éllitas kovetkezik C eleme-
inek az a)-d) pontokban megadott leirasabél. O

2.26. TETEL. ([Takb]) Ha L véges hdld, akkor Sub(L) meghatdrozza Con(L)-et
azaz Sub(L) = Sub(K) esetén Con(L) = Con(K). :

Bizonyitds. Legyen L egy véges héld, és tegyik fel, hogy Sub(L) = Sub(K'). Ekkor
L-nek csak véges sok telitett részhaléja van, s igy a 2.10. Tétel és az elotte tett
megjegyzes alapjan feltehetd, hogy K el8all L-bdl telitett részhalék dualizdlasival
és telitett részhaldk linedris tagjamak permutélésaval.- A végesség miatt ezek az
dtalakitdsok egymds utén is elvégezhetdek, ezért Con(L) = Con(K) igazoldsdhoz
elegendd megmutatni, hogy egy telitett részhald dualizdlasa vagy linearis tagjainak
permutédldsa nem valtoztatja meg a kongruenciahilét.
Vegytik észre el6szor, hogy tetszbleges A és A; (1 =1,...,n) korlatos halokra

Con(A) = Coﬁ(Ad) és Con (@@L A)= (ﬁ Con(Ai)> x Con(C2)™™ 1. (2.8)

=1

Ebbdl kovetkezik, hogy a kérdéses atalakitasok soran egy telitett részhalét egy vele
izomorf kongruenciahdléja halora cseréliink.

Rogzitsink tehat egy H telitett részhalét L-ben, és cseréljik ki egy H' hélora,
ahol Con(H) = Con(H'); igy kapjuk az L’ hilét. Legyen oz Con(H) — Con(H’)

izomorfizmus, és tekintsik a

4: Con(L) — Con(L')
p=ple Qply = plo ©olpl)

§: Con(L’) — Con(L)
v=vlp«Qulgp V|L*®q—1(V|H/)
leképezéseket. A 2.25. Lemmabdl adédik, hogy v ill. § tényleg Con(L')-be ill.

Con(L)-be képez, tovibbs hogy § = 471, tehat 4 bijektiv. Mivel a megszoritds,
a, o~ és ® monotonok, ezért v és 4~ is monoton, s igy - izomorfizmus. 0
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Most &ltaldnositjuk a tételt véges magassagi hdlékra. A bizonyitis hasonlé a
véges halék esetéhez. A jobb attekinthetdség kedvéért valasztottuk az elozo té-
tel ill. lemma bizonyitisinak részletezését; itt csak utalunk rd, hogy hogyan kell
kiegésziteni az ott elmondottakat.

2.27. TETEL. ([Takb]) Ha L véges magassigi hdld, akkor Sub(L)vmeghatdrozza
Con(L)-et.

Bizonyitds. A 2.25. Lemma altaldnositdsdhoz tekintsik az L halé H; (j € J) paron-
ként diszjunkt, korldtos, nemtrividlis telitett részhaléit, és jellje 0;,1; a H; korlate-
lemeit. Legyen L* az a héld, amit ugy kapunk, hogy minden H;-t kicserélink Cy-re.
(Mivel a H; (j € J) részhélék paronként diszjunktak, ezért a kicserélés egyideju-
leg végezhetd el, a konvex hp részhilé kicserélésének nyilvanvalé altaldnositasanak
megfelelden.) A 2.25. Lemmahoz hasonléan bizonyithatd, hogy

Con(L) = {9* © O@j: 6" € Con(L™),0; € Con(H;),és 0,01, & 0; = HJZ} , (2.9)
jeJ

tovabba Con(L) elemeinek az ilyen tipusu elééalltasa egyértelmu. A bizonyitasban
felhasznalhaté az a tény, hogy ha a,b € L\ Ly valamely k € J-te, a||bés aV b € Ly,
akkor aVb = 0. A 2.25. Lemma bizonyitésdban felirt a)—-d) pontok megfeleloit ki kell
egésziteni egy otodikkel, amikor az a és b elemek kiilonboz6é H;-kben vannak. Ennek
megfelelden a bizonyitds tovabbi lépéseinél egy-egy 1j eset ellendrzése szitkséges.

Legyen most L egy tetszoleges véges magassagu hals. JeloljeT az L halé legalabb
kételemii telitett részhaléinak halmazat, és tekintsik 7-t részbenrendezett halmaz-
nak a halmazelméleti tartalmazasra nézve. Legyen To = {L} és Tpy1 = {H: H €
T és H-t fedi T} egy eleme} (k > 0). Mivel L véges magassagua, igy T is az. Ezért
egyrészt T, = ) valamely k-ra; jeldlje n a legkisebb ilyen k-t. Masrészt T = \Jpzs Tk
Mivel minden k-ra T} paronként diszjunkt telitett részhaldkat tartalmaz, ezért egy
H € T telitett részhdlohoz tartozé R réteg dualizdldsa elvégezheto gy is, hogy
elészor dualizaljuk H-t, majd az Osszes Tyq1-beli elemet, amit H fed. Az is vilagos,
hogy egy telitett részhald linearis tagjainak permutalasakor most sem véltozik meg
a telitett részhdlé kongruenciahdldéja, hiszen L véges magassidga miatt csak véges
sok tagu linedris 6sszegek fordulhatnak elé.

Tegyiik fel most, hogy Sub(L) = Sub(K) teljestl valamely K héléra. A 2.10.
Tétel szerint feltehetd, hogy K el6all L-bol telitett részhaldk linearis komponensei-
nek permutalasaval és rétegek dualizalasaval. A fent elmondottak alapjan tehat K
megkaphatd L-bol a kovetkezoképpen. Cseréljik ki elszor L-et egy vele izomorf
kongruenciahaléju héldora, majd csindljuk ugyanezt T; elemeivel, aztan 15 elemeivel,
és igy tovabb egészen T,_;-ig. Haladjunk ezutan visszfelé: a 2.26. Tétel bizonyita-
sdhoz hasonléan most (2.9)-b6l adddik, hogy a k-adik 1épés invertdldsaval, vagyis
Tir—1 elemeinek visszacserélésével nem valtozott meg Tj_o elemeinek kongruenci-
ahaléja sem. Ha a visszacseréléseket sorban elvégezzik, végil azh kapjuk, hogy

Con(L) = Con(K). a
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" Megjegyzések. 1) Ha L nem véges magassigi hilé, akkor Sub(L) nem feltétleniil
hatérozza meg Con(L)-et. Valéban, tekintsik az L =Z~ @ Z" ésa K = Zt @ Z~
hélékat, ahol Z* ill. Z~ a pozitiv ill. negativ egészek lancit jeldli. Ekkor Sub(L) =
 Sub(K), de Con(L) 2 Con(K), hiszen Con(L) atomisztikus, Con(K) viszont nem.

2) Linearisan felbonthatatlan ellenpéldét tigy nyerhetﬁnk hogy tekintjuk Ns-ben
az egyetlen kételemi telitett részhalot, {a,c}-t, és kicseréljik az L =Z~ @ Z* ill. a
K = Z+ @7~ halékra. Igy kapjuk az M ill. N hélékat, melyekre Sub(M ) = Sub(N)
teljesiil. Kénnyen megmutathaté, hogy Con(M) = Con(L) A Con(Nj) és Con(N) =
Con(K) A Con(Ns); ez utébbi Ssszefiiggés a 2.25. Lemmabdl is kovetkezik. Az elézd
példéban 14ttuk, hogy Con(L) ¥ Con(K), ezért Con(M) 2 Con(N).

3) A részh4léhalé nem hatérozza meg az automorfizmuscsoportot a véges esetben
sem. Valéban, legyen J egy véges, nem-ondudlis hald, és konstrudljuk meg a 2.5
dbrin lathaté L héldét: vegyik J két diszjunkt példanyét, Ji-et és Jo-t, valamint
két tovdbbi elemet, 0-t és 1-et. Legyen 0 < J; U Jz < 1 és Ji || Jo. Vildgos, hogy
Aut(L) = Aut(J)? x G, ahol G, a kételemi csoportot jeldli. Ha L-ben dualizaljuk
a Ji homogén prim részhilét, akkor nyerjitk a K héldt. Mivel Aut(K) & Aut(J)?,
Aut(L) ¥ Aut(K), holott Sub(L) = Sub(K)

4) Felmeriilhet az olvaséban, hogy a 2.26. és a 2.27. Tételeket a gyenge perspekti-
vitasok segitségével bizonyitsuk. Ez azért lenne kézenfekvo, mert.egy hélé pontosan
akkor szubdirekt irreducibilis, ha van olyan kvéciense, amely minden mésik kvéci-
ensbe gyengén projektiv (1d. pl [Gra78], 131. 0.). A reszhalohalobol azonban nem
olvashaté le, hogy a/b ~,, c/d teljesiil-e, igy a bizonyitds nehezen képzelhett el a
2.10. Tétel felhasznalasa nélkil.

1 1

0 0

L K
2.5. ABRA/

5) A 2.27. Tétel alapjan nyilvdnvald, hogy a véges magassagi halék korében a
szubdirekt felbonthatatlansdg 6roklddik a részhiléhalék izomorfidja esetén. Més-
részt a 2.24. Tétel alapjan az 6ndudlis, szubdirekt irreducibilis, lokalisan véges ma-
gassagu halokat meghatérozza a részhalohiléjuk, igy a szubdirekt irreducibilitds
ebben az osztalyban is 6roklédik. Az Gsszes haldk korében ez mar nem teljesil. Va-
1éban, tekintsiink egy alsé és felsd korlattal nem rendelkezd egyszerti B halét, és két
egyelmi hélét, A-t és C-t. Ekkor L = A®B&C szubdirekt felbonthatatlan a BZUwy,
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monolittal. L linedris tagjainak permutdlésival kapjuk a K = A @& C' @ B halét.
Nyilvin Sub(Z) & Sub(K), de K nem szubdirekt felbonthatatlan, hisz (A& C)*Uwr

és B?U wy diszjunkt kongruenciék.
A 2) ponthoz hasonléan nyerhetiink linedrisan felbonthatatlan ellenpéldat is.

2.4 Varietasok

A harmadik probléméval kapcsolatban kordbban csak a trivialis varietasok, tovabba
a moduldris és a disztributiv halék varietdsainak zartsiga volt ismert [Fil66]. Rival
[Riv72] egyszeri bizonyitisa az utébbi két esetre azon alapul, hogy az N5 és M3
halékat meghatarozza a részhaléhaldjuk.

A kovetkezOkben jellemezziik a moduldris varietasok kozil a zértakat. A vizsgéla-
tokat &ltaldnosabban kvdzivarietdsokra végezzik, tehat olyan osztalyokra, amelyek
Horn-formulékkal definidlhatéak. Horn-formulan egy

P /\Pz—%ﬁp—q

alakd formulét értink, ahol p;, ¢;, p, ¢ halokifejezések.
A 2.15. Tétel (1) pontjanak eredeti forméja a kovetkezo:

2.28. TETEL. ([Fil66]) Legyen L és K két hdld, és tegyik fel hogy L moduldris.
Sub(L) = Sub(K) pontosan akkor teljesiil, ha K elédll L-bsl & linedris tényezdk

permutdldsaval és duvalizaldsdval.
Ebbél azonnal adddik a kovetkezd lemma.

2.29. LEMMA.- ([Tak98]) Tegyuk fel, hogy ® eqy ondudlis hdlstulajdonsdg, mely
implikdlja a modularitast. Ha

(Vi€ I B(A)) < (@Ai) , (2.10)

i€l
akkor ® oroklddik a részhdlohdldk izomorfidja esetén.
A kovetkezokben belatjuk, hogy ha a @ tulajdonsag egy ¥ Horn-formula fennallasat
jelenti, akkor @ kielégiti (2.10)-t. Természetesen ha ¢ ekvivalens az ¢ = z azonos-
sdggal, akkor (2.10) nem telejestil, de ekkor (és akkor i is, ha v az z = y azonossaggal

ekvivalens) @ nyilvanvaléan 6roklodik. fgy (2.10)-t elegendo az ezektdl kiilonb6z6,
tehat nemtrividlis Horn-formulékra igazolni.

2.30. LEMMA. ([Taka]) Ha A és B korldtos hdlok, akkor AA B € SP{A, B}.
Bizonyitds. Az i AAB — A X B,

_ ((,0B), haz €A,
o(z) = {(1A,:c), haz € B

leképezés bedgyazas, igy AA B izomorf az A és B halék direkt szorzatanak egy
részalgebrédjaval. o
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2.31. LEMMA. ([Taka]) Legyen A és B két hdld, ¢ pedig egy nem;irz'viélis Horn-
formula. Ha v teljesil A-ban és B-ben, akkor teljesil A& B-ben is.

Bizonyitds. Tegyik fel el8szor, hogy A és B korlatos hildk, melyekben 1 teljesil. A
2.30. Lemma szerint A® B = AAC,AB C SP(A, B,(}), s mivel ¢ nyilvénvaléan
teljesiil Cy-ben, igy teljestiil A @ B-ben is.

Legyen most A és B két tetsz6leges halé, melyekben ¢ teljesil, és tételezzik fel,
hogy % nem teljesiil A& B-ben. Mivel )-ben csak véges sok valtozé szerepel, 1étezik
A @ B-nek egy olyan végesen generalt C' = [z, Z1, ..., Z,] részhdldja, amiben ¢ nem
teljestil. Legyen D = [{z;: z; € A}] és E = [{z;: z; € B}]. Ekkor D és E korlatos
h4lék, melyekben teljestl ¢, tovabbd C = D & E. Kovetkezeskeppen Y teljestl
C- ben, ami ellentmond C felvételének. : a

Teljes indukciéval bizonyithatd, hogy a lemma teljesil két linedris tag helyett
véges sokra is, s mivel egy Horn-formula kiértékelésekor csak véges sok hnearls tag
jatszik szerepet, ezért kapjuk az aldbbi kovetkezményt.

2.32. KOVETKEZMENY. ([Taka)) Ha egy nemtrividlis Horn-formula teljesil az A;
(: € I) hdldkban, akkor teljesil a @;c; A; hdldban is.

Mivel minden linedris tag részhal6ja a linearis osszegnek, a forditott irdnyd impli-
kécié is igaz. A 2.29. Lemmabdl és a 2.32- Kovetkezménybdl adddik a

2.33. TETEL. ([Tak98]) Legyen L és K két moduldris hdld, melyekre Sub(L) 2
Sub(K), €s legyen ¢ egy ondudlis Horn-formula. Ha 1 teljesul L-ben, akkor teljesil
K-ban is.

Megjeqyzés. Ha ¥ nem-6ndudlis Horn-formula, akkor ¢ nem &rzédik meg az 4ltala-
nosabb értelemben sem. Valéban, legyen A egy hals, amelyben ¢ teljesiil, de A%-ban
nem teljesiil. Ekkor Sub(A® A) & Sub(A® A9), 1 teljesiil AP A-ban, de nem teljesil
A @ A%ban, s ez utébbi Snduslis hals.

2.34. KOVETKEZMENY. ([Tak98]) Egy kvdzivarietds, mely része a moduldris hd-
16k varietdsdnak, pontosan akkor zdrt a részhdldhdlok izomorfidjdra nézve, ha ondu-
dlis.

Mivel a nem-6nduélis varietésok egyike sem zart, a tovabbiakban ondudlis, nem-
modularis varietasokra szoritkozhatunk. Nem ismert annak a jellemzése, hogy ezek
kozll melyek zartak. A szakasz hatralévo részében példét adunk zart és nem zart
varietésra is. '

Egy (V, W) part hasitdsnak neveziink, ha V és W halévarietasok, és tetszéleges
X hélévarietésra vagy X C V, vagy W C X. Ezzel ekvivalens a kovetkezd fogalom
(McKenzie [McK72]): Legyen V egy hdlévarietds, S pedig egy véges, szubdirekt
felbonthatatlan hdlé. Ha tetszéleges L héld esetén vagy L € V, vagy L-nek van
egy S-sel izomorf részhaléja, akkor V-t hasitd varietdsnak, S-et pedig a hozzd tar-
tozé hasité hdldnak nevezzik. A legismertebb hasité varietds a moduldris halck M
osztalya; a hozzd tartozd hasité halé Ns. Ny éltalanositisaként tekintheték a 2.6.
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&brén 14thaté Ny (k > 5) halék, melyek (ndudlis) has{té varietdsok végtelen leszal-
16 lancat definidljak (1d. [McKT72)).

N6 Nk

2.6. ABRA

2.35. KOVETKEZMENY. ([Taka]) Az éndudlis hasité varietdsok zdrtak a részhd-
l6hdlok izomorfidjdra nézve. :

Bizonyitds. Legyen V egy 6nduélis hasité varietds, S pedig a hozza tartozé hasité
halé. Ekkor S ¢ndualis, szubdirekt felbonthatatlan, véges halé. Tegyik fel, hogy
L és K olyan haldk, melyekre Sub(L) = Sub(K) és K ¢ V teljesiil. Ekkor K-nak
van egy S-sel izomorf részhiléja, vagyis Sub(K)-nak van egy Sub(S5)-sel izomorf
féidedlja. Sub(L) = Sub(K) miatt L-nek van egy S’ részhildja, melyre Sub(S) =
Sub(S’). A 2.24. Tétel szerint azonban S = ', tehat L ¢ V. 0

Példa. Tekintsiink egy olyan tipusid véges M halét, amilyet a 2.20. Tétel utan konst-
rudltunk (2.4. 4bra), és legyen V = V(M, M?), az M és M® halék 4ltal generdlt vari-
et4s. Jénsson lemméja szerint V szubdirekt felbonthatatlan elemei HS{M, M?}-ban
vannak, igy V M és M? mellett csak |M|-nél kisebb elemszadmi szubdirekt felbontha-
tatlan halékat tartalmaz. Teh4dt M’ ¢ V annak ellenére, hogy Sub(M) = Sub(M’).
Kévetkezésképpen V nem zart.

Bizonyitas nélkil megemlitjik, hogy a telitett részhdldk dualizdlasaval szemben
egy véges hald telitett részhaldja linearis komponenseinek permutacidi nem vezetnek
ki a halé altal generalt varietasbol. |

2.5 Reészhalohaldk tulajdonsagai

Ebben a szakaszban azt vizsgdljuk, hogy hogyan olvashatdk le L-rél Sub(L) egyes
tulajdonsagai. A kovetkezo tétel szerint a részhalohaldék altalaban igen kevés ”szép”
tulajdonsaggal rendelkeznek.

2.36. TETEL. (Koh [KohT73]) Legyen L tetszéleges hdld. A kévetkezd dllitdsok ek-
vivalensek:

(1) Sub(L) moduldris;

/
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(2) Sub(L) disztributiv;
(3) Sub(L) Stone hdls;

(
(
(4) Sub(L) komplementumos;
(5) Sub(L
(

)
)
)
) szakaszkomplementumos;
(6) Sub(L) relativ komplementumos;
)

(7) Sub(L) Boole hdlg;
(8) L linc.

2.37. TETEL. (Tan [Tan78]) Legyen L moduldris hdld. A kévetkezd dllitdsok ekvi-
valensek:

(1) Sub(L) alulrdl féligmoduldris, azaz a,b< aV b esetén a Ab < a,b;
(2) Sub(L) V-féligdisztributiv, azazaVc="5bV ¢ esetén a Ve = (a AD) Ve

(3) L nem tartalmaz Cy x C3-mal izomorf részhdldt.

Véges (nem feltétleniil moduléris) halok esetén Lakser [Lak73] igazolta (1) és (3)
ekvivalencidjat. Sub(L) 2-disztributivitdsira Czédli [Cze80b], [Cze80a] adott szik-
séges és elegendd feltételeket. |

A kovetkez6 allitdsok hdrom tovabbi tulajdonsig leirdasat adjak.

2.38. ALLITAS. Tetszéleges L hdlora Sub(L) félkomplementumos és gyengén komp-
lementumos

Bizonyitds. L tetszbleges K valédi részhaléjanak létezik nemnulla félkomplemen-
tuma: ha a € L\ K, akkor K N {a} = 0.

Ha G < H < L, akkor egy tetszbleges a € H \ G elemre {a} NG = 0, de
{a} N H # 0, s igy Sub(L) gyengén komplementumos. 0

2.39. ALLITAS Egy L hdlé részhdlohdldja pontosan akkor pszeudokomplementu-
mos, ha L ldnc.

Bizonyitds. Az elegendoség kovetkezik a 2.36. Tételbol. A szikségesség belatasahoz
tegylik fel, hogy L nem linc, és legyenek a,b Gsszehasonlithatatlan elemek L-ben.
Ekkor az {a V b} részhalénak nincs legnagyobb félkomplementuma, hiszen {a} és
{b} is félkomplementuma, de {a} V {b} = {a,b,a V b,a A b} nem. O

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy mikor teljesiilnek a fenti tulajdonsdgok du-
alisai részhélohalékban. El6szor nézzik a duélis félkomplementumossagot. Sub(L)
definicié szerint dudlisan félkomplementumos, ha L tetszéleges K részhiléjara 1é-
tezik egy H valdédi részhdld, melyre K V H = L teljesiil Sub(L) ben Ezt nyilvan
elegend6 megkdvetelni az egyelemu K részhaldkra.
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2.40. LEMMA. Tetszbleges L;, 1 € I hdlokra Sub(@;ey L) pontosan akkor dudlisan
félkomplementumos, ha minden 1 € I esetén Sub(L;) dudlisan félkomplementumos.

- Bizonyitds. Rogzitsiink egy j € I indexet és egy a € L; elemet. Ha {a} dudlis
félkomplementuma Sub(@;c; L;)-ben A, akkor Sub(L;)-ben AN L;. Ha pedig {a}
dualis félkomplementuma Sub(L;)-ben B, akkor Sub(@;cs Li)-ben ;¢ Ki, ahol

_{Li,  hai#j
K“_{B, ha ¢ = j.

a

2.41. LEMMA. Legyen L egy legaldbb kételemt, linedrisan felbonthatatlan hdld, és
tegyuk fel, hogy L

o A-felbonthato, vagy
o alulrdl korldtos, vagy
o feliilrdl korldtos.
Ekkor Sub(L) nem dudlisan félkomplementumos.

Bizonyitds. A feltétel szerint L = AA B vagy 0 € L vagy 1 € L. Ennek megfelel6en
legyen a = 14 = Og vagy a = 0 vagy a = 1. Megmutatjuk, hogy az {a} részhalénak
nincs L-t8l kil6nb6z8 duélis félkomplementuma Sub(L)-ben.

Mivel ao L, tetszéleges H részhdléra {a} V H = {a} U H, tehat {a} duélis
félkomplementuma csak L \ {a} vagy L lehet. Viszont a linearis felbonthatatlansag
miatt mindhérom esetben a A- vagy V-irreducibilis elem L-ben, s igy L \ {a} nem
részhald. ’ 0

2.42. TETEL. Legyen L egy véges magassdgi hdls. Sub(L) ponosan akkor dudlisan
félkomplementumos, ha L ldnc.

Bizonyitds. Az elegenddség nyilvanvald, a szilkségesség belatasahoz tegyik fel, hogy
Sub(L) dudlisan félkomplementumos. A 2.40. Lemma szerint ekkor L linedris tagjai
is dualisan félkomplementumosak, és nyilvan korldtosak is. fgy a 2.41. Lemma
szerint a linedris tagok egyelemtiek, tehat L lanc. 0

A kévetkezo allitds azt mutatja, hogy nincs a részhaléhaldk duélis félkomplemen-
tumossagat bizonyos részhaldk kizarasival, ill. azonossigokkal vagy Horn-formulak-
kal leiré sztikséges feltétel sem.

2.43. ALLITAS. Legyen K eqy tetszéleges hdld, C pedig egy felgé’ é€s alsd korldt
nélkili lanc. Ekkor az L = C x K hdlé dudlisan félkomplementumos.

ST
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Bizonyitds. Legyen a = (ao,a1) € L egy rogzitett elem. Azt allituk, hogy {a} egy
félkomplementuma X = {(xo,21): o # ao} C L. Ennek igazoldsdhoz elegendo
megmutatni, hogy tetszbleges k € K,k # a; elem esetén (ag, k) eldall X elemeibdl
és a-bodl.

Ha k > a;, akkor tetszdleges b < ap elemmel (ag, k) = (b, k) V (a0, a1), ha pedig
k < ay, akkor egy b > ag elemet valasztva (ag, k) = (b, k) A (a0, a1). Végil ha k|| ay,
akkor a1 < a1 V k > k felhaszndlasaval (ao, k) két 1épésben allithaté elo. O

Mivel a gyenge komplementumossighél kévetkezik a félkomplementumossig, e-
zért adodik a '

2.44. KOVETKEZMENY. Legyen L egy véges magassigd hdlé. Sub(L) poﬁtosan
akkor dudlisan gyengén komplementumos, ha L ldnc.

A 2.40. Lemma analogonja érvényes a dudlis pszeudokomplementumossagra is,
de nem ismert a részhalohaldk dualis pszeudokomplementumossagat lefrd sziikséges
és elegend6 feltétel. Erdemes megemliteni, hogy a ladncok mellett dudlisan psze-
udokomplementumos részhaléhaléval rendelkeznek azok a halék, amelyeknek van
duplén irreducibilis elemekbé] 4116 genertorrendszeriik. Ilyenek példéul a "hagy-
mak”, vagyls az olyan korlatos héldk, ahol barmely két Gsszehasonlithatatlan elem
metszete 0, egyesitése 1.



3. Fejezet

Részmodulushalék dualitisa

[CT] alapjén elemi bizonyitast adunk Hutchinson dualitastételére, amely szerint egy
rogzitett R gytrd feletti modulusok részmodulushaléinak osztalya dnduélis varietast
general. , '

Ebben a fejezetben R mindvégig egységelemes gyliriit jeldl, az egységelem 1 = 1g.
R-Mod jeldli az R feletti baloldali modulusok osztdlyat, T'(R) pedig azon héléazo-
nossagok halmazat, amelyek teljesiilnek minden R-modulus részmodulushéléjéban,
azaz a {Sub(M): M € R-Mod} osztilyban. Az Abel-féle kategéridk elméletének és
[HCT8] 4. Tételének felhasznalasdval Hutchinson [Hut73,HC78] igazolta a kvetkezo
tételt.

3.1. TETEL. (Hutchinson [Hut73,HCT78]) Tetszéleges R egységelemes gytirire T(R)
hdléazonossdgok eqy ondudlis halmaza. Mdsképpen fogalmazva: egy A hdloazonos-
sdg pontosan akkor teljesil a {Sub(M): M € R-Mod} osztdlyban, ha A dudlisa is

teljestl.

A tételre adott 1dj, elemi bizonyitds nem él a kategériaelmélet eszkozeivel, és
sokkal kevésbé tdmaszkodik [HCT78]-ra, mint az eredeti bizonyitds. A [HCT78]-bdl
atvett részeket — akar csak [CT]-ben — bizonyitassal egyitt kozoljik. (Mivel az
eredetinél gyengébb allitds is elég a jelen célokra, a bizonyitdsok egyszertisddnek.)
T8bbszdr is felhasznéljuk majd Frobenius [Fro79] (Id. még [HCT8]-at) klasszikus
matrix-diagonalizdcidés mddszerét, melynek segitségével tetszéleges Z feletti A mat-
rixhoz taldlhatéak olyan Z feletti invertalhaté B és C matrixok, hogy B™! és C1
elemei is egészek, valamint BAC diagonélis.

Ha m > 0 és n > 1 egészek, akkor jeldlje D(m,n) a kdvetkezd ” oszthatdsdgi
feltételt’: (Jz)(mz = n - 1), ahol mz = z + ... + = (m tagd Osszeg) és 1 a gydrd
egységeleme. Az {(m,n): m > 0, n > 1, és D(m,n) teljesil R-ben} halmazt
D(R)-rel jeloljuk. A kévetkez6 lemma szerint az oszthatésagi feltételek igen szoros
kapcsolatban allnak a részmodulushilék azonossigelméletével.

3.2. LEMMA. (Hutchinson és Czédli [HCT78]) Tetszdleges R gyidrire D(R) megha-
tdrozza T(R)-et, azaz D(R;) = D(R,) esetén T'(R;) = T(R,). !

31
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Bizonyitds. Legyen )\ egy héléazonossig. Mivel minden M € R-Mod modu-
lusra Sub(M) = Con(M), és R-Mod kongruencia-felcserélhatd varietas, ezért Wille
[Wil70] vagy Pixley [Pix72] szerint (vagy részletesen 1d. [HC78]-at) létezik egy olyan
U(X) erds Mal'cev feltétel, hogy A € T(R) ekvivalens U(})-nak R-Mod-ban valé
teljesiilésével. Felhaszndlva, hogy B-Mod-ban minden f(y1,...,yn) n-véltozds ki-
fejezés egyértelmien felithaté riy; + ... + rayn alakban, ahol ry,...,7, € R, U (A)
egy » | J
‘Ay::b-lR (31)
lineéris egyenletrendszerrel ekvivalens, ahol A egy Z feletti matrix, b egy egész szé-
mokbél 4116 oszlopvektor, y pedig egy olyan oszlopvektor, melynek komponensei a
gytribdl vett valtozdk (konkrét példdkat 1d. [HC78}-ben). Igy kapjuk, hogy

A €T(R) < Ay =b-1g megoldhaté R-ben. (3.2)

Valasszunk most Frobenius tételének megfeleléen olyan Z feletti invertalhaté B
és C matrixokat, melyek inverzei is Z felettiek, és BAC diagonélis. Bevezetve az
M := BAC, z := C1y, ¢ := Bb jeldléseket, (3.1)-et balrdél B-vel szorozva kapjuk,
hogy (3.1) R-beli megoldhatdsaga ekvivalens az Mz = c-1g egyenletrendszer R-beli
megoldhatésdgéval. Mivel M diagonéilis matrix, az egyenletrendszer megoldhato-
séga csak D(R)-en milik. Tehdt D(R) meghatérozza T (R)-et. o

Ha k > 0, akkor jeldlje Z; az egész szdmok Z gylrtijének modulo & vett fak-
torgytirtijét, és legyen Zo = Q, a racionalis szamok teste. Az aldbbi lemma azt
mutatja, hogy a Zz, k > 0 gytriknek kiemelt szerep jut az oszthatosigi feltételek
vizsgdlatakor, s igy a részmodulushalék azonossdgelméletében is.

3.3. LEMMA. ([CT)) Tetszdleges R gyiirire

DR)= (| D(Z). (3.3)
D(R)CD(Z+)

Bizonyitds. A bizonyitasban felhasznaljuk, hogy tetszoleges m > 0, n > 0és k> 0
egészekre

(m,n) € D(Zy) < lnk.o.(m,k)|n. (3.4)

Eloszor azzal az esettel foglalkozunk, amikor k£ := char R > 0. Itt char R a
min{i: 0 <i € Z és i~ 1z = 0} szdmot, R karakterisztikajat jel6li, ahol min §§ értéke
0. Azt allitjuk, hogy

D(R) = D(Zy).

AZy = R, z-1z, — z-1g (z € Z) beigyazas biztositja, hogy D(Z;) C D(R).
A forditott irdnyd tartalmazas beldtdsahoz tegyik fel, hogy (a,b) ¢ D(Zg), azaz

= In.k.o.(a, k) nem osztja b-t. Legyen k = kyd, a =a1d és b=gd +r, 0 <r < d.
Ha ax = b - 1g teljesiilne valamely z € R elemre, akkor 0 = k{aiz) = kaz =
kb 1g = kigd-1g + kyr - 1g = k(g - 1g) + (kyr) - 1g = (klrj - 1 ellentmondés
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lenne; hiszen kir < kyd = k = char B. Tehdt (a,b) ¢ D(R). Ezzel belattuk, hogy
D(R) = D(Zy), amibél kovetkezik a bizonyitandé formula.

Tegytk fel most, hogy char R = 0. (3.3) beldtdséhoz nyilvan elegendd a 2 tar-
talmazést igazolni. Ehhez rogzitsink olyan m > 0 és n > 0 szamokat, melyekre
(m,n) ¢ D(R); meg kell mutatnunk, hogy (m,n) nem eleme (3.3) jobb oldalanak.
Két esetet kiilonboztetink meg.

1. eset: m = 0. Ekkor (m,n) ¢ D(Z), és D(R) C D(Z) egyszertien kbvetkezik
az (a,b) € D(R) => a # 0 dsszefiiggésbdl. Tehat (m,n) = (0,n) nem eleme (3.3)
jobb oldalanak.

2. eset: m > 0. ElGszor azt igazoljuk, hogy tetszoleges 0 < aq,...,a; € Z és
1<b,...,b € Z szdmokra

(a1,b1), .., (as,b;) € D(R) = (az...as,by...b) € D(R). (3.5)

Valéban, ha a;ry = by - 1g és asry = by - 1 teljestl valamely ry, 7, € R elemekre,
akkor (ajaz)(rire) = az(a1r)rs = az(by - 1r)rs = bi(agre) = b1 - 1g. Tehit (3.5)
teljestil ¢ = 2-re, s hasonlé indukcids 1épéssel kapjuk, hogy igaz ¢ > 2 esetén is.

Tegyuk fel most, hogy m = p{l L.pltésm = % ... p%, ahol ps, ..., p: killénbé-
z8 primek, fi,...,fi, 91,.--,9: pedig nemnegativ egészek. (3.5)-bél kapjuk, hogy
(pf,p?") ¢ D(R) valamely i € {1,...,t}-re. Ap:=p;, f = f;, g :=gi és b := p**
jeloléseket bevezetve (pf, p?) ¢ D(R) magéval vonja, hogy f > g. Kévetkezésképpen
(m,n) ¢ D(Zy), hiszen mz = 0 # n - 1z, fendll minden z € Z; elemre. Tehat csak
azt kell bizonyitanunk, hogy Zj fellép (3.3) jobb oldalan. El&bb azonban vegyik
észre, hogy ha (p*!,p) € D(R) teljesiilne, vagyis létezne egy r € R elem, melyre

pTlr = p9 - 1R, akkor azt kapndnk, hogy p? - 1g = p?*r = p(p® - 1g)r = pp?*ir? =
po*t2r? = .. = pfr’=9 ami ellentmondana a (p/,p?) ¢ D(R) feltételnek. Tehdt
(#*,5%) ¢ D(R).

D(R) C D(Zy) belatasahoz tegytik fel, hogy (¢,d) ¢ D(Zx), 0 < ¢, 1 < d; meg
kell mutatnunk, hogy (¢,d) ¢ D(R). Ha ¢ = 0, akkor (¢,d) ¢ D(R) kovetkezik
abbdl, hogy char R = 0, tehat feltehetd, hogy ¢ > 0. Legyen ¢ = p¥c; és d = p¥d;
gy, hogy p nem osztja cidi-et. (3.4)-b6l nyerjik, hogy u > v és v < g, ezért
léteznek olyan x és y egészek, hogy p” = In.k.o.(p*,d) = zp* + yd. Ha (¢c,d) D(R)-
hez tartozna, tehat ha létezne egy olyan r € R elem, amelyre cr = d - 15, akkor az
adédna, hogy

p-lr = pPP7(p"-1r) =p" " (zp* +yd) - lr=
— Pg+u_”$-1R-|-pg_”yd-1R=Pg+“_”:c-13+pg'”ycv-r=
— pg+1 ((xpu—u—l 1z +p”"”_1y61j T)) :

ami ellentmond a fent kapott (p*',p9) ¢ D(R) Osszefiiggésnek. Tehdt (c,d) ¢
D(R), s ezzel (3.3) bizonyitast nyert. O

Ha k > 0 és t > 0, akkor Zt-t természetes médon Zj-modulusnak tekinthetjik.
(Valéjéban Z} a t elem éltal szabadon generdlt Zz-modulus.) A kovetkezd lemma
szerint ezen modulusok részmodulushédléi onduélisak. !
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3.4. LEMMA. ([CT]) Ha k > 0, akkor Sub(Z},) ondudlis hdlo.

Bizonyitds. Z¢ elemeit sorvektoroknak tekintjiik, és egy ¥ = (21, ..., z:) € Z}, vektor
transzponaltjat £*-gal jeloljik. Hasznalni fogjuk a matrixok és a vektorok kérében
szokésos jeloléseket, mint példaul £7* = z1y1 + - - - + Teys.

Azt allitjuk, hogy

@: Sub(Z%) — Sub(Z%),
S = Sti={FeZi:(VFe S)(F*=0)}

dudlis hiléizomorfizmus, sét involhicié. Konnyen ellendrizhetd, hogy a ¢ leképezéstol
megkivant tulajdonsigok teljesilnek, kivéve az injektivitast is biztosito

(§7)-cs (3.6)

Osszefiiggést. Tegyiik fel, hogy k > 0, és jelolje 1 a Zj gytirt egységelemét. (3.6)-ot
el6szor a t = 1 esetre bizonyitjuk. Mivel Z féidedlgytirl, egyszerien adédik, hogy S
felirhaté {zu-1;: = € Z} alakban; ahol u a k egy megfelelo pozitiv osztéja. Ugyanez
teljesti] az St részmodulusra, tehat S+ is {vz - 1x: ¢ € Z} alakd, ahol v a k egy
megfelelé pozitiv osztéja. Mivel (u - 1x)(v - 1x) = 0, kapjuk, hogy

k| uv. (3.7)

Mésrészt viszont (k/u) - 1 nyilvén merSleges S minden elemére, igy S*-ben van, s
ezért (k/u)-1; = vz -1 =v(z- 1) valamely z € Z szémra. Tehét (v, k/u) € D(Zy),
és igy (3.4) alapjan v | k/u, azaz

uv | k. (3.8)

(3.7) és (3.8), valamint u és v pozitivitasdnak Gsszevetésével adddik, hogy v = k/u.
Ha megismételjiik az eddig elmondottakat gy, hogy S szerepét St veszi 4t, azt
kapjuk, hogy (S1)t = {z (k/(k/v)) - ls:z € Z} = {zu -1z € Z} = S.

Legyen most t > 1, és legyen S Z% egy részmodulusa. Mivel S véges, tekinthetiink
egy s X t méretd A matrixot, ahol s > ¢, az A maétrix sorai S-beli vektorok, és
minden S-beli vektor megegyezik A legalabb egy soraval. Habar az A matrix elemei
nem egész szamok, hanem Z;-beli elemek, a Z — Z; természetes epimorfizmust
kozbeiktatasaval alkalmazhaté Frobenius tétele. fgy kapunk egy B és egy C Z
feletti s X s ill. ¢ X ¢ méretl matrixot, melyek invertalhatéak a Zj, feletti s x sill. #x%
méretdl matrixok gyiriijében, tovabba segitségikkel az A matrix diagonalizalhatd,
azaz BAC diagonélis.

A felvétele miatt minden egyes ¥ € Z% vektorra

7eSt < Ay*=0.
Legyen most ¥ S+ tetszéleges eleme. Ekkor

(V7 € Z) (A7 = 0 = 57" = 0).
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A fent emlitett B és C métrixok segitségével, B-vel balrdl beszorozva kapjuk, hogy
(v7 € 24) ((BAC)(C™H7") = 0 = (#0)(C™'5") =0) .

' Mivel C~1y* végigfut Zt minden elemén, illetve minden elemének transzponaltjan,
az M = BAC és a w = vC jeldlésekkel kapjuk, hogy

(VZe€ Z}) (MZ* = 0= &Z" = 0). (3.9)
Tudjuk, hogy M diagonélis; legyenek mys,...,my M féatléelemei. Alkalmazzuk
(3.9)-et az olyan Z vektorokra, melyeknek csak egy nem 0 komponensik van. Igy az
adddik, hogy
(VZ{_ € Zk) (mi,-z,- =0= w;z; = 0) (2 =1,... ,t). (3.10)
Legyen S; = {umy: u € Zy} € Sub(Zy); ekkor (3.10) dgy is fogalmazhaté, hogy
w; € Sit. Mivel (3.6) mér bizonyitast nyert a ¢ = 1 esetre, ezért w; € S;, és igy
valaszthatunk egy r; € Z; elemet, melyre

Ww; = ;i (Z = 1, . ,t). | o ‘ (3.11)

Legyen most 7 = (ry,...,74,0,...,0) egy s komponensii vektor. (3.11) szerint #M =
W, tehét >
7 =wC1=FMC™' =FBACC™ = (FB)A.

Ez azt jelenti, hogy # az A sorainak linedris kombinacidja, s ezért v € S. Ezzel
- igazoltuk (3.6)-ot a k > 0 esetre.
‘ Ha k = 0, akkor Zo = Q, ezért lineéris algebrai ismereteink szerint dim S+ =
t — dim §. Tehét (3.6) kovetkezik a nyilvanvalé D tartalmazédsbél és abbél, hogy a
két oldal dimenzidja megegyezik. O

N
v

A 8.1. Tétel bizonyitdsa. Legyenek R; (v € I) tetszbleges gytrtuk. Nyilvanvald,

hogy
D(H R;) = ﬂ D(R:), (3.12)
i€l i€l
(3.2)-bdl pedig kapjuk, hogy
T(IR:) = (T(R). (3.13)
i€l i€l
Azt allitjuk, hogy tetszoleges R gytriire
ha D(R) = () D(R;), akkor T(R) = () T(R:). (3.14)
, 1€l iel
Val6ban, (3.14) premisszaja és (3.12) alapjén D([[;e; R:;) = D(R), s igy a 3.2.
Lemmabdl kévetkezik, hogy T'([Tier Ri) = T(R). Ezt dsszevetve (3.13)-mal adédik
(3.14).

A 3.3. Lemma szerint tehat T(R) néhiny T'(Zi) metszete, igy elegendd beldtni,
hogy T'(Zy) minden k > 0 esetén dnduélis azonossidghalmaz. Wille és Pixley kordb-
ban emlitett erds Mal’cev feltételeibdl kapjuk, hogy egy tetszbleges X hiléazonos-
ségra A € T(Zy) pontosan akkor 4ll fenn, ha A teljestil a Sub(Z}) hdlékban minden
t pozitiv egészre. A 3.4. Lemma szerint azonban Sub(Zt), s {gy T(Z}) is 6nduélis.O
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4. Fejezet

Kvazirendezéshalok generalasa

[Tak96a] alapjén bebizonyitjuk, hogy egy legalabb haromelemti halmaz osszes kva-
zirendezésének teljes involiciéhiléja hirom elemmel generalhaté, ha nincs a halmaz
szémossaganal kisebb vagy azzal egyenl elérhetetlen szamosség.

Legyen adva egy A halmaz, és jeldlje Quord(A) az A halmaz kvézirendezéseinek,
azaz reflexiv és tranzitiv reldciéinak halmazdt, Equ(A) pedig az A halmaz ekviva-
lenciareliciéinak halmazdt. Mind Quord(A), mind Equ(A) algebrai halét alkot a
halmazelméleti tartalmazéasra nézve; a metszet a halmazelméleti metszettel, mig az
egyesités a halmazelméleti egyesités tranzitiv burkaval egyezik meg.

Strietz [Str75,5tr77] és Zadori [Zad86] bebizonyitottdk, hogy ha 4 < |A| < oo,
akkor Equ(A) négy elemmel generdlhaté, harom elemmel azonban nem. Czédli
(Cze96a] kiterjesztette ezt az eredményt azon A végtelen halmazokra, amelyekre
nem létezik |A|-nal kisebb vagy azzal egyenld elérhetetlen szdmossdg. Természe-
tesen végtelen halmazok esetén Equ(A)-t teljes haldként, vagyis végtelen valtozés
miiveletetekkel tekintjik. Abban az esetben, ha A megszamlalhatd, [Cze96b] szerint
Equ(A)-nak, mint halénak, 1étezik egy négy elem é&ltal generalt részhéldja, amely
tartalmaz minden atomot. S6t, a négyelemi generadtorrendszer valaszthatd 1+1-+2
ill. 1+141+1 tipusinak is. Nem feltétlenil megszamlalhaté alaphalmazok esetén
1+ 1+ 2 t{pusi generdtorrendszert ad meg [Cze].

(Teljes) involici6hdlén egy * egyvaltozds miivelettel elldtott (teljes) haldt értink,
ahol * a héld redukt involut{v automorfizmusa. Tehdt (L;V,A,*) (teljes) involicié-
h4lé, ha (L;V,A) (teljes) hdls, tovabbd (z Vy)* = z* Vy* (z Ay) = z* Ay” és
z** = z teljest] minden z,y € L elemre. A legtipikisabb példa Quord(A), ahol egy
a € Quord(A) kvézirendezésre o* = {(z,y) € A% (y,z) € a}. Ebben a fejezetben
Quord(A)-t mindig teljes involuciéhdldként tekintjik. '

Chajda és Czédli [CCI6] igazoltak, hogy véges és bizonyos végtelen A halmazokra
Quord(A)-nak van haromelemi generatorrendszere. Célunk az, hogy kiterjesszik
ezt az eredményt minden olyan halmazra, melynek nincs elérhetetlen szamossaga
részhalmaza. \ -

Erdemes megemliteni, hogy a kvazirendezéshalék generaldsanak [CC96)-beli vizs- -
galata nyitotta meg a végesbdl a végtelen felé vezetd utat az ekvivalenciahaldk vo-
natkozdsdban. Sét, a [Tak96al-beli féldoboz fogalma révidebb bizonyitasokat tett
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lehetévé [Cze]-ben is.

Legyen Ny a legkisebb végtelen szdmosség. Egy m szamossagot elérhetetlennek
neveziink, ha teljesiilnek rd a kovetkezd feltételek: i) m > Ro; 11) n < m esetén
2" < m; 111) ha I szdmossdgok olyan halmaza, hogy |I| < m, és n < m teljesiil
minden n € I-re, akkor sup{n: n € [} < m. Kuratowskl [Kur25] (lasd még Levy
[Lev79]) megadta a ZFC axiémarendszer egy olyan modelljét, amelyben nincsenek
elérhetetlen szédmossagok. Ebben a modellben a kovetkezo tétel allitasa minden
halmazra teljestil.

4.1. TETEL. Legyen A egy olyan halmaz, hogy 3 < |A|, és nincs olyan m elérhe-
tetlen szdmossdg, hogy m < |A|. Ekkor Quord(A), mint teljes involicichdls, hdrom
elemmel generdlhatd. Ez a hdrom elem vdlaszthaté részbenrendezésnek is.

[CC96] szerint Quord(A) nem generdlhaté két elemmel, ha 4| = 3,4, és az
sejtjik, hogy ez minden legalabb hdromelemii A halmazra igaz. A fejezet hatralévo
részét a 4.1. Tétel bizonyitdsdnak szenteljlik. A bizonyitdsban sokat meritink [CC96]
és [Cze96a] mddszereibdl, s igy kbzvetetten [Zad86]-bdl is.

Chajda és Czédli [CC96| eredménye alapjan a tételt elegendd végtelen szamossa-
gokra bizonyitani. A bizonyitds transzfinit indukciéval torténik, de a tétel allitasa
ebben a formaban nem alkalmas indukciés hipotézisnek. Ezért egy struktirat épi-
tink fel az A halmazon, és ennek a struktirdnak a tulajdonsagaival tessziik kelloen
erossé az indukcids feltételt.

4.1 Dobozok és kiterjesztések

Ha p C A? egy relacid, akkor jeldlje p®° a u 4ltal generdlt, azaz a p-t tartalmazé
legkisebb kvazirendezést, ami nem mas, mint xUA tranzitiv burka. A bizonyitasban
alapveto szerepet jatszik a kovetkezo objektum.

Legyen Lo = {aqg, bo, co, do, a1, b1, c1,dy, ... }. Harom részbenrendezést értelmeziink
Lo-OIlI

&’ = {(ai,0;):0<s<5FU{(b;,8;):0< 5 <i}U{e1,c0)}U
{(ciye;): 1 <i<j}U{(di,d;): 0<j<i}UA

7 = {(bi,ais1: 0 <Y U{(di,ci41: 0 <3TUA

g = ({(G’Oa bo), (boa ¢o); (o, do), (cs, d3), (ce, b) } U

{(biya;): 1 <} U{(di,): 1 < i})qo

Ezeket a részbenrendezések a 4.1. 4bran rendre vizszintes, délnyugat—északkeleti
és (folytonos) fiiggbleges vonalakkal abrazoltuk.
Legyen 6 = ((bgk, Cgk) (bgk+3,69k+3) (69k+6769k+6)), és B = {ek k= 1 2 } Az Gk
(k=1,2,...) elemeket €lhdrmasoknak nevezzik. (e'-et pontozott fuggoleges vonallal
é,brézoltuk a 4.1. dbrén.) '
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Az Ly = (Lo, E° %, 3°,4%) struktira egy konkrét példa az absztrakt médon
értelmezett féldoboz strukturara

Db 9 G O ;OA Qs O, 4, Qg A, Gy Q) Qi Qs 014‘015_016,

dO d] d2 d3 d4 dﬁ dé d7 dB d9 d'IO d'l'l dIZ d13 d14 d'|5 d'lé

4.1. ABRA

!

4.2. DEFINICIO. Egy A= (A4, E,a, 3,7) struktirat féldoboznak nevezunk, ha
(s1) A egy végtelen halmaz;

(s2) E C (A?)?, és minden e = ((be, cc), (b, L), (B!, ¢")) € E élhdrmasnak nevezett
elemre |{be,ce, ey Coy eyt = 6;

() Ba ¢ = (b, 0), (5,0, (o). £ = (1), (4, (8 ) € B ehioms
sok és e # f, akkor a {b,c.,b.,c,, b, cl} és a {by,cs, b, ¢}, b3, cf} halmazok
diszjunktak;

(s4) o, 8,7 € Quord(A).

A féldoboz fogalménak az a jelent8sége, hogy tovabbi feltételek teljesiilése esetén

a, B és v generdljak Quord(A)-t.
Ha e = ((be, ), (b., cl), (b2, cl)) élhdrmas egy A feldobozban akkor definidljuk a

5(e) = {(beyed), (e 8), (B} ésa
5*(e) = (8(c))"

kétvaltozés relacidkat. &(e)-till. 6*(e)-t e alsdill. felsé reldcidjanak nevezzik. Legye-
nek A; = (A4;, E;, o4, iy vi) (3= 1, 2) féldobozok. Egy ¢: A; — As bijektiv leképezést
izomorfizmusnak nevezink, ha ¢(o1) = {(v(z),p(v)): (z,y) € a1} = ag, p(B1) =

B2, p(11) = 72 s w(E) = {((¢(2), (), (¢(2), (1)) (p(u), (v))): (1), (2, 1),
(u,v)) € E1} = E,. Jelélje P(X) ill. P*(X) az X Osszes ill. nemiires reszhalmaza1-

nak halmazét.
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e1 eZ es eS
A A
A y v
A=A(9)
El1 eZ e3' e5
Y A
ir y v
A=A({U.})
/ e1 eZ e3 eS
¥ Y
Yy 2
A=A{U,})
4.2. ABra
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4.3. DEFINICIO. Tegyiik fel, hogy A = Ao = (Ao, Eo, 00, f0,70) és B = (B, E,
B,~) féldobozok, tovéabb4 I egy particié B-n. Jeldlje A; (¢ € I) a particid osztalyait.
Tegylik fel, hogy 0 € I, tehat hogy az A féldoboz tartéhalmaza is egy osztaly. Hai €
I'\ {0}, akkor legyen ¢;: Ag — A; egy rogzitett bijekcid, és vezessiik be a kovetkezo
jelbléseet: E; = g:(Bo) = {((p(be), (ilce)), ({8, (6(e), (9:0), (su(e):
(ber o) (B (8 ) € Boby i = wilan), B = wilBo) 6 % = wilro). Jelolje
o az Ao halmazon haté identikus automorfizmust. Ha p & Ag ill. e € Ey, akkor
hasznéaljuk a p; = @i(p) ill. az ¢; = p;(e) jeldléseket. Ekkor A; = (A;, Ei, o, Bi, i)
Ag-lal izomorf féldoboz.

Minden egyes (e,¢,7) € E x I x I harmasra definidljuk az

e(e,4,7) = {(becs €¢;), (c;0 02,)s (e B2)
e;-t e;-vel osszek6td kapesols reldciot. Tegyik fel, hogy

(el) o= Uierai és v = Uier 75

(e2) léteznek olyan F,G C Eo x I és H C Fy x I x I halmazok, hogy F NG =0,
* (e,1) € F UG esetén (e,i,5),(e,j,1) € H teljesiil minden j € I-re, (e,4,5) € H
esetén i # j és (e, k,i) & H teljesiil minden k € I-te, (e,1,7) € H és (e, k,7) €

H esetén pedig ¢ = [, valamint

. g0
(U Bu |J ée)u U U | ele, i,j)) o
el (ef)EF (ef)eG (e, d)EH

(e3) E C Uier &5
(e4) (e,3) € FUG esetén e; € E, (e,i,7) € H eseténpedige; € E és e; ¢ E.

Ekkor azt mondjuk, hogy a B féldoboz az A féldoboz kiterjesziése, és igy jeloljuk:
B | A. Legyen ® = (T, {p:: i € I}); ®-t a kiterjesztés mddjinak nevezzik. Ha
a kiterjesztés médja lényeges, akkor gy fogalmazunk, hogy B az A-nak @ 4ltal
valé kiterjesztése, jelolésben: B |p A. Ha Ej C Eo, akkor az Ui B = {e: ¢ €
I,e € E{} halmazt az E| halmaz B-re valé kiterjesztésének nevezzik. Ha Ej B-re
vald kiterjesztése része E-nek, akkor azt mondjuk, hogy a kiterjesztés Ej-orz6. A
kiterjesztés fokén |I|-t értjik; jelolése [B : Ao} = |I]. Vegytlik észre, hogy |B| = [B
Al - |Aol.

Példa. Legyen Ay = Lo, I = {0,U1,0}, H = {(¢',0,0n),(',0,Ua)}, F =
{(2, U0, (5,0}, G = {(¢%,0), (6%, 0), (&5, U), (¢, Ua)} és B = {ek: k > 3,i € I},
Ekkor a 4.2. abran lathato B féldoboz Ap kiterjesztése.

Az jobb érthetdseg és az egyszeriibb hivatkozdsok kedvéért (e2)-t és (64) et ke-
vésbé formaélisan is megfogalmazzuk:
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(€2) B-t U;er Bi-bol nyerjitk néhany felsd relacid, alsé relacid és kapcsold relacié hoz-
zdadéséval 1igy, hogy kézben betartjuk a kovetkezd szabédlyokat. Minden élhér-
mas csak egy célra haszndlhaté fel: vagy egy fels relacid, vagy egy also relacid,
vagy (egy masik megfeleld élharmassal egyiitt) egy kapcsolé relécié képzéséhez.
Ha e;-t és e;-t mér fethaszndltuk egy e;-t e;-vel 6sszek6td kapesold relacid 1ét-
rehozdsdhoz, akkor e; mar nem hasznélhaté fel tovabbi kapcsold relaciéknal,
e; pedig csak olyan kapcsol6 reldciéknal hasznalhaté fel, amelyekben e; az els6

élhdrmas.

(e4’) Ha egy élharmast felhasznaltunk (e2’)-ben, azaz 8 konstrualdsanal, akkor ez az

élhdrmas mar nem lehet élhdrmas B-ben.

Most egy bizonyos tranzitivitast fogalmazunk meg a kiterjesztésekre. Legyen
By = (Bo, Eo, @0, By, 7o) az Ao kiterjesztése ®@ = (T, {p;: ¢ € I}) éltal, és legyen
C =(C,E,a,B,y) a By kiterjesztés U = (A, {¢;: j € J}) éltal. Ha (5,7) € J x I,
akkor definidljuk a p;; = 00, leképezéseket, és legyen A;; = ;(pi(Ag)) = pji(Ao).
Jelolje Ao T az A;; ((j,2) € J x I) particiét C-n . (0,0)-t 0-val azonositva nyerjik
aWod=(AoTl,{p;:: (j,i) € J x I}) part, amit U és ® kompozicdjdnak nevezzik

(1d. 4.3. 4bra). .

A0=A0,0
P
\J(Pi \
A=Ay Vi | A=A
B, B,
4.3. ABRA

4.4. ALLITAS. Ha Ao, By és C féldobozok, By |6 Ao és C |y By, akkor

i) C lgos Ao;

i) [C : Ao) = [C : Bo] - [Bo : Aol;

iii) ha Ey C Eo, Bo |s Ao eqy E}-8rz8 kiterjeszés, E{ By-~ra vald kiterjesztését

kiterjesztés.

E, jeloli, és C |g Bo egy E-6r28 kiterjesztés, akkor C |gon B, egy E}-6rzé
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Bizonyitds. Elegendd (i)-t megmutatni, ebbdl nyilvanvaldan kovetkezik (ii) és (iii).
(el) és (e3) trividlisan teljesiilnek, igy csak (e2)-vel és (e4’)-vel foglalkozunk. B-t
a (3;;-kbol két 1épésben nyerjik. Az elsS 1épésben minden Bj-n belil hozzdadunk
néhény felsd, alsé és kapcsold relacidt ;e B;-hez, tehdt B-ben ezeket a relacidkat az
U iyeaxr Bii relacidhoz adjuk. Mivel B; | A(jo), (ed’) kdvetkeztében az elsé Iépéshen
felhasznalt élhdrmasok nem lehetnek élhdrmasok B;-ben (azaz nem lehetnek elemei
az E; halmaznak). Tehat amikor a mésodik 1épésben hozzaadunk Uﬁj—hoz néhany
felsd, alsé és kapcsolé reldciét (hogy megkapjuk 8-t a B_j-kbél), akkor a felhasznalt
élharmasok kilonboznek az elsé lépésben hasznalt élhdrmasoktdl. Természetesen
ezt a két 1épést helyettesiteni tudjuk egyetlen 1épéssel, amelynek sordn egyidejiileg
adjuk hozz4 a fenti Gsszes felsd, alsé és kapcsolé relacidt az Uy ez B relacidhoz.
Mivel az eredeti két 1épésben kiillonbozo élhirmasokat hasznaltunk, egy élharmast
tovabbra is csak egy célra haszndlunk fel, igy (e2) és (e4) teljesil Ag-ra és C-re.
Ezzel (1)-t igazoltuk. m|

Nem tudjuk, hogy vajon ¥ o ® az egyetlen médja-e a C | Ap kiterjesztésngk,
de egyéb kiterjesztési mddok megengedése gondokat okozhat a kés6bbiekben. Al-
taldban nem frjuk ki ®-t, de évatosnak kell lenniink: mindig egy rogzitett ®-re kell
gondolnunk, ha ez nincs is jelezve.

4.5. DEFINICIO. Egy olyan féldobozt, amely az Lo féldoboz kiterjesztése, doboznak

nevezunk.

Vildgos, hogy Lo maga is doboz. A dobozok struktirdjanak tanulményozasakor
hivatkozni fogunk az elemek geometriai elrendezésére. Lo izomorf példédnyait, ame-
lyekbdl az A doboz felépiil, A komponenseinek nevezzik. Minden egyes komponens
négy sort tartalmaz: az a-sor {ao,ay,ds,...}, a b-sor {bo, by, by, ...}, és igy tovabb.
Az a-sor és a b-sor alkotja a komponens felsd felét, mig a c-sor és a d-sor az alsé
felét. aj, bj, c;, d; alkotjék a megfelel komponens j-edik oszlopdt, tovabbé az A do-
boz j-edik oszlopdnak is elemei. Jelolésben: osz(a;) = 1 és sor(a;) = a. Ha 7 €
Quord(A), és A egy X részhalmaziraz € X és z 7y esetén y € X teljesil, akkor X-
et 7-8rzének mondjuk. Ha uTv és u # v esetén osz(u) = osz(v) ill. osz(u) # osz(v)
ill. osz(u) < osz(v), akkor 7-t oszlop&rzének ill. oszlopvélténak ill. oszlopnovelének
nevezzik. Néhany tovabbi, magétdl értet6ds kifejezést is haszndlni fogunk; példaul
¢ sororzo és vy sornovelo.

4.6. ALLITAS. Egy dobozzal izomorf féldoboz maga is doboz. Doboz kiterjesztése is
doboz. Ha A = (A, E,q,ﬁ,'y) doboz, akkor o, 3 €s v részbenrendezések.

Bizonyitds. Az els6 allitas nyilvanvald, mig a masodik kovetkezik a 4.4. Allités i)
pontjdbdl. Az utolsé &llitdsnak is csak a (-ra vonatkozé része szorul bizonyitasra.
Ehhez tegyiik fel, hogy u,v € A és (u,v),(v,u) € B. u és v ugyanabban az oszlop-
ban vannak, mert 3 oszlop6rzd, és ugyanabban a komponensben is vannak, mert egy
komponens oszlopai vagy [-6rzéek vagy §*-0rzéek. B-nak egy komponens egy oszlo-
para vald megszoritasa vagy egy négyelemi lanc, vagy két kételemi lanc egyes1tese
igy mindenképpen u = v. 0
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Legyen B |¢ Ao és haszndljuk a 4.3. Definici6 jeldléseit. Ha p,q € Ao, akkor
legyen ‘

L\
.02 = .05 = ()] € Quord(B).
i€l
Ha ¢ € I, akkor definidljuk a (p;, ¢;)4>B® := (p,q) 4B és a (p;,q;) AP =
(p, q)40-B) relicidkat.

4.7. DEFINICIO. Az A dobozt jonak nevezzik, ha A = Ao tetsz('ﬂegves B = (B,E,
a, B,7) kiterjesztésére és tetszSleges p,q € A elemekre (p,q)4*B) benne van az
{a, B,~} altal generdlt @ CQuord(B) teljes involiciéhaléban.

Ha A egy jé6 doboz, akkor 1évén kiterjesztésése sajat magéinak, Quord(A) tetszdle-
" ges (p,q) = (p,q)** atomja benne van Q-ban. Mivel ezek az atomok generéljdk
Quord(A)-t, Quord(A) is harom elemmel generalhaté. Ezért keresiink jé dobozokat
minden olyan szdmossdgra, amelynél nincs kisebb vagy egyenlé elérhetetlen szi-
mossdg. Ehhez bebizonyitjuk, hogy Lo jé doboz, azutdn két médszert adunk meg,
melyek segitségével adott j6 dobozokbdl nagyobb szdmossagi j6 dobozokat kapha-
tunk. Végiil [Cze96a] alapjén megmutatjuk, hogy a legkisebb elérhetetlen szamossag
alatt minden szadmossag elérheto ilyen médon.

Annak igazoldséhoz, hogy egy A doboz jé, azt fogjuk megmutatni, hogy A tet-
szbleges B kiterjesztésére és tetszéleges p, q € A elemekre létezik egy haromvaltozds

foglz,y,2) = f;,lq(x, y, z) kifejezés gy, hogy

(2, )P = £, 4(@, B, 7). (4.1)

Ezekben a kifejezésekben el6fordulhatnak a végtelen valtozds egyesités ill. metszet
miveletek. (A végtelen véltozds haldkifejezés pontos definicidjat lasd [Cze81]-ben).
‘Egy fp,q kifejezés definidlasakor hallgatélagosan mindig feltesszik, hogy sem f,
sem f,, nem volt még korabban definidlva, tovdbba azt is, hogy p # ¢ esetén

fq,p = (fPsQ)*' )
4.8. ALLITAS. A 4.2 szakasz elején definidlt Lo doboz j6.

Bizonyitds. Legyen A = Ag = Ly, és tekintsik az A doboz egy B kiterjesztését;
megkonstrudljuk az f,, kifejezéseket. A kifejezések megaddsa mellett csak azt iga-
zoljuk, hogy fao 5, = Yy A (z V 2*) és foy e, kielégitik (4.1)-et. A bizonyités hasonld
[CC96] az f° kifejezés analdg tulajdonsigira vonatkozé bizonyitasihoz.

Tegyiik fel, hogy u,v € B killénb6z8 elemek és (u,v) € BA (aVy*). (u,v) € 8
miatt osz(u) = osz(v) és sor(u) # sor(v). (u,v) € @V ~* miatt u és v ugyanabban a
komponensben vannak, sét a komponensnek ugyanabban a felében. Mivel o sorérzé
és 7y sornoveld, ezért vagy sor(u) = a és sor(v) = b, vagy sor(u) = ¢ és sor(v) = d.
Kovetkezésképpen osz(u) = 0, hisz kiilénben egy B-nyil vezetne felfelé u és v sora
kozott. Tehdt (u,v) € {(ao,bp), (co,do)}. De (co,do) & (¢ V v*) mert ¢ egy -
maxidlis elem, melyet -y izolal. Igy (u,v) = (ao, bo), bizonyitvan, hogy (ao, b)AeB) O
B A(aV4*). A forditott tartalmazés nyilvdnvald.
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Legyen fo, 4 = y A (z*V z*), a tovdbbi kifejezéseket pedig rekurziéval adjuk meg.
Tegyiik fel, hogy f..5 és f.4, mar definidltak (és kielégitik (4.1)-et), és legyen

fas,ai+1 = zA (fai,be N z)?

. f _ Z*A (feordo V 2), hai=0,
€iyCit1 LAY (fci,di> V Z), ha 2 7,5 0,

fbi»ai-{-l = zA (fbi,ai \ fai,ﬂi+1)7
faieia = ZA (fdi,Ci_V feireina)s
Joipin = T A (foiaiza VYT,
fdi,a'i-f-l = z A (fdi,CH-l \ y*)a
faspibizn = YA (Faipasi V Soipin)s
f6i+1,di+1 y A (fci+17di v fdi,di-;-i)'

Tegytik fel, hogy p # ¢ elemek A-nak ugyanabban a felében vannak, és legyen
{p =70, 71,72y ey Ts = @y Tig1yeeey Tke1, Tk = P} @ legrovidebb kor a 4.1, dbran lathato
graf irdnyitatlan valtozataban, amely csak vizszintes és fiiggéleges éleket tartalmaz.
Vildgos, hogy [{p = T0,71,72, ;75 = @ Pit1;--sTh=1,Tk = P}| = k, és az egész kor
A-nak abban a felében van, ami p-t és ¢-t tartalmazza. Ekkor legyen

fp,q = (ffoﬂ‘l \ fTw‘z V..V f"‘i—la"'i) A (f"'kark—l \ f"'kz—lark—z V..V ff‘i+1,7'i)'

Lo két felének 6sszekotéséhez definidljuk az

fbo,Co = YA (fbo,ba A y* \ fcza,CO) A (be,bs \% y* \ fcssco) és az
fbs,cs = y* A (fbs,bo V be-:CO \ fco,f:s)

kifejezéseket. Annak igazoldsdhoz, hogy (4.1) teljestl fi,c,-ra, tegyik fel, hogy
(u7 U) € fbo,co(O‘;B:’Y) és u # v. Ekkor (u,v) € ,5 v ((b07b3)A’B A /8* A (CBJCO)A’B);
Tehdt osz(u) = osz(v), és 1éteznek olyan wg = u, wy, ..., w; = v kiildnbdz8 elemek B-
ben, hogy minden j-re (w;_1,w;) benne van a (bo, b3)*“Z U 8* U (cs, co }4'Z reldciéban.
Nyilvdn minden w; a nulladik vagy a harmadik oszlopban van. 8 A 8* = 0 miatt
nem minden (w;—1,w;) van benne §*-ban. Mivel minden kapcsolé reldcié ”elkertili”
a nulladik és a harmadik oszlopot, ezért minden w; ugyanahhoz a komponenshez
tartozik. Tegylk fel, hogy v a harmadik oszlopba esik; ekkor v is a harmadik
oszlopba esik, és sor(v) < sor(u). Mivel ¢-t minimalisnak vélasztottuk, az egyetlen
lehetoség az, hogy '

u /5* w1 = €3 (03, Co)(A’B) W2 = Cp ﬁ* Wz = bb (607 bs)(A’B) wy = b3 ,3* v.

Mivel (u,v),(cs,u),(v,b3) € B,u # v és u,v € {as, b3, cs,ds}, ezért adddik, hogy
(u,v) = (cs,b3). Ha osz(u) = 0, akkor is hasonléan vezethetd le, l}ogy (u,v) =
‘(bo, Co). Tehét (’LL,’U) - {(bo,Co), (63, bg)} (u,v) € ﬂ vV ((bo, be)A’B A B* A (Ca, CQ)A’B)
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folytan (u,v) € {(bo,c0), (cs,b6)}, kovetkezésképpen (u,v) = (bo, o), és igy (4.1)
teljesil.
Tegyiik fel most, hogy p az A felsé felében, ¢ pedig az alsé felében van, és legyen

fp,q = (fpzbo \ fbo,'co \% fCo,q) A (fp,bs N fbs,ca \ sz,q)-

Ezzel definidltuk az Osszes sziikséges f,, kifejezések, és (4.1) ezek mindegyikére
teljestil. ’ a

4.2 A rakovetkezo konstrukcidja

Ha m egy szdmossag, akkor jellje m* az m-nél nagyobb szdmossigok kézil a
legkisebbet. Ha X egy halmaz, akkor legyen R(X) az X hatvédnyhalmazdnak
egy rogzitett részhalmaza, amely tartalmazza az Ures halmazt és teljesil ra, hogy
|R(X)| = |X|*. Hasznélni fogjuk még az R*(X) := R(X) \ {0} jeldlést.

4.9. DEFINICIO. Tegyiik fel, hogy A = Aq = (Ag, Eo, 0, B0, 7o) egy doboz, és
Ey = {c}UDUF, ahol a {c},D és F halmazok pdronként diszjunktak. Vegyik
minden egyes U € R(D) halmazra az Aegy A(U) = (A(U), E(U),a(U), 8(U),v(U))
izomorf példanyat gy, hogy ezek a példanyok paronként diszjunktak és A(() = A,.
Legyen ppy: A — A(U) egy rogzitett izomorfizmus minden U € R*(D)-ra, tovabba
legyen o = @y = td4. Legyen ‘ ‘

B = U A(U)7 o = U aO(U)7 V= U 70(U>7

- UEeR(D) UeR(D) U€cR(D)

‘ o

p=( U wou U (Uso)u U seone U i)
UER(D) UeR(D) \eU eeD\U UeR+(D)

tovébba legyen E = Uyerp) F(U). Igy kapjuk a B = (B, E,«, §,7) struktirat,

amit A rdkovetkezdjének hivunk.

Példa. Ha A = Lo, c = €',D = {e?,€3} és F = {e': i > 3}, akkor A megfelel6
rékovetkezdje a 4.2. dbran lathaté. Itt Uy = {e?} és U, = {€°}. Megjegyezzik, hogy
ezen példa kivételével a rakovetkezd konstrukciét csak végtelen D-re alkalmazzuk.

4.10. ALLITAS. Ha A egy doboz, és B az A rdkévetkezéje, akkor B is doboz. Sét,
B ¢ A a kanonikus ® = (T, {¢v: U € RT(D)}) kiterjesztési mdddal, aholT' osztdlyai
az A(U),U € R(D) halmazok.

Bizonyitds. Nyilvanvalé, hogy B féldoboz és B | A. A 4.6. Allités kovetkeztében
B doboz. a

4.11. ALLITAS. Legyen B az A doboz rdkévetkezéje. Ha A jo dobofz, akkor B is.
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Bizonyitds. Legyen Ao = A, és hasznéljuk a 4.9. Definicid jeloléseit. Tudjuk, hogy
B |¢ A a kanonikus ®-vel. Tekintsik a B egy C = (C, F, @, B,7) kiterjesztését,
mondjuk C |4 B. Ekkor C |g.6 Ao, s igy hasznilhatjuk a kdvetkezd jel6lése-
ket: Bo = B, ¥ = (A, {¢;: 7 € J}, B; = v;(B), A(J, U) = T,bj(A(U)) min-
den U € R*(D) halmazra, és A(0,U) = A(U). Ekkor B; = Uperp) AU, U) és
C = Uyerxrm AU ), tovabba a tagok mindkét egyesitésnél diszjunktak. Ha-
sonlé jeldléseket alkalmazunk a dobozokkal kapcsolatos egyéb objektumok, példaul
E, «, stb. esetében is.

Mivel A jé doboz, rendelkezesre allnak az (p, g € A) kifejezések (és teljesitik
(4.1)-et). DeﬁmalJuk most az 2 (p,q € B) klfejezeseket Elészor tegytuk fel, hogy
a p,q € B elemek B-nek ugyanabba az A(0,U) példdnyiba esnek, osz(p) # osz(q),
és sem osz(p) sem osz(q) nem oszthaté hdrommal. Legyen .

= Ifq/\ /\ p,be\/y\/ Ce,q)/\ /\ :bevy*vfi,q)'
-e€U e€D\U

Felhasznélva deﬁmclojat és azt, hogy az f4- klfejezesekre (4.1) teljesil, kapjuk,

hogy
(p,Q)(B O C £8 (@, B,7) C fA(@5,7) = (5, ) 4. (4.2)

- Megmutatjuk, hogy (4.2)-ben az elso tartalmazds valdjaban egyenloség. Tegyik fel
indirekt modon, hogy (u,v) € f2.(2,8,%)\ (», q)BC). (4.2)-b8l kovetkezik, hogy
u = p(5,V) és v = ¢(4,V) valamely (7,V) € J x R(D) pérra. Mivel (u,v) &
(p, )B°), kapjuk, hogy U # V. Legyen e egy élhdrmas (U \ V) U (V \ U)-ban.
Mivel osz(b.) oszthaté hdrommal, az u,v és b. elemek kiilénbdzo oszlopban vannak.

Tegyiik fel, elészor, hogy e € U\ V; azt allitjuk, hogy (u,v) = (p(V), ¢(V)) nincs
benne az (f2, (@, B, )V BV fA (@ B,7) = (p,b.) 4 vV BV (ce, ¢)7) relaciéban.
Valéban, tételezziik fel az ellenkezéjét. Ekkor létezik egy kiilonbdzo elemekbdl allé
Wo = P(V),wl,wz, »wy = (V) sorozat tgy, hogy (wi—1,w:) € (p,be, )40 U B U
(¢, )©) minden i-re; tekintsiik a legrovidebb ilyen sorozatot. Mivel § oszlop6rzd,
(p, be)A©) csak osz(p)-r8l osz(b,) = osz(c,)-re valtoztatja az oszlopot, (c,,q)A°)
pedig csak osz(c. )-8l osz(g)-ra, ezért minden w; az osz(p)-edik, az osz(¢g)-adik vagy
az osz(c.)-edik oszlopban van. A konstrukciébdl kévetkezéen e-nek nincs eleme
ezekben az oszlopokban, igy A(j, V) ezen oszlopai (sét komponenseinek ezen oszlopai
is) zértak B-ra nézve. Kovetkezésképpen minden w; A(j,V)-ben van. Az osz(w;)
oszlopokra vonatkozi jelenlegi informaciénk szerint A(j, V)-ben

PG, V) = wo (2,8) 4 wi = b(5, V) B wy = (3, V) (e, )™ w3 = (4, V)

az egyetlen lehetGség. Ez azonban ellentmondds, hiszen a konstrukcid alapjan
(5:(4, V), ce(5, V) nincs B-ban (valéjadban G -ban van).

Hae € V \ U, akkor az elézdekhez hasonldan ellenérizhetd, hogy (u,v) ¢
(gbe(a B AVE VA (@ B,7) = (p,be) VBV (e, )W), Tehat (4.1) teljesil
Jo

Tegyuk fel most hogy p,q € B, p # ¢ tovdbbra is ugyanabban az A(j,0) osztaly-
ban vannak, de az elézéekben feltett tovabbi megszoritasok nem teljesiilnek (azaz
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osz(p) = osz(q), illetve osz(p) vagy osz(g) oszthaté harommal). Valasszunk olyan
9, p" ¢, q" € B elemeket, hogy p,p’, p"” ugyanabban a sorban legyenek, ¢, ¢, ¢ szin-
tén ugyanabban (de lehet, hogy az el6z6t8l kiilénbdzd) sorban legyenek, az osz(p’),
osz(p"), osz(q'), osz(¢") szdmok egyike se legyen oszthaté hirommal, és [{osz(p'),
osz(p"), osz(q’), osz(q")} \ {osz(p), osz(q)}| = 4. Ekkor definidlhatjuk az

B B A A
».q = ( .7 \ fp',q’ v f ) A ( o V p” g V 9", g)

kifejezést. Annak ellendrzéséhez, hogy (4.1) teljestl erre a kifejezésre, tegyik fel,
hogy u # v € C és (u,v) € f2 (=, B,7). Ekkor

(wv) € BP)*OV (@, )V (9" & (%)
(u,v) € (p,p")4DV (p",¢d")EC v (¢", ). ()

(%)-bdl kévetkezik, hogy létezik egy legrovidebb olyan wo = u, ws; ..., wy = v sorozat
C-ben, hogy (w; — 1, w;) € (p,p' )4V (p,¢)E) v (¢, )4C) minden j-re. Ekkor
minden w; ugyanabban a Bj-ben van, és barmely két egymast kovetd w; killonbozo
oszlopban van. Ebbél kévetkezik, hogy (osz(u), 0sz(v)) € {(osz(p), osz(p')), (osz(p"),
os3(q"), (0s2(), 052(0)), (oszlp), 0s2(e"), (052(p), 0s2(a)), (052(+'), 0s2(e))}-

(**)-bdl hasonléan kapjuk, hogy (osz(u), osz(v)) € {(osz(p), osz(p")),(0sz(p"),
os2(g"), (0sa(g"), 0sa(q)), (osa(p), 0s2(g")), (0sa(p); os2(q), (0s2(s"), osa(a))}. A
kett6t Osszevetve (osz(u), osz(v)) = (osz(p), osz(g)). Tehdt w;-kre az egyetlen lehe-
t6ség Bi-ben

I)(A,O) /)(B,O)

wo = p(p,p w =p (g wy = ¢' (¢, ) ws = g,

és igy (u,v) € (p, ¢)BCY adédik.
Ezzel definidltuk fij-t minden olyan esetben, amikor p és ¢ ugyanabban az
A(0,U) osztélyban van. [CC96]-ra hivatkozva a bizonyitds hatralévé részében mel-

16zzik annak igazolasat, hogy fB -ra (4.1) teljestl.
Tekintstk az A(0, D) és az A(O U), dobozokat, ahol U € R*(D). A benniik 1évé

o(0) = ((ba, co), (B, i), (B, ) & e(U) = (bu o), (B ), (B, i)
c-élhdrmasok segitségével definidljuk az
fb@,cU =Y A (fb@,ba v Y \ fcb.,cU) A (fbg,b&" v Y \ c't",,cU)
és az
flf;,c{.] = y* A (féz,b@ \Y flﬁ,cU \Y c'i],cb)
kifejezéseket.
Tegytik fel most, hogy p € A(0,0) és ¢ € A(0,U), U € R*(D). (Az el6z8ekben

vizsgdlt lehet8ségek miatt természetesen a (p,q) = (bg,cv) és a (p,q) = (b}, cy)
esetek most ki vannak zarva.) Ekkor definidljuk az

B _ B B\ /
e ( pbg ¥ fbm,cU CU,Q) A ( LV fb' U Clzﬂq)
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kifejezést.

Végiil legyen p € A(0,U1) és ¢ € A(0,U3) , ahol Uy, U; € R*(D) kiilénbozd

halmazok, és legyen by, ¢y € A(0, ) ugyanaz, mint fent. Ekkor definidljuk az
zfq = szm vfb}i,q) A ( chm v ( c‘z,q)

kifejezést. Ezzel megadtuk minden p,q € B-re az (4.1)-et teljesitd ffq kifejezéseket,
s az 4llit4st bebizonyitottuk. ’ 0

4.3 A limesz konstrukcidja

4.12. DEFINICIO. Legyen u egy tetszdleges rendszam. Azt mondjuk, hogy az
A, = (A, E,,a,,Bu,v) (v < p) dobozok (a @), (A < v < ) kiterjesztési médok-
kal egylitt) egy irdnydtott dobozrendszert alkotnak, ha A < v < p esetén A, |s,, A,
tovdbbd kK < A < v < p esetén B, = ®,, 0 .. (A mdésodik feltételre gy
hivatkozunk, hogy a “kiterjesztési médok kompatibilisek”.) Egy irdnyitott doboz-
rendszerhez definialjuk a kovetkezoket: -

A:UAV, OfZUaua ﬂ:UﬁV: '7:U7V‘

v i vy v<uy v<u

Vélasszunk egy olyan F C U,«, F, halmazt, amelyre

EclU N B (4.3)

v<p <AL

Ekkor az A = (A, E, e, 8,7) struktirat az A, (v < i) dobozok limeszének nevezzik.

Dobozok limeszét csak akkor fogjuk hasznalni, ha p limeszrendszam. Megjegyez-
ziik, hogy a definiciéban szereplo A, E, o, B és v egyarant felszalld lancok egyesitése.

4.13. ALLITAS. 4 fent definidlt A limesz doboz. Léteznek a kanonikus ®,, kiter-
Jjesatési méodok gy, hogy A |s,, A, minden v < p esetén. S6t, A-t A,-vel jelolve
az A, (v < p+ 1) dobozok a @,y (v < X < p+ 1) kiterjesztési modokkal eqyiitt
irdnyitott dobozrendszert alkotnak.

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy A féldoboz. Rogzitsink egy v < p rendszamot, és
v < A < p esetén legyen @,5 = (T, {pi: ¢ € IL,n}), ahol I'y» osztalyait A, ;
(¢ € 1)) jeloli. A ®,.5-k kompatibilitdsa miatt feltehetjik, hogy I, C I, minden
A < k esetén, tovdbba ¢; és A,; ugyanazok : € I -ra, mint ¢ € I,.-ra. Legyen
I =1, = Usuln Ekkor Iy, = {A,;: 7 € I} egy particié A-n, és az ezek
segitségével definidlhaté W,, = (I'yy, {pi: 1 € [}) mdbdok” kompatibilisek az eredeti
iranyitott dobozrendszer minden ®,, kiterjesztési médjéval. ’
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Tehdt csak azt kell megmutatnunk, hogy ®,, tényleg kiterjesztés, mert ebbdl
mar kovetkezik, hogy A doboz. Mivel ay = User, Qu,i, ezért kapjuk, hogy o =
Uv<acn @ = User ou,i- Hasonldan jarhatunk el v esetében is.

Ha v < X < p, akkor az A | A, kiterjesztésre (e2) miatt az adédik, hogy

5A=(U BuiU |J )y | )u U e(e,i,j)) ) (4.4)

1€,y (e f)EFy (&) EGA (es5,5)EH A

Koénnyu észrevenni, hogy

F, = {(6, Z) e B, x L: (bei,CEi) - ﬁ)\},
Gy = {(e,7) € By X Lx: (bess o) € B} s
Hy = {(ei,5) € By % Lx % Lx: (beryce,) € Br)-

Mivel v < A < k < u esetén By C Bk, ezért kapjuk, hogy F) C Fi, G\ C Gy és
Hy C H,. Legyen F = U,cre Py, G = UU<,\<“ Gy és H = U,<<, Hx. Erre az
F-re, G-re és H-ra

:(Uﬂu,iu U §(e;) U U 8"(e;) U U 5(67i7j)) . (4.5)

il (ei)eF (ef)eG (ed.d)eH

Valéban, a ”C”-rész kénnyen megkaphatd, ha egyesitjik (4.4)-et minden megenge-
dett A-ra. Forditva, minden egyes 3, felso, alsé és kapcsold relacid, amely fellép a
jobb oldalon, kisebb, mint valamely 8\ C 3, ezért (4.5) teljesil. Sét, az Fi,G) és
H) halmazokra az (e2)-ben kirdtt feltételek implikaljék az F, G és H halmazokra vo-
natkozé megfeleld feltételeket, igy (e2) teljesil. (e3) és (e4) bizonyitdsit az olvaséra
bizzuk. O

4.14. ALLITAS. 4 4.12. Definicid jeloléseivel, ha az irdnyitott dobozrendszerben
minden A, (v < p) jo doboz, akkor az A limesz is j6 doboz.

Bizonyitds. Legyen B = (B,E, &, B,7) az A = A, doboz ¥ &ltali kiterjesztése. A
4.13. Allftasbdl kévetkezik, hogy A |s,, A, minden v < p esetén, s igy a tran-
zitivitds (azaz a 4.4 Alh’tés) szerint B az A, kiterjesztése ¥ o @,, altal. Legyen
U = (T,{p;:i€I},ahol T = {AD: ; € I} és A = A®). Jeldlje @ Quord(B)-
nek az {&, 3,7} halmaz 4ltal generélt teljes involdcié-részhaléjat. Legyen tovabba
AW = ,(A,).

Tegytk fel, hogy p,q € A killonbéz8 elemek. Ekkor létezik egy 1egk1sebb A ugy,
hogy p,q € A,. Azt allitjuk, hogy

(,)*® = I (»,9)*P €Q. (4.6)

Av<p

A 7 C7-rész kovetkezik az A, doboz josdgabodl és abbol, hogy a k1ter3esztesek médjai
kompatibilisek.
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A forditott tartalmazas beldtasdhoz tételezzik fel, hogy (u v) € B?\ A eleme
(4.6) jobb oldaldnak. Mivel (u v) € (p,q)“»B), ezért u és v Aj-nak ugyanab-
ban a példidnyédban vannak, s igy a kompatibilitds miatt ugyanabban az Al)-ben
vannak. Vélasszunk egy (elegendSen nagy) A < v < p rendszémot 1gy, hogy
{0i(p), ¢i(q), v, v} C AL teljesiilidn. Ekkor (u,v) € (p, q) ™) = (yi(p), vi(g)) 4
Kvetkeztében {u, v} = {:(p), wi(a)}. Tehdt (u,v) € (¢i(p), ¢:(a)) AP = (p, ) 42),
ami bizonyitja (4.6)-ot. O

4.4 Az indukcio

4.15. DEFINICIO. Egy A = (A, E, o, 8,7) dobozt tékéletesnek mondunk, ha A jé
doboz és |A| = |E|. Az m szamossagot kicsinek mondJuk ha Ro < m és nincs m-nél

kisebb elérhetetlen szdmossag.

A 4.8. Allités folytén L tokéletes doboz. Transzfinit indukciét alkalmazva megmu-
tatjuk, hogy minden m kis szdmossdgra 1étezik egy m szamossagu tokéletes doboz.
Ennek bizonyitédsédhoz azonban még ersebb indukcids feltételre van szikségink.

4.16. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az m kis szémossigra teljesil a H (m)
feltétel, ha

(i) minden egyes n < m kis szdmosségra létezik egy n szdmossigi tokéletes doboz,
és -

(i) barmely két n < k < m kis szdmossagra és birmely A = (A, E, «, B,7) tokéletes
dobozra, amelyre |A| = n, tovibba birmely E' C E halmazra, amelyre |E \
E'| = n, létezik egy k szdmossagi B tokéletes doboz tgy, hogy B az A egy
E'-6rz6 klterjesztese

Vildgos, hogy ha egy m szdmossag kicsi, akkor m™* is az. A 4.8 Allft4s szerint Lo
kielégiti (i)-t, (ii) pedig nyilvénvaléan igaz ra, ezért H(No) teljestl.

4.17. ALLITAS. Tegytk fel, hogy m egy kis szémossdg, és H(m) teljesil. FEkkor
H(m™) is teljesil.

Megjegyzés. Habar a [Cze96a]-ban definidlt dobozok kilonboznek az altalunk de-
finidltaktdl, mégis hasonl6 tulajdonsigokkal birnak: értelmezve van a dobozok ki-
terjesztése, a rakovetkezo és a limesz konstrukcidja, tovabbad a 4.4., 4.11., 4.14.
Allit4saink analégonjai is teljesiilnek. S&ét, Czédli bebizonyitja a 4.17. és a 4.18.
Allft4sok megfelelbit az ott szerepld dobozokra, és a bizonyitdsban nem hivatkozik
a_dobozok szerkezetére, csupan a fent emlitett allitasokra. Ezért a 4.17. és a 4.18.
Allftasok igazolssa a [Cze96a)-beliekkel azonos médon torténik. A teljesseg kedvéért
részletesen kozoljik a bizonyitasokat.
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Bizonyitds. Elegendd megmutatni, hogy H(m™) (ii) teljesiil n < m és k = m™ esetén.
Vegylink egy n szdmossdgi A = (A, E, o, 8,7) tékéletes dobozt (H(m) alapjan ilyen
doboz létezik), és egy E' C E részhalmazt, amelyre |E \ E'| = |E| = n. Szeretnénk
megkonstrudlni A-nak egy olyan E’-6rz8 B kiterjesztését, amelyre |[B| = m™. Mivel
n 4 n = n, tekinthatdé egy olyan E” halmaz, amelyre E' C E” C E és [E\ E| =
|E"\ E'| = n. H{m) alapjan létezik egy m szémossagi C = (C, E, &, 8,4 7) tokéletes
doboz, amely E"-6rz6 kiterjesztése A-nak. Jelolje rendre E' ill. E” az E' ill. E”
elhaimazok C-re vald klterJeszteset Ekkor m = [E] > |E\E| > |E"\ E| >
|[E"\ E'|- [C: A] = [A]-[C : A] = |C]| = m, azaz |E \ E'| = m. Tehét 1étezik egy
E = {&}uDUF felbontas ugy, hogy Ec F és |D| = |F| = m. Ezzel meghataroztuk
a C doboz egy B rakovetkezojét. A 4.10. All{t4s és a 4.9. Definicié alapjan B E'-8rz8
 kiterjesztése C-nek. Ezért a 4.4. Lemma szerint B E’-6rz0 kiterjesztése A-nak. O

4.18. ALLITAS. Tegytik fel, hogy k egy kis limeszszdmossdg (azaz k = m™* nem dll
fenn semmilyen m-re) és H(m) teljesil minden m < k-ra. Ekkor H(k) is teljesil.

Bizonyitds. Felteheto, hogy k > No. Mivel k kis szdmossag, vagy
(¥) 2™ > k valamely m < k-ra, vagy

(k) létezik szamossagok egy M halmaza 1gy, hogy |M| < k, m < k minden m € M
szémosségra, és sup{m: m € M} = k.

(*) esetén a bizonyitds hasonld a 4.17. Allitéséhoz; a kiilonbség mmdossze annyi,
hogy B-nek, mint C rékovetkezdjének konstrualasakor |R(D| = |D|* = m helyett
|R(D)| =& teljesuljon Ezért a tovdbbiakban a (%) esettel foglalkozunk.

Ismét elegendd (ii)-t egy specidlis esetre bizonyitani. Legyen A = (A, F, o, 3,7)
egy n szamossagu tokéletes doboz, ahol n < k, és legyen E' C E 4gy, hogy |E\ E'| =
|A| = n; H(n) alapjén ilyen A és E’ léteznek. Meg kell adnunk A-nak egy FE'-
orz6 kiterjesztését egy k szdmossigu tokéletes dobozza. Felteheto, hogy |M| < m
és n < m minden m € M-re, kilénben M helyett {m € M : m > |M|,m >
n} tekintheté. Nyilvdn az is feltehets, hogy n € M. Mivel szdmossagok minden
halmaza jblrendezett, ezért M = {m, : £ < p} alakd, ahol u egy limeszrendszdm,
lp| = |[M] < k, mg = n, és m¢ < m, minden £ < < p esetén. Az egységesség
kedvéért vezessuk be az m, = k jel6lést; ekkor m, = sup{m,: £ < p}.

Az eléz6 bizonyitdshoz hasonléan valasszunk egy E” halmazt dgy, hogy E' C
E" C Eés|E\E"| = |E"\E'| = n = my. Miveln = 2n-|u+1|, ezért valaszthatunk
egy olyan {X¢ : ¢ < pup U{Y: : € < p} particiét az E” \ E' halmazon, hogy
| Xe| = |Ye| = n minden € < u szdmossigra. Vezessiik be az

- B® E”(UXUUY)
n<é n<é
és a

n<é <€

EII (UX U Uy) =E(§)\Y(E) ,
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jeloléseket. Ekkor T®), E() C E” minden ¢ < pore, T = E' és minden £ < n < p-
re

E® 5 7@ 5 gl 5 7(0) és
lE(E) \ TE| = |TO\ EM| = |[EM \ TO| = n.

v szerinti indukciéval minden egyes v < p-re definidlni fogjuk az A, = (A¢, B, a,
Be,7e) (€ < v) tokéletes dobozok S, irdnyitott rendszerét, a kompatibilis ®¢, (£ <
n < v) kiterjesztési médokkal egyitt dgy, hogy |A¢| = me, Ae [a, Ao T 8128
kiterjesztés, valamint Sy C S,. Jelélje I(v) a most felsorolt, .5,-tol megkovetelt
tulajdonsdgok Osszességét.

Alljon S, egyetlen dobozbdl, A = A-bdl; ekkor I(0) nyilvanvald.

Tegyiik fel most, hogy — az I(v)-t kielégité6 — S,-t mar megkonstrualtuk; konst-
rusljuk meg S,41-et. Mivel A, |s,, Ao egy T™¥)-6rz6 kiterjesztés, ezért ki tudjuk
terjeszteni TW)-t és T V-et A, -re; jeldlje rendre T és T“+Y) a megfeleld kiter-
jesztéseket. Ekkor

> ]EV \ TV(V+1)| > ITI/(U) \T5u+1)|
= |T(J/) \ T(l/+1)|, . [Au . Ao] = lAOt . [AV . AO] _ |Ayl —m,.

my

Azaz |E, \ T = m,, s igy H(m,41) alapjén létezik egy m, 41 szdmossagl
Ay = (A,,+1,E,,+1,a1,+1, Bu+1,7v41) tokéletes doboz tgy, hogy A V1 | A, egy
T(“+1)-8r28 kiterjesztés. A 4.4. Allitas szerint ekkor A,y; T¢t1)-8rz8 kiterjesztése
Ao nak. Jeldlje @,,41 az A,41 | A, kiterjesztés mddjat, és legyen minden £ < v
esetén P¢ 41 = @V,;+1 o ®¢,. Ekkor S,-t az A,4y dobozzal és a ®¢ 1 (£ < v+1) ki-
terjesztési médokkal bévitve kapjuk az S, 41 irdnyitott rendszert. S,.41 nyilvanvaléan
kielégiti I(v + 1)-et.

Legyen most v (v < p) egy limeszrendszdm, és tegyiik fel, hogy minden £ < v-
re mar definidltuk Se-t, s az kielégiti I(£)-t. Vilagos, hogy az U§<,, Se egyesitéssel
ismét egy irdnyitott rendszert nyeriink; legyen B, = (B, E , Ay, ,8,,, 4,) ezen rendszer
limesze. (E,-t hamarosan definidljuk.) A 4.13. 4llit4s szerint B, lg,, A¢ gy, hogy
a ¥, (€ < v) kiterjesztési médok kompatibilisek a @¢, (£ < ¢ < V) k1ter3esztes1
médokkal. Minden ¢ < v-re A¢ | Ag egy T®)-8rz6 kiterjesztés, és E® c TO, igy
EW) kiterjeszthetd Ag-re; jeldlje Eé ) a kiterjesztést. £ < p < v esetén Eé v) - E!_(j’),

hiszen ®g, = ®¢, 0 Boe. Igy nyerjiik, hogy

U NE2U N eY=UEY.

€<y €<ey §<v <oy E<v
Tehat (4.3)l—nak megfeleléen F, = Ue<w Eg(,") valaszthaté, és igy B, E™)-6rzd kiter-
jesztése lesz Ap-nak. Mivel mg = |E¢| > |E{| = |E@|[A¢ : Ag] = |Ao| - [A¢ : Ao] =

|A¢| = me, kapjuk, hogy |E,| = sup{m, : ¢ < v} = |B,|. Tehst B, egy tokéletes
doboz, és E)-8rzé kiterjesztése Ag-nak. !
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A tovébbiakban két esetet kiilonbéztetiink meg. Tegyiik fel el8szor, hogy v < .
Mivel T®) C¢ E®™), ezért T® Kkiterjeszthetd B,-re. Jeldlje rendre T () 111, E () 7()
ill. E®) kiterjesztését B,-re. Ekkor

BT 2 [EP\NTP| = |EO\TY)|- [B, : 4] = |B,|.

Misrészt [B,| = sup{mg ¢ < v} <m,. Ezért H(m,) alkalmazhatd, és igy nyerjik
az m, szamossagi A, = (A, E,, o, f,,7,) tokéletes dobozt, melyre A, | B, egy
T (").8rz8 kiterjesztés. Ezéltal A, kiterjesztése Agnek (€ < v), a kiterjesztés mddja
e, = ¥o We,, tovabba a 4.4 Allit4s szerint A, T()-61z8 kiterjesztése Ap-nak. Sét,
{ < p < v esetén

Do 0Be,=(Tol,) 0 =T0 (¥, 08) =(Fole) =03,

- Ezzel I(v) igazolast nyert. '

Tegyiik fel most, hogy v = p. Ekkor |B,| = |B,| = sup{m¢: £ < pu} =k =m,.
Ezéltal nem kell (s6t, nem is szabad) alkalmaznunk H(m, )-t ahhoz, hogy kiterjessziik
B,-t A,-re. Tekintsik ugyanis egyszertien az A, := B, dobozt, valamint a Oy =
e, (€ < p) kiterjesztési médokat; igy I(¢) nyilvén teljesil.

I(u)-bél nyerjiik, hogy A, egy T = E'-8rzé kiterjesztése A = Ag-nak. Ezzel az
allitast bebizonyitottuk. - O

Végil a megszamlalhaté tokéletes doboz (azaz Lo) 1étezésébdl, valamint a 4.17.
és a 4.18. Allit4sokbél transzfinit indukciéval adédik, hogy H(m) teljesiil minden kis
szamossagra. A 4.7. Definicidhoz flizdtt megjegyzés ﬁgyelembevetelével a 4.1. Tétel
bizonyitasa teljes.



5. Fejezet

Projektiv geometridk és
haléazonossagok |

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy miként lehet projektiv geometriai tulajdon-
sdgokat hildazonossigokkd alakitani, és a héléazonossagok segitségével kovetkez-
tetni a geometriai tulajdonsidgok viszonyara.

A legismertebb projektiv geometriai motivaciéval rendelkez6 haléazonossédg Jons-
son [Jon53] Desargues-azonossaga, amely pontosan akkor teljesil egy projektiv ge-
ometria altérhéléjaban, ha a geometria Desargues-féle. Ezen kapcsolat mellett a
Desargues-azonossag szdmos algebrai alkalmazdssal bir; [Jon33]-ban pl. a norma-
losztéhaldk és a modularis hélék osztélyat valasztja el. Pélfy és Szabd [PS95b,
PS95a] szintén egy geoinetriailag motivalt azonossaggal kilonboztetik meg az Abel-
csoportok és a csoportok kongruenciavarietasat. . ‘

A korébbi nevezetes azonossagok ismertetése utan két 4j azonossagot adunk meg,
melyek a harmonikus pontnégyesek tételének, ill. a Papposz-tétel perspektiv valtoza-
‘t4nak haléelméleti megfelel6i. Az 5.5 szakaszban algebrai bizonyit4st adunk néhany
geometriai implikacidra.

Mivel a hdléazonossagokban viszonylag bonyolult kifejezések lépnek fel, ezért az
dttekinthetdség kedvéért ebben a fejezetben + jeloli a hild egyésités muveletét, a
metszetet pedig - vagy egyszeri egymésmelléiras.

5.1 Projektiv geometridk
5.1. DEFINICIO. Egy II = (A, E) pért projektiv siknak neveziink, ha E C P(A)
és teljestilnek a kovetkezo feltételek:

1) Minden a,b € A, a # b esetén 1étezik pontosan egy I € E, melyre a,b € 1.

2) Minden I,m € E, 1 # m esetén létezik pontosan egy a € A, melyre a € I, m.

3) E minden eleme legaldbb hiromelemd. /

54
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4) Létezik a, b, ¢ € A paronként kiilonbozd elemek gy, hogy a, b, ¢ € [ nem teljesiil
semmilyen [ € E-re.

A elemeit pontoknak, E elemeit egyeneseknek nevezziik, és veliik kapcsolatban a
geometridban hasznalt kifejezéseket (két egyenes metszéspontja, két ponton dtmend
egyenes, stb.) haszndljuk.

A definiciéban szerepls 3)-as és a 4)-es feltétel a kovetkezoképpen foglalhatd Sssze:

1étezik valédi négyszog, azaz négy olyan pont, hogy koziiliik semelyik hdrom nem
esik egy egyenesre.

Adott II = (A, E) projektiv sik esetén legyen

L:={@}U{{a}:a€A}UEU{A}.

L C P(A), és a masodik axiémabdl kivetkezik, hogy L lezarasi rendszer; jeldlje LI
az 4ltala generdlt teljes halét. LI'-t az (A, F) projektiv stk altérhaléjdnak nevezziik.
Nyilvanvalé bijekcid 1étesithetd a sik pontjai és az altérhilé atomjai, illetve a sik
egyenesei és az altérhalé dudlis atomjai kozott, tovabba egy a pontra és egy [ egye-
nesre ¢ € [ pontosan akkor teljestl, ha {a} < I. Ezt figyelembe véve a tovibbiakban
a projektiv sikokban is hasznélni fogjuk az a + b jelélést az a és a b ponton dtmend
egyenes, az [ - m = Im jelolést az | és az m egyenes metszéspontjdnak jeldlésére, ha
biztosak vagyunk abban, hogy a két pont, illetve a két egyenes kilonb6z6. Forditva,
egy alulrdl korldtos haléban az atomokat pontoknak, a ketto magassaga elemeket
egyeneseknek nevezzik, és hasznaljuk a geometridban megszokott kifejezéseket; ha
példaul A(l) = 2, h(a) =1 és a < I, akkor azt mondjuk, hogy az a pont rajta van az
! egyenesen.

Belathato, hogy egy L hald pontosan akkor izomorf egy projektiv sik altérhal6ja- -
val, ha komplementumos, moduléris, harom magassagd héald, és minden egyenesen
van legaldbb harom pont.

5.2. DEFINICIO. Egy I = (A, F) part projektiv geometridnak (vagy projektiv
térnek) neveziink, ha A legaldbb hdromelemi, E C P(A), és teljesiilnek a kovetkezd
feltételek:

ya

1) Miﬁden a,b € A, a # b esetén létezik pontosan egy I € F, melyre a,b € [.
2) Minden [ € E legaldbb haromelemdi.

3) Minden p,q,r,z,y € A és k,| € E esetén ha p,q,x € k és ¢q,r,y € I, akkor
létezik olyan z € A és m,n € E, hogy p,r,z € més z,y,z € n.

A projektiv sikhoz hasonléan itt is pontoknak ill. egyeneseknek nevezzik A ill. E
elemeit, és projektiv geometridkban is haszndljuk az ott emlitett fogalmakat. |

Egy X C A halmazt altérnek neveziink, ha tetszbleges z,y € X esetén z +y C
X. Egy projektiv geometria alterei teljes halét alkotnak, ezt nevezzilk a geometria
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altérhdléjdnak. Vildgos, hogy minden projektiv sik projektiv geometria, és a kétféle
médon definialt altérhalé megegyezik.

Belathaté, hogy egy L hilé pontosan akkor izomorf egy projektiv geometria altér-
héldjaval, ha direkt felbonthatatlan, moduléris, geometriai halé. S6t, minden modu-
l4ris geometriai halé felbomlik direkt felbonthatatlan, moduldris, geometriai halék
direkt szorzatéra, tovdbb4 minden komplementumos moduléris halé beagyazhaté
egy moduldris geometriai haléba gy, hogy a két halé azonossigelmélete megegyez-
zék. Tehdt a komplementumos moduléris hlék osztalydban hasonlé kovetkeztetések
vonhaték le, mint az altérhalék osztalydban. A moduldris halok osztélya viszont mar
tdl bé ehhez (1d. 5.24. Allits).

5.2 Zarodasi tételek és algebrai megfeleloik

A valés projektiv sik ill. tér nem minden tulajdonsaga kovetkezik az 5.1. ill. 5.2. De-
finfcidbeli axiémakbdl. Ilyenek a klasszikus zarédasi tételek, mint pl. a Desargues-
és a Papposz-tétel, amelyek bizonyos illeszkedési viszonyokbdl djabb illeszkedési vi-
szonyokra kovetkeztetnek. Ezek a ”tételek” az altalunk kévetett felépitéshben olyan
tulajdonsdgokkd valnak, amelyek bizonyos projektiv geometridkban teljesiilnek, ma-
sokban nem. A hagyomanynak megfeleloen azonban idonként tételeknek mondjuk
ezeket, és gy fogalmazunk, hogy pl. egy sikon teljesil a Desargues-tétel, vagy a sik
Desargues-féle. Az alabbiakban felsoroljuk a legfontosabb zarédasi tételeket.

Az (A, E) projektiv sfkban valédi hdromszégnek neveziink egy a = (ao, a1,a2) €
A? ponthdrmast, ha a hdrom pont paronként kiilonbozé. Az ag,ai, a; pontokat a
haromszog csucsainak, az ag + a1, az ag+ do, és az ay + ag egyeneseket a haromszog
oldalainak nevezzik. Tegyik fel, hogy az a és a b haromszdg csicsai és oldalai
péronként kulonbozoek. Azt mondjuk, hogy az ¢ és a b haromszog kozéppontosan
perspektiv, ha az ap + bo, az a1 + by és az a, + by egyenesek egy pontban metszik
egymast. Az (ag+do)(a1+b1) pontot a perspektivitis kdzéppontjanak nevezzik. Azt
mondjuk hogy az a és a b haromszdg tengelyesen perspektiv, ha az (ag+ a1)(bo+b1),
az (ao + a2)(bo + b2) és az (ay + a3)(by + b2) pontok egy egyenesre illeszkednek. Az
(ao+a1)(bo+b1)+ (a0 +asz)(bo + b2) egyenest a perspektivitds tengelyének nevezzik.

DESARGUES-TETEL. Ha az 4 és a b valédi hiromszog kozéppontosan perspektiv,
akkor tengelyesen is perspektiv.

MOUFANG-TETEL. Ha a Desargues-tételhez hozzévesszik azt a feltételt, hogy a
kozéppont illeszkedik a tengelyre, akkor a kis Desargues-tételt, mas néven Moufang—
tételt kapjuk (1d. [Pic753], 86. oldal).

PAPPOSZ-TETEL. Adott két kiilonbozd egyenes, a és b, valamint hat kilénbozo
pOIlt, Qo, a1, a27b03b_17b27 melyekre Qg, 1, Q2 S a, b07b17b2 S by és a; 7£ ab # bﬁ
(¢ =10,1,2). Ekkor a (paronként kiilénbozd)

/

(@0 + b1)(a1+ o), (ao+d2)(az+bo) és (ay + b2)(az + bo)

i
{
e
\
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pontok egy egyenesre esnek.

Teljes négyszognek nevezink egy (a1, aq,as, as) valéddi négyszdget az a;a; (1 #
7) egyenesekkel egyltt. Ez utébbiakat a négyszdg oldalainak nevezzik. Az a; +
a; és az ap + a; oldalak szemkoztesek, ha |{s,7,k,(}| = 4. A szemkoztes oldalak
metszéspontjait a teljes négyszog atléspontjainak nevezzik.

FANO-TULAJDONSAG. Egy geometridt Fano-geometridnak neveziink, ha min-
den teljes négyszog harom &atléspontja kollinedris. Ha egy geometriaban a Fano-
tulajdonsdg maximaélisan séril, azaz egyetlen teljes négyszog atléspontjai sem kolli-
neérisak, akkor azt anti Fano-geometridnak nevezzik.!

Ismert, hogy a valds projektiv sikon egy harmonikus pontnégyes harom pontja
egyértelmien meghatdrozza a negyediket, sot, az egyszertien szerkeszthets (1d. pl.
[Pic75]). Ezen szerkesztés egyértelmiiségét alhtJa harmonikus pontnegyesek tétele,
mésképpen a teljes négyoldal tétel.

HARMONIKUS PONTNEGYESEK TETELE. Tetszbleges [ egyenesre és a,b, ¢, p,
¢,p', ¢’ pontokra, valahdnyszor a,b,c < 1, a # ¢, p,q,p',¢ £ L, p# ¢, 0 # ¢ és
b < p+q,p + ¢; mindannyiszor (r + s)(r' + ') < I, ahol s = (a + p)(c + q),r =
(@ +g)(c+p),s' = (a+p)ct ) =(a+¢)(ct+p)

Azon geometridkat, ahol ez a tétel teljesiil, harmonikus geometridknak nevezziik.

PERSPEKTIV PAPPOSZ-TETEL (Kerékjarté [Ker63)). Legyen a és b két kiilén-
boz egyenes, és legyenek ag, a1, as, ill. by, by, by az ab ponttdl és egymastol paronként
kilénbo6z6 pontok az a ill. b egyenesen. Ha az ag+bo, az a1 +by és az as+ b, egyenesek
egy ko6zds ponton haladnak at, akkor az (ap + b1)(a1 + bo), az (ao + b2)(as + bo) és
az (a1 + b2)(az + b1) pontok kollinedrisak.

A felsorolt tételeket, ill. tulajdonsigokat réviden a megfelelé név nagy kezddbe-
ttjével jeldljiik (az anti Fano-tulajdonsdgot pedig AF-fel). Koztik az aldbbi Sssze-
fiiggések allnak fenn.

o P=—>D - ez az un. Hessemberg-tétel.
« D=M

e M=—H

o '—>H .

o AF&H=—M #

o H—>(F vagy AF).

A szakirodalom nem egységes az elnevezésekben, Pickert [Pic75] éppen a forditott széhaszna-
lattal él.
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A véges esetben ezen felill P <= D <= M <= H is teljesill. A blzonyltasokat lasd
pl. Pickert [Pic75].

Mivel a zarédasi tételek szamos feltételt tartalmaznak arra vonatkozéan, hogy a
fellépd pontok és egyenesek nem egyeznek meg, ill. bizonyos illeszkedési viszonyok
nem &llnak fenn, ezért a fentiekhez hasonlé implikacidk vizsgélata szévevényes eset-
szétvéalasztashoz vezethet. Seidenberg [Sei76] ramutat, hogy ennek kovetkeztében a
Hessenberg-tétel tobb hidnyos bizonyitasa is napvilagot latott. Ezért is lehet igen
hasznos a geometriai tulajdonségok 4tfogalmazésa az algebra nyelvére.

Az algebrai médszerek kozil els6sorban a projektiv geometridk koordinataza-
sét kell megemliteni. JOl ismert, hogy egy projektiv geometria pontosan akkor
Desargues-féle, ha altérhaléja izomorf egy D ferdetest feletti m dimenzids V(D,m)
vektortér L(D,m) altérhiléjaval, azaz a geometria koordindzhaté a D ferdetest fe-
lett. Ha a Desargues-tétel mellett még a Fano-tulajdonség is teljesil, akkor D
2-karakterisztikdjd. A Papposz-geometridk test felett, a Moufang-sikok pedig alter-
nativ ferdetest felett koordinatdzhatdak. Alternativ ferdetesten egy olyan kétmive-
letes algebrai struktirat értiink, amely a szorzas asszociativitasa kivételével teljesiti
a ferdetestekre kirétt axiémakat; az asszociativitds helyett a gyengébb

(ba)a=b-a* és afab)=a®-b

azonossdgokat koveteljik meg. Mivel létezik nemkommutativ ferdetest (kvaterni-
6k), ill. nemasszociativ alternativ ferdetest (Cayley-szdmok), maris kapjuk, hogy a
P=—=-D=-M implikacick nem fordithatéak meg. Nem ismert viszont, hogy létezik-e
(szlikségszeriien Fano-tulajdonsdgid) harmonikus sik, amely nem Moufang-féle.

A koordinatazaskor konstrualt gyirt mellett fontos kiséréstruktiira a kollinedci-
bcsoport, amely f6leg a véges esetben nydjt hasznos segfitséget (Gleason [Gle56]). A
kovetkezOkben azonban a projektiv geometridk altérhaldi jatsszak a foszerepet. A
szakasz elején felsorolt minden egyes T z4rédasi tételhez megadunk egy )\T halbazo-
nossagot, amelyre

II |= T = |= AT

teljesul minden II projektiv sik ill. geometria esetén.

A Desargues-azonossig (Jénsson [Jon33,Jon54]):

Ap i (@0 + bo)(ar + b1)(as + b2) < ao(ar + ¢) + bo(b1 + ¢),
ahol ¢ = (ag + a1)(bo + b1)[(ao + az2)(bo + b2) + (a1 + b1)(az + b2)].
Ebbél kénnyen adédik a Moufang-azonossdg (Wille [Wil73]):

AM : [(ao+ a3)(bo + bs) + (a1 + b1)(az + 52)](%\4- bo)(@1 + by )(az + by) <
ao(a1 + ¢) + bo(b1 +¢), ahol ¢ ugyanaz, mint Ap-ben

Nem megleps, hogy a Fano-azonossag a legrovidebb (1d. Wille [Wil69)):

y

AF: (a+b)(c+d)<(a+c)(b+d)+(a+d)(b+c).
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A fenti hdrom azonossig minden projektiv geometridban miikédik. Hasonlé
Papposz-azonossig nem létezhet (1d. Day [Day81]), a projektiv sikok esetére azonban
megadhaté Papposz-azonossig. Ehhez sziikséges a kovetkezo definicid.

5;3. DEFINfCI(’)v. (1d. Day [Day83]) Legyen L egy moduldris hald, (ao, a1, bo,b1) €
LA ‘
a) (o, @1, bo, by )-et egyenesparnak neveziink, ha
ao(bo +‘b1) = a1(bo + b1) = bo(ao + a1) = bi(ao + @1).
Jeldlje LP(ao,ai,bo,bl) azt a tényt, hogy (ao,a1,bo,b1) egyenespdr, és legyen
Ocp = ao(bo + b1).
b) (a0, a1, b0, b1)-et erds egyenesparnak nevezzik, ha egyenespar és ao + bo + by =

a1+ bo+ b1 = bo + a0 + a1 = by + ao + az. Jelolés: SLP(aq, a1, bo, b1).

¢) (ao, a1, bo, b1)-et 3-gyémantnak nevezzik, ha erés egyenespar, tovabba aca; =
bob]_ = OSLP- Jelolés D(ag, a, bo, b]_)

Day [Day81] Papposz-azonosséga a kovetkezo:

: /\p . (LP(GO,CL]_,bQ,b]_)&CLZ S ay +a0&bz S bo-l— b]_) — [ S r,
ahol - I = (ao + b1)(a1 + bo)(az + bo + 1) (b2 + ao + a1),
r = (ao + by)(az + bo) + (a1 + b)(az + bo)-
Az 5.3 szakaszban 14tni fogjuk, hogy az egyenespar konfiguricié projektivitdsa alap-
jan hogyanirhaté Ap valédi azonossidgga. Ha Ap-ben az egyenespar konfiguraciét ki-
cseréljik a 3-gyémadnt konfiguracidra, akkor kapjuk a gyémant Papposz-azonossagot,

App-t. Mig a Ap azonossag kizardlag projektiv sikok esetén jellemzi a geometria Pap-
poszi tulajdonsdgat, addig a gyengébb App hirom és négy dimenzidban is mukddik.

5.3 A harmonikus azonossag

[Tak96b] alapjan megadjuk a harmonikus pontnégyesek tételének haléelméleti meg-
felelojét, a harmonikus azonossagot.

5.4. DEFINICIO. Egy L modularis haldt harmonikusnak nevezunk, ha tetszoleges
a,b,e,p,q,p,q € L elemekre, b<a+e¢,p+q,p + ¢ esetén

b< a+(r+3)(r”¢ ), (5.1)

ahol s = (a +p)(c+q),r=(a+q)(c+p),s =(a+P)(ct+¢)r"=(a+d)c+P)
Maésképpen fogalmazva: Az L hélé harmonikus, ha teljesil benne az

(e+ )P+ @ +¢) < a+(r+s)(r +5) (5.2)

azonossag.
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5.5. TETEL. Egy I projektiv geometria pontosan akkor harmonikus, ha altérhdldja
harmonikus.

Bizonyttds. Kénnyen lathaté, hogy ha a IT projektiv geometria L = LY altérhiléja
_harmonikus, akkor IT is harmonikus.
A forditott irdny1 implikacié igazoldsdhoz néhany lemmara van sziikséglink, ame-
lyek segitségével kezelhetéek lesznek az elfajulé esetek. A bizonyitdsokban = (*-'l:)
jeldli azt, hogy egy két hdldkifejezés a modularitds (disztributivitas) kévetkeztében

egyenlo.
5.6. LEMMA. Ha L moduldris hdld és {a,c,p,q} C L nem antilanc, akkor

(a+c)pt+q)<r+s. (5.3)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy {a,c,p, q} nem antildnc. Az a—c, p—q és (a,¢)—(p,q)
szimmetridnak koszonhetoen elegend6 két eset ellendrzése.
1)Haa < ¢, akkor r+s = (a+q)(c+p)+(a+p)(c+q) = a+q(c+p)+a+p(c+q) =
q(ctp)+p(ctq) = (c+p)(g+(c+9)p) = (c+p)(g+p)(c+q) = c(p+9) = (a+c)(p+9)-
2) Ha g < a, akkor r+s = (a+q)(c+p)+(a+p)(ctq) = gt+a(ctp)+(atpletg=
(c+p)a+c)a+p)+a2(a+ecpt+q=(atc)(p+a) =

5.7. DEFINICIO. Az z = (%o, 1,22, 73) € L* pontnégyest teljes sikbeli pontné-
gyesnek hivjuk, ha mindegyik komponense pont, azaz atom, semelyik harom pont
nem kollinearis, azaz ¢, < x; + ¢; nem teljesiilhet, ha I{z, ],k}| = 3, végil pedlg
20,21, T2, T3 komplanarlsak azaz ) ; T; = ) ;»; T; minden j-Te.

5.8. LEMMA. Ha L egy II projektiv geometria altérhdldja, (a,c,p,q) € L* nem teljes
sikbeli pontnégyes, tovdbba az a,c,p,q elemek mindegyike pont vagy 0, akkor

(a+c)(p+q)<r+s. ,(5'4)

Bizonyitds. A 5.6. Lemma folytdn elegend6 azzal az esettel foglalkozni, amikor
a, ¢, p, g kiilonb6z8 pontok. L magassigfiiggvényét h-val jeldlve h({a + ¢)(p + ¢)) +
hla+c+p+qg)=hlat+c)+h(p+q)=2+2=4.

Ha h(a + ¢+ p+ q) = 4, akkor A((a + ¢)(p+ ¢q)) = 0, igy (5.4) biztosan teljesil.
Tehét feltehetd, hogy (a,c,p,q) sikbeli négyszdg, {gy hirom pont kollinedris. A
szimmetria alapjan elegendd az a,c,p < [ esettel foglalkozni, ahol [ egy egyenes.
Ekkor r+s=(a+q)l+1(c+q)és(a+c)(p+q)=1p+q). Ha ¢ <1, akkor (5.4)
mindkét oldala /, migha ¢ £ [, akkor r + s =a+c=12p=(a+c)(p+q). 0

5.9. LEMMA. (Gréatzer és Lakser [GL73], 1d. még Gratzer [Gra78), 207 o.) Legyenek
D, q tetszdleges hdlokifejezések, és tegqyik fel, hogy p-ben minden vdltozé pontosan
egyszer fordul eld. Ha p < q teljestl egy projektiv geometria alterhalomak legfeljebb
egy magassdgy elemeire, akkor minden elemére teljesul.
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Az 5.5. Tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy a Il projektiv geometria harmonikus,
és a,¢,p,¢,9,¢ € L. Az 5.9. Lemma szerint (5.2) igazoldsakor feltehets, hogy
a,c,p,q,p, ¢ mindegyike atom vagy 0. Legyen b= (a + ¢)(p+ q)(p' + ¢').

1. eset: Ha sem (a,¢,p,q) sem (a,¢,p',¢’) nem teljes sikbeli pontnégyes, akkor
a 5.8. Lemma szerint (a +c)(p+q) <r+sés(a+c)(p +¢) <r' + ¢, igy (5.2)
teljesul.

2. eset: Ha (a,c,p,q) és (a,c,p',q') is teljes sikbeli pontnégyes, akkor (5.2) telje-
sil, mivel a geometria harmonikus.

3. eset: Ha (a,¢,p,¢) teljes sikbeli pontnégyes, de (a,¢,p, ¢) nem, akkor (a +
c)(p' + ¢') egy pont. Kovetkezésképpen b vagy egy pont, vagy 0. Mivel (5.2) trivia-
lisan teljestil a b = 0 esetben, ezért feltehetd, hogy a; b, ¢, harom kilénb6zo pont az
| = a + ¢ egyenesen. ‘

Ha b = q akkor r+s = (a+b)(c+p)+(a+p)(c+b) 2 (a+d)ct+a(c+b) =ct+a =1,
sigya+ (r+s)(r'+5)2a+1(r'+s)=1>b, mert [(r' + ') egy a-tdl kiilonboz6
pont az [ egyenesen. A b = p eset hasonld.

"Ha b # p és b # ¢, akkor p és g kiilonboz6 pontok, mert b < p + g. Tehdt vagy
p,q <1 vagy p,q £ I, de a masodik esetben (a, ¢, p, q) egy teljes sikbeli pontnégyes
lenne. fgy tehdt a,¢,p,q < lésa+c=p+gq Hac# pésa=#gq, akkor r = |,
kiilonben s = [, s {gy r+s = I. Tehdt ismét a+ (r+s)(r'+s') = a+{(r'+s') =1 > b.
a

5.4 A perspektiv Papposz-azonossag

A perspektiv Papposz-tétel haldelméleti atfogalmazasa a kovetkezo:

5.10. LEMMA. Egy Il projektiv sik pontosan akkor perspektiv Papposzi, ha tetszé-
leges a,b,c,z,y € LT egyenesekre ac < b esetén teljesil a B <J egyenldtlenséy,
ahol

(az + cy)(ay + cz)(bz + ay + cy)(by + az + cz), (5.5)
= (az 4+ by)(ay + bz) + (cz + by)(cy + bz). (5.6)

B
J

Bizonyitds. Az elegendoség kovetkezik az ¢ = xzo + yo, b = 21 + y1, ¢ = Z2 + Y,
Z =29+ 1+ 22 s ¥ = Yo + y1 + Y2 egyenesekre felirt B < J egyenlotlenséghdl. A
szikségesség belatasahoz tegyik fel, hogy II egy perspektiv Papposzi sik, és legyenek
a,b,c,z,y € L' olyan egyenesek, hogy ac < b. Ha |[{a,b,c,z,y}| =5, zy £ a,b,c és
abe £ z,y, akkor alkalmazhaté perspektiv Papposz-tétel II azon pontjaira, amelyek
LY oz, bz, cz és ay, by, cy elemeinek felelnek meg, és mivel (bz + ay + cy) = (by +
az + cz) =1, a B < J egyenlétlenség teljesiil.
Ha a fenti feltételek valamelyike nem teljesiil, akkor B < J a sik perspektiv Papposzi
tulajdonsaganak felhasznaldsa nélkil is levezetheto. ,

1) Ha z =y, akkor B = (az + cz)(bz +az +cz) =az + cz < ax + bz + cz = J.
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2) Ha a = ¢, akkor ¢ = ac < b, és ¢ < b akkor is teljesiil ha b = c¢. Ekkor

= (az + cy)(ay + cx)(bz + ay + cy)(by + az + cz) = (az + cy)(ay + cz) <
(az + by)(ay + bz) < (az + by)(ay + bz) + (cz + by)(cy + bz) = J.

Az a —b— ¢ és x — y szimmetridnak koszonhetéen a tovdbbiak sordn feltehetjik,
hogy |{a,b,c}| =3 és |{z,y}| = 2, s igy abc és zy pontok.

3) Ha abc = zy, vagyis az ot egyenes egy ponton halad 4t, akkor az + cy = abezy
vagy ay + cx = abczy, ezért abezy az a, b, ¢, z,y elemek 4ltal generalt halé legkisebb
eleme, tehit B = abczy < J. )

4) Ha a = z és abc # zy, akkor J =z = B.

5) Ha b = z és abc # zy, akkor B=acx <z =J.

Ismét felhasznélva a szimmetrit feltehetjik, hogy |{a, b,¢, z,y}| =5 és abc # x

6) Ha abc < z, akkor B = J = abc.

7) Ha zy < a, akkor B = 2y, mig J egy zy-t tartalmazd egyenes, igy B < J.

8) Ha zy < b és abc # zy, akkor B =0, s igy B < J.

Ezzel megvizsgaltunk minden elfajulé esetet, s a lemmat igazoltuk. o

Felvet6dik a kérdés, vajon igaz marad-e lemma, ha nem kéveteljik meg, hogy
a,b, ¢,z és y egyenesek legyenek. A valasz igenl6:

5.11. ALLITAS. Egy I1 projektiv sik pontosan akkor perspektiv Papposzi, ha az

ac<b=B<J (5.7)

azonossdg teljesil LM-ben.

Bar (5.7) formailag csak egy Horn-formula, de igazi azonossaggd valik, ha b he-
lyére b + ac-t helyettesitiink. Tehét jogosan nevezziik (5.7)-t azonossdgnak. A
bizonyitas igen hosszadalmas, koriilbelil harminc degeneralt esetet kell ellenorizni.
Misfelsl a [7]-ben leirt algoritmus segitségével kénnyen ellendrizhets, hogy (5.7)
nem teljesi]l minden részmodulushaldban, tehdt a Desargues-azonossagbol nem ké-
vetkezik (5.7). Ezért az 5.11. Allitss bizonyitasat nem részletezzik. A fejezet elején
megfogalmazott céljainknak megfeleléen inkdbb egy gyengébb azonossigot adunk
meg, amely szintén jellemzi a perspektiv Papposzi projektiv sikokat, és bizonyitasa
is révidebb,

A Papposz-azonossagban hasznalt egyenespar—konﬁguracm segitségével a negy
altalanos helyzeti pont” feltétel "becsempészhetd” egy azonossigba. Nekink épp
ezen konfiguracié dualisara van szikségiink.

5.12. DEFINICIO. Legyen L egy moduléris hals. Egy (ao, a1, bo, bl) € L* négyest
dudlis egyenesparnak nevezzik, ha

ao + bob1 = ay + boby = bo + aoar = b1 + aoas.

Mivel ez a definicié az egyenespar definicidjanak duélisa, ezért az egyenespéar
konfiguraciéra vonatkozé [Day81]-beli lemmak dualizdldsdval kapjuk az 5. 13 -5.17.
Lemmakat.
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5.13. LEMMA. A dudlis egyenespdr projektiv konfigurdcié a moduldris hdlok osztd-
lydban, azaz léteznek olyan do,dy, e, €1 négyvdltozés hdldkifejezések, hogy

— tetszbleges helyettesités mellett (dp, dy, eo, e1) dudlis egyenespdr;

~ Ha (ag,ay, bo, b1) dudlis eqgyenespdr akkor, : = 0,1 esetén

a; = d.i(ao, ai, bO: bl) és bz = ei(a07 ay, bO) bl)

Megfelelo halékifejezések pl.
di=z;+q és e, =y;+q (1=0,1), (5.8)

ahol ¢ = zo(yo + 1) + z1(¥0 + ¥1) + Yo(2o + 21) + y1 (20 + 21).

Ha, (ao, a1, bo, b1) dudlis egyenespdr, azt igy jeloljik: LP%(ao, a1, bo,b1). Az ao+
boby = a1+boby = bo+aga; = by+aoas kifejezések kozos értékét 1; pa jeloli. Ez utdbbi
jelolést az motivalja, hogy az ag, a1, bo, b, elemek altal generalt hald legnagyobb eleme
1LPd .

5.14. LEMMA. Ha L moduldris hdlé és LP%(ao, ay, bo, by), akkor tetszéleges 1, j,k €
{0,1} elemekre:

A) a; = a;a; + a;bi.

B) b, = bJ)J + baz.

O) lppa = a; + b;.

D) [a;, bj,b;] €s [ai, a;,bx] disztributiv részhdldk L-ben.

5.15. DEFINICIO. Az (a0, a1, b0, 1) dudlis egyenespreirt elfajulénak mondjuk, ha
{ag,ay, by, by} nem antilénc.

5.16. LEMMA. Egy moduldris hdld dudlis egyenespdrja pontosan akkor elfajulo, ha
ag osszehasonlithato ayi-gyel, vagy by 0sszehasonlithato by-gyel.

5.17. LEMMA. Ha L egy projektiv sik altérhdldja, akkor az (ao, a1, bo,b1) € L* dudlis
egyenespdr pontosan akkor nem elfajuld, ha ag,ay, by, by pdronként kilonbozd egye-
nesek, és semelyik hdromnak nincs kéz6s pontja. Ebben az esetben (aobg, aobi, arbo, -
a1b1) négy dltalinos helyzetd pont.

Mindezek ismeretében mar meg tudunk konstrudlni egy, (5.7)-nél gyengébb pers- |
pektiv Papposz-azonossagot, és viszonylag roviden tudjuk igazolni, hogy ez is tikrozi
a perspektiv Papposzi sikok tulajdonsdgét.

5.18. DEFINICIO. Egy L modularis halét perspektiv Papposzinak nevezink, ha
tetszlleges z,y,@a,b,¢c € L elemekre, melyekre LP%(z,y,a,c) és ac < b,a B < J
egyenlStlenség teljesil az (5.5) és (5.6) egyenletekben definidlt

B = (az+ cy)(ay + cz)(bx + ay + cy)(by + az + cz), és

J = (az + by)(ay + bz) + (cz + by){cy + bz).

kifejezésekkel.
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Megjegyzés. Az
(LP*(z,y,a,c)&ac<b)=>B<J (5.9)

-Horn-formula ekvivalens egy azonossiggal. Valéban, helyettesitsik az z,y, a,c val-
tozékat a B < J egyenlStlenségben rendre a (5.8)-beli do, dy, eg, e1 kifejezésekkel,
majd helyettesitsiink b helyébe b+ eger-et; ekkor az LP-konfiguracié projektiv volta
miatt egy (5.9)-cel ekvivalens azonossaghoz jutunk.

5.19. LEMMA. Ha L moduldris hdld és (z,y,a,c) € L* egy elfajuld dudlis egyenes-
pdr, akkor tetszbleges ac < b esetén teljesil a B < J egyenlétlenség.

Bzzonyzta,s. Az 5.16. Lemma és a szimmetria folytan két lehetoség allhat fenn:

A) Ha a < ¢, akkor B = (az+cy)(ay+cz)(bz+cy)(by+cz) < (bz+cy)(by+cz) <
(az + by)(ay + bz) + (bz + cy)(by + cz) = J.

B) Ha z < y, akkor B = (az + cy)(ay + cz)(bz + ay + cy)(by + az + cx)
y(az + c)y(a + cz)(bz + ay + cy)(by + az + cx) < y(az + ¢)(a + cz) £ y(az + acz +
ca+cz) £ ylaz + acz + ac+ z(cz + acz + ac)] < ylaz + bz + ab+ y(cx + bz + be))
y(az + bz + ab) + y(ez + bz + bc) 2 y(az + (bz + a)b) + y(cz + (bx + )b)
y(az +b)(bz + a) + y(cz + b)(bz + ) Z (az + by)(bz + ay) + (cz + by) (bz + cy) =
a0 .

Ik

k. [ERIE:

5.20. TETEL. Egy 11 projektiv sikon pontosan akkor teljestul a perspektiv Papposz-
tétel, ha a stk L™ altérhdldja kielégiti (5.9)-t.

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy a feltétel sziikséges. Az elegenddség igazoldsahoz te-
gyuk fel, hogy a Il projektiv sikon teljesiil a perspektiv Papposz-tétel, és z,y,a, b, c €
L™ olyan pontok, hogy LP%(z,y,a,c) és ac < b. Az 5.19. Lemma alapjén feltehetd,
hogy az (z,y,a,c) egyenespar nem elfajulé. Az 5.17. Lemma folytan ag,as, bo, b1
négy kiilonbdzo egyenes, és semelyik hdrom nem konkurens.

Ha b egy a-tdl és c-tdl kilénbdzd egyenes, akkor a perspektiv Papposz-tétel fel-
hasznélasaval kapjuk, hogy J < B. A fennmaradé esetek a kovetkezoek

Ayb=1
B)b=uavagy b=c
C)b=ac

Kénnyen kiszamithatd, hogy az A) esetben J = 1, a C) esetben pedig B = 0, igy
B < J nyilvén teljesiil. A B) esetet pedig mér ellenériztiik az 5.10. Tételben. O

5.5 Implikaciék

Az eddigiekben megadott haldazonossdgok birtokaban a haldelmélet eszkozeit al-
kalmazhatjuk projektiv geometriai Gsszefiiggések bizonyitdsdra. A moduldris hildk
kérében valé szamolés t-hat véltozd esetén azonban maér igen komplikaltta vélhat,
s raadasul nem is biztos, hogy az egymast implikalé geometriai tételeknek fnegfelel&
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héléazonossdgok implikaljak egymdst a moduldris h4lok kérében is. Gyakran cél-
szeriibb egy szikebb osztilyban, mint példdul a komplementumos modularis halék
osztalydban szdmolni.

Az aldbbiakban hirom implikaciét vizsgalunk.

5.21. ALLITAS. A harmonikus azonossdg kovetkezik a Fano-azonossdghsl a modu-

ldris hdldk osztalydban

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az L hiléban teljesil Ar, és legyenek a, ¢, p, q,p',¢ € L.

Ekkor ‘ :

(@a+a)p+ g’ +d)=(a+c)lp+9) - (a+c)p'+q) <

(lat+p)ct+ g+ (atg)ctp) ((a+p)ctq)+(a+d)(c+p)) <
a+((a+p)(ct+q)+(a+g)(c+p) (a+p)c+ )+ (a+d)c+P)),

tehat L harmonikus. m

Egy L hélot linedrisnak neveziink, ha létezik egy Ahalmaz és egy ¢ : L — Eq(A)
bedgyazas gy, hogy o(z) + o(y) = (z) o (y) teljesiil minden z,y € L esetén.

X

5.1. ABRA

5.22. ALLITAS. A harmonikus azonossdg teljesul minden linedris hdléban.

>
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Bizonyitds. Legyen L egy linedris hdlé. Az egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy
L CEq(A), s L elemei egymassal felcserélhetd ekvivalencidk. Legyenek a,c¢,p,q,p’, ¢’
€ L tetszSleges ekvivalencidk, és tegyik fel, hogy (m,n) € (a+¢)(p+¢)(p' +¢') (Id.
5.1. 4bra). Ez azt jelenti, hogy léteznek olyan z,y, v elemek, hogy (m, z) € p, (z,n) €
g, (m,y) € p',(y,n) € ¢,(m,v) € a,(v,n) € c. Mivel aoc = coa, ezért taldlhatd egy
olyan w elem, hogy (m,w) € ¢,(w,n) € a. De ekkor (v,z) € s,(z,w) € r,(v,y) €
s’ (y,w) € r', vagyis (v,w) € (s +7)(s' + 7). Ezért (m,n) € ao(r+s)(r' +s')oa,
s igy a linearitds miatt (m,n) € ao (r+ s)(r' +s') = a + (r + s)(' + &'). Ezzel
beldttuk, hogy (a + ¢)(p+ ¢)(p' + ¢') C a+ (r + s)(r' + §'), vagyis L-ben teljesil a
harmonikus azonossag. O

Jénsson [Jonb4] szerint a komplementumos moduléris hilék kérében a Desargues-

azonossag ekvivalens a linearitdssal, igy kapjuk a kovetkezot:

5.23. KOVETKEZMENY. A harmonikus azonossdg kivetkezik a Desargues azonos-
sdghdl a komplementumos modulams hdldk korében.

Day [Day80] (ld. még Herrmann [Her93], 7. szakasz probléméi) felveti a kér-
dést, hogy vajon minden Papposzi, ill. minden gyémant-Papposzi modularis hald
Desargues-féle. A kérdés maésodik felére a véilasz negativ.

5.24. ALLITAS. A Desarques-azonossdg nem kévetkezik a App azonossdgbdl a mo-
duldris hdlok korében. :

Bizonyitds. Legyen L egy olyan hald, amelyet két Papposzi projektiv sik altérhdlédja-
nak, Li-nek és Ly-nek "rossz” Hall-Dilworth-ragasztasdval kapunk (1d. 5.2. dbra, ilL
Day et al. [DHJ*94]). Ekkor L-ben nem teljesil a Desargues-azonossig. Belatjuk,
hogy L-ben teljesil App.

5.2. ABRA
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Tegyiik fel, hogy (ao, a1, bo, b1) nemdegeneréalt 3-gyémant L-ben. Nem fordulhat
eld, hogy a négy elem kozil csak egy, mondjuk ao esik L; \ L,-be, mert akkor
ao(by + b2) € L1\ Lz és a1(by + ba) € Lo, vagyis (ao, a1, bo, b1) nem egyenespar.
Az sem lehet, hogy csak egyetlen elem, mondjuk ao esik L, \ L;-be, mert ekkor
ao+bo+bl € Lz\Ll, viszont a1+bo+bl € L]_, Vagyis (ao, ay, bg, bl) nem eros. Az sem
fordulhat elé, hogy ag, by € L1\ Ly és a1, b; € Ly \ Ly, mert ekkor ag(bo+561) € L1\ Lo
és al(bo + bl) € L,. Ha g, @1 € Ly \ L, és bo,bl € Ly \ L]_, akkor agay € Iy \ Lo
és boby € Lo, s igy (ao, a1, bo, b1) nem 3-gyémant. Figyelembe véve a szimmetriat,
vagy mind a négy elem Li-beli, vagy mind L,-beli. Mivel L, és L, projektiv sikok
altérhaldi, az 5.17. Lemma dudlisa szerint (ao, ay, by, by ) nemelfajulé volta azt jelenti,
hogy mind a négy elem pont.

Vélasszunk most olyan as, b, € L elemeket, hogy a; < ag+ a1 és by < by + b1. Be
kell latnunk, hogy [ < r.

Ha (ao, a1, bo, b1) € L1, akkor a; < ag+aj és by < bo+by kovetkeztében ag, by € Ly
is teljesil. Ekkor az L; hélé Papposzi volta miatt [ < r teljesil.

Ha (ao, a1, b0,b1) € Lo, akkor mar nem feltétleniil lesz igaz, hogy az,b; € L.
Tudjuk azonban, hogy tetszbleges z € Ly \ Ly és y € L, elemekre z+y = 2+ 02 +y,
tovabba z <y <= z + 0; <y, ahol 0; jeloli L, legkisebb elemét. Cseréljik ki
[-ben és r-ben as-t ill. by-t rendre ay = ag + 0g-re ill. by = by + 0-re, igy kapjuk -t
és r'-t. Ekkor a), < ag+ay, b < b+ b1, s {gy L, Papposzi volta miatt I" < r'. Mivel
[-ben és r-ben as-t és by-t csak egyesitéssel kapcsoljuk, ezért [ = 1" és r = 1/, tehdt
[<r.

Ezzel belattuk, hogy L gyémant-Papposzi, de nem Desargues-féle. O

A bizonyitasban vizsgalt hdléban nem teljesil az erésebb Papposz-azonossag, Ap.
Ennek oka az, hogy L tartalmaz két kétdimenzidsan ragasztott 3-gyémantot, s igy
nem teljesil a Papposz-azonossignal gyengébb kvizisik azonossig (1d. Day [Day83]).
Day és J6msson [DJ86] eredményei azt sugalljdk, hogy minden nem Desargues-féle
hélé tartalmazza intervallumként egy nem Desargues-sik altérhaléjat, vagy tartal-
maz egy 4-gyémantot, vagy tartalmaz két kétdimenzidsan ragasztott 3-gyémantot,
tehat semmiképpen nem Papposzi. Ezt azonban eddig nem sikerilt igazolni.



6. Fejezet

A vizsgalatok mddszerei és az
eredmények hasznositasa

A vizsgélatok sordn az algebrdban megszokott médszereket alkalmaztuk. Kiveé-
telt képez a 4. fejezet transzfinit indukcidja. Czédli szémitégépen megvaldsitott
algoritmusainak?® segitségével vizsgaltuk az Stodik fejezet héléazonossigait. Igy de-
rilt ki, hogy az (5.7)-es azonossdg nem teljesiil minden részmodulushéléban. Az
5.22. Alhtas bizonyitasit Czédli [Cze91] algoritmusdnak megfelelé médositasaval
sikeriilt megtaldlni.

A 4. fejezetben definialt féldoboz struktirat és a féldobozok klterjeszteselre vo-
natkozé lemmdkat Czédli [Cze] felhasznélta, s vdrhatdak tovdbbi alkalmazdsok is.
Az elérhetetlen szémosségok "eléréséhez” azonban gyokeresen 1j modszerek sziiksé-
gesek.

A 2.15., 2.17. 2.20. Tételek blzonylta51 modszerei, azaz a 2.3. Tétel és a 2.13.
Lemma kombmalasa. elvileg még szamos tovabbi feltétel elegendbségének igazolasat
teszi lehet6vé a 2. fejezet elso problémdjival kapcsolatban.

1 . . Y
A programok megtaldlhatéak a http: //www.math.u-szeged.hu/tagok/czedli web-oldalon.
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