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1. Fejezet 

B evezetés

A matematika egyes területeit gyakran aszerint ítélik meg, hogy milyen szoros kap
csolatban állnak más tudományokkal, ill. a matematika egyéb területeivel. A háló
elmélet ilyen szempontból kétféleképpen értékelhető. Egyfelől meglehetősen elvont, 
hiszen nem a természettudományokhoz, hanem inkább a matematika más, egyébként 
is absztrakt területeihez kapcsolódik. Másfelől ez a kapcsolat igen széles körű, mert 
a legtöbb matematikai struktúra mellett kísérőstruktúrák lépnek fel, melyek jelentős 
része háló. A kísérőhálók bizonyos, a kísért struktúrával kapcsolatos objektumokból 
állnak, általában részhalmazokból vagy relációkból. Az értekezésben szereplő kísé
rőhálók elemei részhálók, kongruenciák, részmodulusok, kvázirendezések és alterek. 
Egy példa erejéig megjelenik egy kísérőcsoport, a hálók automorfizmuscsoportja is.

A második fejezetben hálók részhálóhálóival foglalkozunk. Egy háló és részháló
hálója között igen szoros a kapcsolat: a részhálóháló számos esetben meghatározza 
magát a hálót, természetesen izomorfia vagy duális izomorfia erejéig. Más esetek
ben csak a háló bizonyos tulajdonságai olvashatóak le a részhálóhálóról: pl. ha L 
disztributív és Sub (L) = Sub(A), akkor K  is disztributív.

A részhálóhálók izomorfiájának jellemzése Filippov [Fil66]-ban történt, majd 
a Grátzer [Gra78] által felvetett problémák indították el a további vizsgálatokat. 
Chen, Koh és Tan [CKT84], valamint már Filippov [Fil66] is számos olyan $  stan
dard hálóelméleti feltétel adtak meg, amik biztosítják, hogy egy hálót meghatározza 
a részhálóhálója, azaz ($(X) & Sub(L) =  Sub(JÍ)) (L =  K  vagy L =  K d).
A 2.2 szakaszban megmutatjuk, hogy hogyan lehet ilyen jellegű feltételek elegendő- 
ségét igazolni Filippov eredményeinek felhasználásával. így a korábbi bizonyítások 
jelentősen lerövidülnek, sőt, a feltételek gyengíthetőek. A korábbi feltételek mellett 
lényegesen újakat is megadunk, amelyek bizonyos értelemben a háló kongruenciahá
lójára vonatkoznak. Ilyen pl. az egyszerűség és a direkt felbonthatóság.

Számos eredmény vonatkozik algebrák, ill. speciálisan hálók kísérőstruktúráinak 
függetlenségére. Baranskii [Bar79] és Urquhart [Urq78] pl. igazolták, hogy egy véges 
háló kongruenciahálója és automorfizmuscsoportja független egymástól abban az ér
telemben, hogy bármely M, N  véges, legalább kételemű hálókra létezik egy olyan 
véges L háló, amelyre Con(T) =  Con(M) és Aut(T) =  Aut(iV). A kongruenciaháló
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4 BEVEZETÉS

és az automorfizmuscsoport absztrakt jellemzését felhasználva ez úgy is fogalmazha
tó, hogy tetszőleges Lc legalább kételemű, véges disztributív hálóra és tetszőleges G 
véges csoportra létezik egy olyan L véges háló, melyre Con(Z) =  Lc és Aut(X) =  G. 
A 2.3 szakaszban megmutatjuk, hogy a részhálóháló és a kongruenciaháló már nem 
függetlenek egymástól. Épp ellenkezőleg, a véges magasságú hálók körében a rész
hálóháló meghatározza a kongruenciahálót.

A 2.4 szakaszban olyan V hálóvarietásókat keresünk, amelyek zártak a részháló
hálók izomorfiájára nézve, azaz L E V  és Sub(X) = Sub(iú) esetén K  E V . Megmu
tatjuk, hogy a moduláris hálók osztályánál szűkebb (kvázi)varietások közül éppen 
az önduálisak zártak. A nemmoduláris, önduális varietások esetében példát adunk 
zárt és nem zárt varietásra is, de a zárt varietások jellemzése továbbra is nyitott 
probléma.

A harmadik fejezetben elemi bizonyítást adunk Hutchinson dualitástételére. Ha 
R  egy rögzített egységelemes gyűrű, akkor f?-Mod jelöli az R  feletti baloldali mo
dulusok osztályát, Con(i?-Mod) pedig az i?-modulusok részmodulushálói (=kong
ruenciahálói) által generált hálóvarietást. Az Abel-féle kategóriák elméletének és 
a részmodulushálók azonosságelmélete [HC78]-beli jellemzésének felhasználásával 
Hutchinson [Hut73,HC78] megmutatta, hogy i?-M od önduális varietás. Az új bizo
nyítás Czédli Gáborral közös eredmény (ld. [CT]). Nem alkalmazunk kategóriaelmé
leti eszközöket és jóval kevésbé támaszkodunk [HC78]-ra, mint az eredeti bizonyítás.

A negyedik fejezetben kvázirendezéshálók generálásával foglalkozunk. Egy A 
halmaz összes kvázirendezései, azaz reflexív, tranzitív relációi teljes involúcióhálót 
alkotnak; ezt Quord(A)-val jelöljük. Ugyan nem ágyazható be minden involúcióháló 
kvázirendezéshálóba, de a kvázirendezéshálók hasonlóan fontos osztályt alkotnak az 
involúcióhálók körében, mint az ekvivalenciahálók a hálók körében.

Jelölje Equ(A) az A  halmaz összes ekvivalenciájának hálóját. Strietz [Str75, 
Str77] és Zádori [Zad86] bebizonyították, hogy 4 < |A| < oo esetén Equ(A) négy 
elemmel generálható. Zádori módszerének továbbfejlesztésével Chajda és Czédli 
[CC96] igazolták, hogy véges és bizonyos végtelen A halmazokra Quord(A)-nak 
van háromelemű generátorrendszere. Ez megnyitotta az utat a végtelen alaphal- 
mazú ekvivalenciahálók vizsgálatához: Czédli [Cze96a] megmutatta, hogy Equ(A) 
4-generálható, ha nem létezik |A|-nál kisebb vagy azzal egyenlő elérhetetlen szá
mosság. Természetesen végtelen halmazok esetén Equ(A)-t (és Quord(A)-t is) teljes 
(involúció)hálóként, vagyis végtelen változós műveletetekkel tekintjük. E két utóbbi 
tény bizonyításának ötvözésével igazoljuk, hogy Quord(A) 3-generálható, ha nincs 
|A|-nál kisebb vagy azzal egyenlő elérhetetlen számosság.

A bizonyítás |A| szerinti indukcióval, úgynevezett doboz struktúra konstruálásá
val történik. A tömörebb tárgyalási mód kedvéért bevezetjük a féldoboz fogalmát 
is. Ezt Czédli [Cze]-ban ekvivalencihálókra is alkalmazza.

Az ötödik fejezetben a projektív geometria záródási tételeihez keresünk olyan 
hálóazonosságokat, amelyek pontosan akkor teljesülnek egy projektív geometria al- 
térhálójában, ha a geometriában teljesül a megfelelő záródási tétel. A legfontosabb
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ilyen azonosságok Jónsson [Jon53] Desargues-azonossága és Day [Day81j Papposz- 
azonossága. Azon túl, hogy ezek az azonosságok geometriai tételek algebrai meg
felelői, számos más algebrai alkalmazással is bírnak. A Con(r R3) részmodulusháló 
Papposzi volta például éppen az R  gyűrű kommutativitását jelenti, ha R  reguláris.

Az 5.3 és 5.4 szakaszokban két új hálóazonosságot adunk meg, melyek a har
monikus pontnégyesek tételének, ill. a Papposz-tétel perspektív esetének algebrai 
megfelelői. Az 5.5 szakaszban geometriai implikációk algebrai igazolásával foglal
kozunk. A pozitív eredmények mellett megmutatjuk, hogy Day [Day81] gyengébb, 
gyémánt Papposz-azonossága nem vonja maga után a Desargues-azonosságot.

K öszönetnyilvánítás. Köszönettel tartozom témavezetőmnek, Czédli Gá
bornak, aki megmutatta az algebra szépségeit, és a hálóelmélet felé irányította fi
gyelmemet. Folyamatosan figyelemmel kísérte munkámat, és hasznos tanácsokkal, 
valamint érdekes problémákkal látott el. A második fejezethez kapcsolódóan értékes 
észrevételeket te tt Zádori László és Bernhard Kilgus. Hálás vagyok minden szegedi 
kollégámnak, akik megfelelő légkört biztosítottak a kutatói munkához.
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2. Fejezet 

R észhálóhálók

Ha L egy háló, akkor jelölje Sub(T) L összes részhálóinak halmazát, beleértve az 
üres halmazt is. Ekkor (Sub(T); C) algebrai, atomisztikus háló, az atomok az egye- 
lemű részhálók. A részhálóhálók absztrakt jellemzése nyitott probléma, szemben az 
algebrák részalgebrahálóinak algebrai hálóként való jellemzésével.

A hálók részhálóhálóinak vizsgálatában először Filippov [Fil66] ért el jelentős 
eredményeket. Az általa vizsgált kérdés a következő: Milyen kapcsolat áll fenn az 
L és K  hálók között, ha Srxb(jL) = Snb(K)? A választ a 2.10. Tételben idézzük.

Grátzer [Gra78] számos, részhálóhálókat érintő problémát vet fel, amelyek arra 
vonatkoznak, hogy milyen szoros a kapcsolat egy háló és részhálóhálója között. Eb
ben a fejezetben a következő három problémára adunk részleges választ:

I. Milyen feltételeket kell kiróni az L hálóra ahhoz, hogy L-et meghatározza a 
részhálóhálója, azaz Sub(T) =  Sub(K) esetén L = K  vagy L =  K d teljesüljön? 
([Gra78], 1.4. Probléma)

II. Milyen hálótulajdonságok öröklődnek a részhálóhálók izomorfiája esetén, tehát 
mely $ tulajdonságokra igaz, hogy $(T) és Sub(T) =  Sub(íí) esetén 
([Gra78], 1.8. Probléma)

III. Mely varietások zártak a részhálóhálók izomorfxájára nézve, azaz mely V háló- 
varietásokra teljesül, hogy L E V  és Sub(Z) =  Sub(/\) esetén K  6 V? ([Gra78], 
1.5. Probléma)

A harmadik probléma speciális esete a másodiknak, ti. ha T(T) azt jelenti, hogy
L e V.

Világos, hogy mindhárom esetben az a kérdés, hogy mennyi információt hordoz 
T-ről Sub(X). Ha az ellenkező irányú függőséget tekintjük, akkor látszólag nincs ér
telme az analóg kérdésnek, hiszen L mindig meghatározza Sub(T)-et. Ellenben az L 
tulajdonságairól Sub(T) tulajdonságaira való következtetés nem mindig egyszerű fel
adat. A 2.5 szakaszban megadjuk a komplementumosság néhány ált aláno sít ás ának 
részhálőhálókra vonatkozó jellemzését.
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2.1. JELÖLÉSEK ÉS FELHASZNÁLT EREDMÉNYEK 7

A hálók és részhálóhálóik kapcsolatának vizsgálata közben merült fel a kérdés, 
hogy milyen szoros kapcsolat van a részhálóháló és a másik két legfontosabb kísé
rőstruktúra, a kongruenciaháló és az automorfizmuscsoport között. Lampe [Lam72] 
nevezetes tétele szerint az algebrák e három kísérőstruktúrája független egymástól 
abban az értelemben, hogy tetszőleges Ls, Lc legalább kételemű algebrai hálókhoz és 
tetszőleges G csoporthoz létezik egy A  algebra, melyre Sub(A) =  Ls, Con(A) =  Lc 
és Aut(A) =  G. Hálók esetében a kongruenciaháló és az automorfizmuscsoport füg
getlenségére vonatkozó eredmények ismertek: Baranskií [Bar79] és Urquhart [Urq78] 
igazolták, hogy tetszőleges Lc legalább kételemű, véges disztributív hálóra és tet
szőleges G véges csoportra létezik egy olyan L véges háló, melyre Con(Z) =  Lc és 
Aut(Z) = G. További általánosításokat ad Grátzer és Schmidt [GS95,GS].

Ezzel szemben a részhálóháló nem független a másik két kísérőstruktúrától, hisz 
Sub(Z) számos esetben meghatározza Z-et, és így Con(Z)-et és Aut(Z)-et is. A 
2.3 szakaszban belátjuk, hogy a részhálóháló és a kongruenciaháló nagyon is szoros 
kapcsolatban áll: ha L véges magasságú háló, akkor Sub(Z) meghatározza Con(Z)- 
et. Ez tekinthető a második problémára adott válasznak is. Definiáljunk ugyanis 
minden egyes A  hálóra egy <3?̂ tulajdonságot a következőképpen:

$ A(X) Con(X) =  Con(A).

A fenti eredmény ekkor úgy is fogalmazható, hogy a § a tulajdonságok öröklődnek 
a részhálóhálók izomorfiája esetén.

2.1 Jelölések  és felhasznált eredm ények
Legyen L tetszőleges háló, s legyenek a,b G Z, X, Y  C L . a ab  jelöli azt, hogy 
az a és b elemek összhasonlíthatóak, a || b pedig azt, hogy összehasonlíthatatlanok. 
Legyen a  G {<, >, a , ||}. Azt mondjuk, hogy X  a Y , ha tetszőleges x G X  és y G Y  
elemekre x a y  teljesül. Megjegyezzük, hogy a <  jelet nem használjuk ebben az 
értelemben; X  < Y  azt jelöli, hogy X  részháló az Y  hálóban. Vezessük be még az 
X a(a) = {x £ X  \  {a}: x a a ]  és az ^ ( V )  =  flj,eY ^-Áv) jelöléseket.

Legyenek Z, IC tetszőleges hálók. Egy <j>: L IC bijekciót félizomorfizmusnak ne
vezünk, ha Z tetszőleges x, y elemeire {f{xf\y), <f>(x\/y)} = {<f>(x)A(f>(y), <f){x)\/ f(y )} . 
Félizomorfizmus például minden izomorfizmus és duális izomorfizmus. Könnyen lát
ható, hogy ha két háló félizomorf, akkor részhálóhálóik izomorfak. A következő 
lemma szerint ez fordítva is érvényes.

2.1. LEMMA. (Filippov [Fil66]) Az L és K  hálókra Sub(Z) =  Sub(ZT) pontosan 
akkor teljesül, ha L és IC félizomorfak.

Bizonyítás. Ha ip\ L —> K  félizomorfizmus, akkor $(V) =  {< (̂x): x G X }  izomorfiz
mus Sub(Z)-ből Sub(/ű)-ba. Fordítva, ha $: Sub(Z) —»• Suh(IC) izomorfizmus, akkor 
a {^(x)} =  $({x}) képlettel értelmezett <p: L —> K  leképezés félizomorfizmus. □
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A lemma segítségével könnyen ellenőrizhető, hogy két konkrét háló részhálóhálója 
izomorf-e. A 2.1. ábrán látható L, K  és J  hálók esetében például x >—> x és x x 
félizomorfizmusok, így Sub(X) = Sub(ií) =  Sub(J).

Legyen H  az L háló részhálója. H -1 prímnek nevezzük, ha L \  H  is részháló. 
Vegyük észre, hogy L nem prím részháló L-ben, hiszen az üres halmazt nem tekintjük 
részhálónak. Ha L \ H  — LC(H) U L\\{H), tehát ha bármely x £ L \ H  elemre xcr H  
vagy x \ \H  teljesül, akkor H -1 homogénnek nevezzük. L egy részhálóját nemtri
viálisnak nevezzük, ha különbözik X-től és legalább kételemű. Ha H  nemtriviális 
homogén prím részháló L-ben, akkor ezt így jelöljük: H <hp L. Világos, hogy 
H  <hp L és H  C N  < L esetén H <hp N . Fordítva, ha H <hp N  <hP L, akkor 
H  <hp L. Ha H <hp L, akkor használjuk az

M (H ) = { iG  La(H): hí < x < h2 valamely h1: h2 £ H  elemekre}

jelölést. NyilvánM (H) =  L!7(H )\(L <(H)UL>(H)), és M(H) pontosan akkor üres, 
ha H  konvex.
Példa. A 2.1. ábrán Hí = {6, c, d, e} <hp L és H2 = {a, b, c, d, e, /}  <hp L , valamint 
H '2 = (a, b, c, d, e, /}  <hp K.

2.1. ÁBRA

Az alábbi és számos soron következő lemmát, illetve tételt bizonyítás nélkül idé
zünk [Fil66]-ból.
2.2. LEMMA. ([Fil66]) Ha H homogén részháló az L hálóban, és x £ L ||(ií), akkor 
x V y =  x V £ és x t\ y x f\ z teljesül H  tetszőleges y, z elemeire.

Legyen H  konvex homogén prím részháló (L, <)-ben, (H7, <') pedig tetszőleges 
háló. Definiáljunk az L* = (L \  H) U H' halmazon egy <* részbenrendezést a 
következőképpen:

x <* y 4=4»

' x, y £ L \  H  és x < y, vagy 
x, y £ H' és x <' y , vagy 
x £ L<(H):y £ H ': vagy 

{ x e H ' , y  £L>(H ).
/
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A 2.2. Lemma alapján világos, hogy L* = (X*, <*) háló, H* konvex homogén prím 
részháló X*-ban, továbbá X* {H') = X<(ií), X*(XT) =  X>(H) és Xj^ií') =  XN(Xf). 
Ezt a konstrukciót röviden a H konvex homogén prím részháló H'-re cserélésének 
nevezzük. A 2.1. ábrán a K  hálót X-ből a XT2 homogén prím részhálónak a H'2 hálóra 
való kicserélésével kapjuk.

A következő tétel az első problémára ad részleges választ a homogén prím rész
hálók nyelvén. A későbbiekben igen hasznosnak bizonyul majd további feltételek 
elegendőségének bizonyításakor.

2.3. TÉTEL. ([Fil66]) Ha az X háló nem tartalmaz nemtriviális homogén prím rész
hálót, akkor Sub(X) meghatározza L-et.

Most pedig definiáljuk a részhálóhálók szerkezetének tanulmányozásához szüksé
ges másik alapvető fogalmat, a lineáris összeget. Legyen (/, < j) egy lánc és legyenek 
(A,, <i) (i E I) tetszőleges hálók. Jelölje A  az Ai halmazok diszjunk egyesítését, 
és értelmezzünk A -n egy < részbenrendezést a következőképpen: x < y pontosan 
akkor, ha x, y E Ai és x < t- y, vagy x E Ai, y E Aj és i <i j .  Az így nyert (A, <) 
hálót az Aj hálók lineáris összegének nevezzük és ©,-ej  A*-vei jelöljük. Ha I  kéte
lemű ill. n-elemű lánc, akkor az egyszerűbb Ao © A\ ill. Ao © . . .  © An_i jelölést 
használjuk. A tömör írásmód kedvéért megengedjük, hogy a tagok közül néhány 
(de nem mind) üres legyen. Egy A hálót lineárisan felbonthatónak nevezünk, ha 
A =  Ao © Ai valamely Ao, Ai hálókra; egyébként A lineárisan felbonthatatlan.

Vegyük észre, hogy ha az X háló lineárisan felbontható, mondjuk X =  © i£l Li , 
akkor minden X,- tag homogén prím részháló X-ben, továbbá minden z-re X||(X,) =  0. 
Később látni fogjuk, hogy lineárisan felbonthatatlan hálókban nincsenek ilyen típusú 
homogén prím részhálók.

2.4. LEMMA. Minden háló egyértelműen felbontható lineárisan felbonthatatlan hálók 
lineáris összegére.

Bizonyítás. Legyen X egy háló, a  pedig a következő reláció X-en: a ab  pontosan 
akkor, ha az X hálónak nincs olyan lineáris felbontása, amelynél az a és b elemek 
különböző tagba esnek. Könnyen ellenőrizhető, hogy a  kongruencia és az L /a  fak
torháló lánc. Legyen a,- (z E I) oc egy reprezentánsrendszere. Mivel a < b esetén 
aa < V*, ezért X = ©¿gja,“. □
A fenti felbontásban szereplő aj* hálókat X lineáris tagjainak nevezzük.

Az alábbi lemma és következményei megvilágítják a lineáris összeg fogalmának 
fontosságát.

2.5. LEMMA. ([Fil66]) Legyen X tetszőleges háló. Ha X =  ©¿e/X t-, akkor Sub(X) =  
Uiei Sub(Xj-). Fordítva, ha Sub(X) = YlieiSi, akkor léteznek olyan Li hálók, hogy 
Sub(Xi) =  Sí és X =  ©ieI L i.

2 .6. KÖVETKEZMÉNY. ([Fil66]) Egy háló részhálóhálója egyértelműen felbomlik 
direkt felbonthatatlan hálók direkt szorzatára. 1
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2.7. KÖVETKEZMÉNY. ([Fil66]) Ha L = Li és ir egy permutáció I-n, akkor 
Sub(L) = Sub (®iei L * ^ , ahol minden i-re L*^ az L ^  hálót vagy annak duálisát 
jelöli.

A 2.3. Tétel és a 2.7. Következmény sok esetben elegendően erősnek bizonyul 
izomorf részhálóhálójú hálók tanulmányozásához. Felléphetnek azonban a lineáris 
tagokon kívül egyéb homogén prím részhálók is; az ilyen esetek kezeléséhez további 
fogalmak bevezetése szükséges.

Az L háló egy H  homogén prím részhálóját telített részhálónak nevezzük, ha L 
tetszőleges F  homogén prím részhálójára F  D H  esetén L^(F) C L\\(H) teljesül. Az 
egyszerűbb fogalmazás kedvéért L-et is a telített részhálók közé soroljuk. A 2.12. 
Lemmából és a (2.2) formulából következni fog, hogy a telített részhálók konvexek, 
így beszélhetünk egy telített részháló kicseréléséről.

2.8. LEMMA. ([Fil66]) Az L háló tetszőleges J  részhalmazához létezik a J -t tar
talmazó legszűkebb telített részháló, amit a J  háló által generált telített részhálónak 
hívunk, és H(J)-vel jelölünk.

2.9. LEMMA. ([Fil66]) Az L háló két telített részhálója vagy diszjunkt, vagy az egyik 
benne van a másik egy lineáris tagjában.

Legyen H  egy telített részháló az L hálóban, A  pedig egy lineáris tag H-ban. Az 
A-hoz tartozó C (A) réteget a következőképpen definiáljuk:

C(A) = A \  (J (Hí: Hí nemtriviális telített részháló L-ben, és H{ C A).

Előfordulhat, hogy C(A) =  0, például ha H  telített részhálók végtelen felszálló 
láncának egyesítése. Ha egy réteg nem üres, akkor részháló, hiszen részhálók met
szeteként áll elő. L minden eleme pontosan egy rétegben van benne. Valóban, ha 
a e  L, akkor legyen A az a elem által generált H(a) telített részháló a-t tartalmazó 
lineáris tagja. Ekkor a csak a C(A) rétegben van benne. Tehát minden háló rétegek 
diszjunkt egyesítéseként áll elő.

Egy H  =  ® isi H-í konvex homogén prím részháló lineáris tagjainak permutálásán 
azt értjük, hogy H -1 kicseréljük H' = ®,-ejEj(,')-re, ahol 7r egy permutáció J-n. Egy 
H konvex homogén prím részháló dualizálásán azt értjük, hogy H-t H d-ra cseréljük. 
Könnyen igazolható, hogy a fenti transzformációk nem változtatják meg a részhá
lóhálót. Valóban, a 2.7. Következmény alapján Sub(H) = Sub(ií'), tehát létezik 
egy :p: H  —» H' félizomorfizmus. A 2.2. Lemmából nyerjük, hogy <p U id ^ jj  félizo
morfizmus L-höl az új hálóba, így részhálóhálóik izomorfak. Hasonlóan járhatunk 
el dualizáláskor is. A 2.1. ábrán a K  háló a H2 homogén prím részháló lineáris 
tagjainak permutálásával kapható Z-ből, míg J  H '2 dualizálásával keletkezik AVból.

Legyen H  telített részháló az L hálóban, A pedig H  egy lineáris tagja. A C(A) 
réteg dualizálásán azt értjük, hogy < helyett a következő részbenrendezést tekintjük 
L-en:

x O y x > y ,
x < y ,

és x, y G A és H({x, y}) = H; vagy
és x £ A  vagy y £ A  vagy H{{x, y}) ±  H,
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ahol H ({x,y})  az {x,y}  halmaz által generált telített részhálót jelöli. Tehát az 
összehasonlíthatósági reláció változatlan, és két A-beli összehasonlítható elem közti 
viszony pontosan akkor nem fordul meg, ha ugyanabban az A-nál szűkebb telített 
részhálóban vannak. Ha az A  homogén prím részháló csak véges sok nemtriviá
lis telített részhálót tartalmaz, akkor a C(A) réteg dualizálása úgy is elvégezhető, 
hogy először dualizáljuk A-t, majd A összes olyan T  nemtriviális telített részhálóját, 
amelyre nem létezik olyan S  telített részháló, hogy T  C S  C A. Ebben az esetben 
tehát a réteg dualizálása biztosan izomorf részhálóhálójú hálót eredményez.

Legyen adva telített részhálók egy H\ = © í€ja H\ (A E A) rendszere, és minden 
A E A-ra egy tt\  permutáció I\-n. Tekintsük a következő részbenrendezést X-en:

és x € H \,y  E < ttx{j)
valamely A E A, i . j  E I \ elemekre; vagy 

. x < y, és nem léteznek fenti tulajdonságú A, i, j  elemek.
Ekkor azt mondjuk, hogy az (X; C) hálót a H\ (A E A) telített részhálók lineáris 
tagjainak a tt\  permutációk szerinti permutálásával kaptuk (X; <)-ből.

Legyen most adott rétegek egy R í (i E I ) rendszere, és jelölje Hí az R í réteg által 
generált telített részhálót, Aj pedig Hí R í-t tartalmazó lineáris tagját. Tekintsük a 
következő részbenrendezést i-en:

x > y, és o;,yE A;, H({x. y}) = Hí valamely i E I  elemre; vagy 
x < y, és nem létezik fenti tulajdonságú i elem.

x Q y
x > y

x t J y

Ekkor azt mondjuk, hogy az (X; C) hálót az R í (i E X) rétegek dualizálásával kaptuk 
(X; <)-ből.
Példák. 1. A későbbiekben megmutatjuk, hogy a 2.4. ábrán látható M háló 
esetében IN  nem tartalmaz valódi telített részhálót, így a IN  telített részhálóhoz 
tartozó réteg maga K 1. Tehát M ' a Ki réteg dualizálásával adódik ilX-ből.

2. A 2.2. ábrán az N  háló AUXU {a, b] telített részhálójához tartozó réteg {a, b}. 
Ezen réteg dualizálásával az N ' hálóhoz jutunk.

2.2. ÁBRA

3. Tekintsük a 2.3. ábrán látható X hálót, és legyen Hí =  U}=o Kj, (i G N). 
Ekkor Hí (i E N) telített részhálók X-ben, a megfelelő rétegek R í — K í. Tekintsük
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a (K2Í : i £ N) rétegeket. Ezen rétegek dualizálása nem helyettesíthető konvex 
homogén prím részhálók egymást követő dualizálásával, hiszen végtelen sok lépésre 
lenne szükség.

Belátható, hogy a fent definiált átalakítások nem változtatják meg a részháló
hálót, sőt, ezek segítségével megkapható L-ből az összes olyan K  háló, amelyre 
Sub(L) =  Sub(if).

2.10. TÉTEL. ([Fil66]) Ha az L és K  halókra fenáll, hogy Sub(L) =  Sub(iú), 
akkor K  izomorf egy olyan hálóval, amely megkapható L-ből telített részhálók lineáris 
tagjainak permutálásával és rétegek dualizálásával.

Legyen L egy alulról korlátos háló, m. n £ M. Azt mondjuk, hogy n az m 
félkomplementuma, ha m A n =  0. Szász [Sza55] nyomán L-et gyengén komple- 
mentumosnak nevezzük, ha tetszőleges m < k elemekre m-nek van olyan félkomp
lementuma, amely nem félkomplementuma fc-nak. Megjegyezzük, hogy a komple- 
mentumosságból nem következik a gyenge kompenlementumosság (vö. N$). Viszont 
minden szakaszkomplementumos, minden egyértelműen komplementumos és minden 
alulról korlátos, relatív komplementumos háló gyengén komplementumos.

A felsorolt komplementumosság-fogalmak közül a gyenge komplementumosságon 
kívül mindegyikből következik a lineáris felbonthatatlanság, ha feltesszük, hogy a 
háló elemszáma kettőnél nagyobb. Ugyanez nem teljesül a gyenge komplementumos- 
ságra, hiszen ha M  felülről nem korlátos, gyengén komplementumos háló, N  pedig 
egyelemű háló, akkor M  8) N  gyengén komplementumos. Az ilyen típusú hálókon 
és a kételemű láncon kívül azonban nincs más gyengén komplementumos, lineárisan 
felbontható háló.

Legyen L alulról korlátos háló. L-et pszeudokomplementumosnak hívjuk, ha 
minden elemnek van legnagyobb félkomplementuma; L-et félkomplementumosnak 
hívjuk, ha az esetleg létező legnagyobb elemet kivéve minden elemnek van nem 0 
félkomplementuma.
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Tegyük fel, hogy A0 és Ai korlátos hálók. Az A q és Ai hálók A q A A\ delta összege 
az a háló, amit Ao ® Ai-ből kapunk az 1a0 és a 0Ar elemek azonosításával.

Egy hálót erősen atomosnak nevezünk, ha minden intervallum tartalmaz atomot.

2.2 E legendő feltételek
Ebben a szakaszban sorra vesszük az első problémához kapcsolódó feltételeket, és 
bebizonyítjuk elegendőségüket. A 2.3. Tétel felhasználásához szükségünk lesz a ho
mogén prím részhálóval rendelkező hálók struktúrájának mélyebb ismeretére.

/ / /
2 .11 . ÁLLÍTÁS. ([Tak98]) Legyen L egy háló, H  pedig egy homogén prím részháló 
L-ben. Ekkor La(H), L<(H ),L>{H) és M (H) zártak a műveletekre, továbbá ha 
L„{H) yé 0; akkor

La{H) = L<{H) ® M (H) © L>(H). (2.1)

Bizonyítás. Definíciójuk alapján, valamint H  prím volta miatt L<(H), L>(H) és 
M (H ) zártak a műveletekre. Nyilván La(H) = L<{H)UM (H)UL>(H) és L<(H) < 
M (H ) < L>(H ), bizonyítván (2.1)-et. Ebből triviálisan következik, hogy La(H) is 
zárt a műveletekre. □

2 .12. ÁLLÍTÁS. ([Tak98]) Legyen L egy háló, H pedig egy homogén prím részháló 
L-ben. Ekkor H' — H  U M (H) is homogén prím részháló L-ben, vagy H ' = L, 
továbbá M (H ') = 0, vagyis H' konvex.

Bizonyítás. Az M (H ) =  0 eset nyilvánvaló, ezért feltehető, hogy M (H ) ^  0. Ve
zessük be az M  — M (H) jelölést, és legyen a £ H, b € M. Ekkor léteznek olyan 
AT-beli c és d elemek, melyekre c <  b <  d, s így a /\ c <  a Ab  <  a V  b <  a \ /  d: tehát 
a A c, a V d £ H '. Mivel H  és M  részhálók, kapjuk, hogy H' is részháló.

A < reláció tranzitivitását felhasználva adódik, hogy A<(ií) < H' < L>(H ) és 
L\\(H) || H', ezért

L<(H') = L<(H), L>(H') = L>(H) és = L {l(H). (2.2)

Tehát H' homogén és M (H') = 0.
Annak belátásához, hogy H' ^  L esetén H' prím, elegendő megmutatni, hogy 

ha a, b G L \  H', akkor a V 6, a A b $  M , hiszen H  prím. Tekintettel arra, hogy 
{a  V b, a A b} a {a, b}, és hogy a < reláció tranzitív, sem a V b sem a Ab  nem eshet 
M -be, ha a € L\\(H) vagy b G L\\(H). Ha viszont a, b £ A<(íí) U L>(H ), akkor 
(2.1) alapján a V b,a Ab M. □

2.13. LEMMA. ([Tak97]) Ha H egy nemtriviális homogén prím részháló a lineárisan 
felbonthatatlan L hálóban, akkor L\\(H) 0,

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy L\\(H) = 0. Az előző állítás szerint a H 1 — H  U M (H) 
homogén prím részhálóra is L\\{H) =  0, továbbá M (H') =  0, s így L = L <(H) ®
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H' © L>(H). Mivel L lineárisan felbonthatatlan, L = H', de H nemtriviális, így 
M  = M (H ) ^  0.

Definiáljunk egy 9 relációt M-en a következőképpen:

xOy H ^ x )  -  H<{y){<=^ iP>(z) =  #>(?/))•

Azt állítjuk, hogy 9 kongruencia M-en, M/9 lánc és M  — (&xGM/e%-
9 nyilván ekvivalencia, sőt kongruencia, mert H<(x A y) = H<(x) fi H<(y) és 

H>(x V y) = H>(x) D H>{y). A < reláció antiszimmetriája miatt M /9  lánc. Mivel 
x < y H<(x) C HK(y), ezért x < y esetén x < y, s ezzel az állítás utolsó
részét is igazoltuk.

Legyen most m  egy rögzített elem M-ben, továbbá legyen

P = 0  x és <2= 0 ^;
xeM/e xeMje¥<m x>m

P, Q vagy mindkettő lehet üres. Ekkor P  U H<(m) és Q U LP>(m) részhálók, mert 
P,Q  C La-(H), H<(m) és P>(ra) részháló, továbbá P  és $  is zárt a műveletekre. 
Sőt, P  U M<(m) < m < < 3 U  P>(m) folytán

f  =  (P  U ^ ( m ) )  0  m ® (Q U 5>(m)), (2.3)

ami ellentmond P lineáris felbonthatatlanságának. □

A (2.3) egyenlőséghez hasonlóan igazolható az alábbi következmény.

2.14. KÖVETKEZMÉNY. Ha H <hp L és M(H) ±  0, á b r E U M ( E )  lineárisan 
felbontható homogén prím részháló L-ben.

Most már készen állunk az első probléma részleges megválaszolására.

2.15. TÉTEL. ([Tak97], [Fil66]) Ha az L háló teljesíti az alábbi feltételek valame
lyikét, akkor L-et meghatározza a részhálóhálója.

(1) L lineárisan felbonthatalan moduláris háló;

(2) L lineárisan felbonthatatlan, gyengén komplementumos háló;

(3) L relatív komplementumos háló;

(4) L lineárisan felbonthatatlan, féligmoduláris, erősen atomos háló.

Megjegyzés. Mivel a felsorolt feltételek elegendőségének bizonyítása azonos séma 
szerint halad, és csak az utolsó lépésben térnek el egymástól, ezért a Filippov ered
ményét képező (1) és (3) pontok bizonyítását is megadjuk.
Bizonyítás. Ha L lineárisan felbontható relatív komplementumos háló, akkor \L\ < 2 , 
s így P-et meghatározza a részhálóhálója. Ezért elegendő lineárisan felbonthatatlan
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hálókkal foglalkozni. Tegyük fel tehát, hogy L lineárisan felbonthatatlan háló, me
lyet nem határoz meg a részhálóhálója. Ekkor a 2.3. Tétel alapján L tartalmaz egy 
H  nemtriviális homogén prím részhálót. A 2.13. Lemma szerint L\\{H) fi 0. Legyen 
x G y és z pedig két összehasonlítható elem ií-ban, mondjuk y < z. A 2.2.
Lemma következtében

x V y = x V z és x A y = x A z. (2-4)

1) (2.4) miatt {a; A y ,x ,y ,z ,x  V y} egy iVs-tel izomorf részháló, így L nem mo
duláris.

2) Mivel (2.4) teljesül minden L\\(H)-heli x-re, ezért y minden ¿¡¡(fíj-beli fél- 
komplementuma félkomplementuma z-nek is. La(H)-ba,n y-nak nincs nem 0 fél- 
komplement urna, ha pedig v G H y félkomplementuma, akkor 0 =  u A y £ H, s 
így L\\(H) =  0, ami ellentmondás. Tehát y minden félkomplementuma z-nek is 
félkomplementuma, azaz L nem gyengén komplementumos.

3) A 2) pontban elmondottakhoz hasonlóan látható be, hogy y-nak nincs komp- 
lementuma az [x A y, x] intervallumban, így L nem relatív komplementumos.

4) Tegyük fel, hogy L erősen atomos, és tekintsünk egy v atomot az [x A y, x\
intervallumban. Ekkor v A y(= x A y) -< v. Mivel v G L y (H), a 2.2. Lemma alapján 
t)V y = vV  z G L>(H), s így y < z < v V y. Következésképpen y -fi vV  y, tehát L 
nem féligmoduláris. □

2.16. KÖVETKEZMÉNY. ([CKT84], [FÍ166]) Ha az L háló teljesíti az alábbi felté
telek valamelyikét, akkor L-et meghatározza a részhálóhálója.

(A) L szakaszkomplementumos háló;

(B) L egyértelműen komplementumos háló;

(C) L komplemenetumos moduláris háló;

(D) L lineárisan felbonthatatlan féligmoduláris, véges magasságú háló.

Bizonyítás. Az (A), (B), (C) esetekben a tétel (2) pontját, a (D) esetben pedig a 
(4) pontját használjuk fel. □

A továbbiakban olyan feltételekről lesz szó, amelyek bizonyos értelemben a kongru
enciaháló szerkezetével kapcsolatosak. Elsőként direkt felbontható hálókkal foglal
kozunk.

2.17. TÉTEL. ([Taka]) Ha az L háló direkt felbontható, akkor Sub(L) meghatározza 
L-et.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy L =  A  x B  (|A|, \B\ > 1) egy olyan háló, amelyet 
nem határoz meg a részhálóhálója. Mivel a direkt felbonthatóságból következik a 
lineáris felbonthatatlanság, a 2.3. Tétel és a 2.13. Lemma szerint L tartalmaz egy 
H  nemtriviális homogén prím részhálót, melyre L\\(H) -fi 0.

\
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1. Állítás. Legyen (a,b) és (c,d) két különböző elem ff-ban. Ha a =  c, akkor 
tetszőleges e G La(á) elemre (e,b),(e,d) G H, ha pedig a > c és b > d, akkor 
(c, b), (a, d) G H.
A bizonyítást az olvasóra bízzuk.✓

2. Állítás. H  konvex.
Tegyük fel, hogy (a, b) < (x ,y ) < (c, d) és (a,b),(c,d) G H. Ha a = c(= x), akkor 
létezik egy olyan e G A  elem, amelyre e < a vagy e > a. Ekkor az 1. Állítás 
miatt (x ,y ) g La(H) U L\\(H), így (x,y) G H. A b = d eset hasonló. Ha pedig 
a < x < c é s b < y < d ,  akkor az 1. Állítás és az előző két eset alapján kapjuk, hogy 
{a, £,c} x {b, y,d}  C H, speciálisan (x ,y ) G H.

Legyen A! — ^i(H ) és B' =  7r2(ff) ahol Ki az z-edik projekció. H  konvexitásából 
következik a

3. Állítás. H  =  A! x I?', továbbá A' ill. B' konvex részhálók A-ban ill. ff-ben.
/

4. Állítás. H  nem lánc.
Ha H  lánc lenne, akkor teljesülne, hogy \A!\ =  1 és B' lánc (vagy fordítva). Legyen C 
egy kételemű részháló A-ban, melyre A' C C. Ekkor H  homogén prím részháló a C x 
B' disztributív hálóban, ami a 2.15. Tétel (1) pontjának bizonyításában belátottak 
szerint lehetetlen.

5. Állítás. |A'|, \B'\ > 1.
Tegyük fel, hogy H = {a} x B'. A 4. Állítás alapján léteznek olyan b,d G B' 
elemek, melyekre b || d. Ekkor Aa-(a) tetszőleges c elemére (a, b) || (c, d) a  (a, d), ami 
ellentmond H  homogenitásának.

6. Állítás. \H\ = 1. ■
L\\ (H) ^  0.miatt L ^ H )  ^  0 ;s L ^ H )  ^  0, rögzítsünk egy (a*, b*) G L>(H ) és egy 
(a', 6') G L<(íí) elemet. Az 5. Állítás alapján a* > a' és b* > 6'. Mivel H  részháló, 
(a*,b') £ H  vagy {a\b*) ^ H } mondjuk (a*, &') ^ .ff. Ismét felhasználva az 5. 
Állítást kapjuk, hogy (a*,br) G L\\(H). Legyen (a,b),(c,d) G f f . A 2.2. Lemmából 
következik, hogy (a*,b) =  (a*, b') V (a, b) =  (a*, 6') V (c,d) =  (a*,d), és hasonlóan 
(c, 5') =  (c, 6')- Tehát (a, 6) =  (c, d), s így |ff | =  1.

Ez a tény ellentmond ff választásának, s ezzel a tétel bizonyítást nyert. □

2.18. KÖVETKEZMÉNY. (Zádori [Zad97]) Ha I< véges háló, akkor Sub(ff2) meg
határozza K-t.

Bizonyítás. A 2.17. tétel szerint Sub (ff2) meghatározza f f2-e t. Lovász [Lov67] 
véges algebrákra vonatkozó tétele alapján f f 2 meghatározza ff-t. Következésképpen 
Sub (ff2) meghatározza ff-t. □

A következő lemma a konvex homogén prím részhálók által generált kongruenci
ákat írja le.

2.19. LEMMA. ([Tak98]) Ha ff egy nemtriviális konvex homogén prím részháló az
L hálóban, akkor a f f  áltál generált 0(H) kongruencia egyetlen nemtriviális osztálya
f f .  X
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Bizonyítás. Definiáljuk a 6 relációt L-en a következőképpen:

x 6 y <=$■ (x,y e H' vagy x = y).

Állítjuk, hogy 6 kongruencia. 6 nyilván ekvivalencia. 6 kompatibilitásának belátá
sához tegyük fel, hogy a 9 b, a ^  b és c G 7; be kell látnunk, hogy (a V c) 6 (b V c) és 
(aAc)9(bAc) .  Az első két feltétel szerint a,b G H. Ha c G 77, akkor a \ / c , bVc  £ H. 
Ha c G ¿<(77), akkor a V c  =  a és b V c  =  b is 77-ban van, ha pedig c G 7>(77), 
akkor a V c = c  = ő V c .  Végül ha c G 7|[(77). akkor a 2.2. Lemmából következik, 
hogy a V c = b V c. Tehát minden esetben a V c =  b V c. Hasonlóan bizonyítható, 
hogy a A cd a A b. Tehát 0 kongruencia, és mivel 77 x 77 C ö, ezért 0(77) =  0. □

Mivel az egyszerű hálók a kételemű lánc kivételével lineárisan felbonthatatlanok, 
(a 2.15. és a 2.17. Tételek bizonyításával azonos séma szerint) a 2.19. Lemmából 
adódik a következő tétel.

2.20. TÉTEL. ([Tak98]) Az egyszerű hálókat meghatározza a részhálóhálójuk.

Az egyszerű hálók természetes általánosításaként most szubdirekt felbonhatat- 
lan hálókat tekintünk. Itt már előfordulhat, hogy egy hálót nem határoz meg a 
részhálóhálója, ahogyan azt a következő példa is mutatja.
Példa, Tekintsünk egy nem-önduális, egyszerű, korlátos K  hálót, például egy lega
lább négyelemű halmaz ekvivalenciahálóját, és konstruáljuk meg a 2.4. ábrán lát
ható 717 hálót: vegyük K  két diszjunkt példányát, IV-et és K 2-t, legyen 0k2 < 
K i < 1k2 és (K2 \  {Ojf2, ljf2}) || Ki. így M  szubdirekt felbonthatatlan, a monolit 
(Ki x K i) U u>k2. Ha 717-ben kicseréljük Ki-et K f-ra, akkor kapjuk az M ' hálót, 
melyre Sub(7l7) =  Sub(7l7'), de sem 717 ^  M ' sem M d ^  717'.

2.4. ÁBRA

Ha K -t önduálisnak választjuk, akkor M  egy olyan szubdirekt felbonthatatlan 
háló, amely rendelkezik ugyan nemtriviális homogén prím részhálóval, de a 2.1. és 
a 2.20. Tételek alapján meghatározza a részhálóhálója. Ez azt sugallja, hogy a 
2.3. Tétel nem alkalmas a szubdirekt felbonthatatlan kezeléséhez. Itt a mélyebb 
2.10. Tételt kell majd segítségül hívnunk. Először megmutatjuk, hogy a szubdirekt 
irreducibilis hálók esetében a telített részhálók lineáris tagjainak permutációi nem 
játszanak lényeges szerepet.
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2.21. LEMMA. Legyen L egy szubdirekt felbonthatatlan háló. Ekkor a következő 
lehetőségek valamelyike teljesül:

• L kételemű lánc;

• L lineárisan felbonthatatlan;

• L = A  © B , ahol \A\ =  1, B  pedig, egy alsó korláttal nem rendelkező lineárisan 
felbonthatatlan háló;

• L =  A ®  B , ahol |£ | =  1, A  pedig egy felső korláttal nem rendelkező lineárisan 
felbonthatatlan háló;

• L = A ®  B  © C , ahol |A| =  1, \C\ =  1, B  pedig egy alsó és felső korláttal sem 
rendelkező lineárisan felbonthatatlan háló;

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy L legalább kételemű és lineárisan felbonthatatlan. Ha 
létezne egy L =  A  © B  felbontás, ahol |A|, \B\ > 1, akkor az A2 U u>z, és a B 2 U lol 
diszjunkt kongruenciák létezése ellentmondana L szubdirekt felbonthatatlanságá- 
nak. Tehát L-nek legfeljebb egy olyan lineáris tagja van, amelyik legalább kétele
mű, ez ”alá” és ’’fölé” jöhet még egy-egy egy elemű tag. Tehát már csak a korlátokra 
vonatkozó állításokat kell igazolni. Ha L = A  ® B, A  =  {a}, \B\ > 1 és B  alul
ról korlátos, akkor B  alsó korlátját o-val jelölve {(a, o)} U u i  és B 2 U u>l diszjunkt 
kongruenciák, ami ellenmondás. Az utolsó két eset is ehhez hasonló. □

2.22. KÖVETKEZMÉNY. Legyen L egy lokálisan véges magasságú szubdirekt fel
bonthatatlan háló, H pedig egy telített részháló L-ben. Ekkor H lineárisan felbont
hatatlan vagy kételemű.

Bizonyítás. Ha H  =  L, akkor az előző lemma alkalmazható. Ha H  valódi telített 
részháló, akkor a 2.19. Lemma alapján ií-nak sem lehetnek diszjunkt kongruenciái, 
így az előző lemma bizonyítása alkalmazható H -ra is. □

A szubdirekt felbonthatatlan hálók telített részhálóinak viszonyát írja le a követ
kező lemma.

2.23. LEMMA. ([Taka]) Legyen L szubdirekt felbonthatatlan háló, {Hf. ¿ 6 /}  pedig 
L nemtriviális telített részhálóinak halmaza. Ha i , j  € I, akkor i < j  jelentse azt, 
hogy Hí C  H j. Ezzel a részbenrendezéssel I  alulról korlátos lánc. Sőt, I  diszkrét, ha 
L lokálisan véges magasságú, és véges, ha L véges magasságú.

Bizonyítás. A 2.19. Lemma szerint szubdirekt felbonthatatlan hálókban nem for
dulhatnak elő diszjunkt nemtriviális homogén prím részhálók, így a 2.9. Lemmából 
kapjuk, hogy I  lánc. Jelölje 9 az L monolitját, és legyen a és b két különböző elem 
T-ben, melyekre a 9 b. Azt állítjuk, hogy az a és b elemek által generált H  =  H(a, b) 
telített részháló L legkisebb telített részhálója. Valóban, legyen H' L tetszőleges 
nemtriviális telített részhálója. 9 C  9(H') és a 2.19. Lemma alapján a.b <= H j  így 
H  C  H'. 7

(
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A lemma második részének igazolásához vegyük észre, hogy ha L lokálisan véges 
magasságú, akkor tetszőleges i G /- re Hí véges magasságú. Valóban, L szubdirekt 
felbonthatatlanságából adódik, hogy L\\(H{) ^  0, s így tetszőleges a G L\\(Hí) és 
b G H  elemekre az [a A b, a V b] intervallum tartalmazza H-1. Következésképpen 
h(H ) < h([aAb,aV  6]) < oo. Hasonlóan látható be, hogy ha i < j , akkor /(,•>(//) U 
H ^ H i)  ±  0, s így

i < j  esetén /(//•) < h(Hj). > (2-5)

Ebből kapjuk, hogy /  minden főideálja véges, azaz /  diszkrét. Ha pedig L  véges 
magasságú, akkor (2.5)-ből /  végessége is adódik. , □

2.24.. TÉTEL. ([Taka]) Az önduális, szubdirekt felbonthatatlan, lokálisan véges ma
gasságú hálókat meghatározza a részhálóhálójuk.

Bizonyítás. Legyen L önduális, szubdirekt felbonthatatlan, lokálisan véges magas
ságú háló, és jelölje továbbra is {Hí: i G 1} L nemtriviális telített részhálóinak 
halmazát. A 2.23. Lemma következtében feltehető, hogy I  a természetes számok 
láncának ideálja. Ha I  véges, mondjuk I  = {0,. . .  , n}, akkor legyen Hn+1 =  L és 
V  =  I  U {n +  1}, ha pedig I  = N ,  akkor legyen I ' ■ I. Legyen H -i =  0, és legyen 
minden i G I ' természetes számra Li = Hí \  Hí- i . Ekkor L =  Uiei> L%, és az Li 
halmazok éppen L nemüres rétegei. Ha I  végtelen, akkor van még egy további üres 
réteg is, amely L-hez tartozik. De rétegek egy {Lp. i G J}  U {C(L)} rendszerének 
dualizálása ugyanazt eredményezi, mintha az {Lp i G J}  rétegeket dualizálnánk. 
Tehát a végtelen esetben is elegendő csak {L í\ i G i7} egy részhalmazait dualizálni.

Rögzítsünk egy ip: L —> L duális izomorfizmust. Mivel Ld nemtriviális telített 
részhálóinak halmaza {Hf: i G /} , és cp a telített részhálókat telített részhálókba 
képezi, ezért p(Ho) = H0, majd indukcióval kapjuk, hogy minden i G /'-re <p{Hi) = 
Hí . így aztán minden i G /'-re p{Li) = Li, tehát L telített részhálói és rétegei is 
önduálisak.

Legyen adva egy J C / '  halmaz. Azt állítjuk, hogy az Li (i G J) rétegek duali- 
zálásával kapott ( / ;  C) háló izomorf ( /;  <)-vel. Valóban, tekintsük a

</>: ( £ ; < )  

X

( L ;  P
í  ¥>(*), ha x e iJ iz jL j  
\ íc, h a z ^ U lejLj

leképezést. A fent elmondottak alapján fi bijekció. Legyen x G Li,y  G Lj és 
x < y. Ha i V j  G J, akkor ip(x) > f>(y), de H{ip{x),tj){y)) =  Z/vj miatt a rétegek 
dualizálása után x ) □ f>(y). Ha viszont i V j  £ J, akkor x ) < y ), és a 
rétegek dualizálásakor is marad é{x) C ú(y). A szimmetriából adódik, hogy y < x 
esetén y ÍZ x. Néhány további eset ellenőrzésével azt kapjuk, hogy f  megtartja az 
összehasonlíthatatlanságot is, így ip izomorfizmus.

A 2.22. Következmény miatt a telített részhálók lineáris tagjainak permutálása 
is az eredetivel izomorf hálót ad, így a 2.10. Tétel szerint L-et meghatározza a 
részhálóhálója. □
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2.3 Öröklődés
Ebben a szakaszban azt vizsgáljuk, hogy mely hálótulajdonságok öröklődnek a rész- 
hálóhálók izonaorfiája esetén, vagy másképpen fogalmazva: egy háló mely tulajdon
ságai olvashatók le a részhálóhálójáról.

Mivel Sub(A) atomjai éppen L egyelemü részhalmazai, ezért Sub(A) meghatá
rozza L  számosságát. A 2.1. Lemma szerint Sub(A) meghatározza L összehasonlítha- 
tósági relációját is: x ay  pontosan akkor teljesül A-ben, ha {x} V{y} négy magasságú 
elem Sub(A)-ben. Mivel a hálók magasságának és szélességének fogalma az össze
hasonlíthatóság! reláció nyelvén definiált, Süb(A) =  Sub(iT) esetén h(L) = h(K ) és 
w{L) =  w{K). Speciálisan, ha L véges magasságú, akkor K  is.

Chen, Koh és Teo [CKT84] szerint lineárisan felbonthatatlan hálók esetén a kor
látosság is öröklődik. Ez azon múlik, hogy lineárisan felbonthatatlan hálókban csak 
a 0 és az 1 rendelkeznek azzal a tulajdonsággal, hogy minden elemmel összehason
líthatóak és metszet- vagy egyesítés-irreducibilisek.

A 2.1. Lemmából következik, hogy a komplementumosság is öröklődik, [CKT84]- 
ben pedig bizonyítást nyert, hogy a véges magasságú lineárisan felbonthatatlan há
lók körében öröklődik a pszeudokomplementumosság abban a tágabb értelemben, 
hogy ha Sub(A) = Sub(úC) és L pszeudokomplementumos, akkor K  vagy K d psze- 
udokomplementumos. Nem önduális tulajdonságok esetén ennél többre nem is szá
míthatunk, hiszen tetszőleges L hálóra Sub(A) =  Sub(Ad). Érdemes megemlíteni, 
hogy a 2.1. ábrán látható hálók komplementumosak és pszeudokomplementumosak, 
tehát ezek a tulajdonságok nem elegendőek ahhoz, hogy egy hálót meghatározza a 
részhálóhálója.

A szakasz hátralévő részében a kongruenciaháló invarianciáját vizsgáljuk. Ve
zessük be a következő jelöléseket: ha A, B  < L, és a  ill. 8 ekvivalenciák A-n ill. 
B-n, akkor legyen a  ©•/? =  (a U uil) V (/? U wj,), ahol az egyesítést L ekvivalencia
hálójában végezzük el. Ha H <hp L és H  konvex, akkor legyen L* az a háló, amit 
úgy kapunk, hogy A-ben kicseréljük H-1 egy kételemű láncra. Ha H  korlátos, akkor 
L* =  (A \  H) U {0#, Ih }: L egy részhálója. A következő lema szerint Con(A*) és 
Con(H) meghatározza Con(A)-et.

2.25. LEMMA. ([Takb]) Ha H  </ip L, H konvex és korlátos, akkor

Con (A) =  {#* 0  9': 9* <E Con(A*), 6’ € Con(tf), és 0H 9 *1H &  & = H 2)  , (2.6)

továbbá tetszőleges 9 € Con(A) kongruencia 9* 0  91 alakú előállítása egyértelmű.

Bizonyítás. Jelöljük a (2.6) jobb oldalán álló halmazt (7-vel, és legyen 9 € Con(A), 
9* =  9\l *, $' = 9\h . Ekkor 6* € Con(A*), 9’ e  Con(H) és 9' = H 2 o  0H 9*lH. 
Állítjuk, hogy 9 =  9* 0  9'. Nyilván 9* 0  9' C  9. Fordítva, ha a 9 b, akkor a 9* b vagy 
a 9' b, vagy a 6 H\{Q jj, 1#} és b € A \H  (vagy fordítva). Az első két esetben nyilván 
a9*Q9' b, tegyük fel tehát, hogy a harmadik áll fenn. Ekkor ha a crb, mondjuk a < b,
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akkor a < 1h < b, s így a 9' 1 h  9* b, tehát a 9* © 9' b. Ha pedig a 11 b, akkor a 9 aVbQb 
miatt a 9' 1# 9* a\/b9* b, tehát ekkor is a 9* © 9' b. Ezzel beláttuk, hogy Con(X) C C.

A fordított tartalmazás belátásához tegyük fel, hogy 9 = 9* © 9' £ C . Vegyük 
észre, hogy a9b  pontosan akkor teljesül, ha a következő lehetőségek valamelyike 
fennáll:

a) a, & £ L* és a 9* 6;

b) a, b £ H  és a 9' 5;

c) a £ H \  {Oh , 1 h }, b £ L \ H ,  és a 9' c9*b valamely c £ {Oh , 1 h } elemre;

d) a £ L \  H,b  £ H \  {Oh , 1 h ), és a 9* c9'b valamely c £ {Oh , 1 h } elemre;

Valóban, ha például a £ H \  {Oh , 1h }, b £ L \ H  és a 9 b, akkor alkalmas a,-, 1 < i < 
2k — 1 elemekre

a 9' d  9* a2 9 'az 9* . . .  9* a2fc_2 9' a2k_t 9* 6. (2.7)

Mivel 9* és 0' is tranzitív, ezért feltehető, hogy (2.7)-ben az a,- elemek mind külön
bözőek, s így minden 1 < i < 2A; — 1 esetén a,- £ {Oh , 1h }- Ha k = 1, akkor a kívánt 
összefüggés nyilvánvalóan teljesül. Ha A: > 1, akkor a^9* a2 miatt 0h $*1h , s így 
9' — H 2, vagyis a2i- \9 ' a2i (1 < i < k — l ) .v#'-tranzitivitása miatt a 9' a2k-\9* b, 
s mivel a2k-i £ {0h ,1h }, ezért c) tényleg fennáll. A többi esetben is hasonlóan 
járhatunk el. Ha pedig a)-d) valamelyike teljesül, akkor © definíciója szerint a 9 b.

Térjünk vissza most annak a bizonyításához, hogy 9 = 9* © 9' £ G kongruencia 
X-en. Ehhez elegendő megmutatni, hogy a 9 ekvivalencia osztályai konvex részhálók, 
valamint a < b és a9b esetén a A c9 b A c és a V c9 6 V c.

Az osztályok konvexitásának igazolásához tegyük fel, hogy a < x < b és a 9 b] 
be kell látnunk, hogy a9x. Ha a, b, x £ L* ill. a, b, x £ H, akkor 9* ill. 9' kong
ruencia voltából következik, hogy a9x.  Ha a.b £ L*. x £ H \  {0h ,1h }, akkor 
o,9*0h 9' x9 'lii9*b , s így a9x.  Ha pedig a £ H \  {0h ,1h },& £ L \  H,  akkor 
b £ L>(H), s ezért a9'lH9*b. Másrészt a < x < 1h  vagy 1h < a: < b, ezért 
9* vagy 9' kongruencia voltából következik, hogy a9x.  Hasonlóan járhatunk el az 
a £ L \  H,b £ H  \  {Oh , 1h } esetben is.

Az osztályok részháló voltának belátásához elegendő megmutatni, hogy a 9 b és 
a 11 & esetén a A b 9 a V &, hiszen az osztályok konvexek. Az a), b) esetek nyilvánvalóak, 
d) pedig c)-hez hasonló. Tegyük fel tehát, hogy c) áll fenn, azaz a £ H \{0 h , 1h ), b £ 
L* és a9f c9*b, c £ {Oh , 1h ), mondjuk c =  1h - Ekkor b £ ezért a 2.2.
Lemma alapján a V b =  1h V b 9* 1h  A b =  a A b.

A szimmetria miatt elegendő a metszet kompatibilitását igazolni. Tegyük fel, 
hogy a < b és a 9 b. Mivel az osztályok konvexek, az {a, b} a c és az a < c esetekben 
a Ac 9 b Ac  automatikusan teljesül. Erre a bizonyítás során (*)-gal fogunk utalni. A 
számítások során különösebb hivatkozás nélkül használjuk majd a 2.2. Lemmát és 
az X<(Hr) < H  < L>(H ) összefüggést.

Ha o, b £ H, c £ H, akkor egyszerűen adódik, hogy a A c = b A c vagy a A c = 
a9b  =  b A c.
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Ha a, b, c G H  vagy c, i, c £ H, akkor 6' ill. 9* kompatibilitásából kapjuk, hogy 
a A cOb A c.

Ha a,b £ H és c £ H, akkor (*) miatt feltehető, hogy a G L || (H) vagy b G L || (ií). 
Ha a G L\\ (H ) és b G L>(H), akkor 0# = 0# A b$* Oh  A a = ljy A a9* 1# A b =  1#, 
s így 0' =  H 2. Ebből kapjuk, hogy a A c =  a A 0# 0* 6 A Oíj- =  0# 0' c =  & A c. Ha 
pedig a, 6 G E || ( ií), akkor a A c  = aA0n9*bA0H = bAc.

A hátralévő a G H,b G £> (#), ill. a G ¿<(fí), b G H  esetek hasonló számításokat 
igényelnek, ezért itt csak az elsővel foglalkozunk. Tegyük fel tehát, hogy aGí í , í>G 
L>(H). Ha c G L<(il) vagy c G L>(ií), akkor (*)-ra hivatkozunk, ha pedig c G 
Z, || (# ), akkor a A c =  1# A c 0* b A c. Végül ha c G E , akkor b A c = 1# A c 0' a A c.

Ezzel beláttuk, hogy Con(Z) =  (7. Az egyértelmű előállítás következik C eleme
inek az a)-d) pontokban megadott leírásából. □

2.26. TÉTEL. ([Takb]) Ha L véges háló, akkor Sub(L) meghatározza Con(L)-et, 
azaz Sub(L) =  Sub(isT) esetén Con(L) = Con(K).

Bizonyítás. Legyen L egy véges háló, és tegyük fel, hogy Sub(T) =  Sub(AT). Ekkor 
L-nek csak véges sok telített részhálója van, s így a 2.10. Tétel és az előtte tett

es telített resznaioK lineáris tagjainak permutaiasavai. a  vegesseg miatt ezek az 
átalakítások egymás után is elvégezhetőek, ezért Con(L) = Con(K) igazolásához 
elegendő megmutatni, hogy egy telített részháló dualizálása vagy lineáris tagjainak 
permutálása nem változtatja meg a kongruenciahálót.

Vegyük észre először, hogy tetszőleges A és A, (i =  1, . . . ,  n) korlátos hálókra

Con(A) = Con(Ad) és Con = (2.8)

Ebből következik, hogy a kérdéses átalakítások során egy telített részhálót egy vele 
izomorf kongruenciahálójú hálóra cserélünk.

izomorfizmus, és tekintsük a

7 : Con(L) —> Con(L')
=  h\l* ©<*(m|ít)

es a

6 : Con(Z/) -> Con(L) 

v = v \l * ® v \h > v\L* ©

leképezéseket. A 2.25. Lemmából adódik, hogy 7  ill. 8 tényleg Con(Z/)-be ill. 
Con(Z)-be képez, továbbá hogy S = 7 _1, tehát 7  bijektív. Mivel a megszorítás, 
a, oT1 és © monotonok, ezért 7  és 7 -1 is monoton, s így 7  izomorfizmus. □
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Most általánosítjuk a tételt véges magasságú hálókra. A bizonyítás hasonló a 
véges hálók esetéhez. A jobb áttekinthetőség kedvéért választottuk az előző té
tel ill. lemma bizonyításának részletezését; itt csak utalunk rá, hogy hogyan kell 
kiegészíteni az ott elmondottakat.

2.27. TÉTEL. ([Takb]) Ha L véges magasságú háló, akkor Sub(T) meghatározza 
Con (L)-et.

Bizonyítás. A 2.25. Lemma általánosításához tekintsük az L háló Hj (j £ J) páron
ként diszjunkt, korlátos, nemtriviális telített részhálóit, és jelölje Oy, 1 j a Hj  korláte
lemeit. Legyen L* az a háló, amit úgy kapunk, hogy minden Hj-1 kicserélünk (72-re. 
(Mivel a Hj (j £ J ) részhálók páronként diszjunktak, ezért a kicserélés egyidejű
leg végezhető el, a konvex hp részháló kicserélésének nyilvánvaló általánosításának 
megfelelően.) A 2.25. Lemmához hasonlóan bizonyítható, hogy

Con(L) =  1 6* O ©  Oj- Ö* G Con(L*), 6j £ C o n ^ ) ,  és 0,- 6* 1 j &  6á =  ff? j  , (2.9)

továbbá Con(L) elemeinek az ilyen típusú előálltása egyértelmű. A bizonyításban 
felhasználható az a tény, hogy ha a, b £ L \  Lk valamely k £ J-re, a \ | b és a V h £ Lk, 
akkor aV6 =  0^. A 2.25. Lemma bizonyításában felírt a)-d) pontok megfelelőit ki kell 
egészíteni egy ötödikkel, amikor az a és b elemek különböző ff^-kben vannak. Ennek 
megfelelően a bizonyítás további lépéseinél egy-egy új eset ellenőrzése szükséges.

Legyen most L egy tetszőleges véges magasságú háló. Jelölje T az L háló legalább 
kételemű telített részhálóinak halmazát, és tekintsük T-t részbenrendezett halmaz
nak a halmazelméleti tartalmazásra nézve. Legyen Tq =  {L} és Tk+1 =  {H: H  £ 
T  és H-t fedi Tk egy eleme} (k > 0). Mivel L véges magasságú, így T  is az. Ezért 
egyrészt Tk =  0 valamely k-ra; jelölje n a legkisebb ilyen k-1. Másrészt T  =  U£=o ^k- 
Mivel minden k-ra Tk páronként diszjunkt telített részhálókat tartalmaz, ezért egy
H  £ Tk telített részhálóhoz tartozó R  réteg dualizálása elvégezhető úgy is, hogy 
először dualizáljuk H-t, majd az összes T^+i-beli elemet, amit H  fed. Az is világos, 
hogy egy telített részháló lineáris tagjainak permutálásakor most sem változik meg 
a telített részháló kongruenciahálója, hiszen L véges magassága miatt csak véges 
sok tagú lineáris összegek fordulhatnak elő.

Tegyük fel most, hogy Sub(L) =  Sub(iú) teljesül valamely K  hálóra. A 2.10. 
Tétel szerint feltehető, hogy K  előáll L-ből telített részhálók lineáris komponensei
nek permutálásával és rétegek dualizálásával. A fent elmondottak alapján tehát K  
megkapható X-ből a következőképpen. Cseréljük ki először L-et egy vele izomorf 
kongruenciahálójú hálóra, majd csináljuk ugyanezt Ti elemeivel, aztán T2 elemeivel, 
és így tovább egészen Tn_i-ig. Haladjunk ezután visszfelé: a 2.26. Tétel bizonyítá
sához hasonlóan most (2.9)-ből adódik, hogy a fc-adik lépés invertálásával, vagyis 
Tk—i elemeinek visszacserélésével nem változott meg Tk- 2 elemeinek kongruenci
ahálója sem. Ha a visszacseréléseket sorban elvégezzük, végül azt kapjuk, hogy 
Con(L) “  Con(iú). 7 □
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Megjegyzések. 1) Ha L nem véges magasságú háló, akkor Sub(L) nem feltétlenül 
határozza meg Con(L)-et. Valóban, tekintsük az L =  Z-  ® Z+ és a K  =  Z+ © Z” 
hálókat, ahol Z+ ill. Z~ a pozitív ill. negatív egészek láncát jelöli. Ekkor Sub(L) =  
Sub(i’f), de Con(L) ^  Con(iú), hiszen Con(L) atomisztikus, Con(iú) viszont nem.

2) Lineárisan felbonthatatlan ellenpéldát úgy nyerhetünk, hogy tekintjük iV5-ben 
az egyetlen kételemű telített részhálót, {a, c}-1, és kicseréljük az L = Z" © Z+ ill. a 
K  = Z+ ©Z~ hálókra. így kapjuk az M  ill. N  hálókat, melyekre Sub(M) =  Sub(iV) 
teljesül. Könnyen megmutatható, hogy Con(M) = Con(L) A Con(Ag) és Con(7V) = 
Con(iú) A Con(iV5); ez utóbbi összefüggés a 2.25. Lemmából is következik. Az előző 
példában láttuk, hogy Con(X) ^  Con(iú), ezért Con(M) ^  Con(A).

3) A részhálóháló nem határozza meg az automoríizmuscsoportot a véges esetben 
sem. Valóban, legyen J  egy véges, nem-önduális háló, és konstruáljuk meg a 2.5 
ábrán látható L hálót: vegyük J  két diszjunkt példányát, Ji-et és / 2-t, valamint 
két további elemet, 0-t és 1-et. Legyen 0 < A U J2 < 1 és Ji || J2- Világos, hogy 
Aut(L) =  A ut(J)2 x G2, ahol G2 a kételemű csoportot jelöli. Ha L-ben dualizáljuk 
a Ji homogén prím részhálót, akkor nyerjük a K  hálót. Mivel Aut(iú) =  A ut(J)2, 
Aut(L) ¥  Aut(üT), holott Sub(L) S  Sub(K)

4) Felmerülhet az olvasóban, hogy a 2.26. és a 2.27. Tételeket a gyenge perspekti- 
vitások segítségével bizonyítsuk. Ez azért lenne kézenfekvő, mert egy háló pontosan 
akkor szubdirekt irreducibilis, ha van olyan kvóciense, amely minden másik kvóci- 
ensbe gyengén projektív (ld. pl. [Gra78], 131. o.). A részhálóhálóból azonban nem 
olvasható le, hogy a/b ~ w c/d teljesül-e, így a bizonyítás nehezen képzelhető el a 
2.10. Tétel felhasználása nélkül.

1 1

L K

2.5. ÁBRA/

5) A 2.27. Tétel alapján nyilvánvaló, hogy a véges magasságú hálók körében a 
szubdirekt felbonthatatlanság öröklődik a részhálóhálók izomorfiája esetén. Más
részt a 2.24. Tétel alapján az önduális, szubdirekt irreducibilis, lokálisan véges ma
gasságú hálókat meghatározza a részhálóhálójuk, így a szubdirekt irreducibilitás 
ebben az osztályban is öröklődik. Az összes hálók körében ez már nem teljesül. Va
lóban, tekintsünk egy alsó és felső korláttal nem rendelkező egyszerű B  hálót, és két 
egyelmű hálót, A -1 és G-t. Ekkor L = AQBQ)C szubdirekt felbonthatatlan a B 2Uív̂
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monolittal. L lineáris tagjainak permutálásával kapjuk a K  =  A  ® C © B  hálót. 
Nyilván Sub(Z) =  Sub(Ü'), de K  nem szubdirekt felbonthatatlan, hisz (Aq C) 2Ü(jJl 
és B 2 U ujl diszjunkt kongruenciák.

A 2) ponthoz hasonlóan nyerhetünk lineárisan felbonthatatlan ellenpéldát is.

2.4. VARIETÁSOK

2.4 Variét ások
A harmadik problémával kapcsolatban korábban csak a triviális varietások, továbbá 
a moduláris és a disztributív hálók varietásainak zártsága volt ismert [Fil66]. Rival 
[Riv72] egyszerű bizonyítása az utóbbi két esetre azon alapul, hogy az N 5 és M3 
hálókat meghatározza a részhálóhálójuk.

A következőkben jellemezzük a moduláris varietások közül a zártakat. A vizsgála
tokat általánosabban kvázivarietásokra végezzük, tehát olyan osztályokra, amelyek 
Horn-formulákkal definiálhatóak. Horn-formulán egy

n

0 : f \ P i  =  <li = > •  P  =  ü
i=l

alakú formulát értünk, ahol pi, qi,p, q hálókifejezések.
A 2.15. Tétel (1) pontjának eredeti formája a következő:

2.28. TÉTEL. ([Fil66]) Legyen L és K  két háló, és tegyük fel, hogy L moduláris. 
Sub(X) =  Sub(iL) pontosan akkor teljesül, ha K  előáll L-ből á  lineáris tényezők 
permutálásával és dualizálásával.

Ebből azonnal adódik a következő lemma.

2.29. LEMMA. ([Tak98]) Tegyük fel, hogy $ egy önduális hálótulajdonság, mely 
implikálja a modularitást. Ha

(V iei:*(A0) <=► * 0 A -
\ i £ l  /

(2.10)

akkor $ öröklődik a részhálóhálók izomorfiája esetén.

A következőkben belátjuk, hogy ha a $ tulajdonság egy tj> Horn-formula fennállását 
jelenti, akkor $  kielégíti (2.10)-t. Természetesen ha 0 ekvivalens az x = x azonos
sággal, akkor (2.10) nem telejesül, de ekkor (és akkor is, ha V’ az x = y azonossággal 
ekvivalens) $  nyilvánvalóan öröklődik. így (2.10)-t elegendő az ezektől különböző, 
tehát nemtriviális Horn-formulákra igazolni.

2.30. LEMMA. ([Taka]) Ha A  és B  korlátos hálók, akkor A  ¡AB € SP{A, B j.  

Bizonyítás. Az a: A A B  — > A x B,

ex, s f (x, 0b ), ha x e  A,
w = ic u A  h . x £ í

leképezés beágyazás, így A A B  izomorf az A és B  hálók direkt szorzatának egy 
részalgebrájával. □
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2.31. LEMMA. ([Taka]) Legyen A és B  két háló, tp pedig egy nemtriviális Horn- 
formula. Ha ip teljesül A-ban és B-ben, akkor teljesül A® B-ben is.

Bizonyítás. Tegyük fel először, hogy A és B  korlátos hálók, melyekben ip teljesül. A 
2.30. Lemma szerint A © B = A A C 2A S C  SP(A, B , C2), s mivel ip nyilvánvalóan 
teljesül (72-ben, így teljesül A ® B-ben is.
Legyen most A és B  két tetszőleges háló, melyekben ip teljesül, és tételezzük fel, 
hogy tp nem teljesül A® B-ben. Mivel s^-ben csak véges sok változó szerepel, létezik 
A ® B-nek egy olyan végesen generált G =  [x0, x i , ..., xn] részhálója, amiben tp nem 
teljesül. Legyen D = [{a;*: Xi G A}] és E = [{:£;: X{ G B}]. Ekkor D és E  korlátos 
hálók, melyekben teljesül tp, továbbá C = D ® E. Következésképpen ip teljesül 
(7-ben, ami ellentmond C felvételének. □

Teljes indukcióval bizonyítható, hogy a lemma teljesül két lineáris tag helyett 
véges sokra is, s mivel egy Horn-formula kiértékelésekor csak véges sok lineáris tag 
játszik szerepet, ezért kapjuk az alábbi következményt.

2.32. KÖVETKEZMÉNY. ([Taka]) Ha egy nemtriviális Horn-formula teljesül az Ai 
(i G I ) hálókban, akkor teljesül a ©ie/ At- hálóban is.

Mivel minden lineáris tag részhálója a lineáris összegnek, a fordított irányú impli
káció is igaz. A 2.29. Lemmából és a 2.32. Következményből adódik a

2.33. TÉTEL. ([Tak98]) Legyen L és K  két moduláris háló, melyekre Sub(B) = 
Sub(iv), és legyen tp egy önduális Horn-formula. Ha tp teljesül L-ben, akkor teljesül 
K-ban is.

Megjegyzés. Ha tp nem-önduális Horn-formula, akkor tp nem őrződik meg az általá
nosabb értelemben sem. Valóban, legyen A egy háló, amelyben tp teljesül, de Ad-ban 
nem teljesül. Ekkor Sub(A® A) =  Sub(A® Arf), tp teljesül A® A-ban, de nem teljesül 
A ® Ad-ban, s ez utóbbi önduális háló.

2.34. KÖVETKEZMÉNY. ([Tak98]) Egy kvázivarietás, mely része a moduláris há
lók varietásának, pontosan akkor zárt a részhálóhálók izomorfiájára nézve, ha öndu
ális.

Mivel a nem-önduális varietások egyike sem zárt, a továbbiakban önduális, nem
moduláris varietásokra szorítkozhatunk. Nem ismert annak a jellemzése, hogy ezek 
közül melyek zártak. A szakasz hátralévő részében példát adunk zárt és nem zárt 
variétásra is.

Egy (V, W) párt hasításnak nevezünk, ha V és W hálóvarietások, és tetszőleges 
X  hálóvarietásra vagy X  C V, vagy W  C X. Ezzel ekvivalens a következő fogalom 
(McKenzie [McK72]): Legyen V egy hálóvarietás, S  pedig egy véges, szubdirekt 
felbonthatatlan háló. Ha tetszőleges L háló esetén vagy L G V, vagy B-nek van 
egy N-sel izomorf részhálója, akkor V-t hasító varietásnak, 5-et pedig a hozzá tar
tozó hasító hálónak nevezzük. A legismertebb hasító varietás a moduláris hálók M  
osztálya; a hozzá tartozó hasító háló Ar5. N5 általánosításaként tekinthetők a 2.6.
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ábrán látható Nk (k > 5) hálók, melyek (önduális) hasító 
ló láncát definiálják (ld. [McK72]).

varietások végtelen leszál-

2.6. ÁBRA

2.35. KÖVETKEZMÉNY. ([Taka]) Az önduális hasító varietások zártak a részhá
lóhálók izomorfiájára nézve.

Bizonyítás. Legyen V egy önduális hasító varietás, S  pedig a hozzá tartozó hasító 
háló. Ekkor S  önduális, szubdirekt felbonthatatlan, véges háló. Tegyük fel, hogy 
L és K  olyan hálók, melyekre Sub(X) =  Sub(JÚ) és K  V teljesül. Ekkor iú-nak 
van egy 5-sel izomorf részhálója, vagyis Sub(KT)-nak van egy Sub(5)-sel izomorf 
főideálja. Sub(L) =  Sub(if) miatt L-nek van egy S' részhálója, melyre Sub(ő') =  
Sub(5'). A 2.24. Tétel szerint azonban S  = S ', tehát L <£. V. □
Példa. Tekintsünk egy olyan típusú véges M  hálót, amilyet a 2.20. Tétel után konst
ruáltunk (2.4. ábra), és legyen V = V(M, M d). az M  és M d hálók által generált vari
etás. Jónsson lemmája szerint V szubdirekt felbonthatatlan elemei HS{M, M d}-bán 
vannak, így V M  és M d mellett csak \M |-nál kisebb elemszámú szubdirekt felbontha
tatlan hálókat tartalmaz. Tehát M'  ^ V annak ellenére, hogy Sub(M) =  Sub(M'). 
Következésképpen V nem zárt.

Bizonyítás nélkül megemlítjük, hogy a telített részhálók dualizálásával szemben 
egy véges háló telített részhálója lineáris komponenseinek permutációi nem vezetnek 
ki a háló által generált varietásból.

2.5 R észhálóhálók tulajdonságai
Ebben a szakaszban azt vizsgáljuk, bogy hogyan olvashatók le i-rő l Sub(L) egyes 
tulajdonságai. A következő tétel szerint a részhálóhálók általában igen kevés ”szép” 
tulaj donsággal rendelkeznek.

2,36. TÉTEL. (Koh [Koh73]) Legyen L tetszőleges 
vivalensek:

háló. A következő állítások ek-

(1) Sub(X) moduláris;
í
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(2) Sub(L) disztributív;

(3) Sub(L) Stone háló;

(4) Sub(X) komplementumos;

(5) Sub(X) szakaszkomplementumos;

(6) Sub(X) relatív komplementumos;

(7) Sub(L) Boole háló;

(8) L lánc.

2.37. TÉTEL. (Tan [Tan78]) Legyen L moduláris háló. A következő állítások ekvi
valensek:

(1) Sub(X) alulról féligmoduláris, azaz a,b -< a V b esetén a A b -< a, b;

(2) Sub(X) V -féligdisztributív, azaz a V c =  6 V c esetén a V c =  (a A b) V c;

(3) L nem tartalmaz C2 x  Cz-mal izomorf részhálót.

Véges (nem feltétlenül moduláris) bálók esetén Lakser [Lak73] igazolta (1) és (3) 
ekvivalenciáját. Sub(X) 2-disztributivitására Czédli [Cze80b], [Cze80a] adott szük
séges és elegendő feltételeket.

A következő állítások bárom további tulajdonság leírását adják.
A A A

2.38. ÁLLÍTÁS. Tetszőleges L hálóra Sub(X) félkomplementumos és gyengén komp
lementumos

Bizonyítás. L tetszőleges K  valódi részbálójának létezik nemnulla félkomplemen- 
tuma: ha a 6 L \  K , akkor K  fi {a} =  0.

Ha G < H  < L, akkor egy tetszőleges a 6 H \  G elemre {a} fi G =  0, de 
{a} fi H  7  ̂ 0, s így Sub(X) gyengén komplementumos. □

/ /  A

2.39. ÁLLÍTÁS. Egy L háló részhálóhálója pontosan akkor pszeudokomplementu- 
mos, ha L lánc.

Bizonyítás. Az elegendőség következik a 2.36. Tételből. A szükségesség belátásához 
tegyük fel, hogy L nem lánc, és legyenek a,b összehasonlíthatatlan elemek X-ben. 
Ekkor az {a V &} részhálónak nincs legnagyobb félkomplementuma, hiszen {a} és 
{6} is félkomplementuma, de {a} V {6} =  {a, 6, a V b,a Ab}  nem. □

A továbbiakban azt vizsgáljuk, hogy mikor teljesülnek a fenti tulajdonságok du
álisai részhálóhálókban. Először nézzük a duális félkomplementumosságot. Sub(X) 
definíció szerint duálisan félkomplementumos, ha L tetszőleges K  részhálójára lé
tezik egy H  valódi részháló, melyre K  V H = L teljesül Sub(X)-ben. Ezt nyilván 
elegendő megkövetelni az egyelemű K  részhálókra.
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2.40. LEMMA. Tetszőleges Li, i £ I  hálókra Sub(®íe /L,) pontosan akkor duálisan 
félkomplementumos, ha minden i 6 I  esetén Sub(Xi) duálisan félkomplementumos.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy j  £ /  indexet és egy a £ Lj  elemet. Ha {a} duális 
félkomplementuma Sub(©j6jX,-)-ben A, akkor Sub(Zy)-ben A  fi Lj. Ha pedig {a} 
duális félkomplementuma Sub(Xj)-ben B, akkor Sub(®iej X,-)-ben ©¿ej Ki, ahol

f Li, ha i ^  j,
' l  B, ha i =  j.

□

2.41. LEMMA. Legyen L egy legalább kételemű, lineárisan felbonthatatlan háló, és 
tegyük fel, hogy L

• A-felbontható, vagy

• alulról korlátos, vagy

• felülről korlátos.

Ekkor Sub(X) nem duálisan félkomplementumos.

Bizonyítás. A feltétel szerint L =  A A B  vagy 0 £ L vagy 1 G I .  Ennek megfelelően 
legyen a = 1a =  Os vagy a =  0 vagy a =  1. Megmutatjuk, hogy az {a} részhálónak 
nincs X-től különböző duális félkomplementuma Sub(X)-ben.

Mivel acrL, tetszőleges H  részhálóra {a} V H = {a} U H,  tehát {a} duális 
félkomplementuma csak L \  {a} vagy L lehet. Viszont a lineáris felbonthatatlanság 
miatt mindhárom esetben a A- vagy V-irreducibilis elem X-ben, s így L \  {a} nem 
részháló. □

2.42. TÉTEL. Legyen L egy véges magasságú háló. Sub(X) ponosan akkor duálisan 
félkomplementumos, ha L lánc.

Bizonyítás. Az elegendőség nyilvánvaló, a szükségesség belátásához tegyük fel, hogy 
Sub(X) duálisan félkomplementumos. A 2.40. Lemma szerint ekkor L lineáris tagjai 
is duálisan félkomplementumosak, és nyilván korlátosak is. így a 2.41. Lemma 
szerint a lineáris tagok egyeleműek, tehát L lánc. □

A következő állítás azt mutatja, hogy nincs a részhálóhálók duális félkomplemen- 
tumosságát bizonyos részhálók kizárásával, ill. azonosságokkal vagy Horn-formulák- 
kal leíró szükséges feltétel sem.

/ / v
2.43. ÁLLÍTÁS. Legyen K  egy tetszőleges háló, C pedig egy felső és alsó korlát 
nélküli lánc. Ekkor az L =  C x K  háló duálisan félkomplementumos.
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Bizonyítás. Legyen a =  (ao, ai) € L egy rögzített elem. Azt állítuk, hogy {a} egy 
félkomplementuma X  =  {(rc0, xi): xq /  ao} C L. Ennek igazolásához elegendő 
megmutatni, hogy tetszőleges k E K ,k  ^  ai elem esetén (a0, k) előáll X  elemeiből 
és a-ból.

Ha k > öx, akkor tetszőleges b < a0 elemmel (ao, k) = (b, k) V (ao, ai), ha pedig 
k < öi, akkor egy b > ao elemet választva (ao, k) =  (&, A (ao, ai). Végül ha A: |) aj, 
akkor a\ < a-^y k > k felhasználásával (a0, k) két lépésben állítható elő. □

Mivel a gyenge komplementumosságból következik a félkomplementumosság, e- 
zért adódik a

2.44. KÖVETKEZMÉNY. Legyen L egy véges magasságú háló. Sub(T) pontosan 
akkor duálisan gyengén komplementumos, ha L lánc.

A 2.40. Lemma analogonja érvényes a duális pszeudokomplementumosságra is, 
de nem ismert a részhálóhálók duális pszeudokomplementumosságát leíró szükséges 
és elegendő feltétel. Érdemes megemlíteni, hogy a láncok mellett duálisan psze- 
udokomplementumos részhálóhálóval rendelkeznek azok a hálók, amelyeknek van 
duplán irreducibilis elemekből álló generátorrendszerük. Ilyenek például a ”hagy
mák”, vagyis az olyan korlátos hálók, ahol bármely két összehasonlíthatatlan elem 
metszete 0, egyesítése 1.

/



3. Fejezet

R észm odulushálók dualitása

[CT] alapján elemi bizonyítást adunk Hutchinson dualitástételére, amely szerint egy 
rögzített R  gyűrű feletti modulusok részmodulushálóinak osztálya önduális varietást 
generál.

Ebben a fejezetben R  mindvégig egységelemes gyűrűt jelöl, az egységelem 1 =  lj?. 
i?-M od jelöli az R  feletti baloldali modulusok osztályát, T (R ) pedig azon hálóazo- 
nosságok halmazát, amelyek teljesülnek minden i?-modulus részmodulushálójában, 
azaz a (Sub(M): M  £ i?-M od} osztályban. Az Abel-féle kategóriák elméletének és 
[HC78] 4. Tételének felhasználásával Hutchinson [Hut73,HC78] igazolta a következő 
tételt.

3.1. TÉTEL. (Hutchinson [Hut73,HC78]) Tetszőleges R egységelemes gyűrűre T(R)  
hálóazonosságok egy önduális halmaza. Másképpen fogalmazva: egy X hálóazonos
ság pontosan akkor teljesül a {Sub(M): M  £ i7-Mod} osztályban, ha X duálisa is 
teljesül.

A tételre adott új, elemi bizonyítás nem él a kategóriaelmélet eszközeivel, és 
sokkal kevésbé támaszkodik [HC78]-ra, mint az eredeti bizonyítás. A [HC78]-ból 
átvett részeket -  akár csak [CT]-ben -  bizonyítással együtt közöljük. (Mivel az 
eredetinél gyengébb állítás is elég a jelen célokra, a bizonyítások egyszerűsödnek.) 
Többször is felhasználjuk majd Frobenius [Fro79] (ld. még [HC78]-at) klasszikus 
mátrix-diagonalizációs módszerét, melynek segítségével tetszőleges Z feletti A  mát
rixhoz találhatóak olyan Z feletti invertálható B és C mátrixok, hogy B " 1 és C~x 
elemei is egészek, valamint BAC  diagonális.

Ha m > 0 és n > 1 egészek, akkor jelölje D (m ,n ) a következő " oszthatósági 
feltételű’: (3x)(mx — n • 1), ahol mx = x +  . . .  + x (m tagú összeg) és 1 a gyűrű 
egységeleme. Az {(m, n): m > 0, n > 1, és D(m,n)  teljesül i?-ben) halmazt 
77(i7)-rel jelöljük. A következő lemma szerint az oszthatósági feltételek igen szoros 
kapcsolatban állnak a részmodulushálók azonosságelméletével.

3.2. LEMMA. (Hutchinson és Czédli [HC78]) Tetszőleges R  gyűrűre D(R) megha
tározza T(R)-et, azaz D(Ri) = D{Rf) esetén T(Rf)  =  T{Rf).  '

31
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Bizonyítás. Legyen A egy hálóazonosság. Mivel minden M  G i?-M od modu
lusra Sub(M) =  Con(M), és 5 -M o d  kongruencia-felcserélhatő varietás, ezért Wille 
[Wil70] vagy Pixley [Pix72] szerint (vagy részletesen ld. [HC78]-at) létezik egy olyan 
U(A) erős Mal’cev feltétel, hogy A G T(R)  ekvivalens t/(A)-nak i?-M od-ban való 
teljesülésével. Felhasználva, hogy 5-M od-ban minden f ( y i , . . . ,  yn) n-változós ki
fejezés egyértelműen felírható riyi + . . .  +  rnyn alakban, ahol r1?. . . ,  rn G R, U(A)
egy , }

Ay = b- 1R (3.1)

lineáris egyenletrendszerrel ekvivalens, ahol A  egy Z feletti mátrix, b egy egész szá
mokból álló oszlopvektor, y pedig egy olyan oszlopvektor, melynek komponensei a 
gyűrűből vett változók (konkrét példákat ld. [HC78]-ben). így kapjuk, hogy

A G T(R)  ■£=>■ Ay = b-lR megoldható 5-ben. (3.2)

Válasszunk most Frobenius tételének megfelelően olyan Z feletti invertálható B  
és C mátrixokat, melyek inverzei is Z felettiek, és BAC  diagonális. Bevezetve az 
M  := B A C , z := C~1y} c := Bb jelöléseket, (3.1)-et balról 5-vel szorozva kapjuk, 
hogy (3.1) 5-beli megoldhatósága ekvivalens az Mz  = c-1r  egyenletrendszer 5-beli 
megoldhatóságával. Mivel M  diagonális mátrix, az egyenletrendszer megoldható
sága csak D(R)-en múlik. Tehát D(R)  meghatározza T(R)-et. □

Ha k > 0, akkor jelölje Zk az egész számok Z gyűrűjének modulo k vett fak
torgyűrűjét, és legyen Z0 =  Q, a racionális számok teste. Az alábbi lemma azt 
mutatja, hogy a Z*, k > 0 gyűrűknek kiemelt szerep jut az oszthatósági feltételek 
vizsgálatakor, s így a részmodulushálók azonosságelméletében is.

3.3. LEMMA. ([CT]) Tetszőleges R  gyűrűre

D (R ) =  n  £ ( z *)- (3-3)
D(R)CD(Zk)

3. RÉSZMODULUSHÁLÓK DUALITÁSA

Bizonyítás. A  bizonyításban felhasználjuk, hogy tetszőleges m > 0, n >  0 és k > 0 
egészekre .

(m, n) G D(Zk) ln.k.o.(m, k) \ n. (3.4)

Először azzal az esettel foglalkozunk, amikor k := char R > 0. Itt char R  a 
min{i: 0 < i G Z és i ■ ljj =  0} számot, R  karakterisztikáját jelöli, ahol min0 értéke
0. Azt állítjuk, hogy

D(R) = D( Zfe).

A Zk —»• R, x ■ Ízk i—> íc - lj? (x G Z) beágyazás biztosítja, hogy D(Zf.) C D(R).  
A fordított irányú tartalmazás belátásához tegyük fel, hogy (a, b) £ D (Z*,), azaz 
d := ln.k.o.(a, k) nem osztja b-t. Legyen k = kid, a = a\d és b =  qd-\- r, 0 < r < d. 
Ha ax = b • Ír teljesülne valamely x G R  elemre, akkor 0 =  k(aix) = kiax = 
kxb • 1 r  =  kiqd • lj? + k±r • lj? =  k(q • Ír ) +  (kir) ■ 1^ =  (kir) ■ Ír ellentmondás
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lenne, hiszen kir < kid = k = char R. Tehát (a, b) ^ D{R). Ezzel beláttuk, hogy 
D (R ) =  D(Zk), amiből következik a bizonyítandó formula.

Tegyük fel most, hogy char R  = 0. (3.3) belátásához nyilván elegendő a D tar- 
talmazást igazolni. Ehhez rögzítsünk olyan m > 0 és n > 0 számokat, melyekre 
(m ,n ) D(R); meg kell mutatnunk, hogy (m,n) nem eleme (3.3) jobb oldalának.
Két esetet különböztetünk meg.

1. eset: m = 0. Ekkor (m,n) ^ D{Z0), és D(R) C D{Z0) egyszerűen következik 
az (a, b) E D{R) =>• a ^  0 összefüggésből. Tehát (m,n) = (0, re) nem eleme (3.3) 
jobb oldalának.

2. eset: rre > 0. Először azt igazoljuk, hogy tetszőleges 0 < a i,. . .  ,a t E Z és 
1 < 6i , . . . ,  G Z számokra

(ai, 6i ) , . . . ,  (at, &í) G D(R) => ( a i . . .  öí, b i. . .  bt) E £ (# )• (3.5)

Valóban, ha ö iri = bi ■ Ír és a2r2 =  í>2 • Ifi teljesül valamely r1; r2 G ií elemekre, 
akkor (aia2)(rir2) =  a2(air:i)r2 = a2(&i • 1jr)í™2 =  &i(a2r2) =  hb2 • Ifi. Tehát (3.5) 
teljesül t =  2-re, s hasonló indukciós lépésselkapjuk, hogy igaz t > 2 esetén is.

Tegyük fel most, hogy m = pf1 .. .p{{ és re =  p91 . . .  p?', ahol p i , . . .  ,pt különbö
ző prímek, f i , . . . , /* ,  g i,. . .  ,gt pedig nemnegatív egészek. (3.5)-ből kapjuk, hogy 
(p/!' ,p f ) £ D (R ) valamely i G {1 ,... ,í}-re. A p := pi, /  := fi, g := & és k := f +1 
jelöléseket bevezetve (p^,pP) £ D(R) magával vonja, hogy /  > g. Következésképpen 
(ra,re) £ D(Zfc), hiszen mx = 0 n ■ l%k fenáll minden x G Z^ elemre. Tehát csak 
azt kell bizonyítanunk, hogy Zk fellép (3.3) jobb oldalán. Előbb azonban vegyük 
észre, hogy ha (p5*1, ^ )  G D(R) teljesülne, vagyis létezne egy r E R  elem, melyre 
p9+1r =  p9 ■ Ír , akkor azt kapnánk, hogy p3 ■ Ír =  p9+1r = p(p9 • lfi)r =  pp?+1r 2 = 
p3+2r2 =  . . .  =  p^r^~9, ami ellentmondana a (p^p9) ^ D(R) feltételnek. Tehát 

i  D{R).
D(R) C D(Zk) belátásához tegyük fel, hogy (c, d) £ D{Zk), 0 < c, 1 < d; meg 

kell mutatnunk, hogy (c, d) £ D(R). Ha c =  0, akkor (c, d) £ D(R) következik 
abból, hogy char R = 0, tehát feltehető, hogy c > 0. Legyen c =  puCi és d =  pvdi 
úgy, hogy p nem osztja cjái-et. (3.4)-ből nyerjük, hogy u > v és v < g, ezért 
léteznek olyan x és y egészek, hogy pv =  ln.k.o.(p“, d) = xpu +  yd. Ha (c, d) D(R)- 
hez tartozna, tehát ha létezne egy olyan r E R  elem, amelyre cr = d ■ Ír , akkor az 
adódna, hogy

f - 1  R  =  p 9- v (pv - l R ) = p 9- v ( x p u +  y d ) . l R  =

= f +u~vx • 1* + p3~vyd ■ 1R = f +u- vx • Ifi +  f - vyc ■ r =
=  p3+1((xpu- v- 1 -lR  + pu- v- 1y c i- r ) ) ,

ami ellentmond a fent kapott (ps+1,p?) ^ D(R) összefüggésnek. Tehát (c, d) £ 
D(R), s ezzel (3.3) bizonyítást nyert. □

Ha k > 0 és t  > 0, akkor Z\-t természetes módon Z&-modulusnak tekinthetjük. 
(Valójában Z\ a t elem által szabadon generált Z^-modulus.) A következő lemma 
szerint ezen modulusok részmodulushálói önduálisak.
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3.4. LEMMA. ([CT]) Ha k >0, akkor Sub(Zjj.) önduális háló.

Bizonyítás. Z \ elemeit sorvektoroknak tekintjük, és egy x =  (x i ,. . . , Xt) £ Z\ vektor 
transzponáltját x*-gal jelöljük. Használni fogjuk a mátrixok és a vektorok körében 
szokásos jelöléseket, mint például xy* = xiyi + • • • +  xtyt.

Azt állítjuk, hogy

ip: Sub(Z^.) -»• Sub(Z|),
S  ~  Sx := { x e Z Í : ( V y e S ) ( á r  =  0)}

duális hálóizomoríizmus, sőt involúció. Könnyen ellenőrizhető, hogy a p  leképezéstől 
megkívánt tulajdonságok teljesülnek, kivéve az injektivitást is biztosító

(SL)L c  5 (3.6)

összefüggést. Tegyük fel, hogy k > 0, és jelölje 1* a Zk gyűrű egységelemét. (3.6)-ot 
először a t =  1 esetre bizonyítjuk. Mivel Z főideálgyűrű, egyszerűen adódik, hogy S  
felírható {xu ■ \ k: x £ Z} alakban, ahol u a k egy megfelelő pozitív osztója. Ugyanez 
teljesül az S x részmodulusra, tehát S 1 is {vx • l k: x £ Z} alakú, ahol v a k egy 
megfelelő pozitív osztója. Mivel (u • l*.)(v • U) =  0, kapjuk, hogy

k | uv. (3.7)

Másrészt viszont (k/u) • l k nyilván merőleges S  minden elemére, így 5 x-ben van, s 
ezért (k/u) ■ \ k =  vx ■ =  v(x • U) valamely i é Z számra. Tehát (v, k/u) € D( Zk),
és így (3.4) alapján v | k/u, azaz

uv | k. (3-8)

(3.7) és (3.8), valamint ű és v pozitivitásának összevetésével adódik, hogy v = k/u. 
Ha megismételjük az eddig elmondottakat úgy, hogy S  szerepét 5 X veszi át, azt 
kapjuk, hogy (5'x)x =  {x (k/(k/u)) ■ l k: x G Z} =  {xu ■ l k‘. x 6 Z} =  S.

Legyen most ú > 1, és legyen S Z\ egy részmodulusa. Mivel S  véges, tekinthetünk 
egy s x t méretű A  mátrixot, ahol s > í, az A  mátrix sorai 5-beli vektorok, és 
minden 5-beli vektor megegyezik A  legalább egy sorával. Habár az A  mátrix elemei 
nem egész számok, hanem Z^-beli elemek, a Z —» Zk természetes epimorfizmust 
közbeiktatásával alkalmazható Frobenius tétele. így kapunk egy B  és egy C Zk 
feletti s x s ill. t x t  méretű mátrixot, melyek invertálhatóak a Zk feletti s x s ill. t x t  
méretű mátrixok gyűrűjében, továbbá segítségükkel az A  mátrix diagonalizálható, 
azaz B AC  diagonális.

A  felvétele miatt minden egyes y € Z\ vektorra

y e S - A T  =  o.

Legyen most v 5 XX tetszőleges eleme. Ekkor

(W e  z \)  (Ay* = 0 = ^ t ? r  =  0).
/
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A fent említett B  és C mátrixok segítségével, 5-vel balról beszorozva kapjuk, bogy

(Vj?€ K )  ((B A C X C -1?") = 0 =>■ (C C )(C -V ) = o) •
Mivel C~xy* végigfut Zjj. minden elemén, illetve minden elemének transzponálján, 
az M  = BAC  és a w =  vQ jelölésekkel kapjuk, hogy

(Vz G Z\) (.M z* = 0 = »  wz* =  0). (3.9)
Tudjuk, hogy M  diagonális; legyenek m n ,. . . ,  mtt M  főátlóelemei. Alkalmazzuk 
(3.9)-et az olyan z vektorokra, melyeknek csak egy nem 0 komponensük van. így az 
adódik, hogy

(V î G Zk) (muZi = 0 wíZí =  0) (i = 1 , . . . ,  t). (3.10)
Legyen Sí = {urna: u G Zk} G Sub(Zfc); ekkor (3.10) úgy is fogalmazható, hogy 
Wi G S 'j1 . Mivel (3.6) már bizonyítást nyert a t =  1 esetre, ezért ic8- G Sí , és így 
választhatunk egy rt- G elemet, melyre

Wi = nmii (i = l , . . . , t ) .  (3.11)

Legyen most r =  (rx,. . . ,  rt , 0 , . . . ,  0) egy s komponensű vektor. (3.11) szerint rM  = 
w, tehát

v =  wC~x = fM C ~x =  rSA C C - 1 =  (rB)A.
Ez azt jelenti, hogy Ü az A sorainak lineáris kombinációja, s ezért v G S. Ezzel 
igazoltuk (3.6)-ot a k > 0 esetre.

Ha k =  0, akkor Z0 = Q, ezért lineáris algebrai ismereteink szerint dim S1- = 
t — dim S. Tehát (3.6) következik a nyilvánvaló D t, a,rt almazásból és abból, hogy a
két oldal dimenziója megegyezik. □
A 3.1. Tétel bizonyítása. Legyenek R í (i G I) tetszőleges gyűrűk, 
hogy

Nyilvánvaló,

(3.12)
i€i iei

(3.2)-ből pedig kapjuk, hogy
(3.13)

¿ez ¿ez
Azt állítjuk, hogy tetszőleges R  gyűrűre

ha D(R) =  p | D{Ri), akkor T{R) = p  T(Ri). (3.14)
¿ez ¿ez

Valóban, (3.14) premisszája és (3.12) alapján 5 ([L  a Ri) = D{R), s így a 3.2. 
Lemmából következik, hogy T(Y[ieIRi) = T(R). Ezt összevetve (3.13)-mal adódik

(3 -1 4 )-A 3.3. Lemma szerint tehát T(R) néhány T (Z k) metszete, így elegendő belátni, 
hogy T(Zfc) minden k > 0 esetén önduális azonossághalmaz. Wille és Pixley koráb
ban említett erős Mal’cev feltételeiből kapjuk, hogy egy tetszőleges A hálóazonos
ságra A G T(Zfc) pontosan akkor áll fenn, ha A teljesül a Sub(Z|) hálókban minden 
t pozitív egészre. A 3.4. Lemma szerint azonban Sub(Z|), s így T(ZÍk) is önduális.□



4. Fejezet

K vázirendezéshálók generálása

[Tak96a] alapján bebizonyítjuk, hogy egy legalább háromelemű halmaz összes kvá- 
zirendezésének teljes involúcióhálója három elemmel generálható, ha nincs a halmaz 
számosságánál kisebb vagy azzal egyenlő elérhetetlen számosság.

Legyen adva egy A halmaz, és jelölje Quord(A) az A  halmaz kvázirendezéseinek, 
azaz reflexív és tranzitív relációinak halmazát, Equ(A) pedig az A  halmaz ekviva
lenciarelációinak halmazát. Mind Quord(A), mind Equ(A) algebrai hálót alkot a 
halmazelméleti tartalmazásra nézve; a metszet a halmazelméleti metszettel, míg az 
egyesítés a halmazelméleti egyesítés tranzitív burkával egyezik meg.

Strietz [Str75,Str77] és Zádori [Zad86] bebizonyították, hogy ha 4 < |A| < oo, 
akkor Equ(A) négy elemmel generálható, három elemmel azonban nem. Czédli 
[Cze96a] kiterjesztette ezt az eredményt azon A végtelen halmazokra, amelyekre 
nem létezik |A|-nál kisebb vagy azzal egyenlő elérhetetlen számosság. Természe
tesen végtelen halmazok esetén Equ(A)-t teljes hálóként, vagyis végtelen változós 
műveletetekkel tekintjük. Abban az esetben, ha A megszámlálható, [Cze96b] szerint 
Equ(A)-nak, mint hálónak, létezik egy négy elem által generált részhálója, amely 
tartalmaz minden atomot. Sőt, a négyelemű generátorrendszer választható 1 +  1 +  2 
ill. 1 +  1 +  1 + 1  típusúnak is. Nem feltétlenül megszámlálható alaphalmazok esetén 
1 + 1 +  2 típusú generátorrendszert ad meg [Cze].

(Teljes) involúcióhálón egy * egyváltozós művelettel ellátott (teljes) hálót értünk, 
ahol * a háló redukt involutív automorfizmusa. Tehát (L ; V,  A,* ) (teljes) involúció- 
háló, ha (L; V,  A)  (teljes) háló, továbbá (x V y)* = x* V y*, (x A y)* =  x* A y* és 
x** = x teljesül minden x ,y  £ L elemre. A legtipikisabb példa Quord(A), ahol egy 
a  G Quord(A) kvázirendezésre a* = {(x,y) 6 A2: (y, x) G a}. Ebben a fejezetben 
Quord(A)-t mindig teljes involúcióhálóként tekintjük.

Chajda és Czédli [CC96] igazolták, hogy véges és bizonyos végtelen A halmazokra 
Quord(A)-nak van háromelemű generátorrendszere. Célunk az, hogy kiterjesszük 
ezt az eredményt minden olyan halmazra, melynek nincs elérhetetlen számosságú 
részhalmaza. -

Érdemes megemlíteni, hogy a kvázirendezéshálók generálásának [CC96]-beli vizs
gálata nyitotta meg a végesből a végtelen felé vezető utat az ekvivalenciahálók vo
natkozásában. Sőt, a [Tak96a]-beli féldoboz fogalma rövidebb bizonyításokat tett
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lehetővé [Cze]-ben is.

Legyen No a legkisebb végtelen számosság. Egy m  számosságot elérhetetlennek 
nevezünk, ha teljesülnek rá a következő feltételek: i) m > N0; ii) n < m  esetén 
2n < m; iii) ha I  számosságok olyan halmaza, hogy |/ | < m, és n < m  teljesül 
minden n £ I-re, akkor sup{n: n 6 1} < m. Kuratowski [Kur25] (lásd még Levy 
[Lev79]) megadta a ZFC axiómarendszer egy olyan modelljét, amelyben nincsenek 
elérhetetlen számosságok. Ebben a modellben a következő tétel állítása minden 
halmazra teljesül.

4.1. TÉTEL. Legyen A  egy olyan halmaz, hogy 3 < |A|, és nincs olyan m elérhe
tetlen számosság, hogy m  < |A|. Ekkor Quord(A), mint teljes involúcióháló, három 
elemmel generálható. Ez a három elem választható részbenrendezésnek is.

[CC96] szerint Quord(A) nem generálható két elemmel, ha \A\ = 3,4, és az 
sejtjük, hogy ez minden legalább háromelemű A  halmazra igaz. A fejezet hátralévő 
részét a 4.1. Tétel bizonyításának szenteljük. A bizonyításban sokat merítünk [CC96] 
és [Cze96a] módszereiből, s így közvetetten [Zad86]-ból is.

Chajda és Czédli [CC96] eredménye alapján a tételt elegendő végtelen számossá
gokra bizonyítani. A bizonyítás transzfinit indukcióval történik, de a tétel állítása 
ebben a formában nem alkalmas indukciós hipotézisnek. Ezért egy struktúrát épí
tünk fel az A  halmazon, és ennek a struktúrának a tulajdonságaival tesszük kellően 
erőssé az indukciós feltételt.

4.1 D obozok és kiterjesztések
Ha ¡i C- A 2 egy reláció, akkor jelölje juqo a y  által generált, azaz a y-t tartalmazó 
legkisebb kvázirendezést, ami nem más, mint ju.UA tranzitív burka. A bizonyításban 
alapvető szerepet játszik a következő objektum.

Legyen Lq =  {ao, &o, Co, do, ai, bi, c\, d1;...}. Három részbenrendezést értelmezünk 
Lq-oh:

a° = i ( ah aá)'- 0 < i < j } U  {(bi, bj): 0 < j  <  i} U {c1; c0)} U 
{(cí, C j j :  1 < i < j )  U {(di, dj): 0 < j  < i] U A 

7° =  {(&»> ai+1- 0 < i) U {(di, ci+1: 0 < t } U A
¡3° = {{{a0,bo),(bo,co),(co,do),(c3,d3),(c6,b6)}U

{(bi, üí): 1 < i] U {(di, Ci): 1 < i j ^  .

Ezeket a részbenrendezések a 4.1. ábrán rendre vízszintes, délnyugat—északkeleti 
és (folytonos) függőleges vonalakkal ábrázoltuk.
Legyen ek = ((b9k, c9k), (b9k+3, c9>c+3), (b9k+6, c9k+6)), és E = {ek: k = 1,2,...}. Az ek 
(k =  1, 2,...) elemeket élhármasoknak nevezzük. (e1-et pontozott függőleges vonallal 
ábrázoltuk a 4.1. ábrán.)
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Az Lq = (L0. E°, q;0, /3°, 7 0) struktúra egy konkrét példa az absztrakt módon 
értelmezett féldoboz struktúrára.

/ /
4.2. DEFINÍCIÓ. Egy A  =  (A ,E ,a ,f3 ,7 ) struktúrát féldoboznak nevezünk, ha

(sl) A  egy végtelen halmaz;

(s2) E  C (A2)3, és minden e = ((6e, ce), (&', c'e), (&ei c")) £ E élhármasnak nevezett 
elemre |{&e, ce, &'e, c'e, 5", <>1 =  6;

(s3) Ha e =  ((&„ ce), (&'e, c ' c " ) ) 5 /  = ((6/, cy), (6>, c}),  (&}, c'})) G E  élhárma
sok és e ^ / ,  akkor a {6e, ce, 6'e, c'e, b'f c"} és a {6/, c/, c}, 6", c"} halmazok
diszjunktak;

(s4) a,/3, 7  G Quord(A).

A féldoboz fogalmának az a jelentősége, hogy további feltételek teljesülése esetén 
a, /? és 7  generálják Quord(A)-t.

Ha e =  ((&<=, ce), (&', c'e), (b", c")) ilhármas egy A  féldobozban, akkor definiáljuk a 

á(e) =  {(6e,ce),(c 'e,6'e) ,« ,6 'e')}  és a
n * )  = m r

kétváltozós relációkat. ú(e)-t ill. ú*(e)-t e alsó ill. felső relációjának nevezzük. Legye
nek Ai = (A i, Ej-, ocí, fa, 7i) (i = 1,2) féldobozok. Egy A\ —> A 2 bijektív leképezést 
izomorfizmusnak nevezünk, ha p{ai) = {(̂ >(a:), 9?(j/)): (x,y) G ai} =  a 2, =
02, ^(7i) =  72 és ip(E) =  { ( ( ^ ( x ) , ^ ) ) , ^ ) , ^ ) ) , ^ « ) , ^ ) ) ) :  ((x,y),(x, <), 
(w, ü)) G Ei} — E2. Jelölje P{X) ill. P +(A") az AT összes ill. nemüres részhalmazai
nak halmazát.
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4.3. DEFINÍCIÓ. Tegyük fel, hogy A = A0 = (A0,E 0, a 0,/3o,7o) és B  = (B ,E ,a , 
/3, 7 ) féldobozok, továbbá T egy partíció B-n. Jelölje A, (i G I) a partíció osztályait. 
Tegyük fel, hogy 0 G / ,  tehát hogy az A féldoboz tartóhalmaza is egy osztály. Ha i G 
/  \  {0}, akkor legyen pp. Ao —► A,- egy rögzített bijekció, és vezessük be a következő 
jelöléseket: E{ = Pi(E0) = {((pi(be), (pi(ce)), (<Pt(4))> ((<^(40? (^ '(ce))):
((4 ,c e),(4,4),(Z>",c")) e E0}, a,- =  Pt(a0), A =  <MA) és 7,- =  ^¿(7o)- Jelölje 
cpo az Ao halmazon ható identikus automorfizmust. Ha p G Ao ill. e G £o, akkor 
használjuk a p,; =  ill. az e,- =  p,(e) jelöléseket. Ekkor Aj = (A*, Et-, a,-, A? 7»)
Ao-lal izomorf féldoboz.
Minden egyes (e ,i,j)  G E x I  x I  hármasra definiáljuk az

£(e, lÁ)  =  {(k.-, cej), (c' , 6' . ) ,  (c" , 4 ' ) }

ej-t e,-vel összekötő kapcsoló relációt. Tegyük fel, hogy

(el) a  =  UteiQü és 7  =  U 6i 7Ü

(e2) léteznek olyan F. G C E q x I  és H C E q x I  x I  halmazok, hogy E  Pl G =  0, 
7 (e, i) G E U G esetén (e, i , j ) ,  (e,j ,  i) ^ H  teljesül minden j  G Ere, (e, i , j )  G H

esetén i 4  j  és (e,k, i )  ^  E  teljesül minden k G Ere, (e ,z ,j)  G E  és ( e , k , j )  G 
E  esetén pedig í =  7, valamint

LM'U U ¿(eóu U U £(eA,jO
í'G Í  (e ^ G -F  (e ,t)G ö

qo

(e3) E  C UiejEi;

(e4) (e,i) g E U G  esetén et- ^  E, (e, j)  G E  esetén pedig et- E és ê- ^  E.

Ekkor azt mondjuk, hogy a E féldoboz az A féldoboz kiterjesztése, és így jelöljük: 
E  | A. Legyen $  =-(T, {</?,•: i £ /}); $-t a kiterjesztés módjának nevezzük. Ha 
a kiterjesztés módja lényeges, akkor úgy fogalmazunk, hogy E  az A-nak $ által 
való kiterjesztése, jelölésben: E  |$ A. Ha E'0 C Eo, akkor az (J íz iE'í =  W - i e 
I, e G Eq} halmazt az Eq halmaz E-re való kiterjesztésének nevezzük. Ha Eq E-re 
való kiterjesztése része E-nek, akkor azt mondjuk, hogy a kiterjesztés E'0-öxz6. A 
kiterjesztés fokán |I|-t értjük; jelölése [E : Ao] = |ij. Vegyük észre, hogy |E| =  [E :
A] • 1 Ao |.

Példa. Legyen A0 =  ¿ 0, I  =  {0,Ex,E 2}, E  = {(e1, 0, Ex), (e1, 0, E2)}, E  =  
{(e 2,E 1),(e 3,E 2) } ,  G- =  {(e2, 0), (e3, 0), (e3, E x), (e2, U2)} és E  =  {e*: k > 3,i G /}. 
Ekkor a 4.2. ábrán látható E  féldoboz Ao kiterjesztése.

Az jobb érthetőség és az egyszerűbb hivatkozások kedvéért (e2)-t és (e4)-et ke
vésbé formálisan is megfogalmazzuk:



4.1. DOBOZOK ÉS KITERJESZTÉSEK 41

(e2’) 0-t U isi A-ből nyerjük néhány felső reláció, alsó reláció és kapcsoló reláció hoz
záadásával úgy, hogy közben betartjuk a következő szabályokat. Minden élhár- 
mas csak egy célra használható fel: vagy egy felső reláció, vagy egy alsó reláció, 
vagy (egy másik megfelelő élhármassal együtt) egy kapcsoló reláció képzéséhez. 
Ha e,-t és ej-t már felhasználtuk egy e;-t ej-vei összekötő kapcsoló reláció lét
rehozásához, akkor tj már nem használható fel további kapcsoló relációknál, 
ti pedig csak olyan kapcsoló relációknál használható fel, amelyekben ti az első 
élhármas.

(e45) Ha egy élhármast felhasználtunk (e2’)-ben, azaz 0 konstruálásánál, akkor ez az 
élhármas már nem lehet élhármas H-ben.

Most egy bizonyos tranzitivitást fogalmazunk meg a kiterjesztésekre. Legyen 
Bo =  (B0, E 0, «o, 0oj 7 o) az A0 kiterjesztése $ = (T, i G I}) által, és legyen 
C = (C7, E ,a , 0 ,7) a Bo kiterjesztés ^  = (A, {ipj: j  G J}) által. Ha (j, i) G J  x I, 
akkor definiáljuk a pjti =  'éjO’Pi leképezéseket, és legyen Aj^ = 'Wj(<pi(Ao j) =  pjj(Ao). 
Jelölje A o T az A jj ((j, i) G J  x I ) partíciót C-n . (0,0)-t 0-val azonosítva nyerjük 
a ^  0 $  =  (A o T, {pjj- ( j, í) G J  x /}) párt, amit T és $  kompozícójának nevezzük 
(ld. 4.3. ábra).

4.3. Á b r a

4.4. ÁLLÍTÁS. Ha A0, B0 és C féldobozok, Bo |$ A0 és C B0; akkor 

i) C |#o$ Aoj

[C : Ao\ = [C : Bo] ■ [B0 : Ao];

ha Eq C Eo, Bo |$ A o tgy E'0-őrző kiterjtszés, E'0 Bo-ra való kittrjtsztését 
E 0 jtlöli, és C jtp Bq tgy E 0-őrző kittrjtsztés, akkor C J^0$ Bo egy E'0-őrző 
kittrjtsztés.
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Bizonyítás. Elegendő (i)-t megmutatni, ebből nyilvánvalóan következik (ii) és (iii). 
(el) és (e3) triviálisan teljesülnek, így csak (e2’)-vel és (e4’)-vel foglalkozunk. (5-t 
a kből két lépésben nyerjük. Az első lépésben minden Bj-n belül hozzáadunk 
néhány felső, alsó és kapcsoló relációt / (5jj-hez, tehát 5-ben ezeket a relációkat az 
U(j,i)eJx/ (5j,i relációhoz adjuk. Mivel Bj | A(j)0), (e4’) következtében az első lépésben 
felhasznált élhármasok nem lehetnek élhármasok 5,-ben (azaz nem lehetnek elemei 
az Ej  halmaznak). Tehát amikor a második lépésben hozzáadunk (J/?-hoz néhány 
felső, alsó és kapcsoló relációt (hogy megkapjuk (5-t a /? - kból), akkor a felhasznált 
élhármasok különböznek az első lépésben használt élhármasoktól. Természetesen 
ezt a két lépést helyettesíteni tudjuk egyetlen lépéssel, amelynek során egyidejűleg 
adjuk hozzá a fenti összes felső, alsó és kapcsoló relációt az U flj,i relációhoz. 
Mivel az eredeti két lépésben különböző élhármasokat használtunk, egy élhármast 
továbbra is csak egy célra használunk fel, így (e2) és (e4) teljesül Ao-ra és C-re. 
Ezzel (i)-t igazoltuk. • □

Nem tudjuk, hogy vajon tk o $ az egyetlen módja-e a C | A0 kiterjesztésnek, 
de egyéb kiterjesztési módok megengedése gondokat okozhat a későbbiekben. Ál
talában nem írjuk ki $-t, de óvatosnak kell lennünk: mindig egy rögzített $-re kell 
gondolnunk, ha ez nincs is jelezve.

<U
4.5. DEFINÍCIÓ. Egy olyan féldobozt, amely az L0 féldoboz kiterjesztése, doboznak 
nevezünk.

Világos, hogy Lq maga is doboz. A dobozok struktúrájának tanulmányozásakor 
hivatkozni fogunk az elemek geometriai elrendezésére. L0 izomorf példányait, ame
lyekből az A doboz felépül, A komponenseinek nevezzük. Minden egyes komponens 
négy sort tartalmaz: az a-sor {öo, ai, ü2, ...}, a 6-sor {&0, &2, • ••}, és így tovább.
Az a-sor és a 6-sor alkotja a komponens felső felét, míg a c-sor és a d-sor az alsó 
felét, aj, bj, Cj, dj alkotják a megfelelő komponens j-edik oszlopát, továbbá az A do
boz y-edik oszlopának is elemei. Jelölésben: osz(a,) =  i és sor(a,) =  a. Ha r  € 
Quord(A), és A egy X  részhalmazára x £ X  és x r  y esetén y £ X  teljesül, akkor X - 
et r-őrzőnek mondjuk. Ha u r  v és u ^  v esetén osz(u) = osz(u) ill. osz(u) ^  osz(u) 
ill. osz(u) < osz(u), akkor r-t oszlopőrzőnek ill. oszlopváltónak ill. oszlopnövelőnek 
nevezzük. Néhány további, magától értetődő kifejezést is használni fogunk; például 
a  sorőrző és 7  sornövelő.

/ / /
4.6. ÁLLÍTÁS. Egy dobozzal izomorf féldoboz maga is doboz. Doboz kiterjesztése is 
doboz. H a A =  (A, E ,a , ^ ,7 ) doboz, akkora, (5 és 7  részbenrendezések.

Bizonyítás. Az első állítás nyilvánvaló, míg a második következik a 4.4. Állítás i) 
pontjából. Az utolsó állításnak is csak a ,ó-ra vonatkozó része szorul bizonyításra. 
Ehhez tegyük fel, hogy u, v £ A és (u, v), (v, u) £ (5. u és v ugyanabban az oszlop
ban vannak, mert (5 oszlopőrző, és ugyanabban a komponensben is vannak, mert egy 
komponens oszlopai vagy /3-őrzőek vagy /3*-őrzőek. /3-nak egy komponens egy oszlo
pára való megszorítása vagy egy négyelemű lánc, vagy két kételemű lánc egyesítése, 
így mindenképpen u = v. □
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Legyen B  |$ Ao és használjuk a 4.3. Definíció jelöléseit. Ha p,q G Ao, akkor 
legyen

(p,q)<-A ° ' V  =  =  (Uta;*))* e  Q u o r d ( B ) .

Ha i G I, akkor definiáljuk a {pi,qj)^A°,B’̂  := (p, és a (pt-, :=
(p, relációkat.

4.7. DEFINÍCIÓ. Az A dobozt jónak nevezzük, ha A =  A0 tetszőleges B  — (B ,E , 
a, fi,7 ) kiterjesztésére és tetszőleges p, q E A elemekre {p,qÉA°’B'> benne van az 
{a,/?, 7 } által generált Q CQuord(H) teljes involúcióhálóban.

Ha A egy jó doboz, akkor lévén kitérjesztésése saját magának, Quord(A) tetszőle
ges (p, q) = (p, qfiA'A) atomja benne van Q-ban. Mivel ezek az atomok generálják 
Quord(A)-t, Quord(A) is három elemmel generálható. Ezért keresünk jó dobozokat 
minden olyan számosságra, amelynél nincs kisebb vagy egyenlő elérhetetlen szá
mosság. Ehhez bebizonyítjuk, hogy Lq jó doboz, azután két módszert adunk meg, 
melyek segítségével adott jó dobozokból nagyobb számosságú jó dobozokat kapha
tunk. Végül [Cze96a] alapján megmutatjuk, hogy a legkisebb elérhetetlen számosság 
alatt minden számosság elérhető ilyen módon.

Annak igazolásához, hogy egy A doboz jó, azt fogjuk megmutatni, hogy A tet
szőleges B  kiterjesztésére és tetszőleges p, q E A elemekre létezik egy háromváltozós 
f PJ x ,  V, z) = f£ q(x ’ y>z ) kifejezés úgy, hogy

(p, q fA’B) =  f Pjq(a, (3,7 ). (4.1)

Ezekben a kifejezésekben előfordulhatnak a végtelen változós egyesítés ill. metszet 
műveletek. (A végtelen változós hálókifejezés pontos definícióját lásd [Cze81]-ben). 
Egy fp,q kifejezés definiálásakor hallgatólagosan mindig feltesszük, hogy sem f p>q 
sem fgtP nem volt még korábban definiálva, továbbá azt is, hogy p 7  ̂ q esetén
f<i,p =  (/?,?)*•

/ /  /
4.8. ÁLLÍTÁS. A 4.2 szakasz elején definiált Lq doboz jó.

Bizonyítás. Legyen A =  A0 = Lo, és tekintsük az A doboz egy B  kiterjesztését; 
megkonstruáljuk az / Pi? kifejezéseket. A kifejezések megadása mellett csak azt iga
zoljuk, hogy f ao,b0 =  y A (x V z*) és /&0jCo kielégítik (4.1)-et. A bizonyítás hasonló 
[CC96] az f°  kifejezés analóg tulajdonságára vonatkozó bizonyításához.

Tegyük fel, hogy u,v  E B  különböző elemek és (u , v) E fi A (a V 7 *). (u, v) E ¡3 
miatt ősz(u) =  osz(v) és sor(u) 7  ̂ sor(v). (u , v) E a  V 7 * miatt u és v ugyanabban a 
komponensben vannak, sőt a komponensnek ugyanabban a felében. Mivel a  sorőrző 
és 7  sornövelő, ezért vagy sor('u) =  a és sor(u) =  b, vagy sor(u) =  c és sor(u) =  d. 
Következésképpen osz(u) =  0, hisz különben egy /3-nyil vezetne felfelé u és v sora 
között. Tehát (u,v) E {(a0, 60)5 (co, do)}- De (co,d0) (a V 7 *) mert c0 egy a- 
maxiális elem, melyet 7  izolál. így (u, v) =  (a0, b0), bizonyítván, hogy (a0, 60) A°>B) D 
fi A (a V 7 *). A fordított tartalmazás nyilvánvaló.
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Legyen f C0,d0 =  p A (x* V z*), a további kifejezéseket pedig rekurzióval adjuk meg. 
Tegyük fel, hogy f ai,bi és f Ctjdt m ár definiáltak (és kie légítik (4.1)-et), és legyen

f  fXi ,Cli.j_i =  * A (/ 0i,6i V 2 ),

fc i ,C i+ 1
f  z* A (/* ,*  V 2 ), ha
1 s  A (/Ci)d;, V 2 ), ha

íat+l =  z  A ( f b i , a i  V /a;,a;+i ) 5
f di =  ^ A ( f d i ,c i  V /c;,c;+1)5

fb i ,b i+ 1 =  ** A (/&;,ai+1 V p*),
=  A (/¿,-,Cf+1 V p*),

i/ A (/ai+i,&í V 6̂,*,6*4.;,. ) ?

/ct+íjdi+i y a  (/cí+íjdi v /d -jĈ +;L).

Tegyük fel, hogy p ^  q elemek A -nak ugyanabban a felében vannak, és legyen 
{p  =  r 0, r í,  r 2, r , -  =  g, r , + i , r f c _ x, r*. =  p } a legrövidebb kör a 4.1. ábrán látható 
gráf irán yítatlan  változatában, amely csak vízszintes és függőleges éleket tartalm az. 
V ilágos, hogy |{p =  r 0, r x, r 2, ...,r t- =  q, r i+x, ..., r fc_x, rk =  p}| =  &, és az egész kör 
A -n ak abban a felében van, am i p-1 és p-t tartalm azza. Ekko r legyen

fp,g ~  (fro,ri V / r i,r2 V ... V / ri_1>ri) A (/rfc,rfc_i V /rfc_1,rfc_2 V ... V /rt+1 ,r;) • 

Lq két felének összekötéséhez definiáljuk az

/*>,<*> =  2/A (/&o,fe3 V p * V  /*,*,) A (fbo,bg V p* V / C6jCo) és az
/í>3,C3 2/ A (/&3,6o V fbo,Co V f cq ,C3 )

kifejezéseket. A nnak igazolásához, hogy (4.1) teljesül /&0)C0-ra, tegyük fel, hogy 
( i í , v ) € fb0,C0{ot,P, 7 ) és u v. Ekko r (u ,u ) € /5 V ((&o,&3)A,S A ¡3* A (c3,c 0K ’B ). 
Tehát osz(u) =  osz(u), és léteznek olyan tüo =  u, u?i,..., wt =  v különböző elemek B- 
ben, hogy m inden j-re  (u^-_x, u^) benne van a (í>0, b3)A,B U /?* U (c3, co)'‘4,B relációban. 
N yilván  m inden Wj a nulladik vagy a harm adik oszlopban van. ¡3 A ¡3* =  0 m iatt 
nem m inden (u>j_i, u K  van benne /V-ban. M ivel minden kapcsoló reláció ’’elkerüli” 
a nu llad ik és a harm adik oszlopot, ezért minden Wj ugyanahhoz a komponenshez 
tartozik. Tegyük fel, hogy u a harm adik oszlopba esik; ekkor v is a harm adik 
oszlopba esik, és sor(u) <  sor(u). M ivel t-t m inim álisnak választottuk, az egyetlen 
lehetőség az, hogy

u [3* W\ — c3 (c3, c0) (A,B) w2 - c0 ¡3* w3 =  b0 (bo, 63) ^ ’̂  =  b3 ¡3* v.

M ivel (u, v),  (c3, u), (v, b3) E ¡3, u ^  v és u,v  £ {a 3, b3, c3, d3},  ezért adódik, hogy 
(u, v) =  (c3,b3). H a osz(u) =  0, akkor is hasonlóan vezethető le, hogy (tf, u) =  
(bo, c0). Tehát (u ,v ) € {(&0, c0), (c3, b3)}.  (u ,v ) € fi V ( (b0,b6)A’B A ¡3*f A (c6,c 0)A B )
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folytán (u,v) G {(^o, c0), (c6, b6)}, következésképpen (u,v) — (b0,co), és így (4.1) 
teljesül.

Tegyük fel most, hogy p az A  felső felében, q pedig az alsó felében van, és legyen

fp,<3 ^  o V fbo,co V fco,q) A (/p,63 V /&3,C3 V fc3,q)-

Ezzel definiáltuk az összes szükséges f P)q kifejezések, és (4.1) ezek mindegyikére 
teljesül. 1=1

4.2 A  rákövetkező konstrukciója
Ha m  egy számosság, akkor jelölje m+ az m-nél nagyobb számosságok közül a 
legkisebbet. Ha X  egy halmaz, akkor legyen R(X) az X  hatványhalmazának 
egy rögzített részhalmaza, amely tartalmazza az üres halmazt és teljesül rá, hogy 
|i?(X)| =  |-Xj+. Használni fogjuk még az R+(X) := R(X) \  {0} jelölést.

4.9. DEFINÍCIÓ. Tegyük fel, hogy A = A 0 =  (A0,E o,a0,/3o,Jo) egy doboz, és 
E0 = {c} U D U F, ahol a {c}, D és F  halmazok páronként diszjunktak. Vegyük 
minden egyes U G R{D) halmazra az A  egy A(U) =  (A(U), E(U),a(U), f3(U), 7 (U)) 
izomorf példányát úgy, hogy ezek a példányok páronként diszjunktak és A(0) =  A 0. 
Legyen <pu‘ A  —» A(U) egy rögzített izomorfizmus minden U G R +(D)-ra, továbbá 
legyen <p0 =  ^0 =  idA. Legyen

B =  u M V ) ,  « =  U < M U ) , 7 = u 70 m ,

UeR{D) UeR(D) UeR(D)

(9=1 U w u  u ÍU«oW)u u «*«c)))u u «M.IO
\U€R{D)  UeR(D)  \e£ U  /  eGD\í7 ¡7€H+(D)

továbbá legyen E — Ut/eflp) E(C/). így kapjuk a B = (B, E, a, /3,7 ) struktúrát, 
amit A  rákövetkezőjének hívunk.

Példa. Ha A = L0, c = ex,D  =  {e2,e3} és F = {eb i > 3}, akkor A  megfelelő 
rákövetkezője a 4.2. ábrán látható. Itt U\ = {e2} és Lj =  {e3}. Megjegyezzük, hogy 
ezen példa kivételével a rákövetkező konstrukciót csak végtelen D-re alkalmazzuk.

/ / /

4.10. ÁLLÍTÁS. Ha A  egy doboz, és B  az A rákövetkezője, akkor B  is doboz. Sőt, 
B  A  a kanonikus $ =  (T , {ipu- U G R +(D)}) kiterjesztési móddal, aholT osztályai 
az A(U), U G R(D) halmazok.

Bizonyítás. Nyilvánvaló, hogy B  féldoboz és B  |$ A. A 4.6. Állítás következtében 
B  doboz. □

/ / / /
4.11. ÁLLÍTÁS. Legyen B  az A doboz rákövetkezője. Ha A  jó doboz, akkor B  is.
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Bizonyítás. Legyen A0 = A, és használjuk a 4.9. Definíció jelöléseit. Tudjuk, hogy 
B  |$ A  a kanonikus <3?-vel. Tekintsük a B  egy C =  (C ,E ,a ,/3 ,7 ) kiterjesztését, 
mondjuk C B. Ekkor C A 0, s így használhatjuk a következő jelölése
ket: B0 = B, = (A,{V>j: j  € J}, Bj = i/>j(B), A(j,U ) =  iJ>j(A(U)) min
den U G R +(D) halmazra, és A(0, Lr) =  A(U). Ekkor Bj = {JueR(D) Mj-  U) és 
C =  U(j,t/)eJxi?(JD) A(j, U). továbbá a tagok mindkét egyesítésnél diszjunktak. Ha
sonló jelöléseket alkalmazunk a dobozokkal kapcsolatos egyéb objektumok, például 
E, a, stb. esetében is.

Mivel A  jó doboz, rendelkezésre állnak az f Ag (p. q G A) kifejezések (és teljesítik 
(4.1)-et). Definiáljuk most az f ^ q {p. q G B) kifejezéseket. Először tegyük fel, hogy 
a p,q £ B  elemek H-nek ugyanabba az A(0, U) példányába esnek, osz(p) ^  osz(g), 
és sem ősz(p) sem ősz(q) nem osztható hárommal. Legyen

fp,q = fp,g A A t ö e  V y  V f t , )  A A (fp,be V y* v /¿J.
e€U e<=D\U

Felhasználva f^ q definícióját és azt, hogy az f A-kifejezésekre (4.1) teljesül, kapjuk, 
hogy _  __

(p,q){B,C) Q f*q(a,P, 7 ) £  =  {p a )[A,C)- (4.2)
Megmutatjuk, hogy (4.2)-ben az első tartalmazás valójában egyenlőség. Tegyük fel 
indirekt módon, hogy (u,v) G (a,/3, 7 ) \  {p. q)(B,c\  (4.2)-ből következik, hogy 
u = p(j, V) és v — q(j, y ) valamely (j, V) G J  x E(D) párra. Mivel (u, u) ^ 
(p,q)(B,C\  kapjuk, hogy U ^  V. Legyen e egy élhármas (17 \  V) U (V \  17)-ban. 
Mivel osz(&e) osztható hárommal, az u, v és be elemek különböző oszlopban vannak.

Tegyük fel, először, hogy e G U \V ]  azt állítjuk, hogy (u,v) = {p(V),q(V)) nincs 
benne az ( f A b e ( á , / 3 ,  7 ) v  P  v  / ¿ , 9(«>& 7 )) =  ( p , b e ) ( A 'c )  V  ]3 V  ( c e , q ) ^ ’0 ) relációban. 
Valóban, tételezzük fel az ellenkezőjét. Ekkor létezik egy különböző elemekből álló 
w0 = p(V ),w 1:w2,...,w t = q{V) sorozat ügy, hogy (tof_i,ii7.-) G {p ,b ^ A’c >̂ U /3 U 
(ce, g)(A,c) minden i-re; tekintsük a legrövidebb ilyen sorozatot. Mivel ¡3 oszlopőrző, 
(p, beYA,c) csak osz(p)-ről osz(í>e) = osz(ce)-re változtatja az oszlopot, (ce, q)(A<c) 
pedig csak osz(ce)-ről osz(^)-ra, ezért minden Wi az osz(p)-edik, az osz(?)-adik vagy 
az osz(ce)-edik oszlopban van. A konstrukcióból következően e-nek nincs eleme 
ezekben az oszlopokban, így A(j, V) ezen oszlopai (sőt komponenseinek ezen oszlopai 
is) zártak ¡ 3 -ra nézve. Következésképpen minden W{ A (j , F)-ben van. Az o s z ( w í )  

oszlopokra vonatkozó jelenlegi információnk szerint A(j, V)-ben

P(j, V) = w0 (p, be){A’0) wi = be(j, V) ¡3 w2 = ce(j, V) (ce, ?)(j4’C) w3 = q(j, V)

az egyetlen lehetőség. Ez azonban ellentmondás, hiszen a konstrukció alapján 
(be(j7 V), ce(j7 V)) nincs /3-ban (valójában /3 -bán van).

Ha e G V  \  U: akkor az előzőekhez hasonlóan ellenőrizhető, hogy (u:v) ^ 
7)V/^* V A 7)) =  (ft&e)(i,c)V ^ V (ce,g)(4c). Tehát (4.1) teljesül

A <fre- ..
Tegyük fel most, hogy p,q £ B, p q továbbra is ugyanabban az A(j, 0) osztály

ban vannak, de az előzőekben feltett további megszorítások nem teljesülnek (azaz
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osz(p) =  osz(g), illetve ősz(p) vagy osz(g) osztható hárommal). Válasszunk olyan 
p' ,p" ,q '', q" G B  elemeket, hogy p,p',p" ugyanabban a sorban legyenek, q, qf, q" szin
tén ugyanabban (de lehet, hogy az előzőtől különböző) sorban legyenek, az ősz(p'), 
ősz(p"), osz(g'), ősz(g") számok egyike se legyen osztható hárommal, és |{osz(p'), 
ősz(p"), ősz(g'), osz(g")} \  {osz(p), osz(g)}| = 4. Ekkor definiálhatjuk az

f B = ( f A  vJp,q  \ Jp ,p ’ Jp ',q ' V f Í J  A ( f Ap, v  fp",q" v / Í J

kifejezést. Annak ellenőrzéséhez, hogy (4.1) teljesül erre a kifejezésre, tegyük fel, 
hogy u ±  v G C  és (it, v) G /* 9(á, Ekkor

(u,v)  G ( p , p ' ) (A,C) V ( p ' , q ' ) {b,C) V ( q ' , q ) {A’C) és (* )

( u , t , )  G ( p ,p " ) (A’a ) V ( / ,  V (5" , q ) {A’C ) . ( * * )

(*)-ból következik, hogy létezik egy legrövidebb olyan wq =  u, W\, ..., w-t =  v sorozat 
C-ben, hogy (wj  — 1, Wj) G (PjPO^4’̂  V (p', q') B̂,c  ̂ V (g', g )^ ’̂  minden j - re. Ekkor 
minden Wj ugyanabban a f?/-ben van, és bármely két egymást követő Wj különböző 
oszlopban van. Ebből következik, hogy (osz(u), osz(u)) G {(osz(p), osz(p')), (osz(p'), 
°sz(g')), (osz(g'), osz(g)),(osz(p), osz(g')), (osz(p), osz(g)), (osz(p'), osz(g))}.

(**)-ból hasonlóan kapjuk, hogy (osz(tt), osz(u)) G {(osz(p), ősz (p")), (ősz (p"), 
osz(g"j), (őszig"), osz(?)), (0SZCp)> °sz(2"))> (osz(p ) i osz(g)),(osz(p"), osz(g))}. A 
kettőt összevetve (osz(tí), osz(u)) =  (osz(p), osz(g)). Tehát Wj-kre az egyetlen lehe
tőség í?/-ben

W 0 =  p (p,p,)(j4’CÍ) U>1 = p' (p ;, g,)(J5,c') w 2 = q 1 ( q 1, q )(̂ ’C) tü3 =  g, 

és így (u, u) G (p, q ) ^ B ’ c )  adódik.
Ezzel definiáltuk -t minden olyan esetben, amikor p és q ugyanabban az 

A(0, U) osztályban van. [CC96]-ra hivatkozva a bizonyítás hátralévő részében mel
lőzzük annak igazolását, hogy /^ g-ra (4.1) teljesül.

Tekintsük az A(0, 0) és az A(Ő, U), dobozokat, ahol U  G R +(D).  A bennük lévő

c(0) =  ((&0j c®)-> (^0> c0)j (^0? ctí)) C(U) =  ((^5 c!7) 5 {b'üi Áj )i {^Ui cU'))

c-élhármasok segítségével definiáljuk az

es az

fh,*u = y A v y*v /£,<*,)A (/&j» vt /*v / | jCJ  

= y * A (/v ,6í v /j iCl7 v f ? UíC,v )

kifejezéseket.
Tegyük fel most, hogy p G A(0, 0) és q G A(0,U), 17 G i?+(T>). (Az előzőekben 

vizsgált lehetőségek miatt természetesen a (p, g) = (&0,cjj) és a (p, g) =  
esetek most ki vannak zárva.) Ekkor definiáljuk az
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kifejezést.
Végül legyen p £ A(0, Uf) és q £ A(0. V2) , ahol Vi, U2 £ R +(D) különböző 

halmazok, és legyen 6®, c® £ A(0, 0) ugyanaz, mint fent. Ekkor definiáljuk az

V ( f s  )wc0,g/

kifejezést. Ezzel megadtuk minden p,q G -B-re az (4.1)-et teljesítő kifejezéseket, 
s az állítást bebizonyítottuk. □

4.3 A  lim esz konstrukciója

4.12. DEFINÍCIÓ. Legyen p egy tetszőleges rendszám. Azt mondjuk, hogy az 
A u = (A1/,E v,a u,fiv, ‘yv) (u < p) dobozok (a $ ai/ (A < v < p) kiterjesztési módok
kal együtt) egy irányított dobozrendszert alkotnak, ha A < u < p esetén A u A \, 
továbbá k < A < v < p esetén 0 $ kA. (A második feltételre úgy
hivatkozunk, hogy a ’’kiterjesztési módok kompatibilisek”.) Egy irányított doboz
rendszerhez definiáljuk a következőket:

A  =  U  a = U  @ = U  A'5 '7 =  (J 7«/-
V<fX V<IL V<H V<ll

Válasszunk egy olyan E  C \Ju<fXEu halmazt, amelyre

E  C U  f i  E >- (4.3)
v<n v< \<11

Ekkor az A  = (A, E, a, fi, 7 ) struktúrát az A v(y < p) dobozok limeszének nevezzük.

Dobozok limeszét csak akkor fogjuk használni, ha p limeszrendszám. Megjegyez
zük, hogy a definícióban szereplő A, E, a, fi és 7 egyaránt felszálló láncok egyesítése.

/ / /

4.13. ÁLLÍTÁS. A fent definiált A  limesz doboz. Léteznek a kanonikus kiter
jesztési módok úgy, hogy A A u minden v < p esetén. Sőt, A-t A^-vel jelölve 
az A u (1/ < p -f 1) dobozok a 4>„a {v < A < p +  1) kiterjesztési módokkal együtt 
irányított dobozrendszert alkotnak.

Bizonyítás. Nyilvánvaló, hogy A  féldoboz. Rögzítsünk egy v < p rendszámot, és 
v <  A < p esetén legyen $„a = (IAajI w  i G Ex}), ahol r„A osztályait A„)t- 
(z £ E \)  jelöli. A $«A-k kompatibilitása miatt feltehetjük, hogy Ex Q En minden 
A < k esetén, továbbá 97 és Aû  ugyanazok i £ i^A-ra, mint i £ E*~ra. Legyen 
I  =  Ep =  U1/<a</4 E x- Ekkor TVIX -  {Au/. i £ 1} egy partíció A-n, és az ezek 
segítségével definiálható {pp i £ /}) ’’módok” kompatibihsek az eredeti
irányított dobozrendszer minden <&Kp kiterjesztési módjával.
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Tehát csak azt kell megmutatnunk, hogy <5^ tényleg kiterjesztés, mert ebből 
már következik, hogy A  doboz. Mivel ct\ = U « ¿ v ?  ezért kapjuk, hogy a = 
Uí/<a<m av =  Ui£ iav,i- Hasonlóan járhatunk el 7  esetében is.

Ha v < \  < n, akkor az A \ \ Av kiterjesztésre (e2) miatt az adódik, hogy
qo

fix =  U  ^ ' u U  <H<v)u U  ^ ( e0 u U  £(e>bi)
\ i£ lv \  (e,i)eFx (e,i)eGx x

Könnyű észrevenni, hogy

(4.4)

F\ =  {(e,¿) G Ev x Ivy. (bei,cei) G /?>},
Gx =  {(e, i ) e E „ x  hx: (&«, O  G $ }  és 
-Ha =  €i E b  x. I ux x  I vx'. (^ e jje e i) G /?a}-

Mivel v < X < k < fj, esetén fix C f3K, ezért kapjuk, hogy Fa C Fk, G\ C Gk és 
Hx Q Hk. Legyen F  =  I U acm -Pa, G =  U!/<a<íí Ga és H = I U a o -^a- Erre az 
F-re, G-re és ü -ra

q°
/G =  ( U  ^ ' u U  ¿(e0 u U  G*(e*) U (J e ( e , i j )

i £ l  (e,í)£.F (e,í)6G  (e ,t,j)G if
(4.5)

Valóban, a ”C”-rész könnyen megkapható, ha egyesítjük (4.4)-et minden megenge
dett A-ra. Fordítva, minden egyes fiV:l felső, alsó és kapcsoló reláció, amely fellép a 
jobb oldalon, kisebb, mint valamely fix C /?, ezért (4.5) teljesül. Sőt, az Fx,Gx és 
f i  a halmazokra az (e2)-ben kirótt feltételek implikálják az F,G  és H  halmazokra vo
natkozó megfelelő feltételeket, így (e2) teljesül. (e3) és (e4) bizonyítását az olvasóra 
bízzuk. □

/ / /
4.14. ÁLLÍTÁS. A 4.12. Definíció jelöléseivel, ha az irányított dobozrendszerben 
minden A v (v < fi) jó doboz, akkor az A  limesz is jó doboz.

Bizonyítás. Legyen B  = (B, E ,a , fi:7 ) az A = A^ doboz T általi kiterjesztése. A
4.13. Állításból következik, hogy A \§vli A u minden v < fi esetén, s így a tran-

/
zitivitás (azaz a 4.4 Állítás) szerint B  az A v kiterjesztése T 0 által. Legyen 

= (T ,{^ : i G /} , ahol T = {A«: i G /}  és A  =  A(°\ Jelölje Q Quord(£)- 
nek az {a, fi, 7 } halmaz által generált teljes involúció-részhálóját. Legyen továbbá

Tegyük fel, hogy p,q G A  különböző elemek. Ekkor létezik egy legkisebb A úgy, 
hogy p, q G A \. Azt állítjuk, hogy

Cv,q){A'B) =  II (p , v){Av,b) 6 Q. (4.6)

A ”C”-rész következik az A v doboz jóságából és abból, hogy a kiterjesztések módjai 
kompatibilisek.



50 4. KVÁZIRENDEZÉSHÁLÓK GENERÁLÁSA

A  fordított tartalmazás belátásához tételezzük fel, hogy (u, v) G B 2 \  A  eleme 
(4.6) jobb oldalának. Mivel (u, v) G (p,<lYAx’BK ezért u és v A>-nak ugyanab
ban a példányában vannak, s így a kompatibilitás miatt ugyanabban az A^-ben 
vannak. Válasszunk egy (elegendően nagy) A < v < p rendszámot úgy, hogy 
{<pi(p),ipi{q),u,v} C  AW teljesüljön. Ekkor (u,u) G ( p , q ) {Av,B) =  

következtében {u, v] =  {<p%{jp), P i ( q ) } -  Tehát (u,v) G { p i { p ) , V i { < l ) ) ^ A,B  ̂ =  ( p ,  <lÁA 'B \  
ami bizonyítja (4.6)-ot. D

4.4 Az indukció

4.15. DEFINÍCIÓ. Egy A =  (A, E ,a , ^ ,7 ) dobozt tökéletesnek mondunk, ha A jó 
doboz és |A| =  \E\. Az m számosságot kicsinek mondjuk, ha Ko < m és nincs m-nél 
kisebb elérhetetlen számosság.

A 4.8. Állítás folytán L tökéletes doboz. Transzfinit indukciót alkalmazva megmu
tatjuk, hogy minden m  kis számosságra létezik egy m számosságú tökéletes doboz. 
Ennek bizonyításához azonban még erősebb indukciós feltételre van szükségünk.

4.16. DEFINÍCIÓ. Azt mondjuk, hogy az m kis számosságra teljesül a H(m) 
feltétel, ha

(i) minden egyes n < m  kis számosságra létezik egy n számosságú tökéletes doboz, 
és

(ii) bármely két n < k < m  kis számosságra és bármely A = (A, E, a, (3.7 ) tökéletes 
dobozra, amelyre |A| = n, továbbá bármely E1 C E  halmazra, amelyre \E \  
E '| =  n, létezik egy k számosságú B  tökéletes doboz úgy, hogy B  az A egy 
E'-öizö kiterjesztése.

Világos, hogy ha egy m számosság kicsi, akkor m+ is az. A 4.8 Állítás szerint Lq 
kielégíti (i)-t, (ii) pedig nyilvánvalóan igaz rá, ezért H(N0) teljesül.

/ / /
4.17, ÁLLÍTÁS. Tegyük fel\ hogy m egy kis számosság} és H(m) teljesül. Ekkor 
H(m+) is teljesül.

Megjegyzés. Habár a [Cze96a]-ban definiált dobozok különböznek az általunk de
finiáltaktól, mégis hasonló tulajdonságokkal bírnak: értelmezve van a dobozok ki-
terjesztése, a rákövetkező és a limesz konstrukciója, továbbá a 4.4., 4.11., 4.14. /
Állításaink analógonjai is teljesülnek. Sőt, Czédli bebizonyítja a 4.17. és a 4.18. 
Állítások megfelelőit az ott szereplő dobozokra, és a bizonyításban nem hivatkozik 
a dobozok szerkezetére, csupán a fent említett állításokra. Ezért a 4.17. és a 4.18. 
Állítások igazolása a [Cze96a]-beliekkel azonos módon történik. A teljesség kedvéért 
részletesen közöljük a bizonyításokat. '
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Bizonyítás. Elegendő megmutatni, hogy H(m+) (ii) teljesül n < m é s k  = rh+ esetén. 
Vegyünk egy n számosságú A = (A, E, a, ¡3,7) tökéletes dobozt (H(m) alapján ilyen 
doboz létezik), és egy E' C  E  részhalmazt, amelyre |E \  E'\ =  \E\ =  n. Szeretnénk 
megkonstruálni A-nak egy olyan E'-ötzö B  kiterjesztését, amelyre \B\ = m +. Mivel 
n - f i  n = n, tekinthatö egy olyan E" halmaz, amelyre E' C  E" C  E  és \E \  E"\ = 
|E" \  E'\ =  n. H(m) alapján létezik egy m számosságú C =  (<7, E , a , ¡3,7) tökéletes 
doboz, amely E"-örzö kiterjesztése A-nak. Jelölje rendre E' ill. E" az E' ill. E" 
élhalmazok C-re való kiterjesztését. Ekkor m =  \É\ > \É \  É'\ > \É" \  É'\ >
|E" \  E'\ ■ [C : A] =  |A| • [C : A] =  |(7| = m, azaz \É \  É'\ = m. Tehát létezik egy 
É  =  {cjUDUF  felbontás úgy, hogy É' C F  és |Z)| =  |Ej =  m. Ezzel meghatároztuk 
a C doboz egy B  rákövetkezőjét. A 4.10. Állítás és a 4.9. Definíció alapján B  E ' - ötzö  

kiterjesztése C-nek. Ezért a 4.4. Lemma szerint B  E'-őrző kiterjesztése A-nak. □ 
/ / /

4.18. ÁLLÍTÁS. Tegyük fel, hogy k egy kis limeszszámosság (azaz k = m+ nem áll 
fenn semmilyen m-re) és H(m) teljesül minden m < k-ra. Ekkor H(k) is teljesül.

Bizonyítás. Feltehető, hogy k > ^0- Mivel k kis számosság, vagy

(*) 2m > k valamely m < &-ra, vagy

(**) létezik számosságok egy M  halmaza úgy, hogy \M\ < k, m < k minden m  € M  
számosságra, és sup{m : m G M } =  k.

(*) esetén a bizonyítás hasonló a 4.17. Állításéhoz; a különbség mindössze annyi, 
hogy E-nek, mint C rákövetkezőjének konstruálásakor \R(D\ — \D\+ — m  helyett 
\R(D) \ =  k teljesüljön. Ezért a továbbiakban a (**) esettel foglalkozunk.

Ismét elegendő (ii)-t egy speciális esetre bizonyítani. Legyen A = (A, E, a , ¡3,7 ) 
egy n számosságú tökéletes doboz, ahol n < k, és legyen E' C  E  úgy, hogy |E \E ' |  = 
|A| =  n; H(n) alapján ilyen A és E' léteznek. Meg kell adnunk A-nak egy E'- 
őrző kiterjesztését egy k számosságú tökéletes dobozzá. Feltehető, hogy \M\ < m 
és n < m  minden m € M-re, különben M  helyett {m G M  : m  >  ¡M|,m > 
n} tekinthető. Nyilván az is feltehető, hogy n G M. Mivel számosságok minden 
halmaza jólrendezett, ezért M  =  {m^ \ (  < y] alakú, ahol ¡1 egy limeszrendszám, 
\y\ = \M\ < k, m0 = n, és < mv minden £ < g < y  esetén. Az egységesség 
kedvéért vezessük be az = k jelölést; ekkor mM = supjm^ : £ < y}.

Az előző bizonyításhoz hasonlóan válasszunk egy E" halmazt úgy, hogy E' C  

E" C  E  és |E \ E " |  =  |E " \E '| =  n =  m0. Mivel n =  2n-\y + l\, ezért választhatunk 
egy olyan : £ < y} U {T̂  : £ < y} partíciót az E" \  E ' halmazon, hogy
|X^| =  |I^| = n minden ( < y  számosságra. Vezessük be az

E® = E " \  U ^ U
r}<£

es a

r (í) =  E" \  ( U  X v u U  Yr,\ = E® \  v (í) 
xo<í v<í J



52 4. KVÁZIRENDEZÉSHÁLÓK GENERÁLÁSA

jelöléseket. Ekkor E ^  C  E"  minden £ < /í-re, = E', és minden ( <  r] < fi
ié

E® D T®  D E {r)) D Tw és 
\E(0 \ r(01 = |T«) \ EmI = |E(,?) \ I = n.

z/ szerinti indukcióval minden egyes v < fi-ie definiálni fogjuk az = (Af, E{, a^, 
¡3/:, 7 )̂ (£ < v) tökéletes dobozok Su irányított rendszerét, a kompatibilis 4»^ (£ < 
rj < v) kiterjesztési módokkal együtt úgy, hogy |A |̂ = m^, A  ̂ |$oí A0 T^-őrző 
kiterjesztés, valamint C  Su. Jelölje I(z /)  a most felsorolt, Sv-tö\ megkövetelt 
tulajdonságok összességét.

Álljon So egyetlen dobozból, Ao =  A-ból; ekkor 1(0) nyilvánvaló.
Tegyük fel most, hogy -  az I(i/)-t kielégítő -  Sv-t már megkonstruáltuk; konst

ruáljuk meg S'y+i-et. Mivel A„ |$0„ A0 egy T^-őrző kiterjesztés, ezért ki tudjuk 
terjeszteni T .^-t és T^+^-et A^-re; jelölje rendre és a megfelelő kiter
jesztéseket. Ekkor

=  \EV\
> \EU\ T ^ \ > \ T ^ \ T ^ \
= |TM \  T ^ \ • [Av : A0] =  |A0| ■ [A„ : A0] =  \A„\ =  m„.

Azaz \EV \  T^v+1̂ \ = m v, s így H(mZ/,+i) alapján létezik egy rnv+-x számosságú 
A u+1 =  (Av+1,E v+1,a v+1,p v+1,yv+1) tökéletes doboz úgy, hogy A u+1 | A v egy 
Tj1/+1)-őrző kiterjesztés. A 4.4. Állítás szerint ekkor A u+i T ^ +1̂ -őrző kiterjesztése 
A0-nak. Jelölje §v,v+\ az Ay+1 | A v kiterjesztés módját, és legyen minden £ < v 
esetén $£,í/+i =  $v,v+i Ekkor Sv-1 az Av+Í dobozzal és a (£ < u + 1) ki-
terjesztési módokkal bővítve kapjuk az Sv+1 irányított rendszert. Su+i nyilvánvalóan 
kielégíti l(v  +  l)-et.

Legyen most v (v < fi) egy limeszrendszám, és tegyük fel, hogy minden £ < v- 
re már definiáltuk 5^-t, s az kielégíti I(£)-t. Világos, hogy az U^o egyesítéssel

A A

ismét egy irányított rendszert nyerünk; legyen Bv =  {Bv, E, av, f3v, %) ezen rendszer 
limesze. (Ev-1 hamarosan definiáljuk.) A 4.13. állítás szerint B v A| úgy, hogy 
a (£ < v) kiterjesztési módok kompatibilisek a 4>£e { (<  8 < v) kiterjesztési 
módokkal. Minden £ < v-ie A% | Ao egy T ^-ö izö  kiterjesztés, és E ^  C  T ^ \  így 
E ^  kiterjeszthető A^-re; jelölje a kiterjesztést. £ < p < v esetén C  E ^ \  
hiszen $ 0e =  o 4>oc. így nyerjük, hogy

u n « .A  n £?> = u
£<v £<q<v £ 0  Í<Q<V £<v

Tehát (4.3)-nak megfelelően Év = Uí <j/ választható, és így B v E ^-öxzö  kiter
jesztése lesz Ao-nak. Mivel =  \E^\ > |E ^ |  =  ]E ^\ • [Â  : A0] =  jA0| • [Af : Ao] = 
|Af| =  tô , kapjuk, hogy \EU| = sup{m^ : £ < i/} = \BV\. Tehát B v egy tökéletes 
doboz, és E ^ -ö rző kiterjesztése Ao-nak. f
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A továbbiakban két esetet különböztetünk meg. Tegyük fel először, bogy v < ¡1. 
Mivel TM C ezért T^) kiterjeszthető Bu-re. Jelölje rendre ill. TU) 
ill. kiterjesztését Bv-re. Ekkor

\ÉV \  T ^ \  > \É P  \  f  M| = |EM \  T V | • [Bv : A0] =  \BV\.

Másrészt \BV\ =  sup{m^ : £ < v} < m u. Ezért H(mu) alkalmazható, és így nyerjük 
az m u számosságú A v = (Av,E v,a v,fl^,7 )̂ tökéletes dobozt, melyre A v Bv egy 
T ^ - ö rzö kiterjesztés. Ezáltal A„ kiterjesztése A^-nek (£ < v), a kiterjesztés módja 
$¿1/ := ^  o ÍE^, továbbá a 4.4 Állítás szerint A„ T ^ -ö rzö kiterjesztése Ao-nak. Sőt, 
£ < Q < v esetén

0 =  ($  0 0 $ ÍÉ? = t  o ($ c„ 0 =  (#  0

Ezzel I(z/) igazolást jny ért.
Tegyük fel most, hogy v = ¡jl. Ekkor \B ,̂\ =  |I?„| = sup{m? : £ < /j,} = k = mM. 

Ezáltal nem kell (sőt, nem is szabad) alkalmaznunk H^m^-t ahhoz, hogy kiterjesszük 
B u-t Ajz-re. Tekintsük ugyanis egyszerűen az A  ̂ := B^ dobozt, valamint a := 

(£ < ¡1) kiterjesztési módokat; így I(^) nyilván teljesül.
I(/z)-ből nyerjük, hogy AM egy = E ' - ötzö  kiterjesztése A =  A0-nak. Ezzel az 

állítást bebizonyítottuk. □

Végül a megszámlálható tökéletes doboz (azaz Lo) létezéséből, valamint a 4.17. 
és a 4.18. Állításokból transzfinit indukcióval adódik, hogy H(m) teljesül minden kis 
számosságra. A 4.7. Definícióhoz fűzött megjegyzés figyelembevételével a 4.1. Tétel 
bizonyítása teljes.

/



5. Fejezet

P rojek tív  geom etriák és 
hálóazonosságok

Ebben a fejezetben azt vizsgáljuk, hogy miként lehet projektív geometriai tulajdon
ságokat hálóazonosságokká alakítani, és a hálóazonosságok segítségével következ
tetni a geometriai tulajdonságok viszonyára.

A legismertebb projektív geometriai motivációval rendelkező hálóazonosság Jóns- 
son [Jon53] Desargues-azonossága, amely pontosan akkor teljesül egy projektív ge
ometria altérhálójában, ha a geometria Desargues-féle. Ezen kapcsolat mellett a 
Desargues-azonosság számos algebrai alkalmazással bír; [Jon53]-ban pl. a normá
losztóhálók és a moduláris hálók osztályát választja el. Pálfy és Szabó [PS95b, 
PS95a] szintén egy geometriailag motivált azonossággal különböztetik meg az Abel- 
csoportok és a csoportok kongruenciavarietását.

A korábbi nevezetes azonosságok ismertetése után két új azonosságot adunk meg, 
melyek a harmonikus pontnégyesek tételének, ill. a Papposz-tétel perspektív változa
tának hálóelméleti megfelelői. Az 5.5 szakaszban algebrai bizonyítást adunk néhány 
geometriai implikációra.

Mivel a hálóazonosságokban viszonylag bonyolult kifejezések lépnek fel, ezért az 
áttekinthetőség kedvéért ebben a fejezetben + jelöli a háló egyesítés műveletét, a 
metszetet pedig • vagy egyszerű egymásmelléírás.

5.1 P rojek tív  geom etriák

5.1. DEFINÍCIÓ. Egy II =  (A, E) párt projektív síknak nevezünk, ha E  C P(A) 
és teljesülnek a következő feltételek:

■y
1) Minden a, b 6 A, a ^  b esetén létezik pontosan egy l <E E, melyre a ,6 e  /.

2) Minden /, m G E, l ^  m esetén létezik pontosan egy a G A, melyre a <E l,m .

3) E  minden eleme legalább háromelemű. 1

54
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4) Létezik a, b, c G A páronként különböző elemek úgy, hogy a, 6, c  G Z nem teljesül 
semmilyen Z G E-re.

A elemeit pontoknak, E  elemeit egyeneseknek nevezzük, és velük kapcsolatban a 
geometriában használt kifejezéseket (két egyenes metszéspontja, két ponton átmenő 
egyenes, stb.) használjuk.

A definícióban szereplő 3)-as és a 4)-es feltétel a következőképpen foglalható össze: 
létezik valódi négyszög, azaz négy olyan pont, hogy közülük semelyik három nem 
esik egy egyenesre.

Adott II = (A, E) projektív sík esetén legyen

L := {0} U {{a} : a G A} U E  U {A}.

L C P(A), és a második axiómából következik, hogy L lezárási rendszer; jelölje Ln 
az általa generált teljes hálót. Pn-t az (A, E) projektív sík altérhálójának nevezzük. 
Nyilvánvaló bijekció létesíthető a sík pontjai és az altérháló atomjai, illetve a sík 
egyenesei és az altérháló duális atomjai között, továbbá egy a pontra és egy Z egye
nesre a G Z pontosan akkor teljesül, ha {a} < Z. Ezt figyelembe véve a továbbiakban 
a projektív síkokban is használni fogjuk az a + b jelölést az a és a h ponton átmenő 
egyenes, az Z • m =  lm  jelölést az Z és az m  egyenes metszéspontjának jelölésére, ha 
biztosak vagyunk abban, hogy a két pont, illetve a két egyenes különböző. Fordítva, 
egy alulról korlátos hálóban az atomokat pontoknak, a kettő magasságú elemeket 
egyeneseknek nevezzük, és használjuk a geometriában megszokott kifejezéseket; ha 
például h(l) =  2, h(a) =  1 és a < Z, akkor azt mondjuk, hogy az a pont rajta van az 
Z egyenesen.

Belátható, hogy egy L háló pontosan akkor izomorf egy projektív sík altérhálójá- 
val, ha komplementumos, moduláris, három magasságú háló, és minden egyenesen 
van legalább három pont.

5.2. DEFINÍCIÓ. Egy II =  (A ,E) párt projektív geometriának (vagy projektív 
térnek) nevezünk, ha A legalább háromelemű, E  C P(A), és teljesülnek a következő 
feltételek:

1) Minden a,b G A, a b esetén létezik pontosan egy Z G E, melyre o, b G Z.

2) Minden Z G E  legalább háromelemű.

3) Minden p ,q ,r ,x ,y  G A és k, Z G E  esetén ha p,q ,x  G k és 5, r, y G Z, akkor 
létezik olyan z G A és m ,n  G F, hogy p, r, 2 G m és x ,y ,z  G n.

A projektív síkhoz hasonlóan itt is pontoknak ill. egyeneseknek nevezzük A ill. E  
elemeit, és projektív geometriákban is használjuk az ott említett fogalmakat.

Egy I C A  halmazt altérnek nevezünk, ha tetszőleges x ,y  G X  esetén x + y C 
X . Egy projektív geometria alterei teljes hálót alkotnak, ezt nevezzük a geometria
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altérhálójának. Világos, hogy minden projektív sík projektív geometria, és a kétféle 
módon definiált altérháló megegyezik.

Belátható, hogy egy L háló pontosan akkor izomorf egy projektív geometria altér- 
hálójával, ha direkt felbonthatatlan, moduláris, geometriai háló. Sőt, minden modu
láris geometriai háló felbomlik direkt felbonthatatlan, moduláris, geometriai hálók 
direkt szorzatára, továbbá minden komplementumos moduláris háló beágyazható 
egy moduláris geometriai hálóba úgy, hogy a két háló azonosságelmélete megegyez
zék. Tehát a komplementumos moduláris hálók osztályában hasonló következtetések 
vonhatók le, mint az altérhálók osztályában. A moduláris hálók osztálya viszont már 
túl bő ehhez (ld. 5.24. Állítás).

5.2 Záródási tételek  és algebrai m egfelelőik
A valós projektív sík ill. tér nem minden tulajdonsága következik az 5.1. ill. 5.2. De
finícióbeli axiómákból. Ilyenek a klasszikus záródási tételek, mint pl. a Desargues- 
és a Papposz-tétel, amelyek bizonyos illeszkedési viszonyokból újabb illeszkedési vi
szonyokra következtetnek. Ezek a ’’tételek” az általunk követett felépítésben olyan 
tulajdonságokká válnak, amelyek bizonyos projektív geometriákban teljesülnek, má
sokban nem. A hagyománynak megfelelően azonban időnként tételeknek mondjuk 
ezeket, és úgy fogalmazunk, hogy pl. egy síkon teljesül a Desargues-tétel, vagy a sík 
Desargues-féle. Az alábbiakban felsoroljuk a legfontosabb záródási tételeket'.

Az (A, E) projektív síkban valódi háromszögnek nevezünk egy a = (a0, ai, a2) G 
A3 ponthármast, ha a három pont páronként különböző. Az öq, ai, a2 pontokat a 
háromszög csúcsainak, az a0 + ai, az a0 + a2, és az ai + a2 egyeneseket a háromszög 
oldalainak nevezzük. Tegyük fel, hogy az a és a b háromszög csúcsai és oldalai 
páronként különbözőek. Azt mondjuk, hogy az a és a b háromszög középpontosan 
perspektív, ha az ao +  í>o> az ai +  &i és az a2 + b2 egyenesek egy pontban metszik 
egymást. Az (ao +  5o)(öi + &i) pontot a perspektivitás középpontjának nevezzük. Azt 
mondjuk hogy az a és a b háromszög tengelyesen perspektív, ha az (ao +  ai)(&o +  &i), 
az (ao +  a2)(&o + b2) és az (ai +  a2)(&i + b2) pontok egy egyenesre illeszkednek. Az 
(ao + ai)(&o.+ b\) +  (ao +  a2)(b0 + b2) egyenest a perspektivitás tengelyének nevezzük.

/

DESARGUES-TETEL. Ha az a és a b valódi háromszög középpontosan perspektív, 
akkor tengelyesen is perspektív.

MOUFANG-TÉTEL. Ha a Desargues-tételhez hozzávesszük azt a feltételt, hogy a 
középpont illeszkedik a tengelyre, akkor a kis Desargues-tételt, más néven Moufang- 
tételt kapjuk (ld. [Pic75], 86. oldal).

PAPPOSZ-TÉTEL. Adott két különböző egyenes, a és 6, 
pont, a0,a i,a 2,b0,bi,b2, melyekre a0, a i , a 2 < a, b0,bi,b2 
(i = 0,1,2). Ekkor a (páronként különböző)

valamint hat különböző 
<  b, és üí ^  ab ^  bi

(ao +  &i)(ai +  &o), (°o +  b2)(a2 +  bo) es (a i +  &2)(a 2 +  bo) /
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pontok egy egyenesre esnek.

Teljes négyszögnek nevezünk egy (01, 02, 03, 04) valódi négyszöget az a,-Oj (i 7  ̂
j ) egyenesekkel együtt. Ez utóbbiakat a négyszög oldalainak nevezzük. Az a2- + 
aj és az aj, +  o; oldalak szemköztesek, ha \{i,j, &,0i =  4. A szemköztes oldalak 
metszéspontjait a teljes négyszög átlóspontjainak nevezzük.

FANO-TULAJDONSAG. Egy geometriát Fano-geometriának nevezünk, ha min
den teljes négyszög három átlóspontja kollineáris. Ha egy geometriában a Fano- 
tulajdonság maximálisan sérül, azaz egyetlen teljes négyszög átlóspontjai sem kolli- 
neárisak, akkor azt anti Fano-geometriának nevezzük.1

Ismert, hogy a valós projektív síkon egy harmonikus pontnégyes három pontja 
egyértelműen meghatározza a negyediket, sőt, az egyszerűen szerkeszthető (ld. pl. 
[Pic75]). Ezen szerkesztés egyértelműségét állítja harmonikus pontnégyesek tétele, 
másképpen a teljes négyoldal tétel.

HARMONIKUS PONTNÉGYESEK TÉTELE. Tetszőleges l egyenesre és o ,6,c, p, 
q,p',q' pontokra, valahányszor a,b,c < l, a ^  c, p,q,p',q' % l, p Á P' 7̂  É ®s 
b < p + q,p' +  q'i mindannyiszor (r + s)(r' + s') < Z, ahol s =  (a + p){c +  5) ,r  = 
(a +  q)(c + p), s' =  (a +  p')(c + q'), r' = (a +  q')(c + pl).

Azon geometriákat, ahol ez a tétel teljesül, harmonikus geometriáknak nevezzük.

PERSPEKTÍV PAPPOSZ-TÉTEL (Kerékjártó [Ker63]). Legyen a és b két külön
böző egyenes, és legyenek üq. a1} 02, ill. b0, bi, b2 az ab ponttól és egymástól páronként 
különböző pontok az a ill. b egyenesen. Ha az a0 +  Z)o, az a-i + bi és az a2 + b2 egyenesek 
egy közös ponton haladnak át, akkor az (a0 + &i)(ai +  b0). az (a0 +  b2)(a2 + bo) és 
az (ai +  b2)(a2 + b{) pontok kollineárisak.

A felsorolt tételeket, ill. tulajdonságokat röviden a megfelelő név nagy kezdőbe
tűjével jelöljük (az anti Fano-tulajdonságot pedig AF-fel). Köztük az alábbi össze
függések állnak fenn.

• P = > D  -  ez az ún. Hessemberg-tétel.

• D=^>M

• M =^H

• F = ^ H

• AF&H=^M  ,
\

• H ^ ^ > (F  vagy A F ).

1A  szak irodalom  n em  egységes az elnevezésekben, Pickert [Pic75] éppen a ford íto tt szóhaszná
la tta l él.
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A véges esetben ezen felül P <==?■ D ■£=>■ M •£=>• H is teljesül. A bizonyításokat lásd 
pl. Pickert [Pic75].

Mivel a záródási tételek számos feltételt tartalmaznak arra vonatkozóan, bogy a 
fellépő pontok és egyenesek nem egyeznek meg, ill. bizonyos illeszkedési viszonyok 
nem állnak fenn, ezért a fentiekhez hasonló implikációk vizsgálata szövevényes eset
szétválasztáshoz vezethet. Seidenberg [Sei76] rámutat, hogy ennek következtében a 
Hessenberg-tétel több hiányos bizonyítása is napvilágot látott. Ezért is lehet igen 
hasznos a geometriai tulajdonságok átfogalmazása az algebra nyelvére.

Az algebrai módszerek közül elsősorban a projektív geometriák koordinátázá- 
sát kell megemlíteni. Jól ismert, hogy egy projektív geometria pontosan akkor 
Desargues-féle, ha altérhálója izomorf egy D ferdetest feletti m  dimenziós V(D ,m ) 
vektortér L(D, m) altérhálójával, azaz a geometria koordinázható a D ferdetest fe
lett. Ha a Desargues-tétel mellett még a Fano-tulajdonság is teljesül, akkor D 
2-karakterisztikájú. A Papposz-geometriák test felett, a Moufang-síkok pedig alter
natív ferdetest felett koordinátázhatóak. Alternatív ferdetesten egy olyan kétműve- 
letes algebrai struktúrát értünk, amely a szorzás asszociativitása kivételével teljesíti 
a ferdetestekre kirótt axiómákat; az asszociativitás helyett a gyengébb

(ba)a = b • a2 és a(ab) =  a2 • b

azonosságokat követeljük meg. Mivel létezik nemkommutatív ferdetest (kvaterni- 
ók), ill. nemasszociatív alternatív ferdetest (Cayley-számok), máris kapjuk, hogy a 
P==^D=^M  implikációk nem fordíthatóak meg. Nem ismert viszont, hogy létezik-e 
(szükségszerűen Fano-tulajdonságú) harmonikus sík, amely nem Moufang-féle.

A koordinátázáskor konstruált gyűrű mellett fontos kísérőstruktúra a kollineáci- 
ócsoport, amely főleg a véges esetben nyújt hasznos segítséget (Gleason [Gle56]). A 
következőkben azonban a projektív geometriák altérhálói játsszák a főszerepet. A 
szakasz elején felsorolt minden egyes T záródási tételhez megadunk egy Aj- hálóazo
nosságot, amelyre

n  |= T ^  Ln \= At

teljesül minden ü  projektív sík ill. geometria esetén.

A Desargues-azonosság (Jónsson [Jon53,Jon54]):

Ad •' (<2o +  &o)(öi +  &i )(ö2 +  bT) < öo(öi +  c) +  baibi +  c),
ahol c =  (öo +  oíi)(&o +  5i)[(ao +  U2)(^o + 62) V (ai "b ^i)(a2 +  ^2)]-

Ebből könnyen adódik a Moufang-azonosság (Wille [Wil73]):

Ajví ; [(«o +  ö2)(&0 +  2̂) +  (ai  +  ^l)(ö2 +  2̂ )](«0  +  fro)(öi +  bi)(ü2 +  2̂) <
a0(ai +  c) +  bo(bi -f- c), ahol c ugyanaz, mint A^-ben

Nem meglepő, hogy a Fano-azonosság a legrövidebb (ld. Wille [Wil69]):

\ f  \ (a + b)(c +d) < (a +c)(b +d) + (a +d)(b +c). 1
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A fenti három azonosság minden projektív geometriában működik. Hasonló 
Papposz-azonosság nem létezhet (ld. Day [Day81]), a projektív síkok esetére azonban 
megadható Papposz-azonosság. Ehhez szükséges a következő definíció.

5.3. DEFINÍCIÓ, (ld. Day [Day83]) Legyen L egy moduláris háló, (a0, oi, b0, h )  
L4.

a) (öo, cii, bo, bi)-et egyenespárnak nevezünk, ha

ao(b0 +  b\) =  öi(&o +  b\) =  bo(cto +  öi) =  b\{a o +  «i).

Jelölje LP(a0, öi, 60, ^i) azt a tényt, hogy (a0, ai, b0, bi) egyenespár, és legyen 
Ol p  =  a o (b o  +  b i ) .

b) (ao, «í, b0, 6i)-et erős egyenespárnak nevezzük, ha egyenespár és ao + b0 + bi = 
öi bo -f- &i =  bo A (¡lq öi =  b\ -b öq -b öi- Jelöles: SLP(ao, ®i , bo, 6i)-

c) (ao, «1, b0, &i)-et 3-gyémántnak nevezzük, ha erős egyenespár, továbbá ao«i = 
bobi = 0SLP- Jelölés: D(a0, ai, bo,h).

Day [Day81] Papposz-azonossága a következő:

Ap : (LP(a0, ai, bo, &i) & 0,2 ai 4* ao & &2 bo bi) ==b l Sí r,
ahol l — (ao +  &i)(ai +  &o)(ö2 +  bo + ¿1) (&2 + ao +  ai),

r = (ao +  2̂)(ö2 + bo) +  (ai +  üj)(a2 +  &o)-

Az 5.3 szakaszban látni fogjuk, hogy az egyenespár konfiguráció projektivitása alap
ján hogyan írható Ap valódi azonossággá. Ha Ap-ben az egyenespár konfigurációt ki
cseréljük a 3-gyémánt konfigurációra, akkor kapjuk a gyémánt Papposz-azonosságot, 
Acp-t. Míg a Ap azonosság kizárólag projektív síkok esetén jellemzi a geometria Pap- 
poszi tulajdonságát, addig a gyengébb App három és négy dimenzióban is működik.

5.3 A  harm onikus azonosság
[Tak96b] alapján megadjuk a harmonikus pontnégyesek tételének hálóelméleti meg
felelőjét, a harmonikus azonosságot.

5.4. DEFINÍCIÓ. Egy L moduláris hálót harmonikusnak nevezünk, ha tetszőleges 
a, b, c,p, q,p', q1 £ L elemekre, b < a + c ,p +  q,p' +  q' esetén

b < a +  (r + s)(r'|+  s'), (5.1)

ahol 5 =  (a +  p)(c +  q),r = (a + q){c + p),s' -  (a + p'){c + q'),r' =  (a +  q'){c + p'). 
Másképpen fogalmazva: Az L háló harmonikus, ha teljesül benne az

(a + c)(p + q){p' + q') < a + (r + s)(r' +  s') (5.2)
/

azonosság.
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5.5. TÉTEL. Egy II projektív geometria pontosan akkor harmonikus, ha altérhálója 
harmonikus.

Bizonyítás. Könnyen, látható, hogy ha a II projektív geometria L =  Ln altérhálója 
harmonikus, akkor II is harmonikus.

A fordított irányú implikáció igazolásához néhány lemmára van szükségünk, ame
lyek segítségével kezelhetőek lesznek az elfajuló esetek. A bizonyításokban =  (=) 
jelöli azt, hogy egy két hálókifejezés a modularitás (disztributivitás) következtében 
egyenlő.

5.6. LEMMA. Ha L moduláris háló és {a,c,p, g} C L nem antilánc, akkor

(a +  c)(p + q) < r + s. (5.3)

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy {a, c,p, q} nem antilánc. Az a — c, p — q és (a, c) — (p, q) 
szimmetriának köszönhetően elegendő két eset ellenőrzése.

1) Ha a < c, akkor r+ s = (a+q)(c+p) + (a+p)(c+q) =  a+q(c+p)+a+p{c+q) > 
q(c+p)+p(c+q) =  (c+p)(q+(c+q)p) =  (c+p)(q+p)(c+q) > c(p+q) = (a+c)(p+q).

2) Ha q < a, akkor r+s = (a+q)(c+p) + (a+p)(c+q) =  q+a(c+p) + (a+p)c+q =
(c + p)(a + c)(a + p) + q > (a  + c)p + q = (a + c)(p +  q). □

5.7. DEFINÍCIÓ. Az x = (x0, x1, x2, x3) £ L4 pontnégyest teljes síkbeli pontné
gyesnek hívjuk, ha mindegyik komponense pont, azaz atom, semelyik három pont 
nem kollineáris, azaz Xh < Xi + Xj nem teljesülhet, ha |{i, j, k}\ = 3, végül pedig 
xo,x1,X2, xg komplanárisak, azaz Xw xi = Yéi^j xi minden j- re.

5.8. LEMMA. Ha L egy ü  projektív geometria altérhálója, (a,c,p ,q ) € L4 nem teljes 
síkbeli pontnégyes, továbbá az a,c,p,q elemek mindegyike pont vagy 0, akkor

(a +c)(p + q) < r  + s. (5.4)

Bizonyítás. A 5.6. Lemma folytán elegendő azzal az esettel foglalkozni, amikor 
a, c,p, q különböző pontok. L magasságfüggvényét A-val jelölve h((a + c)(p +  q)) + 
h(a +  c +  p +  q) =  h(a +  c) +  h(p + q) = 2 + 2 = 4 .

Ha h(a + c + p + q) = 4, akkor h((a +  c)(p +  q)) = 0, így (5.4) biztosan teljesül. 
Tehát feltehető, hogy (a,c,p,q) síkbeli négyszög, így három pont kollineáris. A 
szimmetria alapján elegendő az a,c,p < l esettel foglalkozni, ahol l egy egyenes. 
Ekkor r + s = (a + q)l + l(c + q) és (a +  c)(p + q) = l(p +  q). Ha q < l, akkor (5.4) 
mindkét oldala l, míg ha q j t l ,  akkor r + s = a + c = l> p = ( a  + c)(p +  q). □

5.9. LEMMA. (Grátzer és Lakser [GL73], ld. még Grátzer [Gra78], 207 o.) Legyenek 
p, q tetszőleges hálókifejezések, és tegyük fel, hogy p-ben minden változó pontosan 
egyszer fordul elő. Ha p < q teljesül egy projektív geometria altérhálóinak legfeljebb 
egy magasságú elemeire, akkor minden elemére teljesül.
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Az 5.5. Tétel bizonyítása. Tegyük fel, hogy a II projektív geometria harmonikus, 
és a,c,p ,q ,p ',q! € Ln . Az 5.9. Lemma szerint (5.2) igazolásakor feltehető, hogy 
a, c,p: q,p' , q' mindegyike atom vagy 0. Legyen b = (a + c)(p + q)(p' + q').

1. eset: Ha sem (a,c,p,q) sem (a, c,p', q') nem teljes síkbeli pontnégyes, akkor 
a 5.8. Lemma szerint (a + c)(p +  q) < r + s és (a + c)(p' + q') < r' +  s', így (5.2) 
teljesül.

2. eset: Ha (a,c,p,q) és (a,c,p', g') is teljes síkbeli pontnégyes, akkor (5.2) telje
sül, mivel a geometria harmonikus.

3. eset: Ha (a,c,p',q') teljes síkbeli pontnégyes, de (a, c,p, q) nem, akkor (a + 
c)(p' +  0.') egy pont. Következésképpen b vagy egy pont, vagy 0. Mivel (5.2) triviá
lisan teljesül a b =  0 esetben, ezért feltehető, hogy a, b, c, három különböző pont az 
l = a + c egyenesen.

Ha b =  q akkor r + s = (a + b)(c+p) + (a+p)(c+b) > (a + b)c+a(c+b) = c+ a  =  /, 
s így a + (r + s)(rf +  $') > a +  í(r' +  s1) = l > b, mert J(r' + s') egy a-tól különböző 
pont az l egyenesen. A b = p eset hasonló.

Ha b ^  p és b q, akkor p és q különböző pontok, mert b < p + q. Tehát vagy 
p,q < l vagy p, q ^  /, de a második esetben (a, c,p, q) egy teljes síkbeli pontnégyes 
lenne. így tehát a, c, p, q < l és a + c = p + q. Ha c 7  ̂ p és a 7  ̂ 5, akkor r =  Z, 
különben s = l, s így r +  s =  l. Tehát ismét c + (r  + s)(r' + s/) =  a + l{r' + s') = l > b. 
□

5.4 A  perspektív  Papposz-azonosság
A perspektív Papposz-tétel hálóelméleti átfogalmazása a következő:

5.10. LEMMA. Egy n  projektív sík pontosan akkor perspektív Papposzi, ha tetsző
leges a ,b ,c ,x ,y  € Ln egyenesekre ac < b esetén teljesül a B  < J  egyenlőtlenség, 
ahol

B  =  (ax +  cy){ay +  cx)(bx + ay + cy)(by + ax +  ex), (5-5)
J  =  (ax + by)(ay + bx) + (ex+ by)(cy + bx). (5.6)

Bizonyítás. Az elegendőség következik az a = xq + yo, b = xi +  yi, c — x 2 + y2, 
x = x0 +  xi + x2 és y =  y0 + y\ +  j/2 egyenesekre felírt B  < J  egyenlőtlenségből. A 
szükségesség belátásához tegyük fel, hogy n  egy perspektív Papposzi sík, és legyenek 
a, &, c, x , y, G Ln olyan egyenesek, hogy ac < b. Ha |{a, b, c, £, j/}| =  5, xy  ^  a, b,c és 
abc x ,y , akkor alkalmazható perspektív Papposz-tétel n  azon pontjaira, amelyek 
Ln ax, bx, ca: és ay, fo/, cy elemeinek felelnek meg, és mivel (¿a: + 03/ +  cy) =  (¿?/ + 
ax + ex) =  1, a B < J  egyenlőtlenség teljesül.
Ha a fenti feltételek valamelyike nem teljesül, akkor B  < J  a sík perspektív Papposzi 
tulajdonságának felhasználása nélkül is levezethető. f

1) Ha x = y, akkor B  =  (ax + cx)(bx + ax + ex) = ax ex < ax + bx + ex = J.
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2) Ha a = c, akkor c = ac < b, és c < b akkor is teljesül ha b = c. Ekkor 
B  =  (ax +  cy){ay + cx)(bx + ay + cy){by + ax + ex) =  (ax +  cy){ay + ex) < 
{ax + by){ay +  bx) < {ax + by)(ay + bx) + {ex + by){cy + bx) = J.

A za  — b — c é s x  — y szimmetriának köszönhetően a továbbiak során feltehetjük, 
hogy |{a, b,c} | =  3 és |{z, y}\ — 2, s így abc és xy pontok.

3) Ha abc =  xy, vagyis az öt egyenes egy ponton halad át, akkor ax +  cy =  abcxy 
vagy ay + cx = abcxy, ezért abcxy az a, b, c, x, y elemek által generált háló legkisebb 
eleme, tehát B  =  abcxy < J.

4) Ha a = x és abc ^  xy, akkor J  — x — B .
5) Ha b = x és abc ^  xy, akkor B = acx < x =  J .
Ismét felhasználva a szimmetriát feltehetjük, hogy |{a, b, c,x,y}\ = 5  és abc /  xy.
6) Ha abc < x, akkor B  = J  = abc.
7) Ha xy < a, akkor B  = xy, míg J  egy xy-1 tartalmazó egyenes, így B  < J.
8) Ha xy < b és abc ^  xy, akkor B  = 0, s így B  < J.

Ezzel megvizsgáltunk minden elfajuló esetet, s a lemmát igazoltuk. □
Felvetődik a kérdés, vajon igaz marad-e lemma, ha nem követeljük meg, hogy 

a, b, c, x és y egyenesek legyenek. A válasz igenlő:
/ / /

5.11. ÁLLÍTÁS. Egy n  projektív sík pontosan akkor perspektív Papposzi, ha az

ac < b B  < J  (5.7)

azonosság teljesül TN-ben.

Bár (5.7) formailag csak egy Horn-formula, de igazi azonossággá válik, ha b he
lyére b + ac-1 helyettesítünk. Tehát jogosan nevezzük (5.7)-t azonosságnak. A 
bizonyítás igen hosszadalmas, körülbelül harminc degenerált esetet kell ellenőrizni. 
Másfelől a [7]-ben leírt algoritmus segítségével könnyen ellenőrizhető, hogy (5.7) 
nem teljesül minden részmodulushálóban, tehát a Desargues-azonosságból nem kö
vetkezik (5.7). Ezért az 5.11. Állítás bizonyítását nem részletezzük. A fejezet elején 
megfogalmazott céljainknak megfelelően inkább egy gyengébb azonosságot adunk 
meg, amely szintén jellemzi a perspektív Papposzi projektív síkokat, és bizonyítása 
is rövidebb,.

A Papposz-azonosságban használt egyenespár-konfiguráció segítségével a ’’négy 
általános helyzetű pont” feltétel ’’becsempészhető” egy azonosságba. Nekünk épp 
ezen konfiguráció duálisára van szükségünk.

5.12. DEFINÍCIÓ. Legyen L egy moduláris háló. Egy {a0,a i , 6o,^i) £ LA négyest 
duális egyenespárnak nevezzük, ha

a o +  boh — di + M i — bo + a0ax — b\ + dodi.

Mivel ez a definíció az egyenespár definíciójának duálisa, ezért az egyenespár 
konfigurációra vonatkozó [Day81]-beli lemmák dualizálásával kapjuk az 5.13.-5.17. 
Lemmákat. '
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5.13. LEMMA. A duális egyenespár projektív konfiguráció a moduláris hálók osztá
lyában, azaz léteznek olyan do, di, eo, ex négyváltozós hálókifejezések, hogy

-  tetszőleges helyettesítés mellett (d0, d1. eo, ex) duális egyenespár;
-  Ha (ao, öi, bo, bi) duális egyenespár akkor, i — 0,1 esetén

ai = di(a0, ax, b0, &x) és 6t- =  ej(d0, dx, 60, 6X).

Megfelelő hálókifejezések pl.

di = Xi + q és et- =  y* + g (í =  0,1), (5.8)

ahol q =  x0Q/o +  yfi) +  x x(yo + yf) +  y0(x0 +  xx) +  yx(x0 +  xx).
Ha (do, dX, b0, bfi) duális egyenespár, azt így jelöljük: LP d(ao, dX, bo, 6X). Az a0 + 

b0bi = dX +  60í>i =  &o+dodX =  6x+d0dX kifejezések közös értékét 1 LPd jelöli. Ez utóbbi 
jelölést az motiválja, hogy az d0, dX, bo, 6X elemek által generált háló legnagyobb eleme 
1 LPd •
5.14. LEMMA. Ha L moduláris háló és LP d(a0, dX, bo, bfi), akkor tetszőleges i ,j ,  k £ 
{0, 1} elemekre:

AJ d |   djdj “1“ d?' bfc .
B) bi =  kbj +  kük,
C) 1 ]̂ pd =  d,- +  bj.
D) [ai,bj,bk\ és [dj, d j,6jt] disztributív részhálók L-ben.

5.15. DEFINÍCIÓ. A z (d0, dx, 60, 6X) duális egyenespárt elfajulónak mondjuk, ha 
{do, dx, bo, h }  nem antilánc.

5.16. LEMMA. Egy moduláris háló duális egyenespárja pontosan akkor elfajuló, ha 
do összehasonlítható ángyéi, vagy bo összehasonlítható bi-gyel.

5.17. LEMMA. Ha L egy projektív sík altérhálója, akkor az (do, dx, bo, bf) € Ifi duális 
egyenespár pontosan akkor nem elfajuló, ha do,dX,i>o,&i páronként különböző egye
nesek, és semelyik háromnak nincs közös pontja. Ebben az esetben (do&o, «o^i, dx50, 
dx5x) négy általános helyzetű pont.

Mindezek ismeretében már meg tudunk konstruálni egy, (5.7)-nél gyengébb pers- 
pektív Papposz-azonosságot, és viszonylag röviden tudjuk igazolni, hogy ez is tükrözi
a perspektív Papposzi síkok tulajdonságát.

/ /
5.18. DEFINÍCIÓ. Egy L moduláris hálót perspektív Papposzinak nevezünk, ha 
tetszőleges x ,y ,a ,b ,c  £ L elemekre, melyekre LP d(x ,y ,a ,c ) és de <  b, a B  < J  
egyenlőtlenség teljesül az (5.5) és (5.6) egyenletekben definiált

B  =  (ax +  cy)(ay +  cx){bx +  ay + cy)(by +  ax +  ex), és 
J  =  (ax + by)(ay +  bx) + (ex +  by)(cy + bx).

kifejezésekkel.
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M egjegyzés. Az
(LPd(x,y,a ,c) $zac < b) =$■ B  <  J  (5-9)

Horn-formula ekvivalens egy azonossággal. Valóban, helyettesítsük az x, y, a, c vál
tozókat a B  < J  egyenlőtlenségben rendre a (5.8)-beli do,di,eo, ej kifejezésekkel, 
majd helyettesítsünk b helyébe b + eoei-et; ekkor az LP-konfiguráció projektív volta 
miatt egy (5.9)-cel ekvivalens azonossághoz jutunk.

5.19. LEMMA. Ha L moduláris háló és (x, y, a, c) £ X4 eyy elfajuló duális egyenes
pár, akkor tetszőleges ac < b esetén teljesül a B  < J  egyenlőtlenség.

Bizonyítás. Az 5.16. Lemma és a szimmetria folytán két lehetőség állhat fenn:
A) Ha a < c, akkor B  =  (ax + cy)(ay+cx)(bx+cy)(by + cx) < (bx + cy)(by + cx) < 

(ax + by)(ay + bx) + (bx + cy)(by +  ex) =  J.
B) Ha x <  y, akkor B  = (ax + cy)(ay + cx)(bx -f ay + cy)(by +  ax +  ex) =

áy(ax + c)y(a +  cx)(bx + ay + cy)(by +  ax +  ex) < y(ax + c)(a + ex) = y(ax +  acx + 
ca +  ex) =  y[ax +  acx -f ac-j- x(cx +  acx +  ac)} < y[ax + bx +  ab +  y(ex +  bx +  be)} = 
y(ax + bx + ab) +  y(cx + bx + be) =  y(ax + (bx -f- a)b) +  y(cx + (bx +  c)b) = 
y(ax + b)(bx + a) +  y(cx + b)(bx + c) =  (ax +  by)(bx + ay) + (ex + by)(bx +  cy) = J. 
□

/
5.20. TETEL. Egy n  projektív síkon pontosan akkor teljesül a perspektív Papposz- 
tétel, ha a sík Xn altérhálója kielégíti (5.9)-t.

Bizonyítás. Nyilvánvaló, hogy a feltétel szükséges. Az elegendőség igazolásához te
gyük fel, hogy a n  projektív síkon teljesül a perspektív Papposz-tétel, és x, y, a, b, c £ 
Ln olyan pontok, hogy LPd(x, y, a, c) és ac < b. Az 5.19. Lemma alapján feltehető, 
hogy az (x,y,a ,c) egyenespár nem elfajuló. Az 5.17. Lemma folytán a0, ai, ö0, bi 
négy különböző egyenes, és semelyik három nem konkurens.

Ha b egy a-tól és c-től különböző egyenes, akkor a perspektív Papposz-tétel fel- 
használásával kapjuk, hogy J  < B. A fennmaradó esetek a következőek:

A) b = 1
B) b = a vagy b =  c
C) b =  ac
Könnyen kiszámítható, hogy az A) esetben J  = 1, a C) esetben pedig B  =  0, így 

B  < J  nyilván teljesül. A B) esetet pedig már ellenőriztük az 5.10. Tételben. □

5.5 Im plikációk
Az eddigiekben megadott hálóazonosságok birtokában a hálóelmélet eszközeit al
kalmazhatjuk projektív geometriai összefüggések bizonyítására. A moduláris hálók 
körében való számolás öt-hat változó esetén azonban már igen komplikálttá válhat, 
s ráadásul nem is biztos, hogy az egymást implikáló geometriai tételeknek megfelelő
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hálóazonosságok implikálják egymást a moduláris hálók körében is. Gyakran cél
szerűbb egy szűkebb osztályban, mint például a komplementumos moduláris hálók 
osztályában számolni.

Az alábbiakban három implikációt vizsgálunk.
/  /  /

5.21. ÁLLÍTÁS. A harmonikus azonosság következik a Fano-azonosságból a modu
láris hálók osztályában

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az L hálóban teljesül és legyenek a, c,p, g,p', qf £ L .
Ekkor

(a + c)(p +  q){p' +  q') = (a + c)(p + q)  • (a +  c)(p' +  q') <
((a +  p)(c +  q)  + (a + q)(c + p)) • ((a +  p')(c +  q1) +  (a +  q')(c + p')) < 

a +  ((a +  p)(c + q) + (a + q)(c + p)) ■ ((a + p')(c +  q') +  (a +  q'){c +  p %

tehát L harmonikus. □

Egy L hálót lineárisnak nevezünk, ha létezik egy A  halmaz és egy <p : L —* Eq(A) 
beágyazás úgy, hogy cp(x) + <p(y) = <p(x) o <p(y) teljesül minden x ,y  £ L esetén.

x  x

5.22. ÁLLÍTÁS. A harmonikus azonosság teljesül minden lineáris hálóban.
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Bizonyítás. Legyen L egy lineáris háló. Az egyszerűség kedvéért feltételezzük, hogy 
L ÇEq(A), s L elemei egymással felcserélhető ekvivalenciák. Legyenek a, c,p, q,p', q' 
£ L tetszőleges ekvivalenciák, és tegyük fel, hogy (m,n) £ (a + c)(p +  q)(p' +  q’) (ld. 
5.1. ábra). Ez azt jelenti, hogy léteznek olyan x, y, v elemek, hogy (m, x) £ p, (x, n) £ 
q, (m, y) £ p1, (y , n) £ q’, (m, v) £ a, (v, n) £ c. Mivel aoc =  coa, ezért található egy 
olyan w elem, hogy (m, w) £ c, (w, n) £ a. De ekkor (u, x) £ a, (x, w) £ r, (u, y) £ 
s', (y, u>) £ r', vagyis (u, to) £ (s + r)(s' + r'). Ezért (m, n.) £ a o (r +  á)(r' +  s') o a, 
s így a linéarités miatt (m,n) £ a o (r + s)(r' +  s') = a +  (r +  s)(r' +  s'). Ezzel 
beláttuk, hogy (a + c)(p +  q)(p' + qr) Ç a + (r +  s)(r' + s1), vagyis L-ben teljesül a 
harmonikus azonosság. □

Jónsson [Jon54] szerint a komplementumos moduláris hálók körében a Desargues- 
azonosság ekvivalens a linearitással, így kapjuk a következőt:

5.23. KÖVETKEZMÉNY. A harmonikus azonosság következik a Desargues-azonos- 
ságból a komplementumos moduláris hálók körében.

Day [Day80] (ld. még Herrmann [Her95], 7. szakasz problémái) felveti a kér
dést, hogy vajon minden Papposzi, ill. minden gyémánt-Papposzi moduláris háló 
Desargues-féle. A kérdés második felére a válasz negatív.

/ / /
5.24. ÁLLÍTÁS. A Desargues-azonosság nem következik a \p p  azonosságból a mo
duláris hálók körében.

Bizonyítás. Legyen L egy olyan háló, amelyet két Papposzi projektív sík altérhálójá- 
nak, Tx-nek és X2-nek ’’rossz” Hall-Dilworth-ragasztásával kapunk (ld. 5.2. ábra, ill. 
Day et al. [DHJ*94]). Ekkor L-ben nem teljesül a Desargues-azonosság. Belátjuk, 
hogy L-ben teljesül \ d p-

5. PROJEKTÍV GEOMETRIÁK ÉS HÁLÓAZONOSSÁGOK

5.2. Á b r a
/
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Tegyük fel, hogy (ao, ax, b0, bi) nemdegenerált 3-gyémánt T-ben. Nem fordulhat 
elő, hogy a négy elem közül csak egy, mondjuk a0 esik Tx \  T2-be, mert akkor 
a0(&i +  h )  G Ti \  T2 és ax(6x + b2) G L2, vagyis (c0, ax, b0, h )  nem egyenespár. 
Az sem lehet, hogy csak egyetlen elem, mondjuk ao esik L2 \  Li-be, mert ekkor 
a0 + b0 + bi G T2\T X, viszont ai + í>0 +  6i G Ti, vagyis (a0, ax, 60, &x) nem erős. Az sem 
fordulhat elő, hogy a0,b0 G TX\T 2 és ax, 6X G T2\T X, mert ekkor a0(&o +  ̂ i) € TX\T 2 
es ai(&o T  &i) G T2. Ha ao,ai G Tx \  L2 es &0; b\ G T2 \  Ti, akkor aoax G Ti \  T2 
és &0̂ i G T2, s így (a0, ax, 60, &i) nem 3-gyémánt. Figyelembe véve a szimmetriát, 
vagy mind a négy elem Ti-beli, vagy mind T2-beli. Mivel Ti és T2 projektív síkok 
altérhálói, az 5.17. Lemma duálisa szerint (ao, ax, b0, &i) nemelfajuló volta azt jelenti, 
hogy mind a négy elem pont.

Válasszunk most olyan a2, b2 G T elemeket, hogy a2 < a0 + a1 és b2 < b0 + bi. Be 
kell látnunk, hogy I < r.

Ha (ao, ai, bQ, 61) G Ti, akkor a2 < ao + ai és b2 < 60 +  ̂ 1 következtében a2, b2 G Ti 
is teljesül. Ekkor az Ti háló Papposzi volta miatt l < r teljesül.

Ha (a0, ai, b0, 61) G T2, akkor már nem feltétlenül lesz igaz, hogy a2,b2 G T2. 
Tudjuk azonban, hogy tetszőleges x G Ti \T 2 és y G T2 elemekre £ +  j/ =  a; +  02+j/, 
továbbá x < y <=> x + 02 < y, ahol 02 jelöli T2 legkisebb elemét. Cseréljük ki 
Z-ben és r-ben a2-t ill. 52-t rendre a'2 = a2 + 02-re ill. b'2 = b2 +  02-re, így kapjuk V-t 
és r'-t. Ekkor a2 < ao + ai, b2 < b0 + bi, s így T2 Papposzi volta miatt V < r'. Mivel 
Z-ben és r-ben a2-t és 62-t csak egyesítéssel kapcsoljuk, ezért l = l' és r  =  r', tehát 
l < r.
Ezzel beláttuk, hogy T gyémánt-Papposzi, de nem Desargues-féle. □

A bizonyításban vizsgált hálóban nem teljesül az erősebb Papposz-azonosság, Ap. 
Ennek oka az, hogy T tartalmaz két kétdimenziósán ragasztott 3-gyémántot, s így 
nem teljesül a Papposz-azonosságnál gyengébb kvázisík azonosság (ld. Day [Day83]). 
Day és Jónsson [DJ86] eredményei azt sugallják, hogy minden nem Desargues-féle 
háló tartalmazza intervallumként egy nem Desargues-sík altérhálóját, vagy tartal
maz egy 4-gyémántot, vagy tartalmaz két kétdimenziósán ragasztott 3-gyémántot, 
tehát semmiképpen nem Papposzi. Ezt azonban eddig nem sikerült igazolni.

0

/



6. Fejezet

A  vizsgálatok m ódszerei és az 
eredm ények hasznosítása

A vizsgálatok során az algebrában megszokott módszereket alkalmaztuk. Kivé
telt képez a 4. fejezet transzfinit indukciója. Czédli számítógépen megvalósított 
algoritmusainak1 segítségével vizsgáltuk az ötödik fejezet hálóazonosságait. így de
rült ki, hogy az (5.7)-es azonosság nem teljesül minden részmodulushálóban. Az
5.22. Állítás bizonyítását Czédli [Cze91] algoritmusának megfelelő módosításával 
sikerült megtalálni.

A 4. fejezetben definiált féldoboz struktúrát és a féldobozok kiterjesztéseire vo
natkozó lemmákat Czédli [Cze] felhasználta, s várhatóak további alkalmazások is. 
Az elérhetetlen számosságok ’’eléréséhez” azonban gyökeresen új módszerek szüksé
gesek.

A 2.15., 2.17. 2.20. Tételek bizonyítási módszerei, azaz a 2.3. Tétel és a 2.13. 
Lemma kombinálása elvileg még számos további feltétel elegendőségének igazolását 
teszi lehetővé a 2. fejezet első problémájával kapcsolatban.

1A  program ok m egtalá lh atóak  a h t t p : //w w w . m ath . u - s z e g e d . h u / t a g o k / c z e d l i  w eb-oldalon.
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