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I. Bevezetés

1. A témavalasztas indoklasa

A problémamegoldasi képesség kutatdsat évekkel ezelott Szendrei Janos professzor
ur tanacsara kezdtem el, aki azt javasolta, hogy fejlessziink ki a matematika szakos
féiskolai hallgatok szamara Polya Gyorgy munkainak szellemét alapul véve hasznos
feladatanyagot modszertani megjegyzésekkel. Az azota eltelt idében volt alkalmam
kiprébalni sok-sok feladatot nemcsak a tanar szakos hallgatok, de fels tagozatos,
matematikaval szivesen foglalkozo6 gyerekek, és tanitd szakos hallgatok kdrében is.
A matematika tanitds elsddleges célja a gondolkoddsra nevelés, amely leginkabb a
felfedeztetd tanitassal, a problémamegoldas fejlesztésével valosulhat meg [73], [9].
A problémamegoldas fejlesztése a kozoktatasban is megfogalmazott célkitiizés, ahol
nem csak a problémak megoldasara, de a probléma érzékenységre, a kiilonb6z6 rep-
rezentaciok megértésére, alkotasara is nevelni kell a tanulokat. Mar az 1995-6s Nem-
zeti Alaptantervben is megjelent a problémamegoldas fejlesztésének kovetelménye,
amely még nagyobb hangsulyt kapott a kompetencia alapt tanitast kozéppontba he-
lyez6 2003-as NAT-ban [55]. A 2007-es valtoztatds [56] tovabbfejleszti a korabbi
alaptantervet, és az EU altal javasolt kulcskompetencidk rendszerét alapozza meg. A
matematika kulcskompetencia egyik fontos eleme a problémamegoldaés: ,,A matema-
tikai kompetencia birtokaban az egyén rendelkezik azzal a képességgel, hogy alkal-
mazni tudja az alapvetd matematikai elveket és folyamatokat az ismeretszerzésben ¢és
a probléméak megoldasaban, a mindennapokban, otthon és a munkahelyen.” A mate-
matikai kompetencia részletes leirdsaban kiilon pontban jelenik meg a problémakeze-
1és és problémamegoldas, mely felsorolja a problémamegoldas 1épéseihez kapcsolod-
do tevékenységeket, mint a problémahelyzet felismerése, atélése, problémaérzékeny-
ség, kérdések megfogalmazasa, 1ényeges adatok kivalasztasa, modellalkotas, ellendr-
z¢s, valaszadas. Utal néhany problémamegoldési stratégiara is, példaul az egysze-
riibb, hasonl6 probléma keresésére, a probléma részekre bontdsara, valamint a prob-
lémamegoldas metakognitiv komponenseire, az eredmények értékelésére. Egyre
tobbszor emlitik a problémamegoldéas mellett a problémaalkotést, példaul a matema-
tikai kulcskompetencian beliil az Alkotas és kreativitas pontban, ahol az ,,Allitasok,
kérdések megfogalmazasa képrol, helyzetrdl, torténésrdl...” kovetelmény olvashato.
A problémamegoldas fejlesztésének igénye nemcsak a matematika kulcskompetenci-
aban jelenik meg, hanem a Kezdeményezdképesség és vallalkozoi kompetencia
meghatarozasaban is szerepel: ,,A tudast, a kreativitast, az jitasra valo beallitodast
¢és a kockazatvallalast jelenti, valamint azt, hogy célkitlizései érdekében az egyén ter-
veket készit és hajt végre.”. Erdemes kiemelni, hogy ezekben a dokumentumokban
jol megfigyelhetd: nem csak a problémamegoldas, hanem legaldbb annyira a problé-
maalkotas fejlesztése is kovetelmény, ami a jelenlegi iskolai gyakorlatban még ke-
vésbé megszokott. A megvaltozott kozoktatasi kdvetelményeknek meg kell jelenniiik
a tanarképzésben is, igy a tanitok képzési kdvetelményeiben is szerepel a matemati-
kai kompetencia keretében a problémamegoldés és —alkotas.

Vegyiik szdmba azokat az okokat, amelyek sziikségessé teszik a pedagégus hallga-
ték problémamegoldasi és problémaalkotasi képességének fejlesztését.

1. A kozoktatasban megjelend kovetelmény a tanulok probléma megoldasi ké-
pességének fejlesztése csak ugy valodsithatd meg, ha a pedagdgus maga is képes



problémak megoldasara, alkotasara [73], [90]. Rendelkeznie kell személyes tapaszta-
latokkal a problémamegoldéas kognitiv, metakognitiv és affektiv komponenseivel
kapcsolatban. A kognitiv komponens a megoldashoz sziikséges fogalmak, dsszeflig-
gések tudéasat, problémamegoldéasi 1épések, stratégidk ismeretét jelenti. A
metakognitiv komponens a 1épések tudatossagat, folyamatos értékelését, a dontések
gyakorlasat jelenti. Jobban latja a megoldés folyamatat az a pedagdgus, aki maga is
tapasztalta a problémamegoldas kozben egy otlet hasznalhatatlansagat, elvetését, Uj
oOtlet keresését. Az affektiv komponens tobbek kozott a problémakhoz vald pozitiv
hozzaallast, onbizalmat, kitartast jelent. Példaul fontos, és gyakran hianyz6 tapaszta-
lat, hogy esetleg hosszabb ideig kell toprengeni egy feladat megoldasan, és azutan ju-
tunk eredményre.

2. A problémak struktarajanak, megoldasi stratégidinak tudatos vizsgalata elen-
gedhetetlen ahhoz, hogy adott tanitasi célhoz megfeleld feladatokat tudjon valogatni
a pedagogus, esetleg alkotni ilyeneket [90].

3. A leendd pedagdgusok tanitasi gyakorlatait sokszor alapvetéen befolyasoljak
a korabban tanuloként szerzett tapasztalatok. Nehezen, vagy egyaltalan nem tudnak
elszakadni azoktdl a beidegzédésektdl, ahogyan oket tanitottak [39]. Igy a problé-
mamegoldas kozpontl, felfedeztetd tanitdsr6l nem mindenkinek vannak megfeleld
tapasztalatai. Még nagyobb a hiany a problémaalkotasban. A tanuldkat oktatasuk 12—
16 éve alatt tobbnyire csak kérdezték, 0k a legritkdbb esetben tehettek fel kérdéseket,
igy sem a kérdésfeltevésben, sem olyan tipust tanitasban nincs gyakorlatuk, amikor
ez lehetséges [15].

4. A problémamegoldasi, problémaalkotasi képesség fejlesztése az egyetemi-
foiskolai oktatasi gyakorlatnak is célja kell legyen. A pedagdgusképzésben nem be-
sz¢lhetiink olyan mddszerekrdl, amelyeket magunk nem alkalmazunk a hallgatok ok-
tatdsaban. Ezaltal a hallgatok tanuloként megtapasztaljak a problémamegoldés fej-
lesztésének modszereit, lehetdségeit, megismerik azokat, és remélhetdleg majdani
tanitasi gyakorlatukban fogjak tudni alkalmazni.

5. A problémamegoldas, problémaalkotas alkalmazasat elkeriilhetetlenné teszi
az a kozoktatdsi igény, hogy a tanuldkat alkalmasséd tegylik a mindennapi életben
felmeriil6 matematikai problémak megtalalasara, megoldasara. A tankonyvi felada-
tok nem elégithetik ki teljes mértékben ezt az igényt, hiszen a tanuldkat érdekld, a
mindennapjaikhoz tartozé feladatok térben és iddben eltérdek, sokszor alkalomtol
fiiggéek. A pedagdgusnak kell megteremteni azt a helyzetet, hogy a tanuldk a hét-
koznapi életben eloforduld tevékenységek alapjan matematikai problémakat fogal-
mazzanak meg €s oldjanak meg. Konkrét hétkdznapi dolgok alapjan kénnyebben és
hatékonyabban lehet tanitani a kérdésfeltevést, és az ehhez kapcsolodd matematikai
tartalmakat [8]. A felsdoktatasban fel kell késziteni a hallgatokat arra is, hogy felis-
merjék azokat a hétkoznapi helyzeteket, amelyek érdeklik a gyerekeket, ¢s amelyek-
ben alkalmazhatéak az aktualis matematikai tartalmak. Példaul milyen tevékenysé-
geket végezziink, milyen feladatokat adjunk a tanuloknak, ha egyik naprdl a masikra
leesik fél méter ho, és napkozben sincs —10 °C-nal melegebb.

6. A kisgyerekek természetes kivancsisagat, nyitottsagat, felfedezd képességét,
kreativitasat az oktatas korlatozza [33], [7]. A felfedeztetd tanitassal, a tanuloi kérdé-
sek Osztonzésével, a problémaalkotds tanitdsdval ezek a képességek erdsithetdk, a
kérdések megfogalmazasa, problémak keresése tudatossa tehetd.

A kutatas soran a Pélya modell Schoenfeld-féle tovabbfejlesztését vettiik alapul, ma-
tematikai problémak megoldasat vizsgaltuk, nem csupan szoveges feladatokét. Nagy
hangsulyt fektettiink a problémaalkotasra, egyrészt mert ez a leendd pedagégusok



szamara kiilonosen fontos, masrészt pedig a problémamegold6d gondolkodas tudatos-
sagat tovabb er0siti.

A dolgozatban a szakirodalom attekintése utan a hallgatok probléma megoldési ké-
pességének felmérését és annak eredményét ismertetjilk. A felmérés feladatait célzot-
tan a Pdlya-féle modell Iépéseire valogattuk, tovabba vizsgaltuk, hogy mennyire is-
merik fel a kiillonb6z6 szovegek kozos modelljét, talalnak-e tobb megoldasi modszert
egy problémara, és tudnak-e Uj kérdéseket megfogalmazni egy probléma folytatasa-
ként. Ez alapjan meghataroztuk, milyen stratégiakat alkalmaznak a hallgatok a prob-
1éméak megoldésara, mely teriiletek fejlesztése a legfontosabb. A probléma megoldasi
stratégidk mellett nagy hangsulyt fektetiink a problémaalkotasra, amelyet megte-
sziink problémamegoldéas kdzben, adott szituacidobol indulva, adott szovegkornyezet-
hez, a ,,Mi lenne, ha...?” kérdés alapjan, valamint adott modellhez. Ez alapjan allitot-
tuk Ossze a tanitd szakos hallgatoknak sz6l6 kurzus feladatanyagat, amelyet a tapasz-
talatokkal egylitt ismertetiink.

A feladatsorok altaldban tevékenységgel kezdddnek, amelyek segitenek a probléma
megértésében, a stratégia felfedezésében. Ezzel a mintafeladattal bemutatjuk az aktu-
alis stratégiat, amelynek gyakorlasara tovabbi feladatok szolgélnak. Elengedhetetlen
ugyanis a problémamegoldd gondolkodas fejlddéséhez az 6nalld erdfeszités problé-
mak megoldésara, ezért ezek koziil a feladatok koziil tobbet 6nalldan, otthon kellett
megoldani a hallgatoknak. Minden feladatsor végén rejtvény segiti a kreativ gondol-
kodas fejlodését.

A hallgatok reakcioit lejegyeztiik, a beadott hazi feladatokat elemeztiik. A kurzus vé-
gén egy ujabb felmérést készitettiink, amelyet értékeltiink, és Osszehasonlitottuk a
fejlesztett €s a kontroll csoport teljesitményét. A fejlesztés egyik eredményeként tobb
hallgat6 sikeresen palyazott Zrinyi feladatok alkotdséra, és szerepeltek feladataik a
Zrinyi/Gordiusz versenyek feladatai kozott.

A hallgatok probléma megoldasi és alkotasi képességének fejlesztését folytattuk a
valaszthaté matematika modul kovetkezo kurzusan, a Kombinatorikai és valoszini-
ségi jatékok cimll kurzuson, ahol az eldzdekben tanult stratégidkat, feladatalkotasi
modszereket alkalmazhattdk a hallgatok. Célunk, hogy minél tobb tantargy oktatasa-
ban jelenjen meg a problémamegoldés, problémaalkotas fejlesztése. Erre a matema-
tikai tantargy-pedagdgia, elemi matematika tantargyak kiilondsen jo lehetdséget ki-
nalnak, amelyeket tudatosan igyeksziink kihasznalni, ezzel segitve a hallgatdokat,
hogy alkoto pedagogusokka valjanak.

2. A kutatas célja

A fels6oktatasban kiemelkedden fontos a problémamegoldasi képesség fejlesztése,
hiszen a jovendd pedagogusok problémamegoldéssal kapcsolatos szemlélete megha-
tarozo didkjaik képességfejlesztése szempontjabol. A tandr,- tanitoképzés soran to-
reksziink arra, hogy minél tobb tantargy keretében megvalositsuk ezt a szemléletet,
példaul elemi matematika, matematika tantargy-pedagdgia, hiszen a problémamegol-
das fejlesztése hosszan tarto, szertedgazd folyamat. Azonban ezeknek a tantargyak-
nak a keretei nem teszik lehetdvé a problémamegoldas olyan elemeivel vald célzott
foglalkozast, mint példaul a problémamegoldas 1épéseinek gyakorldsa, tudatositasa, a
problémak folytatasi lehetdségeinek bemutatasa, a problémaalkotds modjainak, lehe-
téségeinek bemutatasa, gyakorlasa, stb., amelyek a pedagdgusok szdmara kiilondsen
fontosak. Ezért mar a tanarképzés idején is, és az utdbbi két évben a tanitoképzésben,



kifejezetten a problémamegoldasi képesség fejlesztésére iranyuld kurzust hirdettiink
magyar és angol nyelven is.

A kutatds céljai a kiovetkezok:

* A problémamegoldés és problémaalkotas elméleti hatterének meghatarozasa,
bemutatasa.

+ A hallgatok problémamegoldasi képességeinek felmérése, a fejlesztés céljainak
meghatarozasa, kiilonb6z6 csoportok problémamegoldéasi képességeinek 6sz-
szehasonlitésa.

* Problémamegoldasi képességfejleszté kurzus kidolgozéasa, megvalositasa, érté-
kelése.

» A problémamegoldas fejlesztésével kapcsolatos hipotézisek igazolasa:

— A tanité szakos hallgatok problémamegoldési képessége specialis kurzus
soran fejlesztheto.

— A problémamegoldasi stratégidk tanithatdak a tanitd szakos hallgatoknak.

— A tanit6 szakos hallgatok szoveges indoklasa fejlesztheto.

— A tanit6 szakos hallgatok problémaalkotasi képessége fejleszthetd.



I1. A kutatas elméleti hattere

A megismerés altalanos, minden tudomdanyteriileten alkalmazhatdo modszerét kereste
René Descartes a Discours de la Méthode cimli miivében, ezzel a problémamegoldas
kutatas eléfutaranak tekinthetd. Descartes a matematika deduktiv modszereit alkal-
mazta mas tudomanyteriileteken is, kereste a problémak matematikai modelljét, a
geometriai problémakat analitikus modszerekkel algebrai problémava alakitotta, és
ebben a reprezentacioban oldotta meg. A problémamegoldas kutatdsa a XX. szazad
elején a pszichologusok témaja lett, majd Polya Gyorgy munkajanak koszonhetden a
matematika tanitassal foglalkozo6 kutatasok egyik kozponti teriiletévé valt. Napjaink-
ban a matematika tanitdsan kiviil &ltalanosan is alkalmazzdk a problémamegoldas
modszereit, példaul a szamitdstudomany, valamint az tizleti élet teriiletén. Vizsgalo-
dasunk a matematikai problémamegoldasra és problémaalkotésra vonatkozik az okta-
tasi szempontok szem el6tt tartdsaval. A kovetkezokben a problémamegoldasra és
problémaalkotisra vonatkozd kutatasok alapjan kijeldljiikk azokat a kereteket, ame-
lyekre a kutatasunk épiil.

1. Mi a probléma?

A probléma meghatarozasanal figyelni kell arra, hogy a probléma fogalmat nem
érdemes leszlkiteni azokra a problémakra, amelyeket még soha senki nem oldott
meg. Bar az oktatasban is taldlkozhatunk ilyen, mindeddig megoldatlan problémak-
kal, a probléma fogalmat szeretnénk ennél szélesebb korben haszndlni. A probléma
szempontjabol figyelembe kell venni a problémamegoldo személyét, lehet olyan kér-
dés, ami az egyik ember szdmara konnyt rutinfeladat, méasnak pedig stilyos nehézsé-
get jelent.

Descartes felfogdsahoz hasonlé a Jerome Bruner [12] altal idézett filozofus, Weldon
meghatarozdsa, ami szerint akkor kapunk problémat, ha valamely nehézségnek
(trouble) megtalaljuk a ,rejtvény” (puzzle) formdjat. Nehézséget jelent az olyan
helyzet, amikor az egyén tudja, hogy a dolgok nem mennek jol, nem latja a kimene-
telét, és ez kellemetlenséget okoz neki. A rejtvénynek mar letisztult formaja és struk-
turaja van, és tartozik hozz4 iigyes megoldas. A problémanak ez a meghatarozésa két
szempontbol is érdekes szamunkra. Egyrészt magaban rejti a problémaalkotéas fo-
lyamatat, amikor valamely problémaszituacié alapjan matematikai problémat fogal-
mazunk meg, masrészt problémamegoldas kdzben gyakran hasznaljuk azt a moéd-
szert, hogy feltessziikk magunknak a kérdést, mi zavar benniinket a probléméban, mi
az a nehézség, ami a problémat okozza, és ez éppen az, amire Weldon meghatarozasa
épil.

A probléma definicidk kozos vonasa, hogy akkor beszélnek problémardl, ha vala-
mely helyzetben egy cél elérése akadalyba iitkdzik. Az akadaly lekiizdésének utja a
problémamegoldas folyamata, a célratoré okoskodéas [71]. Lénard szerint ,,Problé-
manak nevezziik a sz6 legaltalanosabb értelmében azt a helyzetet, amelyben bizo-
nyos célt el akarunk érni, de a cél elérésének utja szamunkra rejtve van.” [36]. Ha-
sonld meghatarozast adott a problémadra tobb kutatd (pl. Dorner [18]; Johnson [30]
Kahney [31]). A probléma leegyszerlsitett sémdja ezek alapjan: Probléma = Cél +
Akadaly [29]. A meghatdrozasban szerepld ,,akadaly” alapjan megkiilonboztették a
feladat €és a probléma fogalmat [18]. Feladatrdl akkor beszélnek, ha a megoldashoz



vezetd ut ismert a megoldo szamara, problémardl pedig akkor, ha a cél elérése gon-
dolkodast kivan. Igy az, hogy egy probléma tényleg probléma-e fiigg a megoldotol,
¢s annak pillanatnyi allapotatol. Elképzelhetd ugyanis, hogy egy kordbban ismeretlen
megoldasi 1épéseket kivano problématipus tanulds, gyakorlas utjan ismert feladatta
valik. Ez alapjan nehézséget jelentene, hogy egy kitliztt problémardl a megoldo is-
merete nélkiil nem tudnénk eldonteni, hogy feladat vagy probléma. Ezt kiiszoboli ki
a problémak osztilyozasa oktatasi szempontbdl a megoldas soran alkalmazott
eszkozok alapjan [72]:

1. Kézenfekvo szabaly: az éppen bemutatott modszer alkalmazésa.

2. Alkalmazas valasztdssal: tobb ismert modszer koziil kell valasztani egyet a

megoldashoz.
3. Kombinacié valasztasa: tobb ismert modszer koziil tobbet kell valasztani, és
ezeket egylittesen alkalmazni.

4. Kutatas megkozelitése: 1j modszer kidolgozasa.
A problémak hasonl6 szintjeit hatdrozta meg Greeno [25], [99]. Greeno kiilon koz-
biilsé szintnek tekinti azt az esetet, amikor a megoldd éppen megtanulja a megoldasi
modszert, a kutatas elemének tekinti a probléma ujrafogalmazasat, és az elébbiekhez
hozzatesz egy 10ij szintet, a probléma észlelésének szintjét:
szint: Ismert megoldas.
szint: Ismert modszerek alkalmazasa.
szint: A megoldas modszerének megtanulésa.
szint: A modszer kivalasztasa és értékelése.
szint: Az ismert modszer alkalmazdsahoz a problémat ujra kell formalni, vagy
1j modszert kell talalni.

6. szint: A probléma észlelése.
A szintek egymasutanisaga igy kérdéses, hiszen ha a tanul6 felfedeztetd tanitas kere-
tében tanulja egy problématipus megoldasi modszerét, ez a tevékenység szamara ku-
tatasnak szamit, €s sokkal hatékonyabb, mintha készen kapja a kozolt algoritmust.
Kutatdsaink sordn figyelembe vettiik a fenti szinteket, igyekeztiink olyan fokozatosan
nehezedd problémakat valasztani a hallgatok szamara, amelyek gondolkodast igé-
nyeltek. Igy végigjartuk mindegyik szintet, az 1ij megoldasi médszert kisérletezés
kozben fedezhették fel, és kelld iranyitassal nem volt elérhetetlen szdmukra, az is-
mert modszerek alkalmazasahoz pedig a probléma atfogalmazésara volt sziikség.
A problémak osztalyozasat nem csak a szintek szerint, hanem mas szempontok
alapjan is megtehetjiik. Polya [71] szerint célszerti a megoldas tipusa alapjan elvé-
gezni a csoportositast. Euklidesz Elemei alapjan két {6 tipust kiillonboztet meg: a
meghatarozo és a bizonyitd problémat. A meghatirozo probléma célja a feltételek,
adatok alapjan az ismeretlen megaddsa, mig a bizonyité probléma esetén egy mate-
matikai allitas igazsagat kell eldonteni és igazolni.
Schwab javasolta a problémak harom komponensének megkiilonboztetését, ezek: a
probléma szovege, a probléma megoldasi modja, és a megoldas. A harom kompo-
nens barmelyike lehet adott vagy nem adott, ez alapjan tadblazatba rendezhetjiik a
problémakat [80]. Shulman az alabbi tdblazat els6 harom és utolso sorat adta meg,
véleményiink szerint azonban a tdbldzat tobbi sora is haszonnal értelmezhetd, és el-
vezet a problémaalkotashoz.

Nk v =
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Tipus Oktatasi forma Probléma Ut?k?. Megoldas
eszkozok

1. Bemutatas Adott adott adott

2. Iranyitott megoldas Adott adott nem adott

3. Iranyitott felfedezés Adott nem adott nem adott

4. Adott megoldas Adott nem adott adott
létrehozasa

5. Problémaalkotas adott nem adott adott adott
modszerhez
¢s megoldéashoz

6. Problémaalkotas adott nem adott nem adott adott
megoldashoz

7. Problémaalkotas adott nem adott adott nem adott
modszerhez

8. Tiszta felfedezés nem adott nem adott nem adott

Az 1. tipus az adott problémara adott megoldasi mddszer és megoldas kozlése,
amelynek soran a tanuldk passziv befogadok, igy fejlesztd hatasa csekély.

A 2. tipust probléma ismeretlen megoldasat megkapjuk az adott mdodszer alkalmaza-
saval, ez megfelel a Polya-féle 1. szintnek, a feladatok gyakorlasanak, a médszerek
rutinna fejlesztésének.

A 3. tipusu probléma soran a megoldas utja nem ismert, ennek kiilonbdz0 szintjei a
Polya-féle 2-4. szintek.

Ujdonsag az elézéekhez képest a 4. tipus, ami olyan zart probléma lehet példaul,
amelyben adott feltételekkel adott allitast kell bizonyitani. A 3. tipust hasonl6 prob-
Iéma nyitott, az allitast is nekiink kell megsejteni, igy ez tobb aktivitast var el a meg-
oldotol, fejlesztd hatdsa nagyobb.

A tovabbi tipusoknal a probléma nem adott, igy attértiink a problémaalkotas tipusai-
ra.

Az 5. tipus tipikus tanari feladat, hiszen adott mddszerhez (példaul visszafelé gon-
dolkodas) ¢€s megoldashoz (példaul 100-as szdmkdrben csak 6sszeadni €s kivonni tu-
do tanulok) kell feladatot gyartani. Ezt a tipust a gyerekekkel is gyakoroltathatjuk, ha
példaul egy adatokkal is meghatarozott szakaszos modellhez kell szoveget alkotniuk.
A 6. tipusnal csak a megoldas adott. Tanarnak és didknak is érdekes lehet, a tananyag
magasabb szintli megértését igényli. Ilyen feladat lehet példaul, hogy milyen adatok-
bol és hogyan lehet paralelogrammat szerkeszteni.

A 7. tipus az 5. tipus szabadabb valtozata, amikor a tanitand6 modszer gyakoroltata-
sara keres a tanar problémat a gyerekek szamara.

Végiil a 8. tipus a szabad problémaalkotds. Alkalmazhat6 matematika 6ran példaul
ugy, hogy tanulok kiildenek egymasnak feladatokat. Az ilyen problémék motivalo
ereje nagyobb, és a problémak alkotésa is fejlesztd hatasu.

A ,,nem adott” problémak tipusait a problémaalkotéas folyamatanak vizsgalatdnal még
finomitani fogjuk a problémat kivalté helyzetek meghatarozottsaga alapjan.

A problémakat csoportosithatjuk a megoldasi stratégiak alapjan is, amelyeket a ko-
vetkezd pontban ismertetiink.
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Az iskolai oktatasban szokas a problémakat a szoveges feladatokkal azonositani. A
szoveges feladatok részletes vizsgalata nem célunk, igy csak felsorolunk néhany le-
hetséges csoportositasi szempontot. Ilyenek példaul a szoveg tartalma, az adatok
szdma (t6bb, kevesebb, éppen elegendd), a kérdés helye a szovegben (eldl, kozben,
hatul), a feladat bonyolultsadga (egy, két, tobb 1épés), a megoldasok szama (nulla, egy
vagy tobb), alkalmazhatd-e kulcsszo forditas a megoldashoz.

2. A problémamegoldas folyamata

A problémamegoldas folyamatdnak vizsgalata, a folyamat elemeinek, 1épéseinek
megértése, elengedhetetlen a problémamegoldo képesség fejlesztéséhez.
Az egyik legelsd modell Wallas [98] nevéhez flizédik, aki a kovetkezOképpen hata-
rozta meg a problémamegoldas szakaszait:

1. Elokészités: a problémahoz kapcsolddo, sziikséges informéciok gytijtése.

2. Lappangés: tudatos erdfeszités nélkiili tevékenység a problémaval kapcsolat-

ban.

3. Megvilagosodas: a megoldas Otletének megsziiletése, ,,Aha” — élmény.

4. Igazolas: a megoldas helyességének indoklasa, ellendrzése.
Dewey a kovetkez6 szakaszokra osztotta a problémamegoldas folyamatat:
A problémaszituacidé meghatarozasa.
A probléma meghatarozasa.
Elemzés, tervezés.
Végrehajtas.
Az eredmény alapjan a problémaszitudciéo megoldasa.
Ertékelés: visszatekintés: az eredmények megfelelnek a feltételeknek, és eldre-
tekintés: az eredmények és a modszerek altalanositasa.
Mivel a matematikai problémak nagy része nem természetesen eléforduld probléma-
szituaciobol indul, ezeknél a problémaknal a szitudci® matematikai problémava
transzformalasa €s a matematikai probléma megoldasanak visszaforditasa nem jelent
kiilon 1épést, igy ebbdl levezethetd Polya Gyorgy [70] 4 1épéses problémamegoldasi
modellje:

1. A feladat megértése.

2. Tervkészités.

3. Terviink végrehajtasa.

4. A megoldas vizsgalata.
Az 1. 1épésben a feladat megértése sordn vizsgaljuk meg, hogy mi a kérdés, milyen
adatok, feltételek szerepelnek a feladatban. Rajzoljunk abrat, vezessiink be jelolése-
ket.
A 2. Iépésben keressiik a megoldds modjat. Az otlet megtalalasat segitik példaul a
kovetkezd kérdések, tanacsok: Taldlkoztunk-e hasonld feladattal? Van-e olyan ered-
mény, amit felhasznalhatnank? Bontsuk részekre a feladatot! Tekintsiink egyszeriibb
problémat az adatok, feltételek valtoztatasaval! Ebben a 1épésben alkalmazhatunk
heurisztikus stratégiakat, példaul abrarajzolast, visszafel¢ gondolkodast, indirekt bi-
zonyitast, stb.
A 3. Iépés a terv végrehajtasa €s helyességének 1€épésenkénti bizonyitasa.

AN N
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A 4. Iépés a megoldas vizsgalata, amely nemcsak a megoldas ellendrzését tartalmaz-
za, hanem a megoldasi mddszer Gjragondolasat is, esetleg masik modszer keresését.
Keresstlink kovetkezményeket, altalanositsunk! Tegytink fel ) kérdéseket!
Schoenfeld [78], [79] kiegészitette Polya modelljét, ugyanis kutatasai azt bizonyitot-
tak, hogy a probléma megoldési képesség fejlesztéséhez a 1épéseket, stratégiakat ke-
vésbé altalanosan, részletesebben, tobbféle alkalmazasi lehetdséget megmutatva kell
ismerniiik a tanuloknak.

Kersh&McDonald [32] a Polya-féle 2. és 3. 1épés 0sszevonasat javasolja, hiszen az
iskolai gyakorlatban a gyerekek szamara a tervezés és a végrehajtas parhuzamosan
zajlik. A szoveges feladatok megoldasanal gyakori hiba, hogy a kisgyerekeket elso
1épésként tervkészités gyanant nyitott mondat felirdsara 6sztonzik, mikdzben ez nem
felel meg az életkori sajatossagaiknak, és hattérbe szoritja a kovetkeztetéses megol-
dasok megtanuldsat.

Krulik&Rudnick [35] a 4. 1épés jelentoségét hangsulyozza. Az ellendrzésen kiviil
meg kell nézni, hogy az eredmény megfelel-e az elvarasainknak. Foglaljuk dssze a
tapasztalatainkat a problémarol, a megoldasrol! Keressiink mas megoldasi modokat!
Valtoztassuk meg a feltételeket, igy alkossunk 11j problémakat! Altaldnositsunk!

A problémamegoldas jellegzetességeire sok kutatd a szakérté és a kezdd problé-
mamegoldok kozotti kiilonbségekbdl kovetkeztet. A kutatasok szerint az egyik leg-
nagyobb kiilonbség az, hogy a sikeresebb problémamegoldok a megoldas kezdetén
tobb idot toltenek el a felfogas, megértés fazissal, a problémak ujrafogalmazasaval,
Uj reprezentaciok alkotdsaval, igy tobbféle, rugalmas reprezentacidval rendelkeznek
[78], [79], [85].

A reprezentaciok kozotti atmenet a kdzponti eleme Mayer [51] informéci6 feldol-
gozason alapul6 kétlépéses modelljének:

1. fazis: Reprezentacio (a probléma megértése): A probléma leforditasa belsd
mentalis reprezentaciova, amely tartalmazza az adott allapotot, a célallapotot,
és a megengedett miiveleteket. Igy a probléma megértésével a problémamegol-
do kiépiti a probléma terét.

2. tazis: Keresés a probléma térben (a probléma megoldasa): A probléma megol-
dé megprobal utat keresni a probléma térben a rendelkezésére allo miiveletek
alkalmazéséaval a probléma lehetséges allapotain keresztiil a célallapotig.

A reprezentacid ebben az értelemben nem egyszerti forditds, dekddoldsa a verbalis
szimbolumoknak, kodoldsa a matematikai szimbdlumoknak. A belsé reprezentaciok
a bels6 szemantikus halozaton (szkéma) jelennek meg, ami biztositja a kapcsolatokat
a probléma elemek kozott, igy ezek kialakitasa, gazdagitasa, rugalmas mitkddése si-
keresebb problémamegoldast tesz lehetévé [74]. Tobb kutatd hangsulyozza a belso,
mentalis reprezentaciok alkotdsanak fontossagat, hiszen a problémamegoldéas soran
reprezentaciok sordn at jut a megoldd a kezdeti allapotbol a célallapotba (pl. [3],
[81]). A kiilso és belso reprezentaciok kapcsolatat hangsulyozza Ambrus [1]. Felhiv-
ja a figyelmet a targyi és képi reprezentaciok fontossagara a szimbolikus reprezenta-
ciok eldtt, amelyek segitik a megfeleld belsd reprezentaciok alakuldsat.

A problémamegoldas folyamataban az otlet megsziiletésének modjat, a Wallas-féle
modell ,,belatas” 1épését is tobben vizsgaltak. Ohlsson [58] leirta a belatassal kap-
csolatos tevékenységeket és jellemzdiket. Ennek alapjat is a reprezentaciok valtozta-
tasa, régi reprezentaciok elvetése, 0j reprezentaciok alkotasa, a sziikséges miiveletek
aktivalasa képezi, amely a holtponttol valdé elmozdulassal a részleges belatason ke-
resztiil jut a teljes belatashoz. A reprezentaciok valtozasanak tovabbi funkcidit nevezi
meg, amelyek részben tudatos tevékenység nélkiil miikodnek.
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Lénard [36] a problémamegoldas Iépésekre bontasa helyett a gondolkodasi fazisok
vizsgalatat hangsulyozza.

A problémamegoldas folyamatanak 1épéseit, a hozza kapcsolddoé reprezentacios te-
vékenységeket, és gondolkodasi fazisokat egyesiti Mason [50] modellje, melynek fa-
zisai:

1. Belépés.

2. Témadas.

3. Reflexio.

Az 1. fazis a reprezentaciok létrehozdsanak fazisa, melynek megfeleld alakitasaval a
2. fazisban 1étrejon az akadaly legydzése, a belatas. Az igy kialakulé megoldast érté-
keli a 3. fazisban.

A Polya-féle modell és kiegészitései a problémamegoldas kognitiv folyamataira vo-
natkoznak, és nem tartalmaznak metakognitiv elemeket, mint példaul a vezérlés,
dontések. Kutatok hangsulyozzak a problémamegoldas folyamataban a metakognitiv
elemek fontossagat [37], [78].

A metakognicié Flavell [22] alapjan: az egyén sajat kognitiv folyamatairdl valo tu-
dasa. A metakognici6 a kognitiv folyamatok aktiv feliigyeletét, szabalyozasat, vezér-
1ését, ellendrzését jelenti a konkrét célok érdekében. A metakognitiv tevékenység tu-
datos ¢s aktiv. Flavell és Wellmann [23] harom metakognitiv komponenst kiilonitett
el.

1. A személyre vonatkozo elemek a ,belief” rendszerek, az érzelmi hozzaallas,

motivacid, onértékelés, stb.

2. A feladat komponens elemei: tartalom, szovegkdrnyezet, struktira (logikai
kapcsolatok), nyelvtani kapcsolatok (szintaxis), folyamatok, amelyeket a prob-
lémamegolddban kivalt.

3. A stratégiai komponens a problémamegoldas 1épéseinek tudatossagat jelenti.
Ezek a metakognitiv komponensek iranyitjak a kognitiv tevékenységet. Lester [38]
atnevezte a problémamegoldas 1épéseit annak érdekében, hogy hangstlyozza a meta-
kognitiv komponensek szerepét, és megalkotta a problémamegoldas kognitiv-meta-
kognitiv modelljét:

1. Orientacio: stratégiai viselkedés a probléma értékelésére és megértésére.
Elemei: felfogasi stratégidk, az informaciok elemzése, kezdeti és kozbiilso rep-
rezentaciok, a nehézség és sikeresség esélyének értékelése.

Metakognitiv mozzanatok: keresem a kulcsszavakat, tul nagyok a probléméban
szerepld szamok, keresek ehhez hasonl6 problémat.

2. Szervezés: a viselkedés tervezése ¢€s valasztas a tevékenységek kozott.

Elemei: célok azonositasa, globalis és lokalis tervezés.
Metakognitiv mozzanatok: azt gondolom, hogy ezt kell keresni, ez az algorit-
mus segiteni fog, ez nem miikodik, mast kell keresnem. ..

3. Vegrehajtas: a viselkedés szabalyozasa a terv érdekében.

Elemei: a terv kis Iépéseinek végrehajtasa, feliigyelete, odafigyelés a pontos-
sagra, sebességre, eleganciara.

Metakognitiv mozzanatok: Ezt meg tudom csinalni, jobb lenne lassabban ha-
ladnom, ez til bonyolult, 6vatosan kell végrehajtanom a 1épéseket, ez a mod-
szer nem mukddik, mast kell keresnem, le kell irnom a 1épéseket.

4. Igazolas: a dontések és a végrehajtas eredményének értékelése.

Az orientacid, szervezés és végrehajtas 1épéseinek folyamatos vizsgalata, ellendrzé-
se, igazolasa, ezaltal ez a funkcid kdzponti szerepet jatszik a problémamegoldaési fo-
lyamatban.
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Metakognitiv mozzanatok: nem voltam elég dvatos, jobban kell ellenériznem a 1épé-
seket, nem vagyok biztos benne, hogy értem a feladatot, Gjra kell olvasnom. Ez az
eredmény tal nagynak tlnik, ellendriznem kell. Azt gondoltam, hogy ez a modszer
miikddni fog, de gy latom, mégsem.

A metakognitiv mozzanatok megfogalmazasa, a problémamegoldd parbeszéde on-
magaval valojaban Pélya Gyorgy modelljében is hasonldan jelenik meg.

Lényeges momentum a vezérlés kdzponti szerepének hangstlyozésa. A probléma-
megoldas folyamatat nem linearis 1épéssorozatnak, hanem ciklikus folyamatnak te-
kinti. Ezt a jelleget jol kifejezi Wilson 2.1.4braja a problémamegoldéas folyamatarol
[in 24].

A probléma

Probléma megértése

Iranyito,

Visszatekintés szabalyozo Tervkészités
folyamat

A terv
végrehajtasa

2.1. abra
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A verbdlis és képi kodolas kettdssége alapjan Wachsmuth (1981) a matematikai gon-
dolkodas két modjat, az ,,L-Modus™-t és ,,R-Modus”-t hatdrozta meg:

L-Modus R-Modus

Koncentralas a részletekre A részletek egyiitt latasa

Szisztematikus gondolkodasra torekvés | Asszociaciok (szabad is)

Oksagi gondolkodas (id6ben lineéris) Téri gondolkodas (id6tdl fliggetlen)

Megértés, kovetkeztetés verbalisan, Kibontakozas Otletekkel, szemléléssel
szimbolumokkal

Szerialis feldolgozas Péarhuzamos informécio-feldolgozas
Konvergens gondolkodas Divergens gondolkodas

(teljesen tudatos) (részben tudattalan)

Az ilyen modon meghatarozott Kritikai és kreativ gondolkodas kiilonb6z6 aspektu-
sai megjelennek a problémamegoldds kognitiv és metakognitiv folyamataiban.
A megoldast eldrevivo 11j reprezentaciok kialakuldsaban a kreativ oldalnak, a folya-
matok ellendrzésében, tudatos irdnyitdsdban a kritikai oldalnak van nagyobb szerepe.
fgy a sikeres problémamegoldashoz sziikség van mind a kreativ, mind a kritikai gon-
dolkodas fejlett miikodésére.
Schoenfeld [78] a problémamegoldé tevékenységet négy {6 teriiletre osztja:

1. Eredetek (resources).

2. Heurisztika (heuristics).

3. Kontroll (control).

4. Hozzaallas (beliefs).
1. Az eredetek széles spektruma tartalmazza az informalis €s intuitiv ismereteket, té-
nyeket, definicidkat, algoritmusokat, rutinokat, taktikakat, relevans kompetenciékat,
¢s a szabalyok miikodésének ismeretét. Az eredetek vizsgalatanak fontos része a ko-
vetkezetes hibak, tévhitek felderitése, amelyek csak az okok feltardsa utan, tudatosan
javithatok.
2. A heurisztikdk a problémak megoldasat segitd stratégiak, technikdk a nehézségek
legy6zésére. A stratégiak tanitasa akkor lesz hatékony, ha az egyes stratégiakat a le-
hetséges alkalmazasok, miikodési modok szerint tobbféle tipusra osztjuk, és ezeket
részletesen gyakoroljuk. A Schoenfeld altal vizsgalt legfontosabb stratégidk tobbek
kozott: az abra készitése, hasznos problémak keresése, probléma atfogalmazésa,
visszafelé gondolkodas, specialis esetek vizsgalata, a probléma részproblémakra bon-
tasa.
3. A kontroll kézponti szerepet jatszik a problémamegoldas folyamataban, tartalmaz-
za a tervezést, a lehetdségek kozotti valasztast, a stratégidk ellendrzését, értékelését,
a dontéseket a stratégia elfogadasarol vagy elvetésérol.
4. A hozzéallas a problémamegoldd egyéni viselkedésébol, tevékenységeibdl, érzése-
ibdl fakado elemeket tartalmazza. Ide tartozik az 6nbizalom, a problémamegold6 mit
tulajdonit a siker és kudarc okainak, mi a véleménye a matematikarodl, a tananyagrol,
az adott feladatr6l, mennyire bizik a megoldas sikerességében, mikor és miért adja
fel a problémamegoldo tevékenység folytatasat.
Az els6 két teriilet a problémamegoldas kognitiv teriiletére, a harmadik a metakog-
nitiv tertiletre, a negyedik pedig az affektiv teriiletre vonatkozik.
A kutatasunk alapja a Pélya-féle modell Schoenfeld-féle kiegészitéseinek alabbi val-
tozata, amely a kognitiv elemek mellett a metakognitiv elemeket is tartalmazza.
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1. 1épés: Ertsiik meg a problémat, hatirozzuk meg a célt!

Olvassuk el a szituaciot, problémat, fogalmazzuk meg a sajat szavainkkal.
Képzeljiik el, jatsszuk el a szituaciot.

Vialasszuk ki és jegyezziik le az adatokat és a feltételeket, vezessiink be jelolé-
seket, ha sziikséges.

Tisztazzuk, mit kell meghatarozni.

Rajzoljunk abrat, diagramot, hogy szemléltessiik, rendszerezziik az adatokat.
Nézziik meg, van-e sziikség tovabbi adatokra, vannak-e felesleges adatok.

Ha lehetséges fogalmazzuk at a problémat, hogy vilagosabb legyen.

2. 1épés: Tervezziik meg a problémamegoldasi stratégiat.

Nézziik meg, mi zavar benniinket a problémaban, probaljuk meghatdrozni a
probléma kritikus elemét és fokuszaljunk erre.

Probalkozzunk egyszeriibb feladattal (szamok csokkentésével, feltételek val-
toztatasaval).

A rendszeres probalkozasok alapjan keressiink szabalyossagot.

Probaljuk részekre, 1épésekre bontani a problémat.

Keressiink hasonl6, rokon problémat, és nézziik meg, annak megoldasi straté-
giaja alkalmazhat6-e.

Talaljunk ki egy elindulést, és probaljuk folytatni.

Figyeljiik, hogy hol tartunk, és mi a célunk, és probaljuk kozeliteni dket egy-
mashoz valamelyik iranybol (akar a helyzet, akar a cél atfogalmazésaval).

3. 1épés: Hajtsuk végre a stratégiat, ellendrizziik és modositsuk, ha sziikséges.

frjuk le a megoldas 1épéseit, és magyarazzuk oket.

Hatdrozzuk meg a megoldashoz sziikséges eszkdzoket (modszereket, eljaraso-
kat).

Ellendrizziink 1épésenként, hogy az esetleges hiba ne a végén dertiljon ki.

Ha a terv nem vezet eredményre, keressiink masik tervet.

4. 1épés: Ellendrizziik és jarjuk korbe a megoldast.

Bizonyosodjunk meg arrél, hogy a megoldas elfogadhato, ésszert.

Keressiink a megoldastol fiiggetlen modot az ellenérzésre.

Ellendrizziik a kovetkeztetések helyességét.

frjuk le vilagosan a megoldast, értékeljitk a megoldasi modszert.

Keressiink mésik megoldéasi modszert.

Keressiink kovetkezményeket, altalanositast.

Tegylink fel tovabbi kérdéseket, alkossunk 1) problémat az adatok, a feltételek
valtoztatasaval.

A problémamegoldasi 1épések (belsd parbeszéd), heurisztikus stratégidk tanitdsa mel-
lett kiemelten foglalkozunk a reprezentacidk varialasaval, a problémamegoldas meta-
kognitiv és affektiv elemeivel.
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3. A problémaalkotas (problem posing)

A tudomanyos kutatasban régdta ismert, hogy a jo kérdések legalabb olyan fontosak,
mint a jo valaszok [19], [70] szerint a problémakitiizés kdzponti fontossagli a mate-
matikai gondolkodasban, a valos vilag jelenségeinek megismerésében, matematikai
modellezésében. A jo kérdések, problémdk jelentdségét az oktatidsban is nap, mint
nap tapasztalhatjuk. A kérdésfeltevés itt kétiranyt. Nem csak a tanaroknak kell jol
megvalasztott, jol megfogalmazott kérdéseket, feladatokat feladniuk a gyerekeknek,
hanem a tanuloknak is hasznos tevékenység sajat kérdéseik, problémaik megfogal-
mazasa. Egyre tobb kutatds foglalkozik a problémamegoldas mellett a problémaalko-
tassal is, vizsgalva annak jellegzetességeit, kapcsolatat a problémamegoldassal. A
kezdeti kutatasok tobbek kozott Brown & Walter [11] és Kilpatrick [33] nevéhez fii-
z6dnek.

A problémaalkotds meghatarozasa a kovetkezd:

,»A problémaalkotéds az a folyamat, amelynek sordn matematikai tapasztalatok alap-

crer

mes matematikai problémat fogalmaznak meg.” [88].
Brown ¢és Walter [11] a problémaalkotas folyamatat ,,Mi van, ha nem?” stratégia-
nak nevezte el, és a kovetkezdképpen irta le:

0. szint: A kiindulasi pont megvalasztasa, ez lehet egy szituacid, korabbi problé-

ma, tétel.

. szint: A problémaban szerepld adatok, feltételek, 0sszefiiggések kivalasztasa.

2. szint: ,,Mi van, ha nem?” Kivalasztjuk, hogy mely adatokat, feltételeket rogzit-

jiik, melyeket valtoztatjuk, és hogyan.

3. szint: A kérdés megfogalmazasa a kivalasztott adatokkal, feltételekkel.

4. szint: A probléma elemzése, ami 0j problémat generalhat.
A problémaalkotast kivaltd tényezok szerint [89] problémat alkothatunk:

1. szabadon;

2. adott valaszhoz;

3. adott informacidhoz;

4. adott helyzethez;

5. adott megoldéasi mdédhoz (szdmitashoz).
Ez beleillik a problémak tipusaira kordbban adott tdblazatunkba, ahol mar szerepel-
tek az adott valaszhoz és adott megoldasi modhoz generalt problémak, itt a tablazat
utols6 soraban szerepld problémak az 1., 3., 4. pontok szerint valtozhatnak.
A problémaalkotasban szereplé gondolkodasi tevékenységek alapjan a problémaal-
kotas elemei [13]:

1. Megertés.

2. Forditas.

3. Rendezés.

4. Valasztas.
1. A megértés miikodik példaul, amikor szoveget kell irni adott miivelethez. Ha a
gyerekek csak a miiveletek elvégzésének eljarasat ismerik, a fogalmat nem, akkor
nem tudnak megfeleld szoveget alkotni.
2. Forditasrol van sz6 példaul, ha abrdhoz, tablazathoz készitiink szoveget, ekkor az
informaciok formdja megvaltozik, mas reprezentacioba kertil.
3.Rendezés sziikséges, ha felsorolt informaciok alapjan irunk feladatot, ekkor az in-
formaciokat megfeleléen 6ssze kell kapcsolni, de nem kell valasztani koziiliik.

[
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4. Valasztasrol beszéliink, ha adott torténethez készitliink problémat, amikor a torté-
netben szereplé informacidk koziil az Osszefiiggések figyelembe vételével kell va-
lasztani.

A fenti gondolkodasi tevékenységek ebben a sorrendben nehezednek, a kisérletben
szerepld tanuldkat harom kategoriaba soroltak: az els6ben foként megértés alapjan
fogalmaztak meg sikeresen feladatot, a tobbi tevékenység alapjan kevésbé. A maso-
dik kategdridban mar a megértés mellett a forditasi tevékenységet is jol alkalmaztak,
de még nem tudtak jo ardnyban feladatot irni rendezés és valasztas alapjan. A har-
madik kategoriaba esd, egyébként is legtehetségesebb gyerekeknek egyik tevékeny-
ség sem okozott gondot.

A problémaalkotési tevékenységeket csoportosithatjuk aszerint, hogy mikor tortén-
nek a Polya-féle probléma megoldasi fazisokhoz képest [82].

1. A problémamegoldas elott: problémat alkothatunk adott helyzethez, ezutan az
altalunk alkotott problémat oldjuk meg. Probléma forrasa lehet a kisérletezés,
melynek soran sejtéseket fogalmazhatunk meg [14]

2. A probléema megértésekor: specialis esetek alkotasa, a probléma atfogalmazésa.

3. Tervezés-végrehajtas segitésére: hasonld problémdak, segédproblémadk, rész-
problémak, a megoldas 1épéseinek megfogalmazasa, egyszeriibb problémak al-
kotasa, a probléma atfogalmazasai.

4. A megoldas vizsgalata soran 1j problémat alkothatunk a célok, feltételek, ada-
tok valtoztatasaval: altalanositas, kovetkezmények, probléma csokrok alkotasa.

A kutatasokban szoros dsszefiiggést talaltak a problémaalkotasi és problémameg-
oldasi képesség kozott (pl. [33], [13], [83]). Ezt magyardzhatjuk egyrészt azzal,
hogy a fentiek alapjan a problémamegoldas soran majdnem mindig jelen van a prob-
Iémaalkotas is. Mdasrészt a problémaalkotashoz kreativ gondolkodas és fejlett asszo-
cidcio sziikséges, ezek segitik a reprezentaciok valtoztatasat, a probléma tér haldzata-
inak fejlodését, ami egyiitt jar a problémamegoldasi képesség fejlodésével.

A problémaalkotd tevékenység nemcsak a problémamegoldd képességre van jo ha-
tassal, erdsiti a motivaciot, a pozitiv attitidoket, az dnbizalmat ([83], [84], [91]. A
gyerekek alkoto tevékenységet folytathatnak, szivesebben foglalkoznak olyan felada-
tokkal, amelyek soran nekik kell kérdéseket feltenni.

A problémaalkotas alkalmazhaté a kognitiv folyamatok vizsgalatara. Pé¢ldaul
English [21] 0sszeadasi és kivonasi modellekre alkotott szovegek alapjan azt talalta,
hogy a gyerekek az Osszeadas, kivonds fogalmat valtoztatassal értik legkénnyebben,
a rész — egész viszonyok €s a hasonlitas nehezebb szamukra. Az ilyen tipusu felada-
tok nehézségei felhivjdk a figyelmet a fogalmak tanitdsdnak fontossagara az eljara-
sokkal szemben, amit valtozatosabb modellekkel, szovegekkel érhetiink el.

Crespo [15] tanarjeldltekkel végzett kutatdsai azt bizonyitjak, hogy a problémaalko-
to képesség fejleszthet6. A tanarjeloltek kezdetben konnyt, ismerds, problémakat
adtak fel a gyerekeknek sokszor véletlenszeriien, cél és eldzetes megoldas nélkiil.
A megbeszélések, visszajelzések hatasara megvaltoztak a tanarjeloltek problémaal-
kotési stratégiai, kihivast jelentd, kevésbé ismerds, strukturaltabb feladatokat tliztek
ki céltudatosabban.

Kutatadsunk sordn a problémaalkotas valtozatos formadit gyakoroltuk a hallgatokkal.
Jaték, tevékenység alapjan alkottunk meg problémakat, a problémamegoldas folya-
mata kozben Iépéseket, 0j reprezentaciokat fogalmaztunk meg, valamint megoldott
probléma folytatdsaként alkottunk probléma csokrot. Volt adott helyzethez és hallga-
tok altal kitalalt helyzethez, adott modszerhez, megoldashoz kitalalt probléma. Min-
den alkalommal megoldas is tarsult a problémaalkotdshoz, igy a problémaalkotas cél-
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ja nem a minél tobb probléma kitalaldsa volt, hanem a megoldassal egylitt jard
komplex tevékenység.

4. A problémamegoldasi képesség fejlesztése

A problémamegoldasi képesség fejlesztése egyrészt célzottan erre iranyul6 foglalko-
zasokon, masrészt a matematika (s6t mas targyak) oktatdsanak folyaman valdsulhat
meg.

A problémamegoldas fejlesztésének f6 nehézsége, hogy a fejlesztés hosszu folyamat,
sok 1ddt igényel, igy az oktatds minél tobb szegmensére terjed ki, annal hatékonyabb.
[86], [37].

A fejlesztés feladatait, jellegzetességeit vizsgald kutatasok foként a célzott fejleszté-
sek eredményeire vonatkoznak, igy most ezeket tekintjiik at. A kapott eredmények a
mas teriileteken folyo fejlesztésekre is alkalmazhatdak.

A gyerekek problémamegoldo tevékenységénck jellemzdit vizsgalta Lester [38]. A
kovetkezdket talélta:

* A problémak nehézsége a szdmok nagysagatol €s a szamok szamatol fiigg.

* Minden matematikai probléma megoldhat6 egy vagy tobb szdmtani miivelettel.

* A kulcssz6 stratégia a miivelet meghatarozésara.

* A rendelkezésre all6 id6 hatarozza meg, hogy ellendriz vagy nem.

A hibdk oka, hogy ezek a modszerek az iskolai szoveges feladatok megolddsanal
rendszerint miikodtek, és a gyerekek azt gondoltak, hogy mindig miikodik.

Ezek a tapasztalatok azt mutatjak, hogy nem csak gondolkodasi iranyokat kell tanita-
ni, hanem rugalmassagot, alkalmazast is. Nemcsak azt kell tudniuk a gyerekeknek,
hogy mit tegyenek, hanem azt is, hogy miért. Nemcsak eljarasokat kell tanitani, ha-
nem azt is, hogy mikor alkalmazzuk dket.

Mit Kell tudni a tanarnak, ahhoz, hogy fejleszthesse a tanulok problémamegoldo
képességét [90]? A problémamegoldast tanitasdhoz a tanarnak szakmai biztonsagra
van sziiksége €és onbizalomra, hogy megengedhesse, hogy ne csak altala elére elter-
vezett ¢€s iranyitott kommunikécid legyen az osztalyban. Ehhez sajat maganak is kell
rendelkeznie probléma megoldasi tapasztalatokkal. A problémamegolddsban szerep-
16 gondolkodasi folyamatok alapjan kell terveznie a tevékenységét, amihez tajéko-
zottnak kell lennie a problémamegoldés kutatdsaban és oktatdsdban. Ez indokolja a
problémamegoldo kurzusok sziikségességét tanarjeloltek szamara.

Kilpatrick [34] a problémamegoldas tanitdsanak 5 perspektivajat hatarozta meg.

1. Szivdrgds: sok problémat kell megoldani. Onmagaban azonban ez nem elég,
lényeges hogy a feladatok valtozatossaga ¢és fokozatossaga azok vizsgalataval
egylitt fejlessze a megoldasok tudatossagat, a hozzaallast.

2. Memorizalas: hasznos probléma-elemek tanitasa. Ennek nehézsége a legfonto-
sabb elemek kivalasztasa, és a részekbdl egy 11j megoldas Osszerakasa.

mintaként bemutatésa.

4. Kooperdcio: a kiscsoportban zajlé problémamegold6 tevékenység pozitiv ha-
tassal van a problémamegoldasra.

5. Reflexio: a metakognicio, a problémamegoldé tevékenység elemeinek tudatosi-
tasa sziikséges annak fejlesztésé¢hez
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A ,Mit tanitsunk?” kérdésre adott valaszoknak két f6 irdnya bontakozik ki a kutata-
sok alapjan. Egyrészt tobb kutatd, példaul Schoenfeld [78], Rissland [75],
Verschaffel & Greer & Torbeyns [95], a probléma megoldasi stratégiak tanitdsanak
fejlesztd hatasat mutatta ki. Masrészt a kutatok egyetértenek abban, hogy a stratégidk
tanitadsa Onmagaban kevés, elengedhetetlen a metakognicid egyideji fejlesztése [78],
[37], [75]. Nézziik meg ezt a két iranyt!

1. A kognitiv tevékenységek fejlesztése a véltozatos reprezenticiokban megjelend
stratégiakkal.

A problémamegoldasi stratégiak tanitasanak mintait Polya Gyorgy munkai jelentik.
A gondolkodas iskolaja, A problémamegoldas iskolaja a kozépiskolai tanarok szdma-
ra hasznos Utmutatést adnak a problémamegoldas fejlesztésére. Schoenfeld a heurisz-
tikak részletesebb tanitasat javasolja. A stratégidk kis részekre bontasa, ezek megfo-
galmazdsa és elemeinek valtozatos megjelenési formainak tanitidsa jobban segiti a
stratégiak alkalmazasat. Schoenfeld szerint ugyanis hidba gondolja a problémameg-
oldo, hogy példaul a ,,Nézziink specidlis esetet!” stratégiat jo lenne kiprobalni, ha ta-
nacstalan, hogy milyen 1épésekkel tud hozzafogni ennek alkalmazasahoz.

Mayer [52] a problémamegoldast fejlesztd tréningek tipusait a probléma-megoldasi
modelljének Iépéseire alapozza.

A reprezentald, halozatot épitd szakaszra vonatkozo tréningek:

» Forditas tréning: a megértés, belsd reprezentaciok létrehozdsanak fejlesztése
nyelvi feladatokkal, rajzok, atfogalmazasok tanitasaval.

* Hadlozat tréning: a probléma szerkezetének megértése, az informaciok valoga-
tasa, 0sszefiiggéseinek megértése. Ehhez valtozatos formaban kell tiszta és ke-
vert tipusu feladatokat adni a gyerekeknek, ahol a sziikséges ¢és felesleges ada-
tok szétvalogatasa is megjelenik.

A Kkeres6, megoldasi fazisra vonatkoz6 tréningek:

» Stratégia tréning: minta-megoldasok bemutatdsa, a tanulok sajat megoldasai-
nak 0sztonzése, leirasa, 0sszehasonlitasa, értékelése.

» Eljarasok automatizalasa: a problémamegoldashoz sziikséges egyszerli szamo-
lasi, stb. eljarasok gyakorldsa, amig automatikussa nem valnak.

2. A metakognicio fejlesztése Lester [37] szerint a problémamegoldas fejlesztése ér-
dekében a metakognitiv tevékenységeket is tanitani kell. Nemcsak altalanos elveket,
hanem konkrét modszereket kell tanitani a tanuloknak arra vonatkozodan, mikor, mit
¢s foként hogyan tudjak folyamatosan feliigyelni, ellendérizni a problémamegoldo te-
vékenységiiket.

A metakognicié kézponti eleme az egyén parbeszéde onmagaval a probléma megol-
dasa kozben. Ennek segitésére a kutatok kiilonbozd kérdéssorokat dolgoztak ki,
alapvetden a problémamegoldas 1épéseinek tudatos kovetésére. Ezeket a probléma-
megoldok magyarazatokkal egyiitt megkaptak, és ezeket kovetve sikeresebben tudtak
megoldani a problémakat [70], [78], [38], [75].

Schoenfeld [78] vizsgalta a kontroll fejlesztésének lehetdségét. Alapvetd fontossagu,
hogy a problémamegoldas folyamatidban az ellen6rzd szerepet ne a tanar, hanem ma-
ga a tanul6 jatssza. Az aktudlis tevékenység értékelése, annak folytatasa vagy elveté-
se a tanuldk sajat dontése kell legyen. Kutatdsai soran a problémamegoldas kdzben a
megoldoknak adott id6kozonként meg kellett allni, és fel kellett tenni maguknak a
kovetkezd kérdéseket: mit csindlnak, miért, hogyan illik ez a megoldéasba, mit varnak
ettél, mire szeretnék hasznalni az eredményt, és mit josolnak, érdemes-e folytatni
ebbe az irdnyba a tevékenységet, vagy jobb lenne 11j irdnyt keresni. Ezzel lerévidithe-
t6 volt a tévutakkal foglalkozas ideje, igy a probléma megoldasa sikeresebbé valt. A
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kérdések felhivjak a tanuldk figyelmét a dontésekre, viszont az 6nallé dontések meg-
hozatalat gyakorolniuk kell.

A tanuldk pozitiv, aktiv hozzaéllasa nélkiil nem lehet sikeres a problémamegoldasi
tevékenység [78], [34].

Az affektiv oldal erdsitésére vonatkozo javaslatok legf6képpen a tanitési stilus min-
taiban jelennek meg a hogyan tanitsunk kérdésre valaszolva.

Polya [72] az aktiv tanulas jelent6ségét hangsulyozza, a tanuloknak maguknak kell
felfedezniiik az ismereteket, megoldasokat.

Kilpatrick [34]: A tanulok ne az iskolai kényszer hatasara dolgozzanak, a probléma
jelentsen szamukra intellektudlis kihivast.

Wittman [100] idevago javaslatai:

+ A tanuldi kérdések 0sztonzése, amely, mint kordbban a problémaalkotasnal lat-
tuk, erdsiti a tanulok 6nbizalmat, pozitiv attitidjét.

* Nyitott problémak allitdsa, ami lehetdvé teszi a tapasztalatokon alapuld felfe-
dezést.

* Pozitiv hozzaallas a hibakkal szemben.

» A tanulok szabadon talaljanak ki 6tleteket, ne legyenek kényszeritve arra, hogy
rogton a jo uton induljanak el.

+ Oszténdzziik a divergens gondolkodésukat.

A tanulok fogadjak el, hogy a problémamegoldés lehet, hogy hosszu ideig tart6 fo-
lyamat, és 6nallé gondolkodast igényel (Lester 2009).

A fenti oktatési célok meghatarozzak a munkaformakat is.

A kiscsoportos munka pozitiv hatasat igazoltak pl. Verschaffel & Greer & Torbeyns
[95], Silver [86], Noddings [57].

Ezeken a foglalkozasokon a tandr szerepe a szervezés, alapvetden a tanuldk javasla-
tai alapjan haladnak, a javaslatokat nem a tanar értékeli, hanem a tanulok kézosen
dontenek, ezaltal megvalosul a felfedeztetd tanitas [78].

A Kkiscsoportos problémamegoldas elonyei Noddings [57] alapjan:

* A problémamegoldas soran hasznos belsd parbeszéd kiilsdvé valik, ezaltal job-
ban tanulhato, és 0sztonzi a tovabbi belsé beszédet.

* A csoportbeli kommunikdcio noveli az egyének szokincsét, kifejezokészségét.

+ A csoport tagjai dsszeadjak az informdacioikat, otleteiket, a kreativ gondolkoda-
suk aktivalodik, ami segiti a valtozatos reprezentaciok alkotasat, a logikai kap-
csolatok felfedezését.

* A csoport kivalasztja a hasznos stratégiakat és elveti a haszontalanokat, a kriti-
kai gondolkodas alkalmazasaval.

* A csoportban lehetdség van a vélemények iitkdztetésére, ezaltal a csoport
igényli a magyardzatokat.

A csoportmunka mellett fontos a problémamegoldas 6nallo dontési folyamatainak
gyakorlasa, ezért feltétlen sziikség van hosszu ideig tartdé egyéni munkara.

A problémamegoldas iskolai fejlesztésének kutatasa sok esetben a szoveges felada-
tok megoldasanak kutatasara korlatozodik, arra hivatkozva, hogy a gyerekek tobb-
sége ilyen feladatok megoldasa kapcsan talalkozik a problémamegoldassal. Mérése-
ket végeztek a szoveges feladatok megoldasdnak modelljére, nehézségeire vonatko-
z6an [93], [94], [96], [16]. Az eredmények megfelelnek a Lester [38] altal megfo-
galmazott problémakkal, ami szerint a gyerekek forditasi, reprezentacios képességeit
kell leginkabb fejleszteni, ami ugy érhetd el, ha a miiveletek tanitasakor a fogalomra
helyezziik a hangstlyt az eljarasok helyett, a mit csinaljunk mellett a miértekre is va-
laszolunk.
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Ujabb kutatasok foglalkoznak a probléma alapu tanitassal, melynek soran a tanulok
valésadgos, nem feladat formdjdban megfogalmazott problémakkal taldlkoznak, és
tutor iranyitasa mellett csoportmunkaban oldjak meg azokat [53].

A problémamegold6 gondolkodas iskolai fejlesztésére a matematika tantargy kivalo-
an alkalmas. A Mozaik Kiad6 Sokszinli Matematika tankdnyv csaladja a felfedezte-
td, gondolkodtaté tanitas elvének alkalmazasaval, valtozatos feladatanyaggal, rejtvé-
nyekkel minden tananyagban megvaldsitja a problémamegoldés fejlesztését [68] .
Kiilon figyelmet forditottunk a szoveges feladatok tanitdsara, ahol a problémamegol-
das 1épéseit kovetve hasznos stratégidkat tanitunk a 6. osztalyos tanuloknak [64].
Ahhoz, hogy olyan pedagdégusokat képezziink, akik alkalmasak a tanul6k probléma-
megoldo gondolkodasanak fejlesztésére, sziikséges, hogy legyenek olyan kurzusok,
ahol ezt a tanarjeldltek a leghatékonyabban megtanulhatjak, valamint a lehetd leg-
tobb oran alkalmazzuk a problémamegoldas fejlesztését szolgdlo stratégidkat.

A problémamegoldast fejleszté kurzus soran néhany problémamegoldasi stratégia ta-
nitdsa mellett fokozott figyelmet forditottunk a metakognitiv és affektiv aspektusok-
ra. A problémamegoldas 1épéseinek tudatos kdvetését, a munka feliigyeletét és a don-
tések meghozatalat kérdésekkel segitettiik, amelyek azonban nem nyujtottak infor-
maciot és nem értékelték a munkat. Az indoklasok megkovetelésével a kritikus gon-
dolkodast, a valtozatos, feladatok, rejtvények, feladatalkotasok segitségével a kreativ
gondolkodast igyekeztiink fejleszteni. Targyi €s képi reprezentaciok alapozzak meg a
szimbolikus reprezenticiokat. A felfedeztetd tanitds €s a csoportmunka, a kérdésfel-
tevések, problémaalkotasok Osztonzése a hallgatok pozitiv hozzaallasat erdsitették.
Az egyéni munkat, a problémakon val6 6nallé gondolkodast hazi feladatokon gyako-
rolhattak a hallgatok.

A fenti elveket nemcsak a problémamegoldés fejlesztését célzo kurzuson alkalmaz-
tuk. A problémamegoldas kozpontl tanitas a tantargy-pedagogia gyakorlat, a kombi-
nativ és valoszinliségi képességeket fejleszté kurzus sordn is eredményesnek bizo-
nyult. A problémamegoldas kdzponti gyakorlatvezetési stilus altal a hallgatok sajat
problémamegoldasi képességének fejlesztése mellett lehetdségeket mutatunk a
problémamegoldasi képesség iskolai fejlesztésére.
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II1. A kutatas modszere

1. Felmérés

A problémamegoldas fejlesztése kutatdsanak soran felmérést készitettiink tobb cso-
port problémamegoldési képességeinek vizsgalatara. A problémamegoldés fejleszté-
se kurzus kezdetén elvégeztiik a hallgatok felmérését a kurzus céljainak meghataro-
zasa ¢és majdan eredményeinek értékelése céljabol. A szélesebb vizsgalatok érdeké-
ben kiprobaltuk a feladatsort matematika tandr szakos egyetemistakkal, valamint
specidlis matematika tagozaton tanul6 kozépiskoldsokkal. A problémamegoldas kur-
zuson résztvevo tanitd szakos hallgatok eredményeinek értékelése céljabol egy tanitod
szakos hallgatokbdl all6 kontrol csoport is megoldotta a feladatsort.

1.1. A felmérés céljai

1.1.1. A fejlesztendo teriiletek meghatarozasa

A felmérés soran meghatarozzuk azokat a teriileteket, amelyekkel a problémamegol-
das fejlesztése soran kiemelten foglalkoznunk kell. A felmérés soran vizsgaljuk a
hallgatok viselkedését a problémamegoldas folyamata szempontjabol. A probléma-
megoldas folyamatanak vizsgalatdhoz a Polya-féle problémamegoldasi modell [70]
négy {0 1épését vettiik alapul:

* A probléma meggértése;

e Tervkészités;

* A terv végrehajtésa;

* Ellendrzés.
A 16 1épések részletezésekor azokra helyeztiik a hangstlyt, amelyek a pedagdgusi
kompetencia szempontjabodl fontosak. Vizsgaljuk, hogy a hallgatok mennyire sikere-
sek az adatok értelmezésében, a probléma megértésében. Elemezziik a hallgatok fel-
adat megoldéasi modszereit abbol a szempontbol, hogy mennyire alkalmaznak olyan
megoldasi mddszereket, amelyek gyerekeknek is elmondhatok, és mennyire hasznal-
nak olyan eszkdzoket, amelyekkel a tanulok még nem rendelkeznek. Az ,.ellendrzés”
1épésben szerepld tevékenységeket a tanitasi szempontok miatt részletesebben vizs-
galjuk. Az ellendrzés egyrészt valoban a megoldas ellenérzését jelenti, amely azon-
ban nem csupan a szovegbe valo helyettesitéssel torténhet, mas ellendrzési stratégia-
kat is alkalmazhatunk. Az utolsé 1épés altalanosabban a megoldas vizsgalatat jelenti,
amibe beletartozik a megoldas folyamatanak értékelése, tudatositasa uj megoldasi
modszerek keresése, 1) problémak felvetése az adatok valtoztatasaval, altalanositas-
sal, stb. Célunk, hogy felmérjiik a hallgatok ellendrzési stratégiait, tovabba azt, hogy
mennyire van igényiik, képességiik tobb megoldas keresésére, 0j kérdések feltevésé-
re, Uj problémak alkotésara.
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1.1.2. A kiilonb6zo csoportok eredményeinek 6sszehasonlitasa

A felmérés célja az egyes csoportok eredményeinek dsszevetése, problémamegoldasi
modszereiben rejld kiilonbségek bemutatisa. A fejlesztett és a kontrol csoport ered-
ményeinek 0sszehasonlitasa, amely lehetdvé teszi a kurzus végén az eredmények ki-
mutatasat.

1.2. A felmérés modszere

A problémamegoldas folyamatanak vizsgalatara egy 7 feladatbol allo feladatlapot 4l-
litottunk 0ssze. A megoldasra rendelkezésre allo id6 90 perc volt. A feladatok nem
nehezedd sorrendben kovetik egymadst, aminek a célja, hogy lassuk, a hallgatok
mennyire ismerik fel, hogy van-e reménylik a probléma megoldasara, ¢s 1épnek to-
vabb, hogy ne veszitsenek tal sok iddt. A hallgatok figyelmét felhivtuk, hogy a cél
nem csupan a feladatok megoldasa. Megkértiik dket, hogy a megoldas 1épéseit, a sej-
téseket, azok igazolasat, cafolatat, a megoldashoz vezetd gondolatokat is jegyezzék
le még akkor is, ha a megoldas végiil nem sikeriilt. Hangsulyoztuk, hogy keressenek
tobbféle megoldasi modszert, ahol ez lehetséges. Az egyik feladatban kiilon felhivtuk
a figyelmtiket, hogy alkossanak 1j feladatokat az eredeti problémabol kiindulva.

A feladatlapot korabban 27 matematika tanar szakos fOiskolai hallgaté oldotta meg, 9
matematika tanar szakos egyetemista, valamint 16 specidlis matematika tagozaton
tanul6 9. osztdlyos gimnazista. 2010-ben és 2011-ben Osszesen 22 III. éves tanitd
szakos hallgat6 toltotte ki, akik jelentkeztek a Matematikai problémamegoldas kur-
zusra, vagyis érdeklédoek, €s kevés kivételtdl eltekintve jobbak az atlagnal matema-
tikabol. 2011-ben kontroll csoportként 12 tanitd szakos hallgatd is megoldotta a fel-
adatlapot.

A hallgatok altal megoldott feladatlap a kdvetkezd volt.

Feladatlap

A feladatok megoldasanak lényeges eleme a gondolkodasi lépések leirasa. Kérném,
hogy ezeket akkor is irjuk le, ha a megoldas végiil nem eredményes, hogy a gondola-
tok és azok esetleges kritikaja nyomon kovetheto legyen.

Amennyiben lehetséges, keressiink tobbféle megoldasi modot a feladatokra.

A feladatokat nem kell feltétleniil ebben a sorrendben megoldani.

1. Két kor, A és B sugara 4 illetve 3 egység. A két kor gy metszi egymast, hogy
mindkét metszéspontra igaz, hogy az A kornek a metszéspontba hlizott érintdje
merdleges a B kornek a metszéspontba hlizott érintdjére. Szamitsuk ki, hogy
mennyivel nagyobb teriiletli az A kornek a B kor altal le nem fedett része a B
kornek az A kor altal nem lefedett részénél!

2. Harom konyvszekrényben konyvek vannak. A masodikban kétszer, a harma-
dikban haromszor annyi, mint az elsében. Ha a harmadikbdl 460 konyvet atte-
sziink az elsdbe, ott 310 kdnyvvel lesz tobb, mint a masodikban. Hany konyv
lesz ekkor az els6 konyvszekrényben?
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3. Egy osztalyban 18-an tanulnak angolt és 15-en franciat. Mennyivel tobben ta-
nulnak csak angolt, mint ahdnyan csak franciat, ha néhanyan mindkét nyelvet
tanuljak, és mas nyelvet senki sem tanul?

4. A kozépiskoladk kosarlabda bajnoksadgaban egy gimnazium csapata eddig 10
meccset megnyert, és 5 meccset elvesztett. Akkor jut be a dontébe, ha az 6sz-
szes meccs legalabb 4/5 részét (80%-at) megnyeri. Legkevesebb, hany meccse
van még hatra, ahhoz, hogy bejusson a dontébe?

5. Két szam kiilonbsége 548. Mekkora lesz a kiilonbségiik, ha mindkét szambol
kivonunk 496-ot?

6. Laci azt mondja: ,,Gondoltam egy egész szamra. Megszoroztam dnmagaval, és
a szorzathoz hozzdadtam a gondolt szamot. Az Gsszeg 5-re végzddik. Mire
gondoltam?” Eva ellenkezik: ,,Ez lehetetlen.” Kinek van igaza és miért?

7. Feldarabolhaté-e egy négyzet 6 darab nem feltétleniil egybevagd négyzetre?
A feladat feltételeinek valtoztatasaval fogalmazzunk meg ijabb feladatokat!

1.3. A feladatok és értékelésik

A feladatokat a célok szerint rendezve mutatjuk be és értékeljiikk megoldasukat. A ta-
nit6 szakos hallgatok oszlopaban a tobbi csoport eredményével egy sorban a tanito
szakos hallgatok Osszesitett eredménye szerepel a fejleszté és a kontrol csoport
eredményét egyiitt nézve (vastagon szedve). Az alatta levé sorban elébb a fejlesztd
csoport, majd a kontrol csoport eredményét tiintetjiik fel. Az értékelés soran elemez-
zik az eredményeket a feladat céljanak tekintetében, valamint 6sszehasonlitjuk az
egyes csoportok megoldasi stratégiait, kiilonos tekintettel a fejlesztd és a kontroll
csoport eredményeire.

1.3.1. Feladatok kozos modelljének megtalalasa

Egy probléma modelljének megtaldlasa a feladat utdlagos vizsgalatat, mélyebb at-
gondolasat, metakogniciot igényel. Egy modellre harom problémat alkottunk, az elsd
egészen tomoren, szoveg nélkiil tartalmazza a feladatot, a masodik mar hétkdznapi
szovegkdrnyezetbe helyezi a problémat, a harmadik geometriai probléma felesleges
adatokkal nehezitve. A feladatok forditott sorrendben szerepeltek a feladatlapon, a
nehezebbtdl a konnyebbig. A hallgatok figyelmét felhivtuk, hogy a feladatokat tet-
szOleges sorrendben oldhatjdk meg, és késobb is visszatérhetnek korabban félbeha-
gyott feladathoz. A feladatok sorrendjének ilyen megadéséaval az volt a célunk, hogy
megvizsgaljuk, kudarc esetén visszatérnek-e a nehezebb feladathoz, miutan a kony-
nyebbet megoldottak, ezaltal kdzelebb keriilhetnek a nehezebb probléma megoldasa-
hoz is. Ha a feladatmegoldok tudatositjak egy probléma megoldasa utan a megoldasi
modszert és annak alkalmazasi lehetdségeit, akkor nagyobb eséllyel térnek vissza a
korabbi, hasonl6 feladathoz.

A harom feladat k6zos modellje a kovetkezo volt:

Két szam kiilonbsége nem valtozik, ha mindkét szambol ugyanazt a szamot kivonjuk.
Ezt az ismeretet mar a 3. osztdlyos altalanos iskolas tanulok matematika tananyaga
tartalmazza.

A feladatlap idevagod feladatai nehezedd sorrendben az 5. a 3. és az 1 feladat voltak,
amelyeket ebben a sorrendben vizsgalunk.
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5. feladat:

Két szam kiilonbsége 548. Mekkora lesz a kiilonbségiik, ha mindkét szambol kivonunk

496-o0t?

Megoldas:

548, hiszen a
496-ot.

szamok kiilonbsége nem valtozik, ha mindkét szambol kivonunk

Ertékelés:
Tanito Foiskolas | Egyetemista | Spec. Mat.
KuonbsCe | 76,48%
36 T 1 72,72/83,33 | 66,67% 66,67% 87,50%
megoldas
11,76%
F ali ’ 0 22,229
ormalisan 9.09/16.67 33,33% ,22% 0
11,76%
’ 11,11¢ 12,509
Rossz 18.19/0,00 0 ,11% ,50%

A tanitd szakos hallgatdkat kezdetben zavarta, hogy a feladat nem tartalmazza a
konkrét szamokat, amelyek kiilonbségérdl szo van. Ezt ugy hidaltak at, hogy kitalal-
tak ilyen szdmokat, majd betiikkel, vagy szakaszokkal szimbolizaltadk Oket. Ezzel
megkaptak a megoldast, valaszoltak, és néhany kivétellel megfogalmaztak a megol-
das lényegét is a kiilonbség valtozasaival kapcsolatban. Erdekes, hogy a korabbi ta-
nar szakos hallgatok kozott nagyobb aranyban fordultak eld olyanok, akik csupan
formalisan oldottdk meg a feladatot, nem tudatosult benniik a kiilonbség valtozéasaira
vonatkozo 0sszefliggés. A matematika tagozatos tanulok is részben azonnal rajottek a
kiilonbség valtozasaival valo megoldasra ((37,5%), részben a probalgatas vagy szim-
bolumokkal valé szamolas utan jottek ra (50%). Eszrevehet6, hogy a tanar szakosok
szivesebben alkalmaztdk a formalis megoldasokat, a tanitd szakos hallgatokhoz és a
gimnazistakhoz a kovetkeztetés kozelebb allt.

A kontroll csoport a kiilonbség valtozasainak felismerésében magasabb teljesitményt
nyujtott, mint a fejlesztd csoport.

3. feladat:

Egy osztalyban 18-an tanulnak angolt és 15-en franciat. Mennyivel tobben tanulnak
csak angolt, mint ahanyan csak franciat, ha néhanyan mindkét nyelvet tanuljak, és
mads nyelvet senki sem tanul?

Megoldas:

18 — 15 = 3, hiszen a két halmaz elemszdmanak kiilonbsége nem valtozik, ha mind-
két halmazbdl elvessziik a két halmaz metszetét. A megoldast segithette volna a hal-
mazabra, ami az 1. feladat koreivel vald kapcsolatot is sugallja.
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Ertékelés:

Tanito Féiskolas Egyetemista Spec. Mat.
Kuslé)nb— 5,88%
il | 454 25,9% 11,1% 50%
. 8,33
saival
36 oo | 2,94% | 61.8%
vilesy | FOmali- | TS 63,63 | 36 g0 | 629% | 5550, | 66.6% | 3100 | 87.5%
san 000 | 3833
Pr(’)’bél- 52,94%
gatassal | 54 54 0 0 6,25%
50,00
Nem 5,88%
megold- 9,09 37,1% 33,3% 12,5%
hato 0,00 38,2%
Rossz Nem 36,37 37,1% 33,3% 12,5%
foelal- 32,36% | 41,67
oo d | 23,50 0 0 0
41,67
vele

A nehezités, hogy nem pusztan szamokrdl van sz, hanem halmazok elemszamarol,
mar tobb hallgaténak gondot okozott. Tovabbi nehézség volt, hogy a két halmaz
metszetének elemszama nem volt megadva. A tanitdé szakos hallgatok koziil tobben
konkrét szdmokkal kiprobaltak, és helyesen is valaszoltak, de 3 kivétellel nem sike-
riilt indokolniuk a megoldast. Ezek koziil az egyik formalisan indokolt, €s csak a ma-
sik kettd fogalmazta meg, hogy az elemszdmok kiilonbsége szempontjabdl a metszet
nem szamit. Még ez is ennek a konkrét feladatnak a megoldasa, és nem latszik a kap-
csolat a kdzos modellel, a kiilonbség valtozasaval. A probalgatassal valé megoldasok
koziil kettd tartalmazta az 0sszes lehetdség kiprobalasat, és igy teljes indoklast jelen-
tett.

A fejlesztd €s kontroll csoport teljesitménye kozel van egymashoz. A kontroll cso-
portban kicsit tobben fedezték fel a kiillonbség valtozasat, a fejlesztd csoportban ki-
csit tobben probalgattak.

A helyesen valaszol6 tanar szakos hallgatok indokoltak is valaszukat, és tobben a kii-
16nbség valtozasara is hivatkoztak. A kiilonbség valtozésait legnagyobb aranyban a
gimnazistak ismerték fel, és koztiik volt 2 olyan tanuld, aki az 5. feladat alapjan visz-
szatérve indokolt a kiilonbség valtozasaval.

1. feladat:

Két kor, A és B sugara 4 illetve 3 egység. A két kor ugy metszi egymast, hogy mindkét
metszéspontra igaz, hogy az A kérnek a metszéspontba huzott érintdje meroleges a B
kornek a metszéspontba huzott érintojére. Szamitsuk ki, hogy mennyivel nagyobb te-
riiletii az A kornek a B kor dltal le nem fedett része a B kérnek az A kor altal nem le-
fedett részénél!
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Megoldas:

A korok specialis helyzete nem befolyasolja azt a tényt, hogy az A kornek a B éltal le
nem fedett része ugyanannyival nagyobb a B kornek az A 4ltal le nem fedett részé-
nél, mint amennyivel az A kor teriilete nagyobb a B kor teriileténél, hiszen mindkét
kor tertiletébdl a kozos résziik teriiletét kell kivonni.

Ertékelés:
Tanito Foiskolas Egyetemista Spec. Mat.
Kiilénb- | 5,88%
ség val- 4,54
tozAsaiv €13 3,7% 44.4% 12,5%
al ’
Jo Geomet- | 2,94% | 11,8%
o riai 454 | 1362 | 37% | 296% | 0% | 444% | 0% | 12.5%
valasz L s >
szamita- 0.00 8133
sokkal ’ ’
Tertile-
tek 2,94%
Killonb- | 4,54 22,2% 0% 0%
ségének 0.00
felirasa ’
utan
Helyte- | 11,76%
len ér- 18,18 44.5% 55,6% 87,5%
telmezés | 000 | 88,2% 70,4% 55.6% 87.5%
Rossz
Nem | 76,48% | 86,38
foglal- 68,2 91,67 | 25,9% 0% 0%
kOZlk 91,67
vele

A tanitd szakos hallgatok koziil egy helyes megoldd a kordk specialis helyzetébdl ki-
indulva Pitagorasz tétel és szogfliggvények segitségével kiszamolta a korok metsze-
tének teriiletét, igy megkapta a helyes eredményt. Mivel a valaszt nem 7 tobbszoro-
seként kapta meg, igy utdlag sem vette észre a korok teriiletének kiilonbségével valo
kapcsolatot. Akik rosszul szamoltak a korok metszetének teriiletét szintén jo valaszt
kaptak, hiszen a két szam kiilonbsége fliggetlen attél, hogy a szamokat mennyivel
csokkentjiik. Volt, aki rajott, hogy ha a két kor teriiletébdl ugyanakkora teriiletet ve-
sziink el, akkor a kiilonbségilik nem valtozik. A fejlesztd csoport eredménye egy-két
jo megoldas kovetkeztében jobb a kontroll csoport eredményénél, amibdl nem lehet
kovetkeztetést levonni.

A tanar szakosok a teriiletek kiilonbségének betiikkel valéd felirasaval kaptak helyes
eredményt, és volt, aki ezutdn rdjott a kiillonbség valtozasaival valo kapcsolatra. Az
egyetemistaknal és a matematika tagozatos tanuloknal helyes megoldas kizarolag a
kiilonbség valtozasai alapjan sziiletett. Tipikus hiba volt minden csoportban, hogy a
kiilonbség helyett aranyokkal probalkoztak.

A harom feladatot egyiitt vizsgalva megfigyelhetjiik, hogy a helyes megoldok szama
a feladatok nehezedésével csokken, ami nem valtozik akkor sem, ha a feladatokat
forditott sorrendben tlizziik ki (22 tanité szakos hallgaté megkapta csak ezt a harom
feladatot a konnyebbel kezdve: az 1. feladatot senki sem oldotta meg, a 3. feladatot
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1, az 5. feladatot 8 hallgatd). A tanitok szakos hallgatok kérében a kdzos modell fel-
ismerése szinte teljesen hidnyzik, mig a tanar szakosoknal ritkan, de el6fordul.

Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a feladattipusok tanitasanal nagyon sok véaltoza-
tos szoveggel kell mutatnunk példakat, és 0sztonozni a hallgatokat a kdzos modell
felismerésére. Ez sziikséges ahhoz, hogy adott tananyag tanitasara 6nalldan tudjanak
feladatokat megfogalmazni. Ilyen torekvés a tanulok problémamegoldasi képességé-
nek fejlesztésében is megnyilvanul, amikor széveges feladatokhoz kell szakaszos
modellt rajzolniuk, valamint szakaszokhoz szovegeket kitalalni.

A feladatok megolddsanak tudatositasa lehetévé teszi, hogy a modszert mas problé-
mak megoldasara is alkalmazni tudjuk. Ha ezt a feladatmegolddk megtették volna, a
konnyebb feladat megoldasa utdn nagyobb ardnyban tértek volna vissza a korabbi
problémahoz. Ez felhivja a figyelmet arra, hogy a megoldasok utols6 fazisaban vizs-
galjuk a megoldasi modszert, tudatositsuk annak alkalmazasi lehetdségeit.

1.3.2. Szoveges feladat megoldasanak 1épései, ellenorzés

A szoveges feladatok Iépéseinek tudatos végrehajtasa segiti a tanulokat a megoldas-
ban. Mar als6 tagozaton rogziilnie kell, hogy eldszor értelmezziik a feladatot, leje-
gyezzik az adatokat, 0sszefiiggéseket, a megoldas utan ellenérziink, majd ujraolvas-
suk a kérdést és szoveges valaszolt adunk. A szoveges feladatokat ekkor kovetkezte-
téssel oldjuk meg, visszafele gondolkodassal, szakaszok rajzolasaval. Szakaszok se-
gitségével megoldhatd szoveges feladatot valasztottunk, amelynek megoldasaval
megkapjuk az egyes mennyiségeket, am az ellendrzés sordn kideriil, hogy a feladat-
nak nincs megoldasa. Vizsgaljuk, hogy a hallgatok ellendriznek-e, és hogyan értel-
mezik ennek eredményét.

2. feladat:

Harom konyvszekrényben konyvek vannak. A masodikban kétszer, a harmadikban
haromszor annyi, mint az elsoben. Ha a harmadikbol 460 konyvet attesziink az elso-
be, ott 310 konyvvel lesz tobb, mint a masodikban. Hany kényv lesz ekkor az elso
konyvszekrényben?

Megoldas:

Az Osszefiiggéseket szakaszokkal abrazoljuk (1.1. &bra).

1. szekrény: p——F-------------mmmmmmo

2. szekrény: | | b 1

3. szekrény: | i I I
1.1. abra
Az abrarol leolvashatd, hogy az 1. szekrényben eredetileg 460 —310 =150 konyv
volt, az atrakas utan pedig 460 + 150 = 610 konyv lett. Az ellendrzés soran dertil ki,

hogy a 3. szekrényben eredetileg 450 konyv volt, amibdl nem lehet 460-at atrakni,
tehat a feladatnak nincs megoldasa.
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Ertékelés:

Tanito6 Féiskolas Egyetemista Spec. Mat.
Egyen- 23,5%
lettel 18,2 48,2% 55, 6% 68,7%
Jo 333 35,3%
r | Szaka- | 118% | 272 48.2% 55,6% 68,7%
kkal 50,0
szoxka 9.1 0% 0% 0%
16,7
Valtoz-
tat, 2,9%
hogy 45 25,9% 0% 0%
legyen 0.0
megol- ’
das
0,
R Nemel- | 17.6% 6;277/0 51,8% 44.4% 31,3%
0SSZ len('SriZ 13,6 5 18,5% ,O0 70 33’ 3% ] 31’3% 5 /0
25,0 50,0
Szoveg 26,5%
értel- 40,9
mezési s 3,7% 11, 1%
tévedés ’
Nem 17,7%
tudja 13,7 3,7% 0% 0%
megol- 25.0
dani ’

Azok, a tanit6 szakos hallgatok, akik nem kaptak meg az eredményt, kevés kivétellel
mar a feladat értelmezésénél kudarcot vallottak, nem tudtdk értelmezni a mennyisé-
gek kozti Osszefliggéseket, az atrakasok utani mennyiségeket. Nem értelmezték,
hogy melyik mennyiség novekedett, melyik csokkent, igy az egyenletben Osszeadés
helyett kivonas szerepelt vagy forditva. A helyes eredményeket kevesebben kaptak
szakaszok segitségével, mint egyenlet megoldas tjan. Az ellendrzés igénye tobbnyi-
re megvan a hallgatokban, akik kaptak valamiféle eredményt, azoknak kortilbelil a
harmada nem ellendrizte a megoldast a szovegbe helyettesitéssel, és igy nem talalta
meg a hibat. A hibas egyenlettel dolgozdk a hibas értelmezésnek megfelelden ellen-
Oriztek, igy nem vették észre a hibat, vagyis az ellenérzési modszeriik kudarcot val-
lott. Akik a helyes eredményt ellendrizték, helyesen értelmezték, hogy nincs megol-
das.

A kontroll csoport tagjai minden tekintetben jobb eredményt nyujtottak a fejlesztod
csoportnal.

A korabbi tanar szakos hallgatok 2 kivétellel meg tudtdk oldani a feladatot, koziiliik
5-en nem ellendriztek, viszont az ellendrzés utan 4-en athuztdk a jo megoldast, 4-en
megvaltoztattak az adatokat, hogy legyen megoldas, és 12-en irtdk, hogy nincs meg-
oldés. Tanulsag az, hogy a hallgatoknak latniuk kell olyan feladatot, aminek nincs
megoldasa, hogy tudjak, hogy az a megoldas, hogy nincs megoldés. Az egyetemis-
taknak és a specialis matematika tagozatosoknak nem voltak ilyen problémaik, naluk
az okozott gondot, hogy egy résziik megfeledkezett az ellendrzésrol.
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1.3.3. Tobbféle megoldasi modszer keresése

A matematika ordkra val6 felkésziiléskor a pedagdgusnak el kell gondolkodni azon,
milyen megoldasokat var el didkjaitol. Ilyenkor nagyon hasznos, ha tobbféle megol-
dasi modszert talal, egyrészt a tanulok kiilonféle probalkozasait konnyebben tudja ér-
tékelni, hogy melyik vezet megoldashoz, melyik nem, masrészt tudja 6sztondzni dket
uj megoldasi mddszerek keresésére, ami a gondolkodas rugalmassagat, a megoldasi
stratégiak valtozatossagat noveli. A tobbféle megolddsi modszer a tanuldknak azért is
fontos, hogy lassak, nemcsak egy jo ut létezik, amit nekik meg kell taldlni, tobbféle
indulasbol be lehet fejezni a megoldast, igy batrabban neki kezdhetnek.

4. feladat:

A kozépiskolak kosarlabda bajnoksagaban egy gimndzium csapata eddig 10 meccset
megnyert, és 5 meccset elvesztett. Akkor jut be a dontobe, ha az osszes meccs leg-
alabb 4/5 részét (80%-at) megnyeri. Legkevesebb, hany meccse van még hatra, ah-
hoz, hogy bejusson a dontobe?

Megoldas:

1. Megoldas: probalgatassal.
10<4'11 4. 19 420 4

TNy T 9'-'7_<_9__

15 516 5 24 525 5
Tehat, ha a kdvetkezd 10 meccsét megnyeri, bejut a dontébe.
2. Megoldas: egyenldtlenséggel.

X+10 4 mibsl x> 10.
X415 5

3. Megoldas: komplementerrel.

Mivel a legkevesebb sziikséges meccs szdmat keressiik, a csapat az Osszes tovabbi
meccset megnyeri, igy a vesztett meccseik szdma 5 marad, ¢és végiil ez az Osszes
meccsek 0todrésze. Tehat Osszesen5 -5 = 25 meccset jatszottak, ezutdn még 10-et.

Ertékelés:
Tanité Féiskolas Egyetemista Spec. Mat.
Jo Komp- 17,6% 3,7% 0% 62,5%
vilasz | lementerr | 227
el 83
Egyen- | 2,9% | 64:6% | 66,7% | 88,9% | 333% | 33.3% | 629% | 81.3%
16tlenség 0,0 63,6
gel 8.3 66,6
Probalga- | 44,1% 18,5% 0% 0%
tassal 40,9
50,0
Rossz | Nem tud- | 20,6% 11,1% 66,7% 0%
jameg- 273 | 354% 11,1% 66,7% 18,7%
Oldani 8 3 36 4
Nem fog- | 14,8% | 33.3 0 0 18,8%
lalkozik 9,1
vele 25’01
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A feladat szovegében zavaré lehetett, hogy nem pontosan 4/5 részét kellett megnyer-
ni a meccseknek, hanem legalabb 4/5 részét. Ennek értelmezése okozhatott problé-
mat, bar tobben nem vettek tudomast rola. Erre abbol lehet kovetkeztetni, hogy sokan
a probalgatas soran a lehetdségek szdmat oszthatdsadgi megfontolasokkal csokkentet-
ték. Ezek ebben az esetben célra vezetdk voltak, hiszen ha 10 meccset megnyernek,
akkor pontosan 4/5 részét nyerik a meccseiknek. Az egyenldtlenség megoldésat is
sokan egyenlet megoldasaval végezték, majd ennek eredményét értelmezték az
egyenldtlenségre. Ez az értelmezés elsdfoku egyenldtlenségnél még kevésbé problé-
mas, foként masodfoku egyenlétlenségeknél szokott hibakat okozni. A félreértések
megmutatasara konstrualtunk olyan szamadatokat a feladathoz, amelyek esetén az
egyenldség nem teljestil, igy az oszthatosagi probalkozasok nem segitenek.

A hallgatok koziil senki sem irt tobbféle megoldast, ez teljesen hidnyzik a feladat-
megoldasi eszkoztarukbol. Ez nemcsak a tanitd szakos hallgatokra vonatkozik, ha-
nem a korabbi tanar szakosokra is. Erdekesség, hogy a tanar szakosok nagy része
meg tudta oldani a feladatot, a megoldasi mddszeriik azonban legféképpen formalis,
egyenlet vagy egyenldtlenség alkalmazasaval tortént. Azok, akik biztosan tudtik al-
kalmazni a formalis, egyenldtlenséges megoldast, mar nem jottek rd az egyszeriibb,
komplementeres megoldasra. Az eszk6zok tuddsa még mechanikus, és nem olyan
szintli, hogy vissza tudjanak térni a gondolkodasra. A tanit6 szakos hallgatok kevés-
bé biztosak az egyenldtlenségek felirdsdban, megoldasaban igy 6k jobban rdkénysze-
riiltek a gondolkodasra, ami a specidlis matematika tagozatosok szamara természetes,
itt szerepel legnagyobb aranyban a komplementerre attérés, mikdzben a helyes meg-
oldasok ardnya is magas.

A fejlesztd és a kontroll csoport eredménye hasonld, a fejlesztd csoportban kicsit
tobb a komplementerre attérés, a kontroll csoportban a probalgatas.

1.3.4. Ellenorzési stratégiak, bizonyitasi igény

A problémamegoldasi képesség fejlesztése szempontjabol 1ényeges, hogy ha csak le-
het ne zart feladatokat adjunk a didkoknak. A feladat ne tartalmazza a bizonyitandé
allitast, a didkoknak kelljen megtaldlni tapasztalatszerzés utjan a sejtéseket, és bizo-
nyitani azokat. Ebben a feladatban ez a sejtés kiilonféle ellendrzési stratégiakbol
adodhat.

6. feladat:

Laci azt mondja: , Gondoltam egy egész szamra. Megszoroztam onmagaval, és a
szorzathoz hozzaadtam a gondolt szamot. Az osszeg 5-re végzodik. Mire gondol-
tam?” Eva ellenkezik: ,, Ez lehetetlen.” Kinek van igaza és miért?

Megoldas:

1. Megoldas:

Kézenfekvo végzddésekkel szamolni, mivel a feladatban ez szerepel. Végigszamolva
minden szamjeggyel a miveleteket lathato, hogy egyik esetben sem végzodik az
eredmény 5-re, tehat Evanak van igaza.

2. Megoldas:
Megnézziik a miiveletsor eredményének paritasat ha a gondolt szdm pdros, és ha pd-
ratlan.
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paros - paros + paros = paros €s paratlan - paratlan + paratlan = paros , tehat az
eredmény csak pdros lehet, nem végzddhet 5-re.

3. Megoldas:
A gondolt szamot n-nel jelolve a miiveletsor:n-n+n = n(n+1), ami két egymas

utani egész szam szorzata, amelyek koziil az egyik biztosan paros, igy a szorzat is
paros.
Ertékelés:

A tablazatban a teljes, és a hianyos indoklast, de j6 megoldasok szazalékos aranyat
egymas mellett abrazoltuk, igy szazalék jelét kihagytuk az attekinthetdség érdekében.

Tanit6% Féiskolas% Egyetemista%
Végzddésekkel | 18/18
teljes/hianyos | 1427 19/0 11/0
indoklas 25/0
,J 0 l?arlta.lssal 15/6 33/24
valasz | eljes/ianyos | 1471 agn6 | 700 | 960 | 220 | 55/33
indoklés 1701 400
Formulaval 0/0
teljes/hidnyos 0/0 7/0 99/33
indoklas 0/0
J6 vélasz, 25
semmi indoklas 22 0 0
33 43
0 36 4
Rossz 12
Rossz valasz 0 58 4 12
0
18
Nem valaszol 14 0 0
25

A tanit6 szakos hallgatok a probalgatasbol indulva nagy ardnyban helyes valaszt ad-
tak, viszont a bizonyitasi igény, és az indoklasok sikeressége alacsony szinten all.
Jellemzdbb a végzddésekkel vald szamolas, a formalis megoldas egyaltalan nem for-
dul elé.

A kontroll csoport teljesitménye minden tekintetben magasabb a fejlesztd csoporté-
nal.

A tandar szakos hallgatok esetén az indoklés 1 rossz megoldastol eltekintve természe-
tesen hozzatartozott a megoldashoz. Erdekesség, hogy kisebb aranyban bizonyitottak
a végzddések alapjan, legtobben a gondolt szdm paritasa alapjan indokoltak, és el6-
fordult formalis szamolas is, amely még tovabbi indoklast igényelt volna. Ezt az in-
doklast tobb egyetemista nem tudta leirni, bar nagyobb aranyban probalkoztak a
formalis megoldassal. Megfigyelhetd, hogy ahogy haladunk a magasabb iskolai vég-
zettség fel€, a hallgatdk absztrakcios szintje ndvekszik, egyre tobb szimbolikus meg-
oldéssal talalkozunk, és az indokldsok is pontosabbak.
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1.3.5. Konstrualas, uj kérdések keresése

A problémak egy részének megoldasahoz kiilonféle konstrukciokra van sziikség, ami
nagyfoku kreativitast igényel. A valasztott feladat bdséges lehetdséget kinal 01j prob-
1émék generalasara, altalanositasra, vizsgaljuk, hogy ebbdl mennyit haszndlnak ki a
hallgatok.

7. feladat:

Feldarabolhato-e egy négyzet 6 darab nem feltétleniil egybevago négyzetre? A fel-
adat feltételeinek valtoztatasaval fogalmazzunk meg ujabb feladatokat!

Megoldas:

A felbontas (1.2. abra):

1.2. abra

A feladat altalanosithato: egy négyzet mindenn > 5 -re felbonthat6 n négyzetre.

Az n=6-ra adott konstrukcidhoz hasonloval lehet n =8 -ra is felbontast talalni.
n=4 négyzetre a négyzet két kozépvonalaval felbonthatjuk a négyzetet. Igy a
négyzetek szdma mindig novelhetd 3-mal. Mivel megadtunk 3-mal oszthaté szamot,
3-mal osztva 1 maradékot ado és 2 maradékot ado szamot is, ezeket 3-asaval novelve
minden 5-nél nagyobb természetes szam elérhetd a teljes indukcio alapjan.
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Ertékelés:

fer o Foéiskolas Egyetemista
Tanit6 (n=6) (1=2001) (n=2001)
Jo valasz 61,7%
. s .z 54,5 22,22% 11,11%
jo konstrukcioval
75,0
32,35%
Tovabbi kérdések 27,27 0% 0%
41,67
5,8%
Nem lehet 9,1 0% 0%
Rossz 0,0 38,2%
32,4% 454 77,78% 77,8% 88,9% 88,9%
Nem tudja 36,2 25,0
25,0

A tanitdé szakos hallgatok viszonylag nagy aranyban megtalaltdk a konstrukciot.
Tobben megfogalmaztak tovabbi kérdéseket, leginkabb a négyzetek szamanak val-
toztatdsdval, valamint az egybevagosag plusz feltételként bevonasaval. Az 1j prob-
1émék megoldasaval egy kivétellel nem is probalkoztak, ez sokszor latszott a kérdé-
seken, hogy semmi elképzelésiikk nincsen a megoldasrol. Egy hallgato felvetette,
hogy lehetne-e szabalyos haromszdgeket is darabolni szabalyos haromszogekre. A
tanitd szakos hallgatok koziil senki sem 4ltalanositott, a teljes indukci6 modszere
nincs a hallgatok eszkdztaraban.

Mind a kreativ konstrukcio alkotasban, mind a kérdésfeltevésben a kontroll csoport
sikeresebb volt a fejlesztd csoportnal.

A tanar szakos hallgatoknak a 2001 szerepelt darabszamként, ami nehezitette a meg-
oldast, ezek a megoldasok viszont kiilonbozd, érdekes, rekurziv modszerekkel dara-
bolgattdk a négyzetet. 9 egyetemista is megoldotta a feladatot, nekik a 4 négyzetre
val6 felbontast megmutattuk, és utdna kérdeztiik a 2001 négyzetet, ami 1 hallgatonak
sikeriilt csak. Tévesen azt gondoltak, hogy ha az éppen latott modszerrel nem tudjak
megoldani, akkor nem is lehet, altaldban a lehetetlenségi bizonyitdsok nehézséget
okoznak. Tehat mind a darabszam novelése, mind masik konstrukcidé mutatasa nehe-
ziti a megoldast.

A kozds megbeszElés sordn altalanositottuk a feladatot, ekkor megfigyelhetd volt,
hogy mi segitette az altalanositast. Azok a hallgatok, akik » = 6-ra megkonstrualtak
a felbontast, ezutdn négyzetszamokat talaltak, mint olyan darabszamok, ahany négy-
zetre felbonthatd a négyzet. A 9 négyzetre darabolasbdl észrevették, hogy hogyan
szdrmaztathat6 a 6 négyzetre darabolés: egy négyzetnek tordljiik a felbontasat, és igy
3-mal csokken a darabszam. Ezt a csokkentést tobbféle felbontassal megvalositottuk,
igy sok felbontast kaptunk, amibdl kialakult a sejtés, hogy 5-nél nagyobb darabsza-
mu négyzetre felbonthatd a négyzet. Ezutdn mar kialakult a darabszamok novelésé-
nek igénye, amibdl adddott a 3-mal csokkentés modszerének megforditasa 3-mal no-
velésre, €s mivel elég sok darabszamra megtaldltuk a felbontast, volt kozte 3-mal
oszthato, 3-mal osztva 1 és 2 maradékot add szam is. Ezutan a bizonyitas teljes in-
dukcioval mar konnyen adodott, bar a teljes indukcié 6nallo alkalmazasa kevés hall-
gatonak természetes.

36



1.4. A felmérés eredménye

1.4.1. A 16 fejlesztési célok meghatarozasa

* A tanité szakos hallgatok megoldasaibol lesziirhetd, hogy bar az absztrakcios
szintjiik alacsonyabb a korabbi tanar szakos hallgatokénal, a feladatokhoz valo
hozzaallasuk, kisérletezéseik, kreativitasuk eloremutatd. A korabbi tanar sza-
kos hallgatok sok esetben nem fogtak hozza a feladat megoldasahoz addig,
amig nem lattak végig a megoldas menetét. Ezt okozhatta az az igény, hogy a
megoldas elsé 1épése a megoldasi terv elkészitése, szoveges feladatoknal nyi-
tott mondattal valo felirdsa legyen. Azoknal a problémaknal, amelyek megol-
dasa tobb Iépéses gondolatmenetet kivan, és ez nem ismert a megoldd szamara,
akkor is el kell kezdeni a terv végrehajtasat, ha annak sikere nem lathat6 eldre.
Folyamatos ellendrzéssel kell kovetni a 1épéseket, €s kudarc esetén visszatérni
a kiindulashoz.

* A tanitd szakos hallgatok - vélhetden az also tagozatos modszereknek kdszonhe-
tden - szivesen és sikeresen probalgatnak konkrét példakon, ami az induktiv
gondolkodas els6 1épése. Sok esetben eljutnak az altalanositds megfogalmazasa-
g, azonban ennek bizonyitasa, az indokléas 1épéseinek megfogalmazasa mar ne-
hézségekbe litkozik. A tanitd szakos hallgatok modszertani, matematikai képzése
soran a gyakorlatiassagra toreksziink, igy azokat a modszereket, megoldasi stra-
tégidkat preferdljuk, amelyek megfelelnek az also tagozatos korosztaly életkori
sajatossagainak. Igy a szimbolikus megoldasok hattérbe szorulnak, ezaltal a gya-
korlas hidnya miatt sorvadnak. A bizonyitasi igény hidnyossagait nem indokolja
a képzésnek fent emlitett sajatossaga, hiszen a matematika oktatasakor a gondol-
kodéasra nevelés, a magyarazatok, az indokldsok mindig alapvetd fontossagiiak a
mechanikus algoritmusok helyett. Természetesen a tanitd szakos hallgatok nem
matematika szakosak, minden tantarggyal egyforma mélységig foglalkoznak, igy
atlagos matematikai képzettségiik nem éri el a matematika tanar szakosok atla-
gat. Ezek alapjan a problémamegoldas kurzus egyik fontos célja a magyarazatok,
érvelések, bizonyitasok fejlesztése kell legyen.

+ A feladatsor elején kiilon felhivtuk a hallgatok figyelmét, hogy gondolataikat
akkor is jegyezz€k le, ha nem jutnak eredményre. A probalkozasok, de sokszor
még a megoldasok 1épéseinek leirdsa azonban rendkiviil hidnyos. Ezek a hall-
gatok, szinte soha nem vettek részt matematika versenyeken, bekiildés pont-
versenyeken. A matematika 6rdkon még a tanité képzdben sem talalkoztak az-
zal az igénnyel, hogy a matematika feladatok megoldasat részletesen le kell irni
szoveggel. A megoldasok leirasat szinte kizardlag a szdmok, formulédk, rajzok
megadasa jelenti szamukra. Ugyanigy hidnyos az adatok kigytjtése, értelmezé-
se, a jeloléseknek nem feleltetnek meg szovegeket, ami a matematikai modell
visszaforditasat segitené a probléma szovegének megfeleléen. A megoldas, az
indoklasok szoveges leirasa a 1épések tudatossagat is erdsitené, feltétleniil gya-
korolni kell.

+ A tobbféle megoldasi mddszer keresése nem megszokott a hallgatok szamara,
ami valamelyest érthetd, hiszen a tankonyvek, feladatgyiijtemények ritkan tar-
talmaznak egynél tobb megoldast. Sokszor a gyerekek részérdl is tapasztalhatod
ellenéllas: ,,Oriiliink egy megoldasnak, miért kellene mésikat meghallgatni.”
Még tehetséges gyerekeknek is problémat jelent, ha taldlnak egy megoldast, ki
kell 1épniiik az eredeti gondolatmenetiikbdl és megprobalni belehelyezkedni

37



egy masik gondolatmenetbe a masodik megoldéas érdekében. Ezért hasznosak
azok a foglalkozasok, amikor tobb gyereknek kiilonb6zd otletei vannak, és
ezeket megbeszéljiik, befejezziik, ha lehetséges.

Hasonloan kevés gyakorlatuk lehet a hallgatoknak a feladatok folytatasaban, uj
problémak kitaldldsaban. Az 01j tankdnyvek mar adnak olyan feladatokat a dia-
koknak, hogy adott szamokhoz, szakaszos modellhez, stb. alkossanak szoveges
feladatokat. Az ilyen szdvegalkotdsoknal sokkal jobban kitlinik a probléma
megértése. Amikor egy hallgatd egy szakaszhoz, melynek két része volt, az
egyikre 270 dl, a masikra 27 dl volt irva azt a szoveget irta, hogy nagymama
siiteményt siit, amelybe eldszor beleont 270 dl tejet, utana még 27 dl-t, nyil-
vanval6 bizonysagat adta, hogy nem gondol bele a szoveg értelmébe. Fontosak
azok a feladatok a hallgatok és a gyerekek szamadra is, amikor adott szituacio-
hoz kell kérdéseket feltenni, hiszen a mindennapi életben felmeriilé problémak,
kutatisok soran a kérdéseket nekiink magunknak kell megtalalnunk. Bétoritani
és biztatni kell a kérdésfeltevéseket, hogy ne legyen olyan didk, aki egy ilyen
ora alkalméval azt mondta, hogy: ,,Eddig mindig 6t kérdezték, 6 soha nem kér-
dezhetett.” A jovendd pedagdgusok szamara kiillondsen 1ényeges a kérdésfelte-
vés, feladat megfogalmazas, ezt tobb matematika kurzus soran is gyakorolni
kell. A probléma megoldas fontos 1épése a megoldas kovetkezményeinek vizs-
galata, az altalanositasok, a feltételek valtoztatdsaval 0j problémak generdlésa,
amelyre a problémamegoldas kurzus soran mutatni kell példékat, adni kell
ilyen feladatokat. A tobbféle megoldas keresésének, az 0j kérdések kitalalasa-
nak a felmérésben mutatott hianyossagait nem indokolja a feladatsorra kapott
1d6 rovidsége, tobben hamarabb beadtdk a megoldasokat, és lathatd volt, hogy
mindenkinek volt ideje tobbszor atnézni a leirtakat, visszatérni feladatokhoz.

A modellekhez kiilonféle szovegek alkotdsa segitheti azt is, hogy a tanuldk
konnyebben felismerjék a kiilonféle reprezentdciokban megjelend azonos mo-
delleket, ami a felmérés soran nagy nehézséget jelentett. Foglalkoznunk kell a
szovegek varidlasan kiviil a reprezentaciok varidlasaval, a manipulativ, képi és
szimbolikus modellek egyidejii bemutatasaval.

A felmérés alapjan a problémamegoldasi képesség fejlesztendd teriiletei a kovetke-

z0k:

— A problémamegoldas Iépéseinek végigjarasa.

— A problémamegoldés tudatossaga.

— Problémamegoldési stratégidk megismerése.

— Allitasok indoklasanak igénye és gyakorlata.

— A megoldéasok szoveges indoklasanak gyakorlasa.

— Tobbféle megoldasi modszer keresése.

— Uj problémak alkotasa.

— A problémak k6z6s modelljének felismerése kiilonféle reprezentacidkban,
Uj reprezentaciok alkotasa.

1.4.2. A csoportok 6sszehasonlitasa

Az egyes csoportok eredményeit, megoldasaik jellegzetességeit feladatonként érté-
keltiik. Osszefoglalva elmondhatd, hogy a tanit6 szakos hallgatok kdrében a fejlesztd
csoport teljesitménye egy feladat kivételével alacsonyabb a kontroll csoportnal. Egy-
forman nem irtak tobb megoldast, szoveges indoklasokat. A kontroll csoport tagjai-
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egy probléméhoz.

A megoldasi modszereket tekintve a tanitd szakos hallgatok elényben részesitették a
probalgatas modszerét, a foiskolai, egyetemi hallgatok leginkabb formalis modszere-
ket alkalmaztak, ezaltal kozelebb jutottak az altalanos bizonyitasokhoz. Az Gtletes
megoldasok (példaul a 4. feladatban a komplementerre attérés) leginkabb a specialis
matematika tagozaton tanulok kérében fordult el6 [59].

2. A fejlesztés modszere

A problémamegoldas ¢és problémaalkotés fejlesztésére korabbi kurzusok, szakkorok,
matematika taborok tapasztalatai alapjan kidolgoztunk 10 témat, amelyeket a kurzus
foglalkozasain megvalositottunk. A problémamegoldas fejlesztése 12-14 f6s csopor-
tokban zajlott osztalytermi koriilmények kozott.

A kurzus témai:

1. A problémamegoldas 1épései

Néhany probléma megoldadsa, boncolgatasa a problémamegoldés 1épéseinek bemuta-
tasara. Gyakoroljuk a problémamegoldas kozbeni problémaalkotast, a megoldas 1¢-
pésekre bontasat. Bemutatjuk, hogy a megoldas kozben feltett kérdések hogyan ira-
nyitjdk a megoldast. A problémak végigjarjak a kiilonbdz6 reprezentaciokat a targyi
reprezentaciotdl a képi reprezentacion at a szimbolikus megoldésig.

2. Kisérletezés, példak — ellenpéldak.

A problémamegoldas folyamataban a kisérletezés jelentéségét mutatjuk be. A hallga-
tokhoz kozel all a probalgatas modszere, ezt kell fejleszteni a tudatossag tekinteté-
ben, példak, ellenpéldak tervezett keresésében. A sejtések igazolasanak sziikségessé-
gét a hallgatoknak fel kell ismerni, gyakorolni kell az indoklasokat.

3. Rajzoljunk!

A szimbolikus reprezentaciok el6tt célszerli modszereket ismerni a képi reprezenta-

crer

bemutato problémak [61].

4. Szoveges feladatok megoldasa szakaszokkal

Az als6 tagozatos szoveges feladatok legfontosabb megoldasi stratégiaja a szakaszok
rajzolasa, viszont a hallgatoknak nehézséget jelent az alkalmazasa. Ezt a stratégiat
nehezebb feladatok tekintetében is gyakorolniuk kell [66]

5. Gondolkodjunk visszafelé!

A visszafelé¢ gondolkodds stratégidja mar az alsé tagozaton is megjelenik, ezért a
hallgatoknak ismernitik kell, és tudniuk kell alkalmazni nehezebb problémak esetén
is [63].
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6. Harry Potter rejtélye

Példat mutatunk arra, hogy a gyerekek altal kedvelt olvasmanyok is alapot adhatnak
a problémaalkotasra. A hallgatok koziil néhanyan 6nalloan kreativ feladatokat talal-
tak ki hasonl6 szituaciokra, ez a fajta tevékenység ujdonsag volt szamukra [62].

7. Problémacsokrok

A ,,Mi lenne, ha...” problémaalkotasi stratégiaval feltételek, adatok valtoztatasaval
egy problémabdl sok-sok probléma sziiletik. Ezt mutatjuk be, majd a hallgatok 6nal-
l6an folytatjak, és mas feladathoz is megkisérelnek kitalalni hasonlo folytatasi lehe-
toségeket.

8. Egy modell — kiilonféle reprezentaciok.

A modell felismerése bizonyult a legnehezebbnek a felmérés sordn, a hallgatok nem
ismerték fel a szovegek kozos modelljét. Erre mutatunk példat, majd a hallgatoknak
gyljteniiik kellett adott modellre feladatokat, ami ezutan mar sikeresebbnek bizo-
nyult.

9. Alkossunk jatékot matematikai problémabal!

Adott feladattipusokhoz mutatunk modszereket, amellyel a problémakbol jatékot al-
kothatunk. A jaték segiti a problémdk mélyebb megértését, a probléma megoldasi 6t-
letének megtalalasat [67].

10. Szerepjaték

A problémamegoldas 1épéseinek megfeleld szerepeket a hallgatok alakitjak, igy cso-
portmunkaban megismerkednek a problémaalkotds nehézségeivel, tudatosodnak a
problémamegoldas 1épései.

A témakat egyenként mutatjuk be, minden téma elején meghatdrozzuk az adott téma
céljait. A foglalkozasokat esettanulmany keretében elemezziik, a hallgatok reakcio-
it, produktumait leirjuk, értékeljiik. A témak leirasat 6sszegzés zarja.

Néhany téma feladatmegoldasra épiil (1., 2., 3., 4., 5., 8., 9.), ezeknél 2-3 minta
problémaval kezdiink, amelyeket mindig targyi tevékenységgel vezetiink be. A tar-
gyi tevékenység segiti a probléma megértését, kiilonbozo jellegzetességeinek, dssze-
fiiggéseinek megtalalasat, uj reprezentaciok alkotasat. A tanitd szakos hallgatok sza-
mara kiilondsen fontos, hogy tapasztaljadk a matematikai problémak targyi megvalo-
sitasi lehetdségeit egyszerli eszkozok segitségével, hiszen az als6 tagozatos gyerekek
mindig targyi sikon kezdik az ismeretszerzést.

A tevékenységeket altalaban parban, kis csoportban végezték a hallgatok. A cso-
portmunka soran a hallgatok kozotti interakciok segitették az otletek valtozatossagat,
a kommunikacio, a parbeszédek fejlodését.

A problémak rendszerint nyitottak, nem bizonyitand6 allitast tartalmaznak, az allita-
sokat, konstrukcidkat a hallgatoknak maguknak kell megtaldlni. A feladatok megol-
dasa nem igényel magasabb szintli matematikai eldismereteket. A feladatok nehéz-
sége egyrészt megfelel a differencialas igényének, masrészt a tanitd szakos hallga-
tok matematikai felkésziiltségéhez igazodik, megoldhat6, de kihivast jelentd prob-
Iémékkal. A tanitd szakos hallgatok képességfejlesztésén tal ezaltal hasznossa valhat
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akkor is, amikor a palyara keriild pedagdgusok sajat tanitvanyaik képességfejleszté-
séhez keresnek mintat.

A mintafeladatokndl a tanari iranyitas lehetdség szerint az irdnyitd kérdésekre, a 1¢-
pésekre valo felhivasra korlatozoédott, csak kivételes esetben adott Gtletet, mondott
véleményt. Ehelyett felhivta a figyelmet a véleményalkotasra, ellendrzésre, tovabb-
1épésre, 1j irdny, stratégia keresésére.

A mintafeladatok koziil az elsd altaldban konnyebb, a kdvetkezdk nehezebbek. Cé-
lunk, hogy a hallgatok ne csak egyszerii tipusmegoldasokat reprodukaljanak, ha-
nem lassak nehezebb problémak esetén is a modszerek alkalmazasat.

A mintafeladatokat 6nallo feldolgozasra szant hazi feladatok kovetik, amelyeket a
hallgatok egyénileg, otthon oldottak meg, és irdsban beadtak a megoldasokat, pro-
balkozasokat a kovetkezd foglalkozason. A hazi feladatok altaldban a tanult mod-
szerrel megoldhatd problémak, bar a megoldas sokszor nem nyilvanvald. Az 6nallé
munkakat értékeltiik, vizsgaltuk a megoldasi mddszereket €s azok leirasat. A hazi
feladatokat a kovetkez6 foglalkozason megbesz¢Eltiik, a kiilonféle megoldasi modsze-
rekkel egyiitt, a felmertilt Gtleteket befejeztiik. Az 6nallé problémamegoldasi tevé-
kenységnek tobb okbodl nagy jelentdsége van. Egyrészt a hallgatok ilyenkor sajat
tempdjukban haladhatnak, akik esetleg lassubbak, ¢s igy kevesebb lehetdségiik van a
k6z6s munkdban aktiv kozremiikodésre, otthon kelld idéraforditassal jo eredménye-
ket érhetnek el. Masrészt a sajat kontroll kialakitasa érdekében elengedhetetlen,
ra, értékelni a munkdjat, feladni a reménytelen probalkozasokat, és eréfeszitést tenni
a megoldas esélyével kecsegtetd otletek befejezésére. Fontos tapasztalat, hogy egy
probléma megoldasa nem feltétlen sikeriil azonnal, esetleg tobbszor vissza kell térni
a problémahoz, ¢és el6fordul, hogy hosszli id6t kell raszanni a siker érdekében. A
szokasos iskolai problémak soran a hallgatok korabban nem talalkoztak ilyen helyze-
tekkel. Az otthoni id6raforditast nem tudjuk ellendrizni, a sikeres megoldasok értéke-
1ésével tudjuk erre motivalni a hallgatokat. A megoldasok leirasa a Iépések tudatosi-
tasat, az indoklasok szoveges lejegyzését fejleszti.

A feladatsorokat rejtvények zarjak, amelyek a témdhoz kapcsolédoan a kreativitas
fejlesztését szolgaljak.

A tovabbi témak (6., 7., 10.) a problémaalkotas lehetdségeivel foglalkoztak. Itt egy
szituaciobol indulva alkottunk problémakat és oldottuk meg azokat kézosen. Ennek
mintajara kaptak hazi feladatot a hallgatok, amelyeket szintén irasban adtak be a ko-
vetkezd foglalkozason, ezeket is értékeltiik.

A hallgatok metivaltak voltak a foglalkozasokon vald aktiv részvételre, az dtleteiket
szabadon elmondhattdk, a tévedéseket maguk vették észre, nekik kellett javitani. A
ko6zos munka eldnye, hogy a kiilonb6z6 gondolkodasu hallgatok osszeadjak tudasu-
kat, a divergens gondolkodasu, kreativabb egyének otleteit a kritikus gondolkodasu,
kovetkeztetéseket pontosan kovetd hallgatok értékelik, elvetik, vagy javitjak, folytat-
jék, igy teljes megoldassa tudjak tenni. A jobb vizudlis képességekkel rendelkezd
hallgatok hamarabb felfedezik a képi reprezentaciokat, vannak, akik a targyi tevé-
kenységek kitalalasdban, a kommunikécioban jeleskednek.

A foglalkozasok leirdsat az 6nall6 munkak értékelése koveti, végiil 6sszegezziik a ta-
pasztalatokat. A kurzus végén zar6 méréssel értékeljiik a hallgatok munkajat, és tel-
jesitményiiket Osszehasonlitjuk a kontroll csoport eredményével. Hangsulyozzuk,
hogy ez a mérés korlatozott id6 alatti feladatmegoldast takart, ezért emellett a hazi
feladatok értékelése ugyanekkora jelentdséggel bir.
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IV. A kutatas folyamata és értékelése

A kovetkezdkben a kurzuson targyalt témakat részletesen ismertetjiik, a témak céljat,
megvaldsitasat és értékelését.

1. A problémamegoldas 1épései

1.1. Célkitiizés

A szakirodalombol tudjuk, hogy a problémamegoldés 1épéseinek tudatos kovetése
segiti a megoldast. A lépéseket kérdések formajaban fogalmazzuk meg, amelyeket
kezdetben a foglalkozast vezetd tanar tesz fel. A gyakorlés, és 6nallo feladatmegol-
das soran ez a parbeszéd a problémamegold6 sajat magaval folytatott parbeszédéveé
kell valjon. Fontos része a problémamegoldasnak a problémék folytatasa, a megoldas
utan kovetkezmények megfogalmazasa, ) kérdések feltevése, ami mind a feladat-
gyljtemények tobbségébdl, mind a kiillonbozd tantdrgyak gyakorlatdbdl hianyzik.
A tanité szakos hallgatok szdmara lényeges a feladatok targyi tevékenységként valo
megjelenitése, a kisérletezés, amelybdl sejtéseket fogalmazhatnak meg. A tanito sza-
kos hallgatoknak kevés tapasztalata van a sejtések bizonyitasa tekintetében, ezen a
helyzeten kivanunk javitani. Ezek alapjan a céljaink a kovetkezok:

* Ismertessiik meg a hallgatokat a problémamegoldas Polya-féle modelljével és
ennek Schoenfeld-féle kiegészitéseivel.

» Segitsiik a hallgatokat, hogy szerezzenek tapasztalatokat a problémamegoldas
1épéseirdl kozosen feldolgozott mintafeladatokon, majd onallban megoldando
hazi feladatokon keresztiil.

» Figyeljiik meg a kisérletezést, a kisérletekbdl sejtések megfogalmazasat, és
azok bizonyitasanak sziikségességét.

* Folytassuk a problémakat j kérdések megfogalmazasaval.

* A mintafeladatok mindegyikét targyi tevékenységgel inditsuk, az ebbdl szerzett
tapasztalatok alapjan alkossunk képi, majd szimbolikus reprezentaciokat.

* A megoldasok végén tudatositsuk a hallgatokban, hogy milyen tapasztalatot
szereztek a problémamegoldassal kapcsolatban.

» Tudatositsuk, hogy a feladatsor végén szerepld rejtvények célja a nem matema-
tikai megoldéas megtalalasa.

1.2. Megvalositas

Roviden ismertettiik a problémamegoldds modelljét, amit a hallgatok megkaptak
irasban is. Ezutdn a kiadott feladatsor feldolgozasa kovetkezett. Az els6 harom fel-
adatot kozdsen oldottuk meg. Ha a hallgatok elakadtak, tanari kérdéssel segitettiik a
problémamegoldas kovetkezd 1épésének megtalalasat. Vigyaztunk arra, hogy ezek a
kérdések a gondolkodas altalanos l1épéseire vonatkozzanak, ne jelentsenek konkrét
segitséget. Ha tovabb tudtak 1épni, akkor kérdésekkel tudatositottuk a 1épést. Az igy
megfogalmazott kérdéseket a tabla egyik oldaléra irtuk sorban.
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A hallgatok valaszainak helyességérél nem a tanar, hanem maguk a hallgatok dontot-
tek, esetleg az értékelés sziikségességére hivtuk fel a figyelmet egy-egy kérdéssel.
Egy-egy mintafeladat megoldasa utan a hallgatokkal kozosen Gsszefoglaltuk és leje-
gyeztiik a tapasztalatokat.

A problémak feldolgozésat a kovetkezOkben részletesen bemutatjuk.

1.2.1. Kozosen megoldott problémak

1. feladat: Alma vagy narancs?

Harom gyiimdélcsostal van egy polc tetején. A polc olyan magas, hogy nem latunk be-
le a talakba. Az egyik talban almdk vannak, egy masikban narancsok, a harmadikban
almak is és narancsok is. Mindegyik talon van egy-egy cédula az ALMAK, ALMAK
ES NARANCSOK, NARANCSOK feliratokkal. A céduldk ldthatéak, viszont ésszeke-
veredtek, igy egyik talban sem olyan gyiimélcs van, mint amit a felirat mond. Egy td-
lat valaszthatunk, amibol kivehetiink egy gyiimolcsot. Lehetséges-e, hogy ezutan a
helyiikre tudjuk rakni a feliratokat? [5a]

Cél:

+ Els6 feladatnak oldjunk meg egy konnyebb problémat, amelyen bemutathatjuk
a problémamegoldas 1épéseit.

+ A lépések soran hangsulyozzuk a kisérletezéseket, a sejtések megfogalmazasat,
a bizonyitasok fontossagat minden lehetdségre kiterjedden.

* Mutassuk be egy-egy probléma folytatasi lehetdségeit, 1) kérdések megfogal-
mazasat.

* A probléma megértése soran alkalmazzuk a tablazatba iras modszerét.

* A megoldas soran alkalmazzuk a szimmetria elvet.

* Mutassuk meg a probléma tobbféle megoldasi modjat képi, szimbolikus szin-
ten.

Megoldas:

Kisérletezziink, értsitk meg, a problémat!

Elészor lejatszottuk a problémat. Kiraktunk harom talat almakkal, narancsokkal, és
letakartuk Oket, kiraktuk a feliratokat is. Bemutattuk, hogy valasztani kell egy télat,
¢s latatlanban hizni egy gylimolcsot.

Mit jelent az, hogy a feliratok hamisak?

« Az ALMAK felirat hamis, ezért ott vagy csak narancsok vannak, vagy vegye-
sen a gyiimdlcsok.

« Az ALMAK ES NARANCSOK felirat hamis, ez azt jelenti, hogy nem lehet
mindkét fajta gylimolcs a talban, vagy csak almék, vagy csak narancsok van-
nak benne.

+ A NARANCSOK felirat hamis, igy ott vagy csak almak, vagy mindkét fajta
gytimolcs lehet.

Hogyan induljunk el? Bontsuk lépésekre a problémat!
Huzzunk eldszor egy talbol, és nézziik meg, mit tudunk meg beldle!
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El6szor az ALMAK felirat talbol huzott egy hallgaté egy almat. Rajétt, hogy akkor
ebben a talban nem lehet csupa narancs, mert almat hiztunk, csupa alma sem, mert a
felirat hamis, igy csak vegyesen lehet benne alma ¢és narancs. Ekkor egy tal helyes
feliratat mar tudjuk.

Meg tudjuk-e mondani a tobbi tal feliratat is?

Hol tartunk? Mire kovetkeztetiink ebbol? A helyzet értékelése, kovetkeztetés.
Maradt két tal, az egyiken NARANCSOK, a masikon ALMAK ES NARANCSOK
felirattal, amelyek hamisak, ¢és tudjuk, hogy egyik talban sem lehetnek vegyesen a
gytimélesok, mert az mér az elsé tal volt. igy a NARANCSOK feliratt talban nem
lehetnek vegyesen a gylimolcsok, és nem lehet csupa narancs sem, mert a felirat ha-
mis, tehét csak csupa alma lehet benne. Végiil az ALMAK ES NARANCSOK télban
csak csupa narancs lehet. Tehat mindharom feliratot a helyiikre tudtuk rakni egy
gylimolcs huzasa utan.

Készen vagyunk? Helyesen dolgoztunk? Ertékeljiik a megoldist!

A tobbség szerint kész volt a megoldas, hiszen minden feliratot a helyére tudtunk
rakni, ezzel a hallgatok elégedettek voltak. A kérdésben szerepelt a ,,lehetséges™ sz0,
nekiink most sikeriilt, tehat lehetséges a feliratok elhelyezése.

Mi van, ha nem? Kételkedés, kérdés megfogalmazdsa.
Egy kételkedd szerencsére akadt, aki megkérdezte, hogy mi lett volna, ha az elsd 1¢-
pésben az ALMAK felirata talbol narancsot hiizunk.

A helyzet elemzése a korabbi kiovetkeztetések alkalmazdsdval.

Ekkor az ALMAK feliratt tal tartalméara két lehetéség van: lehet benne csupa na-
rancs vagy vegyesen a gyumolcsok.

Ha csupa narancs lenne, akkor az ALMAK ES NARANCSOK feliratuban csak csu-
pa alma lehetne, a NARANCSOK felirata talban pedig vegyesen lennének a gyii-
molcsok.

Ha az ALMAK felirata talban vegyesen lennének a gyiimélesok, akkor a NARAN-
CSOK feliratiban csak csupa alma lehetne, az ALMAK ES NARANCSOK feliratu-
ban pedig csupa narancs lenne. Azaz mindkét eset lehetséges.

Az eredmény megfogalmazdsa.
Eléfordulhat, hogy ugy vannak elhelyezve a gylimolcsok, hogy egy huzasbol nem
tudjuk a helyiikre rakni a feliratokat.

Folytassuk a gondolatot!

Hény huizasra van még sziikség, hogy minden feliratot a helytikre rakjunk?
Eszrevettiik, hogy az ALMAK ES NARANCSOK feliratd talban vagy csupa na-
rancs, vagy csupa alma van, igy ebbdl egy gylimolcsot kivéve el tudjuk donteni, me-
lyik esetrdl van szo.

Minden lehetoséget megvizsgaltunk? Ujabb kérdés megfogalmazisa.
Probaljuk ki, hogy az ALMAK ES NARANCSOK felirata talb6l htizunk egy gyii-
molesot!
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Az uj helyzet elemzése

Huztunk egy almat, és ebbdl kitalaltuk, hogy itt csak csupa alma lehet. Ezutan a tobbi
talban levd gyiimolcsok is egyértelmiien meghatarozhatoak: a NARANCSOK felira-
tuban csak vegyesen lehetnek a gyiimolcsok, az ALMAK feliratiiban pedig csupa na-
rancs van.

A hallgatok rajottek, hogy ha narancsot huzunk, akkor ugyanugy egyértelmii a talak
tartalma, hiszen az ALMAK ES NARANCSOK felirata talban csupa narancs van,
igy az ALMAK felirati talban csak vegyesen lehetnek a gyiimblcsok, a NARAN-
CSOK feliratt talban pedig csupa alma van.

Uj eredmény megfogalmazdsa

Tehat ha az ALMAK ES NARANCSOK felirata talbél huzunk egy gyiimélesot, ak-
kor akarhogyan is vannak elrendezve a gyiimolcsok, el tudjuk helyezni helyesen a
feliratokat.

Visszatekintés, a megoldas értékelése
— Minden lehetéséget meg kell vizsgalni! Ha megelégsziink az elsé meg-
allapitasunkkal, nem biztos, hogy elérjiik a lehetd legjobb eredményt.
— Megbesz¢éltiik, hogy a késdbbiekben mindig akkor fogadunk el egy mod-
szert, ha az minden esetre érvényes.
— {Irhatnank tablazatba a lehetSségeket, és akkor jobban latnank, hogyan va-
lasszunk koziiliik:

. . ALMAK
Feliratok ALMAK £S NARANCSOK NARANCSOK
almak és narancsok narancsok almak
Tartalom narancsok almak almak és narancsok

A tablazatbol jol latszik, hogy az ALMAK ES NARANCSOK felirata talbol egy
gylimolcsot huzva mindenképpen el tudjuk donteni ennek a tartalmat, a tobbi tal ese-
tén ez nem igaz. Tehat célszerli tablazatba rendezni az informacidkat!
— Eszrevették, hogy az almék és narancsok szerepe felcserélhetd volt, ez a
szimmetria elv.
— A szimmetria elv alapjan megallapitottuk, hogy ha el6szor a NARAN-
CSOK felirati talbol huizunk, akkor ugyanaz a helyzet, mint ha az AL-
MAK feliratabol, csak az almak és narancsok szerepe felcserélédik.
— Nem volt sziikség arra, hogy tudjuk, a tdlakban hany gyiimdlcs van, elég
lett volna 2-2 gyiimolcs is talanként.

Folytassuk a kisérletezést! Keressiink uj problémadt a feladat valtoztatasaval!

A tovabbiakban az almékat piros, a narancsokat sarga gyongyokkel helyettesitettiik,
a talakat pedig gyufaskatulyakkal. Egy dobozba két piros, egy dobozba egy piros és
egy sarga, egy dobozba pedig két sarga gyongyot tettiink. Ezekkel az eszkozokkel a
hallgatok parban tudtak folytatni a kisérletezést.

Uj kérdés megfogalmazdsa.

Hany huzasra van sziikség, ha azt tudjuk, hogy egy felirat igaz, a tobbi hamis?
Tobb htizésra van-e sziikség, mint az eredeti feladatban?
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Vita alakult ki, hiszen az jo, hogy van egy igaz felirat, viszont nem tudjuk, hogy me-
lyik.

A kisérletezés soran a hallgatok azt tapasztaltak, hogy egy huzasbol senkinek sem si-
keriilt egyértelmiien a helylikre rakni a feliratokat.

A probléma elemzése

Rendezziik tablazatba a lehetdségeket! Az elsdé oszlop tartalmazza, hogy melyik fel-
irat igaz, melyik hamis.

Feliratok

PIROS-PIROS

PIROS-SARGA

SARGA-SARGA

igaz-hamis-hamis

piros-piros

sarga-sarga

piros-sarga

hamis-igaz-hamis

sarga-sarga

piros-sarga

piros-piros

hamis-hamis-igaz

piros-sarga

piros-piros

sdrga-sarga

Lathatjuk, hogy most mindegyik dobozban minden lehetdség el6fordul, ezért egy hu-
zasbol nem lehet eldonteni, hogy melyik dobozban mi van. Két htizassal viszont mar
megoldhato, hiszen ha egy doboz tartalmat megnézziik, abbol a masik ketté egyér-
telmlien meghatarozhato.

Az egyszeriisitett probléma eredményének visszaforditasa az eredeti problémadara.
Ekkor egy hallgato felvetette, hogy mi lett volna, ha ezt a problémat is almakkal és
narancsokkal oldottuk volna meg, és nem tudtuk volna, hogy melyikbdl hany darab
van a talakban?

Kiprobaltuk ezt is tobb szines gyonggyel. A kdvetkezoket tapasztaltuk.

— Egy tél helyes feliratat csak akkor tudjuk eldonteni, ha az 6sszes gyiimol-
csot kivessziik beldle.

— Volt, aki kiprobalta, hogy mindegyik talbol kivett egy-egy gylimdlcsot. A
harom kivett gyiimoles kozott kellett legyen két egyforma, példaul két
alma, ekkor abban a talban, amelybdl a narancsot vettiik ki, biztosan csak
narancsok vannak. Ahhoz, hogy eldontsiik, hogy a masik két tal koziil
melyikben van csupa alma, valamelyik talbol az 6sszes gyiimdlcsot ki kell
venni.

Mi volt az oka annak, hogy az eredeti problémdaban nem szamitott a gyiimolcsok
szama?

A dont6 eleme az eredeti problémanak az volt, hogy mivel az ALMAK ES NA-
RANCSOK felirat hamis, ebben a talban csak egyféle gylimdlcs lehet, vagy csupa
alma, vagy csupa narancs, igy egy gyiimolcs huizasaval el lehetett donteni ennek a
talnak a tartalmat. Minden olyan probléménal, amikor nem tudjuk, hogy ez a felirat
hamis, nem lesz elég egy huzas.

Ezért a tovabbiakban érdemes lesz két-két gyongyre korlatozni a dobozok tartalmat.

T egyunk fel tovabbi kérdéseket!
Mi torténik, ha két felirat igaz, egy hamis?
— Hamar rajottek a hallgatok, hogy ez nem lehetséges, ha harom koziil két
felirat igaz, a harmadiknak is igaznak kell lenni.
— Mi torténik, ha egyaltalan nincsenek feliratok, legkevesebb hany gyon-
gyot kell megnézni ahhoz, hogy helyesen ki tudjuk rakni a feliratokat?
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Vegyiik szamba a lehetoségeket!

Rendezziik most is tablazatba a lehetdségeket!

1. doboz

2. doboz

3. doboz

piros-piros

piros-sarga

sarga-sarga

piros-piros

sarga-sarga

piros-sarga

piros-sarga

piros-piros

sdrga-sarga

piros-sarga

sarga-sarga

piros-piros

sarga-sarga

piros-sarga

piros-piros

NNl el B R

sarga-sarga

piros-piros

piros-sarga

Kiprobaltak, és a tdblazat alapjan megallapitottdk a kovetkezoket:
a) Harom huzas nem elég. Harom huzas utan két eset van.

— Harom kiilénb6zé dobozbdl huzunk harom gyongyot. Ekkor a skatulya-
elv alapjan van koztiik két azonos, példaul két piros. Ezek koziil nem tud-
juk eldonteni, melyik mellett van sarga.

— Egy dobozbdl huzunk két gydngyot, egy masikbol egyet. Ha az egyik do-
bozbdl két pirosat, egy masikbdl egy sargat huzunk, akkor nem tudhatjuk,
hogy a sarga mellett piros vagy sarga gyongy van.

b) Négy huzas elég.
Egyszertien két doboz tartalmat megnézziik, ez négy gyongy, ezutan a harma-
dik doboz tartalmat, mar tudjuk.
Tehat négy hiuzés sziikséges és elég is ahhoz, hogy helyesen rakjuk ki a feliratokat a
dobozokra.

Valtoztassunk a problémadn!

Mit mondhatunk, ha csak egy dobozbdl htizhatunk egy gyongyst?

Nem tudjuk megmondani egy doboz tartalméat sem. A probléma nem determiniszti-
kus, csak valamekkora eséllyel tudjuk eltalalni, hogy mi van a dobozokban.
Tippelhetlink példaul arra, hogy milyen szinli gyongy maradt abban a dobozban,
amelybdl kihuztunk egy gyongyot.

Jatsszuk el parban!

A par egyik tagja Osszekeveri a harom dobozt (melyekben rendre 2 piros, 2 sarga, 1
piros és 1 sarga gyongy van). A masik jatékos valaszt egy dobozt, és abbdl egy
gyongyot. Ezt megnézi, és tippel a dobozban maradt goly6 szinére.

Fogalmazzunk meg kérdéseket! Pontositsuk tovabb a problémat!

A valasztott dobozbol egy gyongyot huztunk. Milyen szinli gyongy maradt a doboz-
ban? A kihuzott gyongytdl eltérd, vagy vele azonos szinii gyongyre érdemes tippel-
ni?

Fogalmazzunk meg hipotéziseket!

A hallgatok tobbsége kezdetben azt mondta, hogy mindegy, melyikre tippeliink, a
megmaradt gyongy ugyanakkora eséllyel piros, mint sarga. Ugyanis ha pirosat hliz-
tunk, akkor vagy a PIROS-PIROS vagy a PIROS-SARGA dobozt valasztottuk, az
egyik esetben piros, a masikban sarga gyongy maradt.
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Volt, aki azt mondta, hogy két dobozban azonosak a szinek, egy dobozban kiilonbo-
z6ek, ezért inkabb arra kellene tippelni, hogy a megmaradt gyongy szine egyezik a
kihuzott gyongy szinével.

Ellenorizziik a hipotéziseket kisérletekkel!

A kisérletek soran azt talaltak, hogy tobbszor fordult eld, hogy a megmaradt gyongy
szine egyezett a kihuzott gyongy szinével (20 kisérletbdl 13 esetben egyezett a két
gyongy szine, 7 esetben kiillonbozott).

Keressiink magyarazatot a jelenségre!

Volt, aki azt gondolta, hogy talan az lehet a magyarazat, hogy elsére piros gyongyot
a PIROS-PIROS dobozbol nagyobb eséllyel hiizhattunk. Rogzitettiik az elsére huzott
gyongy szinét. A pirosat kezdtiik vizsgalni, megjegyezve, hogy a szimmetria elv mi-
att a sarga esetén ugyanez a helyzet.

Fogalmazzuk meg, mi a kérdés!
Most az a kérdés, hogy ha elsére piros gyongyot huztunk, akkor mi a valoszintisége,
hogy mellette is piros van.

@0 @9 5o

1.1. abra

A dobozok koziil egyenlé eséllyel valasztunk, a dobozokban levé gyongyok koziil is,
igy mind a 6 gyongy valasztasi esélye ugyanakkora (1.1. abra).

Lathatjuk, hogy piros gyongyot 3-féleképpen huzhattunk, és ezek htizasanak esélye a
fentiek alapjan egyenld. A 3 lehetéség koziil 2 olyan van, amikor a megmaradt

L 2 .
gyongy is piros. Tehat 3 a valdszinlisége annak, hogy ha elsére pirosat huztunk, ak-
kor a megmaradt gyongy is piros. Hasonlo a helyzet, ha elsdre sargat huztunk.
Vonjunk le kovetkeztetést, valaszoljunk a kérdésre!
Tehat arra érdemes tippelni, hogy a megmaradt gyongy szine megegyezik a kihuzott

gyongy szinével, ekkor ugyanis % eséllyel nyeriink, kiilonben % eséllyel.

Keressiink mas megoldasi modszert!

Abrazoljuk iranyitott graffal a probléma lejatszasa soran végrehajtott tevékenysége-
ket, a dobozok vélasztasat és abbdl a gyongyok huzasat! A graf éleire irjuk rd, hogy a
nyil kezddpontjanal mekkora valoszinliséggel valasztjuk azt az iranyt!
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Valasszunk egy dobozt!

3 3 3
DD 5 s
1 / \ 1

1 2/  \2 1
» ® ;

1.2. abra

A grafrol (1.2. ébra) leolvashato, hogy% eséllyel valasztottuk a PIROS-PIROS do-

| —
| —

bozt, és Gsszesen %-1+ valoszintiséggel (a lehetdségek felében) huztunk

o W
= =

piros gyongyot. A kérdés az, a piros gyongy huzasok hanyadrészében valasztot-

<N

0g

tuk a PIROS-PIROS dobozt, ez

Valosziniiség szamitdsi ismeretek alkalmazdsa.
Azoknal a hallgatoknal, akik ismerték a feltételes valdszinliség fogalmat, és a Bayes-
tételt, a problémat megoldottuk ezek segitségével is.

Legyen A az az esemény, hogy a PIROS-PIROS dobozt valasztottuk, B az, hogy a
SARGA-SARGA dobozt, C pedig, hogy a SARGA-SARGA dobozt. Jeloljiik M-mel
azt az eseményt, hogy piros gyongyot huzunk.

Ekkor P(A)zP(B)=P(C)=%,P(M|A)=1, P(M|B)=% és P(MIC)=0 . igy

a Bayes-tétel alapjan annak a valosziniisége, hogy a PIROS-PIROS dobozt vélasztot-
tuk, ha pirosat htiztunk:

P(Ml4)-P(4)
|4)- P(4)+ P(MIB)- P(B)+P(MIC)-P(C)

P(Am)=

-y
<

—

igy P(4lM)=

w | N

1-

W | —
N | —
W | =W | =
W | =
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Tudnank még uj kérdéseket kitaldalni?
Nagyon sok kérdést tehetiink fel, ha a talakban kiilonféleképpen adjuk meg a gyii-
molcsok szamat. Lehetne novelni a talak €s a gylimolesfajtak szdmat is.

Foglaljuk ossze a problémamegolddssal kapcsolatos tapasztalatokat!

A hallgatok a kovetkezo tapasztalatokat gytijtotték ossze:

— Kezdjiik a probléma megértésével.

— Hasznos, ha a val6sagban is lejatsszuk a problémat.

— Tegylink fel magunknak kérdéseket.

— Bontsuk Iépésekre a problémat.

— Elemezziik a problémat, a probléma aktualis allasat.

— Minden lehetdséget meg kell vizsgélni.

— Hasznos, ha az informaciokat tablazatba rendezziik.

— Alkalmazzuk a szimmetria elvet.

— Kételkedjiink, ellendrizziink.

— A valaszunkat indokoljuk.

— Keressiink tovabbi kérdéseket, ez segiti az eredeti probléma mélyebb
megértését is (miért nem volt sziikség a gyiimolcsok szamara).

— Prébaljuk fokozatosan egyre pontosabban megfogalmazni a kérdéseket.

— A kisérletezés utan fogalmazzunk meg allitdsokat, és azokat igazoljuk.

— Eléfordul, hogy hipotéziseket fogalmazunk meg, és a kisérletezés segit
megsejteni, melyik igaz.

— Keressiink kiilonb6z6 megoldasi modszereket.

Ertékelés:

A hallgatok felismerték, és tudatositottak a problémamegoldas 1épéseit.

* A leirt kérdéssor segitette a tovabbhaladast, amikor tandcstalanok voltak.

* Megtapasztaltak, hogy az ellenérzés sordn minden lehetdséget meg kell vizs-
galni.

* Felismerték a szimmetria elvet, amely lerdviditheti a megoldast.

« Uj kérdéseket fogalmaztak meg, képesek voltak a probléma folytatasara.

+ Kisérletezéssel sejtést fogalmaztak meg, amelyet bizonyitottak, lattdk az indok-
lasok sziikségessegét.
16nb6z6 megoldéasi modszereket nytjtottak.

+ A probléma folytatdsa egy id6 utdn unalmassa valik a hallgatok szamara, ekkor
valtani kell masik problémara. Ha még folytatni szeretnénk a problémat, ilyen-
kor érdemes otthoni gondolkodasra feladni a folytatast, és kovetkezd alkalom-
mal visszatérni ra.

2. feladat: Kartyazzunk!

Két darab 52 lapos kartyacsomagot kiilon-kiilon osszekeveriink, majd a két paklit
egymasra rakjuk. A felsé pakli mindegyik lapjanak megkeressiik a parjat az also pak-
liban, és megszamoljuk, hogy hany lap van koztiik (a kartydkat magukat nem szamol-
va). Mi ezen szamok 6sszege?
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Cél:
Fedezziik fel a kovetkezd problémamegoldasi stratégidkat:
» Kezdjiik kisebb szamokkal. Noveljiik a szamokat, keressiink szabalyossagot,
majd altalanositsunk.
» Keressiink specialis esetet.
» Keressiink jo jelolést.
* Tudatositsuk a megoldasi mddszereket, melyiknél mit hasznaltunk fel.

Megoldas:

A probléma megértése

Két csomag kartyat kiilon-kiilon 6sszekeverve egymadsra tettiik ket. A legfelso lap-
nak megkerestiik a parjat az als6 pakliban, megszamoltuk, hany lap van koztiik. Ta-
pasztaltuk, hogy ezt az 6sszes lappal végigszamolni reménytelentil hosszl lenne.

Probalkozzunk kisebb szamokkal!

Kevesebb kartyaval jatsszuk el! 14 kartyaval kezdtiik, azonban még ez is soknak bi-
zonyult.

Ezutan 4-re csokkentettiik az egy pakliban levo kartydk szamat.

Kisérletezziink! Keressiink szabalyossdgot!
A hallgatok parban kisérleteztek, kaptak 8-8 lapot, minden lapnak volt egy parja.

4-4 lap esetén a keresett Oosszeg 12 lett.

Noveljiik a lapok szamat!

5-5 lapra az 6sszeg 20.

6-6 lapnal mar tobben sejtették, hogy 30 lesz, és meg is bizonyosodtak rola.
7-7 lapra még ellendrizték, hogy az sszeg tényleg a josolt 42 lett.

Fogalmazzunk meg sejtést!
Mivel 4 lapnal 3-4, 5 lapnal 4-5, 6 lapnal 5-6, 7 lapnal 6-7 a keresett 0sszeg, azt

sejtettiik, hogy n lap esetén (n—1)-n az sszeg.

Probalkozzunk a magyarazattal eloszor 4 lap esetén!

Az elsd otlet: Hol jelenik meg egyiitt a 3 és a 4?

Ez alapjan az volt az étlet, hogy 4 pont egy egyenesen 3 szakaszt hataroz meg, innen
jona3ésad4.

Lerajzoltuk, de nem tudtunk kapcsolatot talalni a feladattal, igy uj 6tletet kerestiink.

Keressiink olyan specidlis esetet, amelyikkel kénnyebben boldogulunk!
Otlet: Legyenek a két pakliban ugyanolyan sorrendben a lapok!
A lapokat bettikkel jeloltiik: ABCDABCD

Mindegyik lap esetén 3 lap van a parok kozott, igy a keresett 0sszeg 3-4,

Hogyan tudnank ezt a specidlis esetet felhasznalni az altaldnos esethez?
Otlet: Cseréljlink fel az egyik pakliban két lapot!
Hogyan valtozik az 6sszeg, ha két lapot felcseréliink?
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ABCDABCD lapoknal A-t és C-t felcseréljiik a masodik (also) pakliban. A-t 2-vel
hatrébb vittiik, igy a két A kozotti lapok szama 2-vel nétt, viszont C-t 2-vel elérébb
vittiik, igy a két C kozotti lapok szama 2-vel csokkent. Tehat a kiilonbségek Osszege
a cserével nem valtozott.

Altalanositsunk!

Ez éltaldban is igaz, ha két lapot megcseréliink, akkor a hatravitt lap esetén a kiilonb-
ség annyival nd, amennyi a két cserélt lap kozotti lapok szama +1. Ugyanennyivel
csokken a kiilonbség az eldrevitt lap esetén, tehat a kiilonbségek dsszege nem valto-
zik.

Ha a cseréket az elsd (felsd) pakliban végezziik, akkor a hatravitt lap esetén csokken,
az eldrevitt lap esetén nd a kiilonbség, de ugyanannyival, igy a kiilonbségek Osszege
most sem valtozik.

Mit kell még belatni?
Be kell latni, hogy ilyen, egy paklin beliili cserékkel minden keverés elérhetd a kez-
deti specialis esetbdl.
Példaul az ABCD sorrendbdl akarjuk elérni a DCAB sorrendet:
Elészor D-t cseréljiik meg A-val, igy D mar a helyén lesz. Aztdn a masodik helyre
vigyiik C-t, és igy tovabb:

ABCD—DBCA—DCBA—DCAB.
Ez a modszer is altalanosithatd: egy cserével vigyiik a megfeleld kartyat az elsd hely-
re, majd a masodikat, aztan sorban a tobbit cseréljiik a helyiikre.

Fogalmazzuk meg, mit tudunk eddig?
Négy lapra sikeriilt megindokolni, hogy a kiilonbségek 6sszege 3-4.

Fogalmazzuk meg, mi a cél!

Szeretnénk ezt a modszert altalanosan alkalmazni!

Ha mindkét pakliban n darab kartya van, és a két pakliban a kartydk sorrendje meg-
egyezik, akkor az egyforma lapok kozott n —1 lap van, ez minden lapra igaz, igy a

kiilonbségek 6sszege (n — 1) -n . Egy paklin beliili cserékkel minden sorrend elérhetd,

¢és egy cserével a kiilonbségek Osszege nem valtozik. Tehat a kiilonbségek Osszege
(n — 1) n.

Vilaszoljunk a kérdésre!
Ez alapjan az eredeti feladatra a valasz: 51-52 = 2652.

Keressiink mas megolddasi modszert!
Otlet: Kiilonbségeket kell szamolni, ezért szimozzuk meg a lapok helyét 1-t3l kezdve!
4-4 lap esetén:

CIDIA|B|B|C|A|D
1121314 |5]|6]7|38
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Az egyforma lapok kozotti lapok szdma: A-ra: 7 — 3 — 1, hasonloan a tobbi lapra, igy
a kiilonbségek dsszege:

(7-3-1)+(5-4-1)+(6—-1-1)+(8—2-2)
Eszrevettiik, hogy mindegyik tagban szerepel a —1. Valasszuk kiilon a pozitiv és a
negativ tagokat! Igy a kiilonbség:
(7+5+6+8)—(3+4+1+2)—4.

Lathatjuk, hogy az 5; 6; 7; 8 szamok 6sszegébdl kell kivonni az 1; 2; 3; 4 szdmok
0sszegét. A lapok sorrendje csak az 6sszegben a tagok sorrendjét befolyasolja, amitol
viszont nem fiigg az Gsszeg.

Hogyan lehet egyszeriien kiszamolni a kiilonbséget?

Parba allitjuk az azonos kiilonbségii szamokat. Ez megfelel annak, amikor az el6z6

megoldasban a két pakliban megegyezett a lapok sorrendje.
(8—4)+(7-3)+(6—2)+(5-1)—4=4-4—-4=3-4.

Altalanositsunk!

Egy pakliban n lap van, szdmozzuk be a kartyak helyét 1-t6l 2n-ig!

Legyen az i jelii lap az als6 pakliban az q,, a felsd pakliban a b helyen! i =1;2;...;n.

{al;az;...;an}: {1;2;...;11} és {bl;bz;...;bn}z {n+l;n+2;...;2n}
A keresett 0sszeg:
(b, —a,=1)+(b, —a, —=1)+...4+(b, —a, —1)=

:(2n+_,.+(n—|—1))—<n—i—(n—1)—|—...—|—1>—n:

:n-n—n:n(n—l).

Ertékeljiitk a modszereket!

Az els6 megoldasnal, a cseréknél az 6sszeg valtozasaira alapoztunk, €és be kellett 1at-
ni, hogy cserékkel minden sorrend elérhetd. A masodik megoldasnal a szamokkal va-
16 tigyes jeldléssel elég volt az 6sszeadas kommutativitdsara €s asszociativitasara hi-
vatkozni.

Foglaljuk ossze a problémamegolddassal kapcsolatos uj tapasztalatokat!
— Tekintsiink egyszerlibb problémat a szamok nagysaganak csokkentésével.
— Tekintsiink specialis esetet.
— Keressiink jo jelolést.
— Lépésenként fogalmazzuk meg, hogy mit tudunk, és mi a cél.
— Keressiink tobbféle megoldasi modszert.
— Hasonlitsuk 6ssze a megoldasi modszereket.

Ertékelés:

+ A kisérletezés alapjan a hallgatok hamar kitalaltdk a csokkentés, és a specialis
eset keresésének otletét, ami a targyi tevékenység hatékonysagat mutatja.

» Az indexezett betlikkel vald jelolést egy hallgatd javasolta el6szor 4 kartyara,
amit mar egyszertien lehetett altalanositani.
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3. feladat: Mit mond az abra?

Egy papirlapot meghajtunk az 1.3. abra szerint ugy, hogy ha kihajtjuk, akkor négy
darab, kézos csucspontu szoget kapjunk. Ha két szomszédos szog nagysagat tudjuk,
akkor meg lehet-e hatarozni a masik két szoget?

1.3. dbra

Cél:

* Olvassunk le abrakbol, geometriai konstrukciobol informaciokat, 0sszefliggé-
seket.

* Tapasztalatszerzés céljabol mérjiink.

* Bizonyités céljabol fogalmazzuk meg algebrailag az 6sszefliggéseket.

Megoldas:

Ertsiik meg a problémat!
Mindenki kézbe fog egy papirlapot, €s meghajtja az abranak megtelelden.

Mi van megadva?

Két szomszédos szog, de nem tudjuk, hogy melyik kettd.

Allapodjunk meg, hogy az 6sszehajtott papir két kiviilrél lathato szoge van adva.
Meérjiik meg ezeket a szogeket! (Mindenki masképp hajtotta a lapot, ezért mas-mas
szogeket kaptak.)

Mivel mindenkinek masok ezek a szogek, altaldnosan, betlikkel jeldljiik a szogeket
(1.4. 4bra).

1.4. abra

Az o ésa [ szog adott.
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Mi a cél?

Osszefiiggést keresiink a négy szog kozott.

A kihajtott laprol azonnal leolvastik a hallgatok, hogy a négy szog 6sszege 360°, igy
a masik két szog Osszegét meg tudjuk mondani:

Y+86=360°—(a+0) .

Tehat a masik két szog Osszegét tudjuk.
Mindenki azt sejtette, hogy a szogek kozott kell legyen mas 0sszefiiggés is.

Keressiink osszefiiggést az adatok kozott!
A nyitott lapon nem taléltunk 0j informéaciot.

Mi van még adva a feladatban?
Felmeriilt, hogy nem lehet véletlen, hogy a nyitott lap milyen hajtasokkal keletkezett.

Mit lehet leolvasni az dsszehajtott laprol?

Az egymassal fedésben levo szogeket tekintve észrevettiik, hogy a két adott szog (a
két kiilsd réteg) kiilonbsége ugyanannyi, mint a két ismeretlen (a két belsé réteg)
sz0g kiilonbsége:

a—pF=6—7

Mit tudunk eddig?
Tudjuk a két ismeretlen szog 0sszegét és kiilonbségét.

Taldlkoztunk mar hasonloval?
Két szdm 0sszegebdl és kiilonbségébdl a két szdm meghatarozhato példaul egyenlet-
rendszer megoldasaval:

§+7v=360°—(a+p)
b—y=a—-p3
A két egyenlet Osszege:
26 =360°—23, amib6l 6 =180°— 3.

A két egyenlet kiilonbségébdl hasonldan:
27 =360° -2, igy v =180°—«.

Mit kaptunk?
Sikeriilt meghatarozni a két ismeretlen szoget.

Vizsgaljuk meg az eredményt! lllik-e ez a valos helyzetbe?
Megmértiik a két ismeretlen szoget is, €s kdzelitden megfelelt a kapott eredménynek.

Leolvashato-e uj érdekesség a kapott eredménybdl?
Eszrevettiik, hogy az eredményiink szerint a szemkdzti szogek dsszege 180°.

1llik-e ez a valos helyzetbe? Hogyan lehet ezt latni az dsszehajtott lapon?

Az @ szoget a 7 mellé az 6sszehajtott lapon nem tudtuk illeszteni, ezért némi pro-
balkozas utan felvagtuk a lapot a § szogtartomanyban a szogek kdzos cslicsaig.
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A bels6 hajtast a k6zos csucs koriil % szoggel elforgatva a v szog az a mellé keriil,

¢s a [ szog éppen 6 -val nyilik szét a vagasnal. Ezzel a papir ugyanugy félbehajtva
maradt, ami azt mutatja, hogy a+~v=03+56.

Ellenorizziik a megoldas lépéseit!
A megoldas elején abbdl indultunk ki, hogy az « és a 3 sz0g van adva.

Befolyadsolta-e ez a megoldast?

A kiteritett laprol a négy szog Osszegének leolvasasa ettdl fiiggetlen.

A szomszédos szogek kiilonbségét az sszehajtott laprol viszont nem ugyanugy kell
leolvasni, ha masik két szomszédos sz6g van adva.

Ezutan végignéztiik, hogy akarmelyik két szoget valasztjuk adott szognek, az dssze-
hajtott laprol leolvashato, hogy a kiilonbségiik megegyezik a masik két szog kiilonb-
ségével.

Tehat a megoldas helyes, készen vagyunk.

Foglaljuk ossze a problémamegoldassal kapcsolatos uj tapasztalatokat!
— Az informécidkat abrabol, geometriai konstrukciobol is nyerhetjiik.
— A geometriai megfigyeléseket algebrailag is megfogalmaztuk.
— Az algebrai eredményeknek megkerestiik a geometriai megfeleldjét.
— Ismerds-e a probléma? Ismeriink-e mddszert a megoldéaséara?
— Vizsgaljuk meg, hogy az eredmény illik-e a valos helyzetbe.
— Az eredménybdl olvassunk le 11j 0sszefliggéseket.
— Ellendrizziik, hogy a megoldas minden esetnek megfelel-e.

Ertékelés:

Az adatok, Osszefliggések leolvasasa az dbrakrol a hajtogatasbol szokatlan, és nehéz
volt a hallgatdék szdmara. Ennek gyakorldsa a geometriai €s algebrai reprezentacidok
kozti kapesolatok gyakorlasa érdekében is kiemelten fontos. Latniuk kell a geomet-
riai probléma algebrai megfelel6jét, majd az algebrai megoldas visszaforditasat a ge-
ometriai abrazolasra.

1.2.2. Onalléan megoldott problémak

4. feladat: Keressiik meg a hasznos informaciot!

Anna, Bori és Csilla egy-egy 6 kérdéses igaz-hamis tesztet toltott ki. A valaszaik sor-
ban:

Anna: HHII111; Bori: IHHIII; Csilla: [ I HH I Annanak és Borinak ot-6t jo
valasza lett. Legtobb hany jo vadlasza lehetett Csillanak?

Cél:

* Az informdciok tablazatba rendezésével az 6sszefliggések megtalalasa.
» Az 0sszes lehet0ség megvizsgalasa.
» Az indoklésok leirasanak gyakorlésa.
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Megoldas:

Ertsiik meg a problémat! Irjuk ki az adatokat!
Rendezziik tablazatba a tesztekre adott valaszokat!

1.[2.13.]4.]5.]6.
Anna valaszai HYH\ I (1Y 1)1
Bori vélaszai 1 \H/ H\IAT/\I
Csilla vélaszai I | T|H|H|T]|I
Helyes vélaszok P IH|?2 | T |11

A tablazatban jeloljik Anna és Bori azonos valaszait.
Ezt a Iépést minden hallgaté ilyen formaban megtette.

Mit tudunk még?
Annanak és Borinak 5-5 j6 vélasza van.

Mi kovetkezik ebbdl?

A hallgatok 1 kivétellel indoklas nélkiil elfogadtak, hogy a kozos valaszok egyben
helyesek is.

A megbesz€lés soran indokoltuk ezt az allitast.

Ha a 4 ko6z6s valasz koziil valamelyik rossz lenne, akkor az 1. és 3. kérdésre mind-
kett6jiiknek helyesen kellett volna valaszolni, az pedig nem lehet, mert nem ugyanazt
valaszoltak.

Ez alapjan lathato, hogy Csilla az 5. és 6. kérdésre biztosan jol, a 2. és 4. kérdésre
biztosan rosszul valaszolt.

Ezek utan tudjuk, hogy Anna is és Bori is az 1. és 3. kérdés koziil az egyikre helye-
sen, a masikra rosszul valaszolt.

Valasszuk szét az eseteket!

1. eset: Anna az 1. kérdésre jol, a 3.-ra rosszul valaszolt, az 1.-re a j6 vélasz: H, a 3.-
rais H.

2. eset: Anna az 1. kérdésre rosszul, a 3.-ra jol vélaszolt, az 1.-re a j6 valasz: I, a 3.-ra
is L.

A két eset szétvalasztasat csak a hallgatok harmada tette meg.

Az 1. és a 3. kérdés lehetséges helyes valaszait tekintve, mindkét esetben ezek koziil
Csilla pontosan egy kérdésre valaszolt helyesen, igy Csilldnak 6sszesen 3 helyes va-
lasza lett.

A hallgatok 65%-a helyes valaszt adott a kérdésre.

A tipikus hiba a ,,4 helyes valasz” volt, ugyanis nem vették észre, hogy Csillanak az
1. és a 3. valasza egyszerre nem lehet helyes. Aki a két lehetOséget szétvalasztotta,
utana helyesen vélaszolt. A hallgatoknak csupan 20%-a irta le részletesen, szoveggel
a megoldas Iépéseit, az 6 negyediik végiil téves valaszt adott, mert a szoveget nem
kovette a tablazatban a megoldas soran.

Ertékelés:

A hallgatok nem forditanak kelld figyelmet az indoklasra és a rendszerezésre. A tab-
lazatban a karikazas jelolését a megoldas leirasanak tekintik, ami szdmukra helyette-
siti a szoveges indoklast. A tablazat és a megoldas Iépéseinek leirasa egyarant segi-
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tette az esetek szétvalasztasat és rendszeres feldolgozasat. Fokozott figyelmet kell
forditani a szoveges indoklasok leirasara!

5. feladat: Kovessiik a szabalyt!

Andras, Botond, Csaba, Dénes és Erik egy munkahelyen dolgoznak. Az elsé napon
csak Andras és Csaba dolgozott. Ezutan sorban a kovetkezo szabaly szerint dolgoz-
nak:

Andras akkor és csak akkor dolgozik, ha Botond dolgozott, de Csaba nem dolgozott
az elozd napon.

Botond akkor és csak akkor dolgozik, ha Csaba dolgozott, de Dénes nem dolgozott az
el6zo napon.

Csaba akkor és csak akkor dolgozik, ha Dénes dolgozott, de Erik nem dolgozott az
el6z6 napon.

Dénes akkor és csak akkor dolgozik, ha Erik dolgozott, de Andrds nem dolgozott az
el6z6 napon.

Erik akkor és csak akkor dolgozik, ha Andras dolgozott, de Botond nem dolgozott az
el6zo6 napon.

Ki dolgozott a 10. a 100. a 383. napon?

Cél:

* A szOvegértés, a hosszi szovegbdl az informacidk kigylijtésének gyakorlasa.

+ A szabalyossag felismerése és alkalmazasa.

* Periodikus sorozat adott sorszamu tagjainak megéllapitdsa maradékok, végzo-
dés alapjan.

Megoldas:

Ertsiik meg a problémat!
A dolgozok két feltétellel dogoznak egy nap, ezeket kell végignézni, és megtudjuk,
hogy melyik napon ki dolgozott.

Irjuk ki a feltételeket roviditésekkel!

A dolgozik: elétte B dolgozott és Cs nem dolgozott.

B d.: Csd. és D nd.

Csd.:Dd. és E nd.

Dd.: Ed. és And.

Ed.:Ad és Bnd

A feltételeket hasonld formaban a hallgatok kozel 60%-a kiirta.

Irjuk fel, naponként, ki dolgozott!
Napok 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. | 11.

Dolgozok | A B A E D Cs B A E D | GCs
Cs E D Cs B D B

Vegyiink észre szabalyossagot, indokoljuk!
Mivel a 6. napon ugyanazok dolgoztak, mint az 1. napon, ¢és az egyes napokon dol-
goz6 embereket az el6zd napon dolgozokbdl lehet meghatarozni, ezutan a nevek 5
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naponta ismétlddnek, igy akar a napok sorszamanak végzdodése, akar az 5-0s mara-
dékuk alapjan szamolhatunk.

Valaszoljunk!
A 10. és a 100. napon is Botond és Dénes, a 383. napon Andrés és Dénes dolgozott.

A hallgatok 94%-a megértette a feltételeket, és helyesen felirta a fenti tablazatot va-
lamilyen forméban, kiilonb6zd hossziisagban, és 6k mindannyian helyesen vélaszol-
tak a kérdésekre

(a hallgatok 17%-anak elég volt 6 nap felirasa ehhez.).

Aki helyesen valaszolt, nyilvan felismerte, hogy a dolgoz6 parok 5 naponta ismét-
16dnek, hiszen a nagyobb szamoknal nem lehetett végigirni a napokat.

Senki sem irta oda azonban, az ismétlédés indoklasat!

17% egyaltalan nem emlitette az ismétlodést.

12% az ismétlédés emlitése utan helyesen valaszolt.

24% azt is odairta, hogy 5-0sével ismétlddnek.

12% leirta, hogy a napok sorszdmanak végzddései ismétlddése alapjan adta meg a
valaszt.

29% a napok sorszdmanak 5-6s maradékaval szamolt.

Senki sem emlitette, hogy a dolgozok meghatarozasat sehol sem korlatozta az, hogy
ki nem dolgozott az el6z6 napon, ugyanezt kaptuk volna, ha csak a dolgozdk szere-
pelnek a szovegben. Tehat nem értékelték a megoldast a valasz utan.

Ertékelés:

* Hianyos a szdveges indoklas, a 1épések leirasa, €s a visszatekintés.
A feltételek rendszeres feldolgozasa sikeres volt.

6. feladat: Ellenorzési stratégiak

Lujza dartsot jatszik. Hat l6vése éri a celtablat. Az egyes részek pontértéke az 1.5.
abran lathato. A kovetkezo pontok koziil melyik lehet a lovesei eredménye: 4; 17; 28;
29; 31; 56?7

1

3

5

7
1.5. dbra
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Cél:
* Az ellendrzési stratégidk gyakorlasa: nagysagrendi becslés, paritas.

* Gyakoroljak, hogy az indoklashoz mikor elég egy példa, mikor kell ismert té-
nyekre, 0sszefiiggésekre hivatkozni.

Megoldas:

Nézziik végig a pontokat!

4 pont nem lehet, mert tul kicsi, Lujza 6 16vésbdl legalabb 6 pontot szerzett.

Ezt a hallgatok 94%-a helyesen meghatarozta, aki nem valaszolt, valosziniileg elfe-
ledkezett rdla.

56 pont nem lehet, mert a legjobb 16vés 9 pont, igy Lujza legfeljebb 6-9 = 54 pontot
szerezhet.

Minden hallgat6 helyesen vélaszolt, hogy ,,az 56 til nagy”, viszont altaldban csak
annyi indoklast irtak szoveg nélkiil, hogy 6-9 = 54.

A 28 lehetett, példaul: 5-543=28.

Mindenki azt valaszolta, hogy a 28 lehet, és a hallgatok 86%-a mutatott példat is erre.
Pératlan szdmu pontot nem érhetett el, mert paros sok paratlan szdm Osszege paros.
Mindossze a hallgatok 7%-a valaszolt rosszul ezekre a részekre, mert figyelmen kiviil
hagytak, hogy pontosan 6 16vés volt, 5 és 7 1ovéssel értek el paratlan szamu pontot.
Helyes szoveges indoklast irt a hallgatok 65%-a. Jol valaszolt, de egyaltalan nem in-
dokolt 21%. Probalgatassal helyes eredményre jutott, és csak sejtésként fogalmazta
meg a helyes indoklast 7%.

Ertékelés:

A kiilonb6z6 ellendrzési stratégiakat jol felismerték és alkalmaztak a hallgatok.
A paritas indoklasat tobbségben jol leirtak, tobben, mint a korabbi feladatok indokla-
sat. Ebbdl azt latjuk, hogy a tobbség, ha nem tud miiveletsort, tdblazatot, stb. irni,
akkor hajlandé szoveges indoklasra, kiilonben elégnek gondolja a miiveleteket, tab-
lazatokat.

1.2.3. Rejtvények

Cél:

A kreativitds fejlesztése: matematikainak latsz6 problémdaknak lehet nem matemati-
kai alapu megoldésa.

1. rejtvény: Olvassuk el a szoveget!

Az almafan almakat lattam. Nem vettem le almdkat a farol és nem hagytam almdkat
a fan. Hany alma volt a fan?

Megoldas:

A megoldas kulcsa a tobbes szam jele. Nem vettem le almdkat, ha csak egyet vettem
le, és nem hagytam almékat a fan, ha csak egyet hagytam ott. gy 2 alma volt a fan,
1-et levettem, 1-et otthagytam.

Segitségképpen elmondtam a hallgatoknak, hogy nyelvtani jellegzetességet figyelje-
nek, és hangstlyozéssal is segitettem, ezutan rajottek a triikkre.
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2. rejtvény: Keressiink szabalyt!

Folytassuk a szamjegyek sorozatat: 1; 3; 6, 7; 2; ...

Megoldas:

A szamjegyeket abécésorrendben irtuk le.

A megoldast neheziti, hogy sokan helyteleniil a ,,hat”-ot a ,,harom” elé rakjak az abé-
cé sorrendben. A hallgatok mindenaron matematikai szabalyt kerestek, de barmivel
probalkoztak, nem volt érvényes a sorozat minden tagjara. A rejtvény tanulsdgos volt
a szabalykeresés szempontjabol. Természetesen mondhatjuk azt, hogy az a szabaly,
hogy igy irjuk. Megéllapodtunk abban, hogy szeretnénk olyan Osszefliggést, amely
alapjan a sorozat kovetkezd tagja mindig magyarazhatd. Matematikailag vizsgal-
hat6 olyan fiiggvény létezése, amelynek értékkészlete a szamjegyek halmaza, és

f)=1f(2)=3; f(3)=6; /(4)=T7; f(5)=2, de ez meghaladja a tanito szakos

hallgatok matematikai tudésat.

Ertékelés:

Tanulsagos, hogy matematika 6ran nehezen Iépiink ki a targy kereteibdl. Ezt a flexi-
bilitast gyakorolni kell!

1.3. Osszegzés

+ A targyi tevékenység nagyban segitette a probléma megértését és megoldasat.
Senki nem volt, aki ne tudott volna elindulni valamelyik problémanal, mert el-
kezdtek kisérletezni. Igy egyre tobb tényt, osszefiiggést fedeztek fel a problé-
maval kapcsolatban. Az igy gazdagodo6 problématérben tobb reprezentaciot fe-
deztek fel, otleteket talaltak a megoldashoz.

* A hallgatdkat problémamegoldas kozben segitette a 1épések kérdés formajaban
vald megfogalmazéasa. A pillanatnyi tanacstalansagot kezdetben a 1épésekre
utald kérdésekkel, késébb mar csak a kérdésekre vald utalasokkal fel lehetett
oldani. A ,,Hol tartunk?” és ,,Mi a célunk?” kérdések segitették a hallgatokat,
hogy értékeljék a helyzetet, és rovidebb 1d0 alatt dontsenek a folytatasrol, vagy
mas ut keresésérol.

* A hallgatok szivesen talaltak ki 0j kérdéseket, a pontos megfogalmazéasban ele-
inte tobbet kellett segiteni, késObb mar kevesebbet. A hallgatokat érdekelte az
altaluk megfogalmazott probléma megoldésa, bar tal hosszl ideig nem lehetett
ezt folytatni.

* A hallgatok hasznosnak talaltak a problémamegoldasi tapasztalatok 6sszefogla-
lasat a megoldas befejezéseként.

* A nehézségek alapjan a tovabbiakban kiemelten kell foglalkoznunk a kovetke-
zokkel:

Osztondzni kell, hogy a hallgatok a mintafeladatok sordan bemutatott kérdéseket 6nél-
16 munkdjuk soran is tegyék fel maguknak. A megoldasok szoveges leirasat fejlesz-
teni kell, ez segiti az indoklasok megfogalmazasat is. Kiilon figyelmet kell forditani a
képi és szimbolikus reprezentaciok kozotti atmenetekre. A valtozatos reprezentaciok
alkotasat rejtvényekkel is fejleszteni kell.
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2. Kisérletezés, példak és ellenpéldak

2.1. Célkitiizés

A felmérés tanulsdga szerint a tanitd szakos hallgatok rendszerint probalgatassal
kezdik a feladatok megoldéasat. A probalgatas lehet véletlenszerli és céltudatos, terv-
szerli. A probalgatas soran sejtéseket fogalmazunk meg. A sejtések igazsagat bizo-
nyitassal vagy ellenpélddval donthetjiik el. Ezek alapjan céljaink a kdvetkezok:
* Fejlessziik a kezdetben véletlenszerti probalgatast.
» Keressiink rendszert a példakban, majd kezdjiink tervszerlien, céltudatosan
példakat keresni.
+ A rendszerezett példak alapjan fogalmazzunk meg sejtéseket, amelyeket ellen-
Orizziink Gjabb példakkal.
* Mutassuk be a bizonyitasok sziikségességét.
» Szerezziink tapasztalatot arrél, hogy mikor elég egy ellenpélda az allitas igazo-
laséra, és mikor van sziikség kovetkeztetésre.

2.2. Megvalositas

A hallgatok kaptak egy feladatsort, amelynek felépitése, és feldolgozasa az el6z6 fel-
adatsorhoz hasonl6. Az elsé konnyebb, a masodik nehezebb mintapélda, amelyeket
hazi feladatok kovetnek, a sort rejtvény zarja. A feladatok kivalasztasanal iigyeltiink
arra, hogy a matematika tobb teriiletérdl keriiljenek elé problémak.

2.2.1. Kozosen megoldott problémak

1. feladat: Minek a halmaza?

A 48 darabos logikai készlettel jatsszunk (kicsi/nagy, lyukas/teli, kor/négyzet/harom-
szog, piros/sarga/zold/kék). Eloszor megadtunk két halmazt, amelyeknek a kozos re-
sze nem tires, és beraktunk néhany elemet a megfelelo halmazrészekbe folyamatosan
indokolva, és megnevezve a halmazrészeket. Ezutan megforditottuk a feladatot, és ja-
tekot formaltunk belole két jatékos szamara. Az 1. jatékos kitalal két halmazt, de nem
mondja meg, melyik az az egy tulajdonsag, amelyik az A és melyik az, amelyik a B
halmazt meghatdrozza. Ezeket kell a 2. jatékosnak kitalalni. Eldszor az 1. jatékos be-
rak 3 elemet a megfelelo halmazrészbe, majd a 2. jatékos valaszthat, hogy melyik
elemet helyezze el az 1. jatékos. Ha a 2. jatékos sejti a halmazokat meghatarozo tu-
lajdonsagokat, akkor o teheti be az dltala valasztott elemet a helyesnek gondolt hal-
mazrészbe, az 1. jatékos pedig megmondja, hogy ez valoban jo-e. Ezt addig folytat-
jak, amig a 2. jatékos megbizonyosodik arrol, hogy mi a helyes cimkéje a halmazok-
nak.

Cél:

+ A logikai készlettel kapcsolatos feladatokban legtobbszor a tulajdonsagok alap-
jan szoktak elemeket meghatarozni. A kérdés megforditasa, amikor elemek
alapjan kell tulajdonsdgokat meghatarozni, nehézséget jelent, amit ebben a fel-
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adatban fokoztunk azzal, hogy egyszerre két tulajdonsagot kellett kitalalni. Ezt
kivanjuk gyakoroltatni a hallgatokkal. Segitség szdmukra a halmazok Venn-
diagrammal val6 a reprezentacidja.

* Figyeljiik meg, hogyan folyik a példakeresés. Mi alapjan kér elemet a 2. jaté-
kos, hogyan prébalja ki, hogy a sejtése helyes-e, és mikor gondolja bizonyitott-
nak a sejtését.

» Mutassuk be egy mintan, hogyan tehetjiik tervszertivé a példakeresést. Gyako-
roljuk a tervszerli probalgatast.

Megoldas:

El6szor az 1. jatékos szerepét a tanar, a 2. jatékos szerepét a hallgatok kozosen jat-
szottak.
Tablazatba irjuk a kért elemeket, azok helyét, a sejtést, ami az elem valasztasat indo-

crer

Sor- .. .
zém Elem Helye Sejtés Stratégia
1. | Nagy, piros, teli A\ B
haromszog
2. | Kicsi, sarga, lyukas, B\ A
négyzet
3. | Nagy, sarga, lyukas, ANB
haromszog
4. | Nagy, kék, teli, A\ B 1.-h6z hasonlo
haromszog
5. | Nagy, zdld, teli, A\B 1.-h6z hasonlo
haromszog
6. | Kicsi, zold, teli kor AURB Keresés: kicsi
7. | Kicsi, z06ld, teli négyzet AU B | A-nés B-nkiviil | Beleillovel
kicsik vannak igazolas
8. | Kicsi, piros, teli, négyzet AuUB | A-nés B-nkiviil | Beleillovel
kicsik vannak igazolas
9. | Kicsi, sarga, lyukas, kor B\ A | A-nés B-nkiviill | Eltérovel
kicsik vannak igazolas
10. | Kicsi, piros, teli, kor AUB | A-nés B-nkiviil | Beleillovel

kicsi, telik vannak | igazolés

11. | Nagy, sarga, lyukas, kor B\ A | Anagy, Bsarga | Beleillovel

igazolas
12. | Nagy, piros, teli négyzet AUB Keresés:
nagy és teli
13. | Nagy, piros, teli, kor AU B | Nagy és teli is Beleillovel
kiviil van. igazolas
14. | Kicsi, piros, teli A\ B | A haromszog Beleillovel
haromszog igazolas

63



15. | Kicsi, kék, teli, A\ B | A hidromszog Beleill6vel
haromszog B sarga igazolas
16. | Nagy, sarga, lyukas, B\ A4 | A haromszog Eltérével
négyzet B sarga igazolas
17. | Kicsi, sarga, lyukas, AN B | A haromszog Beleill6vel
haromszog B sarga igazolas
18. | Kicsi, piros, lyukas, AN B | B nem biztos, Eltérovel
haromszog hogy sarga, lehet | igazolés
lyukas is.
19. | Kicsi, piros, lyukas, B\ A4 | A haromszog Eltérével igazo-
négyzet B lyukas las
20. | Kicsi, z61d, lyukas, kor B\ A4 | A haromszog Beleillovel iga-
B lyukas zolas

A példak keresésére jellemz6 volt, hogy olyan elemet kérdeztek, amelyiknek sejtet-
ték a helyét (beleillével igazolas). Tobb olyan elemet kértek, amelynek sejtették a he-
lyét, kevesebbszer kértek olyat, ami a sejtésiiknek ellentmondott volna (eltérdvel iga-
zolas). Végignézve az 1. tdblazatot észrevették, hogy ezek az ellenpéldak hasznosab-
bak voltak a késébbiek soran.

Nagyon koran, mar a 10. elemnél jelentkeztek, hogy be tudjak rakni a megfeleld
helyre a kért elemet. A 11. elemet rossz helyre, A N B -be helyezték. Az elemek elhe-
lyezésébdl nem vontak le kovetkeztetéseket, a meglevokhoz vizualisan hasonld pél-
dakat kerestek.

A jaték célja modosult szamukra, elsddlegessé valt, hogy jo helyre rakjak a valasztott
elemet, a halmazokat meghatarozé tulajdonsagok kitalalasa hattérbe szorult.

A 17. utan mar biztosak voltak benne, hogy A a haromszogek, B a sargak halmaza,
csak egy hallgaté jelentkezett, hogy még szeretne kiprobalni egy piros és lyukas ele-
met, mert a B halmaz még lehet a lyukasak halmaza is. Nem véletlen, hogy a sarga és
a lyukas k6z0s tulajdonsdgok koziil csak a sargat vették észre sokan, a szin jobban
szembetlinik, mint a lyukassag. Ez utdn mar mindenki tudta, hogy mi a helyes cimké-
je a halmazoknak, mégis tovabb raktak elemeket, oriiltek, hogy tudjék a helyiiket.

Tényleg biztosak lehetiink benne, hogy A a haromszogek, és B a lyukasak halma-
za?

Nézziik meg, hogy a sorban felrakott elemekbdl mire lehetett kovetkeztetni!

A hallgatok javasoltak, hogy kévessiik, hogy az egyes lépésekben melyik cimket zar-
tuk ki. Irjuk fel sorban a halmazok jele mellé¢ az 6sszes lehetséges tulajdonsagot.
A tulajdonsagokat sorban zarjuk ki, ahogy az elemeket berakjuk a megfeleld halmaz-
részekbe, és mindegyik tulajdonsaghoz irjuk oda, hogy hanyadik elemmel zartuk ki.
Ezzel a jeloléssel a fenti probalgatas:

A kicsi | nagy | piros | sarga | zold | kék 1127; “ | teli | kor nigty hz:;glgn-
1. 11. 3. 1. l. 1. 1. 3. 1. 1.
ki- . . .. | lyu- . . négy | harom-
8| csi nagy | piros | sarga | zold | kék Kas teli | kor ot sz0g
3. 1. 1. 18. 2. 2. 1. 2. 3. 1.
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A 2. tablazatbol lathatjuk, hogy mar az elsé harom elem elhelyezése utan lehet tudni,
hogy A vagy a nagyok vagy a haromszogek halmaza, B pedig vagy a sargak, vagy a
lyukasak halmaza.

Innentdl a 11. elemig semmi 0j informacidt nem szereztiink. A 11. elem utdn mar
biztosan tudhatjuk, hogy az A halmaz a hdromszogek halmaza. A tovabbi elemek j6
elhelyezése okozta azt a tévedést, hogy B a sarga elemek halmaza. A B cimkéjét a
18. elem tette egyértelmiivé.

Mindenki meglepddott, mennyi felesleges probalkozas volt, végiil 5 elem helye
meghatarozta a két halmaz cimkéjét.

Vajon ki lehetett volna otnél kevesebb kérdéssel is taldalni a két tulajdonsdgot?

Az els6 harom kérdés utan mar csak két-két tulajdonsag maradt:

A: nagy vagy hdromszog, és B: sarga vagy lyukas. Ha ekkor mindkét halmaznal az
egyik tulajdonsagnak megfeleld, a masiktol eltérd elemet kérdeziink, akkor meg tud-
juk mondani mindkét halmaz cimkéjét. Példadul a nagy, sarga, teli négyzet elem
mindkét halmazon kiviilre keriil, igy A nem a nagyok, hanem a haromszogek, B pe-
dig nem a sargak, hanem a lyukasak halmaza. Tehat négy kérdésbdl is kitalalhattuk
volna a két halmaz cimkéjét.

Probaljuk minél kevesebb kérdésbol kitalalni a cimkéket!
Ezutan a hallgatok parban kezdték jatszani a jatékot, torekedve a lehetd legkevesebb
kérdésszamra.

Egy ilyen jaték a kovetkezo:
A kérdésekre kapott valaszok alapjan azonnal megallapitjuk, hogy mely lehetdsége-
ket lehet kizarni, a kovetkeztetéseket a 4. tablazatba irjuk. A 3. tablazat utols6 oszlo-

crer

Sor- Elem Helye Kovetkezo kérdés stratégiaja
szam

1. | Nagy, kék, lyukas, négyzet YTeY: ;Jéiib négy tulajdonsagot kérde-

Mindkét elemnél a megmaradt
2. | Kicsi, piros, teli haromszog A\ B tulajdonsagok kb. fele teljestil-
jon, fele ne.

Tudjuk, hogy B zdld, A vagy ki-
csi vagy piros. A kovetkezd
elemre a kicsi és piros koziil
egyik teljestiljon, masik ne.

3. | Nagy, z6ld, teli haromszog B\ 4

4. | Nagy, piros, lyukas, kor AUB
A| Kkicsi | nagy | piros | sarga | zold | kék | lyukas | teli | kor | négy- | Harom-
zet sz0g
1. 4. 2. 2. 1. 1. 3. | 2. 1. 3.
B | kicsi | nagy | piros | sarga | zold | kék | lyukas | teli | kor | négy- | Harom-
zet sz0g
2 1 2 3 1. 1 2.1 3 1 2
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Most is sikeriilt 4 kérdésbdl megallapitani a halmazok cimkéjét. A 3. tablazat utolso
oszlopa a tervszertli probalgatast mutatja.

Foglaljuk ossze a tapasztalatokat!
— A Venn-diagrammal val6 abrazolés segitett a halmazokat meghataroz6 tu-
lajdonsagok kitalalasaban.
— A sejtések megalkotasahoz tobb példa sziikséges.
— Ha mar van sejtésiink, ellenpéldat keressiink.
— Tervszerlien probalgassunk.

Ertékelés:

* A hallgatokat a jaték megértésében segitette, hogy a Venn-diagramba kellett
berakni az elemeket. Amikor csak egy halmazt meghatarozé egy tulajdonsagot
kellett kitalalni halmazabra nélkiil, nagyobb nehézségeik voltak a feladat meg-
értésével. Az elemek latvadnya azonban elvonta a figyelmet a kdvetkeztetésrol,
¢s vizualis azonossagot keresve adtak meg a kovetkezd kérdést.

* Nem vizsgaltak meg az Osszes lehetdséget, elég sok példa utan a szembetiindbb
tulajdonsagra gondoltak (a sarga jobban szembetlinik, mint a lyukas).

+ A jaték elemzése soran megtapasztaltak, hogy nem csak a sejtésbe ill6, hanem
attol eltérd példat, azaz a sejtésiikre ellenpéldat érdemes keresni a sejtés ellen-
Orzésére.

* A kovetkeztetések bemutatdsa utdn a hallgatok maguk is tudtak tervszeriien
példakat, ellenpéldékat keresni, és ezzel csokkenteni a kérdésszamot.

1. feladat: Cukorfalo

Cukorfalonak 15 cukorkas iivege van, amelyekben rendre 1; 2; 3, ... ; 14; 15 darab
cukorka van. Egy lépésben Cukorfalo tetszoleges szamu iiveget kivalaszt, és mind-
egyikbol elvesz ugyanannyi cukorkat. Ki tudja-e iiriteni 6tnél kevesebb lépésben az
osszes tiveget?

Cél:

Ez a nevezetes probléma rengeteg lehetdséget kinal példak, ellenpéldak alapjan sejté-
sek megfogalmazasara és cafolatara.
* Gyakoroljuk a ,,Dolgozzunk kisebb szamokkal!” stratégiat.
» Keressiink tobbféle megoldasi modszert.
* Gyakoroljuk a probléma folytatasat uj kérdések megfogalmazésaval.
* Az 1j problémaknal vizsgaljuk a moddszereket példakkal, ellenpéldakkal. A
moddszerek vizsgalata fokozott nehézséget jelent a korabbi feladathoz képest,
ahol egy tulajdonsagot kellett ellendrizni.

Megoldas:

Kisérletezziink, értsiik meg a problémat!
A probléma elolvasasa utdn a kovetkezd kérdések mertiltek fel a szoveg pontositasa
érdekében:

— Egy Iépésben sziikséges-e, hogy legyen olyan pohar, amelyik teljesen kitiriil?

— A kivalasztott cukorka szamot el kell-e venni az 6sszes poharbol, amibdl lehet?
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Mindkét kérdésre ,,nem” a valasz, viszont késobb érdekes lehet visszatérni ezekre a
kérdésekre, és olyan problémakat megfogalmazni, amelyekben ezek a vélaszok elté-
roek.

Ezekbdl a kérdésekbdl eljutottunk oda, hogy egy lépésben két dologrol kell donte-
niink: hany cukorkat vesziink el, és mely poharakbol.

15 poharral és cukorkédkkal lejatszottuk a feladatot. El6szor 15, majd 8, késobb 6,
majd 5 Iépéssel sikertilt kiliriteni a poharakat. Mivel a poharakban levd cukrok szdma
nehezen atlathato, és egy-egy probalkozas utdn hosszu iddbe telt visszadllitani az
eredeti allapotot, a probalgatast kevesebb poharral folytattuk.

Dolgozzunk kisebb szamokkal!

Csokkentsiik a poharak szamat.

Mi az a jellegzetessége a feladatnak, amit a kevesebb pohar esetén is meg kell tarta-
nunk? Sorba rakva a poharakat 1-tdl egyesével noveljiik a poharakban levé cukorkak
szdmat. Elkezdjiik 3 pohdarral, melyekben rendre 1; 2; 3 cukorka van.

2 1épéssel ki tudjuk {iriteni a 3 poharat, ha el0szor a 2. és 3. poharbol vesziink el 2-2
cukorkat, ekkor 1; 0; 1-et kapunk, amit 1 1épésben kitirithetiink.

4 pohér: Végig probalva az dsszes lehetdséget lathatjuk, hogy 4 pohar esetén 3 1€pés
elég, ennél kevesebb 1€pés viszont nem elég.

5 pohér: Ha eldszor 3 cukorkét vesziink el mindenhonnan, ahonnan lehet, akkor 1; 2;
0; 1; 2 —t kapunk, amit 2 1épésben kitirithetiink, igy 3 1épés most is elegendo.

Noveljiik fokozatosan a poharak szamdt, és vezessiik vissza az egyszeriibb esetre!
6-7 pohar: Eszrevesszilk, hogy ha 4 cukorkat vesziink el onnan, ahonnan lehet, akkor
legfeljebb 3 marad egy poharban, ezeket 2 1épésben ki lehet iiriteni, igy Osszesen 3
1épés elegendod.

Kozben észrevehetjiik azt is, hogy érdemes a kiilonb6z6 szamu cukorkakat tartalma-
z06 poharakat vizsgalni: ha két pohar ugyanannyi cukrot tartalmaz, azokat egynek ve-
hetjiik, az iires poharakkal pedig nem foglalkozunk.

8 pohar: Az elébbiek alapjan 8 pohar esetén mar eggyel tobb 1épésre van sziikség,
ugyanis akarmit vesziink el az els6 1épésben, marad olyan pohar, amelyben legalabb
4 cukorka van, ezért a maradékot 3 lépésben tudjuk elvenni, igy Gsszesen 4 1€pés
sziikséges.

Oldjuk meg az eredeti problémat!

Ezt az eljarast folytatva lathato, hogy 15 pohar esetén eredményre jutunk, ha az els6
Iépésben tigy vesziink el cukrokat, hogy ne maradjon olyan pohar, amelyben 7-nél
tobb cukorka van. Ezt elérhetjiik, ha az els6 1épésben 8 cukorkat vesziink el az 6sszes
poharbol, ahonnan lehet. Ezutdn a 7 poharat mar 3 1épésben ki lehet iiriteni, tehat a
15 poharat 4 1épésben ki lehet iiriteni, sorban 8 —4 —2 — 1 cukorkat elvéve.
Erdekesség, hogy ebben a megoldasban minden alkalommal volt olyan pohér, ame-
lyik kiiiriilt, és a kivalasztott cukorkaszamot mindig az 0sszes lehetséges poharbol
elvettiik.

Vizsgaljuk meg a megoldast!

Felmeriil a kérdés, hogy a 1épések sorrendje valtozhat-e.

Az els6é gondolat az volt, hogy 1 cukorkat csak utoljara vehetiink el, mert ha el6bb
vesziink el 1-et, mint 2-t a 2-es poharbdl, akkor még egyszer el kell venni 1-et.
Ugyanigy a 4-nél sem vehetjiik hamarabb az 1-et, mert akkor a 4-es poharbdl 3-as
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lesz, (vagy ha mar 2 is volt a 4 el6tt, akkor 1-es), igy Gjra el kell venni 1-et. Ugyan-
igy nem keriilhet a 8 el¢, mert akkor az 1 elvételével a 8-as pohdrbol 7-es, 5-0s, 3-as
vagy l-es lesz, mindenképpen tovabbi Iépéseket igényelve. Ezt folytatva az volt a
sejtés, hogy csak a 8 —4 — 2 — 1 sorrend a célravezeto.

Kozben felmeriilt, hogy mivel nem kell minden lehetséges poharbol kivenni a valasz-
tott szdmu cukorkat, mas sorrendben is el lehet venni ugyanennyi cukorkat, és min-
den pohar kitiriil. Példaul, vegyiink el eldszor 1 cukorkat minden paratlan cukorsza-
mu poharbol (1; 3, 5; 7; 9; 11; 13; 15), igy minden pohéarban paros szamu cukor ma-
rad (2; 4; 6; 8; 10; 12; 14). Aztan 2 cukorkat minden olyan poharbol, amelyben a
cukrok szama nem oszthat6 4-gyel (2; 6; 10; 14), igy minden pohéarban 4-gyel oszt-
hato szamu cukor marad (4; 8; 12). A kovetkezd 1€pésben 4-et vesziink el minden
poharbdl, amelyben a cukrok szama nem oszthat6 8-cal (4; 12), igy csak egy pohar
marad 8 cukorral, amibdl ezt elvéve minden pohar kitiriil. Hasonl6an lathatd, hogy
tetszéleges sorrendben elvehetiink 1; 2; 4; 8 cukorkat a megfeleld poharakbol.

A megoldas soran kaptunk egy modszert, amellyel 4 1épésben ki lehet iiriteni a poha-
rakat, ami azt jelenti, hogy 4 1€pés elegendd. Az a kérdés, hogy 4 1épés sziikséges-e.
Tobbféle otlettel indulhatunk.

1. Mivel végignéztiik a lehetoségeket, és lattuk, hogy 4 pohérhoz 3 1épés sziiksé-
ges, a legnagyobb poharszam, amihez 2 1épés elég, a 3. A legnagyobb pohar-
szam, amibdl 1 1épéssel elérhetjiik, hogy 3 pohar maradjon, a 7, igy 8 pohar
esetén mar 4 1€pés sziikséges.

2. Hasonl6an haladhatunk azzal az Gtlettel, hogy melyik az a 1épés, amelyet min-
denképpen meg kell tenni. 1 cukorkat mindenképpen el kell venni. Ha a 2-es
poharbol elvesziink 1-et, akkor még egyszer el kell venni 1-et, ha nem, akkor
2-t kell elvenni, ez mar 2 Iépés. A 4-es pohar kiliritéséhez mar feltétlen kell egy
harmadik [épés, mert 1+2<4. Ez lehet egy masodik 2-es 1épés, vagy egy 4-es
1épés. Ezzel a 3 1épéssel legfeljebb 1+2+4 cukrot vehetiink el egy poharbdl, igy
a 8-as pohar kiiiritéséhez feltétlen kell egy negyedik 1épés.

3. A 1épések sorrendjének, és a sziikséges 1épésszamnak a vizsgalatakor észreve-
hetjiik, hogy az optimalis 1épések soran egy poharat kiiiritettiink, az ezen kivii-
li, kiilonb6z6 szamu cukorkat tartalmazd poharak szdma pedig felez6dott. Lat-
hatjuk, hogy egy 1épésben nem lehet kettdnél tobb poharat dsszeolvasztani (ha-
rom kiilonb6zd szam esetén nem vehetiink el ugyanannyit egy vagy két szam-
bol tigy, hogy harom egyforma szamot kapjunk). Ebbdl kovetkezik, hogy a 15
poharat 1 1épésben legfeljebb 7-re lehet csokkenteni, a 7-et 3-ra, a 3-at 1-re, és
az utolso 1épésben az 1-et 0-ra. Tehat 15 pohér esetén sziikséges a 4 1épés. Ez a
»felezéses” eljaras altalanosabb a kordbbiaknal.

4. Nézhetjiik a poharak kitiritését abbol a szempontbol is, hogy mitdl iiril ki egy
pohar. Példaul a 11-es pohar kiiiriilt, mert kivettiink beldle 8+2+1 cukorkat.
Ezzel a megkozelitéssel a feladat az, hogy keressiink szamokat, lehetdleg a
legkevesebbet, amelyek koziil megfeleld szamokat kivalasztva és dsszeadva 1-
tél 15-ig minden természetes szam eldall. Ezzel konnyen latszik, hogy 3 1épés
nem elég a 15 pohar kiiiritéséhez, hiszen 3 szammal legfeljebb 2° = 8-féle dsz-
szeg (lehet egytagu is) allhat eld, mert mind a harom szamra igaz, hogy vagy
valasztjuk az Osszeg tagjanak, vagy nem, ez mindharom szdm esetén 2 lehetd-
ség, Osszesen 8 lehetdség, amiben benne van a 0 dsszeg is, amikor egyik sza-
mot sem valasztjuk. Masrészt az az oGtlet, hogy a kivalasztott szamokat vagy
valasztjuk az Osszeg tagjanak vagy nem, elvezet a 2-es szamrendszerhez: a ki-
valasztott szamok a 2-es szamrendszer helyi értékeinek felelnek meg.
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Ez a meggondolds mar altalanosithaté n poharra, amelyekben rendrel;2;...;n cukor-
ka van. Ha n a 2-es szdmrendszerben k jegyt, akkor k 1épés sziikséges és elegendd az
n pohar kitiritéséhez. A 1épések: 2K 2k2. 221, Az n szam 2-es szamrendszerbeli
felirasa alapjan lathato, hogy k& 1épés elegendo, ezzel a k szammal 6sszegként minden
szam eloéall n-ig. Sziikséges is k 1€pés, mert k —1 1épésben k —1szdmmal legfeljebb
21 — féle 6sszeg allithato elé a 0-val egyiitt, anélkiil a lehetséges Osszegek szama
2 1<,

Keressiink mas megoldasi modszert!
A fenti, optimalis eredményt adé6 modszert mas cukorszdmok esetére is szeretnénk
alkalmazni, ezért a modszernek kiilonféle sajatossagait kiemelve probaltunk altalanos
modszereket megfogalmazni, amelyek miikodését késébb kiilonbozé példakon vizs-
galtuk. Harom fontos észrevétel mertilt fel, mindegyikhez alkottunk modszert:
1. minden Iépésben 2 hatvanyokat vettiink el (bindris modszer);
2. minden lépésben a lehetd legkevesebb kiilonb6zo szamu cukorkat tartalmazéd po-
har maradt (legkevesebb pohar maradjon médszer);
3. minden 1épésben a lehetd legtobb cukorkat vettiik el (legtobb cukorka modszer).

1. Bindris mddszer: A 2-es szamrendszeren alapulé algoritmus altalanosan:

minden Iépésben vegylink el 2" darab cukorkat ahonnan csak lehet, ahol k a lehetd
legnagyobb természetes szam. Ez a modszer fogalmazhato gy is, hogy az egyes po-
harakban levé cukorkak szamat felirjuk 2-es szamrendszerben, igy lathato, hogy a 2
hatvanyokat sorban elvéve a poharakbol (ahonnan csak lehet), minden cukorkaszdm
helyi értékenként elfogy.

2. Legkevesebb pohar maradjon médszer: Minden 1épésben csokkentsiik a
lehetd legkevesebbre a poharak szamat (az azonos szamu cukorkat tartalmazé poha-
rakat 0sszevonjuk)! Ez az algoritmus a kordbbi ,.felezéses” eljarason alapul egy 1¢-
pésben kettdnél tobb poharat nem lehet eggyé olvasztani, de probaljuk a lehetd leg-
tobb ilyen Osszeolvaszthatd part 1étrehozni.

Példaul az (1; 2; 3) allasbol egy pohar kiiiritésével elérhetd allapotok:
(1;2;3)1—(2;3) (1;2;3)1—(1:3) (1;2;3)1—(1;2)

(1,2;3)2—(1;3) (1,2;3)2—(1)

(1:2:3)3—(1;2)

Lathato, hogy ha 2 cukorkat vesziink el mindenhonnan, akkor a két 1-es pohar dssze-
olvaszthato, igy végiil 2 poharat iiritettiink ki. Ezutan mar csak 1 1épés kell, hogy
minden pohdr iires legyen, az dsszes tobbi esetén 2 1épés, ami a modszer hatékonysa-
gat mutatja. Ezt a modszert a hallgatok szemléletesen is megfogalmaztak: az a cél,
hogy a poharak lehetd leghosszabb szakaszat huzhassuk le kevesebb cukorkat tartal-
maz6 pohar-szakaszra.

3. Legtobb cukorka moédszer: Vegyiik el egy 1épésben a lehetd legtobb cu-
korkat! Nézziik meg, 15 pohar esetén, melyekben 1-15-ig vannak a cukorkak, mi lesz
az elsd 1épés, azaz hany cukorkdt vegylink el — természetesen az 0sszes poharbol,
amelyikbol lehet — hogy Osszesen a lehetd legtobb cukorkat vegylik el. Ha & darab

cukorkat (1 <k <15) akarunk elvenni, akkor ezt legfeljebb 15— (k — 1) poharbdl te-

hetjiik meg, igy egy lépésben k(16 — k) darab cukorkéat lehet elvenni. Ennek a ma-

ximumat keressiik 1<k <15-re. Ezt megkaphatjuk vagy a mésodfoku fiiggvény
sz¢élséértékeként, vagy a szamtani-mértani kozép kozti egyenlOtlenség alapjan:
k=16 —k, amibdl k = 8. Tehat az elsd 1épésben akkor vessziik el a legtobb cukor-
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kat, ha a lehetd legtobb poharbol 8 cukrot vesziink el. Ehhez hasonloan lathat6, hogy
paratlan szamu pohdr esetén a kozépso kiiiritésével kell kezdeni, azonban paros sza-
mu pohar esetén, pl. 16 poharnal ugyanannyi cukorkét vesziink el, akar 8-at veszlink
el 9 poharbdl, akar 9-et 8 poharbdl, viszont a kétféle 1épés utan kapott poharak
ugyanazok lesznek. Ha 8-at veszek el, akkor a poharak masodik felében, ha 9-et, ak-
kor az els6 felében marad meg a 8-as pohar az dsszes nala kisebbel egyfitt.

Az eredeti poharakra, amelyekben 1-15 voltak a cukorkék, mindegyik algoritmus
ugyanazokat a 1épéseket adja.

MegbeszEltiik, hogy a szakaszok lefele csusztatdsa mindegyik mddszernél megjele-
nik, csak masképp valasztjuk a szakaszokat €s az eltolds hosszat.

Moddositsuk az adatokat, és fogalmazzunk meg uj problémdkat!

1. probléma: Eredetileg a poharakban levé cukorkdk szama szamtani sorozatot al-
kotott, melynek elso tagja 1, differenciaja is 1. Mi a helyzet, ha 1 helyett az els6 tag
és a differencia is c?

Konnyen lathatd, hogy erre az esetre minden korabbi meggondolas ugyanugy alkal-
mazhatd, egyediil az 1) modszert kell mdédositani Ggy, hogy a megfeleld kettd hatva-
nyok helyett minden Iépésben azok c-szeresét kell elvenni.

2. probléma: A poharakban levé cukorkdk szama szdmtani sorozatot alkot, amely-
nek elso6 tagja a =1, differencidja d =1.

Példaként az a, =3 ésa b, =100, d =1 eseteket vizsgaljuk.

A Iépéseket ugy jeldljiik, hogy az egy 1épésben szerepld poharakat vastagon szedjiik,
az also index pedig az egy poharbodl elvett cukorkak szamat jelzi.

2 pohar: (3;4) és (100;101) poharakat 2 Iépésben lehet kiiiriteni, végignézve a lehe-
toségeket, ez lathato.

3 pohar: (3; 4; 5) és (100;101;102) poharakat 3 1épésben lehet kiiiriteni, végignézve a
lehetdségeket ez lathato.

4 pohér:
(3;455;6)
1. A binaris médszerrel:
(3:4;5;6)4—(1;2;3), —(1); —() 3 1épés.
2. A legkevesebb pohar maradjon médszerrel:
(3:4:5,6),—(3;4); —(1); —() 3 1épés.
3. A legtobb cukorka modszerrel:
(3:4;5;6);—(1;2;3),—(1);—() 3 1épés.
(Ugyanezt kapjuk, ha az els6 1épésben 4 cukorkat vesziink el 3 poharbdl.)

(100;101;102;103)
1. A binaris modszerrel:
(100;101;102;103)54—(36;37;38;39)3, —(4:5;6;7)s —(1;2;3),— (1);—() 5 1épés.
2. A legkevesebb pohar maradjon modszerrel:
(100;101;102;103),—(100;101) ;00 —(1); —() 3 1épés.
3. A legtobb cukorka médszerrel:
(100;101;102;103)100—(1;2;3),—(1);1—() 3 1épés.
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Ha a poharak szaméhoz képest a cukorkdk szama nagy, az elsé 2-hatvany kitevdje
magas, ¢s igy az eléforduld 2 hatvanyok szama is nagy, a bindris modszer nagyobb
1épésszamot ad a tobbinél.

Tehat talaltunk olyan példat, amelyre a binaris modszer nem optimalis.

5 pohar:
(3;4;5:657)
1. A binaris modszerrel:
(3:4:5;6;7)4—(1;2;3), —(1)1 —() 3 1épés.
2. A legkevesebb pohar maradjon mddszerrel:
(3:4:5:6,7),—(3:4;5); —>(1;,2)1 —(1): 4 lépés.
Ha az elsd 1épésben 4-et vesziink el az dsszes lehetséges poharbol, akkor szintén 3
pohar marad, de ezek az (1;2;3), amiket viszont 2 1épésben ki lehet iiriteni, igy Ossze-
sen most is elegendd 3 1épés. Ez alapjan pontosithatjuk a legkevesebb pohar algo-
ritmust: ha azonos szamu pohdarra vezet két 1épés, akkor ezek koziil valasszuk azt,
amelynél a poharakban levé maximalis cukorkaszam a legkisebb. (Ha ez is azonos,
akkor a kovetkez6 legnagyobb alapjan valasztunk, mindig a kisebbet, sit.)
3. A legtobb cukorka modszerrel: (3;4:5;6;7)s—(1;2;3),—(1)1—() 3 1épés.

(100;101;102;103;104)

1. A binaris médszerrel:
(100;101;102;103;104)5—(2;3;4:5;6)4s —(1;2;3), —(1) —() 4 1épés.

2. A legkevesebb pohar maradjon médszerrel:
(100;101;102;103;104),—(100;101;102) ;00 —(1;2); —(1)1—() 4 1épés.
Ez megfelel a pontositott legkevesebb pohdr modszernek.

3. A legtobb cukorka médszerrel:
(100;101;102;103;104),00—(1;2;3;4)s—(1;2);—(1) —() 4 1épés.

Eszrevettilk, hogy ezek a modszerek minden 1épésben olyan elrendezést adtak,
amelyben egymas utani cukorszamok szerepelnek. Ez teljesiil, ha mindig egymas
utani poharakbdl vesziink el cukorkakat.

A binaris modszer esetén ez csak akkor teljesiil, ha a nagyobb hatvanytol a kisebb fe-
1¢ haladva vessziik el sorban a 2 hatvanyokat minden pohéarbdl, ahonnan csak lehet.
Ha valtoztatunk a sorrenden, ami egyébkeént attél még ugyanannyi lépést ad, ha meg-
felelden valasztjuk a poharakat, akkor kozben eléfordulhat, hogy a cukorkaszamok
nem alkotnak szamtani sorozatot. Viszont a hatvanyok sorrendjének rogzitésével ez
elérhetd.

A ,legtobb cukorka” modszernél teljesiil, hogy egymas utani poharakbdl vessziik el a
lehetd legtobb cukorkat, ha nem igy lenne, a kimaradd pohdrbol névelhetd lenne az
elvett cukorkdk szama.

Az eddigiek alapjan azt lehet sejteni, hogy a ,legkevesebb pohar maradjon” moéd-
szernél is egymas utani poharakbol kell elvenni, hiszen ugy csokken a poharak szama
legjobban, ha egy szakasznyi (valahdny egymas utani) poharat ,,ratolunk” egy korab-
bi szakaszra.

Ezutan azt kezdtiik vizsgalni, hogyan valtozik a mddszerek hatékonysaga, ha a szam-
tani sorozat differencidja nem 1.

3. probléma: A poharakban levé cukorkdk szama szdmtani sorozatot alkot, amely-
nek els6 tagja a = 1, differencidja d, ahol d =1¢és d =a.
Probaljuk kiaz a =3, d = 2 esetet!
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3 pohér:

(355:7)
1. A binaris modszerrel: (3;5;7)s—(1;3),—(1)1—(), 3 1épés.
2. A legkevesebb pohar maradjon médszerrel: (3;5;7)s—(1;3),—(1)1—(), 3 1épés.
3. A legtdbb cukorka médszerrel: (3;5;7)s—(2;3),—(1)1—(), 3 1épés.

4 pohér:
(355,7;9)
1. A binaris modszerrel:
(3;5;7;9)s—(1;3;5;7)4—(1;3),—(1)1—(), 4 1épés.
Lathatjuk, hogy az els6 1épésben nem valtozott a poharak szama. Ez a 1épés
nem is sziikséges, ahogy a kdvetkezd modszernél latszik:
2. A legkevesebb pohar maradjon médszerrel:
(3:5;7;9)4—(3;5),—(3):—(), 3 1épés.
3. A legtobb cukorka modszerrel:
(3:5;7;9)s—(2;3;4)3—(1;2)1—(1), 4 1épés.

Talaltunk egy példat, amelyre a ,,legtobb cukorka” modszer nem adja a legkevesebb
Iépésszamot, igy ez sem lehet altalanosan optimalis modszer.

A példabdl az is latszik, hogy 2-es differenciaju szamtani sorozatbdl indultunk, és a
1épések sordn ez a tulajdonsag elromlott. Ez nem is meglepd, hiszen a szakaszok le-
fele csusztatasa sordan a ,,binaris” és a ,,legtobb cukorka” moddszer esetén a korabbi
szdmok kozé csuszhat a szakasz, igy nem is ad optimadlis 1épésszamot.

A ,legkevesebb pohar maradjon” mddszernél korabban is meglevé szamokra, esetleg
azok elé csusztatjuk a szakaszt, igy a 1épések soran tovabbra is d differencidju szdm-
tani sorozatokat kapunk.

Ezek alapjan az a sejtésiink, hogy a ,,legkevesebb pohar maradjon” modszer szamtani
sorozat esetén az optimalis 1épésszamot adja.

4. probléma: Folytassuk vizsgalédasainkat 3 pohar esetére, amelyekben a cukorkak
szama kiilonb6z0, és mar nem alkot szamtani sorozatot.
Nyilvén nincs olyan cukorkaszam, amelyre 1 1épés elég lenne a 3 pohdr kitiritésére,
hiszen akkor a 3 poharban ugyanannyi cukornak kellene lenni.
Koréabban taldltunk olyan cukorkaszam-harmast, amelyre 2, €s olyat, amelyre 3 1€pés
kellett a poharak kitiritéséhez: (1;2;3) esetén 2 Iépés elég volt, (3;4;5) esetén kellett 3
1€pés.
Vajon van-e olyan szamharmas, amely nem alkot szamtani sorozatot, mégis elegendd
2 1épés a poharak kiiiritéséhez, és melyek azok a szamharmasok, amelyekhez min-
denképpen kell a 3 1épés.
A hallgaték megtalaltdk a (2;3;5) szamharmast, amelyhez 2 1épés elegendd. Ennek
folytatasaként kiprobaltak a (3;4;6) szdmharmast, amihez kellett 3 1épés, viszont ra-
jottek, hogy a (3;4;7)-hez megint elég 2 1€pés.
Természetes, hogy a ,,legkevesebb pohar” modszer miikddik ezeknél a példaknal.
Talaltunk olyan szdmharmast, példaul: (10;11;21), amelyre a bindris és a ,,legtobb
cukorka” modszer is ennél tobb 1épést ad:

1. Binaris modszer:

(10;11;21)16—(5;10;11)3—(2;3;5)4—(1:2;3),—(1)1—() S 1épés.
2. Legkevesebb pohar maradjon mddszer: (10;11;21);;—(10);0—() 2 1épés.
3. Legtobb cukorka modszer: (10;11;21),0—(1;2),—(1);—() 3 1épés.
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Néhany hasonld szamhdrmas kiprobaldsa utan a 2 1épéses példaknak megtalaltuk a
ko6zos (a;b;a + b) alakjat. A magyardzat ezutan kézenfekvd volt: a [épések soran el-

vett szamok a és b, az ezekbdl alkothaté osszegek: a; b és a +b (2° —1darab, mert
mindegyik szdmot vagy valasztom, vagy nem az 0sszeg tagjanak, és a 0 dsszeg nem
szerepelhet.).

Ezutan célszeriinek tiint a kisérletezést nem konkrét szamokkal, hanem a fenti gon-
dolat alapjan betlikkel folytatni, amelyekkel a példak szerkezete jobban lathato.

Folytassuk 4 poharral:

Elészor a sz€1s6 helyzeteket kerestiik meg.

Nyilvanvaloan 4 1€pés mindig elég, hiszen egyenként kilirithetjiik a poharakat. Van-e
olyan szamnégyes, amelyhez sziikséges is 4 1épés. Az elsd oOtlet a binaris modszer
alapjan sziiletett: (1;2;4;8). Aztan a hallgatok rajottek, hogy jo az (1;10;100;1000)
szdmnégyes, hasonldan az (1;3;9;27), és barmelyik 1-nél nagyobb természetes szam
kiilonboz6 hatvanyai. Ezt a hallgatok példaul az (1;10;100;1000) esetén tigy magya-
raztak, hogy 1-et mindenképpen el kell venni, ugyanigy 10-et (vagy 9-et, ha eldtte 1-
et elvettiink beldle), majd 100-at (vagy 99-et, 90-et, 89-et), végiil 1000-et (vagy 999-
et, 990-et, stb.).

S6t arra is rajottek, hogy ez tetszdleges poharszamnal igy van. Megallapitottuk, hogy
n pohdr esetén mindig tudunk gy rakni cukorkékat a poharakba, hogy n 1épés sziik-
séges legyen. Felmeriilt azonban az a probléma, hogy mivel a hatvanyok nagyon
gyorsan nének, ez a gyakorlatban elég hamar kivitelezhetetlenné valik, ezért érdekes
ujabb ,,rossz” példakat keresni. Ki is szamoltuk, hogy 15 pohar esetén a 2 hatva-
nyokkal §sszesen

2" —1=132767 darab cukorka kellene, 30 pohdr esetén pedig
2 —1=1073741823, azaz egymilliardnal is tobb cukorka kellene.

4 pohar esetén egy lépés biztosan nem elég, de vajon van-e olyan szamnégyes,
amelyhez 2 1épés elegendd?

A szdmharmasoknal megtalalt modszert alkalmazzuk: 2 1épésben 2-féle szamot vehe-
tiink el, ezekbdl 2° —1 = 3-féle dsszeg alkothatd, igy nem lehet 4 poharat 2 1épésben
kitiriteni.

Melyek azok a szamnégyesek, amelyekhez 3 1épés elegendd?

A szdmhéarmasokhoz hasonléan irjuk fel betiikkel az egyes 1épésekben elvett cukor-
szdmokat: a; b és c. Az ezekbdl alkothatd 6sszegek: a; b; ¢; a+b; a+c; b+c és
a+b+c.

7 6sszeget kaptunk, ugyanis mindegyik szam vagy szerepel az 0sszegben, vagy nem,
a 0 8sszeg nem lehet, igy a lehetséges Osszegek szama: 2° —1=17.

Viélaszthato a, b és c gy, hogy ez a 7 szam kiilonb6z6 legyen. Lehetnek példaul egy
természetes szam kiillonbozoé hatvanyai: 1; 2; 4, igy az 0sszegek: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7,
vagy 3 hatvanyokra: 1; 3; 4; 9; 10; 12; 13.

Ebbdl a 7 szambol 4-et valasztva olyan szamnégyest kaptunk, amelyre a poharak ki-
uritéséhez 3 1épés sziikséges és elegendo.

7
Adott a; b; ¢ szamok esetén igy [4) =35 -féle 3 Iépéses szamnégyest alkothatunk.
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Nézziik meg a modszerek miikodését néhany ilyen esetben!
Példaul az (15 4; 9; 12) szamnégyesre:
1. Binaris modszer: (1;4;9; 12)s—(1;4)s—(1)—() 3 1épés
2. Legkevesebb pohar maradjon mddszer: (1; 4; 9; 12)s—(1;4)s—(1)—() 3 1épés
3. Legtdbb cukorka modszer: (1; 4; 9; 12)9—(1;3;4)3—(1)—() 3 1épés
Mindegyik modszer az optimalis, 3 1épést adja, viszont érdekes, hogy csak a ,,legtobb
cukorka” modszernél vettiink el annyi cukorkat, amennyi elére meg volt adva: 1; 3; 9
cukorkat.

Kiprobaltuk mésik szamnégyesre: (3;12;30;36) ekkor (az adott 3; 9; 27 szdmoknal
lehetséges dsszegek még: 12; 30; 36; 39)
1. Binaris modszer:
(3;12;30;36)30—(3:4;12;30)16—(3;4;12;14)5—(3;4;6)4—(2;3),—(1)—()
6 1épés
2. Legkevesebb pohar maradjon modszer:
(3;12;30;36)30—(3;6;12)6—(3;6):—(3);—() 4 l1épés
3. Legtobb cukorka modszer:
(3;12;30;36)30—(3;6;12)6—(3;6);—(3);—() 4 1épés

Egy optimalis 1épéssor: (3;12;30;36),7—(3;9;12)9—(3);—() 3 1épés. Ebben az eset-
ben egyik modszer sem adta az optimalis [épésszamot.

Lathatd, hogy az els6 1épésben a ,,legkevesebb pohar” modszer a pontositas miatt va-
lasztotta a (3;6;12) harmast a kedvezdébb (3;9;12) helyett, mert ott a 12 utdni szam ki-
sebb volt. [gy most talaltunk egy olyan példat, amelyre a ,,legkevesebb pohar” mod-
szer fenti modon pontositott valtozata nem adott optimalis 1épésszamot.

Keressiink tovabb olyan példékat, amelyekre a ,,legkevesebb pohar” modszer nem
optimalis. Olyan példat kerestiink, ami minden kétséget kizaréan bemutatja, hogy a
»legkevesebb pohar mradjon” mddszer semmilyen pontositassal nem optimalis.

5 pohar esetén az el6z6h6z hasonldan lathatd, hogy 2 1épés nem lehet elég. 3 1épés
viszont lehet elég, ugyanis az a; b; c; a+b; a+c; b+c; a+ b+ c szamokbdl va-
lasztott 5 szamra ez teljesiil, ha 1épésenként rendre a-t, b-t, c-t vesziink el a megfeleld
poharakbdl. Most is alkothatunk olyan szdmotost, amihez 5 1€pés sziikséges.

Most mar tudatosan kerestiink példat, megfogalmaztuk a célt:
Olyan szamhatost kerestiink, amely a ,legkevesebb pohar maradjon” moddszer
,,10ssz” szamnégyesre vezet, amelyet csak 4 1épésben tudunk kiiiriteni. Viszont elso
1épésben juthatunk olyan ,,j0” szamo6tdshdz, amely aztan 3 1épésben kilirithetd.
A 4 1épéses szamnégyesben az a; b; c; d szdmok szerepelnek.
Az igy adott négy szambdl kell alkotni 6 Gsszeget tigy, hogy

— legyen olyan szam, amit elvéve 4 pohar marad, de a; b; c; d koziil egyik sem

esik ki;

— d-t elvéve 5 pohar marad.
El6szor az (a; b; c; d; ¢c+d ; b+ c+d) szamhatossal probalkoztunk. Ezt ¢ + d el-
vételével lehet olyan szamnégyesre csokkenteni, amelyben a; b; c¢; d mindegyike
megmarad. Viszont d-vel csokkentve szintén szamnégyest kapunk, ami viszont mar 3
1épésben kiiirithetd.
Ezutan kicseréltik c-t a+c-re: (a;b; a+c;d; c+d; b+c+d)

74



A ,legkevesebb pohar maradjon” médszerrel: (a; b; a + ¢ ; d; c+d; b+c+d)...—(a; b;
a—+ c; d), amit csak 4 1épésben lehet kitiriteni.

Optimalis 1épéssor: (a; b; a+c; d; c+d; b+c+d);—(a; b; ¢; a+c; b+ c), ami vi-
szont 3 1épésben kilirithetd.

Viszont a ,,legkevesebb pohar maradjon” modszer d —a elvételével adhat olyan né-
gyest, ami 3 Iépésben kilirithetd: (a; b; a+c; d; ctd; b+ctd),,—(a; b; a+c;
a+b+c)

Ujabb probalkozasok utan megtalaltuk az (a; b; ¢; d; a+c+d; b+ c+d ) szamha-
tost, amely — az Osszes lehetséges kiilonbséget végignézve — csak ¢ +d elvételével
csOkkentheto 4 kiilonb6zo cukorkaszamu pohdrra:

(a; b; c; d; atetd; b+c+d)...—(a; b; c; d), ami viszont alkalmas a; b; c; d esetén csak
4 1épésben iiritheto ki.

crer

elvételével Osszesen 4 1épésben kilirithetok.

Erre a sémara még gyartottunk szampéldakat is, amelyekre kiprobaltuk a tobbi maod-
szert is.

Pedagdgusi szempontbol ez is érdekes volt, hogy a hallgatok lattak, hogyan lehet egy
altalanos sémara a tanuldknak alkalmas példakat létrehozni. Réadasul, ha az els6
négy 2 hatvanybol indultunk, akkor a binaris modszer az optimalis 1épésszamot adta,
mas hatvanyok esetén azonban nem.

Tehat talaltunk példat, amelyre a ,,legkevesebb pohir” médszer sem ad optima-
lis 1épésszamot.

Foglaljuk ossze a tapasztalatokat!
— Kisebb szamokkal kisérletezziink.
— A tapasztalatokat magyardzzuk, indokoljuk.
— Keressiink tobbféle megoldasi modszert.
— A modszereket tobb példa alapjan talaltuk meg.
— Keressiink ellenpéldakat.
— Keressiink jellemz6 tulajdonsagot (szamtani sorozat), a tulajdonsag alap-
jéan altalanositsunk.
— A probléma megoldasanal a folyamat érdekesebb volt, mint az eredmény.

Ertékelés:

+ A hallgatok gyakoroltak a problémamegoldas 1épéseit, az 6sztonzd, ellendrzd
kérdéseket. Fokozatosan nétt a 1épések indoklasanak igénye.

» Tapasztaltak a kisérletezés és az induktiv gondolkodas Iépéseit. A tervszeriien
valasztott példakbol sejtéseket fogalmaztak meg, amelyekre ellenpéldakat talal-
tak.

 Tapasztalhattak, hogy néha csak hosszas keresgélés vezet eredményre, mikdz-
ben késobb hibasnak bizonyuld otletek is felmeriilnek. A sejtéseket, jonak tind
példakat ellendrizni kell, elvetni, ha hibasnak bizonyulnak, és 0j dtletet keresni.

* A hallgatok egy kezdetben egyszeriinek tlind probléma valtozatos folytatasait
tapasztalhattdk meg, amelyek nehéz problémakra vezettek.
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2.2.2. Onalléan megoldott problémak

3. feladat: Milyenek a szamok?
Milyen szamokat kapunk, ha kiszamoljuk a P(n) =n’ +n+41 kifejezés értékét

n=1;2;3; ... természetes szamokra? [69]

Cél:

* Sok eset kiprobalasabol fogalmazzunk meg sejtést.
+ A hallgatok tapasztaljak meg, hogy akérmilyen sok esetet probaltak ki, a kapott
sejtést bizonyitani kell.

Megoldas:

Ko6zosen megnéztiik az elsé harom szamot, és a hallgatok figyelmét felhivtuk arra,
hogy az elsé néhany szam prim, ugyanis a szamelméleti 6sszefliggések felfedezése
nehéz szdmukra.

P(0)=41; P(1)=43; P(2)=47; P(3)=53; P(4)=61; P(5)=T1; P(6)=83;
P(7)=97; P(8)=113; P(9)=131; P(10)=151; P(11)=173; P(12) =197; ...
Mindenki kiprébalta az elsé 6 szamot. A hallgaték 21%-a itt megallt, nem talalt sej-
tést.

A tobbiek 11-15-ig szamoltak ki a kifejezés értékét.

A megoldok 7%-a tobb szambodl sem vett észre 0sszefliggést, 72%-uk felfedezte, és
megfogalmazta a sejtést, hogy a sorozatban az 1; 3; 7; 3; 1 végzodések ismétlddnek:
1;3;7;3;1;1;3;7;3;1; 1;3;7; ...

A hallgatok 36%-a elfogadta a végzddések ismétlddését a sorozat alapjan indoklas
nélkiil.

14%-uk odairta, hogy ez csak sejtés, de nem folytatta, nem tudta indokolni.

22%-uk az n végzodései alapjan indokolta, hogy tizesével ismétlddnek a végzodések,
ezért elég az elsé 10 végzddést megnézni.

A megoldas soran megbeszéltiik, hogy a végzddésekkel vald szdmolasnal a lehetsé-
ges végzddések szdma véges, ezeket a lehetdségeket végigprobalva az allitast bizo-
nyithatjuk.

A hallgatok 22%-a foglalkozott azzal, hogy a kapott szamok primek. Mindannyian
azt gondoltak, hogy minden n természetes szamra primek lesznek. Csak egy hallgato
irta, hogy ez csak sejtés, és 6 a megoldas sordn ra is jott a megoldasra.

A probléma érdekessége, amelyet L. Euler talalt, hogy aP(n) =n’ +n+41 kifeje-

z¢s n =39-ig minden természetes szamra primszamot ad. Azonban lathat6, hogy
n = 41 -re a kifejezés oszthatd 41-gyel, azaz nem lehet prim, a sejtés hidba volt igaz

40 szémra, végiil hamisnak bizonyult. (P(n) mar n = 40 esetén sem prim, oszthato
41-gyel.)

Ertékelés:

* A megoldésok értékelésébdl lathatd, hogy aki tobb esetet probalt ki, nagyobb
eséllyel talalt sejtést.

* Még mindig sokan elfogadtdk indoklas nélkiil igaznak a sok példa alapjan
megallapithatd sejtést. Mar fejlédés mutatkozott abban, hogy voltak, akik
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ugyan nem tudtak igazolni a sejtést, de tudtak, hogy ez csak sejtés, és ezt oda is
irtak.

* A hallgatok a végzddések alapjan konnyebben vesznek €szre Osszefiiggést, €s
néhanyan igazolni is tudjak.

» Tapasztalatot szereztek olyan problémarol, amelynél a véges sok lehetdség
tervszeri kiprobaldsa korrekt bizonyitas.

» Taléalkoztak olyan példaval, ahol nagyon sok, a sejtésnek megfeleld példa elle-
nére a sejtés hamis. Ez a bizonyitds fontossagara mutat ra.

Kiegészités:

A problémamegoldas 1€péseinek meghatarozasa alapvetéen Polya Gyorgy probléma-
megoldasi modelljén alapul, ezért torténeti érdekességként is megmutattuk a hallga-
toknak a Polya-féle sejtést. Ez a korabbi példaknal még er6sebben mutatja a bizonyi-
tas sziikségességét.

Polya-féle sejtés:

Tudjuk, hogy minden 1-nél nagyobb egész szdm a szamok sorrendjétdl eltekintve
egyértelmiien felirhaté primszdmok szorzataként. Ha ehhez pdros szdmu primet
hasznalunk, akkor azt mondjuk, hogy a szam paros tipust. Ha paratlan szamu primet
hasznalunk, akkor azt mondjuk, hogy a szam paratlan tipust. Allapodjunk meg ab-
ban, hogy az 1 paros tipust. igy 1-10-ig az egész szamok tipusat az alabbi tablazat
mutatja:

Paratlan 2 3 5 7 8
Paros 1 4 6 9 10

Ha sorban haladva 1-t6l n-ig a szamokkal mindig megszamoljuk, hogy 1-t6] n-ig
hany péros €s hany paratlan tipusu szdm volt, akkor azt latjuk, hogy 2-t6l kezdve pa-
ratlanbdl legalabb annyi van, mint parosbol. Képzeljiik ezt 16versenynek, ahol a Pa-
ros ¢s a Paratlan lovak versenyeznek. Szamonként haladunk, ha a szdm paros, akkor
Paros 10 1ép egyet, ha paratlan, akkor a Paratlan 16. Egyszerre indulnak, és 1; 2; 3; ...
szam utan megnézziik, hogy ki vezet.

Sza- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

mok

All4 Paros Don- | Parat- | Don- | Parat- | DOon- | Parat- | Parat- | Parat- Don-
as tetlen lan tetlen lan tetlen lan lan lan tetlen

Lathato, hogy az elsd szam kivételével, Paros nem vezet. 1919-ben Polya Gyorgy azt
sejtette, hogy ez minden természetes szamra igaz. A szamitasok azt mutattdk, hogy
egy millid szamra is igaz a sejtés. 1958-ban Brian Haselgrove bebizonyitotta, hogy
van olyan (ismeretlen) szdm, amikor Pératlan Paros mogé keriil. 1960-ban Robert
Lehman felfedezte, hogy a 906 180359 utan Paros vezet. 1980-ban Minoru Tanaka
bebizonyitotta, hogy Paros a 906 150 257 utan fog vezetni [87c].

4. feladat: Helyezziink el kartyakat!

Fektessiik le a lehet6 legtobb 2cm x 3 cm-es kartyat atfedés nélkiil egy 10 cm x 10 cm
-es tablara!

Mennyi a legtobb 4 cm x 6 cm-es kartya, amelyeket le lehet rakni?

Mennyi a legtobb 5 cm x 6 cm-es kartya, amelyeket le lehet rakni? [42]
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Cél:

A kartyak szamara a teriiletek alapjan mondhatunk felsé korlatot (sziikséges feltétel,
hogy a kartydk szama ennél nem nagyobb), azonban csak akkor fogadhatjuk ezt el
valasznak, ha az elhelyezést meg is mutatjuk. A masodik esetben az elhelyezés érde-
kes konstrukcio, amely példaul a szdmtani-mértani kézépre vonatkoz6 egyenlétlen-
ség szemléletes bizonyitasanal is alkalmazhatd. A harmadik esetben viszont a teriile-
tekbdl adddo kartyaszam nem megvalosithato. Ezekkel a probalgatas sziikségességét
mutatjuk meg.

Megoldas:

Nézziik meg a tabla teriilete hanyszorosa egy kartya teriiletének!

A 10 cm x 10 cm-es tabla teriilete 100 cm”. Egy kértya teriilete 6 cm”. % = 16%,

igy legfeljebb 16 kartya fér ra a tdblara. 16 kartya valoban elhelyezhetd. Egy ilyen el-
rendezést mutat a 2.1. 4bra:

2.1. abra

4 cm x 6 cm-es kartyak esetén: % = 4% , gy legfeljebb 4 kartya helyezhetd el. Egy

elhelyezést mutat a 2.2. dbra:

2.2. abra

5 cm x 6 cm-es kartydk esetén: % = 3%, igy legfeljebb 3 kartya helyezhetd el.

Azonban a tablara kettonél tobb kartyat nem lehet elhelyezni atfedés nélkiil. Két kar-
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tyat egymas mellé csak ugy rakhatunk atfedés nélkiil, ha az 5 cm-es oldaluk illeszke-
dik a tabla oldalara. Ekkor viszont a masik oldalon csak 4 cm marad szabadon, ahova
nem lehet rakni kértyat (2.3. 4bra).

Ertékelés:

Az elsO két kérdésre a teriiletek alapjan mindenki helyesen valaszolt, azonban a har-
madik kérdésnél a hallgatok 75%-a, aki csak a teriiletekkel gondolkodott, beleesett
abba a csapdaba, hogy bar kimarad a téglalapbol egy kartya szamara elegendd terii-
let, az a valdésagban mégsem helyezhetd el. A hallgatok nagy része tehat a sziikséges
feltételt elegenddnek is vette, nem érzékelte a kiilonbséget koztiikk. A helyes megol-
dok a megvalositasbol indultak ki, és nem a teriiletek alapjan dolgoztak, igy réjottek,
hogy a harmadik eset nem lehetséges, az els6 kettd pedig igen, viszont csak szoban
tették hozza, hogy az egyes esetekben miért nem lehet tobb kartyat elhelyezni. Nem
volt olyan hallgaté, aki a teriiletek alapjan indult volna, €s rajott volna a megvalositas
szlikségességére. Ez azt jelenti, hogy tobb ilyen tipusu probléma gyakorldsdra van
sziikség.

1.2.3. Rejtvény:

A 2.4. abran lathato E betii 10 egységnégyzetbol all. Vagjuk szét az E betiit egyenes
vagasokkal négy darabra ugy, hogy a darabokbol négyzetet lehessen sszerakni dtfe-
dés nélkiil!

2.4. abra
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Cél:

A vagésok keresése vaktdban elég nehéz. A tervszerli probalkozashoz hatarozzuk
meg a keletkezd négyzet oldalat, igy mar konnyebben megtalalhatjuk a megoldast.
Ezzel a tervszer(i probalgatas 1) modszerét mutathatjuk meg.

Megoldas:

Az E betli teriilete 10 terliletegység, igy a keletkezd négyzet teriilete is ennyi, oldala

V10, ami a Pitagorasz tétel szerint példaul egy olyan derékszdgl haromszog atfogo-
ja, amelynek befogdi 1 egység ¢és 3 egység. Az E betliben szerepld ilyen szakaszok-
kal probalkozva megkaphatjuk a 2.5. dbran lathat6 felbontést:

T~

2.5. abra

Az Osszeillesztéskor egymashoz illeszkedd oldalak egyenldsége a négyzetracs alap-
jén lathatd. A darabok illeszkedése a szogek alapjan is megfeleld. A kapott alakzat
valoban négyzet, minden oldala a 3x1-es téglalap atloja, és szogei 90°-osak.

Ertékelés:

A hallgatok nem dolgoztak tervszeriien, igy nehezen talaltak megoldast. Osszesen 2
hallgatonak sikeriilt megoldani a rejtvényt. A megoldast nehezitette, hogy az E betili
kivagasaval csak ugy lehet probalgatni, ha minden probéalkozashoz uj betlit vagunk.
Az illeszkedés igazolasaval senki sem foglalkozott.

2.3. Osszegzés

A hallgatok megismerték a tervszerli probalgatds modszerét, a célzott példakeresést,
¢s a példakbol kovetkeztetések levonasat, és egyszeriibb példakon alkalmazni is tud-
tak. Lathattak, hogyan lehet az egyszerli tevékenység is hasznos a problémamegoldas
szempontjabol. A példak és ellenpéldak keresése a kozos munka soran sikeres volt,
onalléan nehezebben ment. A példak alapjan sikeresen tudtak sejtéseket megfogal-
mazni. Egyszeriibb bizonyitdsokat néhdnyan el tudtak végezni 6nalldan is, de az al-
gebrai Osszefiiggések alkalmazasa mar csak nagyon kevés hallgatonak ment.
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3. Rajzoljunk!

3.1. Célkitiizés

A tanitds sordn elengedhetetlen a tananyag képi szemléltetése, ami sokszor nem ké-
zenfekvd, és nagy gyakorlatot, kreativitast igényel. A problémamegoldasi stratégidk
koziil a tanitd hallgatok szamara az egyik legfontosabb az abrarajzolas. Az &brarajzo-
vizualizacidjaval megalapozza azok felfedezését, és magyarazatat. A kiilonb6zo rep-
rezentaciok alkotasat, a koztiik levé atmenetek megtalalasat segiti a képi abrazolasok
gyakorlasa. Az 0j reprezentaciok fejlesztése egyre kdzelebb visz a megoldashoz.

» Célunk, hogy a hallgatok lassak egy-egy probléma tobbféle képi reprezentacio-
jat. Ez a valtozatossdg mutatja, hogy tobbféle 6tletbdl befejezhetd a megoldas,
tovabba segiti a megoldas szempontjabol alkalmas abrazolasok megtalalasat.

» Talalkozzanak halmazokkal kapcsolatos problémak Venn-diagrammal vald
szemléltetésével.

* Tudjanak grafokkal &brazolni kapcsolatokat, kiilonb6zd allapotok kozotti at-
meneteket.

* A megismert abrazolasi mddszert tudjak hasonld probléma megoldasara 1j
helyzetben alkalmazni.

» Figyeljék meg a probléma megfogalmazasat egy 1j reprezentacioban, €s a
megoldas visszaforditasat az eredeti kontextusba.

3.2. Megvalositas

A korabbi feladatsorokhoz hasonléan kozosen feldogozott feladatokkal kezdtiink,
amelyeket targyi tevékenységgel, jatékkal vezettiink be. A jatékokat a hallgatok kis
csoportban, parban jatszottdk, a folytatdsban kozosen dolgoztuk fel a problémakat.
Ezt hazi feladatok és rejtvények 6nalld6 megoldasa kovette. A hazi feladatokat nem
volt kotelez6 abrarajzolassal megoldani, bar felhivtuk a hallgatok figyelmét, hogy to-
rekedjenek a képi reprezentaciok alkalmazésara. A hazi feladatok megoldasait utolag
részletesen megbeszéltiik.

3.2.1. Kozosen megoldott problémak

1. feladat: A megoldas szemléltetése

Egy gazda egy kecskét, egy farkast és egy kosar kaposztat akar atvinni egy folyo bal
partjarol a jobb partra egy kis csonakkal. A gazda a csonakban mindig csak egyikii-
ket tudja magaval vinni. A farkast nem lehet egyediil hagyni a kecskével, a kecskét a
kaposztaval. Szerencsére a farkas nem veszélyes a kdposztara. Hogyan viheti at a
gazda a kecskeét, a farkast és a kaposztat is a folyo tulpartjara a csonakkal?

Cél:

* A hallgatok ismerjék meg ezt a nevezetes problémat, hiszen mar alsé tagozatos
gyerekeknek is érdekes lehet.
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* A probléma szerepldinek megszemélyesitésével lassanak példat arra, hogyan
lehet eljatszani egy matematikai problémat.

* A hallgaték lassék, hogyan lehet lejegyezni a 1€péseket, a megoldas kozbeni
helyzeteket. Egy hagyomanyos lejegyzési mod mellett ldssanak szokatlan
szemléltetési modot, melyben az allapotokat és a koztiik levé atmeneteket graf-
fal dbrazoljuk.

» Alkalmazzédk a grafos abrazoldst mas problémak esetén is.

» Tanuljdk meg a probléma megfogalmazasat az \j reprezentacidban, és a meg-
oldas visszahelyezését az eredeti szovegkornyezetbe.

Megoldas:

Jatsszuk el babokkal!

El6szor papirbol elkészitettiik a szereploket, a gazdat, a kecskét, a kaposztat, a far-
kast, a csonakot, sot a folyot is. Jaték kozben a hallgatok rajottek a megoldas kulesa-
ra, hogy kozben a kecskét vissza kell hozni az innensd partra.

A megoldas 1épései:

1. 1épés: A gazda vigye at a kecskét a tilso partra.

2. 1épés: J6jjon vissza, €s vigye at a farkast.

3. 1épés: Hagyja ott a farkast, és hozza vissza a kecskét.

4. 1épés: Rakja ki a csonakbol a kecskét, és vigye at a tilso partra a kaposztat.

5. 1épés: J6jjon vissza, és vigye at a kaposztat.

A megoldas egyik nehézsége, hogy hogyan lehet megfelelden lejegyezni, kovetni a
1épéseket.
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Ellenorizziik és jegyezziik le a megolddast!

Ahhoz, hogy jobban lathat6 legyen, hogy a megoldas soran egyik parton sem marad
feliigyelet nélkiil két dolog, amelyek egymadsra veszélyesek lennének, kovessiik, ki
van a bal és a jobb parton:

Bal part Csonak Jobb part
Kiindulas kecske, képoszta,

farkas
1.ut — kecske

kaposzta, farkas kecske, gazda
2.ut «—

lgjlz)gzzta, farkas, Kkecske
3.ut — farkas

kaposzta farkas, kecske, gazda
4. ut «— kecske

lgjsgeslzta, kecske, farkas
S.ut — kaposzta

kecske farkas, kaposzta, gazda
6. it —

kecske, gazda farkas, kdposzta
7.0t — kecske
cél 1f<aer(i(sall<se, kaposzta,

A tablazatbol lathato, hogy a farkas a kecskével, a kecske a kaposztaval csak a gazda
jelenlétében van egyiitt.

Vizsgaljuk meg a megoldast! Van-e masik megoldas?

A 1épésenkénti leirds azért is hasznos, mert latjuk, hogy a csonak valdban felvaltva
megy a bal partrol a jobb partra, és a jobb partrol a bal partra.

Azt is észrevették, hogy a 3. Ut sordn vihettiik volna a kdposztat is, vagyis a farkas és
a képoszta szerepe felcserélhetd, 0k egymasra nem veszélyesek, viszont egyikiik sem
maradhat kettesben a kecskével. Ebbdl lathato, hogy a kecske a kozponti figura, 6t
kell a tobbiek kozelébdl mindig eltavolitani, ez a megoldas kulcsa.

Alkalmazzunk jelolést!

Alkossuk meg ,,farkas-kecske-kaposzta teret”, amelyet 0 és 1 szamokbol allo (fie;a)
szdmhdarmasok alkotnak. f a farkast, e a kecskét, a a kaposztat jeloli, és mindegyik
akkor 0, ha a neki megfelel6 dolog a bal parton van, és 1, ha a jobb parton. Példaul a
(0;1;1) szdmharmas azt jelenti, hogy a farkas a bal parton, a kecske és a kaposzta a
jobb parton van. gy a feladat az, hogy a (0;0;0) allapotbol jussunk el az (1;1;1) alla-
potba.
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Abrizoljuk a szaimhdrmasokat!

0;1; 1) (1; 1; 1)

10 (1; 150
kecske
(©:0:) (1;0; 1)
A;oszta
(0;0;0) (1;0;,0)
farkas
3.1. abra

A 8 lehetséges szamharmast a koordinata-rendszernek megfelelden irjuk egy kocka
csucsaiba (3.1. abra).

Mivel a gazda mindig csak egy dolgot tud magéaval vinni a csénakban, ezért az élla-
potok kozott csak a kocka é€lein lehet haladni.

Keressiik meg a kocka élein a lehetséges datmeneteket!

Jeloljiik szilirkével azokat az éleket, amelyek nem lehetségesek, példaul a (0;0;0)-bol
az (1;0;0)-ba nem mehetiink kozvetleniil, mert akkor a kecske egyediil maradna a ka-
posztaval a bal parton. Feketével pedig a lehetséges atmeneteket jeldljiik. Az dbrarol
konnyen leolvashaté a megoldas.

Ertékeljiik a megolddst!

A modszer elénye, hogy jol latszik mind a két megoldas, €s az is, hogy nem lehet ke-
vesebb 1€pésbdl megoldani a problémat, amit e nélkiil nehezebb belatni.

A modszer hatranya, hogy mivel a gazda nem szerepel az dbran, az 6 helyét nehe-
zebb kovetni.

Felmeriilt a kérdés, hogy ha taldltunk egy nehéz, de hasznos dabrazoldsi modot,
van-e mds olyan probléma, ahol ez alkalmazhato?
Kitliztiik a kovetkez6 problémat:

2. feladat: Misszionariusok és kannibalok

Harom misszionarius és harom kannibal at akar kelni a folyo bal partjarol a jobb
partjiara egy csonakkal, amelyben egyszerre két ember fér el. Ha barmelyik oldalon
t6bbségbe keriilnek a kannibdlok, megeszik a veliik levé missziondriusokat. Atkelhet-
nek-e biztonsagban mind a hatan a folyon? Ha igen, akkor hogyan tegyék a legkeve-
sebb atkeléssel? (Ha a csonak valamelyik parton kikét, akkor mindenki kiszall, mie-
lott visszafordul.)
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Cél:

A megismert modszer alkalmazéasa uj probléma megoldasara.

Megoldas:

Ertsiik meg a problémdt! Alkalmazzuk a hasonlé probléma megolddsdt!

A hallgatdék mar igényelték a probléma lejatszasat, ezért eldvettek piros-kék koron-
gokat, és ezekkel lejatszottdk a problémat, meg is talaltak a megoldast. Az el6zd
probléma otlete, hogy kozben vissza is kell vinni embereket, segitett a megoldas kita-
lalasaban.

A megoldast lejegyeztiik beirva a két parton, és a csonakban levd embereket az
1. tablazathoz hasonld tadblazatba. Ehhez a tevékenység soran kitalalt modszert Gjra
fel kellett fedezni, mert a 1épéseket elsdre nem tudtak megjegyezni.

Hogyan alkalmazhatjuk a hasonlo probléma megolddsi modszerét?

Mi hasonlo, mi eltéro az elozo problémdahoz képest?

Most is allapotokat, és a koztiik levd atmeneteket szeretnénk dbrazolni.
Megallapitottuk, hogy az el6z6 példaban harom dolog szamat kellett kovetni a két
parton, most egyszeriibb a helyzet, mert csak két dolog, a misszionariusok ¢és a kan-
nibalok szamat kell kdvetniink, igy nem kell térben abrazolni a lehetdségeket, elég
sikbeli abrat alkotni.

Alkossuk meg az abrat!

Mivel a kétféle emberbdl 0; 1; 2; 3 lehet, vegyiink egy 4x4-es négyzetet. A négyzet-
be a bal parton lehetséges allapotokat jeldljiik be tigy, hogy vizszintesen a kanniba-
lok, fliggdlegesen a misszionariusok szamat adbrazoljuk (3.2. ébra). Ezek lesznek a
graf pontjai.

Ha a bal parton van az 0sszes misszionarius, vagy az 0sszes kannibal, akkor nincs
veszély, tehat az also és a felsé sor minden négyzete lehetséges allapot. Ezeken kiviil
csak az lehetséges, hogy mindkét oldalon ugyanannyi kannibal van, mint missziona-
rius,

Figyeljiink oda azokra az esetekre, amikor példaul a bal parton 2 misszionarius és 1
kannibal van, ami még lehetne, viszont ekkor a jobb parton 1 missziondrius és 2 kan-
nibal van, ami a misszionariusok végét jelenti. Itt hasznaltuk ki azt a feltételt, hogy a
csonakbol mindig kiszallnak az utasok.

A csonak 2 személyes, ez alapjan a lehetséges atmeneteket a bejeldlt lehetséges alla-
potok kozatti élek mutatjak:

o Tty

0 1 2 3 k
3.2. abra
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Fogalmazzuk meg a problémat az abrdra vonatkozoan!
A graf élein kell sétat keresniink (amely egy ponton tobbszor is atmehet), a (3;3)
pontbdl a (0;0) pontba.
Az eloz6 példatol eltéréen most fontos a csonak utja, ugyanis nincs egy fliggetlen
szerepld, aki a csonakot kezelné, mindig csak misszionarius vagy kannibal tudja at-
vinni a masik partra.
Figyeljiik meg a csonak utjat az dbran!
1. A bal partrdl a jobb partra valo atkelés az abran haromféle lehet: egy lefele 1¢-
pés, vagy egy balra 1épés, vagy egy ferdén, balra lefele 1épés.
2. A jobb partrdl a bal partra valo atkelés is haromféle lehet az abran: egy felfele
1épés, vagy egy jobbra 1épés, vagy egy ferdén, jobbra felfele 1épés.
Ennek a kétfajta 1épésnek felvaltva kell kdvetkezni, hiszen a csonak oda-vissza koz-
lekedik a két part kozott.

Oldjuk meg a problémat az abran!

Berajzoltuk a megfeleld sétat, majd koordinatakkal lejegyeztiik:
(3:3)=(1;3)=(2:3)=(0;3) = (1:3)=(1;1) = (2:2)—=(2;0) = (3:0)—(1;0) = (2:0)—(
00)

Az 1. fajta 1épést egyvonalas nyillal, a 2. fajtat kétvonalas nyillal jel6ljiik.

Keressiink tobb megoldadst!

Mas Iépéssort is talaltunk, ha eldszor balra lefele indultunk el:

(3:3)=(2:2) = (2:3)=(0:3) = (1;:3)=(1:1) = (2;2)—=(2;0) = (3;0)—=(1;0) = (2;0)—
(0;0)

Eszrevettiik, hogy csak az (1;3)—(1;1)= (2:2)—(2;0) 1épésekkel juthatunk a felsd
sorbol az also sorba, viszont a felsd sorban is kétfélekeppen érhetjiik el az (1;3) pon-
tot, és az als6 sorban is kétféleképpen haladhatunk a (2;0) pontbol a (0;0) pontba. Igy
Osszesen 4 megoldast kaptunk.

Lehetséges-e kevesebb lépéssel megoldani a problémat?

Mindegyik megoldas 11 1épéses, kevesebb 1épés nem elég. A felsé sorbdl csak az
(1;3) pontbol tudunk lemenni az alsé sorba, oda viszont kell 4 1épés a kezddpontbol,
mert nem tehetiink kétszer egymas utan 1. fajta 1épést. A felsd sorbdl az als6 sorba 3
1épés kell, az also sorban a fels6hoz hasonloan 4 1€pés kell, mire célba ériink.

Forditsuk vissza a megoldast az eredeti probléma szévegére, ellendrizziik!
Az els6 megoldas a koordinatakrol az eredeti szovegre forditva a kdvetkezo:
1. Iépés: 2 kannibal 4&tmegy a jobb partra, a bal parton 3 misszionarius és 1 kanni-
bal marad.
1épés: 1 kannibal visszaevez a bal partra.
1épés: 2 kannibal atmegy a jobb partra, a bal parton 3 misszionarius marad.
1épés: 1 kannibal visszaevez a bal partra.
1épés: 2 misszionarius atmegy a jobb partra, a bal parton 1 misszionarius és 1
kannibal marad, a jobb parton 2 misszionarius és 2 kannibal lesz.
1épés: 1 misszionarius és 1 kannibal visszaevez a bal partra. Marad az egyenlo-
ség mindkét oldalon.
7. 1épés: 2 misszionarius atmegy a bal partrol a jobb partra, a bal parton nem ma-
rad misszionarius, a jobb parton 3 missziondrius és 1 kannibal lesz.
8. 1épés: 1 kannibal visszaevez a bal partra.

N

o
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9. 1épés: 2 kannibal atmegy a bal partrdl a jobb partra.
10. 1épés: 1 kannibal visszaevez a bal partra.
11. 1épés: 2 kannibal atmegy a bal partrol a jobb partra.

Az adatok valtoztatasdaval alkossunk uj problémat!

Atkelhet-e 4 misszionarius és 4 kannibal egy 2 f6s csonak segitségével az el6z6 felté-
telek mellett a folyo bal partjarol a jobb partjara?

A korongokkal val6 probalkozasok nem vezettek eredményre.

Alkalmazzuk az eldz6 modszert, rajzoljuk meg az abrat!

"i././Y}

3.3. abra

A 3.3. abran lathato, hogy az el6z6 feltételeknek megfeleld séta nem létezik. Ugyanis
a (2;2) pontba csak lefele 1épéssel juthatunk, és onnan tovabb is csak lefele mehe-
tiink, marpedig két lefele 1épés nem lehet egymas utdn, igy nem lehet a felsd sorbol
az als6 sorba jutni.

Tehat a feladatban kivant atkelés nem lehetséges.

Ertékeljiik a megolddst!
Az 4brazolés nélkiil nehezebb lett volna bebizonyitani, hogy ez az atkelés nem valo-
sithatd meg, mert sok esetet kellett volna végignézni, igy viszont egyszeriien lathato.

Keressiink uj problémdkat!

A problémanak még tobb érdekes folytatasa lehetséges, példaul:

Hény f0s csonakkal kelhet at 4 misszionarius €s 4 kannibal a folyon, ha arra is vi-
gyazni kell, hogy a csénakban se keriiljenek folénybe a kannibalok?

Azonban a hallgatok mar nem voltak motivaltak a folytatdsban. Erdekelte 6ket vi-
szont masik alkalmazasi lehetdség, ezért erre mutattunk példat.

3. feladat: Ontogetés

Egy 5 dl-es csupor és egy 7 dl-es kancso segitségével mérjiink ki az egyikbe 3 dl vi-
zet, ha rendelkezésiinkre dll egy csap, ahonnan akdarmennyi vizet vehetiink, és ahova
kionthetjiik a vizet.

Cél:
A megismert mddszer alkalmazasa ) probléma megoldésara.
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Megoldas:

A probléma megvalosithatd konkrét ontogetéssel is. 4. osztalyos gyerekekkel ki is
probaltuk, és nagyon €lvezték, hogy a végén megmértiik a kapott vizmennyiséget, €s
ezzel ellendriztiik a munkdjukat. Mar a gyerekek kozott is volt olyan, aki inkabb le-
iilt, és papirral, ceruzaval dolgozva gondolkodott a probléman. A 1épéseket ezutan
felirtuk, és szamolassal is ellendriztiik.

A hallgatoknak célzottan a grafos dbrazolas alkalmazasara tliztiik ki a feladatot.
Fogalmazzuk meg a problémat a grafos abrazolas segitségével!

Mar kézenfekvo volt a hallgatok szamara, hogy rajzoljunk téglalapot, melynek két
oldalan a két edényben levd vizmennyiséget abrazoljuk, vizszintesen a kancso, flig-
gblegesen a csupor tartalmat.

Kezdetben mindkét edény {ires, ez a bal als6 sarok, a (0;0) pont. Innen indulunk, de
nehézséget okoz, hogy kezdetben nem tudjuk az dsszes lehetséges allapotot.

Nézziik meg, milyen ontogetések lehetségesek, és ezek mit jelentenek az abra szem-
pontjabol!

1. Teletolthetjiik a kancsot, ez azt jelenti, hogy vizszintesen balrdl jobbra végig-
megyiink a téglalap jobb sz¢léig.

2. Kiodnthetjiik a vizet a kancsobol: vizszintesen jobbrdl balra végigmegyiink a
téglalap bal szél¢éig.

3. Teletdlthetjiik a csuprot: fliggdlegesen felmegyliink a téglalap tetejéig.

4. Kionthetjiik a vizet a csuporbdl: fliggdlegesen lemegyiink a téglalap alsé szélé-
ig.

5. A kancsobdl teletoltjiik csuprot: ugyanannyival csokken a viz mennyisége a
kancsoban, amennyivel n6 a csuporban, igy ferdén felfele haladhatunk a tégla-
lap sz¢1€ig, ugyanannyit Iépve balra, mint felfele.

6. A csuporbdl teletdltjiik a kancsot: ferdén lefele haladhatunk a téglalap széléig,
ugyanannyit lépve jobbra, mint lefele.

fgy a megoldashoz a (0;0) pontbdl indulva fiiggdleges, vizszintes és ferde vonalak
sorozatat kell valasztanunk, amelyben a vonalak a téglalap szélén csatlakoznak egy-
mashoz, és olyan pontba vezetnek, amelynek egyik koordinatéja 3.

Egy utvonal a 3.4. abran lathato6:

csupor
5

0 1 2 3 4 5 6 7  kancso
3.4. abra
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Forditsuk vissza a megoldast az eredeti probléma sziovegére, ellendrizziik!
1. 1épés: toltsiik tele a csuprot a csapbol.
2. 1épés: ontsiik at a vizet a csuporbdl a kancsoba, igy abban 5 dl viz lesz.
3. Iépés: toltsiik tele a csuprot a csapbol.
4. Iépés: a csuporbol toltstik tele a kancsot, a kancsdéba még 2 dl viz fér, igy a
csuporban 3 dl viz marad.

Ertékeljiik a megolddst!

Megnézhetjiik, hogy melyik irdnyba érdemes elindulni, hogy a legkevesebb 1épéssel
megoldhassuk a problémat. Példaul a 3 dI elérhetd vizszintesen indulva is:
(0:0)=(7;0)—=(2;5)—=(2;0)=(0;2)=(7:2)—(4:5)—=(4;0)—(0:4)—(7:4)—(6;5)—
(6;0)—(1;5) —(1;0)—(0;1)—(7;1)—(3;5). Ez 16 1épés, ami kdzben rovidithettiink
volna, ha a bal fels6 sarokba 1éplink, és onnan az el6z6 megoldasnak megfeleléen
megyiink tovabb. Mindenképpen az elsére megadott megoldas all a legkevesebb 1é-
pésbol.

Ekozben lathatjuk, hogy 1dl-t, 2 dl-t, 4 dI-t és 6 dI-t is kimérhetiink.

Ertékelés:

* A hallgatok az elején nehézségekkel kiizdottek az abrazoldsi moddal, de a
tobbfajta alkalmazas, ismétlés utan megbaratkoztak vele.

+ Lathattak, hogy ezzel a matematikai hattérrel a megvalosithatosag ¢és a 1épés-
szamok vizsgalata egyszeriibbé valik.

* Fontos, hogy ugyanannak az abrazolasi médnak minél tobbféle alkalmazasi le-
hetdségét megmutassuk.

4. feladat: Nézziik az abrat mas nézopontbol!

Rakjunk le 9 babut a 3.5. dbran lathato csillag koreire! Mindegyik babut ugratva le-
het lerakni. Ez azt jelenti, hogy a babut egy iires korrol ugratjuk egy masik iires kor-
re ugy, hogy kozben atugrik egy koron, amelyik lehet iires, de dllhat mar rajta babu.
A harom kér, ahonnan indul, ahova érkezik, és amelyiken atugrik a babu, egy egye-
nesen kozvetleniil egymas utan helyezkednek el. Egy mar lerakott babut késobb nem
lehet mozgatni.

3.5. abra
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Hogyan rakhatjuk le a babukat?

Cél:

+ Adott a probléma képi reprezentacioja, de a megoldast egy masik képi repre-
zentacio segiti.

» Gyakoroljuk a képi reprezentéacio tervszerli alkotdsat, és a reprezentaciok kozti
atmenetet.

Megoldas:

Ertsiik meg a problémat, kisérletezziink!
A hallgatok egy nagy csillagra raktak kupakokat, és hosszas probalkozas utan siker-
rel jartak.

Mi a zavaro a problémaban? Meg tudndank-e ettél szabadulni?

A jaték kozben a hallgatok gy talaltdk, hogy a nehézséget a csillag alak okozza, ez
hatérozza meg, mikor merre lehet kanyarodni a csucsokban. Eszrevették, hogy a csil-
lag alaknak csak annyiban van jelentdsége, hogy mindegyik korrdl két iranyba lehet
ugrani. Ha egy korrdl elindulunk az egyik irdnyban egy masik korre, onnan tovabb a
kovetkezd korre, €s igy tovabb, akkor korbejarhatjuk a koroket, mindig egyértelmiien
tudunk tovabblépni a kovetkez6 korre. Igy szamozhatjuk a koroket, a 0 utan kovet-
kezhet az 1, azaz a O-ra letéve egy babut, az 1-re ugorhat. A babu az 1-r6l csak a 2-
re, a 2-10l csak a 3-ra, és igy tovabb a 9-rdl csak a 0-ra ugorhat (3.6. abra).

3.6. abra

A lényeges elemek alapjdan alkossunk uj reprezentdaciot!
Ez alapjan megalkothatjuk a kovetkezd, joval egyszeriibb 3.7. abrat, amelyben az
egymas utdn kovetkezd korok egy nagy korben egymads utan helyezkednek el.
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3.7. abra

Az uj reprezentdcioban oldjuk meg a problémat!

Ezek utan mar konnyen megadhato a babuk elhelyezésének modja:

Ahhoz, hogy legyen babu a 9-es kordn, a 8-asrdl kell odaugrania. Legyen ez az els
1épés. Ezutan a 8-as korre ugratunk egy babut a 7-esrdl, és igy tovabb, a kilencedik
babut a 0-s korrdl az 1-esre ugratjuk.

Forditsuk vissza a megoldast az eredeti reprezentdacioba!
Lejatszottuk a megoldast a csillag alakzaton is.

Vizsgaljuk meg a megolddst!

A hallgatok észrevették, hogy a babuk sokféleképpen lerakhatok, hiszen barmelyik
korrel kezdhetiink. Ha a 9-es korrel kezdiink, akkor erre ugrathatunk a 0-r6l vagy a
8-rol is, ezutan a 8-ra vagy a O-ra ugratunk egy babut a 7-r8l illetve az 1-rél. Es igy
tovabb. A babukat mindig sorban egymas mellé kell rakni, mert végiil nem lehet két
lyuk a nagy korben. Viszont az egymas melletti babuk lancanak barmelyik végénél
levd elsd iires helyre ugrathatjuk a kdvetkezd babut. Ez alapjan dssze is tudtuk sza-
molni, hogy hany megoldas lehetséges, ha szamit, hogy melyik korrél melyikre ugra-
tunk, és természetesen a korok kitdltésének sorrendje is.

A fentiek alapjan tudjuk, hogy a babuk minden 1épésben lancot alkotnak. A kérben
végiil egy lyuk van valahol. Ez a lyuk 10-féle helyen lehet. Az utolsé babut az el6z6
lanc barmelyik végére ugrathatjuk, igy 2-féleképpen helyezhetjiik el. Ez igaz mind a
9 babura, hiszen az els6t is 2 oldalrél ugrathatjuk a helyére. Tehat 10-2° a lehetséges
megoldéasok szdma.

Ertékelés:

+ A problémamegoldés soran gyakran hasznos, ha azt vizsgéljuk, hogy mi akada-
lyozza a megoldast, és megprobaljuk ezt a zavart kikiiszobolni. A hallgatdk a
kisérletezés soran felfedezhették a probléma zavard elemét, és sikeriilt olyan
reprezentaciot talalni, amely ezt mar nem tartalmazta. Vigyazni kellett a csillag
alak korré formalasanal, hiszen bar korbe tudunk menni a csillagon gy, hogy
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minden szakaszon pontosan egyszer haladjunk végig, igy nem tudjuk sorban
megszamozni a koroket a szakaszok metszéspontjai miatt.

* Az Uj reprezentacio atlathatobb, mutatja a sokféle megoldas lehetdségét, ame-
lyeket meg is tudtunk szamolni.

3.2.2. Onall6an megoldott problémak

5. feladat: Melyikbdl van tobb?

Melyikbol van tobb, azokbol a kétjegyii szamokbol, amelyeknek az elsé szamjegye
nagyobb, mint a masodik, vagy azokbol, amelyeknek az elsé szamjegye kisebb, mint a
masodik? [92a]

Cél:

A kétjegyli szamok tobbféle rendszerezésével véalaszolni lehet a kérdésre. Vizsgaljuk,
hogy a hallgatok hogyan alkalmazzak a képi abrazolési lehetdségeket.

Megoldas:

Irjuk a kétjegyii szamokat tizesenként tablazatba!

Lathatd, hogy a sotétsziirke mezdkben levd szamok szamjegyei egyenldk, egyik cso-
portban sincsenek benne. Ezek egy ,,vonalat” alkotnak, amely alatt vannak azok a
szamok, amelyek elsd szdmjegye nagyobb, folotte pedig azok, amelyek elsd szamje-
gye kisebb, mint a méasodik. Az is leolvashatd, hogy a tablazat els6 oszlopa a tobblet,
amelyben a 0 szamjegyet tartalmazd szdmok vannak. Az elsé oszlop nélkiil a tdblazat
szimmetrikus az atlojara. A fels6 haromszogben levé szamokat ugy kapjuk, hogy fel-
cser¢ljiik az alsd haromszogben levd szamok szdmjegyeit. Az elsd oszlopban levd
szamokat felcserélve nem kapunk kétjegyli szdmot a 0 miatt.

A hallgatok 53%-a felirta az Osszes kétjegyli szamot, vagy abrazolta a helytiket a fen-
tihez hasonl6 tédblazatban. 7%-uk rossz eredményt kapott, a 0-t tartalmazo kétjegyti
szamokat kifelejtette, a tobbiek dsszeszamoltak a kétféle kétjegyli szamok szamat, és
helyes valaszt adtak. A hallgatok 7%-a kezdetben rendszerteleniil sorolta a szamokat,
a masodik csoportndl azonban mar haromszog alakban. Két kiilon haromszog alakot
hozott Iétre a hallgatok 20%-a, téglalap alaku tablazatot készitett 20%.

92



A hallgatok 47%-a a két elemszamot a szamok felirasa nélkiil szdmolta ki. 27% tize-
senként tablazatba irta, hogy az elsd szdmjegy utdn mi lehet a masodik, 7% héarom-
sz0g alakl tablazatot készitett. 13% graffal abrazolta, az elsé szamjegyeket kovetd
lehetséges szamjegyeket, 7% szorzéssal szdmolt, de nem irt mellé szoveges magya-
razatot.

Egy hallgat6 az alapjan szamolta ki azoknak a kétjegyli szamoknak a szdmat, ame-
lyekben az elsd szamjegy kisebb, hogy az 1; 2; ...9 szamjegyek koziil 9—?-
féleképpen valaszthatunk kettét a sorrend figyelembevétele nélkiil, ugyanis a két
szamjegy sorrendjét egyértelmiien meghatarozza, hogy balrél jobbra névekvd sor-
rendben vannak. Ez a nehéz gondolat tobb 0sszeszdmlalési feladatnal alkalmazhato6.

Ertékelés:

Majdnem mindenki alkalmazott képi dbrdzolast a megoldashoz. A kérdésre senki
sem valaszolt ,,ranézésre”, azaz a tablazat, vagy mas elrendezés geometriai tulajdon-
sagai alapjan, bar példaul a fenti tablazat erre lehetdséget adott volna. Ennek lehet az
az oka, hogy a geometriai Osszefliggések alapjan ,,lathatd” kovetkeztetéseket a hall-
gatok nem tekintik bizonyitasnak. Orvendetes, hogy hallgatok 13%-a utdlag értékelte
a megoldast, és megmagyarazta, mi okozza a kapott eredményt: ha az els6 szamjegy
nagyobb a masodiknal, akkor a 0 lehet az egyes helyi értéken, de ennek nincs fordi-
tott parja a masik halmazban.

6. feladat: Rajzoljunk Venn diagramot!

Egy osztalyban 100 tanulo van, 50-en fociznak, 45-en kosarlabdaznak és 50-en rép-
labddznak. Csak 15-en tizik mindhdrom sportot. Hanyan vannak, akik pontosan két
sportot tiznek ezek koziil?

Cél:

A halmazédbra alapjan a szita-formula alkalmazésa. A probléma nehézsége, hogy
nincs elég adat ahhoz, hogy mindegyik halmazrész elemszamat kiilon-kiilon megha-
tarozzuk. Igy elso pillantasra kevésnek tlinhetnek az adatok a kérdés megvalaszola-
sahoz, formalisan nem lehet alkalmazni a szokasos modszereket.

Megoldas:

Rajzoljunk halmazébrat (3.8. édbra)!
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3.8. abra

1. megoldas: Ha osszeadjuk a haromféle sportot iz tanulok szamat, akkor egyszer
szamoltuk azokat, akik pontosan egy sportot iznek, kétszer szamoltuk azokat, akik
pontosan két sportot tiznek és hadromszor azokat, akik mindharom sportot tizik. A
halmazabran ez azt jelenti, hogy a bizonyos részek egyszeresen vannak fedve, bizo-
nyosak kétszer, a harom halmaz kozos része pedig haromszorosan. Igy ha az
50+ 50+ 45 6sszegbdl levonjuk a tanulok szamat (egyszeres rétege a harom halmaz
egyesitésének), ¢s a mindhdrom sportot izOk szdmanak kétszeresét (két rétege a ha-
rom halmaz kdz0s részének), akkor éppen a pontosan két sportot tizok szdmat kapjuk
(egy rétege a pontosan két halmazba tartozoknak).

Tehat 50+ 50+45—-100—2-15 =15 tanul6 iz pontosan két sportot.

2. megoldés: Mindegyik halmazbdl vegyiik el azt a 15 tanuldt, aki mindharom spor-
tot {izi. Igy 100—15=85-en maradnak, akik egy vagy két sportot {iznek.
45 —15 = 30 -an kosarlabdaznak, 50 —15 = 35-en fociznak, és 50 —15 = 35-en rop-
labdaznak. A 30+ 35+ 35 Osszegben kétszer szdmoltuk azokat, akik pontosan két
sportot tiznek, ezért 6k 30435435 —85 =15 -en vannak.

(Mathematics Teacher Vol. 101, No. 1 August 2007, Calendar 24)

A hallgatok 36%-a nem rajzolt halmazabrat, ezek fele nem is tudta megoldani a fel-
adatot, a masik fele jol szamolt, de minden indoklas nélkiil. A halmazabrat rajzolok
koziil csak 1 adott rossz megoldast, 1 pedig probalgatassal beirt egy jo lehetdséget a
halmazrészekbe. A hallgatok 28%-a a halmazabran és a miiveletsoron kiviil semmi-
lyen indoklast nem irt, 18%-uk pedig betlikkel jelolte a halmazrészekben levd tanu-
10k szamat, és ezekkel szamolva kapta meg a j6 eredményt.

Ertékelés:

A hallgatdk nagyrészt helyesen hasznaltak a halmazéabrat, és képesek voltak kovet-
keztetésekre. Az indoklasok szoveges leirdsa teljesen elmaradt, akinek nagyobb igé-
nye volt a bizonyitasra, betliket hasznalt. Néhanyan utélag minden halmazrészbe be-
irtak lehetséges elemszamot, ezzel megmutatva, hogy a megoldas megvalodsithato.
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7. feladat: Csirkék és malacok

Egy farmernek malacai és csirkéi voltak. A farmer kikiildte a fiat és a lanyat, hogy
szamoljak meg az allatokat. A fia azt mondta: ,, Hetven fejet szamoltam meg.”, a la-
nya pedig: , Kétszaz labat szamoltam meg.” Hany malaca és hany csirkéje volt a
farmernak?

Cél:

Ezt a feladattipust az als6 tagozatban sok esetben probalgatassal oldjak meg, felsd
tagozatban pedig egyenlettel. Igy kimarad a kovetkeztetéses megoldas, ami pedig
leginkabb fejlesztené a gondolkodast. Ezért tevékenységre alapozva bemutatjuk a
kovetkeztetéses megoldast, majd tovabbi kovetkeztetéses megoldasokra is felhivjuk a
hallgatok figyelmét.

Megoldas:

Jatsszuk le a problémat!

A probléma megoldasat bevezethetjiik tevékenységgel, ha kevesebb fejjel és labbal
tlizziik ki a feladatot. Példaul 8 fej és 22 1ab esetén a fejeket korongokkal, a labakat
palcikakkal rakjuk ki, igy a gyerekek maguktol rajohetnek a megoldasi modszerre.
Mivel minden allatnak van legalabb két laba, el6bb minden fejhez adjunk 2 labat,
majd a megmaradt ldbakat osszuk ki kettesével, igy bizonyos csirkékbdl malacok
lesznek.

Abrazoljuk a megolddst!
Ezt a megoldast konkrét eszkdzok nélkiil rajzzal is kovethetjiik (3.9. dbra):

RRRRRRRR

3.9. abra

Miutén kiosztottuk a két labat mindegyik fejhez, 6sszesen 2-8 =16 labat osztottunk
ki, gy

22 —16 = 6 1ab maradt, amit kettesével kiosztva 6:2 = 3 allatnak jut, tehat 3 malac
¢s 5 csirke van.

Az eredeti feladatban 70 fej volt, mindegyikhez adunk 2 labat, ez eddig 2-70 =140
lab. Maradt 200 — 140 = 60 1ab, amelyeket kettesével kiosztunk. 60:2 = 30 allatnak

jut még két 1ab, tehat 30 malac és 70 —30 = 40 csirke van.

Ellenorzes

4.30+2-40=200.

Vialasz

Tehat 30 malac és 40 csirke van.

Oldjuk meg szimbolikusan a feladatot!
Az elébbi megoldas Iépéseit pontosan koveti a szimbolikus megoldas is:
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Jelolje x a malacok, y a csirkék szamat. Felirhatjuk a kovetkezd egyenletrendszert,
amelyet az egyenl6 egyiitthatok mddszerével oldunk meg:

x+y="70

4x+2y =200

Az els6 egyenletet 2-vel szorozzuk: 2x + 2y = 2-70, majd kivonjuk a masodikbol:

2x =200—140. Az egyenlet mindkét oldalat 2-vel osztva: x =30, ebbdl pedig
y=40.

Keressiink mas megoldasi modszert!
A kovetkeztetéses megoldast tobbféleképpen is elmondhatjuk.

1. Ha mind a 70 allat malac lenne, akkor csak 280 labuk lenne. Mivel ennél 80-
nal kevesebb 1ab van, ezért 80:2 =40 malacbdl kell ,,csirkét csinalni’agy,
hogy elvesziink t6liik 2-2 labat.

2. ,,Vagjuk ketté a malacokat!” Az elejiiknek egy feje és két laba van, csakugy,
mint a csirkéknek. A hatuljuknak csak két laba van fej nélkil. Mivel 70 fej van,
ezért 2-70 =140 csirkelab és malac mellsé 1ab van. Marad 200 —140 = 60
malac hatsélab. Minden malacnak 2 hatsé laba van, ezért60:2 = 30 malac
van.

A feladatot prébalgatassal oldotta meg a hallgatok 30%-a. Csak miiveletsort irt in-
doklas nélkiil 20%, egyenletrendszerrel dolgozott 40%. Az eldszor leirt kdvetkezteté-
ses modszert irta le 10%.

Ertékelés:

A kérdésre minden hallgaté helyes valaszt adott. A hallgatoknak csak 10%-a irta a
kovetkeztetéses megoldast, ezért valoban fontos volt erdsiteni ezt a mddszert. Még
mindig alig irtak szoveges indoklast a hallgatok.

3.2.3. Rejtvény

Rokonsag

Egy csaladi ésszejovetelen 1 nagymama, 1 nagypapa, 2 apa, 2 anya, 4 gyerek, 3
unoka, lfiutestver, 2 lanytestver, 2 fiu, 2 lany, 1 apos, 1 anyos és 1 meny volt. Gon-
dolhatnank, hogy ez 23 ember, de nem. Legkevesebb hanyan lehettek? [45]

Cél:

A csaléadi kapcsolatok abrazolésa (3.10. dbra) segit rendszerezni a csalddtagokat.

Megoldas:
Legkevesebb 7 ember volt.
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‘ nagyapa }—{ nagymama ‘

‘ fia ‘ ‘ lany ‘ ‘ lany ‘

3.10. abra

Ertékelés:

A hallgatok egy része 11 embert szamolt rajz nélkiil, a j6 megoldasok rajzzal sziilet-
tek.

3.3. Osszegzés:

+ A problémak megoldasat segitd képi reprezentaciok tobbféle formdjat mutattuk
be a hallgatoknak. A hallgatok fogékonyak voltak az Gjdonsagokra, szivesen
foglalkoztak az ) modszer tobbféle problémara valé alkalmazasaval. A mod-
szer miikddését csak valtozatos helyzetekben lehet j6l megismerni, erre szol-
géltak az atkelds €s ontdgetéses feladatok. Nem volt konnyli a probléma atfo-
galmazasa az 0 reprezentaciora, majd a megoldas visszaforditdsa az eredeti
helyzetre. Lathattuk, hogy ezek a reprezentaciok hogyan gazdagitottdk a meg-
oldast azaltal, hogy megmutattak a probléma struktirajat. igy felfedezhetd, ha
a problémat nem lehet megoldani, vagy tobb megoldas is 1étezik.

* A hazi feladatok alapjan megallapithat6, hogy a hallgatok jol alkalmaztak a
halmazabrat, a tdblazatos reprezentaciot, és a grafokat az §sszeszamlalési prob-
lémakra, azonban nincsenek hozzaszokva a szoveges indoklasok leirasahoz.

4. Szoveges feladatok megoldasa szakaszokkal

4.1. Célkituzeés

Az als6 tagozatban eléforduld szoveges feladatok kovetkeztetéses megoldasédhoz el-
engedhetetlen a szakaszok rajzolasa. Célszerii elkeriilni a szoveges feladatok modell-
jének szimbolikus felirdsat nyitott mondattal, hiszen ez val6jaban egyenletmegoldas-
ra vezet, ami nem felel meg a 7-10 éves tanulok életkori sajatossadgainak. A szaka-
szok alapjan magyarazhatjuk az Osszefliggéseket, és indokolhatjuk a szamitasi 1épé-
seket. Fontos, hogy a tanulok ne csak olyan széveges feladatokkal talalkozzanak,
amelyek egyszerli forditassal miiveletsorra alakithatok.

A felmérés tanulsdga szerint a hallgatok nehézségekkel kiizdenek ezen a téren.
A szakaszok rajzolasat is tanulni kell, és tobbet gyakorolni, ezért foglalkozunk vele
kiemelten a problémamegoldas fejlesztése soran.
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» Célunk a szoveges feladatok szakaszokkal vald abrazolasanak tanitasa tobblé-
péses problémak esetén is.

Lassak a hallgatok, hogyan segiti a szovegértést a szakaszok rajzolasa.

A hallgatok tapasztaljak meg, hogyan lehet Osszefiiggéseket abrazolni, a raj-
zokrol kovetkeztetéseket leolvasni.

» Szakaszos modellhez a hallgatok alkossanak szoveget.

4.2. Megvalositas

A ko6z06s munkat két, tevékenységbdl induld szoveges feladattal kezdtiik az alapvetd
tipusok bemutatasara. Ezutan a hallgatok alkottak szovegeket szakaszokkal megadott
modellekhez. A tovabbi problémakat 6nalléan hazi feladatként oldottdk meg, ezeket
utdlag tobbféle megoldasi modszer bemutatasaval megbeszéltiik.

4.2.1. Kozosen megoldott problémak

1. feladat: Darabolas

Vagjunk ketté egy 42 cm hosszu spargdt ugy, hogy

a) az egyik darab 15 cm-rel hosszabb legyen, mint a masik;

b) az egyik darab haromszor olyan hosszu legyen, mint a masik.
Milyen hosszuak a darabok?

Cél:

A hosszisag mennyiségre vonatkozé gyakorlati probléma természetesen hozza a
szakaszos abrazolast. Mivel el6bb latjuk egyben a két darab 6sszegét, nehezebb a da-
rabok kozotti 6sszefiiggések abrazolasa.
» Célunk annak bemutatasa, hogy hasonlo feladatoknal altalaban célszerii elébb a
darabokat és kapcsolatukat kiilon-kiilon dbrazolni, és csak utana az osszegiiket.
* A megoldasok szdndékosan nem egész szamok centiméterben mérve, ezzel az
eredmények kovetkeztetés nélkiili kitalalasat nehezitettilk meg.
* Mindkét feladat indukalhat hibas megoldast, ezek kezelésére is felhivtuk a
hallgatok figyelmét.

Megoldas:

A hallgatok parban dolgoztak, kaptak 42 cm hosszusagu spargadarabokat, mérdsza-
lagot €s ollot a feladat konkrét megvaldsitasahoz. A kisérletezés utan leirtuk a meg-
oldas Iépéseit, valamint az Osszefliggéseket szakaszokkal dbrazolva.

a) feladat megoldasa
A hallgatok némi tanacstalansag utan tobbféleképpen probalkoztak.

1. kisérlet
Megfelezték a spargat, és az egyik felébdl visszamértek 15 cm-t, majd a masik felé-
hez adtak.
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Ellendrzés

Egymas mellé rakva a kapott darabokat, ranézésre is lattak, hogy a kiilonbségiik nem
15 cm, vagyis ez a megoldés hibas. Ez tipikus hibas megoldas ebben a szituacidban:
adott kiilonbséghez a két egyenld rész egyikébdl a kiillonbséget atadjuk a masik rész-
nek.

Az otlet elvetése, a hiba okdanak kideritése

A hallgatok rajottek, hogy ha két darab koziil az egyikbdl valamennyit elvéve a ma-
sikhoz hozzaadjuk, akkor a két darab kiilonbsége az elvett mennyiség duplajaval val-
tozik.

Hiba javitasa
A kiilonbség felét kell elvenni az egyik részbdl, és a masikhoz hozzéadni.

Megoldas
Az igy kapott darabok: 42:2—15:2=13,5cmés 42:2+15:2=28,5cm.

Ellendrzés
13,54 28,5=42(cm) és 28,5—13,5=15(cm).

Vilasz
A rovidebb darab13,5 cm, a hosszabb 28,5 cm hosszu.

Abrdazoljuk szakaszokkal a megolddst!
A kettéhajtott spargat lerajzolva (4.1. ébra):

Az bsszeg fele:

42 :2=21cm
Hosszabb darab: | b 1
%/—J
<
/—/%
Rovidebb darab: | I 1
15 cm
4.1. abra

Konkrét megvalositas nélkiil a szakaszokkal felfedezhetd, és indokolhatd a megoldas
a fenti tevékenység szoveges lejegyzésével.

2. kiserlet:

Mérjiink ki 15 cm-t a sparga egyik végénél, ezzel lesz hosszabb a nagyobb darab,
majd a maradékot felezziik meg.
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Abrdazoljuk szakaszokkal a megolddst!

Rovidebb darab: | i
Hosszabb darab: | iL I
E 15 cm
Osszeg: | | | I
42 cm
27 cm 15 cm

a kisebb darab kétszerese

27:2=13,5cm
a kisebb darab
4.2. abra

Ezutan mar tudjuk a darabok hosszat: 13,5 cm és 13,5415 = 28,5cm.

A megoldas értékelése

A megoldas soran célszeritibb volt eldbb a darabokat kiilon-kiilon lerajzolni, majd az
Osszefliggések ismeretében abrazolni a darabok 6sszegét. Amikor el6bb az dsszeget
lattak a hallgatok, tanacstalanok voltak, nem tudtdk az osztopontokat megfeleléen
berajzolni. A valddi tervezést csak a szakaszok elképzelése, lerajzolasa utan tudjuk
megtenni.

b) feladat megolddsa

Kisérlet

A hallgatok elsd hirtelen reakcidja a sparga harmadolasa volt, amirdl hamar kiderdiilt,
hogy hibas.

Ezutan a teljes spargat elnegyedelték, és berajzoltdk a darabokat, majd meghataroz-
tak a hosszlisagukat. Igy azonban nem kikovetkeztették, hanem utélag illusztraltak a
megoldast.

Abrazoljuk szakaszokkal a megolddst!

A kovetkeztetés érdekében fontos, hogy elobb kiilon-kiilon rajzoljuk le a darabokat,
amelyekbdl Osszerakva az Osszegiiket, mar leolvashatd a megfeleld felosztas (4.3. ab-
ra).

Rovidebb darab: ———]
Hosszabb darab: | ! | I

Osszeg: | : | | |
[\ 1
E E 42 cm
' ' a kisebb darab
| | négyszerese
%/—/
42 :4=10,5 cm
a kisebb darab
4.3. abra
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Tehat a darabok: 10,5 cm és 3-10,5=31,5cm.

Ellenorzés
10,5+ 31,5=42 (cm).

Vilasz
Tehat a darabok 10,5 cm és 31,5 cm hosszusaguak.

Ertékelés:

» A feladat konkrét targyi megfogalmazasa szokatlan volt, és kezdetben tanacsta-

lansagot, zavart okozott. A tevékenység soran a hallgatok sajat maguk dobben-
tek rd a rossz megoldas hibdjara, és képesek voltak javitani. A hibas megoldas
értékelése és javitdsa mélyebb megértést tett lehetévé, mint akar a helyes meg-
oldas azonnali megtalalasa.

A tevékenység tervszeriivé tételéhez sziikséges a szakaszos abrazolds, amely
aztan a konkrét targyi tevékenység nélkiil is alkalmazhatd. Ahhoz, hogy a hall-
gato el tudja magyarazni jovendd tanitvanyainak a kovetkeztetéses megoldast,
a 1épések tudatositasa, ¢s megfeleld sorrendje elengedhetetlen.

A hallgatok szaméra nehéz elvonatkoztatni a szakaszok valddi hosszatol.
A megoldas soran el6fordulhat, hogy korabban kisebbnek abrazolt szakasz vé-
giil nagyobb mennyiséget jelolt. Erre lattunk példat az a) részben, az ismeretlen
mennyiséget abrazolod szakasz hosszabb volt a kiillonbséget abrazolo szakasz-
nal, a megoldas utan viszont azt lattuk, hogy kisebb mennyiséget jelolt. Meg-
beszéltiik, hogy a szakaszos dbrazolas soran ezeket a nagysagrendi viszonyokat
nem kell figyelembe venni, éppen ez az dbrazolas elénye, hogy lehetdséget ad
az ismeretlen mennyiséggel valdé manipulacidra, megfigyelésekre. Az egyenle-
tek felirasakor hasonlo tevékenységet végziink, csak akkor az ismeretlen meny-
nyiséget betiivel jelolve irjuk fel az Gsszefliggéseket.

2. feladat: Szoveges feladatok alkotasa

Alkossunk szoveget a kévetkezo szakaszos modellekhez!

a)

b)

24
4.5. abra

101



Cél:

» A szakaszok alapjan fogalmazzanak meg Osszefliggéseket, és ezeket tegyék
mas szovegkornyezetbe. Ezzel gyakoroljak a modell és a szoveg kapcsolatat,
valamint a kiilonb6z6 megfogalmazasok kozti dtmeneteket.

* A kooperativ tevékenység soran az Otletek osszeadodnak, a hallgaték egymast
ellendrzik, véleményeiket iitkdztetik, allaspontjukat magyarazatokkal kell
megveédjek.

* Az a) modell az 1. a) feladat egy részlettel nehezitett valtozata. A hallgatoknak
az abrardl le kell olvasniuk a mennyiségek kozotti 6sszefliggéseket: a nagyobb
mennyiség a kisebb kétszeresénél 12-vel nagyobb, és Osszegiik 78. Ezeket az
osszefliggéseket kell mas szovegkdrnyezetben megfogalmazni.

* A b) modell egy olyan mennyiséget mutat, amely a harmadéanal 24-gyel na-
gyobb. Az erre vonatkozé feladatok tipikus rossz megoldasa, hogy az eredeti
mennyiség a 24 haromszorosa. Ezt a téves elképzelést oszlatja el a szakaszos
abrazolas.

Megoldas:

A feladatot négyfds csoportokban oldottdk meg a hallgatok. A csoport két-két tagja
dolgozott egyiitt, 6k azonos modellt kaptak, kiilonb6zét a masik partol. Mindegyik
par egy masik lapra irt szoveget a kapott modellhez. A leirt szovegeket kicserélték,
megoldottak szakaszos abrazolassal a kapott szoveges feladatot, majd visszaadtak a
feladat szerzdinek, akik ellendrizték. Amennyiben eltérés mutatkozott, sszetiltek, és
megvitattdk, hogy a feladatot alkotd, és megoldé miben tértek el egymastdl, kinek
kell pontositani, javitani a munkajat.

Végiil kozosen megbeszéltiikk az egyes modellekre irt szovegeket €s megoldasokat.
Megbesz¢éltiik, hogy a szakaszokon az egyforma hosszisagu darabokat jeldltiik a be-
osztassal, viszont a szakaszok hossza nem jelent valddi aranyt.

a) Jo szoveg volt példaul:

Peti és Zoli bélyeget gylijt. Zolinak 12-vel tobb bélyege van, mint Peti bélyegei sza-
manak kétszerese. Kettdjiiknek egylitt 78 bélyege van. Hany bélyegiik van kiilon-
kiilon?

A szakaszok sorban egymas utan voltak lerajzolva, ezt mindenki ennek megfeleléen
forditotta at szovegre. Nem fordult eld forditott szoveg, ennek lehetdségére felhivtuk
a hallgatok figyelmét. Példaul: Petinek és Zolinak egyiitt 78 bélyege van. Ha Zoli el-
ajandékozna 12 bélyeget Annanak, akkor Petinek feleannyi bélyege lenne, mint Zo-
linak.

Eléfordult irredlis szoveg, példaul: a mennyiségek egy nap alatt megevett palacsinta-
kat jelentettek, forintban megadott pénzt, deciliterben elfogyasztott tiditét, stb.

b) Tobbféle jo megoldas sziiletett:

1. példa: Kinga a sziiletésnapjan azt mondta: 28 év mulva haromszor annyi éves le-
szek, mint most. Hanyadik sziiletésnapjat tinnepelte Kinga?

2. p¢lda: Marci egy napos biciklitiradn az elsé 6raban megtette az ut harmadat, igy
még 28 km maradt a turdbol. Hany kilométeres a tura?
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Itt egy szakaszt adtunk meg, igy sokan a 2. példanak megfeleld forditott szoveget ir-
tak kiilonbozd kontextusban.

Az 1. példa megoldasanal inkdbb egy szakaszt rajzoltak a mostani életkornak, utdna
a megadott szakaszt a jovObeni ¢életkornak.

Tobbszor eléfordult az a stratégia, hogy a szovegalkotok kiszamoltdk az ismeretlen
szakasznak megfeleld mennyiséget, és utana olyan szdveget irtak, amelyet kozvetle-
nil le lehetett forditani miiveletsorra. Példaul a b) feladatra vonatkozo ilyen szoveg:
Egy osztalyban kétszer annyi fia van, mint lany. A lanyok szama 14. Hany fiu van az
osztalyban? Mennyi az osztalylétszam?

Ertékelés:

* A hallgatok szaméra a modellalkotést, szovegértést tudatositotta, erdsitette a
szakaszos modellrdl dsszefiiggések leolvasasa, majd az 0sszefliggéseknek meg-
felel6 szovegek alkotésa.

» A szovegek alkotdsa kdzben maguk dobbentek ra arra, hogy figyelni kell a
szovegben szerepld adatok és a valosag kapcsolatara.

A hallgatdk szovegei a tankonyvi szovegeket idézik, pénzek, életkorok, cukor-
kak, bélyegek, gombocok, megtett utak szerepelnek legtobbszor. Erdsiteni kell
a motivalo, kreativ szovegek alkotasat.

» A forditott szovegli feladatok megfogalmazéasara 6sztondzni kell a hallgatokat
a gondolkodas fejlesztés érdekében.

A hallgatok a szoveges feladatok tanitasandl maguk is adhatnak a gyereknek
hasonlo, szovegalkotasi feladatot.

4.2.2. Onalléan megoldott problémak

3. feladat: Eletkorok

Heét év mulva Dorka négyszer olyan idos lesz, mint a kutydja, Buksi. Az életkoruk osz-
szege most 71 év. Hany éves most Dorka? [48]

Cél:

A két 1d6sik értelmezése jelent nehezitést. Célunk annak vizsgalata, hogy ez hogyan
befolyésolja a megoldas modjat.

Megoldas:

A feladat megértése

Megbesz¢£ltiik, a feladatban mi jelenti a nehézséget, és hogyan lehet megtervezni en-
nek lekiizdését.

A mostani idépontban az életkorok Osszegét tudjuk, a 7 évvel késébbi iddpontban
pedig az életkorok aranyat.

Keressiink osszefiiggéseket!

Valamelyik idopontbeli informaciét kellene atvinni a masik iddpontra. Az 6sszeggel
ezt egyszeriien meg tudjuk tenni:

Hét év mulva Dorka is és a kutya is 7 évvel lesz idOsebb, igy életkoruk Osszege
71+14 =85 ¢év lesz.
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Abrdazoljuk szakaszokkal a megolddst!
A 7 évvel késébbi idépontra rajzolhatunk szakaszokat (4.6. abra):

Buksi: ——

Dorka: | | | I |

Osszeg:

85 év
Buksi koranak 6tszorose

_——————

85:5=17¢év
4.6. abra

Az abra alapjan Buksi 7 év mulva 17 éves lesz, Dorka 4-17 = 68 éves.
Most Dorka 68 —7 = 61¢éves, Buksi 17 —7 =10 éves.

Ellendrzés
Most az ¢életkoruk 6sszege: 61+4+10=71. 7 év mulva az ¢letkorok 68 és 17 év, és
4-17=68.

Vilasz

Tehat Dorka most 61 éves.

A hallgatok 16%-a a masodik iddsikot nem tudta helyesen értelmezni, és ezért nem
kapott helyes eredményt, a tobbiek jo valaszt adtak.

A hallgatok 24%-a probalgatassal talalta meg a jo eredményt, koziiliik egy tervszerii-
en a 4 tobbszoroseivel szamolt.

36% egyenletrendszerrel dolgozott helyesen.

16% szoveges indoklas nélkiil j6 miiveletsort irt fel, és helyesen valaszolt.

Csak 8% adott szakaszos megoldast. A 7 évvel késObbi életkorokat dbrazolva (4.7.
abra) a kovetkezOképpen kapott jo eredményt:

Buksi: —F+—

Dorka: | ! I | I7I7I7I7I
) 77 7 7 7
Osszeg: b—t——+——+—+—F+——+—+—F+—+—
Lo 71+ 14 =85
L1 85-35=50 5.7=35
%,—J
50:5=10¢v
Buksi kora most
4.7. abra

Megbesz¢£ltiik, hogy a két megoldas kozott az a kiilonbség, hogy az elsé megoldasnal
Buksi 7 évvel késobbi életkorat jeloltiik egy szakasszal, a masodik abran pedig a
mostani életkorat.

104



Ertékelés:

A hallgatok koziil senki sem dolgozott a minta szerint. Altalaban Buksi mostani élet-
korabol indultak ki, igy azonban az abra bonyolultabb lett, mint ha a 7 évvel késdbbi
¢letkorat jelolték volna egy szakasszal, és nehezebben talaltdk meg a megoldast. Fon-
tos tapasztalat, hogy mindkét induléds befejezhetd. A 7 évvel késobbi ¢€letkorok 0sz-
szegét jol hataroztdk meg a hallgatok, ez onmagéaban nem okozott nehézséget.

4. feladat: Fecskék és galambok

Fecskék és galambok iilnek egy villanydroton. Egyszer csak 5 fecske elrepiil, igy 2
galamb jut minden megmaradt fecskére. Ezutan 25 galamb repiil el, igy a fecskek és
galambok szamanak aranya 3:1 lesz. Hany madar iilt eredetileg a villanydroton?

[47]

Cél:

+ A feladatban tobbféleképpen fejeztiik ki azt, hogy az egyik mennyiség hany-
szorosa a masiknak. Eldszor azt kellett értelmezni, hogy a ,,2 galamb jut egy
fecskére”, azt jelenti, hogy a galambok szama 2-szerese a fecskék szaménak.
Majd a 3:1 ardny jelentését, ami szerint a fecskék szdma 3-szorosa a galambok
szdmanak.

» Tovabbi nehézséget jelent, hogy a villanydréton a madarak szdma kétszer is
valtozik, ezeket a 1épéseket sorban kell értelmezni.

Megoldas:

A megoldéas megbeszélésekor bemutattunk egy mintamegoldast.

Rajzoljunk szakaszokat!

Fecskék: ——F1+—1 I

Galambok: | : : } I T I

4.8. abra

A 4.8. abra felépitésének 1épései a kovetkezdk a szovegben eldre haladva:

A fecskéknek megfeleld szakaszbol levesziink egy 5 madarnak megfeleld szakaszt.

A maradék kétszerese lesz a galambokat jelentd szakasz.

Ha 25 galamb elrepiil, a galambok szama a fecskék szamanak harmada lesz, ezért a
maradék fecskéknek megfeleld szakaszt harmadoljuk, €s ezt a harmadolast a galam-
bokat jelentd szakaszon is jeldljiik. Ebbdl latszik, hogy 5 kis szakasznak 25 madar fe-
lel meg, igy egy kis szakasznak 25:5 =5 madar. Igy a galambok szama: 6-5 = 30,
a fecskék szama: 3-5+45=20.

Ellenorzes

A szoveg alapjan: 20—5=15fecske maradt. 15-2=30 a galambok szama.
30—25=35 galamb maradt. 15:5=3:1.
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Vilasz
Tehat eredetileg 6sszesen 50 madar volt.

A hallgatok 28%-a nem tudta megoldani a feladatot. JO eredményt kapott probalga-
tassal a valasz kitalalasaval 18%, egyenlettel valo megoldassal 36%.

A hallgatok 18%-a szakaszrajzolassal dolgozott a szovegben nem eldre, hanem visz-
szafele haladva, igy az alabbi szép megoldast kaptak.

Gondolkodjunk visszafelé!

A végén 3-szor annyi fecske van, mint galamb, azaz a fecskéknek 3 kis szakasz felel
meg, a galamboknak 1 kis szakasz (4.9. abra). Ezutan visszajon 25 galamb, igy két-
szer annyi galamb lesz, mint fecske. A fecskéknek megfeleld 3 kis szakasznak dupla-
ja a galambok szdmanak megfeleld szakasz, igy a galamboknak ekkor 6 kis szakasz
felel meg, amibdl 1 szakasz jelenti a végén levé galambokat. Igy a 25 visszajott ga-
lamb 5 kis szakasznak felel meg. Ebbdl megkapjuk a megoldast: 1 kis szakasz 5 ma-
darnak felel meg. A visszatérd 5 fecske csak ahhoz kell, hogy megkapjuk a fecskék
eredeti szamat.

fecskék G 25 galamb 5 fecske

fecskék kétszerese
4.9. abra

A megoldashoz senki sem irt részletes szoveget. igy a szakaszos megoldast ismertetd
hallgato a feladat megbeszélésekor maga is alig tudta rekonstrudlni, hogyan gondol-
kodott. A 1épéseket lehetett volna abrazolni ugy is, hogy minden lépésben kiilon-
kiilon rajzoljuk le a madarak szamanak megfelel6 szakaszokat.

A megoldas azt jelzi, hogy a hallgatok szivesebben dolgoznak egy szakasszal, kevés-
bé abrazoljak tobb szakasszal a kiilonbdz6 mennyiségeket.

Volt olyan hallgato, aki az egyenlet felirdsahoz hasznalta segitségiil a szakaszrajzo-
last.

Ertékelés:

* A hallgatok helyesen értelmezték a tobbszordsokre vonatkozé kiilonbdzé meg-
fogalmazésokat. A nehézséget az jelentette, hogy tobb 1€pésbdl allt a probléma.

» A hallgatok nagy része egyenlettel dolgozott a nehezebb problémanal. Pozitiv
jelenség, hogy tobben visszafelé gondolkodassal egyszertisitették a megoldast,
¢s sz€p szakaszos megoldast adtak. Nem érzik sziikségét a megoldas szoveges
leirasanak, ha van egyenlet, vagy szakaszos abrazolas.

5. feladat: Jeeves fizetése

Jeeves-nek az inasnak egy éves munkdjaért 8000 $ és egy auté jar. Am Jeeves 7 ho-
nap utan felmondott, erre az idore megkapta az autot és meég 1600 $-t. Hany dollart
ért az auto? [49]
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Cél:

+ A feladatban nehézséget jelent az ardny, ami most nem fogalmazhat6 at ugy,
hogy az egyik mennyiség egész szdmszorosa a masiknak. Két dolog kapcsola-
tat kell kovetni egylitt, ugyanis az aranyt a pénzbeli jarandosagra és az autora is
alkalmazni kell.

* Megfigyeljiik, hogy a hallgatok milyen mddszerrel dolgoztak, és alkalmaztak-e

crer

Megoldas:

1. megoldas komplementerre attéréssel:

Ertsiik meg a problémdt és dbrdzoljuk szakaszokkal!
Abrazoljuk egy szakasszal Jeeves egy éves jarandosagat, majd a hénapok szerinti
beosztast.

Jarandosag: | 8000 ; i autd I
v 1600
Hoénapok: | | .6400. . : . I | T aut6 T T |
5ho 7 ho
4.10. abra

A 4.10. abra alapjan lathatd, hogy Jeeves az év hatralevd 5 honapjaban még
8000 — 1600 = 6400 $-t keresett volna. Ez azt jelenti, hogy 5 havi jarandosaga 6400
$, igy 1 honapra 1280 $ jart neki. Az 1 éves jaranddsaga pénzben
12-1280 =15360 $, igy az auté 15360 — 8000 = 7360 $-t ért.

Ellenorzés
Jeeves 7 havi jarandosaga: 7360+ 1600 = 8960 $, akkor az egész éves keresménye

%- 8960 = 15360 $, ami valoban 7360 + 8000 §.

Vilasz
Az autd értéke 7360 $.

2. megoldas:
Csak egy szakaszt rajzolunk, amelyen Jeeves jarandosagat abrazoljuk (4.11. abra). A
tortrészekkel szamolas igy joval bonyolultabb.

Jeeves 7 havi jarandosaga egyrészt a 8000$-nak és az autonak is a Eresze, masrészt

az autd és még 1600 $.
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8000 auto

Jérandéség: f r i T T T T T T 1T T 171 !
1 ot L ré |
: 2 8000 :auto 1o resze |
i T 5
! 7 havi jarandosag auto 7 része
! 1600 :
I ——— \

T72 - 8000 — 1600 7 havi jarandosag

4.11. abra

Az abrarol leolvashatd, hogy az auté% része % -8000—-1600 $-t ér, igy az auto ara:

12 (7 8000-1600 | = 7360 5.
5 |12

A hallgatok 56%-a nem tudta megoldani a feladatot. 45% azt a tipushibat kovette le,
hogy az autd teljes aranak gondoltdk a % -8000 — 1600 miiveletsor eredményét. Ok

a 2. megoldasnak megfeleléen kezdtek gondolkodni, csak abrazolas nélkiil nem tud-
tak kovetkezetesen végigszamolni a tortrészekkel a megoldast.
A hallgatok 22%-a helyesen dolgozott egyenlettel. 11% szoveggel, 11% szakaszok-

crer

Ertékelés:
* A bonyolultabb tortrész szamitas nehézséget okozott annak, aki nem keriilte ki
a komplementerre attéréssel. Orvendetes, hogy tdbben rajottek a megoldas
egyszerlsitésének erre a modjara.
» Akik kordbban egyenlettel dolgoztak, azoknak egy része most sikertelen lett,
nem tudtak megfeleld egyenletet felirni.
» A képi abrazolasban valo jartassag az egyenlet felirasat is segitette volna.

6. feladat: Testvérek

Hany gyerek van abban a csaladban, ahol minden fiunak annyi lanytestvére van,
mint fiutestvére, és minden lanynak kétszer annyi fiutestvére van, mint lanytestvére?

[46]
Cél:

A probléma nehézsége abban rejlik, hogyan forditjuk le szakaszokra, egyenletre azt,
hogy az a gyerek, akinek a testvéreirdl éppen beszEliink nem tartozik a sajat testvérei
kozé.

Megoldas:

Ertsiik meg a problémat!
Mivel minden fitinak ugyanannyi fittestvére van, mint lanytestvére, a csalddban 1-
gyel tobb fiugyerek van, mint lany.
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Minden lanynak feleannyi lanytestvére van, mint fiu, azaz a lanyok szamanal 1-gyel
kisebb szam a fiuk szdmanak fele.

Abrizoljuk szakaszokkal!

Fiuk: |

1

Lanyok: | I

a két rész egyenld

4.12. abra

A 4.12. abrarol leolvashatd, hogy a fiuk szama 2-2 =4, a lanyok szama pedig 3.

Ellendrzés
Minden fitinak 3 lany- és 3 fiutestvére van. A lanyoknak 2 lany és 4 fiutestvére van.

Vilasz
Tehat a csalddban 4 fia és 3 lany gyerek van.

A hallgatok 33%-a nem tudta megoldani a feladatot. A megoldashoz senki sem raj-
zolt szakaszokat. 25% egyenlettel dolgozott, a tobbiek probalgattak pottyokkel szem-
léltetve a gyerekeket. Igy természetesen nem foglalkoztak azzal, hogy bizonyitsak,
hogy mas lehetdség nincsen.

Ertékelés:

A probléma kis szdmokra vonatkozott, és viszonylag bonyolult volt, ezért el6térbe
keriilt a probalgatas modszere. A probalgatassal kapott eredményt teljes megoldas-
nak fogadtak el.

7. feladat: Ellenorizziink!

Katinak és Julcsinak egyiitt 1500 Ft-ja van. Kati pénze 150 Ft-tal tobb mint Julcsi
pénzének fele. Hany forintjuk van kiilon-kiilon?
A feladatot Pisti igy oldotta meg:

1500 : 2 = 750, igy Julcsinak 750 + 150 = 900 Ft-ja van, Katinak 750 — 150 = 600
Ft-ja van.

Ellendrzés: 900 + 600 = 1500, és 900 : 2 + 150 = 600, tehat jo a megoldas.
Mit mondhatunk Pisti megolddsarol?

Cél:

A Iépések ellendrzésének, az indoklasnak a fontossagara hivjuk fel a figyelmet a fel-
adattal, amelyben a véletlennek koszonhetd a jo eredmény. A szakaszos abrazolas
most is segiti a magyarazatot.

Megoldas:

A hallgatok 56%-a elfogadta a megoldast, bar maga a kérdésfeltevés ténye elbizony-
talanitotta dket. JO megoldast tudott adni 28%. Ellenpéldat nem keresett senki.
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A helyes megoldas szakaszokkal (4.13. abra):

150
/_/%
Kati pénze: | I I
Julcsi pénze: | | I 150
"
Osszeg: | I | I |
i i 1500 !

1500 — 150 = 1350

1350 : 3 =450
4.13. abra

Tehat Katinak 450 + 150 = 600 Ft-ja van, Julcsinak pedig 2-450 = 900 Ft-ja.

Pisti megoldasanak lépéseire nincs indokléas. Egy példaval megmutathatjuk, hogy ha
mas adatok vannak megadva, nem kapott volna helyes eredményt.

Ha a két lanynak Osszesen 2400 Ft-ja van, a feladat tobbi része valtozatlan, akkor
Pisti modszerével Katinak 2400:2 —150 =1050 Ft-ja, Julcsinak
2400:2 4150 = 1050 Ft-ja lenne. Erre viszont nem teljesiil, hogy Kati pénzénél 150
Ft-tal kevesebb (900 Ft) éppen Julcsi pénzének fele (675 Ft). A modszereket egyen-
lettel felirva kiszamitottuk, hogy akkor ad Pisti hibas mddszere j6 eredményt, ha a
két lany egyiittes pénze a kiilonbség tizszerese.

A tévedés annak a korabbi hibas modszernek az analdgiajabol fakad, hogy ha az 6sz-
szeg feléhez hozzaadjuk, €és levonjuk a kiilonbséget, akkor megkapjuk a két mennyi-
séget.

Ertékelés:

A megoldas Iépéseinek folyamatos ellendrzésének fontossagat lathattak a hallgatok.
Lényeges, hogy ha egy gyerek ad hasonlé megoldast, tanarként meg is tudjak gydzni
annak téves voltar6l magyarazattal, ellenpéldaval, ne csak tekintély alapjan kijelent-
sék, hogy a tanar megoldasa a helyes.

8. feladat: Egyenlettel vagy anélkiil?

Alexandriai Diophantosz Ku. 250 koriil élt és irt egy hires konyvet az egyenletekrol,
az Arithmeticat. Egy kesobbi forrdasbol szarmazik az életkorara vonatkozo alabbi fel-
adat:

Diophantosz gyerekkora az élete egy hatoda volt. Ezutan eltelt élete egy-tizenketted
része, mire kinott a szakalla. Majd élete egy-hetedét meég agglegénykent élte, ezutan
megnésiilt. Ot évvel késébb megsziiletett a fia. A fiu feleannyi ideig élt, mint az apja.
Neégy evvel fia haldla utan Diophantosz is meghalt. Hany évet élt Diophantosz?

[87a]

Cél:

A hallgatok taladlkozzanak olyan problémaval, amelynél az egyenlet felirdsa 1ényege-
sen kényelmesebb a szakasz rajzolasanal.
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Megoldas:

Ertsiik meg a problémidt, vezessiink be jelilést!
Legyen x Diophantosz életkora.

Irjunk fel egyenletet!
g
6 12
2)6 =9
84
x =284
Ellendrzés

Gyerekkor: % =14 ¢v; szakall: % =7 évvel késobb; agglegény: % =12¢vig; fia

sziletése: 5 év mulva; fia életkora % =42 év;

144+7+12+5+42+4=284.

Vilasz
Diophantosz 84 évet élt.

A hallgatok 70%-a oldotta meg helyesen a feladatot, mindannyian egyenlettel. 30%
hasznalta a szakaszos abrazolast az adatok rendszerezéséhez, az egyenlet felirasahoz.

Ertékelés:

A hallgatok az egyenlet felirashoz tudtdk alkalmazni a szakaszos dbrazolést. A meg-
oldas megbeszélése soran kiszamoltak, hogy a tortek kozos nevezdje 84, és képzelet-
ben 84 részre osztva a Diophantosz ¢letkoranak megfeleld szakaszt, meg tudtak hata-
rozni az ¢letkorat.

Ha csak szakaszokkal dolgoztak volna, azt kellett volna 84 egyenld részre osztani
ahhoz, hogy mindegyik tortrészt abrazolhassuk, azt pedig mar nem tudjuk szépen le-
rajzolni.

4.2.3. Rejtvény

Dezsé és Rezso 50 méteres sikfutasban versenyeztek haromszor egymas utan.
Egyikiik sebességét sem tudjuk, csak azt, hogy Dezso is, Rezsd is ugyanazzal az al-
lando sebességgel futotta végig a harom versenyt, bar kettejiik sebessége természete-
sen kiilonbozo volt.

Elso alkalommal Dezsé nyert, és amikor datszakitotta a célszalagot Rezso 45 méternél
tartott.

Masodik alkalommal, hogy ne legyen ekkora kiilonbség, Dezsé 5 m elonyt adott Re-
zsonek, ekkor Dezso a startvonalrol, Rezso 5 m-rel elorébbrol indult. Ki nyerte a ma-
sodik futast?

Harmadik alkalommal Rezso a startvonalrol, Dezso 5 m-rel hatréebbrol indult. Ki
nyerte a harmadik futdast? [5b]
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Cél:

Latszolag hidnyzik a sebesség adat, azonban szakaszokkal kdvetkeztethetiink a meg-
oldasra.

Megoldas:

Rajzoljuk le szakaszokkal a harom verseny palyajat (4.14. dbra)!

START 45 m Rezsd CEL
1. verseny: I I I
50m Dezs6
Rezsé
2. verseny: [ | I
Dezs6
Rezsd
3. verseny: | | I I
Dezs6
4.14. dbra

Az els6 verseny alapjan lathato, hogy amig Dezs6 50 m-t fut, addig Rezs6 45 m-t.

A masodik versenyen Rezsének 5 m-rel kevesebbet, azaz 45 m-t kell futni a célig,
amig DezsOnek 50-et igy egyszerre érnek célba.

A harmadik versenyen Rezsonek 50 m-t, Dezsdnek 55 m-t kell futni. Miutan Rezs6
45 m-t, Dezs6 50 m-t futott, ugyanott lesznek, azaz a cél elétt 5 m-rel éri utol Dezs6
Rezsot, €s mivel gyorsabban fut, innen hamarabb ér a célba.

A hallgatok rajzoltak szakaszokat, és az elsé és masodik verseny eredményét helye-
sen értékelték. Am a harmadik versenyre kivétel nélkiil azt valaszoltak, hogy egy-
szerre érkeznek a célba. A feladat megolddsa utan, viszont folytattak a kérdéseket,
példaul, hogy hany méterrel elézte meg a harmadik versenyen Dezsé Rezsot. Ha
adott a kor alakt futopdlya hossza, akkor hanyadik korben korozi le elészor Dezsod
Rezs6t?

Ertékelés:

A hallgatdk a szakaszos abrazolasbol levonhatd kovetkeztetéseket nem tudtak végig-
vinni. Ebben a nehézséget a sebesség értelmezése is okozhatta szamukra.

4.3. Osszegzés

* A hallgatok a k6zos tevékenység sordn olyan modszerekkel taldlkoztak, ame-
lyeket maguk is alkalmazhatnak tanitasuk soran. A gyerekek szamara is hasz-
nosak a targyi tevékenységek, a szovegalkotdsok a szoveges feladatok szaka-
szos modelljeinek minél szélesebb korti alkalmazasahoz. A hallgatok szamara
nagy nehézséget jelent a szakaszos megoldas. Sajat altalanos iskolai tanulma-
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nyaikbol vagy kimaradt, vagy nem emlékeznek ra, és azt gondoljak, hogy
egyenlettel konnyebben boldogulnak, igy szivesebben alkalmazzék az egyenle-
teket. Kideriilt azonban, hogy a bonyolultabb feladatoknal az egyenletek felira-
sa is nehézségekbe iitkozik. Ha konnyebb feladatokon nem gyakoroljak be a
szakaszos abrazolast, akkor a nehezebbeknél sem tudjak hasznalni a modszert.
Ezért erdfeszitéseket tettiink arra, hogy konnyebb feladatokndl esetleg az
egyenlet felirasa utan rajzzal, kovetkeztetéssel is oldjak meg a problémat. Saj-
nos az 6nallé feladatmegoldas soran csak néhany esetben lattunk probalkozast
az egyenlet felirasa utani szakaszrajzolasra, amelyek azonban sikertelenek vol-
tak.

Megfigyelhetd, hogy amint az egyenletek felirasa, szakaszok rajzolasa nehéz-
ségekbe litkozik, eldkeriil a probalgatas. Fontos tudatositani a hallgatokban azt,
hogy a probalgatas a probléma megértésének, sejtések alkotasanak fontos mod-
szere, de ne elégedjenek meg egy megfeleld valasz megtalalasaval, torekedje-
nek a teljes megoldasra, a kovetkeztetések megtaldlasara, hiszen az alsé tago-
zatos gyerekek gondolkodasanak fejlesztését is ezek szolgaljak.

A szakaszos abrazolasi mod elsajatitasat segitette, hogy tobbféle megoldasi
moédot mutattunk a problémakra, a hallgatok otleteit javitottuk, befejeztiik ak-
kor is, ha nekik nem sikeriilt. gy lathattdk, hogy nem csak egy j6 modszer 1é-
tezik egy probléma megoldasara, batran induljanak el, és probaljak befejezni az
otleteiket.

A hallgatok elvétve irnak szoveges indoklasokat, ami érthetd, ha arra gondo-
lunk, hogy korabbi matematika oktatasuk soran ezt nem kérték tdliik szamon.
Lathato viszont, hogy a szoveges indoklasok hidnya a gondolkodas hianyossa-
gaihoz vezet. Erdsiteni kell az indoklasok szoveges megfogalmazasat irdsban
is, ez a gondolatok tudatositasaval fejleszti a kovetkeztetd képességet.

5. Gondolkodjunk visszafelé!

5.1. Célkitiizés

A visszafelé gondolkodas, mint probléma-megoldasi stratégia mar az als6 tagozatban
is megjelenik. A gyerekeknek ismerniiik kell a miiveletek megforditasat, ezek nyelvi
megjelenéseit. A ,,Gondoltam egy szamot, megszoroztam 3-mal, elvettem beldle 2-t
és 7-et kaptam.” tipusu feladatokat lerajzoljak, buborékokat rajzolnak a szamoknak,
nyilak jelolik a mtiveleteket, majd a visszafel¢ haladva beirjak a szamokat a koérokbe.

» Célunk, hogy a hallgatok taldlkozzanak olyan problémakkal, amelyek nem
csak a szdmitasok visszafel¢ valo végrehajtasat jelentik.

+ Osszetett szdveges feladatokban is képesek legyenek alkalmazni a stratégidt,
tudatosan meghatarozva a problémamegoldas 1épéseit.

* A hallgatok ismerjék a visszafelé¢ gondolkodas Iépéseinek kiilonbozd lejegyzési
formait.
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5.2. Megvalositas

A hallgatok kaptak egy feladatsort, amely egy jatékkal kezdddik a stratégia bevezeté-
sére. A tovabbi feladatok a stratégia kiilonb6z0 alkalmazdsi lehetdségeit mutatjak.
Az els6 négy problémat kozdsen dolgoztuk fel, a tobbit hazi feladatként 6nalldan ol-
dottdk meg a hallgatok.

5.2.1. Kozosen megoldott problémak

1. feladat: Vegyiink el fogpiszkalokat és nyerjiink!

Tegyiink az asztalra 32 fogpiszkalot. Két jatékos felvaltva vesz el ebbdl a kupacbol
fogpiszkalo(ka)t. Eloszor az elsé jatékos vesz el egy, kettd, harom vagy négy fogpisz-
kalot. Utana a masodik jatékos vesz el legalabb egy, de legfeljebb négy fogpiszkalot.
A jaték igy folytatodik, az nyer, aki az utolso fogpiszkalot elveszi. Melyik jatékosnak
van nyero stratégidja, és mi az?

Cél:

A hallgatok ismerjék meg a NIM jaték legegyszeriibb valtozatait, hiszen ezeket

gyerekekkel is jatszhatjak.

* Ismerjék meg, hogy mit jelent a nyerd stratégia.

» Tapasztaljak meg a 1épések tervezését, az ellenfél lehetséges 1épéseinek kitala-
lasat, a 1épések kovetkezményeinek vizsgalatat.

* Ismerjék meg a nyerd stratégia keresésének azt a modjat, ahogyan visszafelé
haladva nyer6 allasokat keresiink. Legyenek képesek ezt a stratégiat 0j hely-
zetben alkalmazni.

» Kisérletezzenek kiilonbozd stratégiakkal, figyeljék meg az eredményeket,

ezekbdl fogalmazzanak meg sejtéseket, vonjanak le kovetkeztetéseket.

Megoldas:

Jatsszunk, kisérletezziink!
A jatékot parban jatszottdk a hallgatok fogpiszkalokkal.

Csokkentsiik a fogpiszkalok szamat!
32 fogpiszkalo esetén hosszunak talaltdk a jatékot, ezért lecsokkentették a fogpiszka-
16k szamat 14 darabra. Miutan ez konnyen ment, 21 darab fogpiszkaloval jatszottak.

Néhany jaték utan rajottek, hogy ha 5 fogpiszkaldt hagyunk az ellenfélnek, akkor
biztosan nyerlink, mert a masik nem tudja elvenni mindet, viszont legfeljebb 4-et
hagy nekiink, amit mar el tudunk venni egy Iépésben.

Mit jelent a nyerdo stratégia?
Megbesz¢éltiik, hogy akkor van nyerd stratégidnk, ha akarmit 1ép az ellenfél, tudunk
ugy lépni, hogy mi nyerjiink.

Tapasztalat megfogalmazasa:
A céltdl kell indulni a megoldasban, az 5 nyerészam.
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Innen viszont nehéz volt tovabblépni. A hallgatok sokaig azt gondoltak, hogy a meg-
el6z6 1épéseknek nincs jelentdsége, csak a végén kell odafigyelni. Ekkor korbejarva
jatszottam a parok egy-egy tagjaval a nyer0 stratégia szerint, €s mivel nem ismerték a
nyer6 1épéseket, sokszor olyankor is nyertem, amikor nem én kezdtem.

Gondolkodjunk egy lépéssel tovabb! Fogalmazzuk meg, hogy mi a cél!

Hogyan lehet elérni azt, hogy akdrmennyit vesz el az ellenfél, a kdvetkezd 1épésben
tudjunk gy elvenni fogpiszkaldt, hogy 5 maradjon. Ezzel megtalaltuk a kovetkezd
nyer6szamot, a 10-et. Innen tobb-kevesebb probalkozassal eljutottak a nyerészamok
felsorolasahoz, a nyer6 stratégia megadasahoz.

A kezdd jatékos nyerd stratégidja:

A kezddnek ugy kell elvennie fogpiszkalokat, hogy rendre 30; 25; 20; 15; 10; 5 fog-
piszkalot hagyjon az ellenfélnek. Azaz (32 fogpiszkald esetén) eldszor 2 fogpiszkalot
kell elvennie.

Vizsgaljuk meg a megolddst!
A nyer0 stratégia megtalalasaban a visszafelé gondolkodas segitett.

Keressiink uj problémdkat!

Viltoztassuk a fogpiszkalok szamat! Van-e olyan szam, amelyre a masodik jatékos
nyer?

Ha kezdetben a fogpiszkalok szama 5 tobbszordse, akkor a nyerd szamok korabbi
meghatarozasa alapjan a masodik jatékosnak van nyerd stratégija.

Valtoztassuk az elvehetd fogpiszkalok szamat!

Ha az elvehet6 fogpiszkdlok szama 1, 2 vagy 3, akkor a nyerd szamok (ahény fog-
piszkalot az ellenfélnek hagyni kell): 4; 8; 12; és igy tovabb, 4 tobbszorosei. Altala-
nosan, ha az egy Iépésben elvehetd fogpiszkalok szdma 1, 2, ..., n, akkor a nyerd
szamok (n +1) tobbszordsei.

Kinek van nyerd stratégidja, ha az veszit, aki az utolso fogpiszkalot elveszi az ere-
deti jatékban?

Alkalmazzuk a nyerd szdm keresését visszafel¢ haladva! Az els6 nyerd szam, ahany
fogpiszkalot az ellenfélnek hagyni kell, az 1, majd a 6, a 11, és igy tovabb, vagyis az
5-tel osztva 1 maradékot add szamok.

A jatéknak szamtalan valtozata ismert, mi itt nem folytattuk tovabb a vizsgalodast.

Ertékelés:

A hallgatok megismerték a NIM jaték alap valtozatait, a nyerd stratégia fogalmat.
A jatéknak koszonheten a hallgatok maguk jottek ra a visszafelé gondolkodas stra-

crer

zataira. Altalanositottak a felismert szabalyossag alapjan.

2. feladat: Mennyit fizessiink a duplazasért?

Hiszékeny Bené bement egy boltba, ahol azt hirdették, hogy megduplazzak az embe-
rek pénzet. Hetfon 750 Ft-tal kezdett, és harom duplazas utan 6000 Ft-ja lett. Na-
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gvon boldog volt, vacsordzott egy jot. Masnap Furfangos Ivan, az elado azt mondta,
hogy fizetni kell a duplazasért, és az, hogy mennyit, attol fiigg, mennyi pénze van Be-
nonek. Miutan meghallotta, hogy mennyi pénze van Bendnek, azt mondta, hogy min-
den duplazas utan 1200 Ft-ot kell fizetnie a dupldzasert. Miutin Bend a harmadik
duplazas aradt is kifizette, iires zsebbel tavozott. Mennyi pénzzel kezdett Hiszékeny

Beno kedden? [40]

Cél:

* A hallgatok a hatvanyozas alapjan tudhatjak, hogy a 2 hatvanyok nagyon gyor-
san nonek, igy ez a jelenség, hogy a kétszerezések ellenére elfogy Bend pénze
meglepd.

crer

pen abrazolva.
Megoldas:

Ertsiik meg a problémdt!
Van példaul 1000 Ft-unk. Ekkor eldszor duplazunk, lesz 2000 Ft, majd kifizetjiik a
duplazasért az 1200 Ft-ot, igy 800 Ft-unk marad.

Készitsiink tablazatot!

) — 1200
Duplazas elott Duplazas utan Fizetés utan
«— <«
1. 1050 2100 — 900
2. 900 < 1800 “«— » 600
3. 600 <« 1200 <« 0

A tablazat els6 oszlopaba minden Iépésben a duplazas eldtti pénz, a masodik oszlop-
ba a dupldzas utani pénz, az elsd oszlopban levd kétszerese keriil. A harmadik osz-
lopba a fizetés utani pénz, azaz a masodik oszlopban levd pénznél 1200-zal kevesebb
keriil. Ez ugyanaz, mint a kdvetkezd duplazés kezdeti pénze, azaz a kdvetkezd sor el-
s0 oszlopaban levd pénz.

A végére elfogyott Bend pénze, ezért az utolsé sor harmadik oszlopaban 0 van.

Haladjunk visszafelé a nyilak szerint!

Az utolso6 sor masodik oszlopaban a harmadik oszlopban levd szamnal 1200-zal tobb
van, az elsé oszlopban fele a masodik oszlopbelinek. Igy sorban visszafelé haladva
megkaptuk, hogy Bend 1050 Ft-tal kezdte a dupldzasokat kedden.
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Ertékeljiik a megolddst!

A megoldast ellendriztiik, majd megbeszéltiik, hogy a visszafelé gondolkodas soran
célszerll tdblazatba irni 1épésenként a mennyiségeket, ha tobbszor ugyanazokat a 1¢-
péseket hajtjuk végre. Ugyanezeket a 1épéseket sorban egymads utan is irhattuk volna,
csak nagyon hosszu lett volna a sor.

Keressiink uj problémdkat!

Mennyi pénznél csokken a pénziink, ha 1200 Ft-ot kell fizetni a duplazasért?

A vélasz nem okozott nehézséget, hiszen a pénziink akkor nem valtozik, ha a dupla-
zassal annyit nyerlink, amennyit utdna ezért fizetni kell, vagyis 1200 Ft-ot, ehhez
1200 Ft-ot kellett duplazni.

Hogyan szamolhatta ki Furfangos Ivan, hogy mennyit kérjen a duplazasért, ha azt
akarta, hogy Bend pénze a harmadik fizetés végén fogyjon el.

Jeloljiik k-val a kezdeti pénzt, d-vel a duplazasért fizetendo pénzt.

Harom duplazas és fizetés utan: 2-(2-(2-k—d)—d)—d:0, ahonnan k:%d,

8
vagy d =—k.
gy 7

Ertékelés:

A hallgatok kezdeti segitséggel jol alkalmaztik a tdblazatos szemléltetését a visszafe-
1¢ gondolkodés stratégidnak. Kivancsiak voltak a megoldast kovetd vizsgalodasra a
meglepd helyzet miatt, hogy a duplédzas nem feltétlentiil kedvezo.

3. feladat: Egyesek és nulliak a koron

Egy korvonalra felirtunk 5 egyest és 4 nullat tetszoleges sorrendben. Ezutan barmely
két egyenlo szam kézé 0-t irtunk, kiilonbozo szamok kozé 1-et, majd az eredeti sza-
mokat letoroltiik. Ezt az eljarast folytatva lehetséges-e, hogy valamikor mind a 9
szam 0 legyen a kérvonalon? [20]

Cél:

A lehetetlenségi bizonyitasok mindig nehézséget jelentenek. Ha valamit nem tudunk
megcsinalni, abbdl még nem kovetkezik, hogy nem is lehet. Célunk, hogy a hallga-
tok lassanak olyan példat, amikor a visszafelé gondolkodas segitségével belathato,
hogy egy allapotot nem lehet elérni.

Megoldas:

Ertsiik meg a problémdt!
A hallgatok tobbféle elrendezését probalgattdk a szdmoknak a kérvonalon, és nem
sikeriilt elérniiik a csupa nullat. Ebbdl azt sejtették, hogy ez nem is lehetséges.

Bizonyitsuk be a sejtést!

Kialakult az a vélemény, hogy a paritassal lehet baj. Volt, aki azt gondolta, hogy a
szdmok Osszege a koron mindig paratlan marad. Ezt sikeriilt megcéfolni, ugyanis, ha
az 5 egyes egymas mellett van, akkor a kovetkezd 1épésben csak a nulldk és egyesek
talalkozasanal lesz egy-egy egyes, vagyis 2 egyes és 7 nulla lesz, az dsszegiik paros.
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Mas azt gondolta, hogy az a baj, hogy paratlan sok szam van, ugyanis példaul 4 szdm
esetén, ha mindegyik 0 vagy 1, akdrhogyan is rendezziik el dket, mindig elérhetd a
csupa 0. Négy szamra (mindegyik nulla vagy egy) ezt végig is probaltuk, és valoban
mindig megkaptuk a csupa 0-t. A paritdssal igy nem tudtunk tovabbhaladni.

Keressiink mds otletet! Gondolkodjunk visszafelé!

Mi lehet az az 4llas, amibdl a csupa nulla elérhetd?

Csak ugy lehet csupa nulla a koron, ha elétte csupa egyes volt. Csupa egyes pedig
ugy lehet, ha felvaltva van egyes és nulla a koron. Ez azonban paratlan sok szam ese-
tén nem lehetséges.

Tehat a csupa nulla 9 szam esetén nem elérheto.

Ertékeljiik a megolddst!

Indulaskor sokféle helyzetbdl indulhattunk volna, mindet nem tudjuk végignézni, vi-
szont a célallapot egyértelmil volt, ezért célszerli volt ebbdl kiindulva visszafelé ha-
ladni.

Végiil mégiscsak a paritas volt a dontd, tényleg az okozza a problémat, hogy pératlan
sok szam van.

Altalanositsunk!

Ugyanigy bizonyithatjuk, hogy ha paratlan sok szdmot irunk a korvonalra az adott
szabaly szerint nem érhetd el a csupa 0.

A problémanak sok sz€p folytatdsa 1étezik, biztattam a hallgatokat egyéni kutatasra,
olvasdasra, ajanlottam hozz4 irodalmat, de nem volt eredménye.

Ertékelés:

A hallgatok nehezen fogtak hozza a visszafelé gondolkodashoz annak ellenére, hogy
a korabbi problémak is erre a stratégiara vonatkoztak. A nehézséget okozhatta, hogy
most nem szamokon, hanem allapotokon kellett 1épésenként haladni. A masik ok,
hogy allitdsok bizonyitdsa nagyobb nehézséget okoz szdmukra, mintha valamely ke-
resett mennyiséget kell meghatarozni.

4. feladat: Az autokereskedo

Egy hasznaltauto-kereskedo egy hétig nem vett autot, csak eladott. Hétfon eladta az
autok felét, meg még egy fél autot, kedden a maradék harmadat, és még egy autot,
i1gy szerdara mar csak egy autoja maradt. Hany autdja volt hétfon? [64]

Cél:

Tobblépéses, nehezitett probléma, amely visszafelé gondolkodassal megoldhato. A
megoldas vilagosabb, ha szakaszos abrazolassal is szemléltetjiik. Célunk a problé-
mamegoldas lépéseinek tudatositasa, leirasa.

Megoldas:

A hallgatoknak eldszor bemutattuk Platonnak Mendn rabszolgajardl szolo dialogusat,
amelyben Szokratész a kérdezés modszerével tanitja a rabszolgafiut. Megbesz¢ltiik,
hogy jo lenne kevesebb eldontendd, és tobb nyitott kérdést feltenni a tanitas soran.
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Ezutan a hallgatok parban dolgoztak. A feladatot meg kellett oldani, majd 6ssze kel-
lett allitani egy részletes kérdéssort, amelynek segitségével gyerekekkel feldolgoz-
hatjak a problémat. A kérdéseket irasban kellett megfogalmazni. Ezutdn négyfds
csoportokban alkottak egy kérdéssort, amelyet a két par kérdéssorabol allitottak 6sz-
sze egymas Otleteit 0sszeadva, javitva.
Végiil kdzosen 0sszeallitottunk egy kérdéssort a probléma megoldasara.
A probléma megoldasa a hallgatoknak nehézséget okozott, ezért segiteni kellett ne-
kik, k6zdsen megoldottuk a feladatot.
Elészor nem tudtdk elképzelni, hogyan lehet fél autét eladni. Valtozatos otleteket
mondtak, alkatrészenként, lizingelve, stb. Néhany szamot kiprobalva végiil nehezen,
de rajottek, hogy paratlan szamu aut6 volt eredetileg, és épp ezzel a fél autdval lehet
elérni, hogy ne kelljen darabolni az autdkat.
Ezutan volt, aki kitalalta az eredményt, és megelégedett azzal, hogy csak azt mutatta
meg, hogy ez megfelel a szovegnek.
Némelyik par munkéjaban sok 1épés hidnyzott, am a négytagli csoportok mar részle-
tesebb, Iényegretorobb kérdéssorokat allitottak ossze.
Végiil kdzosen a kdvetkezo 1épéseket irtuk le:
1. Olvassuk el a feladatot!
2. Mi a furcsa a feladatban?
— F¢l autot nem lehet eladni.
3. Hogyan lehet mégis eladni fél autot?
— Potkocsis auto, stb.
Rajzoljuk le szakasszal az dsszes autot, és jeloljiik a hétfon eladott autokat!
Hény aut6t adott el hétfon?
— Hétfon az autdk felét és egy
fél autot adtak el. hétfén eladott
6. Hany aut6t adott el kedden? .
— A maradék harmadat, és még
egy autot.
7. Hany auté maradt szerdara?
— Egy aut6 maradt.
8. A kedd reggel meglévd autok-
nak hanyadrésze ez a két autd?
—2/3 része.
9. A kedd reggel meglévd autok
harmada hany aut6?

s

2 auto 3 rész

— Egy auto. kedd reggel: 3 auto
10. kedd reggel hany auto6 volt?

—3-1=3 autd. Osszes autok fele: 3 és fél auto
11. A fél autoval egyiitt ez hanyad-

része az eredetinek? osszes: 7 auto

— A hétf6 reggelinek a fele. 5.1 dbra

12. Hany aut6 volt eredetileg?
— Eredetileg 2-3,5 =7 aut6 volt.
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13. Mi a kovetkezd 1épés?
— Ellendrzés: 7 autdbdl hétfon eladta a felét, 3,5 autdt és még egy fél autot, dsz-
szesen 4 autot, igy maradt 3 autd keddre. Kedden eladta ezek harmadat, azaz 1
autot, meg még 1 autdt, dsszesen 2 autot, igy szerdara maradt 1 auto.

14. Mi a valasz?
— Hétfon 7 auto volt.

15. Mit jegyezziink meg a megoldasbol?
— El8szor képzeljiik el a feladatban adott helyzetet!
— A szdveget értelmezve 1épésenként abrazoltuk az Osszefiiggéseket szakaszok-
kal, majd visszafele haladva oldottuk meg a feladatot.
— A szoveges feladat megoldasi 1épései szerint haladtunk: a feladat megértése,
az adatok, Osszefliggések lejegyzése, a feladat megoldasa, ellendrzés, valasz-
adas, a megoldas értékelése.

Ertékelés:

A kérdéssor fogalmazasa fontos gyakorlat volt a hallgatok szamara. Egyrészt a meg-
oldasok indoklasanak leirasanak gyakorldsara, masrészt a késobbi tanitds szempont-
jabol. Sokaknak nehézséget okozott a megoldas szempontjabol lényeges 1épések
megtaldlasa, megfogalmazéasa. Nehézségeik voltak a tortrészekkel vald szamolas 1¢-
pésekre bontasaval. Teljesen elhagytak az ellendrzést és a megoldas utdlagos megbe-
sz€lését, a modszer tudatositasat.

5.2.2. Onalléan megoldott problémak

5. feladat: Rajzoljunk diagramot

Adott egy kétjegyii szam, amibol haromjegyii szamot készitiink ugy, hogy a végére
irunk egy 6-os szamjegyet. Ezutin hozzaadunk 6-ot ehhez a haromjegyii szamhoz,
majd letoroljiik az egyesek helyén allo szamjegyeét, igy ujra egy kétjegyii szamot ka-
punk. Ha ez a szam a 76, akkor mi volt az eredeti kétjegyii szam? [49]

Cél:

A lépések buborékokkal, nyilakkal vald dbrazolasanak gyakorldsa. A nehézség az,
hogy nem csak algebrai miiveleteket kell megforditani.

Megoldas:

Abrazoljuk a sziveg alapjin sorban a miiveleteket!

frjunk a végére Toroljiik az utol-
egy 6-ost! 6 +6 -~ 5 sO szamjegyet!
7 6
7 5 « 75 6 < 76 2«
Torodljiik az utol- -6 [rjunk a végére
s6 szamjegyet! egy 2-est!
5.2. abra

Ha egy 6-ra végz0dd szamhoz 6-ot adunk, akkor 2-re fog végzddni.

120



Ellenorzés
75—756—762—76

Vilasz
Tehat az eredeti kétjegyti szam a 75 volt.

A hallgatok 12%-a rossz valaszt adott, volt aki nem tudott kdvetkeztetni abbol, hogy
6-ot hozzaadunk a szdmhoz, volt aki a visszafelé szamoldsnal is balrol jobbra haladt,
és ezért tévedett.

A helyes megoldast adok mind lejegyezték az adatokat. A hallgatok 47%-a egy 1¢-
pésben, 41%-a tobb 1épésre bontva. A tobb 1épésben gondolkodoknal érdekes volt,
hogy sokan, az 0sszes hallgatdo 29%-a akkor is balrdl jobbra irta a 1épéseket, amikor
visszafelé haladt, csak 12% haladt jobbrol balra, valoban visszafelé. Kiillonbozokép-
pen dolgoztak a 6 hozzaadasanal. Mindenki jol latta, hogy az utolso szamjegy 2 lesz,
a hallgatok 35%-a felirta, hogy a tizes helyi értéken levé szamjegy 1-gyel nd. igy
amikor visszafelé haladt, nem a 762 — 6 miiveletet végezte el, hanem a tizes helyi ér-
téken levd szdmjegyet csokkentette 1-gyel.

Ellendrzést csak a hallgatok 12%-a végzett.

Ertékelés:

A megoldasok sikeresek voltak, azonban tanitdsi szempontbol szerencsésebb lett
volna, ha tobben bontjak tobb Iépésre a problémat, és a megoldasban vizudlisan is
visszafelé haladnak.

6. feladat: Rekonstrualjuk a szamolast!

Cilitol azt kérte a tandar, hogy egy adott szambdl vonjon ki 3-at, majd ossza el 9-cel
az eredmeényt. Cili 6sszekeverte a szamokat, és az adott szambol kivont 9-et, majd az
eredményt elosztotta 3-mal, igy 43-at kapott. Mi lett volna a helyes vailasz? [44]

Cél:

A feladat nehézsége, hogy tobb miiveletsor koziil tobbszor kell a megfelelot valasz-
tani.

Megoldas:

Bontsuk részekre a problémadt!

Elészor a Cili altal végrehajtott miiveletsorbol kiszamoljuk az eredeti szamot, majd
helyesen végrehajtjuk a miiveletsort.

A Cili altal végrehajtott miiveletsort a felso nyilakra irjuk (5.3. abra):

-9 03

Y
Y

A
A

+9 -3

5.3. abra
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Visszafelé¢ haladva megkapjuk, hogy az eredeti szam a 138.
A helyes miiveletsort elvégezve a valasz: (138 —3):9=15.

Ellenorzés
(138—9):3=43,6s 15-9+3=138.

Vilasz
A helyes valasz a 15 lett volna.

Mindenki j6 valaszt adott. A megoldast buborékokkal oda-vissza szemléltette a hall-
gatok 17%-a, rogton visszafelé¢ szamolt 26%. Egy nyitott mondatot irt fel, amely
minden 1épést tartalmazott 26%, €s 1épésenként egy-egy nyitott mondatot 26%. Eze-
ket lebontogatassal oldottak meg. Egy hallgaté egyenletrendszert irt fel a megoldas-
ra.

Csupan a hallgatok 10%-a ellendrizte a megoldast.

Ertékelés:

A feladatot minden hallgaté helyesen oldotta meg, a miiveletek megforditasa ismerds
volt, nem okozott gondot. Sajnalatos, hogy nagyobb azoknak a szdma, akik a nyitott
mondatok felirasat részesitették elonyben a buborékos szemléltetéssel szemben. A
gyerekek szamara sokkal hasznosabb az utdobbi mddszer tanitasa, igy a tanitoknak is
ebbe az iranyba kell fejlodni.

7. feladat: Tortrészbol az egészre

Balint a ceruzai otodét Borinak adta, majd a megmaradt ceruzak harmadat Blanka-
nak. Hany ceruzdja volt eredetileg, ha végiil 8 maradt?

Cél:

A tortrészekkel szamolas neheziti a problémat, célszeri szakaszokkal dolgozni.

Megoldas:

Abrazoljuk a szoveget szakaszokkal, majd visszafelé oldjuk meg a problémdt!

Bori

12

15
5.4. abra

Bori kapja a ceruzak 6todét.
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A maradék harmada Blanka¢, igy a maradék 2/3 része 8.
A maradék harmada 8:2 =4.

A maradék: 3-4=12.

Ez az eredeti 4/5 része.

Az eredeti 6tode: 3.

A ceruzak szama: 5-3=15.

Ellendrzés
15:5 =13 ceruzat kapott Bori. Maradt 15—3 =12 ceruza. Blanka kapta a harmadat:
12:3 =4 ceruzat. Maradt 12 — 4 = 8 ceruza.

Vilasz
Tehat eredetileg 15 ceruzaja volt Balintnak.

A hallgatok 16%-a rossz valaszt adott. Volt, aki jo szakaszokat rajzolt, csak ezeken
nem haladt kdvetkezetesen visszafelé, igy rosszul szamolt. Volt, aki buborékokat raj-
zolt, és nem a maradék ceruzakat, hanem az elvett 1/5 és 1/3 résszel szamolt tovabb.
Ez volt a feladat csapdaja, amit a szakaszos abrazolassal el lehetett kertilni.
Szakaszokkal szépen dolgozott visszafelé a hallgatok 32%-a. Nyitott mondattal, le-
bontogatassal 23%, akik koziil volt, aki a megoldas utan sikerrel probalkozott a sza-
kaszos abrazolassal is. Tortrészekkel helyesen szamolt szorzéassal 23%, koziilik 8%
ezt buborékokkal abrazolta, a tobbiek szoveggel és muveletekkel irtak le, ezeket a
megbesz¢lés soran be is mutattak.

A megoldast a hallgatok 8%-a ellendrizte.

Ertékelés:

A tortrészekkel szdmolas sok esetben helyes szakaszos dbrazoldssal tortént. A tortré-
szeket algebrailag szorzassal kevesebben tudtdk meghatarozni, talan ezért szorult ki-
csit vissza a nyitott mondatos megoldas. Aki viszont jol tudta a tortrészeket szorzas-
sal kezelni, az visszafelé is tudott vele szamolni.

5.2.3. Rejtvény

Naptart szeretnénk késziteni fabol ugy, hogy a honapokat lapokra irjuk a napokat
jelzo szamjegyeket pedig két kocka lapjaira. Lehet-e két kockara szamjegyeket irni
ugy, hogy ezzel a két kockaval minden datum napjat ki lehessen irni, ha minden alka-
lommal mindkét kockat ki kell rakni?

Cél:

* A megforditas triikkkjének alkalmazésa.
» Térszemlélet fejlesztése.

Megoldas:

Minden szamjegynek legalabb egyszer szerepelni kell, ez 10 szamjegy. 1-esbdl és 2-
esbdl legalabb kettd kell, mert 11-et és 22-t is le kell irni. 0 is kell mindkét kockara,
mert az 9sszes szamjegy elé kell tudnunk 0-t rakni. igy legalabb 13 szamjegyet kell
felirnunk a kockék lapjaira, amelyeknek Osszesen 12 lapja van, ez alapjan ugy tiinhet,
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hogy a probléma nem megoldhatd. A megoldast az a triikkk teszi mégis lehetové,
hogy a 6-ost megforditva 9-est kapunk, ezek egyiitt nem szerepelnek, igy elég nekik
egy kockalap. Egy lehetséges megoldas a kovetkezo.

Egyik kocka: 0; 1; 2; 3; 4; 5.

Masik kocka: 0; 1; 2; 6; 7; 8.

Ertékelés:

A hallgatok nagyon nehezen jottek ra a triikkre, pedig volt, aki emlékezett ra, hogy
latott mar ilyen naptart, aztan én is mutattam nekik egyet.

5.3. Osszegzés:

crer

allapotokkal nehezebben alkalmaztak, ezért hasznos volt, hogy taladlkoztak
ilyen problémakkal is.

 Fejleszteni kell a feladatok lépésekre bontdsat, a 1épések tudatositasat, erre a
parbeszédes modszer alkalmasnak bizonyult.

* Még mindig sokan dolgoznak nyitott mondatokkal a képi 4brazolés helyett, ho-
lott éppen a visszafelé szdmolasos feladatoknal tobb 1épés esetén elrettentéen
hossziva valnak a nyitott mondatok. Ezért fontos a tobbféle képi abrazolas,
buborékok, szakaszok, tdblazat bemutatasa, gyakorlasa.

6. Alkossunk problémakat
Harry Potter nyoman

6.1. Célkituzés

A matematikai problémamegoldas fontos eleme, hogy észrevegyiik azokat a problé-
makat, amelyek matematikai mddszerekkel megoldhatok. Ezt teszik a tudomanyos
kutatok szamos tudomanyteriileten, a mérnokok, informatikusok, stb. A pedagdgusi
munka soran is gyakran eléfordul, hogy adott szituacidohoz kell matematikai problé-
mat kitalalni. Ez lehet gyakorlati probléma, ahol a hétkdznapi életben alkalmazhatd
a matematika, lehet olyan szovegkdrnyezet, amely motivalo hatdsu a gyerekek sza-
mara.

Célunk, hogy a hallgatok lassanak mintat arra, hogyan lehet motivalo szovegkornye-
zetben kiilonb6zd problémakat alkotni, majd maguk is probalkozzanak ezzel.

6.2. Megvalositas

A kiindulas a Harry Potter és a bolcsek kove cimii konyvben szerepld rejtvény volt,
amelynek megoldésat kovettiik végig kdzosen. Kozben kiilonbdzd problémakat talal-
tunk ki, és megalkottuk azt az dbrat, ami a konyvbdl hidnyzik. Ezt kovetden a hallga-
tok hazi feladatként hasonlé médon alkottak feladatokat.
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6.2.1. Kozosen megoldott problémak

1. feladat: Harry Potter rejtélye

A Harry Potter és a bolcsek kove cimli kdnyvben a gonosz a bolcsek kovének kere-
sésére indult, amelyet a varazsloiskolaban rejtettek el, és varazslatok védték. A f6hds
¢s baratai a gonosz utan mentek. Beértek egy helyiségbe, ahol egy asztalon hét kii-
16nb6z6 alaku palack allt sorban egymas mellett. Mogottiik biborszint tiiz gyulladt ki
a helyiségbe vezetd ajtoban, a kdvetkezd terembe vezetd ajtoban pedig fekete tiiz
lobbant fel. Az tivegek mellett egy papirtekercset fedeztek fel, amelyen a kdvetkezo
utmutatés allt:

»~Fordulj meg, s menekiilj, vagy 1épj be a vészbe;
Két liveg megsegit, azokat vedd kézbe.

Az egyik visszakiild, a masik eldre:

Atkelhetsz a t{izon, ha iszol bel6le.

Hétbol két iivegben jambor csalanbor van,

De harom méreg is rejtézik a sorban.

Vilassz! Csak tigy vethetsz rabsagodnak véget.
Segitségiil kapsz, im, j6 tanacsot, négyet.

Egy: ravasz a méreg, de gondolj csak arra,
Mindkét bor mérget 1at, ha elfordul balra.
Kettd: a két sz€élsd mas izt rejt meglatod,

De ha tovabbmennél, egyik sem baratod.
Harom: kiillemében mindegyik palack mas,
Tudd meg, nem rejt mérget se torpe, se Orias.
Négy: a két masodik balrol s jobbrol nézve
Hasonl6 nedtit rejt — vésd ezt, vandor észbe.”

Ugyanez az eredeti, angol valtozatban:

Danger lies before you, while safety lies behind,

Two of us will help you, whichever you would find,

One among us seven will let you move ahead,

Another will transport the drinker back instead,

Two among our number hold only nettle wine,

Three of us are killers, waiting hidden in line.

Choose, unless you wish to stay here forevermore,

To help you in your choice, we give you these clues four:
First, however slyly the poison tries to hide

You will always find some on nettle wine's left side;
Second, different are those who stand at either end,

But if you would move onward, neither is your friend;
Third, as you see clearly, all are different size,

Neither dwarf nor giant holds death in their insides;
Fourth, the second left and the second on the right

Are twins once you taste them, though different at first sight.

A rejtvényt megprobalhatjuk megfejteni, de nehézséget okoz, hogy a kdnyvben nin-
csen rajz a problémahoz. A torténet folytatdsdban leirjak, hogy a gyerekek megoldottak
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a feladvanyt és megtalaltak a jobb sz¢éls6 livegben a visszafelé vezetd ajton atsegitd fo-
lyadékot, a legkisebb ilivegben pedig a kdvetkezd terembe vezetd ajton atsegitd folya-
dékot [76], [77], [28].

KESZITSUK EL A KONYV HIANYZO ABRAJAT!

Cél:

* A regényben szereplo rejtvény alapjan egyre tobb feltételt figyelembe véve al-
kotunk problémakat, ezzel megmutatjuk a problémdkban a feltételek szerepét.
A problémaalkotds soran a hallgatok tapasztaljdk az egymas utani lépések
meghatarozasat a feltételek fokozatos figyelembe vételével.

+ A hallgatok talalkozzanak egyszerli valosziniliségi problémakkal, komplemen-
terre rakérdezéssel.

» A kérdések tipikusan kombinatorikai jellegliek, lassak a hallgatok, milyen 1é-
nyeges a pontos megfogalmazasuk.

* A hallgatok talalkozzanak kombinatorikai problémak megoldasi stratégidival!

Megoldas:

A feladat kapcsan tobb probléma meriilt fel. Ezek megoldasa soran addig szlikitettiik
a lehetdségeket, amig eljutottunk egy lehetséges dbra megrajzolasahoz.

1. probléma:
Ha véletlenszerlien véalasztunk egy liveget, és megisszuk a tartalmat, mi a valdszini-

sége, hogy az atsegit a kovetkez0 terembe vezetd ajton?
1. probléma megoldasa:

. . 1 : .
Mivel 1 ilyen liveg van a 7 liveg kozott, igy ezt 7 valosziniiséggel fogjuk valasztani.

2. probléma:
Ha véletlenszeriien vélasztunk egy liveget, és megisszuk a tartalmat, mi a valoszini-

sége, hogy ez nem lesz azonnal halalos?
2. probléma megoldasa:

Mivel 3 mérget tartalmazoé iiveg van a 7 kozott, ezért 4 artalmatlan, tehat 5 valoszi-

nliséggel nem tartalmaz mérget a kivalasztott {iveg.

Mivel ezek az esélyek nem sok joval kecsegtetnek, érdemes tovabb gondolkodni.

3. probléma:
7 kiilonb6z6 tiveget hanyféleképpen lehet egymas mellé sorban lerakni?

3. probléma megoldasa:

Mivel az elsd helyre 7-féleképpen, a masodikra 6-, a harmadikra 5-, a negyedikre 4-,
az 6todikre 3-, a hatodik helyre 2-, az utolsé helyre 1-féleképpen valaszthatunk tive-
get, a lehetéségek szama: 7-6-5-4-3-2-1=15040.
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4. probléma:
Valojdban szamunkra fontosabb az ilivegek tartalma. Héanyféle sorrendje lehet az

iivegeknek, ha a tartalmukat tekintjiik, azaz a 3 méreg, €s a 2 bor egyforma?

4. probléma megoldasa:

A 7 iiveg 0sszes sorrendje koziil felében az egyik bor van eldrébb, a masik felében a
masik, igy a 7-6-5-4-3-2-1 szorzatot osztani kell 2-vel, ha a 2 bor sorrendjét nem
figyeljiik. Hasonloan a 3 méregnek 3-2-1=6 sorrendje lehet, igy az esetek 6-
odrészében all a 3 méreg mas helyen a 7 iiveg sorrendjében. A tobbi eset a 3 méreg
sorrendjében térne el, de ezeket most nem tekintjiik kiilonbozOnek. Tehat az tivegek

7-6:5-4-3-2-1

tartalmat tekintve a lehetséges sorrendek szama: 3301 =420.

A tovabbiakban a lehetséges esetek szamat az alapjan csokkentettiik, hogy sorban
egyre tobb, a versben szerepl6 tanacsot vettiink figyelembe.

Az Gjabb tanacsok feldolgozasakor mar csak azokat az eseteket néztiik, amelyek
a korabbiaknak megfeleltek.

Az elso tanacs: ,,Mindkét bor mérget lat, ha elfordul balra.” Eloszor meg kellett
allapodnunk, hogy mit jelent a balra fordulés, hiszen ez attol fligg, hogy merre
,nhéznek” a borok. Az angol véltozat egyértelmiibbnek tiinik: mindkét bor baloldalan
méreg van, de ez meg attdl fiigg, hogy merrdl nézziik. Megallapodtunk abban, hogy
az iivegek egy fal mellett all6 asztalon allnak sorban, igy csak egyféleképpen lehet
Oket szembdl nézni, és a boroktol balra mindig méreg van. (A forditott esetet is meg
lehet vizsgalni, szimmetria miatt a megoldas ugyanez lesz forditott sorrendben.)

A kovetkezd jelolést hasznaltuk a rovidebb irasmod kedvéért:

M — méreg, E — eldre segitd folyadék, H — hatra segitd folyadék, B — bor.

5. probléma:
Hanyféle sorrendje lehet az tivegek tartalmanak, ha bortdl balra mindig méreg van?

5. probléma megoldésa:

Mivel bortol balra mindig méreg van, egynek vesziink két egymds mellett allo
iiveget, melyekben baloldalon méreg, jobboldalon bor van. igy a sorba rendezendd
ivegek: MB, MB, M, E, H. Ez 5 elem, amelyek koziil 2 egyforma, igy az

eldbbiekhez hasonloan ezek Osszes sorrendje: # =60.

A masodik tanacs elso része: ,,a két sz¢élso mas izt rejt meglatod,”

6. probléma:
Ha a két sz¢éls6 tliveg kiilonbozd folyadékot tartalmaz, hany kiilonb6z6é sorrendje

lehet az livegek tartalménak?

6. probléma megoldésa:
1. megoldés: Rendszerezziik a lehetéségeket!
A bor a sor sz€lén csak hatul allhat, mégpedig uigy, hogy hatul MB van. Elétte M,
MB, E ¢és H lehet, 4 kiilonb6z6 elem 4-3-2-1= 24 -féle sorrendben.
Folytassuk azzal, hogy végignézziik a lehetdségek szdmat a hatul 4ll6 tartalmak
szerint.
Hatul allhat M, de ekkor eldl csak E vagy H lehet. Kozottik MB, MB, H vagy
MB, MB, E éllhat, mindkét esetben 3 sorrendben, ez igy dsszesen 6 lehetdség.
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Hatul allhat E, amibdl csak egy van, ekkor az elol allé biztosan kiilonbozik tdle,
igy a lehetdségek szama az MB, MB, M, H elemek sorrendjeinek szama, ami
4.3.2-1
—=12.

2
Ugyanigy 12 lehetdség van, ha H all hatul.
Mas nem allhat hatul, tehat a lehetdségek szama: 24 +6+12+412 = 54.
2. megoldas: Szamoljuk 6ssze a rossz eseteket!
A két sz¢ls6 liveg tartalma csak ugy lehet egyforma, ha mind a kettd méreg, azaz
az elsé helyen MB ¢és az utolson M all. A kozbiils6é helyekre az MB, E, H
elemeket 3-2-1= 6 -féleképpen lehet elhelyezni, igy azoknak a sorrendeknek a
szama, amelyeknél a két sz¢&ls6 elem egyforma: 6. Ezt kivonva az 5. véalaszban
szerepld 60 lehetdségbdl megkapjuk, hogy 54 olyan sorrend van, amikor a két
sz¢€1s6 liveg tartalma kiilonbo6zo.

A masodik tanacs: ,,a két sz€ls6 mas izt rejt meglatod, de ha tovabbmennél,
egyik sem baratod.”
7. probléma: Ha a két sz¢€Is6 iiveg koziil egyik sem lehet az E, akkor hany lehetdség
marad az elébbi 54-bd1?
7. probléma megolddsa:
* A 6. probléma 1. megoldasa utan:
Megszamoltuk, hogy ezek koziil az esetek koziil 12 esetben volt hatul az E,
csak ezeket kell elhagyni. Felhivtuk a figyelmet, arra, hogy vigyazni kell, hi-
szen E eldl is allhatott, azokat az eseteket is ki kell vonni. A szimmetria miatt E
szintén 12-féleképpen allhat eldl, igy Osszesen 24 esetet kell kivonni, marad
54 — 24 =30 lehetdség.
* A 6. probléma 2. megoldasa utan:
Nézziik a kovetkezo eseteket aszerint, hogy a bal sz€Isé és a jobb sz¢€ls6 helyre
mi keriil az MB, MB, M és H elemek koziil:
— Ha az els0 és az utolso helyen is MB van, akkor a kozbiils6 helyeken a 3
kiilonboz6 elemet 6-féleképpen helyezhetjiik el.
MB (E, H, M) MB
— Ha a két sz¢éls6 az MB ¢s a H, akkor ezeknek 2-féle sorrendje van, a koz-
biils6 3 kiilonbozo elemnek 6, igy ez 6-2 =12 eset.
MB (MB, E, M) H
— Ha a két sz¢Is6 a H és az M, akkor ezeknek 2-féle sorrendje van, a koz-
biilsé 3 elem koziil 2 egyforma, ezért 3-féle sorrendjiik van, igy ez
3-2=06 eset.
H (MB, MB, E)y M
— Ha a két sz¢éls6 az M és az MB, akkor ezek egyféle sorrendben lehetnek,
mert mindkét sz€éls6 nem lehet méreg. A kozbiilsé 3 elemnek 6-féle sor-
rendje lehet, igy ez 6 eset.
M (MB, E, H) MB
Osszesen 6 +12 4 6 + 6 = 30 lehetéség van az iivegek elhelyezésére.

Egyelore nem jelent segitséget a harmadik tanacs. Vegyiik figyelembe a negyediket!
Negyedik tanacs: ,,a két masodik balrél s jobbrol nézve hasonlé nediit rejt”

8. probléma:
Ha a két masodik balrol és jobbrol nézve egyforma, akkor hany lehetéség marad az

elébbi 30-bol?
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8. probléma megoldasa:
Vegyiik sorra az eseteket aszerint, hogy mi all balrol és jobbrol a mésodik helyen.

» Ha ez bor, akkor mivel a szélén sem E nem allhat, sem még egy M, csak a ko-
vetkezo lehet: MB (E, H) MB H a zarojelben levok felcserélhetok, ezért ez 2
eset.

* Méreg allhat itt ugy, hogy mindkett6 MB: _ MB _ _ MB, ekkor az elejére ke-
riilhet M vagy H, a két MB kozott pedig kétféle sorrendben lehet a két iiveg (E
¢s az elsd helyrdl kimaradt iiveg M és H koziil), igy ez 2-2 =4 eset.

» Lehetséges, hogy balrol a masodik egy M, jobbrol a masodik MB: = M
MB, ekkor a bal szélén csak H allhat, mert E nem lehet, MB meg nem fér. Ek-
kor kdzépen az E és az MB 2-féle sorrendben lehet.

* Az el6z0 eset forditottja, amikor balrol a masodik MB, jobbrol a masodik M:
_MB _ M _, ekkor kozépen két hely marad, a szélén egy-egy, igy a masik
MB csak kozépre keriilhet, ezutan az E csak a szélére, ami nem lehet, tehat ez
az eset nem fordulhat eld.

fgy az elsé, masodik és negyedik tanacs figyelembe vételével 8 lehetdséget kaptunk
az livegek tartalmara nézve. Ezek a kovetkezok:

MBEMMBH

MBMEMBH

MMBEHMB

MMBHEMB

HMBEMMB

HMBMEMB

HMEMBMB

HMMBEMB

A harmadik tanacs: ,,Tudd meg, nem rejt mérget se torpe, se orias.”

9. probléma:
Felhasznalva azt, hogy a legkisebb és a legnagyobb iivegben nem lehet méreg, ké-

szitstink egy olyan abrat, amelynek segitségével kitalalhat6, hogy melyik {ivegben
van az eldre segitd és melyikben a hatra segitd folyadék.

9. probléma megoldasa:

Elészor nézziik az el6z6 megoldas elsd két sorat: Ha balrdl vagy jobbrol a masodik
helyre rakjuk a legnagyobb palackot, akkor abbol kideriil, hogy ez csak bor lehet.
Ezutan a jobb sz¢€Is6 biztos H, az E-t pedig a legkisebb palack rejti. Tehat a 6.1. abra
megfelel, rdadasul éppen azt a megoldast adja, ami a konyvben le van irva, vagyis,
hogy a jobb sz€ls6 a hatrafelé segitd liveg, a legkisebb iiveg pedig az eldre segitd. (a
legkisebb és s legnagyobb liveg felcserélhetd, csak akkor nem a kdnyvbeli megoldast
kapjuk)

g&%&ﬁ )1

6.1. abra
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A tovabbi 6 lehetdséget megvizsgalva lathatjuk, hogy akérhogyan jeldlnénk ki a leg-
kisebb és a legnagyobb iiveggel kettdt, amelyik nem méreg, a felsorolt esetek kozt ta-
lalunk olyat, amelyben ezeken a helyeken E és H van, de olyat is, amikor valamelyik
helyett B all. Ehhez elég az 1. és 3., 1. és 4., 1.és 5., 3. és 4., 3. és 5. valamint a 4. és
5. helyeket megnézni.

Ezutan megvizsgaltuk, hogy lehet-e masik megoldast talalni, ha megenged;jiik, hogy
egymds utan két palack tartalmat is megigyak, de azt talaltuk, hogy nincs ilyen
lehetdség.

Erdekesség, hogy az angol nyelvii rejtvény az abra nélkiil is kitalalhat6, hiszen a
»twins” kettes ikret jelent, igy balrol és jobbrol a masodik nem lehet méreg, mert
abbol 3 van, csak bor.

Ertékelés:

» A fenti problémak segitették a hallgatok kombinatorikus gondolkodésat, mivel
szamos 0sszeszamlalasi modszer el6fordul benne: sorbarendezések ismétléssel,
ismétlés nélkiil, az esetek kiilonvalasztasa, rendszerben felsorolasa, a rossz ese-
tek 0sszeszamlalasa, vagyis a komplementerre attérés.

+ P¢ldat mutattunk arra, hogyan lehet matematikai feladatot konstrudlni a gyere-
keket érdekld témara.

+ Ravilagitottunk arra, hogy amikor mas nyelvre forditunk valamit, a sz6 szerinti
forditasnal fontosabb az értelmét visszaadni a gondolatoknak.

6.2.2. Onalléan megoldott problémak

2. feladat: Mesés matematika

Alkossunk problémat a gyerekeket érdeklé meséhez, torténethez, hétkoznapi szitua-
cidhoz!

Cél:

A hallgatdok szabadon alkossanak tetszéleges helyzethez matematikai problémat.

Megoldas:

A hallgatok valtozatosan értelmezték a feladatot.

— Legtobben mesei szovegkornyezetbe helyezték a problémakat, Micimac-
ko mézes csuprai, Aladdin repiild szényege, Hofehérke, torpék, szerepel-
tek. A szoveges feladatok tobbsége tobblépéses miiveletsorra fordithato
feladat kovetkeztetés nélkiil. Ezeken kiviil altaldban logikai feladatokat ir-
tak. Volt aki ismert példat irt at a gyerekek szamara érdekesebb nevekkel.

— Hétkdznapi problémakat irtak tobben: egy hallgato iskolai osztalyokrol irt
példat, ami a gyerekek hétkdznapjaihoz all kozel, bar megszokottabb a
tankonyvekben is. A kreativabb megoldas az volt, amikor adott szabaly
alapjan focicsapatokat kellett csoportokba osztani.

— Egy hallgaté Szutyejev gombas meséjéhez irt kisgyerekek szamara ked-
ves kérdéseket, a mesében szerepld allatok szdmarol, a gomba ald mene-
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Ertékelés:

kiilo allatok szamarol, sorrendjérdl. Sok hasznos matematikai megfigye-
1ést tehetiink, ha a meséket ilyen szemmel olvassuk.

Egy hallgato egy verses rejtvényt irt, amely Harry Potter rejtvényéhez ha-
sonlo, bar elég bonyolult tanacsokat tartalmazott egy apro hibaval.

A motivald szovegkornyezetet hasznalta ki kreativan egy hallgato, aki
kincskeresd térképet rajzolt, ami egy kincseskamrat abrazolt. A kincsek-
hez vezetd 1épéseket probak soran lehetett megtudni, amelyek egyszerii
matematika példak voltak. A kapott szamok alapjan kellett 1épni a térké-
pen, megrajzolni az utvonalat, ami egy szamjegyet adott, ¢s a meghataro-
zott iranyba annyit 1épve meglelték a kincses kamra kijaratat is. fgy a pél-
dak mellett a helymeghatarozast, az irdnyokat is gyakorolhatjak a gyere-
kek.

A hallgatok altalaban kreativ modon irtak problémakat. Néha az egyszeriibb megol-
das szellemesebbnek, hasznosabbnak bizonyult, mint a tGlbonyolitott széveg, ami
tobb pontatlansagot rejtett.

6.3. Osszegzés

* A hallgatok lathattak példat egy regényrészlethez alkotott matematikai problé-
makra.

* A ko6z6s munka sordn tapasztaltdk a problémdk pontos megfogalmazasidnak
sziikségessegét.

A hallgatok egy része ez alapjan szivesen €s Otletesen alkotott feladatokat.

» Voltak hallgatok, akik idegenkedtek az 6nallé feladatalkotastol, bar a megolda-
sok soran tigyesek voltak.

* A hasonl6 hallgatéi tevékenységeket mas tantargyak keretében is erdsiteni kell,
hiszen hasznos gyakorlat a tanitdsi munka elokészitésére.

7. Probléma csokrok — mi lenne ha?

7.1. Célkitiizés

Adott problémabol uj problémak alkotasaval probléma csokrot kaphatunk. Célunk,
hogy a hallgatok megismerkedjenek az 01j problémak alkotdsanak ,,Mi lenne, ha ...”
modszerével, €s maguk is tudjak alkalmazni.
Alkossanak 1) problémakat

» a kérdés valtoztatasaval;

* az adatok valtoztatasaval,

* a feltételek valtoztatasaval.
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7.2. Megvalositas

A k6z6s munka soran egy egyszerli problémabdl indulva a ,,Mi lenne, ha ...” mdd-
szer szerint alkottunk Uj problémakat, és megoldottuk azokat. A hallgatok hazi fel-
adatnak kaptak kiindulési problémakat hasonlé mddszerrel 11j feladatok alkotasara.

7.2.1. Kozosen megoldott problémak

Buvos korok

1. Az eredeti probléma

Rajzoljunk harom kort a 7.1. abra szerint! [rjunk szamokat a korok metszéspontjaiba,
¢és koronként adjuk Ossze Oket! A kordket blivos kordknek nevezziik, ha mindegyik
koron ugyanannyi a szamok Osszege. Helyezziik el az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamokat a ha-
rom kor hat metszéspontjaban ugy, hogy blivos koroket kapjunk!

7.1. abra

Megoldas:
Tobb hallgato probalgatassal talalt megoldast, ezeket feljegyeztiik.

Vizsgaljuk meg a megoldast!

Lehet-e elére tudni a blivos Osszeget, azaz az egy koron levo szamok 6sszegét?

A harom koron ugyanaz az 6sszeg. Ha ezeket dsszeadjuk, akkor a biivds dsszeg ha-
romszorosat kapjuk. A harom kor 0sszegében az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szdmok mindegyike

pontosan kétszer szerepel, igy ez az Osszeg: 2- (1 +2+34+4+5+ 6) =42, aminek

a harmada 14. Tehat egy koron a szamok 0sszege 14.

Keressiink szabdlyossdgot a tobbféle megoldasban, kitoltési modszert!
Eszrevettiik, hogy az egymés alatt levd szamok dsszege mindig 7 volt.
Prébaljuk ezt bebizonyitani!

7.2. abra
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Nevezziik egy parnak két kor két metszéspontjat, az elsé par szamai a A-ekbe,

a masodik par szamai a []-ekbe, a harmadik par szamai a O-6kbe keriilnek.

Az elsO koron levo 4 szam a A par és a[] par, a masodik koron levé 4 szam a A par
¢és a O par, a harmadik koron levd 4 szam pedig a [] par és a O par. Mivel minden
kordn ugyanannyi a szamok dsszege, ezért a parokban levé szamok Gsszege
ugyanannyi kell legyen ( Apar +[] par = Apar + O par =[] par + O par

= Apar = O par =[] par ).

Tehat megadott szdmok csak gy helyezhetdk el, hogy az (1;6), (2;5), (3;4) parokat
irjuk a megfeleld helyekre.

2. Valtoztassuk a szamokat!

Probléma: Keresslink masik 6 kiilonb6z6 pozitiv egész szamot, melyek elhelyezhe-
ték a harom kor metszéspontjaiban gy, hogy biivos koroket kapjunk. Lehetséges-e,
hogy ha nagysag szerint sorba irjuk a szamokat, akkor az egymas utan kovetkezd
szamok kiilonbsége nem mindig ugyannyi?

Megoldas: Lehetséges, példaul a 2; 5; 7; 8; 10; 13 megfeleld hat szdm, ugyanis ha-
rom parba allithatok ugy, hogy a parokban levd szamok 0sszege egyenld: 2 + 13 =5
+10=7+8.

3. Valtoztassuk a szamok osszegét!

Probléma: Mi lehet a metszéspontokba irt szamok 6sszege?

Milyen N-ekre lehet 6 kiilonb6z6 szamot talalni, melyek dsszege N, és amelyek elhe-
lyezhet6k a metszéspontokban ugy, hogy biivos koroket kapjunk?

Milyen legyen N, hogy a szamok kiilonb6z6 pozitiv egészek legyenek?

Megoldés: Minden N valos szam felbonthat6 6 kiilonb6zo részre ugy, hogy ezek pa-
rokba oszthatok, melyek Osszege megegyezik, példaul igy:

E—3y' E—2y' E—y' ﬁ—i—y' E+2y' E+3y

6 6 "6 6 76 T 6 '
Ha N 6-tal oszthat6 egész szam, akkor felbonthat6 6 kiillonboz6 egész szam 0sszegé-
re, amelyek beirhatok a metszéspontokba ugy, hogy blivos kordket kapjunk. A 6-tal
oszthatdsag elégséges feltétele a felbonthatosdgnak. Vajon sziikséges is?
Mar az eredeti példa is mutatja, hogy nem szikséges, hiszen
1+2+4+3+4+4+5+4+ 6 =21 nem oszthat6 6-tal.
A legkisebb jo 0sszeg: N =1+2+3+4+54+6=21, ezutdn N harmasaval novel-
hetd, mert mindharom par egyik tagjahoz 1-t adunk.
Sziikséges is, hogy N 3-mal oszthatd legyen, mert N-et hdrom egyenld Osszegli par
Osszegére kell bontani.

4. Hany megoldas van?

Probléma: Héanyféleképpen helyezhetdk el az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szdmok a metszéspont-
okban 1igy, hogy blivos koroket kapjunk, ha a korok metszéspontjait kiilonbozo rog-
zitett pontoknak tekintjiik?
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Megoldas: A 3 par 3-2-1=6 sorrendbe irhatd, egy paron beliil 2 lehetéség van a

szamok elhelyezésére, ez 3 parra 2° = 8 lehetéség, igy Osszesen 6-8 = 48 elhelye-
z¢€s lehetséges.

5. Valtoztassuk a szamok elhelyezésének médjat!

Huzzunk cédulikat a metszéspontokba!

Probléma: Hat cédulara felirtuk az egész szamokat 1-t6l 6-ig, és beletettiik egy ka-
lapba. Visszatevés nélkiil kihuzzuk a cédulakat, és sorban beirjuk a metszéspontokba.
Mi a valoészintisége, hogy biivos koroket kapunk?

Megoldas: Az elébbi megoldas alapjan az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamokat 48-féleképpen el-
helyezve kapunk blivos kordket, az Gsszes eset szama pedig 6!, igy a keresett vald-
szinliség: 48 = L ~ 0,067 .

6! 15

6. Valtoztassuk a szamok elhelyezésének modjat!

Dobdékockaval dobjuk a szamokat a metszéspontokba!

Probléma: Egy szabalyos dobokockéval dobunk, és a dobott szamot sorban beirjuk a
metszéspontokba. Mi a valosziniisége, hogy blivos kordket kapunk? Mieldtt szamol-
nank, tippeljiik meg, hogy a cédula huzaskor vagy a kockadobaskor nagyobb annak
az esélye, hogy biivos koroket kapunk.

Megoldas: Mind a 6 metszéspontba 6 szam keriilhet, igy osszesen 6° lehet3ség van.
A kedvezd esetek Osszeszdmoldsa nehezebb, mint az el6bb, mert ugyanaz a szdm
tobbszor is eléfordulhat, igy a parok sem biztos, hogy kiilonbozok, sét egy parban is
lehet két egyforma szdm. Az egy parban levé szamok Gsszege 2 és 12 kozott lehet.
Az egy parban levoé szamok Osszege alapjan rendszerezve szamoljuk 6ssze a lehetd-
ségeket:

Egy péarban a szamok 6sszege Elhelyezési lehetdségek szama
2=1+1 csupa 1 1
3=1+2 egyforma parok, azon beliil lent-fent 2’
4=1+3 3db 2db 1db 0db
4=2+2 0db 1db 2db 3db
2 +3.22+3.2+ 1= 3’
5=1+4 3db 2db 1db 0db
5=2+3 0db 1db 2db 3db
2’ +3.2°+3.2° +2° = 8.2°= 4
6=1+5 3210 20 1 10 O
6=2+4 0123 02 1 01 0
6=3+3 0000 11 1 22 3
£+2:3.246-2+2-3-2+1 = 5’
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7=1+6 3210 2010 1 0
7=2+5 0123 0201 1 0
7 =3+4 0000 1122 1 3

£+ 4.3.2 + 6-2°+2° 63
8 =2+6
8=3+5
8 =4+4 ugyanugy, mint 6-nal 53
9=3+6
9=4+5 ugyanugy, mint 5-nél 4
10=4+6
10=5+5 ugyanugy, mint 4-nél 3’
11=5+6 ugyanugy, mint 3-nal 2}
12=6+6 ugyanugy, mint 2-nél 1
Ez Osszesen 666 lehetdség, igy a keresett valészinliség:
6666 ~ ! = ! ~ 0,0023, joval kevesebb, mint a cédulahtizés esetében.

6 2-6° 432

Visszapillantva az dsszeszdmlalasra lathatjuk, hogy elég bonyolult médon meglepd-
en szép, egyszerli eredményre jutottunk. Felmertil a kérdés, hogyan lehetne rovideb-
ben belatni, hogy szabalyos kockéaval dobva a szdmokat, ha egy par dsszege példaul
8, akkor a lehetéségek szama 5°.

Gondoljunk arra, hogy biivos koroket kaphatunk gy, hogy a parok felsd tagjat tet-
szOlegesen beirjuk, ekkor az alsok egyértelmiien meg vannak hatdrozva, mert a parok
tagjainak 0sszege 8. 8-as Osszeg esetén a 2, 3, 4, 5, 6 szamok johetnek szdba, igy 3
helyre tetszélegesen vélaszthatunk 5 szam koziil, és ez 5° lehetéség. Ezzel egysze-
ribb modszert sikeriilt taldlni a fenti 6sszeszamlalashoz.

7. Valtoztassuk a szamokat dobasok alapjan!

Probléma: Hat dobokockaval dobunk egyszerre. Mi a valoszintisége, hogy a dobott
szdmokat be lehet irni a metszéspontokba ugy, hogy biivos koroket kapjunk?

Megoldas: Figyeljik meg, hogyan valtozik a megoldas az el6z6hoz képest. Az dsszes
eset szdma nem valtozik, a kedvezd esetek szadma viszont igen, ugyanis a dobott
szamok elhelyezésérdl most mi donthetiink, ezért varhatdéan né a valdszintisége an-
nak, hogy biivos koroket kapunk.

Az el6z6 megoldas rendszerével szdmolva megkapjuk a kedvezo esetek szamat.
Példaul a 4-es 6sszeg lehet ugy, hogy a dobott szamok: 111333; 112233; 122223;
222222.

A kedvezd esetek szama annyi, ahdnyféleképpen dobhatjuk ezeket a szdmokat, azaz
ahanyféleképpen a hat kiilonb6z6 dobokockahoz hozzarendelhetjiik a szamokat, ez a
szamok sorrendjeinek szdma:
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! ! !
L+ o +g+1 =141. Hasonloan szamolva a tobbi Osszeg esetén a keresett
3131 2.2.2 4!
valoszinliség kozelitdleg 0,106. Most nemcsak az el6z6 kockadobasnal nagyobb a
blivos kordk valosziniisége, hanem a cédulahtizasnal is.

8. Viltoztassuk a szamokat!
Probléma: Talalhat6-e 6 kiillonb6zo Fibonacci-szam, melyeket a harom kor 6 met-

széspontjadba  beirva  blivos  kordket  kapunk?  (Fibonacci  szamok:
Lh=L =1 f =f_ +f_,,han2-nél nagyobb természetes szam.)

Megoldas: Nem talalhatok a feltételeknek megfeleld Fibonacci szdmok.
Tegyiikk fel, hogy Iéteznek blivos kordk kiilonb6z6 Fibonacci szamokkal,
ezek:a <b<c<d<e< f. Egyenld Osszegli parokba ezek akkor sorolhatok, ha

a+ f=b+e=c+d. Mivel ¢ és d Fibonacci szamok, 0sszegiikk nem lehet na-

gyobb a sorozatban a d utan kovetkezd Fibonacci szamndl, mivel d <e, igy
c+d<e< f<a+ f,ezpedig ellentmondas.

9. Valtoztassuk a korok szamat!

Probléma: Elhelyezhetok-e 4 kor metszéspontjaiba 1-12-ig az egész szamok ugy,
hogy biivs koroket kapjunk? Mondjuk meg elére, mennyi lesz egy koron a szamok
0sszege?

Megoldas: Mivel 1+2+...4114+12 =78, és minden szam két koron szerepel, igy

anégy koron 2-78 =156, egy koron % =39 a szamok Osszege. Az elhelyezés va-

loban lehetséges az eredeti feladathoz hasonl6 parositassal (7.3. dbra):
1+12=2411=3410=4+9=54+8=6+7.

7.3. abra
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A koréabbiakhoz hasonldan kereshetiink mas szdmokat is, amelyek biivos koroket ad-
nak.

Lehetséges az is, hogy az egymas utan kovetkezd szamok kiilonbsége nem mindig
ugyannyi, példaul: 1;2; 5; 21; 30; 44; 45; 69; 78; 94; 97; 98.

10. Valtoztassuk meg a koroket!

Probléma: Elhelyezhetdk-e 4 egyenes 6 metszéspontjaban 1-6-ig az egész szamok
ugy, hogy mindegyik egyenesen ugyanannyi legyen a szdmok 0sszege?

Megoldas:

7.4. abra

Az a ponton atmend két egyenesre: b+c = f+d .
Az e ponton atmend két egyenesre: b+ f=c+d.
Ezekbdl c—f=f—c = c=f = b=d = a=e. Tehat mindhdrom egyene-

sen ugyanaz a hdrom szadm kell szerepeljen, az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szdmok nem helyezhe-
tok el a metszéspontokban a feltételeknek megfelelen.

11. Valtoztassuk meg a miiveletet!

Probléma: Helyezziik el az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamokat harom kor hat metszéspontjaban
ugy, hogy mindegyik koron ugyanannyi legyen a szamok szorzata.

Megoldas: Az elhelyezés nem lehetséges. Az eredeti probléma megoldasa szerint
most a parokban levd szamok szorzata kell egyenl6 legyen. Az 5 primszam, csak egy
parban levé szamok szorzatanak lehet primtényezdje, igy az elhelyezés nem lehetsé-
ges.

Példaul az 1; 2; 3; 4; 6; 12 szamok elhelyezhet6k a metszéspontokban ugy, hogy
mindegyik korén ugyanannyi legyen a szdmok szorzata, mert 1-12=2-6=3-4.

Ertékelés:

Az eredeti problémaban adott szdmokat kellett harom kor metszéspontjaiban elhe-
lyezni, hogy a korokon levd szamok Osszege egyenld legyen.
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A problémdk alkotasa kdzben az eredeti probléma minden elemét valtoztattuk: a
szdmokat, a korok szamat, a koroket, és a miiveletet is. A hallgatok aktivan részt vet-
tek a k6z0s munkaban.

7.2.2. Onilléan megoldott feladatok

k-flipek
Egy tizes szamrendszerben felirt szamot k-flipnek neveziink, ha k-val szorozva a
szam forditottjat kapjuk. Tegylink fel kérdéseket!

Megoldas:

Minddssze két hallgato talalt négyjegyti €s Stjegyt 4-flipet: a 2178-at és a 21978-at,
de nem folytattdk. Néhanyan tettek fel kérdéseket, amelyeket nem is probaltak meg-
oldani, bar nem lett volna reménytelen, hidnyos miivelet szamjegyeit kellett volna
keresni:

»Keressiik meg az 6sszes haromjegytli 3-flipet
,»Minden szamnak van flipje?”

,Melyik a legnagyobb négyjegyt flip?”’

"’

A biivos hegy

Tekintsiik a természetes szamok alabbi tablazatat, ahol a legf6lsé sorban egy 1-es all,
¢s minden tovabbi sorban kettdvel tobb szdm van, mint az el6z6ben. Melyik sorban
talaljuk a 14 878-at? Tegyiink fel tovabbi kérdéseket €s keressiik a valaszt!

Megoldas:

Két hallgatd vette észre, és egy indokolta, hogy minden sor utolsé szdma négyzet-
szam, mégpedig a sor szamanak négyzete. Ez alapjan a 14 878 helyét meghatarozhat-
juk.

Ok feltettek ehhez hasonlé kérdéseket mas szamokra is.

,Hany sorban fér el az 6sszes kétjegyli szam?”

Volt, aki észrevette, hogyan valtoznak a szamok egy oszlopban, de nem igazolta.

Az 1089 varazslata

Az 1089 9-flip, ugyanis 1089-9 = 9801. Azonban van mas magikus tulajdonsaga is
az 1089-nek. Irjunk le egy tetszéleges haromjegyii szamot, majd irjuk le a forditott-
jat. Vonjuk ki a nagyobb szambol a kisebbet. A kiilonbségnek is irjuk le a forditott-
jat, majd adjuk hozza a kiilonbséghez, az eredmény 1089 lesz!

Megoldas:

A hallgatok csak kiprobaltak az 1089 biivos tulajdonsagait, de nem folytattak a prob-
1émat, elképzelhetd, hogy mar ezeket a tulajdonsagokat sem tudtak igazolni.
Ertékelés:

A hallgatok koziil kevesen foglalkoztak a problémak 6nalld alkotasaval, és még ke-
vesebben tudtak megoldani azokat.
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7.3. Osszegzés

crer

bemutatdsara, valtozatos, elemi eszkdzokkel megoldhatod problémakat kaptunk. Eze-
ket a problémakat megoldva kis ,kutatast” folytattunk a biivos korok témajaban.
A hasonl6 kutatasok 6nallo végrehajtasara a hallgatok még nem vallalkoztak.

8. Egy modell — kiillonféle reprezentaciok

8.1. Célkitiizés

A problémamegoldds soran a megoldasi modszer tudatositdsa magaban foglalja a
probléma modelljének vizsgalatat. Ez segiti a modell felismerését 0j szovegkdrnye-
zetben, ezaltal a megismert megoldasi médszer alkalmazasat. A tanulok a hasonl6 fe-
ladatok keresése soran konnyebben rataldlnak a megfeleld példara, ha azok jellegze-
tességeit megismerik.
A felmérés soran azt tapasztaltuk, hogy a szoveg nehezitésével rohamosan csokkent
a sikeres megoldasok szama, ezért a modellek felismerését és alkalmazasat gyako-
rolni kell.
Kutatasok bizonyitjak, hogy az alsé tagozatban a miiveletek tanitasakor a miiveletek
elvégzésének algoritmusa mellett fokozott figyelmet kell forditani azokra a szdve-
gekre, amelyek modellje a tanitandd mivelet. Ezért éllitottunk Ossze feladatsort a
modellek felismerésének gyakorlasara.

» Célunk egyrészt a szoveges feladatoknak megfelelé modellek gyakorldsa nem

szokvanyos helyzetekben.
* Masrészt egy modell tobb kiilonboz6 megjelenési formdjanak bemutatasa.

8.2. Megvalositas

A hallgatok kaptak egy feladatsort, amelynek els6 két problémajat kozosen dolgoz-
tuk fel. A tobbi feladatot 6nalld6 munkaban hazi feladatként kellett megoldaniuk a
hallgatoknak. A hallgatokat biztattuk, hogy alkossanak kiilonb6zd szovegeket egy-
egy modellre.

8.2.1. Kozosen megoldott problémak

1. feladat: Kerékcsere

Egy 15 000 kilométeres autoutra ugy indult egy autos, hogy a kocsi mind a négy ke-
rekén vadonatuj gumi volt, és vitt egy potkereket. Ugy cserélgette a gumikat, hogy a
tura végere mindegyik gumival ugyanannyi utat tett meg. Hany kilométert gurult egy
gumi?
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Cél:

Gyakori probléma a szoveges feladatok megoldasakor a megfeleld miiveletek kiva-
lasztasa. A gyerekek, ¢s sokszor a hallgatok is hajlamosak a feladat szovegében sze-
repld szdmok kozott valamilyen miiveletet végezni, amire a szoveg szerintiik utal.
A probléma megoldasa ezzel a meggondolassal tévutra vezet, erre mutatunk ra a
probléma modelljének kiilonbdzd reprezentacidival. Végiil célunk az adott modellre
szovegek alkotasa.

Megoldas:

A hallgatdk egy ideig ragaszkodtak ahhoz a megoldashoz, hogy a 15 000 km-es ut
egyenlden oszlik meg az 6t gumi kozott, igy egy gumi 15000 : 5 = 3000 km-t gurul.

Javasoltam nekik, hogy képzeljék el, mikor melyik kerék gurul.

Ezutan tobben rajottek a megoldasra. Kétféleképpen gondolkodtak:

1. Egyszerre 4 kerék gurul, igy a négy gumi 6sszesen 4 - 15000 km-t gurul, és ez osz-
lik meg az 5 gumi kozott egyenlden, tehat egy gumi (4 - 15000) : 5 = 12000 km-t gu-
rul.

2. Ha csak egy gumi gurulna egyszerre az auton, akkor 15000 : 5 jutna egy gumira,

mivel 4 gumi gurul egyszerre, ezért ennek a 4-szerese jut, azaz (15000 : 5 ) - 4 =
12000 km.

Abrazoljuk a problémat!

Tobb hallgato elkezdte az utat szakaszokra osztani, de gondot okozott, hogyan jelol-
jék, mikor melyik gumi gurult. Erre kétféle jelolés kinalkozott: az egyik, hogy mind-
egyik guminak megfelel egy vonal, amin jeldljiik, hogy mikor gurul, mikor nem:

1 I I I I I

2 | I I I I I

8.1. abra

A 8.1. abran jeloltiik, hogy eldszor az elsd kereket cseréltiik az 6todikre, utdna a ma-
sodikat vettiik le és visszaraktuk az elsdt, majd a harmadikat vettiik le és visszaraktuk
a masodikat, végiil a negyediket vettiik le, és visszaraktuk a harmadikat. Mindegyik
gumi ugyanakkora Gton nem gurul, igy a 15 000 km-es ut 6t6dén nem gurul egy-egy
gumi, ami 3000 km, tehat mindegyik gumi 12000 km-t gurul.

Van-e mas megolddasi modszer?

Ez a jelolés hozza azt a megoldast, hogy ha mindegyik gumi ugyanakkora utat gurul,
akkor ugyanakkorat nem gurul, és ez az a 15000:5 = 3000 km, amit az elején tévesen
szamoltak a hallgatok. Ebbdl adodik a 15000 — 3000 = 12000 km, amennyit mind-
egyik gumi gurul.
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Nézziik meg mds jeliléssel!
Abrazoljuk egy szakasszal a tirat! Szamozzuk a gumikat, és a szakaszokhoz irjuk
oda, hogy éppen melyik négy gumi gurul (8.2. dbra):

1234 | 2345 | 3451 | 4512 | 5123

8.2. abra

Ebbdl latszik, hogy elegendd 6t egyenld hosszusdgh szakaszra osztani az utat, hogy
el tudjuk érni, hogy mindegyik gumi ugyanannyit guruljon. Mivel mindegyik gumi
egy szakaszon nem gurul, 4 szakaszon gurul, az egy gumi altal megtett ut:

4 - (15000 : 5).

Alkossunk a probléma modelljére uj szovegeket!

Ko6z0s javitgatasok utan jo szovegek sziilettek, példaul:

1. Egy 15 6ras maratoni focimeccsen a Kétballab SC. 5 jatékosa koziil 4 mindig a pa-
lyan volt. Hany orat jatszott egy-egy jatékos, ha tudjuk, hogy mindenki ugyanannyi
ideig jatszott?

2. Egy ifjusagi szallason 15 szoba van, mindegyik 4 agyas. A szallason 5 szobanként
van egy tarsalgd. Hany vendég jut egy tarsalgora?

Ertékelés:

* A kezdeti hibas megoldas oka az volt, hogy a probléma megértése, a szituacid
elképzelése helyett azonnal miiveletsort irtak a hallgatok. Olyan kdnnytinek
gondoltak a feladatot, hogy elhagyhatjdk a problémamegoldas elsé 1épését.

A szakaszos 4brazolassal, a szamos jeloléssel megadtuk a szamitasokkal kapott
megoldasok megvalositasat is. A konstruktiv megoldas eldonye, hogy megadja a
megval6sitds modszerét is, ami azért fontos, mert lehetnek olyan feladatok,
ahol nem valdsithaté meg a szamitasokkal kapott érték.

+ A hallgatok probléma modelljeként lathattak tobbféle miiveletsort, szakaszos
abrazolast, szamos jelolést, st masik nézépontbol, a komplementerre attéréssel
is megoldottuk a problémat.

» Fontos tanari tevékenység az éppen megoldott tipusfeladathoz hasonlé felada-
tok keresése a gyerekek szdmara, ezt gyakoroltuk az 1) szovegek keresésével.

2. feladat: Kavé és tej

Két csupor van eldttiink, az egyikben tej, a masikban kavé van. Egy tedaskandl tejet
dttesziink a kavés csuporba. Elkeverjiik, majd ugyanazzal a kanallal a keverékbol
visszatesziink egy kandalnyit a tejes csuporba. Mi lesz tobb, a tej a kavés csuporban,
vagy a kavé a tejes csuporban? [10]

Cél:

* A hallgatok tobbféle reprezentacidban ismerjék meg a megoldéasat a probléma-
nak, késébb lassanak, alkossanak més problémakat ugyanerre a modellre.

* A probléma nehezitése az el6z6hoz képest, hogy nem egyszeriien egy mivelet-
sor a modell. Az ardnyok, keverési feladatok nehézséget okoznak a hallgatok-
nak, célunk e tekintetben is a szemlélet fejlesztése, a gyakorlas.
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Mmegoldas:

A hallgatok kozott €lénk vita alakult ki, mindharom vélemény eléfordult:

— atejben tobb kavé van, mint amennyi tej a kdvéban;

— akavéban tobb tej van, mint amennyi kavé a tejben;

— kicsit késObb volt, aki azt gondolta, hogy a két mennyiség megegyezik.
Prébaljuk eldonteni, kinek van igaza!

Ertsiik meg a problémdt!
A feladatban nincs kikotve, hogy a két csuporban ugyanannyi folyadék van, és az
sem, hogy tokéletesen elkevertiik a tejet a kdvéban.

Mi a zavaro a problémaban?
Nem ismerjiik a feladatban szereplé mennyiségek nagysagat.

Keressiink egyszeriibb, hasonlo problémat!
Adjuk meg a hidnyz6 mennyiségeket!

1. Szemléltessiik korongokkal a tej ,,molekuldkat”, és a kave ,, molekuldkat”, és jatsz-
szuk le a problémat!

Tegyiik fel, hogy 10 molekula volt kezdetben mindkét csuporban, és a teaskanallal
mindig 2 molekulat tesziink 4t egyik csuporbdl a masikba.

B & &
S H 5

8.3. abra

Eldszor két fehér korongot tesziink at a tejes csuporbol a kavés csuporba. Ezutan 6sz-
szekevertiik a kavés csuporban a korongokat, majd csukott szemmel kettdt kivalaszt-
va, visszatettiik azokat a tejes csuporba (a 8.3. abran egy fehéret és egy feketét). Vé-
giil ugyanannyi fehér korong lett a kavés csuporban, mint ahany fekete korong a tejes
csuporban.

Kiprobaltuk, hogy akarmilyen Osszeallitasban raktunk vissza két korongot a tejes
csuporba, mindig ugyanezt az eredményt kaptuk.

Ugyanezt megnéztiik tigy is, hogy a teaskanal 3 korongot tartalmazott. Az eredmény
Ujra ugyanaz.

Ertékeljiik a modelit!

Ezzel a szemléltetéssel nem tudjuk elérni azt, hogy a tej aranya a kdvés csuporban
ugyanaz legyen, mint a tedskanalban, azaz a korongos modell nem felel meg teljesen
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a problémanak. Jo lenne, ha nem diszkrét, hanem folytonos modon adnank meg a
mennyiségeket!

2. Tegyiik fel, hogy mindkét csupor 1 literes, és a kandl 1 dl-es. A tejbol attesziink 1
dl tejet a kaveba, majd a keverékbdl 1 di-t a tejes csuporba. Mennyi tej lesz ekkor a
kavés csuporban, és mennyi kavé a tejes csuporban?

Miutan 1 dl tejet 4tontdttiink a kavés csuporba, a kavés csuporban 10 dl kavé és 1 dl
tej lett. Ez azt jelenti, hogy a k&vés csuporban a tej és a kavé aranya 1 : 10, azaz a

kavés csuporban levd keverék i-ed része tej. Ebbol a keverékbdl a kanallal 1 dl-t
11
kivesziink. A kanalban 11—1d1 tej és %dl kavé van. Igy a kavés csuporban levé az 1 dl

tejbdl kivettlink %dl-t, maradt benne % dl tej. A tejes csuporba pedig atkertilt %dl

kavé. Tehat megint ugyanannyi kavé lett a tejes csuporban, mint amennyi tej maradt
a kdvés csuporban.

A konkrét megvaldsitasok hozzasegitettek a megoldas otletéhez.

A két csuporban a folyadék mennyisége nem valtozott, kezdetben ugyanannyi volt,
mint a végén. Igy a tejes csuporbol hianyzo tej keriilt 4t a kavés csuporba, és ezt po-
tolta ki a kdvés csuporbdl a tejes csuporba keriilt kavé. Tehat e két mennyiség egyen-
16.

Ertékeljiik a megolddst!

Az tette lehetdvé a megoldast, hogy a két csuporban kezdetben ugyanannyi folyadék
volt, mint a végén, azaz ugyanazt a mennyiséget tettiik at els6 alkalommal, mint
amennyit utobb visszatettiink.

Fogalmazzunk meg kovetkezményeket!

Akérhanyszor rakosgatunk egyik csuporbol a masikba és vissza a keverékekbdl, vé-
giil mindig ugyanannyi kavé lesz a tejes csuporban, mint amennyi tej a kavés csu-
porban.

Alkossunk szovegeket a probléma modelljére!

Tobb szdveget talaltunk, példaul:

A Foldrol egy tirhajé indul a Marsra, ahol még sosem jart ember. Leszallt a Marson,
majd néhany foldlaké a Marson maradt, helyiikre az tirhajoba marslakok szalltak be,
hogy a Foldre latogassanak. Miutan leszélltak a Foldon, melyik szdm nagyobb, a
F6ldon a marslakok szadma, vagy a Marson a foldlakok szama?

Ertékelés:

A hallgatok érdekes problémaval talalkoztak, amelyre a valasz kialakitdsa is vitat
valtott ki. Tobbféle konkretizalast szamoltunk végig, kozben a keverési feladatot is
gyakoroltuk. A konkretizaldsok segitették az altalanos megoldast, a modell megtala-
lasat. Az ismert modellre mar tudtak a hallgatok szoveget alkotni a modellt meghata-
rozd jellegzetességek megtartasaval.

143



3. feladat: Bitlvészmutatvany

Vegyél egy pakli kartyat (52 lapos). Tedd le fejjel lefele. Valassz valamennyi lapot, a
lapok szama 10 és 26 kozé essen. Ezeket a kartydkat felforditva keverd bele a pakli-
ba, majd ugyanannyi kartyat, amennyit felforditottal, szamolj le nekem a pakli tetejeé-
rol. Add ide nekem, és egy kis varazslattal az én paklimban ugyanannyi lap lesz fejjel
felfelé, mint a tiedben. [2]

Cél:

crcr

Megoldas:

Tobbszor lejatszottam a mutatvanyt, ezzel mindenki megértette a problémat.

Megfigyeltiik, hogy a biivésznek nem kell tudni, hogy hény lapot forditott meg a ko-
zOnseég.

Keressiink hasonlo problémat, és alkalmazzuk a megoldasi modszert!

A tejes, kavés probléma alapjan megallapitottuk, hogy abban a pakliban, amelyet a
kozonség ad a blivésznek, ugyanannyi lap van fejjel lefele, mint ahany lap fejjel fel-
fele a kozonségnél maradt pakliban. Igy ha a biivész megforditja a kapott paklit, ak-
kor az ¢ paklijdban ugyanannyi lap lesz fejjel felfele, mint a kozonség paklijaban. Ez
a triikk, hogy a biivésznek feltiinés nélkiil meg kell forditania a kapott paklit.

Ertékelés:

Erdekesség volt a korabban megismert modell ij reprezentacioja biivésztriikkk forma-
jéban.

8.2.2. Onalléan megoldott problémak

4. feladat: Kartyazzunk

Egy szokasos 52 lapos kartyapaklibol valasszunk ki 30 kartyat. Mennyi a kiilonbség a
kivalasztott kupacban levd fekete lapok szama, és a megmaradt pakliban a piros la-
pok szama kozott? [43]

Cél:
A probléma tejes, kavés csupor problémajanak moédositott valtozata, visszavezethetd
a koréabbi, hasonl6 problémara, vagy hasonlé6 médon megoldhato.

Megoldas:

Algebrai megoldas:

Jelolje f a kivalasztott pakliban a fekete kartydk szamat, ekkor a pirosak szdma 30 —
. Mivel 0sszesen 26 piros kartya van, a megmaradt pakliban a piros lapok szama:

26 — (30 — f) = f — 4. Tehat a kiilonbség f— (f— 4) = 4.
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Vezessiik vissza hasonlo problémadra!

Eldszor valasszunk ki 26 kartyat, ekkor a korabbiak alapjan ugyanannyi fekete lap
van a kivalasztott pakliban, mint ahdny piros a megmaradt pakliban.

Most a megmaradt paklibol rakjunk at még 4 lapot a kivalasztott pakliba! Végignéz-
ve a lehetOségeket (4 feketét raktunk at; 3 feketét, 1 pirosat; stb.) lathatjuk, hogy a
feketék szama mindenképpen 4-gyel nd a kivalasztott pakliban a maradék pakliban
levd pirosak szamahoz képest.

A hallgatok 2-4 probalkozas utan megallapitottak, hogy 4 lesz a kiilonbség, de csak
harman indokoltak ezt a kijelentést. Ketten algebrailag, egy pedig szoveggel leirta a
kovetkeztetést.

Ertékelés:

* A probléma szép tovabbfejlesztése a korabbi feladatnak, de a kapcsolatot a
hallgatok nem lattadk meg maguktol, utodlag felhivtuk ra a figyelmiiket.

A hallgatok tobbsége néhany példa alapjan altalanosit, a bizonyitas nehézséget
okoz szamukra.

5. feladat: A hamis csekk

Mpr. Autobonto vasarolt egy autot 9008-ért, majd meghirdette az ujsagban 2900 $-ra.
Egy jololtozott uriember jelentkezett az autoért, és alkudozds nélkiil megvdsarolta.
Nem volt nala készpénz, ezért kitoltott egy csekket, véletleniil 3000 $-rol. Mr. Auto-
bontonak sem volt készpénze, ezért atment a szomszédba Maggie Zine-hez, aki a
csekkert adott 3000 § készpénzt, amibol Mr. Autobonto visszaadott 100 $-t a vevo-
nek. Mdasnap Maggie be akarta valtani a csekket, de kideriilt, hogy hamis, ezért Mr.
Autobonto oda kellett adja a 3000 $-t Maggie-nek, ehhez kolcson kellett kérnie 3000
$-t egy baratjatol, Harrytdl.

Ezutan Mr. Autébonto szamvetést csinalt: Vesztettem 20008 hasznot az auton, 100-at
a visszaadasnal, 3000-et, amit Maggienek adtam, és 3000-et, amit Harrynek meg kell
adnom. Ez dsszesen 8100 $. Mennyit vesztett ténylegesen? [87b]

Cél:

* A szovegnek megfeleld Osszeadas, kivonas modell felirasa.
* A hétkoznapi pénzforgalomrol tapasztalatszerzés.

Megoldas:

Mr. Autobonto a sajat pénzébdl kifizetett az autoért 900 $-t. Ezutan kapott egy hamis
csekket, ami értéktelen nem szamoljuk. Ezutan kapott 3000 $-t Maggiet6l, amibdl
csak a 100 $ hianyzik, amit visszaadott a vevonek. Utana kolcsonkért 3000 $-t
Harryt6l, amibdl kiegyenlitette a tartozasat Maggie felé. igy mar csak Harrynek tar-
tozott 3000$-ral, viszont maradt nala 2900 $, amt csak 100 $-ral kell kipotolni, hogy
megadja a tartozasat Harrynek. Tehat Mr. Autdbonto a pénzébdl a 900 + 100 = 1000
$-t veszitett. Persze még veszteségnek tekintheti az elmaradt 2100 $ hasznot, azon
viszont lehet vitatkozni, hogy egy 900 $-ért vasarolt autoért kapott volna-e valaha
3000 $-t.

Az Osszeadas, kivonas modell alapjan:
—900+ 3000 —-100 + 3000 - 3000 - 3000 = -1000
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A feladatot mindenki helyesen oldotta meg, volt, aki pénzekkel, csekkel, papirbol ki-
vagott autdval lejatszotta az lizletelést.

Ertékelés:

Az Osszeadas, kivonas modellt a hallgatok helyesen értelmezték, esetleg felhasznalva
a konkrét targyi megvaldsitast.

6. feladat: Mennyi a haszon?

Albert vasarolt két biciklit. Az egyiket Bettinek adta el 3000 Ft-ért 25% veszteséggel,
a masikat Gizinek szinten 3000 Ft-ért, de 25% haszonnal. Haszna vagy vesztesége
volt az tizleten? [87c]

Cél:

* A tortrészbdl az egészre kovetkeztetés modellje.
+ A hétkoznapi szituacio helyes értelmezése.

Megoldas:

A Bettinek eladott biciklin 25% a veszteség, igy ez a 3000 Ft 75%-a annak a pénz-
nek, amennyiért Albert vasarolta. Tehat Albert ezt a biciklit 3000 : 0,75 = 4000 Ft-ért
vette, a vesztesége 1000 Ft.

A Gizinek eladott biciklin 25% a haszon, igy ez a 3000 Ft 125%-a annak a pénznek,
amennyiért Albert vasarolta. Albert ezt a biciklit 3000 : 1,25 = 2400 Ft-ért vette, a
nyeresége 600 Ft. Osszesen 1000 — 600 = 400 Ft-ot veszitett az iizleten.

A téves elképzelés az, hogy ugyanannak az dsszegnek a 25%-a a nyereség €s a vesz-
teség is, €s ezért egyenldk. Ez viszont nem igaz, mert a 25% veszteség egy 3000 Ft-
nal nagyobb 6sszeg 25%-a, a nyereség viszont egy 3000 Ft-nal kisebb 0sszegé.

A hallgatok kevesebb, mint fele valaszolt helyesen.

A hallgatok tobb, mint fele rosszul irta fel a modellt, a 3000 Ft 25%-at, 3000 - 0,25-
0t gondolt haszonnak és veszteségnek is.

Ertékelés:

A hallgatok szamara a szazalékszamités, tortrész-szamitas értelmezése, modelljének
felirasa gondot jelent.

7. feladat: Hova tiint egy dollar?

Harom vendég megszallt egy szallodaban, és a szobaért fizetett 303-t. Kicsit késobb
a recepcios észrevette, hogy csak 25%-ba keriilt a szoba, ezért a pinceérrel visszakiil-
dott 58-t a vendégeknek. A pincer azt gondolta, hogy ugysem tudnak egyenloen elosz-
tani harman 5 $-t, igy 2$-t zsebre tett, és csak 3 $-t adott oda a vendégeknek. A ha-
rom vendég igy fejenként 10 — 1=9 $-t fizetett, Osszesen 27 $-t. A pincérnél volt 28
igy ez Osszesen csak 298. Hol a hianyzo 1 $? [10]

Cél:

* Az 0sszeadas modell értelmezése.
* A hiba keresésének, és magyarazatanak gyakorlasa.
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Megoldas:

A probléman altalaban vita szokott kialakulni, hol lehet az elveszett dollar.
Valojaban nincs is elveszett dollar, ugyanis a vendégek kifizettek 30 $-t. Ebbdl 25 $
a szoba ara volt, 2 $ a pincérnél maradt, és 3 $-t visszakaptak.

A csalas ott volt, hogy a vendégek altal fizetett 27 $-hoz hozzaadtak a pincérnél levd
2 $-t, igy 29 § lett, de ennek semmi oka nem volt. A pincérnél levo 2 § valojaban ab-
bol a 27 $-bdl valo, amit a vendégek fizettek, igy helyesen: 27 — 2 =25 § volt a szo-
ba ara.

A hallgaték egy kivétellel helyesen értelmezték a modellt, ¢s megmagyaraztak a hi-
bat.

Ertékelés:

Az 0sszeadas modelljének értelmezése a hiba magyarazataval egylitt is sikeres.

8. feladat: Meséljiink!

Alkossunk szoveget tetszoleges modellre!

Cél:

A hallgatok altal valasztott modellhez szoveg alkotasa.

Megoldas:

Tobb hallgato a felmérésben szerepld modellhez alkotott szoveget. Leginkabb a hal-
mazos megvalositasra tudtak jo szovegeket talalni, tobben felesleges adatokkal.

A legérdekesebb feladat a kovetkezd volt:

Egy ménesben osszesen 90 fekete és deres 10 van. A fekete kancak szama egyenlo a
deres mének szamaval. Mennyi a kiilonbség a fekete lovak szama és a mének szama
kozott?

A modell megtalaldsat neheziti, hogy a halmazok komplementerének kiilon neve
van: a fekete lovak halmazanak komplementere a deresek halmaza, a mének halma-
zanak komplementere a kancak halmaza.

A feladatot el6szor algebrailag oldottak meg a hallgatok:

Ha f a fekete lovak szama, x fekete kanca, és ugyanennyi deres mén van, akkor f— x
fekete mén van, 0sszesen x + f — x = f mén van. Tehat a mének szama egyenlo a fe-
kete lovak szdmaval.

Logikailag: Ha a fekete lovak halmazaban a kancakat kicseréljiilk a deres mének
halmazéra, akkor a szamuk nem valtozik, és éppen a mének halmazat kapjuk. Tehat
ugyanannyi mén van, mint fekete 10.

A felmérésben szerepld modell legjobban akkor lathat6 a feladatban, ha a fekete lo-
vak és a mének halmazat tekintjiikk. Tudjuk, hogy a fekete, de nem mének szama
ugyanannyi, mint a mének, de nem feketék szdma, igy mindkett6h6z hozzaadva a fe-
kete méneket valtozatlanul egyenlOk maradnak. Tehat a fekete lovak szama ugyan-
annyi, mint a mének szama.
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Ertékelés:
* A probléma megoldasanal a jo jelolés megtaldlasa kulcsfontossagu volt, elo-
szOr bonyolultabb megoldast talaltak, utana sikertiilt egyszeriisiteni.
* A megfeleld szovegek alkotdsa, vagy adott tipushoz példa keresése nem volt
egyszerl feladat, igy ezt gyakorolni kell.

8.2.3. rejtvény

El lehet-e helyezni 21 csokit négy kiilonbozo méretii dobozban ugy, hogy mindegyik
dobozban paratlan szamu csoki legyen?[41]

Cél:

A paritasra kdvetkeztetés 0sszeadas esetén. Kreativ otletek talalasa.

Megoldas:

Négy paratlan szam Osszege paros, ezért négy dobozban egymds mellett nem lehet
paratlan szdmu csoki.

Am, ha az egyik dobozt beletessziik egy masikba, akkor az elhelyezés megvalositha-
t6. Példaul harom dobozba 5-5 csokit rakunk. Ezutan az egyik 5 csokit tartalmazé
dobozt beletesziink egy ujabb dobozba, amibe a doboz mellé még rakunk 6 csokit.

A hallgatok paritassal indokoltak, hogy az elhelyezés nem valdsithatdé meg.

Ertékelés:

A probléma matematika feladatként nem teljesen tisztességes, hiszen ugyan nem ir-
tuk bele, hogy a dobozokat nem lehet egymasba rakni, de hasonl6 koriilményeket be-
le szoktunk érteni a matematika példakba. Ha mindig minden kdriilményt beleirnank
a feladatokba, rettentéen hossztiak lennének a szovegek. A rejtvény arra hivja fel a
figyelmet, hogy vigyazzunk a megszokott értelmezésekkel, a feladatokat pontosan
fogalmazzuk meg.

8.3. Osszegzés

» Adott tipusfeladatra példakat talalni fontos tanari tevékenység, igy ezt a hallga-
toknak is gyakorolniuk kell.

* A miveletsorokra vonatkoz6 szovegek értelmezése sem mindig egyszerd,
ahogy az els6 példa is mutatta.

» Az Osszeadas ¢€s kivonas értelmezése még nem okozott gondot, de a szorzas,
0sztas, tortrész-szamitds mar tobbeknek nem sikeriilt, nekik tobb gyakorlasra
lenne sziikségiik ebben a témaban.
ujabb problémaknal felismerjiik a hasonldsagot, és tudjuk alkalmazni a megis-
mert megoldasi modot.
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9. Alkossunk jatékokat matematikai
problémakbol!

9.1. Célkitiizés

A leendd tanitok szadmara alapvetd fontossagu, hogy tudjanak matematikai ismerete-
ket szemléltetni, targyi tevékenységet tervezni azok felfedeztetésére. Szokas ezeket a
tevékenységeket is jatéknak nevezni, bar ezekben a jatékokban nincsen gydztes. Mar
a korabbi feladatsorokban is taldlkozhattunk tobb jatékos tevékenységgel, amelyek
segitették a matematikai problémak megoldéasat. Most igazi jatékokat fogunk mutat-
ni, amelyek alapja matematikai probléma. Bemutatunk néhany jatékalkotasi tipust. A
jatékok lejatszésa, stratégidk keresése is fejleszti a probléma-megoldési képességet,
igy a jatékokat ki is probaljuk.

9.2. Megvalositas

A hallgatoknak bemutattuk a matematikai problémat, majd a modszert, ahogyan eb-
bdl jatékot lehet késziteni. A jatékot kiprobaltuk, jatszottunk, kerestiink nyerd straté-
giat. A jatékban olyan tapasztalatokat szereztlink, amelyek hasznosak voltak az ere-
deti probléma megoldasa soran.

I. Tordelési problémak

Cél:

A problémak els6 csoportjanak kozos tulajdonsaga, hogy adott kezdo allapotbol adott
cél allapotba jutunk adott szabaly szerinti 1épésekkel. Erre a sémadra jatékot alkotunk,
majd a jaték soran felfedezziik a probléma Iényeges tulajdonsagait, amelyek hozza-
segitenek a megoldashoz. A problémaknak bemutatjuk tovabbi valtozatait is.

1. feladat: Csokoladé tordelés

Eredeti probléma:

Egy 6x8 cm’ -es téglalap alakii tabla csoki 1em’-es négyzetekbdl Gll. Hény toréssel
lehet 48 darab Icm’-es négyzetekre torni tigy, hogy mindig a négyzetek kozott egye-
nesen tortink vegig a téglalap oldaldval parhuzamosan? [6]

A jaték alkotasanak modszere:

A probléméban adott egy kezdeti allapot, a 1épéseket meghataroz6 szabaly, €és egy
cél allapot.

Jatssza két jatékos a jatékot a kezdeti allapotbdl indulva, felvaltva 1épve a probléma-
ban adott szabaly szerint. Mar csak azt kell kitalalni, hogy nyerjen, vagy veszitsen,
aki a problémaban adott célt eléri.
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Jaték:
Két jatékos felvaltva tor egy 6x8-as téglalap alaku tabla csokoladét a téglalap oldala-
val parhuzamosan. Aki nem tud torni, az veszit. Kinek van nyerd stratégidja?

Megoldas:

Négyzetracsos lapbol kivagtuk a téglalapokat, és olloval elvégeztiik a vagasokat.
Volt, aki papiron rajzolta a téglalapba a vagasokat, ekkor figyelni kellett, hogy a ja-
tékos mindig végigvagja az adott darabot.

A szimmetria stratégia miikodott a kezdd jatékos szamara. Ha a kezdd jatékos a tabla
csokoladé valamelyik szimmetria tengelye mentén tor el6szor, akkor akarmit tor az
egyik felében a masodik jatékos, az elsé ezt tudja torni a masikban. Igy az elsé jaté-
kos mindig tud torni. Ebbdl azt lattuk, hogy ha a csoki tablanak van péros oldala, ak-
kor a kezd6 jatékosnak van nyerd stratégidja.

Jatsszuk le 5x5-0s négyzettel a jatékot!

A szimmetria stratégia nem miikddik, mert nincsen paros oldala a csoki tablanak. Azt
tapasztaltuk, hogy ekkor a mésodik jatékos nyert.

Tobb kiilonbozd, kisebb-nagyobb téglalappal jatszottunk, a sok jaték soran a hallga-
tok végiil felfedezték, hogy ha a téglalap négyzeteinek szama paros, akkor a kezdod,
ha pératlan, akkor a masodik jatékos nyer, fiiggetleniil attol, hogyan jatszanak.
Megtalaltuk a magyarazatot is. Minden torésnél egy darabbdl kettd lesz, igy minden
1épésben eggyel nd a csoki darabok szama a torések helyétdl fiiggetleniil. Mivel kez-
detben 1 darab volt, végiil az eredeti problémaban 48 darab lett, amit 48 — 1 =47 1¢-
pésben lehet elérni a torések helyétdl fiiggetleniil. Ezzel megkaptuk az eredeti prob-
léma megoldasat.

Ebbdl a megoldasbdl lathato a jaték eredményének altaldnos magyardzata, miszerint
ha a téglalap négyzeteinek szama paros, akkor paratlan szamu lépéssel kapjuk meg
ezeket egy darabbdl, igy a kezdd jatékos nyer. Ha paratlan szdmu négyzetbdl all a
téglalap, akkor paros szamu lépéssel kapjuk meg ezt a darabszamot egy darabbdl, igy
a masodik jatékos nyer.

Ezutan a jaték mar nem érdekes a jatékosok szamadra, hiszen tudjék, hogy az ered-
mény fliggetlen a 1épéseiktol.

A jaték jelentdsége annak a nagyon fontos gondolatnak a felfedezése, hogy probléma
megoldasanak kulcsa az, hogy minden 1épésben egy darabbol kettd lesz.

2. feladat: A csokoladé tordelés verzioi

A kovetkezd problémaék az eredeti csokoladé tordelési probléma kiilonbozd valtoza-
tai, amelyeket a ,,Mi lenne, ha...” stratégidval megkaphatunk.

a) Valtoztassuk a torésvonal alakjat!

Hogyan valtozik a probléema megoldasa és a jaték, ha olyan torott vonal mentén is
torhetiink, amelynek két kozos pontja van a téglalap oldalaival, késobbi lépésekben
valamelyik darab oldalaival?
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A torésvonal megvaltoztatdsa nem befolyasolja a megoldas lényegét, azaz, hogy
minden térés soran eggyel nd a darabok szdma, igy a megoldas nem valtozik.
Eszrevettiik, hogy ha nincs kikotve, hogy a torésvonalnak két kozos pontja van az
adott darab hatarvonaldval, akkor lehetnek olyan cikkcakk vonalak, amelyeket egy
egyenes vagassal ketténél tobb darabra lehet vagni.

b) A sikbeli problémabol alkossunk térbeli problémat!

Egy tégla 6x8x5 kis kockabdl all, minden kocka térfogata Iem’. A kis kockdk kozott
sikkal vagjuk a téglat. Hogyan valtozik a probléma és a jatek?

A problémaban négyzetekbdl allo tabla helyett kockdkbol 4llo testek szerepelnek,
ami a probléma lényegén nem valtoztat. A haromdimenzids jaték konkrét lejatszasa
nehezen megvaldsithato, de az elve azonos a sikbeli valtozatéval.

¢) Valtoztassuk a kiindulasi darabok szamat!

Az asztalon harom halomban 10, 15 és 20 kavics van. Egy lépésben kivalasztunk egy
halmot, és ket részre osztjuk (kavicsot nem torhetiink kette.) Hany lépéssel tudjuk el-
érni, hogy minden kavics kiilon halom legyen?

A problémébdl az eredetihez hasonld jatékot alkothatunk. Most egy jatékos egy lé-
pésben egy halmot oszthat két részre, aki nem tud 1épni, az veszit. Kinek van nyero
stratégiaja?

Minden [épésben a halmok szama 1-gyel nd. Kezdetben 3 halom volt, végil
10+15+20 = 45 halom lesz, igy a Iépések szama 45 — 3 = 42. Tehat akarhogy 1épnek,
a masodik jatékos nyer.

d) Valtoztassuk a szovegkornyezetet!

Egy teniszbajnoksagon 2012 versenyzo kieséses rendszerben jatszik. Minden korben
pdarokba osztjak oket, és aki gyoz, az tovabbjut a kévetkezo forduloba. (Ha paratlanul
vannak, akkor van eronyero). Hany meccset jatszanak, mire kideriil, hogy ki a baj-
nok?

Erdekes a probléma kapcsolata az eredeti problémaval: feleljen meg minden egység-
négyzetnek egy teniszjatékos, és egy torésnek egy meccs. A problémat forditva ma-
gyarazzuk, most a 2012 kiilonallo darabbdl (jatékosbol) kell elérni azt, hogy egy da-
rab (jatékos) legyen. Egy 1épésben két darabot olvasztunk 0ssze — egy meccsen két
jatékos koziil az egyik jut tovabb. Igy a meccsek szdma az dsszeolvasztisok szama,
ami ugyanaz, mint az eredeti problémaban a torések szama volt. Tehat 2012 jatékos
esetén 2012 — 1 = 2011 meccset jatszanak.

Lathato, hogy a probléma egyszerlien altalanosithaté n jatékosra, ekkor n — 1 meccset
jatszanak.

A problémanak nem ez a legegyszeriibb megoldasa. El8szor kisebb szamokra, 2 hat-
vanyokra prébalgatva megsejtjilk az eredményt. Utdna magyarazzuk a kovetkezo-
képpen. Minden meccsen a gydztes tovabbjut, a vesztes vigaszul kap egy sapkat. Ez-
zel a bajnoksag soran kiosztott sapkak szama megegyezik a meccsek szdmaval. Mas
oldalrdl a bajnok kivételével mindenki pontosan egy sapkat kap, a bajnok nem kap
sapkat, azaz a sapkak szama a versenyzok szamanal eggyel kevesebb. Tehat a mecs-
csek szdma a versenyzOk szamanal eggyel kevesebb.
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e) Valtoztassuk a szétosztas szabalyat!

Egy halomban 999 kavics van. Egy lépésben egy halmot két halomra bonthatunk
szét, de csak akkor, ha az eredeti halomban legalabb 3 kavics volt. Mennyi a lehetsé-
ges legtobb lépés?

A jatékban a 1épés szabalya, hogy csak olyan halmot lehet kettéosztani, amely leg-
alabb 3 kavicsbol all. A jatszhatdsag miatt a kezdeti kavicsok szamat csokkentsiik. A
jatékban az veszit, aki nem tud halmot szétbontani.

Elészor 6 kavicesal jatszottunk, rogton lattuk, hogy a kezdd nyer, ha két 3-as halom-
ra bontja az eredeti halmot. Ezutan barmit 1ép az egyik halomban a mésodik jatékos,
az elsd ugyanazt 1épheti a masik halomban. Ebbdl latszik, hogy a szimmetria straté-
gia nyerd a kezd¢ jatékos szamara, ha a kavicsok szama 2-nél nagyobb paros szam.

Paratlan szamokra a jaték stratégiaja érdekesebb.

Példéaul 5 kavics esetén a masodik jatékos nyer: akar 1-4, akar 2-3 moédon bontja két
halomra az 1. jatékos az eredeti halmot, a 2. jatékos elérheti az 1-2-2 esetet, amibdl
nem lehet tovabblépni.

7 kavics esetén a 2-5 kezd6lépéssel az 1. jatékos nyer, mert 5 kavics esetén minden-
képpen a 2. nyer. Mas kezddlépésekkel viszont a 2. jatékos nyer. Ezért ez nem foly-
tathato ilyen egyszertien 9 kavicsra. Fontos eleme a vizsgalodasnak, hogy példaul 4
kavicsot 2-2-re bontunk, ha azt szeretnénk, hogy ne lehessen tovabb bontani, de 1-3-
ra, ha az az érdekiink, hogy legyen még egy lehetdség a bontasra.

Végignézve a stratégidkat 9 kavics esetén a kezdd a 3-6 1épéssel nyerhet, ha jol jat-
szik.

Mivel a stratégia nem volt egyszeriien megfogalmazhatd, a jaték érdekes volt a hall-
gatok szamadra.

A jaték soran észrevettiik, hogy végiil 1 vagy 2 kavicsot tartalmazd halmokat ka-
punk. Ez hozzésegit az eredeti probléma megoldasahoz:

A lehet6 legtobb 1épést akkor tehetjiilk meg, ha a lehetd legtobb 1-es kupacot kapjuk
a 1épések végén. Igy mindig 1 kavicsot valasztunk le a halombol addig, amig végiil 2
kavics marad a halomban. Tehat 999 kavics esetén 997 db 1-es halom és 1 db 2-es
halom lesz, ez 998 halom.

Megallapitottuk a lehetd legkevesebb halmot, amelynél mar nem lehet tovabb 1épni.
Ekkor a Iehetd legtobb, 998 : 2 = 499 db 2-es halom lesz, meg még 1 db 1-es halom.
Ekkor 500 halmot kapunk.

Lathatjuk, hogy a korabbi problémaktol eltérden a 1épések szama nem fiiggetlen a
valasztott 1épésektdl, ez teszi most érdekessé a jatékot.

f) Valtoztassuk a nyer6 allapotot!

Egy 5x10 cm’-es téglalap alakii csokoladé tabla 50 darab 1 cm’-es kis négyzetbdl dll.
Két jatékos felvaltva lép ugy, hogy egy lépésben a kis négyzetek kozétt egyenesen
tornek. Az a jatékos nyer, aki az elso egységnégyzetet letori. Az elso vagy a masodik
jatékosnak van nyerd stratégiaja?
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A kezdd jatékos a szimmetria stratégiaval nyer, ha a csokoladé tablanak van 2-nél
nagyobb paros oldala.

A jaték érdekesebb, ha a tdbla mindkét oldala paratlan. Ekkor ha valamelyik jatékos
letor egy olyan téglalapot, amelynek egyik oldala 1, akkor elvesztette a jatékot, a ko-
vetkezd le tud torni egy egységnégyzetet. Ezt folytatva, ha minden téglalap 2x3-as,
vagy 3x3-as, akkor aki kdvetkezik, két 1épésben veszit.

5x5-0s négyzetre a kezdd jatékos nyer, ugyanis legfeljebb 3 1épés lehet anélkiil, hogy
1-es oldalu téglalap lenne: 5x5 — 2x5; 3x5 — 2x2; 2x3; 3x5 — 2x2; 2x3; 3x2; 3x3.
7x3-as téglalap esetén akar a 3x3; 4x3 téglalapokra bontja a kezdd, akar a 2x3; 5x3
téglalapokra, a 2. jatékos a 3x3; 2x3; 2x3 téglalapokra bont, ezutan barmit Iép az 1., a
2. jatékos nyer.

A vizsgalodas folytathatd. Konnyebb azokat az eseteket nézni, ahol a téglalap egyik
oldala 2 vagy 3, hiszen ekkor csak a masik oldalt lehet torni, ha nem akarunk veszi-
teni.

Ertékelés:

A problémakbdl a jatékok alkotdsa az alapjan tortént, hogy a kezdéallapotbol szaba-
lyozott 1épésekkel egy célallapotba jutunk. Ezt a modszert sikeriil tobb hasonl6 prob-
lémara alkalmazni. A problémakbol a ,,Mi lenne, ha...” stratégiaval 0j problémakat
alkottunk. A jatékok az elején csupan a probléma megoldasi 6tletének megtalalasat
szolgaltak, ugyanis a jatékok kimenetele nem fliggott a jatékosok altal valasztott 1¢-
pésektdl. A modositott jatékok kozott mar sok érdekes jatékot talaltunk, amelyekre
egyrészt alkalmazhat6 volt a szimmetria stratégia, masrészt izgalmas vizsgalédasokat
generaltak.

I1. Skatulya-elv

Cél:

A skatulya-elvvel megoldhat6 feladatokban az elemszam novelése soran adott felté-
telnek megfeleld elemek kivalasztasi lehetdségét keressiik. Az ilyen tipust problé-
makra adunk meg jatékkészitési modszert.

3. feladat: Néggyel valé oszthatosag

Eredeti probléma:

Adott negy tetszéleges pozitiv szam: a;; a,; as; as. Bizonyitsuk be, hogy mindig kiva-
laszthato koziiliik néhany (egy, ketto, harom vagy mind a négy) ugy, hogy az ossze-
giik 4-gyel oszthato legyen! [20]

A jaték alkotasanak modszere:

Két jatékos felvaltva sorolja az elemeket, és aki az ellenfél altal adott elem utan meg
tudja adni a feltételnek megfeleld kivalasztast, az nyer.

Jaték:

Két jatékos felvaltva ir egy-egy szamot egy papirlapra. Az a jatékos nyer, aki az el-

lenfél szdma utan taldl néhanyat a leirt szamok kozott, amelyek 0sszege oszthato 4-
gyel. Melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja?

153



A jatékot jatszva az els6 észrevétel az, hogy ha valaki 4-gyel oszthaté szamot ir, ak-
kor az ellenfél nyer. Néhany jaték utan felismertiik, hogy nagy szamok helyett kony-
nyebb a 4 osztasi maradékaival jatszani, azaz csak 0-t, 1-et, 2-t vagy 3-at irunk. A
szdmok helyett a 4-es maradékokkal szamolas fontos stratégia, amit a jaték altal a
hallgatok maguk fedezhetnek fel.

A jaték lehetséges 1épéseit graffal abrazoltuk 9.7. dbra a kezdd jatékost A-val, a 2.
jatékost B-vel jeldlve, és feltételezve, hogy senki sem ir 0-t. Ha a leirt szamok koziil
kivalaszthaté néhany, melyek dsszege oszthatod 4-gyel, akkor nem folytattuk tovabb a
grafot, és odairtuk a nyero jatékos betiijelét.

Mivel a jaték legfeljebb 4 1épésben véget ért, az eredeti problémat ezzel bebizonyi-
tottuk.

A 9.1. abrarol leolvashat6 a masodik jatékos nyero stratégidja:

Ha A 1-gyel kezd, akkor B-nek 2-t kell irni, kiilonben veszit, 2-essel azonban 6 nyer.
Ha A 2-vel kezd, akkor B akar 1-et, akar 3-at ir, nyer.

Ha A 3-mal kezd, akkor B-nek 2-t kell irni ahhoz, hogy biztosan nyerjen.

START

9.1. abra

Valtoztassuk a szamot, amellyel valo oszthatosagot vizsgaljuk!

Kinek van nyeré stratégiaja, ha az a jatékos nyer, aki az ellenfél altal leirt szam utan
talal néhany szamot, melyek 6sszege oszthato a) 3-mal; b) 5-tel?

Erdekes, hogy 3 esetén a 2. jatékosnak, 5 esetén a kezdének van nyerd stratégidja.
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Oldjuk meg az eredeti problémat az dltalanos esetre!

Az altalanos probléma:
Adott n pozitiv egész szam: a;, a, ..., a,. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthato kéziiliik
nehany szam (1, 2;...vagy n), amelyek osszege oszthato n-nel.

Tekintsiik a kdovetkezd 6sszegek n-nel valo osztasi maradékat:
aj

a;ta;

aj +a 2 +a 3

ajta>+ ... ta,

A maradék lehet 0; 1;2; ... ;n—1.

Ha valamelyik 0sszeg n-nel valo osztasi maradéka 0, akkor ez az 6sszeg oszthatd n-
nel, és készen vagyunk.

Ha nincs 0 maradéku 6sszeg, akkor n db 0sszegnek n — 1-féle maradéka lehet, igy a
skatulya-elv értelmében van legalabb két olyan Osszeg, amelyek n-nel vald osztési
maradéka megegyezik. Ennek a két 6sszegnek a kiilonbsége oszthatod n-nel.

Ertékelés:

e A jaték a probléma megértését, és az eredeti megoldasat adta. A jaték nem
volt egyszerli a hallgatok szamara, azonban néhany példa utan tudtdk jatszani.
A jaték valoban nem konnyl sémaja viszont mas hasonld probléméknal is al-
kalmazhato.

e Hasznos volt szamukra a jaték graffal valo dbrazolasdnak megtanulésa.

e A jaték nem igazan segitett hozza az altalanos probléma megoldasahoz, ami
egy szép triikkot hasznal, amelyet oszthatdésagi problémak skatulya -elvvel
val6 megoldasanal tobbszor is lehet alkalmazni.

4. feladat: Figyeljiik a kiilonbséget!

Eredeti probléma:

Bizonyitsuk be, hogy ha tetszélegesen valasztunk 17 szamot az 1; 2; ... ; 30 szamok
koziil, akkor mindig lesz koztiik ketto, amelyek kiilonbsége 3, lesz ketto, amelyek kii-
lonbsége 4, lesz ketto, amelyek kiilonbsége 5, de nem biztos, hogy lesz ketto, amelyek
kiilonbsége 6. [27]

A jaték alkotasdnak modszere megegyezik az elézdvel.

Jaték:

Két jatékos felvaltva ir kiillonbozd egész szdmokat 1-t6]l 30-ig egy papirlapra. Az
gy0z, aki az ellenfél szama utéan taldl a leirt szamok kozott kettot, amelyek kiilonbsé-
ge pontosan 4.

Jatsszuk a jatékot mas kiilonbségekre: 3; 5; 6; ... Milyen hosszt a jaték? Kinek van
nyer0 stratégidja?
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ElOszor a 4-es kiilonbséget vizsgaljuk. Néhany proba-szerencse jaték utan a szamo-
kat osztalyokba soroltuk a 4-es osztdsi maradékuk szerint. A kiilonb6zd osztalyba
tartozo szamok kiilonbsége nem lehet oszthat6 4-gyel.

Az osztalyok:

;0 5, 9; 13; 17; 21; 25; 29
; 6; 10; 14; 18; 22; 26; 30
7; 11; 15; 19; 23; 27
8; 12; 16; 20; 24; 28

M

nrlidi

3

Lathatjuk, hogy az elsO és a masodik, a harmadik ¢€s a negyedik sor egyforma hosszu.
Ez lehetdséget ad a 2. jatékosnak, hogy a szimmetria stratégiaval nyerjen.

Barmelyik szamot is valasztja a kezdo jatékos az els6 (vagy a harmadik) sorban, a 2.
jatékos az ugyanennyiedik helyen all6 szdmot valasztja a masodik (vagy a negyedik)
sorban, vagy forditva. Igy a kezdd jatékost kényszeriti ra, hogy elészor ,,rossz” sza-
mot lépjen.

Nézziik, mi lehet a leghosszabb szamsor anélkiil, hogy lenne kettd, amelyek kiilonb-
sége 4.

Az elso két sorbol 4-4 szamot valaszthatunk, soronként minden masodikat, ugyanigy
a harmadik, negyedik sorbol, ez 6sszesen 16 szam. Tehat a 17. szam mar olyan kell
legyen, amelyik valamelyik korabban véalasztott szdmnak szomszédja valamelyik
sorban, tehat kiilonbségiik 4.

Ez a gondolat adja az eredeti probléma megoldasat is. Ha 17 szdmot valasztunk, ak-
kor kell legyen olyan sor a skatulya-elv alapjan, amelybdl legaldbb 5 szamot vélasz-
tunk, ez pedig nem lehetséges anélkiil, hogy két szomszédos szdmot valasztanank,
amelyek kiilonbsége 4.

Ugyanez a meggondolas alkalmazhato a 3-as, 5-0s kiilonbségre is.

Tekintsiik a 6-o0s kiilonbséget.
A szamok osztéalyai a 6-os maradékok szerint:

1; 7, 13; 19; 25
2; 8; 14; 20; 26
3,9, 15; 21; 27
4; 10; 16; 22; 28
5; 11; 17; 23; 29
6; 12; 18; 24; 30

A 2. jatékos nyer a szimmetria stratégia alapjan a korabbi esethez hasonloan.
Most viszont soronként 3, dsszesen 18 szamot valaszthatunk ki ugy, hogy ne legyen
kettd, amelyek kiilonbsége 6.

Az 5-0s kiilonbség érdekessége a jaték szempontjabol, hogy most a kezdd jatékosnak
van nyero stratégiaja.
A szamok osztalyai az 5-0s maradékok szerint:

1; 6; 11; 16; 21; 26
2; 7, 12; 17; 22; 27
3; 8; 13; 18; 23; 28
4; 9; 14; 19; 24; 29
5; 10; 15; 20; 25; 30
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A kezdd jatékosnak minden sorbdl a szélsé szamot kell véalasztania, ezt mindig el
tudja érni (ha a 2. jatékos valasztott elobb a sorbol és a szélsé szomszédjat valasztot-
ta, akkor a kezdnek a masik szélén levét kell vélasztania). Igy el tudja érmi a kezdd
jatékos, hogy minden sorbol 3 szamot valasszanak, ez 15 szam, igy a kovetkezd
szam leirdsaval a 2. jatékos veszit.

Ertékelés:

e A probléma skatulya-elv alkalmazasaval megoldhato, és az el6z6 probléma-
nal megadott jatékalkotasi moédszerrel jatékka alakithato.

e [tt a jatek stratégidjanak keresése kozben az eredeti probléma megoldasahoz
is kozelebb jutottunk.

I11. Hany lehetoség van?

Cél:

A korabbi problémaknal is jelentdsége volt a Iépések szdmanak abban, hogy melyik
jatékos nyer. Ez lehetdséget ad arra, hogy olyan feladatokbdl is jatékokat alkossunk,
amikor halmazok elemeit kell 6sszeszdmlalni.

5. feladat: Négyzetre négyzet

Eredeti probléma:

Tekintsiink egy 8x8-as négyzetracsot. Tegyiink ra 8 darab négyzetet, melyek mind-
egyikének oldala 2 egység, és oldalaik a négyzetrdcsra illeszkednek. Igaz-e, hogy
akarhogy helyeztiik el a 8 négyzetet, mindig le tudunk tenni egy kilencediket ugy,
hogy egyik kis négyzettel se legyen atfedésben?

A jaték alkotasanak modszere:

A jatékosok felvaltva raknak elemeket a feltételekkel adott halmaz elemei koziil. Az
a jatékos veszit, aki nem tud 0j elemet rakni.

Jaték:
Két jatékos felvaltva rak 2x2-es négyzeteket egy 8x8-as négyzetre (a négyzetracsra
illeszkedve atfedés nélkiil). Az veszit, aki nem tud ) négyzetet lerakni.

A kezdd jatékos nyerd stratégidja a kozéppontos szimmetrian alapul. El6szor rakjon
egy kis négyzetet a nagy négyzet kozepére, majd mindig a masodik jatékos négyze-
tének kozéppontos tiikorképét rakja a nagy négyzet kozéppontjara nézve. A 9.2.A ab-
ran vilagossal a kezdd, sotéttel a 2.jatékos 1épéseit jeloltiik.

A jaték soran észrevettiik, hogy ,,soronként” harom négyzet mindig lerakhat6, de a
,»sorok” meghatarozasa nehéz, hiszen cikk-cakkosak, egymasba nyuloak is lehetnek.
Az eredeti probléma megoldasat a szinezés adja. A 9.2.B dbra szerint szinezziink be
sziirkére 9 darab 2x2-es négyzetet. Akarhova is tesziink le egy 2x2-es négyzetet a
nagy négyzetre, pontosan egy sziirke négyzettel lesz kozos 1x1-es négyzete. Tehat
egy sziirke négyzet mindig teljesen szabadon marad a kilencedik négyzet szdmara.
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A B
A: A szimmetria stratégia B: Megoldas szinezéssel

9.2. abra

Ertékelés:

Az G6sszeszamlalasi problémakhoz egyszertien lehet jatékot alkotni a halmazok ele-
meinek kirakasaval. Ezek inkabb akkor érdekesek, ha az a célunk, hogy a gyerekek
rakjak ki az 0sszes lehetOséget, hiszen ezzel maguk fedezhetik fel a kirakott esetek
rendszerét. A jatékok sokaig nem jatszhatok, hiszen a 1épésszam nem fiigg a 1épések-
tol, ezért akarhogyan is jatszanak a jatékosok, a gydztes meghatarozott.

IV. Szinezziink!

Cél:

Kiilonb6z6 utvonalak, térképek bejarasai érdekes lehetdséget adnak jaték alkotasara.
6. feladat: El tudja-e fogni Sherlock Holmes a tolvajt?

Eredeti probléma:

A 9.3. abra egy térképet mutat, amelyen 14 varos, és az oket osszekoto utak szerepel-
nek. Van-e olyan utvonal, amely minden varoson pontosan egyszer megy at?

A jaték alkotasanak modszere:

A 9.3. abran adott térkép a jaték tablaja. Két jatékos felvaltva 1ép rajta adott kiindula-
si helyzetbdl. Az egyik jatékos célja, hogy elkapja a masikat, a masik pedig el akar
menekdilni.

Jaték:

Két jatékos jatszik, A kezd, B a masodik. Felvaltva 1épnek egy varosbol mindig egy
uttal vele kozvetleniil 6sszekotott szomszédos varosba. A gydz, ha elkapja B-t, azaz
ha olyan varosba érkezik, ahol B van. B gy6z, ha 15 1épésen keresztiil el tud mene-
kiilni.

Jatsszunk kiilonboz0 kiindulési helyzetekkel!

A az A varosbdl és B a B varosbol indul.
A a C varosbdl és B a B varosbol indul.
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9.3. dabra

Az a) jatékban A nem tudja elkapni B-t, ha B elég ligyes, a b) jatékban A el tudja
kapni B-t, ha elég tigyes.

Néhany jaték utan felfedeztiik, hogy a térkép négyszogekbdl all, amelyek csucsait két
szinnel szinezhetjiik Ggy, hogy szomszédos csucsok kiilonbozd szinliek legyenek
(9.4. abra). Igy a jatékosok minden 1épésben ellentétes szinii varosba mennek, mint
ahonnan indultak.

Az a) esetben mindkét jatékos azonos szinli varosban van, és A kovetkezik. Ez min-
dig igy lesz akarhanyszor A kovetkezik, tehat soha nem mehet olyan varosba, ahol
éppen B van.

Ellendrizhetjiik, hogy a b) esetben A el tudja kapni B-t, eredetileg kiilonb6zd szinti
varosban vannak. Varidlhatjuk a jatékot ugy, hogy a jatékosok maguk valasszanak
kiinduld varost, el6szor A, utana B.

Erdekesség, hogy az, hogy A és B kiilonbozé szinii varosban legyenek sziikséges, de
nem elégséges ahhoz, hogy A el tudja kapni B-t. Ugyanis elég sok ut esetén B el tud
menekdilni.

Készithetlink olyan térképet is, amelyben a négyszogek mellett van egy haromszog
is, igy a jaték soran a jatékosok megvaltoztathatjak a mésikhoz viszonyitott sziniiket
(nem marad mindig azonos, vagy kiilonb6z0).

A varosok szinezése segit az eredeti probléma megoldasaban. A térképen haladva a
vilagos és sotét varosok felvaltva kovetik egymast, igy ha a térkép bejarhato a felté-
telek szerint, akkor vagy ugyanannyi sotét szinli varos van, mint vildgos, vagy az
egyik szinbdl eggyel tobb van. Az adott térképen azonban 9 s6tét és 11 vilagos varos
van, ezért a kivant bejaras nem valdsithatd meg.
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9.4. abra

Ertékelés:

A térképes jatékok érdekes jaték lehetdséget kinalnak, mikdzben felfedezhetd a szi-
nezési stratégia, és annak alkalmazasa az eredeti probléma megoldasara.

9.3. Osszegzés

Néhany probléma tipusra megmutattuk, milyen modszerrel lehet jatékot késziteni a
problémabdl. A jatékok onmagukban fejlesztd hatastiak, motivalok a hallgatok sza-
mara. Tobb esetben segitettek a problémak megoldasanak otletét megtalalni.

10. Szerepjaték a problémaalkotasra,
problémamegoldasra

10.1. Célkitiizés

A jaték célja a problémamegoldas 1épéseinek tudatositasa, a folyamatos, parbeszédes
irdnyitas gyakorlasa, a 1épések, indoklasok leirasa, €s a problémaalkotas gyakorlasa.

10.2. Megvalositas

A hallgatok 6-7 f6s csoportokban dolgoztak. Mindenki kapott szerepet, ami meghata-
rozta a problémamegoldas folyamataban a feladatait.
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A szerepek:
Kapitany: meghatarozza a szabalyokat, és ellendrzi azok betartasat.

Fiirkész: kérdez:
— felteszi a problémat ad6 kérdést,
— megkérdezi az adatokat,
— segiti, iranyitja a Bolcsek munkajat (Mi a zavar6? Mi hianyzik? J6 iranyban
haladunk? Miért jo, amit csinaltunk?)
Szamitogép:
—megadja a kért adatokat, feltéve, hogy azokat nem lehet kikdvetkezni,
— elvégzi a Bolcesek altal kért szamitasokat.
Bolesek: megoldjak a problémat.
frnok: feljegyzi a csoport tevékenységét, a Kapitany szabélyat, a kérdéseket, a véla-
szokat, a megoldasokat.

Elészor a csoport kozosen kitaldlja a probléma alapjat képezd szituaciodt, példaul
ilyen lehet, hogy egy kaldzhajo kapitanya és legénysége a zsdkmanyolt kincsen osz-
tozik.

Ezutan a Kapitany, Fiirkész és a Szamitogép egylitt megalkotjak a problémat. Kapi-
tany kitalalja a szabalyokat, megbesz¢lik, hogy mi legyen a kérdés (Fiirkész), és en-
nek megvalaszolasahoz milyen adatokra van sziikség (Szamitogép).

A Szamitogép figyeli a tobbiek munkajat, és Fiirkész kérésére igyekszik olyan ada-
tokat szolgaltatni, amelyekkel a probléma megoldhato6.

A Bolcsek megtervezik a megoldast, a sziikséges szamitasi miiveleteket a Szamito-
gépre bizzak.

Fiirkész figyeli a Bolcsek munkéjat, és kozben is kérdéseket tesz fel. Segitd kérdése-
ket: ,,Mi a probléma?” , , ,Mit szeretnénk tudni?” ,,Mit tudunk a problémaro6l?” ,,Isme-
riink hasonl6 problémat?” stb. ellenérzd kérdéseket: ,,Jo irdnyban haladunk?” ,,Miért
jo ez a 1épés?” , Erdemes ezt folytatni?” stb.

frnok minden jegyez, igy a csoport munkajat 1épésrdl 1épésre kovethetjiik.

A Bolcsek megadjak a valaszt a Kapitanynak, beszdmolnak neki arrél, hogyan dol-
goztak.

A Kapitany ellendrzi, hogy megfeleltek-e az 4ltala kiadott szabalynak, és jol magya-
raztak-e a megoldast.

A probléma megoldasanak nincsen vége, ugyanis Fiirkész 1) kérdéseket tesz fel, 0j
problémakat vet fel, amelyekre a Bolcsek keresik a valaszt.

A hallgatok munkaiban szamos érdekességet tapasztaltunk.

— A hallgatok tapasztaltak, hogy nem konnyl tigy megadni a probléma ada-
tait, hogy az redlis megoldast adjon. Keresték példaul, hogy a kaldézhajon
a kincs elosztasat tortrészekkel meghatarozva milyen adatok esetén ka-
punk egész megoldasokat. A jo problémak alkotdsahoz sziikséges a Kapi-
tany, Filirkész és Szamitogép egylittmiikodése.
Volt olyan csoport, akik leirtdk, hogy a Kapitany kapja az aranyak felét, a
rangsorban kovetkezd kaldz az aranyak harmadat, a kovetkezé a negye-
dét, az utols6 az 6todét. A Bolesek rovid gondolkodés utan kozolték a
Kapitannyal, hogy az altala alkotott szabaly nem megvalosithato, hiszen a
megadott tortrészek Osszege 1-nél nagyobb. Hasznos tapasztalat, hogy
hallgatok talalkoztak olyan problémaval, amelynek nincs megoldasa, €s
ezt meg is tudtak indokolni. Ilyenkor az a vélasz a problémara, hogy nincs
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megoldéasa. Ilyen példak feladatgylijteményekben nem, vagy csak ritkan
szerepelnek, hiszen rossznak tartanak a feladatot, mikdzben a valdsdgban
megjelend problémakban ez realis helyzet lehet, amelyet kell tudni kezel-
ni.

— A csoport tagjai kozott egytittmiikodés folyt, igy amellett, hogy teljesitet-
tek a szerepiiknek megfeleld feladatokat, segitették egymas munkajat.
Megfigyeltiik, hogy sikeresebbek voltak azok a csoportok, ahol Kapitany
¢s Fiirkész tigyesebb volt. Jobb problémak sziilettek, amikor Kapitany
nem bonyolitotta értelmetlenné a szabalyt, ebben sokszor a csoport tagjai
is segitettek. Sikeresebb volt a problémamegoldas, ha Fiirkész jo kérdése-
ket tett fel, és jol iranyitotta a munkat, kibillentve a tanacstalansagbdl a
Bolcseket.

— A hallgatok altal valasztott szituaciok egy része realis volt, kapcsolodtak
hétkoznapi problémakhoz, vasarlas, banki kamatozas. Mas résziik mesés
helyzetekre vonatkozott, ami szintén motivalo hatast a gyerekek szamara.

— A csoportok altal alkotott feladatok egy része tul bonyolult volt, sok sze-
replével, nagy szdmokkal. Ezeket csak ugy lehetett kezelni, hogy puszta
miiveletsor felirdsara korlatozddott a feladat, igy a gondolkodas, kovet-
keztetés hattérbe szorult. Sajnalatos, hogy voltak hibas megfogalmazasok,
megoldasok, példaul 150%-os kamatnak irtdk a valojaban 50%-os kama-
tot, ami egyébként sem teljesen redlis.

— A hallgatdk szamara hasznos volt, hogy le kellett jegyezni a [épéseket, ez
sok beadott hazi feladatban hidnyos volt, ezzel a tevékenységgel viszont
jol lehetett gyakorolni a megoldasok leirdsat.

— A lejegyzések kozott voltak ravezetd kérdések, de kevés olyan, ami a
metakognitiv irdnyitasra vonatkozott volna. Leginkdbb az ellendrzésre
hivta fel Fiirkész a tobbiek figyelmét.

— A csoportok természetesen folytattdk a kérdések alkotasat az elsd problé-
ma megoldasa utan is, igy egy szituaciot tobb oldalrdl korbejartak.

Egy példa a kovetkezo:

Kapitany: Egy karacsonyfa feldiszitéséhez sziikségiink van gombokre, szaloncukorra
¢és égdkre. Kétszer annyi gdomb van, mint szaloncukor. Ugyanannyi szaloncukor van,
ahany égo.

Szamitogép: A fan 6sszesen 200 darab disz van.

Fiirkész: Hany darab szaloncukor, ¢g6 és gomb van kiilon-kiilon a fan?

Bolcsek: Kiirtak az adatokat, rajzoltak szakaszokat, amelyek alapjan helyesen meg-
oldottak a feladatot.

Kapitany: Ellendrizte a megoldast: rendben van.

Fiirkész: Hany csomag szaloncukor sziikséges a fa feldiszitésé¢hez?
Kérdés a Szamitogéphez: Hany darab van egy csomagban?
Szamitdgép: 1 csomagban 12 darab szaloncukor van.

Bolcsek: Felirtak a megfelel6 miiveletet, és ki is szamitottdk az eredményét (nem je-
gyezték fel, hogy ezt a Szamitogép tette volna).

Helyesen allapitottdk meg, hogy ha 50 darab szaloncukorra van sziikség, akkor az 50
: 12 osztas hanyadosa 4, maradéka 2, akkor 5 csomag szaloncukrot kell vasarolni.
Kapitany: Ellendrizte a megoldast, és megallapitotta, hogy 10 szaloncukor kimaradt.
Fiirkész: Mi torténik a kimaradt szaloncukrokkal?

Kapitany: Pisti és Béla 3 :2 ardnyban osztozzon a kimaradt szaloncukrokon.
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Bolcsek: Elvégezték a szamitdsokat, csupan a miiveleteket leirva.
Kapitany: Megallapitotta, hogy a valasz helyes, de kifogasolta, hogy nem irtak ki az
adatokat, nem indokoltak.

A csoport jol miikodott, folytattdk a problémat jo feladat alkotasokkal, ellendrizték,
¢s nagy eredmény, hogy a Kapitany hianyolta az indoklast.

A megoldas leirasa, indoklasa lehetett volna részletesebb. Fiirkész nem kérdezett ra,
hogy milyen mddszerrel fognak dolgozni, utélag nem tekintették at a megoldast. Ez
mutatja, hogy a hallgatok még nem tulajdonitottak kelld jelentdséget Fiirkész szere-
pének, az irdnyitasi funkciot, a parbeszédek folytatasat még gyakorolni kell.

10.3. Osszegzés

e A problémamegoldas kiillonb6z6 aspektusainak megszemélyesitése jo hatassal
van a problémaalkotas €s a problémamegoldas tudatositasara, a szerepeknek
megfeleld 1épések szétvalasztasara. Igy tobb figyelmet forditottak a hallgatok
azokra az elemekre, példdul a megoldas leirasara, ellendrzésre, 0j kérdések
kitalalasara, amelyeket korabban jobban elhanyagoltak.

e M¢g mindig jobban ki kell emelni a metakognitiv irdnyitasra vonatkozé kér-
déseket, az indoklasok leirasat.

e A kooperativ tevékenység 0sztonzden hatott a hallgatdkra, €élvezettel dolgoz-
tak egyiitt, vitatkoztak, véleményt cseréltek, meghallgattak egymast, szétosz-
tottak a feladatokat és épitettek egymas munkéjara.

A maguk altal alkotott szitudcidkban szivesen oldottak meg matematikai probléma-
kat, a munkamddszer erésen motivald hatast. A szerepjatéknak ez a forméaja a prob-
lémamegoldasra, problémaalkotasra mas kurzusokon is alkalmazhat6 lenne.
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V. Z.aro meéreés

1. A mérés célja és modszere

A féléves kurzus végén a problémamegoldas fejlesztésében részt vett tanitd szakos
hallgatok, ¢és a kontroll csoport tagjai 6ndlloan megoldottak egy feladatsort. A kont-
roll csoport tagjai csak a szokdsos tantargyak keretében foglalkoztak matematikéval,
ezeket az orakat a fejlesztd csoport tagjai is latogattak. A feladatlap célja egyrészt a
hallgatok képességeinek felmérése, masrészt a két csoport eredményeinek 0sszeha-
sonlitasa.
A feladatlap a kovetkez6 képességek felmérését szolgalta.

* A kiilonb6z0 reprezentaciok értelmezése, alkotdsa adott probléma kapcsan.

* A problémak lépésekre bontasa, a belsé parbeszéd megfogalmazésa és szove-

ges leiréasa.

+ Az allitasok szoveges indoklasa.

» Szakaszos abrazolas stratégidjanak alkalmazasa.

+ Visszafele gondolkodas stratégiajanak alkalmazésa.

« Uj konstrukciok alkotésa.

+ Uj problémak alkotasa.
A feladatok nem egyszerti rutinfeladatok voltak. Felerészben kozepes nehézségili
problémak, amelyek a megfeleld stratégia kivalasztasat €s 1j helyzetben valo alkal-
mazasat kivantak (2. 3. 4. 7.). A problémak masik fele nehezebb, amelyek megoldasa
tobb 1épést €s nehezebb reprezentaciok alkalmazésat kivanta (1. 5. 6. 8.). Ezzel azt
szerettilk volna bemérni, hogy a fejlesztd kurzus soran milyen szintre sikertlt eljut-
tatni a hallgatokat. Nem volt célunk a kezdeti méréshez nagymértékben hasonlo fel-
adatokkal azok megtanitasat kimutatni, inkabb a szemlélet valtozasara voltunk ki-
vancsiak. A feladatok nem nehezedd sorrendben kovetik egymast, ami a kontrol mii-
kodésének felmérését szolgalta, hogy a hallgatok elvesztegetik-e az 1dot esetleg re-
ménytelen probléman valé gondolkodasra.
A feladatlapot 19, a fejlesztésben rész vett hallgatd oldotta meg, és 11-en a kontrol
csoportbdl. Az dsszehasonlitas érdekében az eredményeket szdzalékban fogjuk fel-
tiintetni a részletes elemzéskor.
A feladatlap megoldésara 90 perc allt rendelkezésre.

2. A feladatlap

1. Egy ABCD négyzet alakt papir egyik oldala fehér, a masik fekete. A négyzet
teriilete 3 dm®. Az A csiicsot az AC 4tlé A’ pontjara hajtjuk ugy, hogy a lathaté
részek fele fehér, fele fekete. Mekkora tavolsagra van az A’ pont a hajtasvonal-
tol1?

2. Két haromjegyli szam 6sszege 1000. Meg lehet-e mondani, mennyi a két szam
szdmjegyei Osszegének Osszege, ha egyik szdmjegy sem 0?

3. Jankénak volt egy zsak golydja. A felét és még 2 darabot Borinak adott. Utana
Blankénak adta a maradék felét és még 2 darabot. Végiil Teri kapta a maradék
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felét és még 2 darabot. Jankénak igy 1 goly6 maradt a zsédkjaban. Hany golyo
volt benne eredetileg?

. Robi, Csaba és Dénes kartydznak. Megegyeztek abban, hogy minden jaték utan
a vesztes egyenlden szétosztja a pénzét a masik két jatékos kozott. Harom jaték
alatt mindegyikiik egyszer veszitett. Robinak 400 forintja lett, Csabanak1000
forintja lett, mig Dénesnek nem maradt pénze. Ki veszitette el az elsé jatékot?

. Egy dobozban almak és korték vannak. Ugyanannyi alma kukacos, mint ahany
korte. Az almak két-harmada, a korték harom-negyede kukacos. A dobozban
levd gyiimolcsok hanyad része kukacos?

. Egy halnak a farka olyan hosszl, mint a feje és a teste hosszanak a negyede. A
teste harom-negyede az egész hal hosszanak. Ha a feje 4 cm hosszu, akkor mi-
lyen hosszl az egész hal?

fej test farok
2.1. dbra

. Mutassuk meg, hogyan lehet kimérni 6 cm-t, ha van egy téglalap alakt papi-
runk, amelynek két kiilonb6z6 oldala 17 cm és 22 cm!

. A naptéar egy lapjan valasszuk ki a datumoknak egy 3x3-as tombjét, amelyben
9 szam van. Szorozzuk 0ssze az atellenes sarkokban levd szamokat. Mennyi az
abszolut értéke a két szorzat kiillonbségének?

November
Vasarnap Hétfo Kedd Szerda Csiitortok Péntek Szombat
1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27
28 29 30
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3. A feladatok megoldasa és értékelése

3.1. A geometriai konstrukcio megértése

A probléma célja annak mérése, hogy a geometriai konstrukciot tudjak-e értelmezni,
az aranyokat €s a geometriai Osszefiiggéseket 0ssze tudjak-e kapcsolni a hallgatok.
Vizsgaltuk, hogy mennyit probalkoztak, mieldtt feladtak a megoldast.

1. feladat:

Egy ABCD négyzet alaku papir egyik oldala fehér, a masik fekete. A négyzet teriilete
3 dm’. Az A csiicsot az AC dtlé A’ pontjdra hajtjuk vigy, hogy a ldthaté részek fele fe-
hér, fele fekete. Mekkora tavolsagra van az A’ pont a hajtasvonaltol?

Megoldas:

2.2. abra

A hajtas miatt a lathat6 fekete rész teriilete €s az altala letakart fehér rész teriilete
megegyezik. A feladat feltétele szerint ez a teriilet azonos a lathato fehér rész teriile-
tével. Ez a harom egyenl0 teriiletli rész kiadja az eredeti négyzetet, igy kiilon-kiilon a
négyzet teriiletének 1/3 részét alkotjdk. Tehat a lathatd fekete haromszog teriilete 1

dm”.

2.3. abra

A lathato fekete haromszoget két részre vagjuk, és a darabokbol egy négyzetet ra-
kunk Gssze. A négyzet teriilete 1 dm?, oldala pedig az A’ pont tivolsaga a hajtasvo-
naltol, ami igy éppen 1 dm.
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(A fekete haromszog teriiletébdl az A’ pontnak a hajtasvonaltol valo tdvolsagat a ha-
romszog terliletképletével vagy a Pitagorasz tétellel is megkaphatjuk.)

Ertékelés:

A fejlesztett csoport tagjainak 21,05%-a helyesen megoldotta a feladatot, 1 kivétellel
megfelelden szoveggel kisérte, indokolta a megoldast. 1 hallgatdé dolgozott darabo-
lassal, a tobbiek Pitagorasz tétellel hataroztak meg a kérdéses szakasz hosszat. Még 1
hallgaté volt, aki rajott, hogy a fekete haromszog teriilete 1 dm”, de innen nem tudta
befejezni a megoldast.

A kontroll csoport tagjai koziil senki sem tudta megoldani a feladatot.

Akik nem oldottdk meg a problémat, vagy egyaltalan nem foglalkoztak vele, vagy
egy abra utan otthagytdk, nem tudték értelmezni a hajtast. A problémamegoldas kur-
zus soran a hasonlé esetekben mindig konkrét megvaldsitassal, hajtogatassal segitet-
tik a megoldast, a hallgatoknak ez a 1épés a feladatlap megolddsa sordn nem jutott
eszébe, nem alkalmaztak. Valoszinii, hogy a konkrét tevékenység tobb hallgatonak
segitett volna a geometriai konstrukcid értelmezésében, és a megfeleld kovetkeztetés
levonasaban.

Megallapithatjuk, hogy a fejlesztett csoport tagjai kdzott nagyobb ardnyban fordultak
elé olyan hallgatok, akik képesek voltak a geometriai konstrukcid értelmezésére, a
tortrészekkel az Osszefliggések megtalalasara, mint a kontroll csoportban.

3.2. A probléma részekre bontasa, jelolés, szoveges indoklas

A nyitott probléma kevés adatot tartalmaz, de nem is kérdezi a szdmjegyek konkrét
meghatarozasat, igy a probléma megértése nehézséget okozhat. Az Osszefiiggésekre
részenként az irdsbeli 0sszeadas elvégzésének modjabol kell kovetkeztetni. Célunk
annak vizsgalata, hogy a hallgatok milyen megoldasi modszert alkalmaznak, a pél-
dakbol helyes kovetkeztetést vonnak-e le, és az allitdsukat indokoljak-e.

2. feladat:

Két haromjegyii szam dsszege 1000. Meg lehet-e mondani, mennyi a két szam szam-
Jjegyei o0sszegének osszege, ha egyik szamjegy sem (?

Megoldas:

1. megoldas:
A tagokban az egyes helyi értéken allo szamjegyek Osszege 10, mert 0 nem lehet

(nincs 0 szamjegy), és két szamjegy Osszege legfeljebb 18. igy tovabbvisziink egyet a
tizes helyi értékre, ahol a tagokban szerepld szdmjegyek Osszege a fentiek alapjan 9
kell legyen, ugyanigy a szazas helyi értéken a tagokban szereplé szdmjegyek Ossze-
ge. Tehat a tagokban szerepld szdmjegyek Osszege: 10 +9 +9 = 28.

2. megoldas:
abec

+def
1000
Az 6sszeadast az egyeseknél kezdjiik. ¢+ f =10, mert ¢, f0-tdl kiilonb6zd szamje-

gyek, igy Osszegiik se 0, se 20 nem lehet. fgy 1-et tovabbvisziink a szazas helyi ér-
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tékre. Az el6bbiek alapjan b+e=9 ¢és ugyanigy a+d=9. Tehat
a+b+c+d+e+ f=10+9+9=28.

3. megoldas:
Egy példa:
375

+625

1000
Mivel az 6sszeg helyi értékenként mindig ugyanaz kell legyen ( két szdmjegy Ossze-
ge nem lehet 0 €s 20 sem), ha az egyik tagban valamelyik szamjegyet noveljik, a
masik tagban a megfeleld szamjegy ugyanannyival csokken. Igy a szamjegyek Gsz-
szege nem valtozik:
3+74+54642+5=28 lesz tetszdleges szamok esetén.

Ertékelés:
Fejlesztett csoport Kontrol csoport
Szoveggel (1. mo) 21,05% 0%
% ) 0
Betiikkel .(2. mo.) 15,79% 57.89% 81,82% 81,82%
J6 valasz | Peldabol indoklassal 21.05% 0%
(3. mo.) ’
P?ld?} alapjan indoklas 31,58% 0%
nélkiil 42,11% 18,18%
Rossz, vagy hianyzo valasz 10,53% 18, 18%

A feladatot a kontroll csoport tagjai eredményesebben oldottdk meg, ez a megoldas
viszont ilyen formaban nem mondhaté el als6 tagozatos gyerekeknek. A fejlesztett
csoport tagjai viszont nagy aranyban olyan megoldast kerestek, ami gyerekeknek is
elmondhatd, és ilyet tobbféle indoklassal sokan talaltak is. Pozitivum, hogy tobben
indokoltak szoveggel. A problémamegoldéas soran kisérletezéssel indultak, igy csak
kevesen voltak, akik rossz valaszt adtak, vagy nem tudtak mit kezdeni a problémaval.

3.3. Visszafelé gondolkodas buborékokkal, szakaszokkal

A probléma tipikus visszafel¢ gondolkodassal megoldhatd probléma, amely tobblé-
péses, €s vegyesen szerepel benne tortrész és dsszeadas. Konnyebbség, hogy a tortré-
szek levalasztasakor csak felezések szerepelnek. Megoldhatd buborékokkal, szaka-
szokkal, egyenlettel. Vizsgaltuk, hogy a hallgatok milyen aranyban valasztottdk az

crer

kalmazni az Gsszetett problémara.

3. feladat:

Jankanak volt egy zsak golydja. A felét és még 2 darabot Borinak adott. Utana Blan-
kanak adta a maradék felét és még 2 darabot. Végiil Teri kapta a maradék felét és
még 2 darabot. Jankanak igy 1 golyo maradt a zsakjaban. Hany golyo volt benne
eredetileg?
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Megoldas:

1. megoldas:
Visszafelé haladunk szoveggel. A végén Jankénak 1 golydja maradt. Utoljara a go-

lyok felét és még 2 darabot Terinek adott, igy ez elétt a golyok szdmanak fele
142 =3volt, azaz a golyok szdma 2-3 = 6 volt. El6tte a golyok szdmanak felét és
még 2 darabot Blankanak adott, igy 6 goly6 maradt. Ez el6tt a golydk szdma:

2- (6 + 2) =16 volt. El6tte a golyok szamanak felét és még 2 darabot Borinak adott,
igy eredetileg 2- (16 +2) =36 golydja volt Jankénak.

Ellenorzés: Janka a 36 golyobol 36:242 =20 darabot Borinak adott, maradt
36-20=16 golyoja. Ebbdl 16:2+ 2 =10darabot Blankanak adott, maradt
16 —10 =6 golyoja. Végiil 6:2+ 2 =5 darabot Terinek adott, igy 6 —5 =1golyodja
maradt.

Valasz: Jankanak eredetileg 36 golydja volt.

2. megoldas:
Buborékokkal rajzoljuk le a megoldast. A felsé nyilakat a szoveg megértésekor, az

alsokat a megoldaskor visszafelé rajzoljuk kitdltve a buborékokat a megfeleld sza-
mokkal (2.4. 4bra).

:Z‘Kﬁ 72 Vo :2 ) 72‘/ﬁ :2 o 72
36 118 16 8. |6 3 1

+2 +2 +2

Y
Y

Y
Y

A
A
A

A
A

2.4. dbra

Ellendrzés, valasz, mint a korabbi megoldasnal.

3. megoldas:
Szakaszokkal rajzoljuk le a folyamatot (2.5. abra).

) . o Borinak adott
— Borinak adta a golyok felét és

még 2 golyot. !
— Blankéanak adta a maradék felét
¢s még 2 golyot.

2
Blankanak adott

—_——

— Terinek adta a maradék felét és | —4 I

még 2 golyot. : 2
— A maradék fele 3 golyo. : Terinek adott

— Teri el6tt 6 goly6 volt. ——H
— Maradék fele 8 golyo. 21
— Blanka el6tt 16 golyo volt. 27’;
— Maradék fele 18 golyo.

— Eredetileg 36 goly¢ volt.

2-2+6)=16

Osszes golyo fele: 18

Osszes: 2 - 18 =36

2.5. abra
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Ertékelés:

Fejlesztett csoport Kontrol csoport
Szdéveggel (1. mo) 17,39% 0%
. Buborékokkal (2. mo.) | 26,09% 54,55%
mng(:)ldés Szakaszokkal (3. mo.) 26,09% 78.07% 0% 72.73%
Egyenlettel 8,7% 9,09%
Csak miiveletsor 0% 9,09%
Nem tudja 21,73% 27,27%

A hallgaték mindkét csoportban hasonléan nagy aranyban sikeresen megoldottdk a
feladatot. Lathato, hogy a fejlesztett csoportban a megoldasi médok valtozatosabbak.
A kurzuson a hasonl6 feladat megoldasara a szakaszos abrazolas hasznosabbnak bi-
zonyult, mert ott a mennyiség harmada fogyott el, és a 2/3 része maradt, amit 2/3-dal
szorzassal kaphattunk a buborékoknél, ez pedig nehezebb a gyerekek szdméara. Or-
vendetes, hogy alig akadt, aki egyenlettel probalkozott, ( a kontroll csoportban a si-
kertelenség {6 oka az egyenlettel probalkozas volt), hiszen ennél a tipusnal az egyen-
letek kiilondsen hosszuak €s bonyolultak, nagy a hibalehetdség. A fejlesztett csoport
megoldasai kozott volt, amelyik szoveggel irta le a Iépéseket, és a szakaszos abrazo-
lasnal is helyesen szovegezték meg a 1épéseket. A kezdeti megoldas leirasokhoz ké-
pest joval tobb szoveget talaltunk a megoldasokban.

A feladatot helyesen megolddknak csupan 13%-a ellendrizte a megoldast a kontroll
csoportban, mig a fejlesztett csoportban 36%, ami még mindig elég kevés. Valoszi-
niileg sajnaltak az id6t a hosszas szamolés 0jboli leirasara.

3.4. Visszafelé gondolkodas tablazattal

Héarom mennyisé€g valtozik adott szabaly szerint, a végeredménybdl kell a kezdeti al-
lapotra kovetkeztetni, célszerli tdblazatot haszndalni, és visszafelé¢ haladni a tablazat
kitoltésében. Vizsgaljuk a hallgatok megoldasi modszereit, a tdblazat, a visszafelé
gondolkodas alkalmazasat.

4. feladat:

Robi, Csaba és Dénes kartyaznak. Megegyeztek abban, hogy minden jaték utin a
vesztes egyenléen szétosztja a pénzét a masik ket jatékos kozott. Harom jaték alatt
mindegyikiik egyszer veszitett. Robinak 400 forintja lett, Csabanak 1000 forintja lett,
mig Dénesnek nem maradt pénze. Ki veszitette el az elso jatékot?
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Megoldas:
1. megoldas: frjuk tablazatba a jatékosok pénzét a jatékok utan:

Robi Csaba Dénes
A jaték kezdete 1200 — x 2x 200 —x
Az 1. jaték utan 1200 0 200
A 2. jaték utan 0 600 800
A 3. jaték utan 400 1000 0

Az utolso jatékot Dénes veszitette el, mert neki nem maradt pénze. 400-400 Ft-ot
adott a tobbieknek. Ha tobbet adott volna, Robinak tobb pénze lenne, ha kevesebbet,
akkor az el6z6 kor végén nem lett volna, akinek O Ft-ja van, vagyis aki a 2. jatékot
elveszitette. Tehat Robi veszitette el a 2. jatékot, igy csak Csaba veszithette el az el-
sOt.

A tablazat alapjan lathato, hogy a kezdéskor meglevd pénziikrdl csak annyit tudunk,
hogy Robinak 1200 Ft-nal, Dénesnek 200 Ft-nal kevesebb pénze van, x <200, igy
Csabanak 400 Ft-nal kevesebb pénze van.

2. megoldas: Aki az els6 jatékot elveszitette, az utdna kétszer kapott pénzt, a tobbiek
legfeljebb egyszer. Aki kap, mindig ugyanannyit kap, mint a tarsa, tehat az veszitette
el az els6 jatékot, akinek a végén a legtobb pénze lett, vagyis Csaba.

Ertékelés:
Fejlesztett csoport Kontrol csoport
Tablazattal visszafelé 57.89% 9,09%
(1. mo)
Csak sz5veggel 10,53% | 8421% | 18,18% | 4545%
visszafelé
Jo valasz . o

Csabanak legtobb 15.79% 18,18%
(2. mo.)
C’sak” valasz indoklas 0% 27.27%
nélkiil 15,79% 54,55%

Rossz, vagy hianyzo valasz 15,79% 27,28%

A fejlesztett csoport nagy aranyban sikeresebbnek bizonyult a kontroll csoportnal.
Sikeresen alkalmaztdk az adatok tadblazatba rendezését €s a visszafelé gondolkodast.
Jol indokoltak szdveggel is. A kontroll csoportban a visszafelé gondolkodas szoveg-
gel elofordult, és tobben rajottek az otletes 2. megoldasra, de a tablazatos visszafelé

crey

tatja, hogy a tablazatos visszafel¢ gondolkodas tanitasa sikeres volt.
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3.5. Aranyok abrazolasa szakaszokkal

A feladat megoldhat6, ha az aranyokat szakaszokkal abrazoljuk. A probléma nehéz-
sége az egyenld mennyiségek azonositasa és az ardnyok k6zds dbrazoldsanak megta-
lalasa. Vizsgaljuk, hogy a hallgatok hogyan tudjék értelmezni, abrazolni az aranyo-
kat.

5. feladat:

Egy dobozban almak és korték vannak. Ugyanannyi alma kukacos, mint ahany korte.
Az almak két-harmada, a korték harom-negyede kukacos. A dobozban levd gyiimol-
csok hanyad része kukacos?

Megoldas:
1.megoldas: Rajzoljunk szakaszokat (2.6. abra)!

almak: | T T I T T I T T I

korték: | , | , } : | : |

kukacos
2.6. abra

Az almak két-harmada ugyanannyi, mint a korték harom-negyede. Ahhoz, hogy a két
részt és a harom részt is abrazolhassuk, 6 egyenld részre kell osztani a kukacos gyii-
molesoknek megfeleld szakaszt. Igy dbrazoljuk a korték szamat. Osszesen 17 kis
szakaszt kaptunk, melyek koziil 12 jelent kukacos gylimolcsot, igy a kukacos gyii-

molcsok szama 7 része az Osszes gyimolcs szamanak.

2. megoldas:

Az els6 megoldas a szakaszok helyett egységekkel leirva. Mivel az almak % része

kukacos, a kukacos almakat 2 egyenld részre kell tudni osztani. A korték % része

kukacos, ezért ezeket 3 egyenld részre kell tudni osztani. Legyen a kukacos almék 6
egyseg, akkor dsszesen 9 egység alma van. A kukacos kortek is 6 egyseg, ekkor 8
egyseég korte van. Osszesen 17 egység gylimdlesbol 12 egység kukacos, tehat a gyii-

molcsok % része kukacos.

3. megoldés: Betlikkel.
Legyen az almdk szama a, a korték szama k. A kukacos almak és kukacos korték

szama egyenld: %a:%k, amibdl a:%k. Osszesen a+k=§k+k:%kgyﬁ—
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molcs van, amelybdl 2 - Ek = %k a kukacos, tehat a kukacos gytimolcsok az Gsszes-

> k 12
nek —2— = —Z részét teszik ki.
17
—k
8
Ertékelés:
Fejlesztett csoport Kontrol csoport
Szakaszokkal (1. mo) 15,78% 0%
Jo megoldas 26,31% 0%
Egységgel (2. mo.) 10,53% 0%
16 szakasz 10,53% 18,18%
(=0 helyen)
R_ossz szakasz 26.32% 9.09%
Probalkozas | (510SSZ) .
Betiivel 0% 73,69 | 9099, | 100%
Szakasszal és betlivel 5,26% 18,18%
Szoveggel, részekkel 26,32% 36,36%
Kihagyja 5,26% 9,09%

A feladatot a kontroll csoport tagjai koziil senki sem tudta megoldani. A nehezebb
problémanal a kiilonféle probalkozasok kudarcot vallottak. A fejlesztett csoportbol
tobben szakaszokkal sikerrel dolgoztak, néhanyan ugyanezt szoveggel irtdk le sza-
kasz rajzolasa nélkiil, egységnek nevezve a legkisebb szakaszt. Jellemz6 hiba volt a
szakaszos abrazolasnal, hogy a teljes almak és korték szakaszt tették egyenldvé. Akik
az egyenld szakaszokat helyesen allapitottadk meg, ott akadtak el, hogy nem tudtak a
két egyenld szakasz beosztasat egyformava tenni. Tipikus hiba volt, hogy

2 3 17 C s . L in o
—+—= E-et valaszoltak, ami a tortrészek rossz értelmezésébol fakadt. Ezt a hibat a

3 4

kontroll csoportnak 63,64%-a, mig a fejlesztett csoportnak ehhez képest joval keve-
sebb, 21,05%-a kovette el. Osszességében elmondhaté, hogy a fejlesztett csoport tag-
jai jobban értelmezték a tortrészeket, és sikeresebben abrazoltak szakaszokkal.

3.6. Szakaszokkal megoldhato bonyolultabb probléma

A szakaszos abrazolas nehezebb, mert a tortrészt kétszer kell alkalmazni, és egyszer
két mennyiség Osszegére szamoljuk. A két feltételt kiilon-kiilon lerajzolva kell a két
abrat azonos egységekkel abrazolni. Vizsgaljuk, hogy a hallgatok hogyan alkalmaz-
tak a szakaszos abrdzolast, milyen aranyban tértek at egyenletre.

6. feladat:

Egy halnak a farka olyan hosszu, mint a feje és a teste hosszanak a negyede. A teste
harom-negyede az egész hal hosszanak. Ha a feje 4 cm hosszu, akkor milyen hosszu
az egész hal?
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fej test farok
2.7. abra

Megoldas:

A hal feje 4 cm hossza. A farka a feje és a teste hosszanak negyede, azaz a teste
hosszanak negyede ¢s még 1 cm. Ezt dbrazoltuk az els szakasszal (2.8. abra).

test farok fej
1. mondat: I T T i T T | T T I T T I T ' I I I
I 4
2. mondat: I T T T I T T T I T T T I T T T I
H/_J
5 cm
2.8. abra

A masodik szakasszal azt abrazoltuk, hogy a hal feje és farka egylitt az egész hal
hosszanak negyede. Az elsd szakaszon a hal testét 4, a masodikon 3 egyenld részre
osztottuk, ahhoz, hogy az Gsszefliggéseket lathassuk, a hal testét 12 egyenld részre
kell osztani. Ekkor a hal farka 3 kis szakasz és még 1 cm, ez az 1cm a fejjel egyiitt
egy kis szakasz, tehat egy kis szakasz 5 cm-nek felel meg. igy a hal 16-5=80cm
hosszu. A teste 60 cm, a farka 16 cm.

Ellenorzés: Feje és teste egylitt 64 cm, ennek negyede 16 cm tényleg a farka. A teste,

60 cm tényleg %-e a teljes hal 80 cm-es hosszanak.

Valasz: Tehat a hal 80 cm hosszu.

2. megoldas: Legyen a hal testének hossza x.

A hal farkanak hossza x+4

. A teste a teljes hal hosszanak % része, igy a teljes hal

x+4

4 . . , N 4 i
hossza Ex, ami a fej, farok, test hosszanak Osszege: Ex =4+ + x, amibol

x =60 (cm) a hal testének hossza, igy a teljes hal 80 cm.

174



Ertékelés:

Fejlesztett csoport Kontrol csoport
Szakaszokkal (1. mo) 10,52% 0%
36,84% 18,18%
Jo valasz | Egyenlettel (2. mo.) 26,32% 18,18%
Probalgatassal 15,79% 0%
63,16% 81,82%
Nem tudja 47.37% 81,82%

A nehezebb problémat a fejlesztett csoportban sokkal nagyobb aranyban oldottak
meg helyesen, mint a kontroll csoportban. A fejlesztett csoportban is tobb mint két-
szer annyian dolgoztak egyenlettel, mint szakaszokkal. Az eredmények mutatjak,
hogy itt egyik megoldas sem volt egyszerli, ilyenkor nagyobb ardnyban nyulnak a
hallgatok az egyenlettel valé6 megoldashoz, mint a szakaszos abrazolashoz.

A helyes megoldasokat dsszevetve a kezdeti felmérés 3. feladatdnak eredményeivel,
azt latjuk, hogy a komoly nehezités hatdsidra a kontroll csoportban drasztikusan
csokkent azoknak az ardnya, akik a szoveg alapjan helyes valaszt kaptak (ellendrzés
nélkiil nézve), mig a fejlesztett csoportban ez a csokkenés minimalis. Tehat a fejlesz-
tett csoport a nehezebb probléma megoldasaban sikeresebb lett, mint a kontroll cso-
port.

A kontroll csoportban a helyes megoldok fele, a fejlesztett csoportban koriilbeliil a
negyede nem ellendrizte a megoldast.

3.7. Geometriai konstrukcio, szamok eloallitasa
miiveletekkel

A kreativitast igénylé problémat algebrai problémara leforditva a 6-ot miiveletek se-
gitségével kellett eldallitani a 11 és a 22 segitségével, masrészt meg kellett adni az
hallgatok. Vizsgaljuk a reprezentaciok kozti &tmeneteket, a képi megvaldsitas szove-
ges megfogalmazasat. Az eredményeket 6sszehasonlitjuk a kezdeti mérés geometriai
konstrukciot igényld probléméjanak eredményeivel.

7. feladat:
Mutassuk meg, hogyan lehet kimérni 6 cm-t, ha van egy téglalap alaku papirunk,
amelynek két kiilonbozo oldala 17 cm és 22 cm!

Megoldas:

A feladatnak sokféle megoldasa lehet.

1. megoldds: Hajtsuk félbe a 22 cm-es oldal mentén a lapot, majd erre az oldalra
hajtsuk rd a 17 cm-t. A felezd hajtas és a 17 cm-es rész kozotti szakasz:17 —11=16
cm (2.8. ébra).
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—

17

22
2.8. abra

2. megoldas: Hajtsuk félbe a lapot a 22 cm-es oldala mentén, és ezt a 11 cm-t hajtsuk
rd a 17 cm-es oldalra, igy ugyancsak 17 —11= 6 cm-t kapunk (2.9. abra).

fs

17

22
2.9. abra

3. megoldas: A 22 cm-es oldalbdl 17 cm-t elvéve marad 5 cm, majd ezt a 17 cm-es
oldalbol elvessziik, és a maradékot megfelezziik: (17 — 5) : 2 = 6 cm-t kapunk (2.10.

abra).

5
—
5
17 (17-5):2=6
22
2.10. abra

4. megoldés: Hajtsuk félbe haromszor a lapot, igy egy 5,5 x 8,5 cm-es téglalapot ka-
punk, amelynek oldalai hosszanak kiilonbsége 3 cm, amit megkétszerezve kapjuk a
6cm-t (2.11. ébra).
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8,5

11 11
2.11. abra

5. megoldés: Hajtsuk félbe kétszer a lapot, majd a 8,5 cm-t hajtsuk ra a 11 cm-re, igy
marad 2,5 cm, amit a 8,5 cm-bdl levonva megkapjuk a 6 cm-t 2.12. abra).

11
8,5 E
2,5 2,5 8,5 2,5 6
2.12. abra
Ertékelés:
Fejlesztett csoport Kontrol csoport
1. megoldas 15,79% 18,18%
J6 megoldas 2. megoldas 36,84% 63,16% 45,45% | 72,72%

3. megoldas 10,53% 9,09%

Nem tudja 36,84% 27,28%

A konstrukci6 megtaldlasaban a kontroll csoport sikeresebbnek bizonyult a fejlesztett
csoportndl. A kreativitas tekintetében a kontroll csoport magasabb szinten allt a fej-
lesztett csoportnal. A kezdeti mérés soran a fejlesztett csoport 45%-a taldlta meg a
geometriai konstrukciot, most a 63%-a, ami érdemi fejlédést jelent. A kontroll cso-
port a kezdeti méréskor 75%-0s, most 73%-0s eredményt produkalt. Ez azt mutatja,
hogy a feladat kozelitéleg ugyanolyan nehézségili volt, és a fejlesztett csoport ered-
ménye sokat javult, mig a kontroll csoport teljesitménye Iényegileg nem valtozott.

A 2. megoldast talaltdk meg legtobben, senki sem irt olyan megoldast, amelyekben
tortszam hosszusagok lettek volna (4-5. megoldas). Sajnalatos, hogy senki sem talalt
tobb megoldast.

A kontroll csoportban csak 1 hallgat6 irt szoveget a megoldashoz, a tobbiek csupan
rajzoltak, mig a fejlesztett csoportban forditott az arany, csak 2 hallgato volt, aki nem
kisérte szoveggel a megoldasat. Tehat a fejlesztett csoport tagjainak nagyobb igé-
nyiik van a megoldasok szoveges megfogalmazasara. A hallgatok mindannyian képi
reprezentacidoval dolgoztak, 1 hallgatd volt a fejlesztett csoportban, aki atforditotta
algebrai problémara a feladatot, de miutdn megoldotta, nem forditotta vissza a geo-
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metriai megvaldsitasra a megoldast. Ez azt mutatja, hogy a kiilonb6z6 reprezentaciok
kozotti atmeneteket még tovabb kell fejleszteni.

3.8. Hétkoznapi probléma: sejtés — bizonyitas,
uj problémak alkotasa

A probléma Osszetett, az allitas bizonyitdsahoz a naptarra vonatkoz6 informécidkat,
¢s algebrai azonossagot kellett alkalmazni. Vizsgaljuk, hogy a hallgatok mennyire
igénylik az allitdsok bizonyitasat, milyen ardnyban veszik igaznak a kiprobalt, meg-
sejtett allitast. Vizsgaljuk, hogy a naptarra vonatkozo dsszefiiggések alapjan milyen
uj problémakat fogalmaztak meg.

8. feladat:

A naptar egy lapjan valasszuk ki a datumoknak egy 3x3-as tombjét, amelyben 9 szam
van. Szorozzuk 6ssze az dtellenes sarkokban levé szamokat. Mennyi az abszolut érté-
ke a két szorzat kiilonbségének?

November
Vasarnap Hétfo Kedd Szerda Csiitortok Péntek Szombat
1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27
28 29 30

Megoldas:

Egy 3x3-as négyzetben a szdmok kdti Osszefliggés altaldnosan:

n—2_8 n—7 n—=o6
n—1 n n+1
n+6 n+7 n+38

Az atellenes sarkokban levé szamok szorzatanak kiilonbsége:
(n—6)(n+6)—(n—8)(n+8)=(n’—36)(n* — 64) = 28.
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Ertékelés:

Fejlesztett csoport Kontrol csoport

Jo megoldas indoklassal 13,04% 0%

Peldik alapjn 34,78% 54,54%

L, . | jo valasz
Probalkozas Peldak
claa d o o V)

de nem valaszol 17,40% | 86,96% | 9,09% 100%

Kihagyja 34,78% 36,37%

A nehezebb megoldast a fejlesztett csoport tagjai nagyobb aranyban taldltdk meg.
Eszrevehet6, hogy a kontroll csoportban a példék alapjan nagyobb ardnyban tekintet-
ték igaznak az allitast, és valaszoltak, mint a fejlesztett csoportban, ott tobben a sza-
mitasokban latszo szabalyossag ellenére nem vontak le altalanos kovetkeztetést. Ez
értelmezhetd pozitivan, bizonyitas nélkiil, csak példak alapjan kevésbé fogadtak el
igaznak az allitasokat.

A kontroll csoport tagjai koziil 1 hallgatd probalkozott Gj problémaval, de nem tudta
jol megfogalmazni. A fejlesztett csoport 43%-a alkotott 01j problémakat, amelyeket
sikeresen meg is oldottak. Ez azt jelenti, hogy felfedezett szabalyossagok alapjan tet-
tek fel a kérdéseket, nem pedig véletlenszeriien. Ez nagy fejlddés a kezdeti méréshez
képest, amikor kevesebb kérdés volt, és a kérdések korantsem voltak ilyen tudatosak.

Néhany érdekes 1ij probléma:

1. Melyik 3x3-a tdmbben van a legtobb 1-es szamjegy?

2. Valassz egy napot az elsd sorbol, amely alatt 4 szdm van! Az alatta levo sza-
mok koziil add 6ssze az elsd kettét, majd a harmadikat és a negyediket, végiil
vond ki a masodik sszegbdl az elsdt, és megmondom, mit kaptal.

3. Bizonyitsuk be, hogy minden 3x3-as tombben az atellenes sarokban levd sza-
mok Gsszege egyenlo.

4. Egy 3x3-a tombben adjuk 6ssze soronként a szamokat! Mennyi az egymas uta-

ni sorokban levd szdmok 6sszegének kiilonbsége?

Hany 3x3-a tombot lehet valasztani a naptar lapjan?

. Probaljuk ki az eredeti problémat 2x2-es tombre!

7. Mennyi az 0sszege egy 3x3-as tombben levo szamoknak? (a kdzépsé szam 9-
szerese)

8. Mennyi az Osszege egy kereszt alaku részben a szdmoknak, a) ha a kereszt két
szara ugyanannyi szambol all; b) ha a kereszt szimmetrikus, de a két szara nem
ugyanannyi szambol all?

o »n

179



4. Osszegzés

A zard mérés eredményei a kurzus fejlesztd hatasait egyértelmiien igazoltak. A fejlo-
dés a nehezebb feladatokon szembetiing, és jobban latszik a kiilonbség a kontroll
csoporthoz képest. A hallgatokat az idohiany nem befolyasolta a feladatok megolda-
saban, a megoldasok leirasaban, ez azt jelenti, hogy nem toltottek sok 1d6t a remény-
telennek tiind feladatokon val6é gondolkodassal, hamar tulléptek rajta, és folytattak a
megoldast a tobbi feladattal.

* Amig a kezdeti mérés soran a kontroll csoport a kiilonbség valtozasaira vonat-
koz6 feladat kivételével minden problémanal jobb eredményt ért el a fejlesztd
csoportndl, a zar6 mérésnél ez megfordult, a geometriai konstrukcio kivételével
a fejlesztett csoport ért el jobb eredményt. A geometriai konstrukcio algebrai
Osszefiiggéssé forditasa még elég nehéznek bizonyult (1. feladat).

+ A problémak lépésekre bontasa, és a szoveges indoklasok részletesebbek, a ko-
rabbiakhoz, és a kontroll csoporthoz képest is sokkal nagyobb aranyban for-
dulnak eld.

» A fejlesztett csoport tagjai kevésbé fogadjak el igaznak a sejtéseket indoklas
nélkil, bar a bizonyitasok még mindig nehézséget okoznak. Ez adddik abbdl is,
hogy a tanit6 szakos hallgatok a tanitds soran nem alkalmazzék a bizonyitaso-
kat. A bizonyitasi igény fejlesztése ennek ellenére fontos, ugyanis el kell sza-
kadniuk attol a szemlélettdl, hogy példakkal igazoljanak matematikai allitaso-
kat, ehelyett a valddi bizonyitasokat konkretizalod prebizonyitasokat kell alkal-
mazniuk a magyardzatok soran. A tanuloknak matematikai gondolkodédsanak
fejlesztése szempontjabol rendkiviil fontos, hogy a példakkal igazolas helyett
prebizonyitasokkal magyarazzak nekik a matematikai osszefiiggéseket. Példaul
a szorzas kommutativitdsat ne néhany szdmpéldaval igazoljuk, hanem rajzol-
junk négyzetracsra téglalapot, amelynek négyzeteit soronként vagy oszlopon-
ként dsszeszamolva ugyanannyi négyzetet kapunk. Ugyanez jelenik meg a sz6-
veges feladatok megoldasanal, amikor a probalgatas helyett a kovetkeztetéses
megoldast preferaljuk.
mazzak, a megoldas szemléltetése tablazattal sikeres, de szakaszokkal, buboré-
kokkal még nem mindig miikodik. A tdblazatos szemléltetés a fejlesztés hata-
sara alakult ki, a kontroll csoportnal nem talalhatéo meg.

» A szdvegek alapjan szakaszok alkotdsa a fejlesztett csoportban sokat fejlodott.
A szakaszokkal abrazolasnal a legnagyobb nehézség az aranyokkal kapcsolatos
problémaknal adodik, de a hdzi feladatokhoz képest is javult a helyzet.

* A kreativitast igényld j konstrukci6 alkotasa a kordbbiakhoz képest javult, de
még mindig nem érte el a kontroll csoport korabban is ugyanolyan jé szintjét.

* A fejlesztett hallgatok nagyobb aranyban ellendrizték a feladatokat, mint ko-
rabban, és mint a kontroll csoport tagjai.

» Orvendetes nagy fejlédés tapasztalhatd az 0j problémék alkotasa terén. A kér-
déseket alkotd hallgatok szama megduplazddott, és a kérdések mindsége is so-
kat javult, atgondoltabba valt, kdszonhetéen annak is, hogy az Gsszefliggések
megtalalasa alapjan alkottak problémakat, amelyeket ezutan meg is oldottak.
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VI. Konkluzio

1. A hipotézisek igazolasa

A kutatas igazolta a hipotéziseket:

+ A tanito hallgatok problémamegoldasi képességének fejlesztésére kidolgozott
kurzus soran a hallgatok problémamegoldasi képessége fejlodott, nehezebb fel-
adatokat is sikeresebben oldottak meg. A hallgatok pozitivan alltak hozzad a
problémak megoldasadhoz, igényelték a targyi tevékenységgel szemléltetést, ki-
sérletezést, sajat maguk is kitalaltak hasonld tevékenységeket. Meghallgattak,
tovabbfejlesztették egymas otleteit, képesek voltak egyéni gondolkodéas utan
k6z6s munkéra.
kat fejlodtek a szakaszos dbrdzolés stratégidjanak alkalmazasaban.

» Fejlodott a megoldasok leirasa, a hallgatok tobb szoveges indoklast irtak.

* A tanit6 hallgatok problémaalkotési képessége sokat fejlodott, képesek lettek uj
problémakat talalni adott helyzethez, vagy adott probléma folytatasaként. Az 1
kérdések megfogalmazasa is pontosabb, lényegretdrdbb lett.

2. Tovabblépés

A problémamegoldasi képesség fejlesztését feltétlen folytatni kellene.

Egyrészt tovabbi stratégidk tanitdsaval, példaul szinezés, paritds, invaridns modszer
alkalmazaséval megoldhat6 problémakkal [60].

Az eredmények azt mutatjak, hogy a tanit6 szakos hallgatok tovabbi fejlesztése sziik-
séges a szakaszokkal vald abrdzolas, és a bizonyitasok terén. A szakaszos abrazolas
segitségével tudjak az als6 tagozatos tanulok megoldani a szoveges feladatokat, in-
dokolni a szdmitasi 1épéseket, ezért a hallgatoknak is biztonsaggal el kell sajatitaniuk
ezt a stratégiat.

Ugyancsak az altalanos iskolai matematika tananyag jellegzetessége, hogy az indok-
lasok konkretizalt bizonyitasok, a kovetkeztetéseket nem egy-két példabol vonjuk le.
Ez az igény olyan pedagoégusokat feltételez, akik képesek a magyarazatokra, az alli-
tasok bizonyitasara.

Ezek az igények tlmutatnak egy kurzus keretein. A tanitd szakos hallgatok problé-
mamegoldasi képességeinek fejlesztését dsszehangoltan tobb tantargyon beliil kell
folytatni annak ellenére, hogy sajnalatosan kevés 1d6 all rendelkezésre.

A problémaalkotas sikerrel alkalmazhaté példaul kombinatorika problémak esetén,
amikor egy-egy modell kiilonb6zd reprezentdcioi nagy szerepet jatszanak a megol-
dasban[65], vagy szoveges feladatoknal, amikor adott szakaszokhoz talalunk ki szo-
vegeket.

A problémamegoldas fejlesztésének masik irdnya az altalanos iskolai tanulok fejlesz-
tése, aminek lényeges eleme a gondolkodasra nevelés, a felfedeztetd tanitas, amiben
a tanar iranyitd szerepe nagyon fontos. A tananyag kidolgozasa is erdsiti a
problémamegoldasi képesség fejlesztését. Erre példa a szoveges feladatok megoldasi
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modszereinek, 1épéseinek tanitasa [64]. A problémamegoldasi képesség fejlesztését
minden anyagrészben megvalosithatjuk a reprezentaciok, kérdésfeltevések valtoza-
tossagaval. A tanulok hozzaallasat is pozitivan befolyasolja a problémak alkotasa, a
kérdésfeltevések Osztonzése.
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Osszefoglalas

A tanuldk problémamegoldasi képességének fejlesztése a NAT szerint a magyar ma-
tematika tanitas kdzponti céljai kozé tartozik. A kompetencia alapu tanitas, a gyakor-
lati problémak megoldasa olyan pedagdgust kivannak, aki maga is otthon van a prob-
1émak megoldasaban, ¢s képes bizonyos hétkoznapi helyzeteket a matematika nyel-
vén megfogalmazni. Ahhoz, hogy az 0j kihivasoknak megfelelni tudo, alkotd peda-
gogusokat képezziink, a felsGoktatdsban is nagy figyelmet kell forditani a hallgatok
problémamegoldasi és problémaalkotasi képességének fejlesztésére.

A tanit6 szakos hallgatok képzésében valaszthato tantargyként szerepel a Probléma-
megoldas kurzus, amelynek tananyaga a hallgatok matematikai felkésziiltségének, és
a tanitand6 korosztaly igényeinek figyelembe vételével késziilt a problémamegoldasi
¢és problémaalkotasi képesség fejlesztése céljabol. A tanitd hallgatok szaméra kordb-
ban nem allt rendelkezésre célzottan a szamukra Iényeges elemeket fejlesztd, megfe-
leld nehézségli tananyag.

A kutatas a tanit6 szakos hallgatok problémamegoldasi és problémaalkotasi képessé-
geinek fejlesztését vizsgalja.

A kutatas céljai a kovetkezok:

* A problémamegoldas ¢és problémaalkotas elméleti hatterének meghatarozasa,
bemutatésa.

* A hallgatok problémamegoldasi és problémaalkotasi képességeinek felmérése,
a fejlesztés céljainak meghatarozasa, kiilonb6zd csoportok problémamegoldasi
képességeinek dsszehasonlitasa.

* Problémamegoldasi és problémaalkotasi képességfejlesztd kurzus kidolgozasa,
megvalodsitasa, értékelése.

» A problémamegoldas fejlesztésével kapcsolatos hipotézisek igazoléasa:

— A tanit6 hallgatok problémamegoldési képessége specidlis kurzus soran fej-
leszthetd.

— A probléma-megoldasi stratégiak tanithatdak a tanito hallgatoknak.

— A tanit6 hallgatok szoveges indoklésa fejleszthetd.

— A tanit6 hallgatok problémaalkotasi képessége fejleszthetd.

A kutatas sordn attekintettiilk a matematika didaktikai szakirodalmi hatteret, amely
alapjan kijeloltiik a kutatas kereteit. A problémamegoldasi [épések (belsé parbeszéd),
heurisztikus stratégiak tanitasa mellett kiemelten foglalkozunk a reprezentaciok vari-
alasaval, a problémamegoldas metakognitiv és affektiv elemeivel.

Kutatasunk sordn a problémaalkotas valtozatos formait alkalmazzuk.
« Jaték, tevékenység alapjan felvetddd kérdésekbdl alkotunk problémakat.
» A problémamegoldas folyamata kdzben 1épéseket, 0 reprezentaciokat fogal-
mazunk meg, amelyek a végsd probléma megoldasahoz vezetd részproblémak.
* A megoldott probléma folytatdsaként a ,,Mi lenne, ha” stratégia alkalmazéaséaval
az adatok, feltételek valtoztatasaval alkotunk probléma csokrot.
+ Adott, vagy kitalalt helyzethez alkotunk problémat.
+ Adott megoldasi modszerhez, megoldashoz talalunk ki problémat.
Minden alkalommal megoldas is tarsul a problémaalkotashoz, igy a problémaalkotas
célja nem a minél tobb probléma kitalalasa, hanem a megoldassal egyiitt jaré komp-
lex tevékenység.
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A kutatas kezdetén felmérést készitettiink [59].
A felmérés eredményei hataroztak meg a fejlesztés 6 iranyait, amelyek a kovetke-

z0k:
.
°
.
°

a problémamegoldas 1épéseinek végigjarasa;

a problémamegoldas tudatossaga;

problémamegoldasi stratégiak megismerése;

tobbféle megoldasi mdodszer keresése;

problémak k6zos modelljének felismerése kiillonféle reprezentaciokban, 4j rep-
rezentaciok alkotasa;

a megoldasok szoveges leirasa;

allitasok indoklasanak igénye és gyakorlata;

Uj problémak alkotésa.

A felmérésben szerepld csoportok dsszevetése alapjan elmondhatd, hogy

a tanitd hallgatdk absztrakcids szintje alacsonyabb a tanar szakos hallgatoké-
nal, kevésbé alkalmaznak szimbolikus modszereket, leginkdbb probalgatassal
fognak hozz4 a problémak megoldasahoz;

a tanitd szakos hallgatok aktivan allnak hozza a probléma megoldasahoz, nem
csak akkor fognak hozza a probléma megoldasahoz, ha latjak a végsé megol-
dast;

a kontroll csoport tagjai sikeresebben oldottdk meg a feladatokat, kreativabbak
voltak az 0j konstrukcidkban.

Ennek megfeleléen 10 témaban folyt a fejlesztés. A kutatas valodi osztalytermi ko-
rilmények kozott folyt, kis 1étszamii csoportokban. A hallgatok problémamegoldasi
viselkedését kiillonbozd szempontok alapjan esettanulményok soran elemezziik. A
mintak adottak — a problémamegoldas kurzusra jelentkezett tanitd szakos hallgatok —
a mintdk mérete kicsi, igy az adatok nem tekinthetdk diagnosztikus méréseknek.

A problémamegoldast fejleszté témak esetében a hallgatok kaptak egy-egy feladat-

sort.

A feladatsorok felépitése:

Mintaproblémak: az elsd néhany példa minta probléma, az els¢ probléma
konnyebb, a tovabbiak azonban fokozatosan nehezednek a differencialas, és a
fejlodés érdekében. A mintaproblémakat minden alkalommal tevékenységbdl
indulva a hallgatokkal kozdsen oldottuk meg. A tevékenységeket parban, né-
hany f6s csoportokban végezték. A kisérletek alapjan sejtéseket fogalmaztak
meg, és probaltak igazolni. A megoldasok utdbb a hallgatok javaslatai alapjan
tanari iranyitassal sziilettek. A megoldéas soran tudatositottuk a problémameg-
oldas lépéseit, és mintakérdésekkel fejlesztettiik a hallgatoknak azt a képessé-
gét, hogy feliigyeljék sajat problémamegoldasi tevékenységiiket. A problémak
megoldasat a megoldas vizsgalata kovette, amely nemcsak a modszer értékelé-
sét, hanem a probléma folytatasat, uj problémak alkotasat is jelentette.
Onalldan megoldandé problémék: a mintaproblémakat kdvetd, tdbbnyire azok-
hoz hasonl6 gyakorlo feladatok, amelyeket a hallgatoknak hazi feladatként ott-
hon kellett megoldani, és irdsban beadni. Ennek célja a tanult modszerek al-
kalmazasa, az 6nallo aktivitas fejlesztése, a szoveges indoklasok erdsitése volt.
A beadott megoldasokat minden témanal értékeltiik, és levontuk a kovetkezte-
téseket.

Rejtvény: a kreativitas fejlesztése céljabol.
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A fejlesztd témak a kovetkezok:

1. A problémamegoldas lépései

* A téma leirasa:
Ebben a témaban néhany probléma megoldasa, boncolgatisa soran mutattuk be
a problémamegoldas 1épéseit kiilonb6zd reprezentacidkban, a targyi tevékeny-
ségtdl a képi abrazolason at a szimbolikus megoldasig. Gyakoroltuk a problé-
mamegoldas kozbeni problémaalkotast, a probléma Iépésekre bontasat. Bemu-
tattuk a problémamegoldas kozben megfogalmazand6 kérdéseket, amelyek a
munkat ellendrzik, eléreviszik. A hallgatok gyakoroltdk a problémak megérté-
sét, az adatok, Osszefiiggések lejegyzését kiilonféle formakban, az ellendrzési
stratégiakat.

* A téma értékelése:

— A targyi tevékenység nagyban segitette a probléma megértését és megol-
dasat. A kisérletezés kozben gazdagodd problématérben tobb reprezenta-
ciot fedeztek fel, 6tleteket talaltak a megoldéashoz.

— A hallgatdkat problémamegoldas kozben segitette a 1épések kérdés for-
majaban valé megfogalmazasa. A ,, Hol tartunk?” és ,,Mi a célunk?” kér-
dések segitették a hallgatokat, hogy értékeljék a helyzetet, és rovidebb 1d6
alatt dontsenek a folytatasrol, vagy mas t keresésérol.

— A hallgatok szivesen talaltak ki 0j kérdéseket, a pontos megfogalmazas-
ban eleinte tobbet kellett segiteni, késébb mar kevesebbet. A hallgatokat
érdekelte az altaluk megfogalmazott probléma megoldasa.

— A hallgaték hasznosnak talaltdk a problémamegoldasi tapasztalatok 6sz-
szefoglalasat a megoldas befejezéseként.

2. Kisérletezés, példak és ellenpéldak

* A téma leirasa:
A problémamegoldas folyamataban a kisérletezés jelentdségét mutattuk be. A
hallgatokhoz kozel 4ll a probalgatds moddszere, ezt fejlesztettiik a tudatossag
tekintetében, példak, ellenpéldak tervezett keresésében. A hallgatok felismer-
hették a sejtések igazolasanak sziikségességét, gyakorolhattak az indoklasokat.
A hallgatok tapasztalatot szerezhettek arrél, hogy mikor elég egy ellenpélda az
allitas igazolasara, és mikor van sziikség kovetkeztetésre.

* A téma értékelése:
A példak és ellenpéldak keresése a kozds munka soran sikeres volt, 6nalldan
nehezebben ment. A példdk alapjan sikeresen tudtak sejtéseket megfogalmazni.
Egyszertibb bizonyitdsokat néhanyan el tudtak végezni 6nalloan is, de az al-
gebrai Osszefliggések alkalmazasa mar csak nagyon kevés hallgatonak ment.

3. Rajzoljunk!

* A téma leirasa:
A szimbolikus reprezentaciok eldtt célszeri modszereket megismerni a képi
reprezentaciok alkotasara. A képi reprezentaciok alkotasat segitik az dbra raj-
halmazabréakra, tablazatokra koncentraltunk, hiszen ezek mar az als6 tagozat-
ban is elofordulnak [61].

* A téma értékelése:
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A hallgatok fogékonyak voltak az ujdonsagokra, szivesen foglalkoztak az
1j modszer tobbféle problémara valo alkalmazasaval.

A hallgatok szdmara nem volt konnyli a probléma atfogalmazasa az 10j
reprezentaciora, majd a megoldas visszaforditasa az eredeti helyzetre.
Lathattak, hogy ezek a reprezentaciok hogyan gazdagitottdk a megoldast
azaltal, hogy megmutattdk a probléma struktarajat, igy felfedezhették, ha
a problémat nem lehet megoldani, vagy t6bb megoldas is 1étezik.

A hazi feladatok alapjan megéllapithato, hogy a hallgatok jol alkalmaztak
a halmazabrat, a tdblazatos reprezentaciot, €s a grafokat az 6sszeszamlala-
si problémakra, azonban nincsenek hozzaszokva a szdveges indoklasok
leirasahoz.

4. Szoveges feladatok megoldasa szakaszokkal

* A téma leirasa:
Az alsé tagozatos szoveges feladatok legfontosabb megoldasi stratégidja a sza-
kaszok rajzolasa, viszont a hallgatoknak nehézséget jelent az alkalmazasa. Ezt
a stratégiat nehezebb feladatok tekintetében is gyakoroltuk [66]. Szakaszos
modellhez szovegeket alkottunk.

* A téma ¢értékelése:

A hallgatok szamara sokszor nehézséget jelent a szakaszos megoldas, azt
gondoljak, hogy egyenlettel konnyebben boldogulnak, igy szivesebben
alkalmazzak az egyenleteket. Kideriilt azonban, hogy a bonyolultabb fel-
adatoknal az egyenletek felirasa is nehézségekbe iitkozik. Ha konnyebb
feladatokon nem gyakoroljak a szakaszos abrazolast, akkor a nehezeb-
beknél sem tudjak hasznalni a modszert. Ezért er6feszitéseket tettiink ar-
ra, hogy konnyebb feladatoknal esetleg az egyenlet felirdsa utan rajzzal,
kovetkeztetéssel is oldjak meg a problémat. Sajnos az 6nall6 feladatmeg-
oldas soran csak néhany esetben lattunk probalkozast erre, amelyek azon-
ban sikertelenek voltak.

Megfigyelhetd, hogy amint az egyenletek felirdsa, szakaszok rajzolasa
nehézségekbe titkozik, eldkeriil a probalgatas. Fontos tudatositani a hall-
gatokban azt, hogy a probalgatas a probléma megértésének, sejtések alko-
tasanak fontos modszere. Azonban ne elégedjenek meg egy megfeleld va-
lasz megtalalasaval, torekedjenek a teljes megoldasra, a kovetkeztetések
megtalalasara, hiszen az alsé tagozatos gyerekek gondolkodésanak fej-
lesztését is ezek szolgaljak.

A szakaszos abrazolasi mod elsajatitasat segitette, hogy tobbféle megol-
dasi modot mutattunk a problémakra, a hallgatok otleteit javitottuk, befe-
jeztiik akkor is, ha nekik nem sikeriilt. gy lathattik, hogy nem csak egy
jo moddszer 1étezik egy probléma megoldasara, batran induljanak el, és
probaljak befejezni az otleteiket.

A legnagyobb nehézséget az aranyokkal kapcsolatos 0sszefiiggések abra-
zolasa jelentette.

5. Gondolkodjunk visszafelé!

* A téma leirasa:
A visszafelé gondolkodas stratégiaja mar az als6 tagozaton is megjelenik, ezért
fontos hogy a hallgatok ismerjék, és tudjak alkalmazni nehezebb problémak
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buborékok, tablazat, szakaszok - is bemutattuk [63].
* A téma értékelése:

— A hallgatok a visszafelé gondolkodas stratégiajat miiveletekkel konnyeb-
ben, allapotokkal nehezebben alkalmaztik.

— A feladatok 1épésekre bontasat, a 1épések tudatositasat parbeszédes mod-
szerrel is fejlesztettiilk, ami a jovendd pedagdégusok szdmdra kiilondsen
fontos.

— Még mindig sokan dolgoztak nyitott mondatokkal a képi 4dbrazolas he-
lyett, holott éppen a visszafelé¢ szdmolasos feladatoknal tobb 1épés esetén
elrettentden hossziva valtak a nyitott mondatok.

6. Alkossunk problémakat Harry Potter nyoman!

* A téma leirasa:
Példat mutattunk arra, hogy a gyerekek altal kedvelt olvasmanyok is alapot ad-
hatnak a problémaalkotasra. Egy, a konyvben szerepld rejtvényhez alkottunk
feladatokat, és megrajzoltuk a konyvbdl hianyz6 abrat, ami sziikséges ahhoz,
hogy az olvas6 maga is megoldhassa a rejtvényt [62].
* A téma értékelése:
— A ko0z6s munka soran tapasztaltak a kérdések pontos megfogalmazasanak
sziikségessegét.
— A hallgatok egy része a minta alapjan szivesen ¢és Otletesen alkotott fel-
adatokat.
— Voltak hallgatok, akik idegenkedtek az 6nalld feladatalkotédstol, bar a
megoldasok soran iigyesek voltak.
— A hallgatdk szdmara Gjdonsag volt a problémaalkotasi tevékenység, bar a
tanitdi munka soran nagyon hasznos akar a kiilonb6z6 tantargyak kapcso-
latanak erdsitése céljabol is.

7. Problémacsokrok — mi lenne, ha?

* A téma leirasa:
tételeket valtoztattuk, 0j kérdéseket talaltunk ki, igy egy problémabdl indulva
,Kis kutatast” folytattunk az adott témaban.

* A téma értékelése:
A hallgatok a k6zos munkaban jol dolgoztak, de hasonld ,kis kutatdsok™ 6nallo
végrehajtasara még nem vallalkoztak. Kevesen voltak, akik megfogalmaztak
sejtéseket, még kevesebben oldottak meg 1) problémakat.

8. Egy modell — kiilonféle reprezentaciok

* A téma leirasa:

— A kozos modellel rendelkezd problémak tobbféle reprezentacidjat mutat-
tuk be, ami lehetdvé teszi, hogy az ujabb problémaknal felismerjiik a ha-
sonlosagot, és tudjuk alkalmazni a megismert megoldasi modot.

— Gyakoroltuk a szoveges feladatok modelljeinek miiveletekkel valé leira-
sat.

— A bemutatott példak utan a hallgatoknak gytjteniiik kellett adott modellre
feladatokat, ami fontos tanari tevékenység.
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* A téma értékelése:
— A miiveletsorokra vonatkozd szdvegek értelmezése nem volt mindig egy-
szerl a hallgatok szamara.
— Feltting a kiilonbség az Osszeadas €és a szorzas, mint modell felismerése
kozott. Az 6sszeadas €s kivonas értelmezése még nem okozott gondot, de
a Szorzas, osztas, tortrész-szamitas mar tobbeknek nem sikeriilt.
— Kevesen talaltak jo feladatokat adott modellhez.

9. Alkossunk jatékokat matematika problémakbol!

* A téma leirdsa:
Adott feladattipusokhoz, 6sszeszamlalasi feladatokhoz, skatulya-elvvel, szine-
zéssel megoldhato feladatokhoz mutattunk modszereket, amelyekkel a problé-
makbol jatékot alkothatunk [62].

* A téma értékelése:
A jaték segitette a problémak mélyebb megértését, a problémak megoldasi 6t-
letének megtalalasat. A hallgatok onalldan még nem tudtak jatékot alkotni.

10. Szerepjaték a problémaalkotas, problémamegoldas 1épéseire

* A téma leirasa:
A szerepjatékot a hallgatok 6-7 f0s csoportokban jatsszdk. A problémamegol-
das Iépéseinek megfeleld szerepeket a hallgatok alakitjak, igy megismerkednek
a problémaalkotas nehézségeivel, tudatosulnak a problémamegoldas 1épései. A
szerepek:
Kapitany: meghatdrozza a szabalyokat, és ellendrzi azok betartasat.
Fiirkész: kérdez:
— felteszi a probléméat ad6 kérdést,
— megkérdezi az adatokat,
— segiti, irdnyitja a Bolcsek munkajat (Mi a zavar6? Mi hianyzik?
Jo iranyban haladunk? Miért jo, amit csinaltunk?)
Szamitogép:
— megadja a kért adatokat, feltéve, hogy azokat nem lehet kikovetkezni,
— elvégzi a Bolesek altal kért szdmitasokat.
Bolesek: megoldjak a problémat.
irnok: feljegyzi a csoport tevékenységét, a Kapitany szabalyat, a kérdéseket, a
valaszokat, a megoldasokat.
* A téma értékelése:

— A problémamegoldas kiilonbozo 1épéseinek megszemélyesitése jo hatas-
sal van a problémamegoldas és problémaalkotas tudatositasara, a szere-
peknek megfeleld 1épések szétvalasztasara. Igy tobb figyelmet forditottak
a hallgatok azokra az elemekre, példaul a megoldas leirasara, ellenérzés-
re, Uj kérdések kitalalasara, amelyeket korabban tobbnyire elhanyagoltak.

— Még jobban ki kell emelni a metakognitiv irdnyitasra vonatkozo kérdése-
ket, az indoklasok leirasat.

— A kooperativ tevékenység 0sztonzéen hatott a hallgatokra, élvezettel dol-
goztak egyiitt, vitatkoztak, véleményt cseréltek, meghallgattak egymast,
szétosztottak a feladatokat és épitettek egymas munkajara.

— A maguk altal alkotott szituacidkban szivesen oldottak meg matematikai
problémakat, a munkamodszer erésen motivald hatésu.
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— A szerepjatéknak ez a formdja a problémamegoldésra, problémaalkotasra
mas kurzusokon is alkalmazhato lenne.

A kurzus végén a hallgatok megoldottak egy feladatsort, melynek célja a kezdeti mé-
réshez hasonloan a hallgatok problémamegoldasi képességeinek felmérése, valamint
a fejlesztett és a kontroll csoport eredményeinek dsszehasonlitasa volt.

A zard mérés feladatai nem egyszerli rutinfeladatok voltak. Részben kozepes nehéz-
ségli problémak, amelyek a megfeleld stratégia kivalasztasat és 0j helyzetben vald
alkalmazasat kivantak. A problémak masik fele nehezebb, megoldasuk tobb 1€pést és
nehezebb reprezentaciok alkalmazasat kivanta. Ezzel azt szerettiik volna felmérni,
hogy a fejlesztd kurzus sordn milyen szintre sikeriilt eljuttatni a hallgatokat. Nem
volt célunk a kezdeti méréshez nagymértékben hasonl6 feladatokkal azok megtanita-
sat kimutatni, inkabb a szemlélet valtozasara voltunk kivancsiak.

A zaré mérés soran 0sszehasonlitottuk a fejlesztett és a kontroll csoport eredményeit,
ami a fejlesztés hatdsait mutatja.

+ A fejlesztett csoport eredményei:

— akozepesen nehéz feladatok megoldasaval jol boldogultak;

— aszoveges feladatokat tobben abrazoltak szakaszokkal;

— a feladatok szoveges indoklasa fejlodott;

— javult az aranyokkal kapcsolatos problémak megoldasi sikeressége;

— fejlédott az uj konstrukeid alkotasa;

— nagyon sokat fejlodott az 4 problémak alkotasa, a problémak mennyisége
és mindsége is javult.

» A fejlesztés hatasai:

A fejlesztett csoport tagjai a kontroll csoporthoz képest nagyobb aranyban
— oldottdk meg sikeresen a feladatokat;
— irtak szoveges indoklasokat a megoldasokhoz;
— rajzoltak szakaszokat a szoveges feladatokhoz;
— szemléltették tablazattal a visszafelé gondolkodasi feladatot;
— ellendrizték a megoldasokat;
— alkottak 0 problémakat, és oldottdk meg azokat.
A kutatas igazolta a hipotéziseket:

+ A tanito hallgatok problémamegoldasi képességének fejlesztésére kidolgozott
kurzus soran a hallgatok problémamegoldasi képessége fejlodott, nehezebb fel-
adatokat is sikeresebben oldottak meg. A hallgatok pozitivan alltak hozzad a
problémak megoldasédhoz, igényelték a targyi tevékenységgel szemléltetést, ki-
sérletezést, sajat maguk is kitalaltak hasonld tevékenységeket. Meghallgattak,
tovabbfejlesztették egymas otleteit, képesek voltak egyéni gondolkodéas utan
ko6z6s munkara.

crer

crer

* Fejlodott a megoldésok leirasa, a hallgatok tobb szoveges indoklast irtak.

* A tanité hallgatok problémaalkotési képessége sokat fejlodott, képesek lettek 01
problémakat talalni adott helyzethez, vagy adott probléma folytatasaként. Az 1j
kérdések megfogalmazasa is pontosabb, Iényegretordbb lett.

A problémamegoldési képesség fejlesztését feltétlen folytatni kellene.

Egyrészt tovabbi stratégidk tanitdsaval, példaul szinezés, paritds, invaridns modszer
alkalmazéasaval megoldhat6 problémakkal [60].
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Az eredmények azt mutatjak, hogy a tanité szakos hallgatok tovabbi fejlesztése sziik-
séges a szakaszokkal valo dbrazolas, és a bizonyitasok terén.

Ezek az igények tilmutatnak egy kurzus keretein. A tanitd szakos hallgatok problé-
mamegoldasi képességeinek fejlesztését 0sszehangoltan tobb tantdrgyon beliil kell
folytatni.

A problémaalkotas sikerrel alkalmazhatd példaul kombinatorika problémék esetén
[65], amikor egy-egy modell kiilonb6zd reprezentacidi nagy szerepet jatszanak a
megoldasban, vagy szoveges feladatokndl, amikor adott szakaszokhoz taldlunk ki
szovegeket [64].
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Summary

According to the National Core Curriculum (NAT), one of the central goals of
Hungarian mathematics education is the development of the problem solving skills of
the students. Competence based teaching, and the solution of practical problems call
for teaching professionals who themselves are capable and knowledgeable in solving
problems, and are able to rephrase real life situations in the language of mathematics.
In order to train professionals who can adapt to the contemporary challenges, higher
education needs to concentrate on the development of problem solving and problem
posing skills.

The Mathematical Problem Solving course is an elective course in the elementary
education major curriculum. Its syllabus was developed based on the future teachers’
mathematical skills and the needs of their pupils with the goal of developing their
skills in the areas of problem solving and problem posing. The focused set of course
materials combines relevant concepts in a pedagogically rich context. (This is the
first time such material is put together focus that combines relevant concepts in a
pedagogically rich context.)

Our research focuses on the investigation of the development of problem solving
skills of elementary education majors.

Research objectives:

* Identify the theoretical background and basis for problem solving and problem
posing;

* Assess students’ problem solving and problem posing skills; determine goals
and areas for improvement, and compare problem solving skills of different
groups;

* Develop, implement and assess a course that focuses on developing problem
solving and problem posing skills.

» Test specific hypotheses concerning the improvement of problem solving
skills:

— The problem solving skills of elementary education majors can be
improved in a course specially designed for and focused on this purpose.

— Problem solving strategies can be successfully taught to elementary
education majors.

— Reasoning skills of students can be improved;

— Problem posing skills of students can be successfully developed;

During this research we surveyed the relevant literature, and determined the
framework of the research. Besides the emphasis on the problem solving steps
(internal dialogue) and heuristic strategies we strongly focus on multiple and varied
representations, and the affective and metacognitive elements of problem solving.

During our research we utilize multiple ways of problem posing:

— We create problems from games and activities.

— We formulate specific steps and new representation during the process of
problem solving, which form subproblems along the way of solving the
original task.

— As a continuation of the original problem we ask the question ‘What if...’
and create a new set of problems.
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— We create a problem from a given or imagined situation.

— We create a problem for a given solution method or solution.
Problem posing is always accompanied by problem solving it fits organically into the
web of complex activities that surrounds problem solving.
Development of problem solving skills is especially/more effective in a group-based
cooperative learning setting, so we frequently utilize this method.

We created and administered a survey instrument/pre-test at the beginning of this
research [59].
Results of the pre-test determined the main areas for development which are the
following
* Consideration of the steps of problem solving.
» Conscious approach to problem solving.
* Learning of problem solving strategies.
 Finding different approaches, strategies for solving a given problem.
» Recognition of a common underlying model in problems, formulation of new
representations for a given model.
* Narrative description of the solution.
* Development of the need and motivation to verify statements and steps in the
practice of problem solving.
* Posing new problems.
Comparison of the different groups taking in the pre-test we can say that in general
» Elementary education majors have a lower level of abstraction than future high
school teachers, and use symbolic methods less often, resorting to guess and
check as their method of problem solving.
» Elementary education majors have an active attitude towards problem solving,
they make attempts even if they do not see whether these attempts will lead to
a final solution.
* Members of the control group were more successful in solving the problems,
they were more creative in new constructions.

Based on the results of this test we identified ten focus areas. This research was
conducted in real-life situation, in small classes. Students’ problem solving behavior
is analyzed based on different criteria through case studies. Samples are comprised of
self-selected students who enrolled in the problem solving course. Since the samples
are small, conclusions cannot be interpreted as diagnostic metric.

In case of topics aimed at the development of problem solving skills the students
were give a list of problems. Structure of the list of problems:

« Example problems: typically the first few problems are easier, but getting more
and more difficult in the interest of differentiation and development. Example
problems were always solved as a class starting in actual experimentation,
simulation or activity. Activities were done in pairs or groups of three or four
students. Based on their experimentation students formulated hypotheses, and
tried to verify them. Complete solutions were devised based on these
suggestions under the instructor’s direction. During the solution process we
made students conceptualize the steps toward solving the problem, and
demonstrated how to pose questions to help develop their own critical thinking
skills and the need and motivation to check their steps. Solution of a problem
was followed by the review of the solution, which not only meant an evaluation
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of the method used, but the extension of the problem, and the posing of new
problems as well.

* Problems for homework: these are practice problems that are similar to the
example problems, and were assigned as homework to be handed in. The
objective is to use the methods learned, the development of self-guided
activity, the practice of writing down detailed reasoning in a narrative.
Solutions were evaluated for each topic, and conclusions were drawn.

* Puzzle: development of creative, out-of-the-box thinking skills.

The topics concerning the development are the following:

1. The steps of problem solving

* Description of the topic: We presented the steps of problem solving in different
representations from concrete activities and figures to symbolic manipulations
through the detailed study of a few problems. We practiced the decomposition
of problems to steps, and the creation of new problems during the process of
problem solving. We demonstrated the kind of questions that arise during this
process and that can help it to get along if students get stuck. Students
practiced understanding new problems, recording relevant data and
connections in different formats, and checking and evaluation strategies.

* Assessment of this topic:

— Concrete activities facilitated better understanding and the solution of the
problems. Students found new ideas, discovered more representations by
experimentation in this extended problem domain.

— Students were helped by formulating the steps as questions in the problem
solving process. Questions like “Where are we? / What do we know
now?” and “What is the goal?” facilitated the correct evaluation of the
situation, and students decided to continue or abandon their current
strategy faster.

— Students were motivated to create new questions. Precise formulation of
these questions was initially difficult, but improved on practice. Students
were interested in finding answers to their own questions.

— Students found useful the review and evaluation of their problem solving
experiences at the end of each problem.

2. Experimentation, examples and counterexamples

* Description of the topic: We emphasized the importance of experimentation in
the process of problem solving. Students instinctively do the guess and check
method, and we developed its judicious use through the creation of examples
and counterexamples. Students had the opportunity to recognize the need for
proving/verifying their hypotheses, and practiced reasoning out their steps.
Students experienced cases when a counterexample suffices to show the
validity of a statement, and when a series of conclusions are needed.

* Assessment of the topic:

Finding examples and counterexamples as a whole class activity was
successful, but students had difficulties doing it on their own. Students were
able to formulate hypotheses based on examples. Some students were able to
prove simple statements, but very few were able to use algebraic reasoning.
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3. Let’s draw!

» Description of the topic: It is very useful to create graphical representations
(diagrams, figures) before introducing symbolic representations. Creation of
graphical representations is aided by problems that use the strategy of drawing
diagrams and figures. We emphasized graphs, Venn-diagrams and tables, since
these occur already in grades 1-4 [61].

» Assessment of the topic:

Students were open to new kinds of representations, and were motivated
to use this methods on different kinds of problems.

It was not easy for students to transform a problem to a new
representation, and then translate the solution back to the original
situation.

Students experienced how these representations made the solution
richer/more valuable by revealing the underlying structure of the problem.
Thus they could discover when a problem had multiple solutions or none
at all.

Based on homework problems we observed that students used Venn
diagrams, tables, and graphs correctly on enumeration problems, but they
are not used to describing their solutions in a narrative.

4. Solving word problems by using line segments

* Description of the topic: The most important strategy for solving word
problems in grades 1-4 involves the use of line segments. However, students
are not well-versed in this technique, and have difficulties applying it. We
practiced this strategy on more difficult problems as well [66]. We created text
for given model involving line segments.

» Assessment of the topic:

Students often have difficulties using line segments in their solutions, and
think that it would be easier for them to use equations. However, for more
difficult problems, they had a hard time making up their equations as
well. If the strategy using line segments is not practiced on easier
problems, then they are not able to it on more difficult problems either.
Thus we emphasized using figures or line segments and conclusions
based on them, even if they already solved the problem using an equation.
Unfortunately, only a few students even tried this in the homework, and
their efforts were unsuccessful.

We observed that as students run into problems in creating an equation or
a graphical representation they resort to the method of guess and check. It
is very important for students to understand that while guess and check is
a valuable method for better understanding the problem and for
formulating hypotheses, they should not stop at finding just one suitable
solution. Instead, they should strive to produce a complete, reasoned-out
solution, since this serves the development of their pupils reasoning skills
the best.

It greatly helped to acquire this technique that we showed multiple
solution methods for the problems, and completed the students’ solution
ideas even if they could not arrive at a correct solution themselves. Thus
students realize that there is not just a single solution method that needs to
found, and they can start in multiple ways to produce a solution.
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The biggest difficulty proved to be the representation of relationships
among ratios.

5. Thinking backwards

* Description of the topic: the solution strategy of ‘thinking backward’ appears
in the lower grades, hence it is important that elementary education majors
become familiar with it, and could apply it in the context of more complex
problems. We presented multiple graphical representations for this strategy,
e.g., tables, line segments, and bubbles [63].

* Assessment of topic:

Students applied the thinking backwards strategy in connection with
arithmetic operations more successfully than in the context of general
situations(?).

Conscious decomposition of problems into steps was developed/ by using
dialogues since this approach is particularly important for future
educators.

Many students still applied the strategy of making equations instead of
visual representations, even though in these type of problems equations
tend to become quite complicated and long.

6. Create problems based on Harry Potter

» Description of the topic: We showed an example that popular children’s
literature can serve as a springboard to pose new problems. We created
problems concerning a puzzle in the first Harry Potter book (), and also drew
the accompanying figure, missing from the book, that would help the reader to
solve the riddle herself [62].

» Assessment of the topic:

Students experienced the importance of precise formulations of problems.
Some students were motivated and able to pose new, creative problems
based on a given pattern.

There were a few students who were not inclined to create their own
problems, but enjoyed solving the ones created by others.

While the problem posing activity was a novelty for the students, it is a
very useful skill for future educators especially in strengthening
connections between different academic subjects.

7. Problem sets by asking ‘What if?’

* Description of the topic: We presented the strategy of posing problems by
asking the question ‘What if ...?” By changing the given data or the
assumptions in the problem we created new problems, and initiated a ‘mini-
research’ project in the given area.

» Assessment of the topic:

Students worked well in groups, but did not feel capable to perform similar
investigations by themselves. Very few students formulated hypotheses, and
even fewer solved any new problems.
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8. One model — several representations

* Description of the topic:
We presented multiple representations of problems that share a common
underlying model. This practice helps students to recognize similarities in new
problems, and to apply an already know solution method for them. We
practiced describing word problems in arithmetic operations. Based on the
problems presented students needed to collect problems for a given model,
which is an important skill for future teachers.

» Assessment of the topic:

— Word problems leading to a sequence of arithmetic operations frequently
proved to be complicated for the students.

— There is a considerable difference in the recognition of addition and
multiplication as an underlying model. Addition and subtraction did not
prove to be difficult, but many students stumbled on multiplication,
division, and fractions.

— Few students were able to find good problems for a given model.

9. Create a games from a mathematical problems

* Description of the topic: We presented methods that can be used to create
games from given problems involving enumeration, the pigeon-hole principle
or coloring (Pinter 2011).

* Assessment of the topic:

Games helped to achieve a deeper understanding of the problems, and to find
ways of solving them. Students were not yet able to create games by
themselves.

10. Role-playing to imitate the steps of problem posing and problem solving

* Description of the topic: Role-playing games were performed in groups of six
to seven students who had roles corresponding to the steps of problem solving.
Thus they experience the difficulties of problem solving in a different context,
and become more conscious of the steps involved. We had the following roles:
Captain: determines the rules, and makes everyone obey them.

Snoop: has the task of questioning

— asks the question in the problem,

— asks about the data

— helps the work of the Wise Ones (What is suspicious? What is
missing? Are we heading in the right direction? Why does this work?)
Computer: provides the data asked for if they cannot be found by otherwise;
executes the calculations asked for by the Wise Ones.
Wise Ones: solve the problem.
Scribe: records the activity of the group, the rules made by the Captain, the
answers and the solutions.

» Assessment of the topic:

— Personalization of the steps of problem solving has a positive effect on
understanding problem solving and problem posing on a deeper level by
dividing the steps involved according to different roles. Students paid mo-
re attention to certain elements of these processes that they typically
neglected before, e.g., the detailed narrative description of the solution, or
the formulation of new questions.
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— More attention need to be paid to questions concerning metacognitive
direction, and the recording of their reasoning.

— The cooperative activity motivated the students, they enjoyed working
together, they argued, exchanged opinions, listened to each other, divided
up the tasks, and built on each others work.

— This activity provided a strong motivating factor, students were more
inclined to solve mathematical problems in a situation created by
themselves.

— This role playing game for problem posing and problem solving could be
used in other courses as well.

At the end of the course students solved a list of problems to assess their problem
solving skills, and to compare those participating in the course with a control group.

Problems on the post-test were not simple routine problems. Some of them were of
moderate difficulty that required the selection of a suitable strategy and its use in a
new situation. The other problems were more difficult, their solution called for
several steps and the use of different representations. Our goal was to assess the level
students attained at the end of the course. We did not intend to show that students
learned to solve problems that were very similar to the ones in the pre-test, rather we
tested their changing perspective and understanding.
The post test served as a comparison between students completing the problem
solving course and a control group, and showed the effects of the targeted
development.
Students in the course

— were able to solve problems of medium difficulty,

— represented the given word problems by line segments,

— successfully used the strategy of ‘thinking backwards’,

— showed improvement in using a narrative reasoning when solving word

problems,

— had better success in solving problems involving ratios,

— 1mproved in creating new constructions,

— showed considerable improvement in posing new problems both

qualitatively and quantitatively.

Outcome of the course:
Compared with the control group, a larger portion of students in the course

— solved the problem s successfully

— wrote down their reasoning in a narrative

— drew line segments for solving word problems

— represented the thinking backwards strategy in a table

— checked their solution,

— posed new problem, and solved them.

The research supported the hypotheses:

» Students who completed a course specifically designed for developing their
problem solving skills had improved problem solving skills, and were able to
solve more difficult problems. Students had a positive attitude toward problem
solving, developed a need for demonstrating problems with a concrete activity
or experimentation, and were able to create such activities. They listened to
each other, and worked to complete each others’ ideas. They were able to work
together after some individual thinking.

203



» Students successfully used the strategy of thinking backwards, and showed
marked improvement in the strategy of using line segments.

* Improvement can be observed in the recording of their solutions, students
wrote down their reasoning in more detail.

» Students showed a considerable improvement in posing problems, they were
able to create problems for a given situation, or as a continuation of a given
problem. The formulation of their problems became more precise and concise
as well.

The development of the students’ problem solving skills cannot/should not stop at
the end of the course. On one hand, several more strategies can be taught, for
example, coloring, parity, or invariance methods [60]. Results confirm that students
need more practice in using proofs and reasoning with the strategy of drawing line
segments.

These needs encompass more than what a single course could provide, and the
development of problem solving skills should be included in all courses in an
integrated fashion. Posing problems can be successfully included in combinatorial
problems, when different representations of a given model play an important role in
the solution [65], or in word problems when we create a situation for given line
segments [64].
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