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Az értekezés két részbenrendezett halmazokkal kapcsolatos problé-
maéval foglalkozik. Habéar az érdekl6désiik targyat képezs strukturak
tipusa (részbenrendezések) osszekoti Sket, a két probléma ezen ttl nem
kapcsolddik egymassal.

1. Definidalhatésag a véges iranyitott grafok
beagyazas- és részstruktura-részbenrende-
zéseiben

Az els6 probléma, ami az elsé fejezetet tOlti ki, elsdrendd definidlha-
tésdg részstruktira- és bedgyazds-részbenrendezésekben. Az elsé fejezet
a szerz6 harom cikkén alapul [5-7]. Hogy a témat elhelyezziik a ma-
tematika hatalmas palettdjan, a kovetkez6t mondhatjuk. A kérdések
logikénak ttinnek: probaljuk megfogni a kifejez6 erejét adott strukti-
rak elsérendd nyelveinek. Hogy valaszokat kapjunk, nem hasznalunk
maést, mint alapveté kombinatorikus gondolkodast. A problémak mdo-
gbtt azonban ott huzodnak végtelen, bonyolult részbenrendezett hal-
mazok szimmetriai. Ez a kutatéas, valdéjaban, Jaroslav Jezek és Ralph
McKenzie egy 2009-2010-es cikksorozatanak [114] folytatasa. Az érte-
kezés szerzdjén til masok is felkaptak ezt a témat |94/12H14].

Menjiink bele a részletekbe egy kicsit. Jelolje D a véges iranyitott
grafok (izomorfiatipusainak) halmazat. Két irdnyitott graf, G, G’ € D,
esetén jelolje G < G’ azt, hogy G bedgyazhaté G'-be, azaz G-t meg-
kaphatjuk G’-bdl cstcsok és ¢élek elhagyasaval. Méas szoval, 1étezik egy
G — G’ injektiv leképezés, amely megtartja az éleket. Egy latszolag
hasonlo fogalom kovetkezik. Jelolje G E G’ azt, hogy G részstruktirdja
G'-nek, azaz G-t megkaphatjuk G’-bdl csak csticsok elhagyasaval. Mas
szoval, létezik egy G — G’ injektiv leképezés, amely megtartja az éleket
és a ,nem-éleket” (az élek hianyat) is. Eddig két részbenrendezésiink
van: (D; <) és (D;C) (1d. [I] és[2} abrak). Az értekezés elss fejezetében
ezen részbenrendezések esetén vizsgaljuk a részbenrendezett halmazok
els6rendi nyelvének kifejezs erejét.

Valosziniileg a legtermészetesebb kérdés az elemenkénti definialha-
tosag kérdése. Tudjuk-e definialni a (D; <) vagy (D;LC) részbenren-
dezések elemeit elsérendd formuldkkal (a részbenrendezett halmazok
nyelvén)? Itt jonnek be a szimmetridk, mas néven automorfizmusok.
Tegyiik fel, hogy, egy P részbenrendezett halmazban, a p elemet egy
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1. dbra. A (D; <) részbenrendezés aljanak Hasse-diagramja.

automorfizmus egy téle kiillonbozé p’-be visz. Ekkor, természetesen,
elsérendi formulak nem tudjak megkiilonboztetni p-t és p’-t, hiszen
ugyanazok a strukturalis jellemz6ik a P-n beliil.

Az automorfizmusok és a definidlhatésag tekintetében is sokkal
kénnyebben kezelhets (D; <), igy a bedgyazas-részbenrendezéssel kezd-
jiik az 1. fejezetet. Jelolje GT a G transzponaltjat, azt a grafot, me-
lyet G-bdl az élek megforditasaval kapunk. Az automorfizmust, ami
G-t GT-be képezi, konnyt felfedezni. Ennélfogva, a legerdsebb alli-
tas, amiben az elemenkénti definidlhatosag szempontjabol reményked-
hetiink az, hogy a {G,GT} halmaz minden G irdnyitott graf esetén
definialhato. Ezt bizonyitjuk az értekezésben.

1. Tétel. A {G,GT} halmaz minden G € D esetén elsérendii-definidlhato
a (D; <) részbenrendezésben.

Ezt a tételt hasznalva, bebizonyitjuk, hogy nincs mas nemtrivialis
automorfizmus, ramutatva az erés oda-vissza kapcsolatra a definidlha-
tosag és az automorfizmusok kozott.

2. Tétel. A (D; <) részbenrendezésnek két automorfizmusa van, a tri-
vidlis, és az, ami minden iranyitott grafot a transzpondltjaba visz. Ké-
vetkezésképpen, (D; <) automorfizmuscsoportja Zs-vel izomorf.



2. abra. A (D;LC) részbenrendezés Hasse-diagramjanak alja.

Eddig odaig jutottunk, hogy (D; <) véges részhalmazainak definial-
hatosagat lezartuk: Egy véges S C D részhalmaz akkor és csak akkor
elsérendii-definialhat6, ha minden G € S esetén G7 € S is teljesiil.
Tehat ahhoz, hogy tovabb menjiink, végtelen részhalmazok definialha-
tosagat kell vizsgalnunk.

Ahogy egy hires modellelméleti allitas mutatja, nincs olyan els6-
rendtd formula az iranyitott grafok nyelvén, mely definidlné a gyengén-
Osszefiiggd irdnyitott grafok halmazat. Meglep6 modon, az altalunk
vizsgalt elsérendi nyelven van ilyen formula. Még azt is megmutat-
juk, hogy egy konstans (egy konkrét, transzponéltjaval nem izomorf
irAnyitott graf) hozzaadasaval az irdnyitott grafok teljes masodrendd
nyelve kifejezhets az altalunk vizsgalt nyelv segitségével. Egy olyan
utat jarunk be, melyet Jezek és McKenzie fektettek le a [|4] dolgozat-
ban. Definidlunk egy 1j nyelvet, ami latszolag sokkal erGsebbnek tiinik,
mint a vizsgalt els6rendi nyelv. Végiil megmutatjuk, hogy valéjadban
ugyanakkora a kifejezé erejiik.

Jelolje [n] az {1,2,...,n} halmazt minden n € N esetén. Jelolje
CD véges iranyitott grafoknak egy kovetkezGképpen definidlt kis kate-
goriajat. Az objektumok ob(CD) halmaza alljon az olyan iranyitott
grafokbol, melyek alaphalmaza [n] valamely n € N esetén. Az Osszes
A, B € ob(CD) esetén alljon hom(A, B) az olyan f = (A, «, B) har-
masokbdl, ahol o : A — B megtartja az éleket. Morfizmusok kom-
pozicidjat a kovetkezSképpen képezziik. Tetsz6leges A, B, C' € ob(CD)



objektumok esetén ha f = (A, a, B) és g = (B, 3,C), akkor
fg=(A,B00a,0C).

Egyszert latni, hogy f € hom(A, B) akkor és csak akkor injektiv, ha
minden X € ob(CD) esetén

Vg,h € hom(X,A): gf =hf<g=h. (1)

teljesiil. Hasonloan, f € hom(A, B) akkor és csak akkor sziirjektiv, ha
az Osszes X € ob(CD) esetén

Vg,h € hom(B,X): fg=fh<g=nh.

teljesiil. Ezek els6rendi definiciok a kategoridk els6rendi nyelvén, en-
nélfogva CD-ben az izomorfizmus és bedgyazhatosag elsérendid defini-
alhato. Ebbol az kovetkezik, hogy (D, <) Gsszes elsérendi-definialhato
relacioja definidlhatdé CD elsérendd nyelvén is. Vezessiink be néhany
konkrét objektumot és morfizmust:

E;, € ob(CD
I, € ob(CD
fi € hom(Eq, I
fo € hom(Eq, I

V(Ey) = [1], E(E1)
V(I2) [ ]’ E(E
(Elv{( ) )} )
(E17{< ) )}312)

Ezzel a négy konstanssal kib6vitve a CD struktarat kapjuk CD'-t. A
(D, <) részbenrendezés formulai olyan tényekkel operalnak, hogy ira-
nyitott grafok beagyazhatok-e egymasba ,egészben”, a grafok belsd
strukturaja hivatalosan elérhetetlen. Ezzel szemben, a CD’ struktu-
ra els6rendi nyelvén a bedgyazhatosagon til megfoghat6 az iranyitott
grafok els6rendi nyelve is. Az utobbit még nem lattuk, a kdvetkezd
gondolatmenet azonban aldtdmasztja. Tetszoleges X € ob(CD) ese-

tén a morfizmusok hom(E;, X) halmaza természetes modon bijektiv
X pontjaival. Legyenek f,g € hom(E;, X) a kovetkezdk:

f=E {1, 2)}, X), g=(E{(1,9)},X) (z,y € V(X))

Figyeljiik meg, hogy ekkor (z,y) akkor és csak akkor éle X-nek, ha

) =0,
) : ={(1,2)},
):
) :

Jh e hom(Iy, X): fih=f hh=g (2)

teljesiil. Ez azt mutatja, hogy a CD’ els6rendi nyelvével elérhetjiik az
iranyitott grafok belss strukturajat is, azaz a nyelv sokkal gazdagabb,



mint az altalunk vizsgalt (D, <) els6rendii nyelve. Még tovabb mehe-
tiink. Megmutathatjuk, hogy a CD’ elsérendii nyelve ki tudja fejezni az
irdnyitott grafok teljes masodrendi nyelvét. Megfogalmazzuk ezt pon-
tosabban. Azt mutatjuk meg, hogy CD’ els6rendi nyelve ki tud fejezni
egy nyelvet, melyben az objektumok és morfizmusok feletti valtozokon
tul vannak még

(I) kvantifikalhato valtozok

objektumok pontjai felett,

(a)

(b) objektumok részhalmazai felett,
) két objektum kozti fiiggvények felett,
)

véges sok objektum szorzatanak részhalmazai felett (hetero-
gén relaciok),
(IT) fiiges valtozok melyek megadjék egy objektum alaphalmazét és

(ITT) az apparatus, hogy jeloljiik
(a) az él-relaciot elemek kozott,
(b) egy fiiggvény hatasat egy elemen,
(c) egy k-as jelenlétét egy relacioban.

Azt mondjuk, hogy a p C (ob(CD))" relacio izomorfizmus-invaridns,
ha A;, B; € ob(CD) és A; = B; (1 <i < n) esetén

(Ala"'vAn)Gp And (Bla"'aBn)ep'

Az ob(CD) izomorfizmus-invarians relacioinak halmaza természetes mo-
don bijektiv a D relacidinak halmazéaval. Jelolje A annak az iranyitott
grafnak az izomorfiatipusat, melynek alaphalmaza {a,b,c} és két éle
van: (a,c) és (b,c). A kiévetkezst bizonyitjuk.

3. Tétel. Akkor és csak akkor definidlhatd egy reldcio a (D;<,A)
struktira elsérendd nyelvén, ha a neki megfeleld izomorfizmus-invaridns
reldcio definidlhaté a CD' elsérendi nyelvén.

Ennek a bizonyitdsdhoz valamilyen médon modellezziik a kategoria
miikodését a (D; <, A) nyelvének segitségével. Ez egy hosszu és tech-
nikai bizonyitas.



Az els6 fejezet masodik fele a (D; C) részstruktira-részbenrendezést
vizsgalja. Itt rogton valami djdonsiggal talaljuk szembe magunkat.
Ennek a kutatési témanak a torténetében eddig példatlan médon, nem-
triviadlis automorfizmusokat talalunk. Habar prezentalunk egy sejtést
az automorfizmuscsoportra, bizonyitani nem tudjuk azt.

4. Sejtés. A (D;C) részbenrendezés automorfizmuscsoportja a 768-
elemi (Z3 x Sy) X Zo csoporttal izomorf, ahol o egy adott hatds.

Megprobaljuk megvilagitani ezt a hatalmas automorfizmuscsopor-
tot. Ahhoz, hogy definidljunk egy ¢ automorfizmust, meg kell adnunk,
hogyan kapjuk ¢(G)-t. Az 0Osszes automorfizmusnak, amelyet eddig
ismeriink, van egy ko6zos jellemzGje: mindannyian lokdlisak a kovet-
kez§ értelemben. Ahhoz, hogy megkapjuk ¢(G)-t, a G iranyitott graf
legfeljebb kételemt részstruktirait kell médositanunk valamilyen adott
szabély szerint. Hogy ezt vilagosabba tegyiik, mutatunk egy nemtri-
vialis péeldat. Legyen ¢(G) az irdanyitott graf, amit tgy kapunk G-bél,
hogy megforditjuk az élek irdnyit azokon a kételemd részstruktira-
in, melyekben mindkét csicson van hurokél. Konnyd latni, hogy ez
valoban egy automorfizmust ad meg. (Egyszeri ratalalni arra az au-
tomorfizmusra, ami agy kapja ¢(G)-t, hogy megforditja az dsszes élet,
de ez nem az.) Figyeljiik meg, hogy a most ismertetett példaban G
modositasa lokédlisan torténik, nevezetesen a 2-elemi részstruktarain.
Az Osszes automorfizmus, amit ismeriink, ezzel a tulajdonsiaggal bir.
Most definidlunk néhany konkrét ¢; automorfizmust. Azt fogjuk meg-
mondani, hogyan kapjuk ¢;(G)-t a G-bdl. Az egyik legtrivialisabb a
kovetkezs:

e 1: ahol van hurokél, ott vegyiik el, és forditva, ahol nincs, oda
tegytink.

Figyeljiik meg, hogy ez az automorfizmus csak az 1-elem részstruktu-
réakkal operal. Most elkezdjiik hasznalni a[2] abra jeloléseit.

e po: az F-vel izomorf részstrukturakat cseréljik E’-re és forditva.
e o3: az L-lel izomorf részstrukturakat cseréljiik L'-re és forditva.

o ¢, forditsuk meg az éleket azokon a részstruktirdkon melyek
P-vel izomorfak.

e 5: forditsuk meg az éleket azokon a részstruktirdkon melyek
Q-val izomorfak.



Jelolje Sy a szimmetrikus csoportot az {A, B, C, D} halmazon és legyen
m € S4. Definialjuk

e o.: minden X € {A, B,C, D}-re megvaltoztatjuk az X-el izo-
morf részstruktarakat m(X)-re (agy, hogy a hurokélek helyben
maradnak).

Figyeljik meg, hogy, 1 kivételével, ezek az automorfizmusok nem
nyulnak a hurokélekhez.

Azt sejtjiik, hogy a felsoroltak generaljak az automorfizmuscsopor-
tot. Ezen generatorok utan mar talan természetesebbnek tiinik a sejtés
768-elemti (Z3 X Sy) X4 Za csoportja.

Mar lattuk, hogy erds kapcsolat van az dltalunk vizsgalt els6rendi
nyelvek kifejezs ereje és az automorfizmusok kézott. A kérdés, hogy
a bizonytalan automorfizmuscsoport jelen esetben megakadalyozza-e,
hogy a definialhatosagrol allitasokat bizonyitsunk. Bar konnyen le-
hetne, szerencsére nem ez a helyzet. A kovetkezSt mutatjuk meg az
értekezésben.

5. Tétel. Véges sok konstans hozzdaddsdval a (D;C) elsérendd nyelve
ki tudja fejezni a (D; <) elsdrendd nyelvét.

Megjegyezziik, hogy ennek a tételnek csak azért van sulya, ezen a
ponton, mert a (D; <) elsérendi nyelvérsl mar korabbrol tudjuk, hogy
nagyon eros.

Hogyan bizonyitunk egy ilyen allitast? Annak ellenére, hogy a bizo-
nyitas hossza és technikai, a kdvetkez6 egyszeri Otleten alapul. Emlé-
kezziink vissza, hogy gy kapunk iranyitott grafoknak részstrukturait,
hogy csak csticsokat hagyunk el, mig bedgyazhato részeit tgy kapha-
tunk, hogy cstcsokat és éleket is hagyhatunk el. Az utobbit akarjuk
definialni, tehat élek elhagyaséit kellene valahogy ,szimulalnunk”. A
kovetkezd az alapotlet. Ha egy G iranyitott grafban van egy (u,v)
él, akkor hozzdadunk egy cstcsot és két élet, hogy ,tamogassuk” az
élet. Nevezetesen, hozzdadjuk w-t a csticsok halmazahoz és (u, w)-t és
(w,v)-t az élek halmazahoz. Ezek utan azt mondjuk, hogy az (u,v)
él tamogatott”. Az az Otlet, hogy a tamogatottsag megsziintethetd
egy csucs elhagyasaval (el6z8 példankban w), amit tudunk csinalni
részstruktira-képzéssel. Vazlatosan, a kovetkezst szeretnénk tenni:
tamogatjuk az Osszes élet, vesziink egy részstrukturat, és egy végss
lépésben csak a tamogatott éleket hagyjuk meg a grafban. Természe-
tesen, sok probléma meriil fel ezzel kapcsolatban. ElGszor is, hogyan



kiilénboztetjiik meg a tamogato és az eredeti éleket? Ez a terv nagyon
alapvets részének tiinik. Mésrészt, a terviink ugy végz6dott, hogy ,egy
végsG lépésben csak a tamogatott éleket hagyjuk meg a grafban”. Ugy
tiinik itt az eredeti problémaba futunk jra, hiszen nem tudunk éleket
elhagyni. Annak ellenére, hogy, mint latjuk, a terv eléggé hibasnak
tlinik, megval6sithat6. Ezt tessziik a dolgozatban.

A fenti tételhez megtalalni konstansoknak egy minimalis listajat
majdnem ekvivalensnek tiinik az automorfizmuscsoport meghataroza-
saval. Ennélfogva, nem tudunk egy ilyen minimalis listat adni. Egy
lehetséges, de minimalistol tavol allo lista allhat a legfeljebb 12 ele-
mi irdnyitott grafokbol. Furcsanak tiinhet, hogy nem ,tudjuk”, hogy
milyen konstansokat hasznalunk a bizonyitasunk soran. Ez azért van,
mert néhany esetben a kovetkezd gondolatmenetet hasznéljuk. Bizo-
nyos tulajdonsagait az iranyitott grafoknak jellemezni lehet lokdlis mo-
don. Példéul meg tudjuk mondani tartalmaz-e az irdnyitott graf egy
nem-hurok élet a 2-elemi részstrukturai alapjan. Sokkal bonyolultabb
tulajdonsagokat is el lehet igy mondani. Nagyon faradtsagos és hosszu
volna listazni azokat a konstansokat, melyeket ilyen moédon hasznalunk
a bizonyitasunk soran. Még ha meg is tennénk, akkor sem kapnank
egy minimaélis listat (habar a listank sokkal konkrétabb lenne). Emi-
att, ennek a konkrét bizonyitasnak az analizaldsaval reménytelennek
tinik egy minimalis konstanslista megallapitasa (legalabbis a szerzd
szamara).

A fenti tételnek azért van egy koévetkezménye az automorfizmuscso-
portra, mely a legerésebb &llitas, melyet jelen pillanatban bizonyitani
tudunk:

6. Tétel. A (D;C) részbenrendezés automorfizmuscsoportja véges.

2. Véges részbenrendezett halmazok klonja-
inak végesen generalhatosagarol

Ez a fejezet egy teljesen mésik problémat vizsgal, melyben azért
tovabbra is részbenrendezett halmazok jatsszak a fGszerepet. Véges
miiveletek egy halmazat klonnak nevezziik, ha tartalmazza az Gsszes
projekciot és zart a kompoziciora (fliggvényosszetétel). Az értékezés-
ben mindig feltessziik, hogy a miveleteink alaphalmaza véges. Vilagos
modon, az Osszes miivelet (egy véges alaphalmazon) klon. Tartalma-



zésra nézve a legnagyobbakat, melyek kisebbek ennél, maximalis klo-
noknak nevezziik. Ivo G. Rosenberg, egy klasszikus eredményben [10],
klasszifikalta a maximalis klonokat, hat osztalyra bontva Gket. Ezek
koziil 6t esetén meg lett mutatva, hogy az ezekben 1év§ klénok végesen
generaltak. A hatodik, kérdéses osztaly a korlatos részbenrendezett
halmazok monoton klonjainak osztalya. Azokat a részbenrendezéseket
nevezziik korlatosnak, melyeknek van legnagyobb és legkisebb eleme.
Néhény részeredmény mar ismert. Ismert, hogy a legfeljebb 7-elemii
részbenrendezések monoton klonjai végesen generaltak, tovabbé azoké
is, melyeknek van monoton t6bbségi miivelete. Egy zsenialis dolgozat-
ban [11], 1986-ban, Tardos Gabor megmutatta, hogy egy adott 8-elemti
részbenrendezés klénja nem végesen generalt. Ez volt az els6 alkalom,
hogy egy maximalis klonrol kideriilt, hogy nem végesen generalt. Egy
1993-as dolgozatban Zadori Léasz16 altalanositotta Tardos eredményét,
karakterizdlva azon soros parhuzamos részbenrendezett halmazokat,
melyek klonja nem végesen generalt. Azdta, egészen mostanéig senki
nem talalt nem végesen generdlt maximalis klénokat, annak ellenére,
hogy azt sejthetjiik, hogy sok ilyen van. A 2. fejezetben egy olyan friss
dolgozatot |8] mutatunk be, mely 4j ilyen klonokat talal. Az értekezés
szerzGjét, PhD hallgato kordban, masodik témavezetGje, a fent emlitett
Zadori professzor vezette be téméaba. Maroti Miklos, az els6 témave-
zetGje is csatlakozott a kutatashoz. Harman irtdk a fent emlitett ||
dolgozatot, mely korlatos részbenrendezések egy 1j csaladjarol mutatja
meg, hogy nem végesen generalt a klénjuk, tovabbéa néhany 4j iranyt
is javasol, amerre a szerzGk szerint ezek a kutatasok fejlédhetnek.

A fejezet elsé felében bemutatjuk ezt az 4] csaladot, mely tagjainak
kléonjai nem végesen generaltak. Jelolje k a k-elemi antilancot. Legyen
A, az arészbenrendezés, melyet tigy kapunk az n-atomu Boole-halobol,
hogy elhagyjuk a legnagyobb elemét. Jeldlje B, az A,, dualisat. Legyen
Cron =Am +2+ B, (1d. |3l 4abra). A kovetkez6t bizonyitjuk.

7. Tétel. Ham,n > 2, akkor C,, ,, klonja és idempotens klonja is nem
végesen generdlt.

Itt, a szokésos modon, idempotens klon alatt azon monoton miiveletek
klonjat értjiik, melyek teljesitik az f(x,...,z) = x azonossagot. A té-
tel bizonyitasa Tardos bizonyitdsanak analogonja.

Vazlatosan, a Tardos-bizonyitas a kiévetkez6képpen megy. Mutat
olyan relacidkat, melyeket a kicsi aritdst miiveletek megériznek, a na-
gyok pedig nem. Tegyiik fel, hogy tudunk mutatni egy olyan r relaciot,
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3. abra. A Cy 5, C32, Cy3, és C3 3 részbenrendezett halmazok

melyet a legfeljebb n valtozos fiiggvények megériznek, de van egy olyan
nagyobb valtozos mivelet, ami nem 6riz meg. Ez azt jelenti, hogy a leg-
feljebb n-valtozos monoton miveletek (véges) halmaza nem generalja
a klont.

Hogyan mutatunk egy ,,nagyobb valtoz6s” miiveletet, ami nem &6rzi
meg a relacionkat? Tardos parcidlisan definialja, csak néhény gon-
dosan megvalasztott elemén az értelmezési tartomanynak, agy, hogy
latszodjon, hogy tényleg nem 6rzi meg a relaciojat. Utana azt allitja,
hogy a parcialisan definialt mtivelete kiterjeszthets. A kiterjeszthets-
ség bizonyitasanéil nagyban tamaszkodik a részbenrendezett halmazéa-
nak ugynevezett akaddlyainak leiraséra. Ezt a leirast megadja a dolgo-
zatban. Az akadalyok olyan minimalis okok, melyek miatt egy parcialis
leképezés nem terjeszthets ki. Oket hasznalva egy parcialis leképezés
kiterjeszthetGségének bizonyitasa csupan annak az ellenérzésévé redu-
kalodik, hogy az nem tartalmaz akadalyt. A Tardos-bizonyitast nehéz
atvinni mas részbenrendezett halmazokra. Ebben kulcsfontossagu az
akadalyok leirasa, mely legtbbszor kilatastalannak tiinik. Szerencsére
Cp,n esetén sikeriilt lefrnunk az akadalyokat.

Egy masik érdekes csaladja a korlatos részbenrendezett halmazok-
nak a zart koronak csaladja. Ezek esetén az akadalyok leirasa remény-
telennek ttinik, igy a Tardos-bizonyitas nem atvihets. Habér az ebbe
az irdnyba tett vizsgélataink még hianyosak, a fejezet masodik felében
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ismertetiink néhany eredményiinket.

Egy monoton miiveletet felszallonak neveziink, ha nagyobb vagy
egyenld valamelyik projekcionél. Bebizonyitjuk, hogy a korlatos rész-
benrendezések klonjait generaljék bizonyos felszalldé idempotens miive-
letek és a 0, 1 konstans miveletek. Kovetkezésképpen, ha egy korla-
tos részbenrendezett halmaz felszallo idempotens miiveleteinek klonja
végesen generalt, akkor a klénja is végesen generédlt. Mutatunk egy
példat egy félig-korlatos részbenrendezett halmazra, melynek felszalld
idempotens klonja ugyan végesen generalt, de a klonja nem az.

8. Tétel. A 2 + 2 4+ 1 részbenrendezett halmaz felszdllo idempotens
klonja végesen gemerdlt, de a kldnja nem végesen generdlt.

Egy masik érdekes kovetkezménye az eredményeinknek, hogy ha
egy véges korlatos részbenrendezésnek a klonja végesen generalt, akkor
harom elem generalja, egy (konkrét) felszallo idempotens miivelet, és
a 0, 1 konstans miveletek.
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