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BEVEZETES

Gyakorld pedagdgusként szdmos esetben megfigyelhetjiik, hogy szamologép nélkiill még
érettségizéd didkok is gyakran nagysagrendi hibdkat ejtenek egy-egy alapmivelet
végeredményének becslésekor. A nemzetkdzi PISA matematikai méréseken tapasztalhatod
egyre romldé magyar eredmények (vo. OECD, 2019) is felhivjak a figyelmet a szdmolasi
készség fejlesztésének sziikségességére. A matematika egyik alkalmazasa a gyakorlati életben
¢s az iskolaban a gyors, pontos fejszamolas. Ezért fontos jelentésége van annak, hogy
megtanuljak a gyerekek a fejszamolési stratégidk hasznalatat, igy az ¢€let mas teriiletein is
alkalmazhat6 tudésra tegyenek szert. A kiilonbozd stratégiak alkalmazasa, alkotasa azért is
hasznos, mert ekozben fejlédik a tanulok metakognitiv, problémamegoldo és problémaalkotd
képessége (Csikos, 2017).

Az értekezésben bemutatott hat vizsgalat soran egy papir-ceruza alaptit mérdeszkoz
létrehozasat céloztuk meg. A Szorzési Stratégidk Teszt segitségével feltérképezhetd a magyar
tanulok korében eddig nem vizsgalt kutatasi teriilet, a szorzasi stratégiak hasznalata fejben
szamolas sordn. A tesztet 10-12 éves tanulok szamolasi készségének fejlettségének vizsgalatara
fejlesztettiik ki. A teszt segitségével kiszlirhetéek a tanulok szamoldsi hibai fejben szorzas
soréan, ¢és a hibazasi mintazatokra alapozva tervezhetd a tanulok szdmolasi készségének tovabbi
fejlesztése (Vigh-Kiss, 2016a, 2016b, 2017a, 2017c). Ertekezésiinkben ismertetjik a
tesztfejlesztés menetét, a teszt statisztikai elemzését. Bemutatjuk a hat vizsgalatbol allo6 mérési
rendszer és a fejleszté kisérlet eredményeit, a vizsgalt tanulok altal hasznalt stratégiakat,
racionalis hibékat.

KUTATASAINK ELMELETI HATTERE

A tanulok jelentds hanyada képtelen alkalmazni a tanult fogalmakat komplex feladatok
megoldasa soran (Csapd, 2006). fgy van ez az elemi szamolasi készségekkel is, ha ezek
fejletlenek, a szoveges feladatok megoldasa nehézkes (Vigh-Kiss, 2015a). A matematikai
szakértelem (mathematical profiency) kifejlédésében kulcsfontossagu szerepet tolt be ot
tényezd (Kilpatrick, Swafford & Findell, 2001): (1) a fogalmi megértés, (2) a proceduralis
konnyedség, (3) a stratégiai kompetencidk, (4) az adaptiv gondolkodas ¢és (5) az eredményre
iranyultsag. Az alkalmazni képes tudds kifejlesztéséhez eldbb a kompetenciat alkoto
készségeket sziikséges fejleszteniink (Vidakovich, 2013).

A stratégiahasznalat fogalma, modelljei, vizsgalata

A tanuldk sok hibat ejtenek a hosszabb irdsbeli szamitasok (pl. szorzas, osztas) soran. Ennek
oka, hogy elfelejtik, rosszul sajatitjak el a szamolasi algoritmusokat. Ugyanezt a jelenséget
figyelhetjiik meg a fejszamolasok soran (Vigh-Kiss, Csikos & Steklacs, 2013, 2019). A tanulok
aritmetikai képességei kozott egyéni kiilonbségek vannak (Dowker, 2005). Célszerli lenne
ennek a kiilonbségnek a felszamolasa, csokkentése (Vigh-Kiss, 2016b). A fejszamolas tanitasa
emellett a tanulok emlékezetének fejlesztésében is szerepet jatszik (Szendrei, 2005). A
kiilonbozo stratégiak tanitasa a tehetségfejlesztés soran is fontos (Vigh-Kiss, 2014a, 2014b,
2014c).



A nemzetkozi oktataskutatisban mar kozel 40 éve jelen vannak stratégiakutatassal
kapcsolatos vizsgalatok. Stratégianak nevezzilk a valamilyen magasabb cél elérésére
alkalmazott miiveletet, miveletsort (Lemaire & Reder, 1999). A stratégiahasznalat az élet
minden teriiletén megfigyelhetd: az emberi megismerés, a tudomanyos érvelés (Kuhn, Schiuble
& Garcia-Milla, 1992), a dontéshozatal (Payne, Bettman & Johnson, 1988), az id6 megmondasa
(Siegler & McGilly, 1989), pénzvaltas (Lemaire & Lecacheur, 2001); az oktatas, a tanulas
szamos teriiletén megjelenik: matematika (Csikos, 2013, 2016, 2017; Csikos, Szitanyi &
Kelemen 2012), olvasas (Molitorisz, 2012; Steklacs, 2013), nyelvtanulas, szotanulas, szerialis
emlékezet (Siegler & Jenkins, 1989), helyesiras (Rittle-Johnson, Siegler & Alibali, 2001),
kottaolvasas (Buzés, 2016). A stratégiahasznalat s a metakognicié szorosan 0sszekapcsolodo
fogalmak.

A stratégia rugalmassagat vagy adaptivitasat sokféleképpen definidlhatjuk. Egyes
kutatok (pl. Thompson, 1999; Blote, Van der Burg & Klein, 2001) a stratégiakbol és a
feladattipusokbdl allo kombinaciokat attol fiiggben tekintik rugalmasnak vagy rugalmatlannak,
hogy mennyire jol illeszkednek egymashoz. Ugyanakkor Verschaffel, Torbeyns, Luwel, Van
Dooren és De Smedt (2007) szerint a kiilonboz6 stratégiak kozotti valasztas hatékonysaga is
fontos kérdés. A feladat jellemzdihez illeszkedd stratégia egyénenként €s feladatonként is
valtozhat. Siegler és Shipley (1995) ASCM (Adaptive Strategy Choice Model), azaz adaptiv
stratégiavalasztasi modellje bemutatja, hogyan valasztjuk ki az adott probléma megoldasara a
leginkabb megfeleld stratégiat, illetve hogyan fejlédik a stratégiavalasztasunk. A
gyermekekben a fejlodés soran egyes stratégiak alkalmazasa automatikussa valik: gyorsabban
¢s kevesebb odafigyeléssel oldanak meg bizonyos problémakat.

TObb orszag, igy az Egyesiilt Kirdlysag (DfEE,1999), Hollandia (Treffers, De Moor és
Feijs, 1990) és az Amerikai Egyesilt Allamok (NCTM, 1989), Ausztralia (Australian
Education Council, 1991) reformtanterveiben mar évtizedekkel ezel6tt megjelent a stratégia
rugalmassaganak fejlesztése. Igy a tanarok nagyobb hangsulyt fektetnek a kiilonféle megoldasi
stratégiak tanitasara. Az adaptiv stratégiahasznalat fejleszthetd. Ugyanakkor még mindig kevés
kutatas (pl.: Barrrody, 1999; Carr, Alexander & Folds-Bennett, 1994; Geary, 2003; Verschaffel,
Greer & De Corte, 2007; Jacob & Mulligan, 2014) szamol be ezeknek a fejleszté kisérleteknek
a hatésairol.

A fejben végzett szorzasok vizsgalata soran Cooper, Heirdsfield, Mulligan és Irons
(1999) otféle stratégiat figyeltek meg als6 tagozatos gyermekeknél. Az elnevezéseknek magyar
megfeleldje, mivel vizsgalat még nem folyt hazadnkban kordbban, nincsen. Az altalunk javasolt
magyar elnevezéseket adjuk meg (Vigh-Kiss, Csikos & Steklacs, 2013, 2019; Vigh-Kiss,
2014d, 2020a):

e Counting (CO) vagy szamlalas stratégia

e Basic fact (BF) vagyis tényeken alapulo stratégia

e RL separated (RLS), azaz helyiérték szerinti jobbrodl balra stratégia

e LR separated (LRS) helyiérték szerinti balrdl jobbra stratégia

e Wholistic (WH) holisztikus stratégia.
Hope ¢s Sherrill (1987) 11. és 12. évfolyamos didkok (N=286) korében folytatott papir-ceruza
alapu vizsgalatot, és szobeli interjukat vett fel. A szorzési stratégidk hasznélatara vonatkozo
vizsgalatai soran négy megoldasi modszert €s azon beliil 12 stratégiat kiilonitettek el. A négy



megoldasi médszer (1) ,,Elképzelem fejben leirva” (pencil-and-paper mental analogue), (2)
Elosztas (distribution), (3) Tényezdokre bontas (factoring), (4) El6hivas (retrieval of a numerical
equivalent).

A fejben szorzas soran ejtett hibak

A matematikai hibak vizsgalata segithet a matematikaval kapcsolatos mentalis reprezentaciok
megismerésében. Dolgozatunkban a fejben végzett szorzds sordn alkalmazott stratégidkat, a
szamolas soran elkovetett hibakat elemezziik, a tanulok hibas gondolkodasat vizsgaljuk. Ben-
Zeev (1998) ugy véli, szamtalan kiilonb6zd hiba hatterében alapvetd mentalis folyamatokat
talalunk. Az Uj szabaly megfeleld kialakulasat akadalyozhatja valamilyen részleges tudas a
megfigyelési mechanizmus hidnyossagai miatt; eredményezhet racionalis hibat az analogids
gondolkodas; a szintaktikus indukci6 szintén gazdag hibaforrés; ahogy a tilzott altaldnositas is
(Ben-Zeev, 1998). A tanuldi hibakra mint a tanulas lehet6ségére kellene tekinteniink (vo.
Althoff, 1998; Szendrei, 2005). A hibakeresés, a tanuldi hibak eredetének vizsgalata, azok
tanulokkal valo megbeszélése a matematika mélyebb megértéséhez jarulhat hozza.

Lemaire és Siegler (1995) szamitogépes szimulaciok segitségével megfigyelték, hogy
néhany kivételtdl eltekintve a gyerekek a tanulds korai fazisdban megfigyelhetd fejszamolasi
hibait az 6sszeadasra vonatkozo ismeretek hibas visszakeresése okozza. A hibazasi mintdzatok
konnyen azonosithatok, mert a hibakat a tanulok kovetkezetesen ejtik a viszonylag rugalmatlan
becslési stratégiaik miatt (VanLehn, 1990). Kezdék esetén tobb kutatd, pl. Siegler (1988)
megfigyelte, hogy a meglévé tudas idonként blokkolo hatast fejt ki a tanulas soran. Mivel a
szorzas az Osszeadashoz kapcsolhatd, az addicio itt kétféle tipushibat eredményezhet (1)
miivelethez fiiz6d6 hibak (related-operation errors), pl. 8 - 3 = 11, a két szdm Osszege az
eredmény, (2) O6sszeadasszerii, paritassal kapcsolatos hibak (addition-like odd-even errors), pl.
5-3=12,4-6=20,8 -3 =25. A tanulas sordn a gyerekek egyre komplexebb tudashalot
épitenek ki a miveletekrdl, egyre pontosabban €s rugalmasabban alkalmaznak szamolési
stratégidkat. A tanulok valoszinilileg szamos feltérképezetlen stratégiat is alkalmaznak
(LeFevre, Smith-Chant, Hischock, Daley & Morris, 2013). Ezek kutatasa azota sem lezart.

KUTATASI KERDESEINK

A szakirodalom és tobb, mint 25 éves tanitdsi tapasztalat alapjan a kovetkezd kérdéseket
fogalmaztuk meg:

1. Hogyan, milyen eszk6zokkel célszerli — pedagdgiai szempontbodl relevans modon — mérni a
stratégiahasznalat rugalmassagat fejben végzett szorzas kapcsan?

2. Milyen stratégiat hasznalnak a 10-12 éves tanuldk az egyes szorzasi feladatok
megoldasakor a fejben szamolas soran?

3. Milyen hattérvaltozokkal hozhatd Gsszefliggésbe a fejben végzett szorzaskor alkalmazott

stratégia?

4. A fejben végzett szorzas sordn melyek a leggyakrabban alkalmazott stratégiak az egyes

¢vfolyamokon?



5. Az egyes ¢évfolyamokon hogyan valtozik a tanulok altal alkalmazott szorzasi stratégiak
szama?

6. Mi jellemzi a Matematika Tudasszintméré Teszten jobb eredményt elérd gyerekek
stratégiahasznalatat? Adaptiv-e a stratégiahaszndlatuk minden esetben? Hanyféle stratégiat
hasznélnak?

7. Mi jellemzi a tanuldsi nehézségekkel kiizdd, ill. a sajatos nevelési igényt gyerekek
stratégiahasznalatat?

8. A gyermekek matematikai tudasszintje mennyire fiigg 6ssze az adaptiv stratégiahasznalattal?
9. Milyen matematikai feladatok segithetik az adaptiv stratégiahasznalat fejlesztését?

EMPIRIKUS VIZSGALATOK

A Kkutatas mintai

A vizsgélatban részt vevo iskolakat véletlenszeriien valasztottuk ki, személyesen kerestiik meg.
2013 és 2019 kozott 10-18 éves tanuldk korében folytattunk kutatdsokat. A hat vizsgélatbol
0tot 4-6. évfolyamos tanulok korében végeztiink. Az elsé vizsgalatot 2013-ban negyedik
évfolyamosok (N=13) korében végeztiik. A masodik vizsgalatot 2014-ben 8-12. évfolyamos
didkok (N=120) korében, a harmadik vizsgalatot 2015-ben hetedik évfolyamosok (N=61), a
negyedik vizsgalatot 2016-ban hatodik évfolyamosok (N=154) korében végeztiik.

2016-ban az 6todik vizsgalat (N=270) soran egy egyhdonapos fejlesztést végeztiink. A
kisérletben két budapesti nyolcévfolyamos gimnazium hatodikos tanuléi vettek részt. Az egyik
gimnaziumban tortént a fejlesztés, a masik gimnéaziumbeli osztaly volt a kontrollcsoport. A
tartalomba agyazott fejlesztés osztalykeretek kozott, matematikadrakon tortént, 20 alkalommal,
a matematikaora masodik felében (Vigh-Kiss, 2016c).

A legtobb informaciot 4., 5. és 6. évfolyamos tanulokrol gytijtottitk 2019-ben a kdzponti
vizsgalat soran (N=850).

A kutatas modszerei és eszkozei

Az els6 vizsgalatunkat Tobii T120 eyetracker segitségével folytattuk, szobeli interjut vettiink
fel, videofelvételeket is készitettiink a tanulok szemmozgasarol. Az eredményeket TobiiStudio
2.2.7. szoftver segitségével értékeltiik. A 2013 és 2019 kozott lezajlott tovabbi vizsgéalatok
soran fOleg sajat fejlesztésli papir-ceruza alapt mérdeszkozoket alkalmaztunk. Az altalunk
kifejlesztett Szorzasi Stratégiak Teszt 40 itemes, kétjegyli szam kétjegyli szammal szorzasat
vizsgalja 28 item. Az els6 vizsgalataink soran el6szor Cooper, Heirdsfield, Mulligan és Irons
(1999) altal leirt stratégiak alapjan kodoltuk a tanulok altal hasznalt stratégiakat. Ezt a rendszert
finomitottuk, a tanulok altal hasznalt stratégiakat 35 kiilonb6z6 stratégiaba soroltuk be.

Az iskolai teljesitményre, a tudas létrejottére szamos tényezd hatdssal bir, igy pl. az
iskoldhoz val6 viszony, a tantargyak iranti attitiid, a szocidlis koriilmények, az anya €s az apa
iskolai végzettsége (B. Németh, 2002, 2003; Csapd, 2002a, 2002b). Ezért a vizsgalatainkhoz
sajat készitésii Matematika Tudéasszintmérd Tesztet és Hattérkérddivet is felvettiink. Az
egyhonapos tartalomba agyazott fejlesztés soran eldmérést, utdbmérést, majd harom honap
mulva a késleltetett utomérés soran szdobeli interjut vettiink fel a tanulokkal.



A vizsgalatok tervezésekor, végrehajtasakor, eredményeink elemzésekor mindvégig
betartottuk a neveléstudomanyi kutatasok soran alkalmazando etikai normakat. A mérésekrol a
tanulokat, sziildket a mérdbiztosok tajékoztattdk. Az adatfeldolgozas soran a tanulok
anonimitasa biztositott volt. A mérési eredményekrél a vizsgalatban részt vett iskolakat
tajékoztattuk.

AZ EMPIRIKUS VIZSGALATOK EREDMENYEI

A hat vizsgélatbol all6 mérési rendszer eredményeit hipotéziseink mentén foglaljuk Ossze.
Hipotéziseink nagyrészt beigazolddtak.

A mérdeszk6zok reliabilitasara vonatkozo hipotézisek:

Hla: A Szorzasi Stratégidk Teszt megbizhatéoan méri az egyes évfolyamokon tanuld didkok
stratégiahasznalatat a fejben végzett szorzési feladatok megoldasa soran. Az els6 vizsgalat
soran a mért reliabilitas elfogadhat6 (Cronbach-a = 0,68) volt. A papir-ceruza alapt 6t vizsgalat
soran azokat a tanuldkat, akik a fejszdmolas sorédn is leirtdk a részeredményeket, a validitas
biztositasa érdekében a vizsgalatbol kizartuk. A 8-12. évfolyamosok korében végzett, masodik
vizsgalat sordn a mérdeszkdz reliabilitasa 0,88, hat csoportban értéke 0,53-0,78 kozotti volt,
ezért tovabbi tesztfejlesztésre volt sziikség. A tovabbi négy vizsgalat sordn ez a hipotézis
beigazolddott, a reliabilitas 0,90 kortili.

H1b: A Matematika Tudasszintmérd Stratégiak Teszt megbizhatéan méri a didkok matematika
tudasszintjét. Ez a hipotézis beigazolddott, a harmadik vizsgalattol a reliabilitas legalabb 0,87.

A stratégiahasznalatra vonatkozo hipotézisek:

H2a: A fejszamoléassal megoldhatd szorzasi feladatokban a 10-18 évesek legalabb otféle
kiilonboz6 stratégiat alkalmaznak (vo.: Hope & Sherrill, 1987; Heirdsfield, Cooper, Mulligan
& Irons, 1999). Ezt a hipotézist minden vizsgalatunk igazolta.

A kozponti mérés soran vizsgalt tanuldk 21, helyes eredményre vezetd stratégiat hasznaltak. A
megfigyelt stratégidk: ,Fejben torténd irasbeli szorzds”, Minden részletszorzatot
szamjegyenként szoroz Ossze (P és PO, Hope & Sherrill), Additiv disztribicio (additive
distribution, Hope €s Sherrill), Kétjegyli szammal val6 szorzas soran az egyesekkel kezd (right
to left separated strategy, Heirdsfield & mtarsai), kétjegyli szammal vald szorzas soran a
tizesekkel kezd (left to right separated strategy, Heirdsfield & mtarsai), Osszeadanddkra tagolja
az egyik tényez6t, Mindkét tényez6t Osszeadandokra tagolja, frakciondlis disztribucid
(fractional distribution, Hope & Sherrill), Szamlalas (Counting strategy, Heirdsfield és mtarsai),
Szubsztraktiv disztribcio (subtractive distribution, Hope & Sherrill); holisztikus stratégia
(wholistic strategy, Heirdsfield & mtarsai), Kvadratikus disztribucié (quadratic distribution,
Hope és Sherrill), Altalanos faktorizalas, egyik vagy mindkét tényez6 szorzatti bontasa
(general factoring, Hope és Sherrill), Felezés-duplazas: az egyik tényezOt felezi, a masikat
duplazza (half-and-double, Hope & Sherrill), Felezés-duplazas, szubsztrakcioval, Maradék
nélkiil oszthatdé részekre bontads (aliquot parts, Hope & Sherrill, Maradék nélkiil oszthatd
részekre bontds, az egyik tényezd atalakitasa, ,Ismert szabaly” alkalmazasa, ,,Algebrai
azonossag” alkalmazasa, 0sszeg négyzete, ,,Algebrai atalakitas”, Emlékezeti elohivas (retrieval
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of a numerical equivalent, Hope és Sherrill), Tények (Basic fact strategy, Heirdsfield &
mtarsai), Exponencialis faktorizalas (exponential factoring, Hope & Sherrill).

H2e: A vizsgalt tanulok korében megfigyelhetok racionalis hibak (vo.: Ben-Zeev, 1998). Ezt a
hipotézist minden vizsgalatunk igazolta. Az els6 vizsgalat soran pl. a tanulok az itemek 23%-a
esetén ejtettek raciondlis hibat (Vigh-Kiss, Csikos & Steklacs, 2019). A helytelen eredményre
vezetd stratégidk kozott taldlhatunk olyat, amely az Osszeadasi stratégidk kozott fellelhetd
tizesekkel szorozta, az egyeseket pedig az egyesekkel, majd a két szorzatot Gsszeadta, ez
racionalis hiba (v0. Ben-Zeev, 1998). Néhany tanuldé a masodik szorzotényezo tizesek
helyiértékén allo szamjegyével szorozta a szorzandot, majd a szorzando egyesek helyiértékén
allé szamjegyével a szorzdt, vagy a szorzandot szorozta a szorzoban levd szamjegyek valodi
értékeinek szorzataval. A tobbi vizsgalat ezt a tapasztalatot bovitette.

A tovabbi 6t vizsgalat soran még tobb hibads eredményre vezetd stratégiat figyeltiink

meg. A kozponti vizsgalatban az itemek 14,2%-at a tanulok igy szamoltdk: ,,Tizeseket a
tizesekkel és egyeseket az egyesekkel” szoroztak Gssze az 6sszeadds mintajara, majd ezt a két
részletszorzatot Osszeadtak, ez racionalis hiba (v6. Ben-Zeev, 1998). Ez a tanulok 37,3
szazalékat érinti. Hlisz item esetén minden 6todik tanul6 ezzel a stratégiaval szamolt. Az itemek
8%-a esetén egy¢eb, helytelen eredményre vezetd stratégiat alkalmaztak a tanulok; egyéb hibat
a tanulok 49,3 szazaléka kovetett el. Az esetek 5,3%-aban nem indokoltak a szamitasukat. Az
itemek 4,6%-anal lattuk utalast az irasbeli szamolasra. Minden itemnél legalabb a tanuldok
12,6%-a valaszolatlanul hagyta a feladatot, a legmagasabb ez az arany a 38. item esetén
(22,4%), a korabbi vizsgalatainknal is a 77 - 99 kiszamitasa okozta a legnagyobb nehézséget.
Osszességében 17,5% az iiresen hagyott itemek relativ gyakorisiga. A tanuldk az itemek
50,1%-4at helyes eredményre vezetd stratégidval szamoltdk, de az esetek harmadrészében
elhibaztak.
H4: A szorzasi feladatok megoldédsa sordn a tanulok leggyakrabban a kovetkezd stratégidkat
alkalmazzak: szamlalas, tényeken alapuld, helyiértéken alapulo (balrdl jobbra, illetve jobbrol
balra) és a holisztikus stratégiat alkalmazzak (vo6.: Hope & Sherrill, 1987). Ezt a hipotézist
minden vizsgalatunk igazolta. Elsé vizsgalatunk soran pl. az itemek 27,9%-anal a tényeken
alapulo stratégiat, 24,04%-anal a helyiérték szerinti balr6l jobbra stratégiat, 6,73%-andl a
helyiérték szerinti jobbrol balra stratégiat hasznaltak a tanulok. A gyengébb képességii magyar
tanulok is alkalmazzdk Hope és Sherrill (1987) altal megfigyelt ,,fejben elképzelem leirva”
startégiat, errdl a tanulok 3%-a szamolt be. A tanuldk 5%-a alkalmazta a holisztikus stratégiat.
Ezeken kiviil még egyéni stratégiak alkalmazasa is megfigyelhet6 volt. A helyes eredményre
vezetd stratégiak alkalmazasa soran is sok szamolasi hibat ejtettek a diakok.

A kozponti, hatodik vizsgalatban atlagosan a tanulok 50,1%-a a 40 itemet helyes
eredményre vezetd stratégiaval oldotta meg, de 30,1%-uk hibazott a szamolas soran. A helyes
eredményre vezetd stratégiak koziil a *Kétjegyli szamok esetén eldszor az egyik szamot
megszorzom a masik kétjegyli szam tizesek helyi értékén all6 szdméval, majd utdna az egyesek
helyén 4ll6 szammal” stratégia 27 item esetén a leggyakoribb, hdrom esetben a masodik
leggyakrabban alkalmazott stratégia. Hasznalatanak relativ gyakorisaga 5,9% ¢és 49,4% kozott
valtakozik, 23 esetben tobb, mint 30%. A tobbi stratégia joval kisebb ardnyban és esetben
hasznalatos.



A fejlesztés hatasara vonatkozd hipotézisek:

Otddik vizsgalatunk soran ezek a hipotézisek beigazolodtak.

HO9a: A szorzasi stratégidk explicit tanitdsaban részt vevo tanuldk jobb eredményeket érnek el
a Szorzasi Stratégiak utoteszten, mint a fejlesztésben részt nem vett tarsaik (vo. Mulligan &
Mitchelmore, 2009). A Szorzasi Stratégiak el6teszt 34,11%pontos (kisérleti csoport) és
34,86%pontos (kontrollcsoport) atlagos megoldottsaga azt jelzi, hogy a minta szamara a teszt
tal nehéznek tlint, a szorasok is viszonylag nagyok (28,84 és 16,82). Az utotesztek
megoldottsaga 50,33, illetve a kontrollcsoportban 45,45, a szérasértékek viszonylag magasak
(28,88 ¢és 33,23). A kontrollcsoportban nagyobb a relativ szorasok értéke: a szorzasi stratégiak
teszten 73,11 szemben a kisérleti csoport 57,38-os relativ szérasaval. A kontrollcsoportot ugy
valasztottuk ki, hogy a kisérleti csoport atlagatol ne térjen el szignifikdnsan. A fejlesztésnek
koszonhetden szignifikans kiilonbség alakult ki a két csoport teljesitménye kozott. A fejlesztés
minden tanuléra hatott, viszont az eleve jobb eredményii tanuldkra hatott jobban, a tanulok
teljesitményei kozotti szoraskiilonbség megmaradt.

HO9b: A fejlesztésben részt vett tanuldk jobb eredményeket érnek el a Matematika
Tudéasszintmérd utdteszten, mint a fejlesztésben részt nem vett tarsaik (vo.: Csikos, 2007). Az
eléteszten a kisérleti csoport atlagosan 52,01%pontot, a kontrollcsoport 54,03%pontot ért el.
kisérleti csoportban az utoteszten elért atlag 72,65%pont (szoras 32,38), a kontrollcsoportban
51,89%pont (szoras 39,71)

HO9c¢: A fejlesztés hatasa a késleltetett utoteszt soran is kimutathat6 (v6. Csikos, 2007).

A szorzasi stratégiak explicit tanitdsara vonatkozo hipotézisiink beigazolodott. A kisérleti hatas
kiszamitasara a Keppel (1991) altal leirt képletet alkalmazzuk (idézi Csikos, 2007). Az
utdtesztekre megallapitott kiilonbségek alapjan a kisérleti hatés a szorzasi stratégiak teszt esetén
10,73, azaz a kisérlet végén tapasztalt teljesitménykiilonbségek 10,73%-at magyardzza a
kisérlet. A matematikateszt esetén a szamitott w? =12,03, amely értékek szintén kozepes
hatasméretet jelez. A fejlesztés végén mért tanuldi teljesitménykiilonbség 12,03%-at
magyarazza a végzett kisérlet. Fejlesztd kisérletiink kozepes hatast mutatott ki, és a harom
honappal késobb felvett interjuk alapjan ugy véljiik, akar egyhonapos, tartalomba agyazott
fejlesztés, a stratégidk elonyeinek és hatranyainak megmutatasdval, metakognitiv stratégiak
alkalmazaséval pozitivan hat a fejben szorzéas eredményességére (Vigh-Kiss €s Buzas, 2017).

A tesztek Osszefliggései a hattérvaltozokkal:

Meéréseink sordn szdmos szignifikans korrelaciot talaltunk.

H2b: A gyerekek fejlettségi szintje a stratégiahasznalat rugalmassaga terén eltérd, az egyes
gyermekek — matematikaban tehetséges gyermek, tobbségi, SNI-s tanulok — stratégiahasznalata
kozott szignifikans a kiillonbség. (v6. Hope & Sherrill, 1987; Heirdsfield, Cooper, Mulligan &
Irons, 1999) Els6 vizsgalatunk soran a matematikabol gyengébb (kdzepes) tanulmanyi
eredményt eléré tanulok alkalmaztdk a szamlalast stratégiat; mig a 4-es, 5-0s osztalyzattal
rendelkezOk a holisztikus stratégiat, az itemek 4,8%-andl. Az alkalmazott stratégidk
eredményessége: szamlalas 42,9%, tények 86,2%, helyiérték szerint jobbrol balra stratégia
42,9%, helyiérték szerint balrol jobbra stratégia 44%, holisztikus stratégia 60%.



Masodik vizsgalatunk soran a matematikabol gyengébb tanulok (elégséges, kozepes)
gyakrabban folyamodnak felsobb évfolyamokon is a szamlalas stratégidhoz, a megkérdezett
tanulok 5%-a szamolt be errél. A matematikabol jeles eredményti tanulok koziil tobbek szdmara
akar kétjegyll szam kétjegyli szammal torténd szorzéasa is ismert tényként jelent meg, ezen
stratégia hasznélatardl a tanulok 10%-a szdmolt be, 6k mind nyolcadikos tanulok voltak. A
tanulok az esetek 47,5%-aban a helyiérték szerinti balrdl jobbra stratégiat hasznaltak a kétjegyti
szamok szorzasara. A helyiérték szerinti jobbrol balra stratégiat a tanulok 2,5%-a alkalmazta.
A gyengébb képességli magyar tanulok is alkalmazzak Hope és Sherrill (1987) altal megfigyelt
»fejben elképzelem leirva” startégiat, err6l a tanuldk 3%-a szamolt be. A tanuldk 5%-a
alkalmazta a holisztikus stratégiat. Ezeken kiviil még egyéni stratégiak alkalmazasat is
megfigyeltiik.

Az egyes iskoldk, évfolyamok, osztalyok teljesitménye kozott szignifikans
kiilonbségeket talaltunk, hipotéziseink beigazolodtak:

H2c: Szignifikans a kiilonbség a stratégia hasznalat soran a kiilonb6zd iskolak kozott.
H2d: Szignifikans a kiilonbség a stratégia hasznalat soran a kiilonbozd osztalyok kozott.
H3: Az alabbi hattérvaltozokkal hozhatd Gsszefiiggésbe a megoldaskor alkalmazott szorzasi
stratégia és annak adaptivitasa (v6. B. Németh, 2002, 2003; Csapd, 2002a, 2002b):

a) az anya iskolai végzettsége,

b) a tanul6 neme,

C) atanulo tanulasi eredménye,

d) tanulasi nehézségek és zavarok.
A hatodik vizsgalat soran a H3a, H3c hipotéziseink beigazolodtak, a masik kettd nem. A
hatodik vizsgalat (N=850) soran a fiuk és lanyok mintajara kiszamitott relativ szorasok: RSDsuk
= 72,60%, RSDianyok = 69,62%, a medidn értéke a fiuk esetén 14 pont, a lanyoknal 15,5 pont, a
minta medidnja 15 pont. A lanyok atlagosan jobb eredményt értek el a szorzésteszt soran, de ez
nem szignifikans.
HS5a: A szorzasi feladatok megoldasa soran a 4. évfolyamos tanuldk gyengébb eredményt érnek
el, mint a magasabb évfolyamok tanuldi. Ez a hipotézis beigazolodott.
Az egyes évfolyamok atlagpontszama kozott a kiilonbség szignifikans (p < 0,001). Az egyes
évfolyamokon az atlagpontszamok a 40 pontos teszten: 13,40; 18,84 ¢és 19,89 (a szorasok:
10,79; 11,94 ¢és 13,25). A kozponti mérésben az egyes évfolyamok teljesitménye kozott
kiilonbséget talaltunk, a negyedikes tanulok szignifikdnsan alacsonyabb eredményt értek el,
mint a magasabb évfolyamra jarok (p<0,001).
H5b: A szorzési feladatok megolddsa soran az alacsonyabb évfolyamos tanulok gyengébb
eredményt érnek el, mint a magasabb évfolyamok tanuldi. Ez a hipotézis nem igazolodott be.
A kozponti vizsgalat alapjan az 5. és 6. évfolyamosok teljesitménye nem kiilonbozik
szignifikdnsan egymastol. A kétféle tesztvaltozaton a 4. évfolyamosok teljesitménye 35,58%,
illetve 31,45%; az 5. évfolyamosok teljesitménye 47,48%, illetve 46,65%; mig a 6.
évfolyamosok teljesitménye 46,9%, illetve 52,83%.
H5c: A magasabb évfolyamokon a tanulok altal hasznalt stratégiak szama csokkend tendenciat
mutat (vo. Siegler & Lin, 2010) ,,egymast atfed6 hullamok™ modellje).

A 4. évfolyamon tanuldk szorzasi stratégidinak szama kevesebb, mint az 5. és 6.
évfolyamon tanuloké. Bar ugy tlinik, egy spontan fejlédés végbemegy, nem zarul le az alsé
tagozat végére. Emiatt a Siegler és Lin (2010) altal leirt ,,egymast atfedé hullamok” modell
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alapjan arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a szamolasi stratégidk tanitdsat az olvasasi
stratégiak tanitdsdhoz (v0. Jozsa & Jozsa, 2014) hasonloan a fels6 tagozaton is folytatni kell.
H6: A Matematika Tuddsszintmérd Teszten jobb teljesitményt eléré gyerekek
stratégiahasznalatat kettdsség jellemzi: egyrészt rugalmasabb, és tobbféle stratégiat
alkalmaznak, mint a Matematika Tudasszintméréd Teszten gyengébb teljesitményt nyujtd
diakok; masrészt stratégiahasznalatuk nem minden esetben adaptiv (v6. de Smedt, Torbeyns,
Stassens, Ghesquiére & Verchaffel, 2010).
H7: A sajatos nevelési igényl gyerekek stratégiahasznalatat nagyfokl rugalmatlansag jellemzi.
Ugyanakkor azzal az egy-két ismert stratégiaval — szorgalmuk, precizitasra torekvésiik miatt —
sokszor jobban boldogulnak, mint a Matematika Tuddsszintmérd Teszten jobb teljesitményt
elérd tanuldtarsaik. A kevés adat miatt ezt a hipotézist nem tudtuk sem megerdsiteni, sem
elvetni.
H8a: A Matematika Tudasszintmérd Teszten elért teljesitmény kozepes korreladciot mutat a
Szorzési Stratégidk Teszten elért eredménnyel.
HS8b: A Matematika Tudasszintmérd Teszten elért eredmény szerint szignifikdns a kiilonbség
(v0.: Hermann, 2018)

1) a mérésben részt vevo iskolak,

2 a mérésben részt vevo osztalyok,

3) a fitk ¢és a lanyok kozott.
Az iskolak, osztalyok teljesitménye kozott (ahogy az orszagos kompetenciamérés eredményei
alapjan varhato volt) szignifikans kiilonbségeket tapasztaltunk, ezt a homogenitasvizsgalat €s a
varianciaanalizis segitségével allapitottuk meg.
H8c: A Matematika Tudasszintmérd Teszten elért teljesitmény kozepes korrelaciot mutat (vo.:
Hermann, 2018)

1) a sziilok iskolai végzettségével,

2 az iskolai teljesitménnyel valo elégedettséggel,

3) a gyermek tovabbtanulasi terveivel,

4) a gyermek félévi matematika osztalyzataval.

Ezek a hipotézisek beigazolodtak.

Osszefoglalva: Kutatdsaink soran vélaszt kaptunk kutatasi kérdéseinkre, megallapitottuk a
tanulok stratégiahasznalatara vonatkozo jellegzetességeket, hibazasi mintdzatokat,
Osszefliggéseket mutattunk ki a szorzasi stratégia eredményessége €s a hattérvaltozok kozott.
Hipotéziseink nagy része beigazolddott.

AZ EREDMENYEK FELHASZNALASI LEHETOSEGEI

Jelen kutatas az egyik alapkészség, a szdmolasi készség, azon beliil a fejben szorzasi stratégiak
vizsgalataval foglalkozik. Az altalunk végzett munka alapkutatasnak tekintheté, mivel ilyen
jellegli vizsgalatok még nem folytak hazankban. Kutatasunk soran kifejlesztettiink egy jol
mikodd mérdeszkozt a 10-12 éves tanuldk szorzési stratégidinak vizsgélatara.
Stratégiakutatasunk egyik f6 konkluzidja, hogy a tanulok statégiahasznalatat valtozatossag
jellemzi, az alkalmazott stratégia fligg a feladat és az egyén jellegzetességeitdl (vo. Siegler,
2007). Kielemeztiik a tanulok altal hasznalt stratégiakat, hibazasi mintazatokat. A hazai kutatasi
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modszerek kozott ritkasdgnak szamit az els6 mérés soran alkalmazott szemkameras vizsgalat.
Otodik vizsgalatunk egyhdnapos, tartalomba 4gyazott fejlesztést tartalmazott, melyet
matematikaordkon végeztiink. A fejlesztés hatasa a késleltetett utomérés soran is kimutathato
volt. Célszerli tobb szamolasi stratégiat tanitani a tanuloknak. A metakognitiv stratégiak
tanitasa transzferhatast eredményezett, szignifikdnsan jobban nétt a fejlesztésben részt vett
diakok matematikai tuddsszintje. A kozponti mérés soran igazolddott, hogy a stratégiak
fejlédése nem zarul le a negyedik évfolyamon (v0. Siegler & Lin, 2010), igy a stratégiak
tanitasat az olvasasi stratégidkhoz hasonldan célszerti folytatni a felsd tagozaton.

Az altalunk végzett, 7-12. évfolyamos tanuldkra vonatkozé kisebb mintas mérésekbdl
nem vonhatok le altalanos érvényli kovetkeztetések. A 4-6. évfolyam vizsgélata soran tett
megallapitasaink azonban vélhetden altalanosak igazak a magyar tanulokra. Eredményeink
alapjan az alkalmazott tesztek, hattérkérddivek alkalmasak a vizsgalt korosztaly korében
folytatott, a fejben szamolas soran alkalmazott szorzasi stratégidkkal kapcsolatos mérések
lefolytatasara. Az altalunk alkalmazott tesztek segithetnek a tandroknak és a tanuloknak az
allapotfelmérésben, ami egyuttal a metakogniciora alapozott fejlesztésben kiinduldpontként
szolgalhat, a stratégia-repertoar bovitését segitheti. Alkalmazhatdak a méréeszkdzok azokban
a kutatasokban, amikor a kutatok a matematikai tuddsszint, a szorzési stratégidk és a
matematikatanuldssal kapcsolatos meggy6zddések modelljében keresik a valaszokat a
stratégiahasznalat eredményessége €s a matematikai tudasszint, valamint a hattértényezok
kozotti kapcsolat dsszefiiggéseire.

Vizsgalataink soran célunk volt, hogy a gyakorlo pedagdgusok szamara hasznosithatd
kovetkeztetéseket, ajanlasokat fogalmazzunk meg. Kutatasunkkal a tanulok szamolasi
készségeinek fejlesztése, fejben szamolds, szorzasi stratégiak tanitasara szeretnénk felhivni a
leendd ¢és a gyakorlo pedagdgusok figyelmét. Igyekeztiink megvilagitani, hogy a metakognitiv
stratégiak fejlesztése szamos transzferhatast eredményezhet, a szdmolasi stratégidk tanitasat
érdemes folytatni a felsd tagozaton és a kozépiskolaban.

TOVABBI KUTATASI FELADATOK

A szamolasi stratégidk vizsgéalata kozben feltart hibdk mint4zata, rendszerezése
segitségével olyan tanitasi modszereket alakithatunk ki, amelyek alkalmazasaval csokkenthetok
a tanulok képességszintje, stratégiahasznalata kozotti kiilonbségek; didkjaink eredményesebbek
lesznek az aritmetikai feladatok, igy ezaltal a szoveges feladatok megoldasa sordn, minden
tantargybol, és a hazai, mind a nemzetk6zi mérések soran €s a mindennapi életben egyarant.
Megfeleld ¢és elegendd kutatds segitségével standardizalhatova valik a fejben végzett
szdmolasok, szorzasok elvart képességszintje. Ezzel egylitt Uj tanitasi segédeszkdzok johetnek
létre. A szamolasi stratégidk, a metakognitiv stratégidk tudatosabb és gyakoribb tanitdsa a
tanulok differencialt fejlesztésének eszkozévé valhat, korunk kihivdsaihoz jobban illeszkedd 1j
osztalytermi kultira kialakuldsat segitheti. Gyermekeink adaptiv szdmoldsi, szorzasi
készségeinek fejlesztése a gyakorlati életben is hasznosithato, €s feltételezhetden az adaptivitas
szemléletmodja jelentds transzferhatast eredményezhet az emberi gondolkodas mas teriiletein
is. Célszertinek tartjuk tobb fejlesztés végzését, és a tanarok képzésébe tobb ponton beiktatni a
metakognitiv stratégiak tanitdsat. Tovabbi kutatasi feladat a technologia alapu tesztelés az eDia
rendszer segitségével: egy digitalis valid és reliabilis méréeszkoz 1étrehozasa, amellyel
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novelhetd az adatfelvételi és értékelési objektivitas, és segitségével hamarabb valaszt
kaphatunk kérdéseinkre (Vigh-Kiss, 2017c).
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