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Az egyik legismertebb nemlinedris leképezés a logisztikus
leképezés [0,1] 2 x +— az(1—z) € R, ahol a > 0 a paraméter.

A disszertacioban az

Tpy1 = axn(l - xn—d)

késleltetett logisztikus differenciaegyenletnek a globéalis sta-
bilitasat vizsgaljuk @ > 0 és d € N esetén. Az egyenlet

ekvivalens modon az
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alakba irhato. Jelen mi a szerzé [1, 2] cikkein alapul, melyek-
ben a d = 1, illetve d = 2 esetekben vizsgéljuk a késleltetett
logisztikus leképezés globalis stabilitasat.

Annak ellenére, hogy modszeriinket egy speciélis egyen-
leten, a logisztikus leképezésen mutattuk be, gy gondol-
juk, hogy kénnyedén alkalmazhato, illetve kiterjesztetd mas,
hasonlo leképezésekre is, példaul a Ricker (see [3]), illetve
a Pielou leképezésre (see [4]). Igy a késleltetett logisztikus
leképezés tekinthetd egy esettanulmanynak is a disszertaci-
6ban ismertetett modszerhez, ugyanis a gondolatmenetiink
megismételhetd a fenti leképezésekre is a modszer magatol
értet6dd modositésaival.

Jol ismert, hogy a € (0,1] esetén az Fy fiiggvénynek a



0, 1]%"! halmazban az origd az egyetlen fixpontja, amely lo-
kalisan stabil és lim, o, F7(u) = 0 minden u € [0,1]¢"!
esetén. Amennyiben a > 1, akkor egy nemtrividlis uy =
(A, A,..., A) fixpont jelenik meg [0,1]*"-ben, A = 1 — 1
értékkel. Tovabba létezik egy d-t6l fliggé ay > 1 ugy, hogy
ez a fixpont lokalisan aszimptotikusan stabil, ha a € (1, ag),
és instabil, ha a > ag. Az a = agy helyen Neimark—Sacker
bifurkacié koévetkezik be. Megmutatjuk, hogy a kovetkezs
sejtés teljesiil d € {1, 2} érték esetén.

Sejtés. A nemtrividlis uy fizpont lokdlisan stabil, tovdbbd

lim F7(u) = ua minden a € (1,a0) és u € S¢ esetén, ahol
n—oo

k
st ={ue0,1)"x (0,1) s a*uger [T - ) < 1,

j=1

ke{l,z,...,d}}.

A fenti kifejezésben az S¢ halmaz pontosan azokat az
(z1,72,...,2411) € R pontokat tartalmazza, melyekre
x, > 0 teljesiil minden n > d + 1 esetén. A sejtés olyan
alakba is atfogalmazhatd, hogy az u, fixpont lokalis stabili-
tdsa maga utan vonja annak globdlis stabilitasat. Ez a tu-
lajdonsag szamos esetben teljesiil, lasd példaul [5, 6, 4, 3, 7],
azonban nem igaz mindig, lasd [8].

Kis paraméterértékek esetén, pontosabban a € (1, %}
értékekre, ahol d = 1, illetve d = 2, tisztan analitikus bi-

zonyitdst adunk a sejtésre. FEzzel szemben a disszertacio



nagy részét képzo6 esetben, amikor a < ag értéke kozel van
ap-hoz, a bizonyitas analitikus és megbizhato, szamitogép-
pel tdmogatott modszerek Otvozésével torténik. ElGszor az
u 4 fixpont koriil analitikus eszkozokkel konstrualunk egy M
vonzo tartomanyt, azaz belatjuk, hogy minden u € M ese-
tén li_>m F7(u) = uas. Majd megbizhaté numerikus mod-
szerenk ;Zgitségével megmutatjuk, hogy minden v € S¢ ese-
tén az FJ(u) iteraltak elgbb-utobb belelépnek az analitiku-
san konstrualt M kornyezetbe, azaz létezik ng = ng(u) ugy,
hogy Fj°(u) € M. Tehat S minden pontja az us vonzas-
tartoméanyaban van. Jelen esetben a megbizhat6 azt jelenti,
hogy minden lehetséges numerikus hiba kontrolldlva van in-
tervallum aritmetikai technikakkal, ezaltal a szamitogéppel
tamogatott rész is matematikailag preciz eredményeket szol-
galtat.

Az ap-t0l tavolabbi paraméterértékek esetén az uy korii-
li vonz6 kdrnyezet konstrualasra els6 megkozelitésként stan-
dard linearizécios technikdkat alkalmazunk. Azonban az igy
nyert vonzd kornyezet rdhuzodik a fixpontra, ahogy a tart
ag-ba. Emiatt az ag-hoz kozeli paraméterértékek esetén ez a
kérnyezet nem lesz elegendGen nagy a szamitogéppel tamo-
gatott rész szamara a modszeriink méasodik feleben. Igy e
paraméterértékek esetén egy masik megkozelitésre is sziiksé-
giink van, annak érdekében, hogy a sziikséges méretii vonzo
koérnyezetet megkapjuk.

Az ag-hoz kozeli a értékekre a Neimark—Sacker bifurkacios

normalforméat hasznaljuk a d = 1 esetben. Pontosabban sima



és invertalhato leképezésekkel a
w = \w + W + Ry,

alakba transzformaljuk a leképezést, ahol ¢; a Lyapunov-
egyiitthato és Ry = O (Jw|*) a magasabbfoku tagokat jeldli.
Ezutan megmutatjuk, hogy 1étezik pg > 0 gy, hogy

| Mo + ciw®@ + Ry| < |wl

minden w € C-re, ahol 0 < |w| < pg. Ez biztositja, hogy
a B,y ={w € C: |w| < po} halmaz benne van a von-
z6 kornyezetben. Mivel a szamitogépes részben sziikségiink
van a konstrualt kornyezet méretére is, ezért a normaélfor-
maés transzformécié soran nem elegend mindossze az alacso-
nyabbrendi tagoknak az egyiitthatéit meghatérozni, ahogy
tennénk egy szokasos bifurkicios vizsgalat esetén. Ezek az
alacsonyabbrendi tagok egy elegendGen kis kornyezet léte-
7ését biztositjak csak, de annak explicit méretét nem szol-
galtatjak. Emiatt lényeges, hogy a transzforméacié soran
nyomon kovessiik a magasabbrendd tagokat, valamint hogy
amennyire lehetséges, pontos becslést adjunk rajuk azért,
hogy elegendGen nagy M kornyezetet kapjunk.

A d = 2 esetben a Neimark—Sacker bifurkiciés normaél-
forma adaptélasa a célunk. Ehhez azonban 1j Gtletekre van
sziikségiink, ugyanis az F3(u) egy haromdimenzios fiiggvény,

igy a modszer atiiltetése magasabb dimenzioba nem maga-



t0l értet6ds. A disszertécié ujdonsaga abban rejlik, hogy a
centralis sokasag és a Neimark—Sacker bifurkacios normalfor-
ma segitségével explicit médon konstrudlunk egy megfelels
méretd vonzo kornyezetet a haromdimenzios logisztikus le-
képezés nemtrividlis fixpontja koril.

E célbol a centralis sokasagra valo redukcio egy kozelits
valtozatat hajtottuk végre. El&szor tekintettiik a centralis
sokasag ¢(z) negyedrendii polinomialis kozelitését, majd az
y = ¢(z) koriili

T(r,C) ={(z,y) eCxR: 2| <7, |y — ()] < Cl2|}

halmazt, ahol r és C pozitiv konstansok. A T'(r,C') halmaz
megfelel6 alakja biztositja, hogy adaptalni tudjuk a kétdi-
menzios technikat magasabb dimenziéba.

Elgszor az y iranya dinamikat vizsgaljuk a T'(r, C') hal-
mazban. Felhasznélva, hogy a fixponthoz kozeli megolda-
sok exponencialis modon kozelitik meg a centrilis sokasa-
got, megmutatjuk, hogy T'(r,C) feltételesen invarians az y
iranyban. Ezutan pedig a T'(r, C') halmaz z iranya dinami-
kajat vizsgaljuk a Neimark—Sacker bifurkaciés normalforma
segitségével. Kihasznalva a T'(r,C') halmaz specialis alak-
jat, megmutatjuk, hogy hasonléan a kétdimenzios esethez,
egy megfelelGen valasztott koordindta-rendszerben a transz-
formalt z koordinata szigortian csokken a leképezés iteralasa
soran. Végezetiil, az y és a z iranyu dinamika kombinalasaval

megkaphatjuk, hogy a T'(r,C') halmaz benne van a fixpont



vonzastartomanyaban.
Vilagos, hogy T'(r, C') nem egy valddi kérnyezete a C x R

koordinata-rendszer origbjanak. Ezért bevezetjik a

T(r K) ={(zy) eCxR: [2] <7, [¢(2) —y| < K}

halmazt adott 7 > 0 és K > 0 konstansok esetén. Felhasz-
nélva a T'(r,C') halmaz y irdnyu exponenciélisan vonzé tu-
lajdonsagat megmutatjuk, hogy T'(7, K) is a fixpont vonzés-
tartomanyaban van. Igy ez a valodi kérnyezet hasznalhato a
modszer masodik részében.

Végezetiil a modszer szdmitogéppel tdmogatott részét is-
mertetjiik d = 1, illetve d = 2 esetben. A késleltetett lo-
gisztikus leképezésnek megfeleltetiink egy iranyitott grafot,
amely tiikrozi a leképezés viselkedését egy bizonyos felbon-
tas erejéig. BEgészen pontosan az S¢ halmazt lefedjiik véges
sok (d + 1)-dimenzits kis kockaval. Ezeket a kockdkat te-
kintve a graf cstcsainak, bevezetiink egy iranyitott grafot,
amely leirja az F; leképezés viselkedését ezeken a kis kocka-
kon. Ezaltal az S¢ halmaz végtelen sok pontjanak vizsgalatat
egy véges grafproblémaéra vezettiik vissza, amely szamitogeé-
pes eszkozokkel konnyebben kezelhets. Az iranyitott graf
éleinek konstrualdsdhoz megbizhaté numerikus moédszereket
hasznalunk, hogy a szamitogép lebegGpontos dbrazoldsabol
adodo hibakat kezelni tudjuk. E graf segitségével megmutat-
juk, hogy S? minden pontjanak iteraltjai belelépnek a korab-

ban kapott vonz6 koérnyezetbe. Bebizonyitva ezzel a sejtést



a d € {1,2} esetekre.

Zar6 megjegyzésként hangsilyozzuk, hogy a szamitoge-
pes rész egyre idG- és szamitasigényesebb, ahogy kozelebb
jutunk a fixponthoz, igy kritikus fontossagt, hogy az ana-
litikus eszkozokkel kapott kornyezet minél nagyobb legyen.
Masrészr6l az analitikus részben a pontosabb becslések ara a
még magasabbfokt egyiitthatok meghatarozasa, ami a szim-
bolikus szamitasokat teszi bonyolultabba és faradsdgosabba.
Valamint létezik az analitikus modszernek is egy fels6 ha-
tara, amelynél nagyobb koérnyezet konstrualdsara méar nem
alkalmas. FEzenfeliil a haromdimenzi6s esetben az r és a C
(melyek csak egymas karara névelhetGek) helyes megvélasz-
tédsa is donté fontossdgi a szamitogéppel tdmogatott rész
sebességét illetGen.

Jegyezziik meg, hogy a fent emlitett Ricker és a Pielou
leképezés d = 2 késleltetéssel a modszer szempontjabol 1énye-
gében csak abban kiilonbozik a logisztikus leképezéstdl, hogy
azzal ellentétben ezek nem polinomiélis leképezések. Ezaltal
a modszer konnyen adaptalhatéo a becslések soran beveze-
tett kis modositasok segitségével. A {6 kérdés valojaban az,
hogy a kapott vonzo kornyezet elegendGen nagy méretii-e a
modszer szamitogéppel tamogatott részéhez, azaz belatha-
t6 szamitasi id6t és memoriat felhasznélva sikeresen le fut-e
az algoritmus. A fenti két leképezés a logisztikus leképezés-
sel egyiitt érdekes probléma nagyobb késleltetés, azaz d > 2
esetén is. Hissziik, hogy az analitikus rész, egészen pontosan

a centralis redukcid természetes modon addddé modositasok-



kal atiiltethet6 magasabb dimenzioba is. A kritikus pontot
a szamitogépes rész jelenti, ugyanis a magasabb dimenzio
exponencialisan névekvs grafot eredményez.

Ezeken feliil érdekes probléma lehet a kritikus értéknél
nagyobb paraméterértékek esetén megjelend egyetlen inva-
ridns zart gorbe létezésének bizonyitasa is. Azonban ez a
kérdés merében kiilonbozik a disszertacioban vizsgalt prob-
léméatol, igy lényegesen tobb 1 6tletre van sziikségiink ennek

megmutatasahoz.
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Tarsszerzo6i nyilatkozat

Kijelentem, hogy ismerem Dudéas Janos doktori (Ph.D.) fo-
kozatra palyazo Globalis stabilitas a késleltetett logisztikus
leképezésre cimi értekezését, amelyet a Szegedi Tudoméany-
egyetemre nytjt be.

A kovetkez§ cikkbdl felhasznélt eredményekben a palyazo

hozzajarulasa meghatarozé volt:

e J. Dudas and T. Krisztin. Global stability for the 3-
dimensional logistic map. Nonlinearity, 34(2):894-938,
2021.

Dudéas Janos hozzajarulasa ehhez a cikkhez 70%.
Kijelentem, hogy a fent felsorolt eredményeket nem hasz-
naltam fel, és nem is fogom felhasznalni tudoményos fokozat

megszerzéséhez.
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