Tic-Tac-Toe, Amdba és egyéb allatok

Doktori értekezés

GYORFFY LAJOS

TEMAVEZETO:

DR. PLUHAR ANDRAS

MATEMATIKA ES SZAMITASTUDOMANYOK DOKTORI ISKOLA
SZEGEDI TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI ES INFORMATIKAI KAR
BOLYAI INTEZET

SZEGED
2019






Tartalomjegyzék

1. Eldszo6

2. Bevezetés
2.1. Hipergraf jatékok . . . . . . . . ...
211 Amdba ...
2.2. Stratégidk . . .. ...
2.2.1. Parosftasok . . ... . ... ...
2.2.2. Reésztablak . . . ...
2.2.3. Esetvizsgdlat . . . . ... .. ... .. ... ...
2.24. Erd6s-Selfridge . . . . ... .. ... ..

3. Parositasok
3.1. Amébaeredmények . . . . ...
311 12-améba . ... L
3.1.2. 9-améba . . . ...
3.2. Harom irdny, hatszogracs . . . . . . . . . .. ...
3.3. Egy éskétirdnyban . . . ... ...
3.4. Harary allatok . . . .. ... ...

4. Altalanositott parositasok
4.1. Hid a parositasok és a kettSszinezés kozott . . . . . . . . ...
4.1.1. Sitik és siiti-elhelyezések . . . . ... ... L.
4.2. Siitik és blokkolasi erejiik az amébara . . . .. . ... ... ...
4.2.1. 4esiitik . ..o
4.2.2. Maximalis blokkolasi szamok 2-t6l a &-siitikig . . . . . . .

iii

11
13
14
15
16
18

22
25
25
25
27
28
30



TARTALOMJEGYZEK

4.3. Amobak siitikkel . . . ..o 40
43.1. A2améba . ... ... 41
432, A3améba . ... ... ... 41
433. Adaméba . ... ... 42
4.3.4. A 9-nél nagyobb amébak . . ... ... ... L. 43
435, AT7-és5-améba . .. ... ... 43
4.3.6. AG6G-ambSba . ... ... ... 44

4.4. Amoéba kevesebb irdnyban . . . . ... ... L Lo 45
4.4.1. 3irdny avagy a hatszograes . . . . .. ... ... ... .. 45
44.2. Egyéskétirdnyban . . ... ... ... ... ... 47

4.5. Harary-allatok . . . ... ... ... ... ... .. 48

. A 9-amdba péarositasai 50

5.1. A jo parositas feltételel . . . . . . . . . ... 50
5.1.1. Atlos alternalo kérok . . . . . ... ... 55
5.1.2. A 8térusz parositasal . . . . ... .. ... ... ..., 58

5.2. Nines kvazikristaly . . . . . . . ... ... 60

5.3. Az Osszes jO parositas megkeresése . . . . ... .. ... ... .. 62

5.4. A jo parositasok rendszerezése egy grafban . . . . . ... ... L. 63
54.1. Agraf vizsgdlata . . . . . . . ... L. 65

5.5. Hasonl6é eredmények . . . . . . ... . ... ... ... 67
5.5.1. HatszOgracs . . . . . . . . . . ... 67
5.5.2. Egy-éskétirdnyban . . ... ... ... ... 67
5.5.3. Magasabb dimenziéban . . . . . ... ... 69

. Nyitott kérdések 71

6.1. A 7-amd&ba megoldasi lehetSségel . . . . . ... ... 71

6.2. Reésztablak blokkolasiereje . . .. ... ... .. .. ... ... 74

6.3. Lehet6ségek az esetszam csOkkentésére . . . . . . . ... ... .. 75
6.3.1. Altalanos megjegyzések . . . . .. ... ... ... .... 75
6.3.2. Domindlas. . . . .. . ... . ... ... 75
6.3.3. Kettessel kell-e kezdeni? . . . . . ... .. ... ... ... 76

6.4. Hipergraf jatékok osztélyozdsa . . . .. . ... ... . ... ... 77



TARTALOMJEGYZEK

KoszOnetnyilvanitas
Irodalomjegyzék
7. Osszefoglalas

8. Summary

79

80

84

88






1. fejezet

El8sz6

"Jaték az egész vildg...”

(William Shakespeare nyomdn)

Osiddk ota foglalkozunk jatékokkal. Szamos lelet bizonyitja, hogy mar az Gs-
emberekben is élt a jaték Ssztone. Bar mas népeket mas-mas jatékok jellemeznek
sajat kornyezeti adottsidgaikat figyelembe véve, egy valami biztosan kozos ben-
niik. A jaték életiik alapvets torténéseit modellezte. A koriilottiik él6 allatokat
jatszottak el, a tulélésiikért folytatott vadaszatra késziiltek fel, gytjthettek bo-
gyokat és egyéh értékesnek vélt kincseket, elére eljatszhattak a szomszéd torzzsel
vivott haborat és a nemzetségiikben uralkodé hierarchiat, vagy jatszhattak kor-
nyezetiik szorakoztatasara pl. egy fizfaaghdl faragott furulyan.

Nincs ez masképp a modern vilagban sem, noha 6si jatékainkat és azok
szarmazékait mar mas forméakban jatszuk, az alapvetd motivacioink ugyanazok.
A jatékok személyes életiinkben is az elsé mozzanatok kozé tartoznak. Ahogy
egy gyermek megtanulja, hogy a négyzet alakt darab a négyzet alaka lyukba
passzol, hogy olykor vesziteni is tudni kell, hogy a farasztdéan sok gyakorlas
és a koncentracié meghozza a gyiimolesét, mind-mind hozzajarul testi, lelki és
szellemi fejlédéséhez.

Napjaink legtobb embert megmozgaté vildgra szolé eseményei szintén jaté-
kok, gondoljunk csak az Olimpiai Jatékokra vagy a Futball Vilagbajnoksagokra.
Eppen ezért, jatékokkal foglalkozni mindig kézponti téma volt és lesz a jovében

is.



Matematikai szempontbol az egyik leginkadbb vizsgalt teriilet a matrix jaté-
koké volt. Ezen jatékok fénykora Neumann Janos és Emile Borel megjelenésével
vette kezdetét. Neumann tébbek kézott bebizonyitotta a minimax tételt, kdve-
t6inek (David Gale, Harold Kuhn, Alan Tucker) segitségével pedig a jatékel-
mélet hamarosan atvezetett a linearis programozas akkoriban friss tudomanyéa-
hoz, amely maig a jatékelmélet egyik leginkabb értett és szamolhato teriilete.
A kozgazdasagtan elméleti megalapozasaban szintén nagy szerepet jatszott a
Neumann Janos és Oscar Morgenstern altal bevezetett Kooperativ jatékok el-
mélete, 1d. [35], majd a John Nash altal vizsgalt nem kooperativ jatékok, mely
a Nash egyenstly felfedezéséhez és (matematikai hijan) j6 néhany kézgazdasagi
Nobel-dijhoz vezetett.

A masik, matematikusok altal intenziven kutatott teriilet a kombinatorikus
jatékok (pl. NIM, Conway jaték, stb.) és azokon beliil egy némileg eltérs ag, a
minket most leginkabb érdekls tablajatékok (noha az elmilt idgszakban pl. a
futballban is egyre inkabb alkalmaznak matematikai modszereket). Ezek koziil
a legismertebb és legnépszertibb jaték a sakk, melyrél megszamlalhatatlan sok
mi keletkezett mar. Hasonléan érdekes és kutatott tablajatékok emellett a Go,
vagy a Go tablajan (is) jatszhato Go-Moku, mely az amdéba tipust jatékok egyik
fajtaja.

Kisiskolas korunktol kezdve ismerjiik a Tic-Tac-Toet, vagy az Otodolokeént is
ismert amdbat, angolul §-in-a-row, melyben két jatékos egy négyzetracsos fiizet-
lapon felvaltva X-eket és O-kat rak, amig egyikiik megszerez 6t mezst egy sorban
(vizszintesen, fiiggslegesen vagy atldsan). Bar a jaték tobb ezer éves miltra te-
kint vissza és szabalyai nagyon egyszertinek tinnek, még mindig vannak nyitott
kérdések a témakdrben.

Bizonyitott tény (igaz, csak az emberi agy altal atlathatatlan szamitégépes
modszerekkel}, hogy az 5-amébat a kezdd nyeri, legalabbis véges 19 x 19-6s tab-
lan, valamint a 8-amdéba — ahol 6t helyett nyolc mez6 megszerzése ér gyézelmet —
pedig dontetlen. A 6- és 7-amGbak esetei azonban maig megoldatlan problémat
okoznak (bar sejtjiik, hogy szintén dontetlent adnak).

Jelen irasban az amdba tipust jatékok parositasi stratégidival és azok altala-
nositasaival foglalkozunk, karakterizaljuk és megszamoljuk a péarositasok szem-

pontjabol legérdekesebb eset, a 9-amdba Gsszes lehetséges parositasat, melyeket
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rendszerbe foglalva egy érdekes struktaraju grafot is megadunk. A disszerticio
végén attekintjiik a nyitott kérdéseket és kisérletet tesziink a 7-améba megol-
désara is.

A laikusok szamara érthetd, &m a matematikusok szamara is megvalaszolat-
lan kérdések kozismerten a szamelméletben fordulnak els leggyakrabban (leg-
alabbis a "koz" legtobbszor igy gondolja). Emellett azonban a kombinatorikus
jatékok elmélete is legalabb ennyi, mindenki szamaéra érthetd olyan kérdésfelve-
tést tartalmaz, melyek megvalaszolasa eddig még a legjobb matematikusoknak
sem sikeriilt. Ne lep6djunk meg tehat, ha olykor a trividlis 1épések megtétele
utdn nagyon hamar a szakadék szélén, az Gn. kombinatorikus kdoszban talaljuk
magunkat.

Az értekezés a szerz kovetkezd publikicioin alapul:

o L. Gyorfly, A. Pluhar (2016), Generalized pairing strategies — A bridge
from pairing strategies to colorings, Acta Univ. Sapientiae, Math., 8, no.

2, 233-248.

e L. Gy6rfly, G. Makay, A. Pluhar (2019), Pairing strategies for the 9-in-a-
row game, Ars Math. Contemporanea, 16, 97-109.

e L. Gy6rfly, G. Makay, A. London (2017), The structure of pairing strate-
gies for k-in-a-row type games, Acta Cybernet., 23, 561-572.



2. fejezet

Bevezetés

"Akarsz-e jatszani?"

(Kosztoldnyi Dezsi)

Bar az altalunk vizsgalt jatékokat szokas kombinatorikus vagy poziciés ja-
tékoknak is hivni, mégis a kivetkezGkben bevezetett hipergraf jaték lehet a
legtalalobb elnevezés szamunkra. Mig a kombinatorikus jatékok kozé minden
olyan jatékot beleértiink, melyeknél kombinatorikus gondolkodas vezet ered-
ményre, a pozicids jatékok mar egy szikebb teriiletet jelentenek, melyek kozé
azonban még mindig beletartozik minden olyan jaték, melyek elemei poziciok-
kal leirhaték, pl. a sakk vagy a malom is. Az értekezésben vizsgalt hipergraf
jatékokra egyarant jellemzd, hogy egy H = (V, E) hipergrafon jatszak, ahol a H
hipergraf cstcsai alkotjak a tablat, mig az élei az Gin. nyerd halmazokat. Két ja-
tékos, I és II felvaltva valasztja a tdbla elemeit. A normdgl verzioban amelyikiik
els6ként megszerzi egy nyerd halmaz Osszes elemét, megnyeri a jatékot.

Mivel a terminologia sajnos nem egységes, itt megemlitem Beck Jozsef altal

a Porzicios jatékokra adott feltételrendszert {4, 37]. Egy pozicids jatékban:
1. Két jatékos van, I és II, és I a kezdé.
2. Véges sok allas van, és adott egy kezdd 4llas.
3. Minden allasban eldonthet6k a jatékosok lehetséges lépései.

4. A jatékosok felvaltva lépnek.
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5. A lépések minden szabalyos sorozata véges.

6. Szabalyos lépések egy teljes (a kezdsallastol a végallasig) sorozata egy

jatszma.

7. A kimenetel minden végallasban meghatarozott, az egyik jatékos nyer,

vagy dontetlen.

8. Mindkét jatékos rendelkezik az Osszes informacioval; ismeri a szabélyokat
és a lehetGségeit, emlékszik a megtett 1épésekre, latja sajat és az ellenfele

léepéseit, sth.
9. Nincsenek a véletlentdl fliggd 1épések, szabalyok.

Ezen feltételek ekvivalensek egy absztrakt I' jatékkal, I' = (T F), ahol T
egy iranyitott gyOkeres fa, a jdtékfa, mig F' a T levelein értelmezett fiiggvény,
mely az I, II vagy D értékeket veheti fel. Az r gySkérpont nulla befokt, minden
mas pont befoka egy és minden iranyitott Gt véges T-ben. A jaték menete a
kovetkezd: a jatékosok egy érmét tologatnak a fa irdnyitott élei mentén. I kezd
r-ben és egy tetszoleges szomszédjara 1ép, majd ezek utan felviltva lépnek. Egy
q végallast elérve I (II) nyer, ha F'(q) = I(I1), illetve a jatszma dontetlen,
ha F(q) = D. Stratégia alatt egy olyan fiiggvényt értiink, amely 7' egy bels6 z
pontjahoz egy olyan y pontot rendel, melybe vezet él z-bél. Egy s stratégia nyeré
(dontetlen) valamely jatékosnak, ha azt kovetve az ellenfél barmely jatéka esetén
nyer (dontetlent ér el). Egy s stratégia azonosithaté a T fa egy T, részfajaval:
minden z pontbél indulé élt térliink, az (z, s(z)) kivételével.

A fentiek segitségével kimondhatjuk Zermelo tételét:

2.1. Tétel. Egy pozicids jatékban vagy valamelyik félnek van nyerd stratégidja,

vagy mindkettdnek van dintetlen stratégidjo.

A bizonyitas, mely megtalalhato Pluhar Andras {37] jegyzetében, a visszafele
cimkézés modszerét hasznélja. Konstruktiv bizonyitast ad, amellyel a fa méreté-
ben linearis idében eldonthetd barmely allas kimenetele. Jegyezziik meg, hogy a
tétel altalanosabban is kimondhat6. A Zermelo altal adott bizonyitas raadasul
nem volt hibatlan, azt késébb Kénig Dénes, Kalmar Laszl6 és Neumann Janos

is javitotta, illetve erGsitette, lasd [10, 44].



Ugyancsak Beck [4] vezeti be a "Semi-infinite” megnevezést az olyan jaté-
kokra, melyeknél a hipergraf V csticshalmaza végtelen ugyan, de az F hipergraf
élek mindegyike véges. Mivel a nyerd halmazok végesek, ha valamelyik jatékos
nyer, ezt véges sok lépésben teszi, igy az el6z8 bizonyitas tovabbra is miikddik.
Ezek kozé a jatékok kozé tartozik a végtelen tablan jatszott k-améba jaték is.

Ezek utédn tekintslink 4t néhany jol ismert hipergraf jatékot.

X

X X X

OIOIX|IOIO
XIXIO| X
O10IX|[O1OX]|[O
OIXIXJOX
XIXIO| _|X
OlOIXJIO[OIX][O

X|O[1X
X10J10

2.1. abra. Egy végigjatszott Tic-Tac-Toe jatszma

X
O

2.2, Példa (Tic-Tac-Toe). A két jitékos felviltva tesz egy-eqy jelet o kilenc
négyzethsl allé 3 x 3-as tdbla egy-eqy mezdjére. Aki hamarabb elfoglal eqy teljes

sort, oszlopot vagy féatlét, az nyer. A 2.1 dbrdn egy lehetséges jdatszma lathats.

2.3. Megjegyzés. A Tic-Tac-Toe jiték normdl valtozata dontetlen. Kezddnek

o kizépsd mezbben érdemes kezdenie, majd ha a mdsodik valamelyik sarokban



2. BEVEZETES 7

vdlaszol (ha nem, akkor veszit), o jaték kénnyen ldthatdan déntetlen.

2.4. Példa (Tic-Toc-Tac-Toe). Eza Tic-Tac-Toe 3-dimenzids viltozata, mely
tabldjo o 4 x 4 X 4-es kocka. A nyerd halmazok o sorok, oszlopok, a lap-, test-

és fédtlok, Gsszesen 76 db.

2.5. Megjegyzés. A jaték kezdd nyerd, de a nyerd stratégia egy telefonkiényv-
nyi vastagsdigu, melyet Oren Patashnik taldlt 1977-ben és az egyik elsd szdmi-
tégép daltal adott bizonyitds volt a témakdrben. Az 5 x 5 x 5-0s jaték pedig mdig

nyitott kérdés, noha o sejtés dintetlen, o teljes esetvizsgdlat reménytelen.

2.6. Példa (Hales-Jewett jatékok). A H.J(n,d)-vel jelilt jaték tdbldja egy
d dimenzids kocka, amelyik n? kisebb kockdbol dll. A nyerdhalmazok pedig a
soroknak, oszlopoknak és kulénféle dtléknak (lap, test, sth.) megfeleld n-esek.

Pl. HJ(3,2) a Tic-Tac-Toe, a HJ(4,3) a Tic-Toc-Tac-Toe.

2.7. Megjegyzés. Két dimenzicban a HJ(2,2) trividlisan kezdd nyerését adjo,
3 x 3-ra azonban ldthattuk, hogy dintetlen az optimdlis stratégidk dltal kapott
eredmény és ez minden nagyobb n-re is igy van. Hdrom dimenzidbon n = 4-ig a
HJ(n,3) jaték kezdd nyerd, o HJ(5,3) eset dintetlen gyanis, de csak n = 8-ra

van bizonyitva, hogy a hdrom dimenzids vdltozat dintetlen.
Altalaban véve az alabbi két részbsl allo Hales-Jewett tétel régota ismert:

2.8. Tétel (Hales és Jewett [21]). (a) Ha n > 3% — 1 (pdratlan n esetén)
vagy n > 2971 — 2 (pdros n esetén), akkor a HJ(n,d) jatékra létezik déntetlen
stratégia.

(b) Minden n természetes szamra létezik olyan d > 0 egész, melyre o H.J(n, d)

kezdd nyerd.

Ezeknél az eredményeknél mara joval tobb is ismert, azonban azok ismerte-

tése meghaladna jelen értekezés kereteit.

2.9. Példa (Amdba). A végtelen négyzetracson (gyakorlatban kikiszébilve a
végtelent, fizetlapon, vagy Go-tdbldn) jatssza két jatékos. Felvdltva jeldlik o me-
z6ket, s aki hamarabb képes 6t, eqymdast kivetd mez6t vizszintesen, figgdlegesen

vagy atlés irdanyban elfoglalni, az nyer.



2.10. Példa (k-amdéba). Az el6zd jatékhoz nagyon hasonld, azonban 6t helyett

k darab mezdt kell megszerezni o gydzelemhez.

2.11. Megjegyzés. Ahogy késébb latni fogjuk, k < 4-re a jaték kezdd nyerd,

mig k > 8-ra dintetlen. A hdrom kéztes eset azonban mdig eldéntetlen.

2.2. abra. A hex jaték [4]

2.12. Példa (Hex). A népszerd Hex jétékot Piet Hein alkotta meg 1942-ben
[27], majd téle figgetlendil John Nash 1948-ban, mely jiték azonban azdta megol-
datlan. A jdaték tdbldja egy hatszogekbsl dllé nx n-es rombusz (dltaldban n = 11).
A két jatékos, fehér és fekete felvdltva foglal el mezéket sajat szinével, ahol mind-
kettd céljo dsszefiiggd sajdat szinid utat létrehozni; fehérnek az északnyugati és

délkeleti, mig feketének az északkeleti és délnyugati oldalok kézitt.

2.13. Megjegyzés. A jaték izgalmas, a sokkhoz hasonléan feladvinyokat ké-
zélnek dltaldban az n = 10 vagy n = 11 tdblaméretre. A hexben a nyeréhalmazok
nem szimmetrikusak, viszont o jdatszma végén biztosan nyer valamelyik fél (a
stratégialopds miatt tékéletes stratégidk esetén o kezdd), mivel o teljesen kiszi-
nezett tabldn biztosan van vagy fekete, vagy fehér befejezett nyeréhalmaz. Bar

ezdltal bizonyitott, hogy biztosan létezik nyerd stratégia, annak hogyanjdrél nem
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tudunk meg semmit, és valdban, az n > 8 esetben nyitott probléma az explicit

nyerd stratégia meghatdrozdsa.

2.14. Példa (Kaplansky jaték). Két jatékos (piros és kék) foglal el még je-
6letlen pontokat a négyzetracsos sikon. Ha o jdték sordn egy egyenesen feltinik
n darab egyszind pont dgy, hogy azon az egyenesen nincsen mdsik szind pont,

akkor az ilyen konfigurdcidt létrehozd jatékos nyeri o jatékot.

2.15. Megjegyzés. Az n = 1,2,3 esetek trividlisan kezdd nyerdk, az n > 4
esetek azonban mdig megoldatlanok. 1972-ben Kleitman és Rotschild kimondtdk
a sejtést, hogy o jaték hdromndl nagyobb értékekre dintetlen, ez azdta nyitott
kérdés. Ldthatjuk tehdt, hogy mdr eqy ilyen eqyszerd jatékba is - kis n esetén is

- beletdrhet o bicskdnk.

Tovabbi példakat Pluhar Andras jegyzetében és cikkeiben {38, 39, 40, 12],
Beck Jozsef cikkeiben {3, 5, 2] és az alabbi konyvekben, Beck [4] ill. Berlecamp,
Conway, Guy [6], talalhatunk.

2.1. Hipergraf jatékok

Egy adott hipergrafon tobbféle kétszemélyes pozicids jatékot is definidlha-
tunk. Legyen H = (V, F), ahol V lehet végtelen, de egy A € F él mindig véges.
A V cstcshalmazt gyakran tablanak, mig az éleket nyerd halmazoknak is
nevezziik.

A két jatékos felvaltva veszi V csticshalmaz elemeit. A normal, erds avagy
Maker-Maker (M-M) verzidban az a jatékos nyeri a jatékot, amelyik elébb
megszerzi egy A € E @&l Osszes elemét. Amennyiben ez egyik jatékosnak sem
sikeriil, a jaték eredménye déntetlen. Mivel a kezdd jatékos 1épéselényben van,
sejthetjiik, hogy altalaban nagyobb eséllyel nyerhet. Hogy elénye mekkora egyes
jatekokban, azt Uiterwijk és Herik [43] vizsgalta jo néhany példara. Azonban,
hogy normal hipergraf jatékokban a mésodik jatékosnak egyaltalan nincs esélye

nyerni, a kovetkezd tétel mondja ki.

2.16. Tétel (Hales-Jewett). Bdrmely normdl hipergrif jatékban o kezdd nyer
vagy dintetlen oz eredmény [21].
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A kezdd jatékos nyer (dontetlent ér el) kifejezés alatt azt értjik, hogy mind-
két jatékos tokéletes stratégidja esetén ez lenne az eredmény. Véges tablan akkor
van dontetlen, ha mar minden nyershalmazban van mindkét jatékos altal meg-
jelolt elem, mig végtelen tablan jatszott jatékban azt is dontetlennek tekintjiik,
ha véges sok lépésben egyik jatékos sem nyer, igy a tétel (Zermelo tételéhez
hasonloan) a korabban emlitett "Semi-infinite" jatékokra is igaz.

Bizonyitas. A bizonyitas a John Nash altal (a hex jatékra) bevezetett stra-
tégialopas elvén miikodik: Ha a méasodik jatékosnak lenne nyerd stratégiaja, a
kezdé jatékos figyelmen kiviil hagyva elsG lépését (egy jatékos korabbi lépése
nem lehet karos sajat maganak) hasznalhatnd a masodik jatékos nyerd straté-
giajat. |

A tétel alapjan, mivel a masodik jatékosnak tgy sincs esélye nyerd straté-
giat talalni, definidlhatjuk a hipergraf jatékok Maker-Breaker (avagy gyenge)
valtozatat is.

Az Epitd-Rombold, avagy Maker-Breaker (M-B) verzichan Maker (Epi-
t8) szintén nyer egy él Osszes elemének megszerzésével, azonban a masik jaté-
kosnak, Breakernek (Rombolénak) elég Maker gy6zelmét megakadalyoznia
sajat gy6zelme érdekében, azaz elég legalabb egy elemet megszereznie minden
FE élben. Természetesen a M-B jatékokban nem fordulhat elé dontetlen.

A M-M és M-B jatékok kozeli kapcsolatban allnak, hiszen ha Breaker nyer
masodik jatékosként, akkor a M-M jaték is dontetlen. Az allitas forditva nem
teljesiil, lasd a Tic-Tac-Toet, ahol a M-M jaték dontetlen, azonban ha a kezdének
nem kell figyelembe vennie a masodik jatékos fenyegetéseit (vagyis amikor egy
lépésben elfoglalhatna egy nyerd halmazt), akkor a kezdd meg tudnd nyerni a
jatékot. Masik oldalrél, ha a kezd6 jatékos nyeri a M-M jatékot, akkor Maker is
nyeri a jaték M-B verziojat (ez sem igaz forditott irdnyban).

Vannak felgyorsitott (accelerated) és elfogult (biased) (p,q) M-B ja-
tékok is, ahol Maker p, Breaker pedig ¢ (felgyvorsitott esetben p = ¢) elemet
valaszthat a sajat lépésében. Chvatal és Erdds [9], Hefetz [25], Krivelevich [29]
és Plubar {39] cikkeiben talalhatéak tovabbi példak és alkalmazasok elfogult
jatékokra.

Beck Jozsef vezette be a Picker-Chooser és Chooser-Picker verzidit a

Maker-Breaker jatékoknak, Beck [2], (magyarul Kérdezd-Valaszto vagy Festo-
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Meghizé jatéknak fordithatnank). A két jatékos Picker és Chooser. Picker ki-
valaszt két elemet, amik koziil még egyiket sem valasztotta ki kordbban, Chooser
pedig donthet, hogy melyiket tartja meg a két elem koziil maganak (szinezi kék-
re). Amelyiket pedig nem tartja meg, az lesz Pickeré (az piros lesz). A Chooser-
Picker (C-P) verzioban Chooser épit és Picker rombol, mig a Picker-Chooser
P-C jatékban pont forditva, a cél azonos a korabbiakkal: az épits jatékos szerez-
zen meg (szinezzen egy szinnel) legalabb egy nyerShalmazt, a rombold jatékos
célja pedig ezt megakadalyozni.

Az el6z6 jatékokhoz hasonléan ezen jatékokban is definidlhatunk kilénbozo
felgyorsitott és elfogult verzidkat.

Hipergraf jatékok kozott beszélhetiink még forditott jatékokrol, ahol egy
él elfoglalasa a vesztést jelenti vagy Gjrahasznositott jatékokrol, ahol egy bi-
zonyos lépésszam utan atmozgathatjuk sajat jeleinket. Ezen verzidkat azonban

csak emlités szinten jegyezzilk meg.

2.1.1. Améba

Mint az el6széban mar emlitettiik, az amdéba az egyik legismertebb és leg-
népszeribb hipergraf jaték, melyben alkalmazott Gtletek és stratégiak jo néhany
matematikust vezettek mély eredményre a kombinatorika valamely masik terii-
letén is. Definialjuk most a jatékhoz kapcsolodé hipergrafot egy altalanos k

természetes szamra!

2.17. Definicié. A k-améba (avagy k-in-a-row) hipergrifiin az aldbbi Hy hi-
pergrifot értjik: Hy csticsai o végtelen négyzetracs négyzetei, élei alatt pedig k
darab négyzetet értink, melyek egy sorban egymds utdn vizszintesen, figgdlege-

sen vagy dtlésan helyezkednek el.

A Hj, hipergrafon jatszott M-M vagy M-B jatékot nevezziik k-amdba jaték-
nak. Noha a két verzié nem feltétleniil adja ugyanazt az eredményt, matematikai
szempontbdl sokkal inkabb a Maker-Breaker verzié vizsgalhato, igy az értekezés
tovabbi részében azzal foglalkozunk.

Nyilvanvald, hogy a tokéletes stratégidkat tekintve, ha Makernek van nyerd
stratégidja egy adott Hy hipergrafon, akkor a k-ndl kisebb értékekre is nyeri a

jatékot. Hasonléan ha Breaker rendelkezik a ‘Hj hipergrafon nyerd stratégiaval,
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akkor minden k-nal nagyobb értékre is nyer. Igy abbol, hogy Maker nyeri a 4-
amd&bat, természetesen kovetkezik az 1-, 2- és 3-amdbak nyerése is. Hasonloan
a 8-amd&ba Breaker nyerésébdl is kovetkeznek a k > 8 esetek Breaker nyerései.

Igy csak a két kiiszob eredményt emlitjiik:

2.18. Tétel. Breoker nyeri a 8-amdéba jdatékot [17], mig Maker nyeri az 5-améba
Jjatékot a végtelen tablan [1].

Jegyezziik meg, hogy utébbi kezd& nyerése nem bizonyitott még a M-M ja-
tékra (noha tévesen elterjedt a bizonyitas megléte), ezt kizardlag a 15 x 15-Gs,
ill. & 19 x 19-es tablakon allithatjuk. A megleps tény oka a 2.3 abran illusztralt
Eztra set paradoz-nak nevezett jelenség, mely szerint Gjabb nyeréhalmazok veé-
tele elronthatja a kezdd nyerési stratégidjat a M-M esetben. Noha altaldban a
tapasztalatok szerint mégis a tabla novelése a kezdd jatékosnak kedvez.

A 2.3 dbran lathaté hipergrafon legyenek a nyerGhalmazok a nyolc négy
hosszii Gt, mely a fa gyOkerétdl a levelekig megy. Konnyen lathato, hogy a kezdd
nyeri a M-M jatékot. Azonban ha a nyerd halmazok kozé az eddigieken feliil
bevessziik a bekarikdzott harom hosszt halmazt is, akkor a jatékra mar létezik

a masodik jatékosnak dontetlen stratégiaja.

extra set

2.3. abra. Az extra set paradox

A 6- és 7T-amdbba esetei nyitott kérdések mind a M-M, mind a M-B esetben.

2.19. Sejtés. Breaker nyeri a 6- ill. 7-amdbat.

A tétel bizonyitdsdhoz el6szor ismerjiink meg néhany modszert, mellyel vizs-

galhatunk hasonlé kérdéseket.
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2.2. Stratégiak

A jatékelmélet {6 kérdései a lehetséges stratégidkra vonatkoznak, pontosab-
ban arra, hogy melyik jatékosnak van nyerd ill. dontetlen stratégidja egy adott
jatékban. De mik is ezek a stratégidk? Ahogy kordbban a jatékfaknal mar emli-
tettiik, a stratégia egy fiiggvény, amely minden lehetséges dllapotra elére meg-
mondja az adott jatékos kovetkezd lépését. (A valésagban azonban ritka, hogy
a jatékosok ilyen stratégiaval rendelkezzenek, mivel egy konkrét jatszma meg-
nyeréséhez nem sziikséges megnyerni az dsszes lehetséges jatékot. Igy stratégiak
hijan a jatékosok leginkabb csak sokkal kevésbé megfoghato "taktikdkat" alkal-
maznak.)

Neumann Janos modelljében egy jaték elején a két jatékos csak egy-egy
lépést tesz, mely az alkalmazott stratégidjanak megvalasztasa. Ezen 1épés utan
vége is a jatéknak, hiszen a két jatékos stratégidja egyiitt meghatarozza az egész

jaték menetét, és igy a kimenetelét is.

2.20. Definici6. [{] Vegyiink egy hipergraf jétékot egy véges H = (V, ) hi-
pergrifon. Egy stratégia a kezdd (mdsodik) jdatékos szdmdra egy Str figguény,
melynek értelmezési tartomdnya V csdcshalmaz kildnbdzd elemeibdl dllé pdros
(pdratlan) hosszi részsorozat, az értékkészlete pedig V. Ha o kezdd jatékos 1é-
péseit az x1,x9, T3, ..., 6 masodik jatékosét pedig oz y1,y2,vs, ... sorozat jeldli,

akkor az i-edik lépés egyértelmien meghatdirozott o "multbol":
z; = Str(z1,y1,22,¥2, -, ¥i—1) € V\{Z1, 91,72, Y2, .., Yi—1},
ugyanigy a mdsodik jatékos szdmdra
Yo = Str(z1,y1, 22,92, -, Y1, Ti) € V\{Z1, 91,72, Y2, -+, Yi 1, T}

« %

A kezd§ jatékos egy nyerd vagy dOntetlen stratégiadjan azt értjik, hogy

xy = Str(),Vy1, zo = Str(z1,y1), Yy, 3 = Str(z1,y1, T2, y2), Yys3, ...

gyGzelmet (vagy dontetlent) eredményez a kezd jatékos szamara, mig hasonléan

a masodik jatékos esetén

Vi, y1 = Str(zy), Voo, yo = Str(z,y1.22), Vs, ...
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gyGzelmet (dontetlent) ad a masodik jatékos szamara.
Egy stratégia optimalis, ha vagy nyerd stratégia, vagy ha ilyen nem létezik,

akkor dontetlen stratégia.

2.2.1. Parositasok

Parositasokrol valoszintleg legtobbeknek a Stabil parositasi avagy Stabil hd-
za88dg probléma jut eszébe, melyben adott n férfi és n né és mindegyikiik rendel-
kezik egy rangsorral az ellentétes nem tagjaibol, mely az 6 preferencia listdja. A
feladat egy olyan n-elemii parositas megadasa, amely stabil, vagyis nem létezik
olyan, a parositason kiviili par, akik kolesonosen jobban preferaljak egymaést a
jelenlegi parjukhoz képest.

Gale és Shapley belattik, hogy a stabil hazassag problémanak mindig van
megoldasa. Az eredményt egy moho algoritmus bizonyitja [37]. Az elsg lépés-
ben minden férfi ajanlatot tesz a kedvencének. Minden né a legjobb ajanlatot
fogadja el, de ez csak annyit jelent, hogy varolistara teszi a kérét. A masodik
lépésben az elutasitott kérsk Gjra ajanlatot tesznek, ezuttal a listadjukon méaso-
dik kedvenc holgynek. A ndk ismét a pillanatnyilag legjobb ajanlatot fogadjak
el, esetlegesen lecserélve a varakozé listan 1évé férfit. Az algoritmus hasonléan
folytatodik, az eléz6 kdrben elutasitott (vagy listardl lekeriilt) férfiak a soron
kovetkezd jelolttel probalkoznak, mig a nék a lehetd legjobb jeldltet tartjak meg.
Az algoritmus legfeljebb n? —2n + 2 1épésében minden nd kapott mar ajanlatot,
igy véglegesitjik a parokat.

Az algoritmus stabil parositast ad, azonban érdekesség, hogy belathato, hogy
aférfiak szamara a lehetd legjobb part adja, mig a néknek a lehetd legrosszabbat.
Nem véletlen, hogy amikor az 1940-es években az amerikai kérhazak egy id6
utan ezzel az algoritmussal prébaltik megoldani az orvoshidnyt és fiatal, éppen
végzett orvosokat elcsabitani, megtartottak maguknak a "férfi szerepet”, vagyis
a jogot a valasztasra, természetesen (és tévesen) hangoztatva, hogy ezzel az
orvosok is j6l fognak jarni.

Bar a probléma nem két&dik szorosan az értekezés témajahoz, a parosita-
sok megjelenése mellett az alabbi két tanulsag [37] is motivalta a dolgozatba

keriilését.
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¢ Minden problémanal érdemes meggondolni a nyilvanvalénak ting (vagy
annak beallitott) allitasokat, ahogy azt Gale és Shapley tették (és a fiatal

orvosok nem).

o Masrészt a modell azt sugallja, hogy ahhoz, hogy a mi preferencia listank
érvényesiiljon (pl. munkahely vagy par valasztasanal), érdemes elébe men-
ni az eseményeknek és kishittiség nélkiil megprobalni a legjobbnak ting

megoldasokat a "siilt galambra varas" helyett.

A pérositasi stratégia a poziciés jatékok esetében az egyik leggyakrabban
alkalmazott és legeredményesebb stratégia, ahogy a kovetkezs fejezetben latni
fogjuk. Itt jegyezziink meg annyit, hogy a parositdsok a 9-amoéba Breaker nyeré-
se mellett szamos mas hipergraf jatékban bizonyultak eredményes modszernek.
Altalanos menete roviden, hogy Breaker elére beparositja a tabla elemeit, és
amennyiben Maker valaszt egy elemet, Breaker 1épésében annak a parjat va-

lasztja.

2.2.2. Résztablak

A résztablakra bontas stratégidjat szintén Breaker alkalmazhatja. ElGzete-
sen felbontja a végtelen négyzetracsot kisebb résztablakra, melyeken 4j nyerd-
halmazokat definial. Breaker egy 1épésben mindig azon a tablan 1ép, amelyiken
Maker is lépett az utolsd lépésében. Ha Breakernek sikeriil megakadalyoznia,
hogy Maker megszerezzen akér csak egy nyerGhalmazt valamelyik résztablan,
akkor a végtelen tablan is nyeri a jatékot.

Erre a modszerre adott eldszor példat C. Shannon és H. Pollak 1954-es ered-
ménye [6] a 9-améba esetén, majd A. Brouwer a T.G.L. Zetters alnév mogé
btjva 1980-ban a 8-amdba esetére [17], melyekre Breaker rendre H-alaka hep-
tominékat ill. 3 x 4-es paralelogrammakat hasznal a kdvetkezdképpen:

Az abra baloldalan lathatd, hogy ha felosztjuk a sikot a H-alakt hetesekre,
és Maker egyik hetesben sem tudja megszerezni a négy db, 2.4 abran vonallal
jelzett nyerShalmaz egyikét sem, akkor az egész tablan sem szerezhet meg egy
9-hosszi nyerShalmazt sem.

Hasonléan, az abra jobb oldalan lathato paralelogramma alaka résztablak-

kal Breaker megakadalyozhatja, hogy Maker elérjen egy 8-hosszt nyeréhalmazt.
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2.4. dbra. Résztablakra bontas

Egy ilyen paralelogramman az Gjonnan definialt kisebb nyerd halmazok a hirom
vizszintes négyes, a négy atlos harmas és a két, vékony vonallal jelolt fiiggsle-
ges kettes. Egymas mellé téve a paralelogrammaékat kdnnyen ellenérizhetd, hogy
a végtelen négyzetracson vett Osszes 8-hosszti nyerdhalmaz tartalmaz legalabb
egy, paralelogrammaban talalhato teljes nyer6halmazt. Egy ilyen paralelogram-

maban a nyerd stratégia létezése konnyen belathato.

Jegyezzitk meg, hogy A. E. Brouwer 1980-ban még nem a sajat neve alatt
publikalta a 8-amdba dontetlen (avagy Breaker-nyerd) stratégiajat, elképzelhe-
t6, hogy rangon alulinak taldlta, hogy sajat nevét adja hozza. Eredményének
jelentGségét azonban mutatja, hogy bar valészintleg létezik dontetlen stratégia
a 7T-amobakra is (akar résztablakra bontassal), 1980 6ta mind a mai napig nem

sikeriilt ezt megtalalni.

Az utolsé részben még beszéliink a résztablakra bontésrol részletesebben is.

2.2.3. Esetvizsgalat

A legegyszeribbnek gondolt médszer az, ha végignézziik egy jaték Osszes le-
hetséges kimenetelét és ez alapjan mondjuk meg az optimalis stratégiat. Azon-
ban mar egy néhany tiz mezdn jatszott jatékra is ez a mai szamitasi kapacitasok
ismeretében altalaban teljesen reménytelen.

Ha vesziink egy hipergraf jatékot a H = (V, E) hipergrafon, és |[V| = N,
akkor a lehetséges végig jatszott jatszmak szama N!. Ha a részjatszmakat is

szamoljuk, akkor a kovetkez6t kapjuk:

N+ NN —1)+ N(N = 1)(N =2) f ... + NI = |eN1].
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A lehetséges poziciok szama nyilvanvaléan kevesebb,

5 () ()

m=0
amely raadasul feliilrgl becsiilhets 3% -nel, ami a 3-szinezések szama (X, 0,7),
ahol "7" a még ki nem toltott mezdket jeloli. A poziciok kozotti kapesolatok
leirasaval egylitt azonban ez a szam sem kecsegtet tal sok reménnyel a nyer6
stratégiak keresésekor.

Vizsgaljuk meg a kordbban emlitett jatékfa méretét is, amely egy cimké-
zett irdnyitott gyOkeres fa. A csticsok a részjatszmak, a gyokér a kezdd pozicio,
a levelek a végallapotok, mig az irdnyitott gyokér-levél utak a konkrét jatsz-
mak, melyekbdl N1 van. A cimkék (I, II, D) jelolik, hogy egy adott pozicié
melyik jatékos szamara nyerd (vagy dontetlen). A jaték kimenetelének megha-
tarozasa a levelekt6l valo visszafele cimkézéssel torténik, a jaték kimenetelének
eldontéséhez a gyokér cimkéjét kell meghatarozni.

Pozicié-grafon egy cimkézett gyGkeres irdnyitott grafot értiink, melynek
csticsal a poziciok, a gyokér a kezdd pozicid, az iranyitott élek pedig egy adott
poziciobol a kovetkezd 1épésben elérhets pozicidkba mutatnak. A cimkék és a
jaték kimenetelének elddntése az el6bbihez hasonlé.

A lehetséges stratégiak szama még az el6zbeknél is sokkal t&bb, ugyanis
pl. a masodik jatékos szamdra mér az elss jatékos els6 lépése utan (N — 1)V

N(N-2)

lehetdség van, majd (N — 3) és igy tovabb, Osszesen

NlogN/2+0O(N)
66

(N _ I)N(N _ 3)N(N72)(N _ 5)N(N72)(N74)m _

lehetséges stratégia, ami a cstcsok szamdanak duplan exponencialis fliggvénye.
A Tic-Tac-Toe-ra felirva ezeket a szamokat kapjuk, hogy 9! a2 3.6 - 10° le-
hetséges jatszma, e - 9! ~ 10° lehetséges részjatszma létezik.

A lehetséges poziciok szama

Z <9> (Lz’/ZéJ) ~T10%

és végiil a lehetséges stratégidk szama

QY. 0T . 4975 L 99-T-53 1500
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Habar ezekkel a szamokkal taldn mindenkit sikeriilt elriasztanunk mar egy
kozepesen nagy jaték esetén is az esetvizsgalat alapt optimélis stratégia kere-
séstol, ahogy korabban emlitettiik, az 5-amdba esetén pl. okos megfontolasokkal
és kivalo programozassal Allisnek és tarsainak sikeriilt bebizonyitania, hogy a
kezd6 nyeri a M-M jatékot a 15 x 15-0s és 19 x 19-es tablakon, melybdl ugyan
nem kovetkezik végtelen tablan jatszott jatékban a kezdd nyerése, de a M-B

esetben Maker nyerése igen. Tovabbi részletek a [1] cikkben talalhatok.

2.2.4. Erdés-Selfridge

A stlyfiiggvények a matematika legtobb dgaban jelentds szerepet jatszanak,
a kombinatorikiban és a jatékelméletben pedig alapvetSt. Az inkdbb meglepd,
hogy viszonylag késén jelentek meg pozicios jatékokban. Az attorést Erdds Pal

és John Selfridge 1973-as eredménye, lasd [16], hozta.

2.21. Tétel (Erdds-Selfridge). Ha o H = (V, ) hipergrif jaték Maker-Breaker
vdltozataban Maker kezd és

S o,

AEE

akkor Breaker nyer.

A bizonyitas megtalalhato tobbek kozott (magyar nyelven is) a [37] jegyzet-

ben. A tétel alabbi élesitése is kimondhat6:

2.22. Tétel. Tegyik fel, hogy eqy H = (V, E) n-uniform hipergrdf jiték Maker-

Breaker vdltozatdban Maker kezd és
|E| + MaxDeg(H) < 27,
ahol MaxDeg(H) o hipergrdaf mazimdlis fokszdmdt jeléli. Ekkor Breaker nyer.

Ha egy hipergraf megfelel a feltételnek, akkor a Breaker nyers stratégiat egy
moho algoritmus adja. A megfelelden valasztott sulyfiiggvény alapjan Breaker
mindig azt a mezdt valasztja, amelyik a legnagyobb cstkkenést okozza a stlyok
Osszegében. Mivel a stulyfiiggvények Gsszege kezdetben is egynél kisebb és a jaték
sordn minden lépésben cstkken, igy a jaték végére sem érheti el az 1-et, ami

pedig Maker nyerési feltétele volna, tehat Maker nem nyerheti meg a jatékot.
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Ezen eredmények 6ta a parositasok mellett a sulyfliggvények modszere a
masik leggyakrabban hasznalt technika. Hogy melyik a hatékonyabb? Jaték-
fiiggd, az altalunk leginkdbb vizsgalt k-amdéba jaték esetén a pérositisok a 9-,
mig a stlyfiiggvények a 13-amdéba Breaker nyerését mutatjak meg, itt tehat a
parositasok teljesitenek jobban. Ugyanez azonban nem mondhato el a késGbb
bevezetends k? toruszjatékokra, ahol az E-S tétel mar k = 5-re, mig a parosita-
sok csak k — 8-ra garantalnak Breaker nyerést. Osszességében elmondhaté, hogy
a stulyfliggvények a kisebb, de stirtibb, mig a parositasok a nagyobb, de ritkabb
hipergrafokon teljesitenek jobban. Rengeteg mi sziiletett a stlyfiiggvényekrdl,
ezért jelen irasban — mivel a mi {6 témank a parositasok és altalanositasaik —
nem foglalkozunk sokkal részletesebben veliik.

INusztracioként szerepeljen azért még két példa is a hasznédlatukra, mind-

ketts a k-améba dontetlen stratégidjat adja kiilonbozé & értékekre.
2.23. Példa. A f0-amdba jaték Breaker nyerd.

Bizonyitas. Osszuk fel a sikot n x n-es négyzetekre, ahol n-t késGbb hatarozzuk
meg. Ha Maker az egyik négyzetbe tesz, Breaker is ott valaszol. Minden n-hosszt

nyeréhalmaz metsz legalabb egy n X n-es négyzetet egy > n/3 hosszt részben.

\%
=

2.5. abra. ErdGs-Selfridge tétel alkalmazasa a 40-amdbara [4]

Az Erdos-Selfridge tételt alkalmazva kapjuk, hogy 4n? < 2/7/31=1 mivel
4n? nyeréhalmaz van egy tablan, a baloldalon szereplé maximalis fokszamot,
ami négy, elhanyagoltuk. Az egyenlGtlenség n > 40-re teljesiil, igy a bizonyitas

teljes. [ |

2.24. Példa. A 13-amdba jaték Breaker nyerd.
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Bizonyitas. Ezuattal a tétel egy nem uniform verziéjat alkalmazzuk: Ha

Z 914 Jranga‘)} Z 2714l < 1,

AcE AcFE:xzcA
akkor Breaker blokkolni tud minden A € F nyerchalmazt.
Osszuk fel ismét a sikot, eztttal 9 x 9-es négyzetekre. Ismét, ha Maker az
egyik négyzetbe rak, Breaker is ugyanoda tesz a kovetkezd 1épésében. Minden
13-hosszt nyer6halmaz a kovetkezs kisebb nyerdhalmazok valamelyikében metsz

egy 9 X 9-es négyzetet (a masik atlos és a fliggdleges halmazokra hasonloan):

2.6. abra. ErdGs-Selfridge tétel alkalmazasa a 13-amdbara [4]

44 db 7-hossz, 12 db 6-hossz és nyolc 5-hosszt nyerdhalmazunk lett, igy

44 12 8 25
Q¥ =t mtE =g

6 5
ey 2 2 32
valamint
3 TWS%+é:i
AcE:xc A 2 32

Mivel % = % < 1, készen vagyunk. |
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Az el6bbi négy modszer rovid emlitése utan térjlink ra részletesen is a paro-

sitasokra, mely a tovabbiakban az értekezés {6 témaja.



3. fejezet

Parositasok

"Ismétlés a nyerés atyjo" avagy

"tikrém, tikrém, mondd meg nékem..."

Tekintsiik a kovetkezd jatékot. Egy véges méretii kor alakt asztalra felvéiltva
rak egyforma érméket két jatékos gy, hogy az érmék nem loghatnak egymasra
és nem eshetnek le. Az veszit, aki mar nem tud rakni. Ekkor a kezdd a kivetkezd
stratégiat jatszhatja: Els6ként az asztal kdzepére tesz, majd a masodik jatékos
altal lerakott érme kozéppontra vonatkozo tiikorképére teszi a kovetkezd érmé-
jet. A jaték biztosan véget ér, mert az asztal betelik. A masodik jatékos veszit,
hiszen lehetetlen, hogy 1épése utan az els6 jatékos mar ne tudjon rakni, hiszen ha
egy mez6 szabad volt, akkor a tiikdrképe is az kell, hogy legyen. Itt tehat az els6
jatékos egy parositasi stratégiat alkalmazott. Hipergraf jatékokban is gyakran
alkalmazhatunk parositasokat, f6ként Breaker nyerd stratégidk megmutatasara.

Hasonlo példa a hipergraf jatékok kozil a tetszéleges Hales-Jewett H.J(n, d)
jaték forditott valtozata. Mivel a tabla kbzéppontosan szimmetrikus, paros eset-
ben a masodik jatékos tiikkrozheti a kezdd 1épéseit, igy biztosan nem fogja elGszor
elérni a szamara vesztést jelentd "nyerd" halmazok egyikét. Paratlan esetben a
kezdd jatékos a kozépsd mezd azonnali elfoglalasiaval ugyanigy tiikrozheti a méa-
sodik jatékos lépéseit, {gy biztosan nem foglalja el el6bb egyik "nyerd" halmazt
sem.

Egy péarositas altaldban is azt jelenti, hogy lehetséges lépéseket parokba
allithatjuk. Ha az egyik jatékos lép egyet, a masik jatékos annak parjat lépi.

22
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Egy Breaker altal alkalmazott nyer§ parositasi stratégia a k-amdéba jatékban
a tabla mezdinek egy parositisa Ggy, hogy minden nyer6 halmaz tartalmazzon
legalabb egy part. Ezt a parositasi stratégiat alkalmazva Breaker legalabb egy
mezdt megszerez minden nyer§ halmazbol és ezaltal megnyeri a jatékot. Ha
létezik nyer6 parositasi stratégidja Breakernek, a hozza tartozé parositast jo
pdrositdsnek fogjuk nevezni az adott jatékra (vagy a hozza tartozé hipergrafra).

A parositasok a széleskord alkalmazhatosag mellett roppant nagy erdvel is
rendelkeznek. TGbb jaték esetén is latni fogjuk (ahogy a fenti feladatban is),
hogy a parositasoknal bizonyos esetekben nincs is hatékonyabb mdédszer. Ugyan-
akkor a legtobb esetben konnyen interpretalhato, szamolhatéd konstruktiv meg-
oldasokat ad. Nézziik is a parositasok és hozzd kapcsolédo fogalmak pontos

definiciojat!

3.1. Definici6. Adoit eqy H = (V, E) hipergrdf, ahol V. = V(H) és E =
E(MH) CP(H)={S:5 CV} rendre a csicsok és élek. Egy X CV csieshalmaz
diszjunkt reprezentans rendszer (SDR), ha |X| = |E| és létezik eqy ¢ : X — F

bijekcid gy, hogy minden © € X esetén x € ¢(x).

3.2, Tétel (Konig D.-Ph. Hall). A véges H hipergrifnak pontosan akkor lé-

tezik diszjunkt reprezentdns rendszere, ha minden G C E esetén |Uycg Al > |G].

Ez a tétel sajnos csak véges hipergrafokra alkalmazhaté. A kevésbé ismert
Marshall Hall Jr. tétele azonban altalanosabb esetben is miikodik, ugyanis csak
lokalis végességet kovetel meg, vagyis akar végtelen sok él is lehet a hipergrafban,

ha minden cstcs foka véges (vagyis egy cstics csak véges sok élben szerepel).

3.3. Tétel (M. Hall). [22] A lokdlisan véges H hipergrifnak pontosan akkor
létezik diszjunkt reprezentdns rendszere, ha minden G C F esetén

|Uaeg Al 2 |G|

Igy mar kimondhatjuk a Hales és Jewett altal 1963-ban a parositasok léte-

zésére kimondott elegendGségi tételt (annak erdsitett valtozatat):

3.4. Tétel (Hales-Jewett). [21] DBreaker nyeri o Maker-Breaker jatékot a
(lokdlisan) véges H hipergrifon, ha minden G C F esetén | Uacg A| > 2|G|.
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A bizonyitas magjat a kettds diszjunkt reprezentans rendszer adja: Amennyi-
ben létezik két kiilonbozd SDR, X és Y, a H hipergrafon rendre a ¢ és ¢ bijek-
ciokkal tigy, hogy X NY =, akkor a p: X — Y, p = ¢ ¢ szintén bijekcio.

3.5. Definicié. Adott egy (lokdlisan véges) H = (V, E) hipergrdf az elébbiek
szerint. A p: X =Y bijekeiot, ahol X, Y C V(H) és X NY =0 pdrositisnak

nevezzik o H hipergrifon.

3.6. Definici6. Egy (z, p(z)) pdr blokkol eqy A € E(H) élt, ha A a pdr mind-
két elemét tartalmazza. Ha o p pdrositds parjai blokkoljak o hipergraf dsszes élét,

azt mondjuk, hogy p eqy j6 pdrositds o H hipergrifon.

A parositasok igy egy lehetséges Breaker nyerd stratégiat adhatnak a hi-
pergraf jatékokon. A p jé péarositds a ‘H hipergrafon a kovetkezsképpen alkal-
mazhato nyerd stratégiaként Breaker szamaéara: Kovetve a p-beli parokat a M-B
jatékban, minden Maker altal valasztott © € X UY elem utan Breaker p(z)-et,
x parjat valasztja, vagy z € Y esetén forditva (ha = ¢ X UY, akkor Breaker
tetszéleges cstcsot valaszthat). Igy Breaker blokkolja az 6sszes élt és nyeri a
jatékot.

Jegyezzitk meg, hogy a 3.4 tétel feltétele szitkséges, ha a ‘H hipergraf majd-
nem diszjunkt (vagyis két kiiléubozs élének legfeljebb egy kozos csticsa van). A
majdnem diszjunkt esetben a feltétel (vagyis a parositas léte ezen feltétel ellen-
érzésével) polinom idében ellenérizhets. Altalaban véve azonban a parositasok

letezésének kérdése sokkal nehezebb probléma.

3.7. Tétel. [13] Altaldban eqy H hipergrafrol eldonteni, hogy létezik-e Breaker-

nyerd pdrositdsa, egy NP-teljes probléma.

Az NP-teljesség mar olyan hipergrafokra is fennallhat, melyre |A| < 6 min-
den A € F-re. Hegyhati és Tuza {26] eredménye alapjan viszont az |A| < 3
esetben a parositas léte mar polinom idGben is meghatarozhat6. Az |A| < 4 és
|A| <5 esetek a mai napig nyitott problémak.

A kovetkezs részben attekintjiik, hogy a parositasok milyen eredményeket
adnak az amdéba tipusi jatékokra. Tekintsiik tehat a Hjy hipergrafot, melynek
csticsal a végtelen négyzetracs mezdi, élei pedig a k-hosszt egymast kivets mezsi

egy sorban.
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3.1. Améba eredmények

A péarositasokat jol illusztralhatjuk a kiillonbozd méreti és tipust amdbakkal,

melyek a tovabbiakban kutatésaink targyat képezik.

3.1.1. 12-amdéba

3.8. Tétel. Breokernek létezik nyerd pdrositdsi stratégidje o 12-amdbdra.

=/ /[ \7
-
A
L\ /0 =\

3.1. abra. Parositas a 12-amdbara [4]

A bizonyitas lényege, hogy 4 x 4-es négyzetekre osztja a végtelen sikot és min-
den mez6hoz egy part rendel, a szomszédos 4 x 4-es négyzet ugyanazon helyen
lévé mezdjét, a 3.1 abran lathaté modon. Igy Maker legfeljebb 11 szomszédos

mez6t tud elfoglalni, 12-6t sosem.

3.1.2. 9-améba

Szamunkra legfontosabb eredmény a fejezetben, melyet a késobbi fejezetek-

ben tovabbgondolunk, hogy Breaker parositassal nyeri a 9-améba jatékot.
3.9. Tétel. [21] Breakernek létezik nyerd pdrositdsi stratégidje o 9-amdbirae.

Bizonyitas. A 3.2 abra egy kiterjesztése a 8 x 8 torusznak (bekeretezve), ahol
a parok minden egyenesen 8-periodicitéssal rendelkeznek. Konnyen ellenérizhet-
jik, hogy minden 9 hosszt nyer6halmazban pontosan egy par talalhat6, melyek

ezaltal blokkoljdk a 9-amdébat. |
Egy parositds dominé parositas a négyzetracson, ha minden péar csak
szomszédos mezdket tartalmaz (vizszintesen, fiiggblegesen vagy atlosan). Az

ilyen parokat domindknak nevezziik.



26 3.1. AMOBA EREDMENYEK

|
)
| :

K

I N NE S B

%
il
K

K
T

T
><
T
><

1
K

3.2. dbra. Hales-Jewett parositas a 9-amébéara

X
LN N2
X

Jegyezziik meg, hogy a 3.2 dbran lathaté Hales-Jewett parosités egy domind
péarositéas.

A kovetkezd allitas [13] megmutatja, hogy nem létezhet jo parositas a k-
amdba hipergréafjara, ha k£ < 9.

Egy H hipergrafra legyen do(H) (roviden ds) az a szam, ahany élt legfeljebb
blokkolhat egy két csticsboél a1l par, vagyis do a maximalis kozos fok (co-degree).

Ezt az értéket szemléletesen nevezhetjiik a par blokkolasi erejének is.

3.10. Allitas. [13] Ha létezik egy p j6 pdrositis a H = (V, E) hipergrdfra, akkor
d2|X|/2 > |G| egyenlitlenségnek teljesiilnie kell minden X C V esetben, ahol
G={A: A€ E,ACX}.

Bizonyitas. Az X részhalmazra mint résztabla fogunk utalni. G éleit csak X-
beli parokkal blokkolhatjuk. Legfeljebb | X|/2 ilyen par van p-ban az | X | méretd
résztablan. Mivel egy par legfeljebb da élt blokkol, | X|/2 par legfeljebb da| X |/2

élt. Tehat ha ennél tobb él van a résztablan, nem létezhet j6 péarositas. |

A 3.10 allitas segitségével megkapjuk, hogy nincs jo parositas Hy-ra, ha
k < 9. A Hj hipergrafban dy = k — 1, vagyis egy par legfeljebb k& — 1 élt
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blokkolhat. Ennyit is csak abban az esetben, ha a par dominé. Ha X egy n x n
résztabla egy elég nagy n-re, akkor |G| = 4n® + O(n) mivel minden négyzetbdl
négy él kezdédik (egy vizszintes, egy fliggtleges és két atlos, kivéve a hatarokat).
A 3.10 allitasbol kapjuk, hogy (k—1)n?/2 > 4n? +O(n); vagyis k > 9+0(1/n).
Ahol az O(n) tag is pontosan kiszamolhaté: O(n) = —48n + 128.

John Selfridge meg is adott egy jo, és rendkiviil szép szimmetridkkal rendel-
kez$ Hales-Jewett parositast & = 9-re, ahogy [6]-ben vagy a 3.2 4dbran lathat-
juk. Azonban az irodalomban sehol nem talaltunk nyomot sem arrél, hogy ez az
egyediili lehetséges j6 parositas, sem egyéb lehetséges jé parositasok létezésérdl.
Amennyiben vannak még ilyenek, azok vajon ugyanilyen szép szimmetrikusak,
vagy teljesen szabdlytalan péarositasok is lehetségesek? Ezeket a kérdéseket egy
teljes fejezeten 4t fogjuk taglalni, és még a 9-amdéba parositisainak torténetét
is lekerekitjiik, mely a disszertacio egyik {6 eredményének is tekinthetd.

Miel6tt tovabbmennénk, vizsgaljuk meg, hogy ha az eredeti amdéba jaték-
bol elvesziink egy-két-harom irdnyt, vagyis kevesebb irdnyt nyeréhalmazokat

engediink meg, akkor milyen eredményeket kapunk.

3.2. Harom irany, hatszogracs

Ha elhagyjuk az egyik atlés irdnyt és csak harom irdnyban engediink meg
nyeréhalmazokat (vizszintes, fliggSleges és az egyik atlo; koordinatakkal (1,0),
(0,1) és (1,1)), akkor a hatszograccsal ekvivalens hipergrafot kapunk. Definialjuk

ezt a hipergrafot elGszor.

3.11. Definici6é. A hdrom irdnyi k-amdéba hipergrdfjin az alabbi hy hipergrad-
fot értjik: hy csicsai a végtelen négyzetrdacs négyzetei, élei alatt pedig k darab
négyzetet értink, melyek egy sorban egymds utdn vizszintesen, figgdlegesen vagy
eqyik irdnyban dtlésan (tehdt az (1,0), (0,1) és (1,1) irdnyvektorok mentén) he-
lyezkednek el.

Vizsgaljuk meg a kiilonbozs k értékeket.
Ha k < 4, Maker itt is nyer. Ha k > 7, Breaker nyer pérositassal. Az 5 és 6

eset maig megoldatlan problémak [7, 28].
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3.12. Sejtés. Breaker nyeri a négyzetricson jdtszott hdrom irdnyd (vizszintes,
figgdleges, egyik dtlés) és igy a vele ekvivalens, a hatszdgrdecson jdtszott 5- ill.

6-amdbat.

A 3.10 4llitasbol kapjuk, hogy (k — 1)n?/2 > 3n” + O(n); vagyis most
k > 74 O(1/n), mely azt jelenti, hogy 7-nél kisebb nyeréhalmazok esetén biz-
tosan nincs jo parositas a harom irdnya verziéban.

k = 7-re viszont van, ahogy a 3.3 dbran lathato.
3.13. Tétel. Létezik j6 pdrositds hy-re.

Az abra segitségével magunk is ellendrizhetjiik, hogy a négyzetracsos sik
a fenti harom iranyt nyeréhalmazokkal ekvivalens a hatszograccsal. Erdekes
kérdés lehet, hogy vajon van-e masik, az dbran lathatoval nem ekvivalens jo
parositas is? Erre a kérdésre Mezei [33] ad is egy valaszt, egy a fentitdl kiilonbozs
példaval. Hogy Osszesen hany ilyen j6 parositas létezik azonban még nyitott

kérdés volt vizsgalataink el6tt.

3.3. abra. Jo parositas a 7-amdébéra

3.3. Egy és két iranyban

Ha csak a fiiggSleges és vizszintes irdnyokat nézziik, akkor nincsen tobb
nyitott kérdés. Maker nyeri a jatékot, ha k < 4, Breaker nyer parositassal, ha

k > 5. Egy iranyban ez a kiiszob a 2 és 3 értékek kozott jelenik meg.
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3.14. Definicié. A két irdnyd k-amdba hipergrdfidt Pr-val, az egy irdnyd jd-
tékét pedig Ey-val jeloljik. Elébbinél az (1,0) és (0.1), utdbbindl csak az (1,0)

irdnyvektorok menti k-asokat tekintjik nyerdhalmazoknak.

3.15. Tétel. Létezik jo pdrositds Ps-re. Mégpedig pontosan két killonbizg.

Bizonyitas. A 3.4 abra adja a két megoldast. Csernenszky és tarsai [13]-
ben a Snaky (Id. 3.6 dbra) lehetséges parositasainak vizsgalata soran mellékes

eredményként megmutattik, hogy egyéb jo parositis nem létezik. |

3.4. abra. A két lehetséges j6 parositas az 3-amébara

3.16. Megjegyzés. A fenti [13] eredményben o szerzok azt mutatjik meg, hogy
ha létezik a Snaky poliomindra jo pdrositds, akkor az Ps-re is jo pdrositdst ad.
A DPs-nek azonban csak a fenti két jo pdrositdsa létezik, melyek egyike sem jo a

Snakyra, igy Snakyre biztosan nem létezhet jo pdrositds.

3.17. Tétel. Létezik egyetlen jo pdrositds Es-ra.

3.5. abra. A j6 parositas az egy irdnyt 3-amobara
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3.4. Harary allatok

Frank Harary [24] vezette be a Harary-poliomind vagy Harary-dllat, eset-
leg Animal Tic-Tac-Toe-nak is nevezett jatékokat. Adva van egy oldalszomszé-
dos négyzetekbdl allo alakzat, melyet (vagy izomorf képét) az amdéba jatékhoz
hasonléan Maker-Breaker verziéban jatszva Maker szeretne elérni a végtelen
négyzetracsos sikon. A jatékoknal a vizsgalt kérdés, hogy egy adott alakzatot
meg tud-e szerezni Maker — ezeket hivjuk Winner poliominéknak — vagy meg
tudja-e akadalyozni ezt Breaker — Loser poliomindk.

P1 P2 P3 EL KNOBBY ELLY TIPPY FATTY

WINNERS o

LOSER ~

3.6. abra. A 6-nal nem nagyobb méretii lehetséges Harary-poliominok

Természetesen, ha egy poliominé Loser, akkor barmely négyzetekkel vald
bévitése szintén Loser poliominét eredményez. Igy a legkisebb meéretti Loser
poliominékat, azokat amelyek tehat nem tartalmaznak kisebb Loser alakzatot,
megkiilonboztetjiik és Alap Losernek nevezziikk. Ha egy poliominé Winner,
akkor annak barmely rész poliomindja is Winner.

Az egy, kett6 és harom méretd poliominék mindannyian a Winner osztalyba
tartoznak. Jegyezziik meg, hogy az egy, kett§ és harom egymaés melletti négy-
zetet tartalmazé poliominé jatékok azonosak az atlok nélkiili 1-, 2- és 3-améba
jatékokkal.

A négy méretii alakzatokbol 6t6t killdnboztethetiink meg, Skinny ( Py), Tippy,
Elly, Knobby és Fatty; melyek koziil csak utébbi Loser, a masik négy Winner.
A Fattyt megakadilyozd Breaker-stratégia egy pérositasi stratégia.

Az 6t méretii alakzatokbol 12 féle van, melyek kézott kilenc Loser és hdrom
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Winner taldlhaté. A hat méretd Harary-allatokbol 35 kiilonbo6z8 van, am négy
kivételével mind tartalmazza a kilenc korabbi Alap Loser poliominét. A négy
alakzatbo6l harom bizonyitottan Loser, az egyetlen, Snaky-nek nevezett allat-
ka a mai napig eldontetlen kérdés. A 107 darab hét méretd allat mindegyike
tartalmazza az eddigi 12 Alap Loser egyikét, igy a Harary-illatok kérében a
Snaky-t kivéve minden allatrol tudjuk, hogy a Winner vagy a Loser kategériaba
tartozik-e.

A 3.6 abran dbrazoltuk az Gsszes hatnél nem nagyobb méretti Winner (z61d)
és Alap Loser (fekete) alakzatot. A piros 5-6s Loser, de nem Alap Loser; mig a

szlirke Snaky megoldatlan probléma.

3.18. Sejtés. Snoky Winner, vagyis Maker el tudja érni egy izomorf mdsdt a

négyzetrdacsos sikomn.

Erdekesség, hogy Sieben [41]-ben megmutatta, hogy a Snaky 41-dimenziéban
nyer6 polioming, majd késébb ezt 3 dimenziora is bebizonyitotték [23]. Jegyez-
zik meg tovabba, hogy az Osszes Loser poliominéra valé Breaker nyerés paro-
sitasokkal mutathaté meg. Ez a tény ismét a parositasok erejét és fontossagit
jelzi. A pérositasok koziil néhdnyat bemutatunk a 3.7 abran. Tovabbi részletek

Beck [4] konyvében talalhatok.

3.7. abra. Néhany jo parositas Harary-poliominok ellen

Tovabbi a Harary-allatokhoz hasonldéan bevezetett haromszog- és hatszogra-
cson vett alakzatokroél, valamint a fenti Winner poliominék nyerési stratégiair6l
Bode és Harborth [7] cikkében olvashatunk tobbet.

Ezen cikkbdl megtudhatjuk, hogy a hatszdgracs allatai kozil az 1 db egyes,
1 db kettes, 3 db harmas és 7 db négyes mindegyike Winner. Az 6t méretiiekbdl
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Osszesen 22 féle létezik, melyek koziil 18 Winner, 2 Loser és 2 eldontetlen van
(koztiik hs is). A hat méretd hatszog-poliominok kozott 5 ismert Alap Loser
talalhato, a tobbi eldontetlen. Mig a legnagyobb elddntetlen méretd poliominé
18 kis hatszoghbdl all (hat ilyen van koztiik). A legalabb 19 méretii poliominékrol
biztosan tudjuk, hogy mindegyik alakzat Loser. Nem Loser (tehat Winner vagy
eldontetlen) alakzatokbol pedig kevesebb, mint 14 000 példany létezhet.

A fejezetben lathattuk, hogy a parositasi stratégidknak is vannak korlatai,
hiszen vannak olyan Breaker nyerd hipergrafok, melyek parositasokkal nem blok-
kolhatok (pl. a Hy a k < 9). Azonban ha a parokat altalanositva, helyettiik
nagyobb alakzatokat veszilink és parositds helyett azokkal parkettazzuk ki a
négyzetracsos sikot, akkor nemcsak a Breaker nyerd egyéb hipergrafok, de a
Winner alakzatok sem jelentenek tobbé blokkolhatatlan problémat. Egy vég-
telen sakktabla szinezés példaul nemhogy Pj-et, de mar P»-t is blokkolja. De
nem sziikséges ekkorat ugranunk, a parositasok és szinezések kozti dtmenetben,
"hidon" is sok érdekes eredmény rejtozik. Természetesen ezek a modszerek mar
nem adnak nyers stratégiat Breakernek a M-B vagy C-P jatékok eredeti verzié-
jadban, azonban a felgyorsitott vagy elfogult esetekben kivaléan alkalmazhatok,

ahogy latni fogjuk a kivetkezs fejezetben, amely a [18] cikkiinkre tamaszkodik.



4. fejezet

Altalanositott parositasok

"Minden dltalanositas veszélyes. Még ez is."

(A. Dumas)

Képzeljlink el egy olyan jatékot, ahol a végtelen négyzetracsos sik fel van
osztva legfeljebb ¢ mezét tartalmazo siitikre, melyek tovabbi két (egyenld) rész-
re osztottak. Az épits jatékos egy tetszéleges siiti egyik felét sziirkére (X), mig
a masik részét fehérre (O) szinezheti. Milyen legkisebb ¢-re tudja az el6zetes fel-
osztast végzd masik jatékos legfeljebb ¢ mérettd siitikkel megakadélyozni, hogy
a tablan az épits jatékos elérhessen egy k db egymast kovetd (vizszintes, fiig-
glleges vagy atlos), csupa egyszind mez6t tartalmazo nyerShalmazt? A jatékot
természetesen tetszileges véges vagy végtelen hipergrafon is jatszhatjuk.

Ez a jaték altalanositisa a széles korben ismert hipergraf parositasoknak
és kettOszinezéseknek. ¢ = 2 esetben ugyanis a Maker-Breaker hipergraf jaték
egy Breaker altal alkalmazott parositasi stratégiajat kapjuk vissza. Itt a 2-siitik
pontosan a Maker-Breaker jatékban Breaker altal alkalmazott parok, melyek
egy elemet parositanak Gssze egy masik elemmel. Ezekbél 1épésenként az egyik
elemet valasztva, jo parositas esetén Maker soha nem tudja egy nyerShalmaz
Osszes elemét sem csak sajat szinével szinezni. Korabbi eredményekbél tudjuk,
hogy a k-in-a-row jaték esetén ez a feloszté (Breaker) jatékosnak csak k > 9-re
sikeriilhet.

A ¢ értéket a hipergraf cstcsszamara (négyzetracs esetén végtelenre) novel-

ve viszont az osztd jatékos felosztasa utan a teljes hipergraf egy kettGszinezését

33
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kapjuk vissza. Ekkor az épit6 jatékos egyetlen 1épésben valaszthatja a neki meg-
felel6bb szinosztalyt. Ha az osztd jatékos el tudta osztani a cstcsokat Ggy, hogy
az épit6é nem talalt egyetlen egyszind nyerShalmazt sem, akkor a hipergraf egy
j6 kettOszinezését kaptuk vissza. Ilyen szinezés jatékunkban méar k& > 3-ra is
letezik.

A tovabbiakban arra keressiik a valaszt, hogy ¢ milyen legkisebb értékeire
tudjuk ¢-siitikkel blokkolni a 4-, 5-, 6-, 7- és 8-amdba, valamint egyéb (pl. Harary-
animal) jatékok hipergrafjait.

Az eredmények alkalmazhatok felgyorsitott Chooser-Picker jatékokra is.

4.1. Hid a parositasok és a kettGszinezés kozott

Idézziik fel még egyszer a hipergraf parositisainak valamint kettGszinezése-
inek fogalmat: Adott egy H = (V, E) hipergraf a V = V(H) cstcshalmazzal
és ¥ = E(H) CP(H) ={5:5 C V} élhalmazzal. Egy p : X — Y bijekcio
parositas a H hipergrafon, ha X, Y C V(H) és X NY = 0. Az (=, p(z)) par
blokkolja az A € FE(H) élt, ha a par mindkét elemét tartalmazza az A éL
Ha a p parjai blokkoljak az 6sszes A € F(H) élt, azt mondjuk, hogy p egy jb
parositisa a H hipergrafnak.

Bizonyos szempontbél szorosan kapcesolodd masik alapvets fogalom a hiper-
grafok szinezése, ahol szinezés alatt mostantol csak a két szinnel vald szinezé-
seket értjiik: A H = (V, F) hipergraf szinezése a V csticshalmaznak egy par-
ticioja két diszjunkt szinosztalyba. Itt is hasonléan definidlhatunk blokkolast:
Egy szinezés blokkolja az A € F élt, ha mindkét szinosztalynak van nemiires
metszete az éllel. Egy szinezés jo szinezés, ha blokkolja az Gsszes A € F élt.

Vegylik észre, hogy a két fogalom kozott egy kozeli kapcesolat van, amely
fontos szamunkra és amelyet a 4.1 dbran is szemléltetiink.

Jegyezziik meg, hogy egy parositasbol 1étrehozhato szinezések egy egész csa-
ladja. Ugyanis ahelyett, hogy egy lépésben kiszineznénk o hipergraf dsszes elemét,
minden [épésben csak egy pdrt szinezink ki, oz eqyik elemét az eqyik szinnel, a
mdsikat o mdsikkal addig, amig az 6sszes elem szint nem kap (ahogy o 4.1 dbrdn
ldthatjuk). A kiilonbozs parok szinezése fliggetlen egymastol és a nem parositott

elemeket tetszdlegesen szinezhetjiik. Konnyen atgondolhaté, hogy ha a kezdeti
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4.1. dbra. Parositasok és szinezések

parositas jo parositas, akkor az igy kapott szinezés is jé szinezés lesz.

A masik oldalrél, ahelyett, hogy egy-egy elemet pdrositunk egymdssal, egy
szinezés felfoghatd o két csicshalmaz (két szinosztdly) pdrositdsaként.

Hasonloan a szinezésekhez, bevezethetiink egy 0j fogalmat, a t-siitiket (¢-
cakes), mely egyfajta hidat képez a parositasok és a szinezések kozott. Mig egy
szinezésnél az egész tabla egy szinezése adott, ellenkezd szinekkel szinezve a
két szinosztalyt, ebben az esetben "részenként szineziink", vagyis az "ellenkezd
szintség" kovetelménye csak a siitin beliilre vonatkozik. Egy siiti szinezése nem
fiigg a tobbi siiti szinezésétdl. A siitik felfoghatok paroknak is, ahol nem egy-
egy csticsot parositunk, hanem egy-egy csticshalmazt. A siiti (cake) elnevezést
az in. coke cutting problémdak elnevezése motivalta.

A kovetkezd részben precizen definialjuk a siitiket és megvizsgaljuk az alkal-

mazasait a felgyorsitott Chooser-Picker jatékokra.

4.1.1. Siitik és siiti-elhelyezések

4.1. Definici6. Nevezzik t-siitinek o H = (V, ) hipergrdf egy részhalmazdt,
ha az pontosan t csicsot tartalmaz, mely magdban foglalja a részhalmaz elemei-
nek egy p, q két részre osztdsdat is, aholt e Nt > 2 és1 <p,ge N<t,p+qg="+t.
A t-siitiket azonosithatjuk két része alapjdn is (p, q)-sutiknek. Egy siti kiegyen-

stlyozott, ha o két részben egyenld szdmi elem szerepel, vagyis p = q.

Végtelen hipergrafok esetén, pl. ahol a hipergraf csiicsai a végtelen négyzet-
racs, t végtelen nagy is lehet.

Jegyezziik meg tovabba, hogy ¢ = 2 esetén visszakapjuk a cstcsparokat,
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vagyis egy par tekinthets 2-siitinek vagy (1,1)-siitinek is. Mig a végtelen négy-

zetracs szinezése esetén egy darab oo-siitir6l beszélhetiink.

4.2. Definici6. Egy hipergrif t-siiti elhelyezésén (cake-placement), vagy
réviden t-elhelyezésén o sitik egy nem difedd elhelyezését értjik o H = (V, F)
hipergrif csicsaira, ahol minden siiti mérete mazimum t. Ha a t-elhelyezés egy
pdros t esetén csak kiegyensilyozott t-sitiket tartalmaz, akkor p-pdrositdasrdl

beszéliink, ahol p =1/2.

Egy t-elhelyezésben a kiilonb6z6 siitiknek lehetnek kiilonb6z6 méret részei,
vagyis p és g nem feltétleniil azonos minden egyes siitire. Habar példaink nagy
részében csak p-parositisokkal foglalkozunk.

Természetesen egy parositas tekinthetd 2-elhelyezésnek vagy 1-parositasnak
is (t = 2,p = 1), ahol minden par csak egyféleképpen értelmezhetd siitiként.
Egy szinezés szintén egy specialis t-elhelyezés, ahol egy darab t = |V] siitink
van csak, és a siiti két része a szinezés két szinosztélya.

Hasonléan a parositasokhoz és a szinezésekhez a {-elhelyezésekhez is értel-

mezhetjiik a blokkolas fogalmat.

4.3. Definici6. Egy t-siti blokkol eqy A € F nyeréhalmazt, ha o siti mindkét
részének van nemires metszete A-val. Egy T t-elhelyezés jo t-elhelyezés a
‘H hipergrafon, ha H dsszes élét blokkolja T valamely sitije. Egy A € E él
blokkolatlan él, ha T egyik sitije sem blokkolja.

Lathato egy bizonyos monotonitas: Ha létezik j6 t-elhelyezés a ‘H hipergrafra,
akkor létezik jo (¢t + 1)-elhelyezés is, definici6 szerint.

A parositasokhoz hasonléan a t-elhelyezések is tekinthetGk egy 1épésrdl 1é-
pésre valé szinezésként. Ahelyett, hogy egy part szineznénk egy-egy 1épésben
(ahogy a parositasokndl tettiik), most egy siitit szineziink minden lépéshen,
egyik részét az els6 szinnel, masikat a masodikkal. Egy jo t-elhelyezés esetén ez

a lépésrdl lépésre vald szinezés egy jo-szinezést fog eredményezni.

4.4. Definici6. Az elfogult(t) Chooser-Picker jatékokban egy lépésben Pi-
cker, mint Breaker két elem helyett vdlaszthat maximum t elemet és szétosztja
azokat két nemdres, diszjunkt részre. Chooser megtartja az eqyik részt, a masik

pedig Pickeré lesz. Chooser célja megszerezni eqy nyeréhalmazt.
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Ahogy a parositasok segitik Breakert a M-B illetve Pickert a C-P jatékokban,
a t-siitik szintén segitik Pickert az elfogult(¢) C-P jatékokban. Ha létezik jo ¢~
elhelyezés egy adott hipergrafra, akkor az Pickernek nyerd stratégiat ad ugy,
hogy Picker éppen a siitiket adja tetszdleges sorrendben Choosernek.

Szamoljuk meg ezek utan, hogy egy adott siiti legfeljebb hany nyerShalmazt
tud blokkolni, nevezziik ezt a szdmot a siiti blokkolasi erejének. Egy adott
siiti blokkolasi erejét persze nem csak a siiti mérete, hanem alakja és felosztasa
is meghatéarozza.

Egy adott { € N értékre legyen d; a maximalis blokkolasi er6 az 6sszes lehet-
séges t-siiti kozott. Egy t-siitit, amely felveszi a d; értékét, legjobb t-siitinek
neveziink. Jegyezziik meg, hogy a d; egy monoton fiiggvénye t-nek, mert ha egy
t-siiti blokkol d; élt egy hipergrafban, akkor hozzdadva egy Gjabb csticsot a siiti
barmely részéhez, a megkapott (¢ + 1)-siiti szintén blokkol minden korabban
blokkolt élt is.

Ezzel szemben konnyen lathatjuk, hogy a d, /¢ arany — vagyis a legjobb blok-
kolasi erd egy csiicsra levetitve — mar nem feltétleniil monoton t-ben. Mégis, egy
egyszerd esetanalizissel latni fogjuk késdbb, hogy a Hy, hipergrafra a d;/t arany
monoton i-ben, legalabbis ha ¢ < 8 (¢ > 9-re nem eldontétt a kérdés). Ezen

ismeretek birtokdban kimondhatjuk a 3.10 4llitas altalanositasat.

4.5. Allitas. Legyen egy jo t-elhelyezésink o H = (V, E) hipergrifra 1gy, hogy
do/2 < d3/3 < -+ < dift. Ekkor |X|di/t > |G| minden X C V-re, ahol G =
{A:Ae E,ACX}.

A kovetkezdkben tegyiik fel, hogy V' a végtelen négyzetracs négyzeteit jelen-
ti. Ebben az esetben egy t-siiti geometria alakjaval is jellemezhets. A kovetkezs
fejezetben megvizsgalunk néhany lehetséges t-siitit a Hj, hipergrafon, és meg-

adjuk a lehetséges legjobb ¢-siitiket minden ¢ < 8 értékre.

4.2. Siitik és blokkolasi erejitk az amd&bara

A legszemléletesebb és legkezelhetGbb példak a 4-siitik, ezért veliik kezdjiik

a slitik targyalasat.
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4.2.1. 4-siitik

HheE
di d3
a3jad b . dE

| hi| |h3
| | | h2| |ha
e f B h

4.2. dbra. Néhany 4-siiti

A 4.2 abran lathatunk néhany 4-siitit. A siitik felosztasa fehérrel és sziirkével
van jelolve. A 4.2 abra elsd sordban mindegyik 4-siiti pontosan 4k — 4 darab Hy,

élt blokkol, ezzel szemben az alsé sorban 1évék mind kevesebbet blokkolnak.

Példaul az o 4-suti két vizszintes és két fliggbleges iranyban blokkol. Az
(al, a3) és (a2, ad) iranyok mentén fiiggdlegesen, az (al, a2) és (a3, ad) iranyok
mentén pedig vizszintesen. Részletesebben, az (al,a3) par blokkol k — 1 élt,
akarcsak egy sima dominé par, ahogy kordbban lattuk a parositisoknal, mivel
al és a3 szomszédos négyzetek és az a siiti kilénbozs részeiben (az al a sziirke,
az a2 a fehér) helyezkednek el. Ugyanez igaz az (a2,a4), (al,a2) és (a3, ad)
parokra. Osszeadva Gket az «a siiti 4(k — 1) élt blokkol. Vegyiik észre, hogy
az (al,ad) és (a2,a3) parok nem blokkolnak egy k-améba élt sem, mert bar
szomszédosak, az a siiti ugyanazon (sziirke ill. fehér) részeiben vannak. Emiatt

az a siiti nem blokkol egy 4tlos élt sem.

A b és ¢ sitik (vagy a beldliik forgatassal kapott siitik) két atlos és két
vizszintes (elforgatva fiiggsleges) iranyban blokkolnak, mig a d siiti (amely nem
tartalmazza a kozépsG négyzetet) négy atlds irdnyban blokkol. Mivel minden
sorban szomszédos négyzetek (dominok) blokkolnak, igy egyenként k — 1 élt,

Gsszesen pedig 4(k — 1) élt blokkolnak.

Az e és f siitik csak harom iranyban blokkolnak Gsszesen 3(k—1) élt. A g és
h stitik pedig négy irdnyban blokkolnak, de nem kizarélag szomszédos mezékkel,
igy kisebb lesz a blokkolasi erejiik, mint a maximalis. Lathato, hogy a g siiti

4k — 5, a h siiti pedig 4k — 6 élt blokkol.
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4.2.2. Maximalis blokkolasi szamok 2-t6] a 8-siitikig

A 2-siitik a mar jol ismert parok. Egy par maximum k —1 élt blokkol. Emiatt

a Hpy csak k > 9 esetén blokkolhaté parokkal, ahogy a 3.10 Allitasban lattuk.
I | ¢ d
a b |

Cs Cs (o Cs

4.3. abra. A legjobb 3-siitik (els6 sor) és a legjobb 5-, 6-, 7- és 8-siitik

Kénnyen lathato, hogy a 3-siitik (melyek csak 142-es felosztastiak lehetnek)
nem blokkolhatnak 2k—2-nél tobb élt Hy-ban. A 4.3 4bra elsd soraban megadtuk
a legjobb 3-siitiket. Az a siiti (k— 1)+ (k — 1) élt blokkol vizszintes és fliggsleges
iranyokban, a d két atlos irdnyban, a b és ¢ siitik pedig egy atlos és egy vizszintes
(elforgatva fliggtleges) iranyban. Mivel minden mas 3-siiti kevesebb élt blokkol,
mint ez a négy, d; = 2k — 2.

Alkalmazva a 4.5 allitdst egy X = n x n tablan elég nagy n-re, azt kapjuk,
hogy (2k — 2)n?/3 > 4n? + O(n), atrendezve k > 7 + O(1/n), vagyis egy 3-
elhelyezés nem blokkolhatja a Hg hipergrafot, de elméletileg blokkolhatnd Hr
vagy Hg hipergrafokat. Mindazonaltal ez egy nyitott kérdés, hogy létezik-e j6
3-elhelyezés a 7- és 8-amd@ha hipergrafjaira.

Az el6z8 alfejezet 4.2 abrajan listaztuk az Osszes 4-siitit, ami 4k — 4 élt
blokkol. Jegyezziik meg, hogy ez a legnagyobb szam, ahany élet egy 4-siiti blok-
kolhat. Egyébként a 4.2 4bra fels6 sora tartalmazza a legjobb 4-siitik teljes
listajat. Tehat megkaptuk, hogy dy = 4k — 4. Alkalmazva a 4.5 allitast kapjuk,
hogy (4k — 4)n?/4 > 4n? + O(n), atrendezve k > 5+ O(1/n). Vagyis elméleti-
leg létezhet jo 4-elhelyezés a Hs és Hg hipergrafok ellen, azonban ez a kérdés
szintén eldéntetlen még. A 7-amdéba ellen viszont 1étezik j6 4-elhelyezés, ahogy
latni is fogjuk késtbb.

A 4.3 abra masodik soraban felsoroltuk a legjobb t-siitiket az 5 < ¢t < 8

esetekre, melyeket rendre Cs, Cg, Cr és Cg-cal jeloltiink. A kovetkezs tablazat-
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ban minden ¢ < 8-ra Osszegeztik a d; és d,/t értékeket és a k értékének a 4.5
allitasbol kapott alsé becslését, amelyre a {-elhelyezés elméletileg blokkolhatja
a Hy, hipergrafot.

t 2 3 4 5 6 7 8

dt k-1 2k—2 | 4k —4 | Bk—4 | Tk—6 | 9k -8 | 11k -9

4 7 9 8 11
k=1 | k=% | Th—1| k-8 | Lp—

o] o]

k> 9 7 5 4.8 4.29 4 3.73

Ezek utan ratérhetiink a Hj eredményeire. A masik iranybol, vagyis egy
rogzitett £ értékre melyik a legkisebb értéke ¢-nek, melyre létezik jo t-elhelyezés

a H;, hipergrafra.

4.3. Amdbak siitikkel

Elgszor foglaljuk ssze eredményeinket egy tablazatba [18], melyeken ebben a
fejezetben végigmegyiink. A sorok és oszlopok jelentik rendre a t és k értékeit. Az
"Tgen" jelenti az ismert j6 elhelyezés létezését, a "Nem" jelenti, ha 4.5 4llitashol
kovetkezGen biztosan nem lehetséges jo elhelyezés, mig a "7" az eldontetlen

eseteket jelzi.

k\t 2 3 4 5 6 7 8 t>9 | o©
2 Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem
3 Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Igen
4 Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem 7 Igen
5 Nem | Nem 7 7 7 7 Igen | Igen | Igen
6 Nem | Nem 7 7 Igen | Igen | Igen | Igen | Igen
7 Nem 7 Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen
8 Nem 7 Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen
9 Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen

Eszrevehetjiik ismét mind a t-ben, mind a k-ban valé monotonitast. Ugyanis

ha létezik jo t-elhelyezés egy megadott k értékre, akkor (¢-+1)-elhelyezés is létezik
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ra, hiszen a f-elhelyezés mar maga is (£ + 1)-elhelyezés is egyben. Hasonloan, ha
létezik jo t-elhelvezés k-ra, akkor k + 1-re is létezik.

A téblazatban talalhaté "Nem"-ek nagy része szimpla kévetkezménye a 4.5
allitasnak. A kovetkezSkhen bizonyitjuk a fennmaradé allitdsokat, melyek a tab-
lazatban szerepelnek. A tovabbiakban a fehér és sziirke szineket hasznaljuk a
siiti két részének megkiilonboztetésére; valamint az X és O jeloléseket fogjuk
hasznalni a jatékosok altal valasztott négyzetekre, ahogy altaldban a Tic-Tac-

Toe jatékban szokas.

4.3.1. A 2-amdba

4.6. Eszrevétel. Nem létezik jo szinezés Ho-re a végtelen tdablin.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen jo szinezés. Valasszunk egy tetszd-
leges mez6t, melynek X szine van. Ha szomszédai kozott van még egy X szind
mezd, waris ellentmondasra jutottunk. Ha mind a nyole szomszédja O szint

kapott, akkor viszont koztiik lesz két egyszind mnez6 egymas mellett. [ ]

Megjegyerziik, hogy a Ho hipergraf jo szinevéséher harom szin is kevés, négy

szinnel azonban maéar kiszinezhetjiik jél a végtelen négyzetracsos sikot.

4.3.2. A 3-amdba

A kovetkezs tétel egy specialis esete a Dumitrescu és Radoicic¢ [15] altal irt

cikk 2. tételének. Az értekezéshen leirjuk a bizonyitas vazlatat is.
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4.4, dbra. Jo szinezések a 3- és 4-amd&ba blokkolasara

4.7. Tétel. Létezik pontosan egy jo szinezés Hs hipergrifra.
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Bizonyitas. Kovetve a 4.4 dbra bal oldalét, van legalabb két élszomszédos mezd
a sikon, melyek szine ugyanaz (sziirke az abran). Ellenkezs esetben a végtelen
sakktabla szinezést kapnank, amely tetszélegesen hosszt egyszind 4tlés egyenest
tartalmaz.

Tekintstik a hdrom X-et 1-es indexszel. Oy, O3, Oy valamint X5 ekkor kény-
szeritett szinek, ha el akarjuk keriilni az egyszini harmasok felbukkanasat. A
"71-lel jelolt mezs adja az ellentmondast.

Ez bizonyitja, hogy ha vesziink két oldalszomszédos X négyzetet, akkor bar-
mely folottiik vagy alattuk talalhato négyzet csak O szind lehet. Ez biztositja,

hogy csak a 4.4 dbran kozépen lathaté szinezés lehet jo. |

4.8. Kovetkezmény. Nem létezik jo t-elhelyezés véges t-re o Hs hipergrifra.

Bizonyitas. Fz kovetkezik az el6bbi egyértelmiiségbdl. Ha volna jo t-elhelyezés
véges t-re, akkor ahhoz tartozna tSbb j6 szinezés is, melyekben az egyes siiti
részek szinei felcserélhetGk lennének, amely végtelen sok jo szinezést eredmé-

nyezne. ]

4.3.3. A 4-amdéba

Természetesen a k& monotonitasa miatt az el6z6 szinezés Hs-ra j6 szinezés
Ha-re is. Ha-re azonban létezik mas jo kettGszinezés is, ahogy a [15] cikkben
és a 4.4 dbra jobb oldalan lathaté. Jegyezziik meg, hogy ez a szinezés minden
négy hosszt egyszind halmazt blokkol, beleértve minden racionalis meredekségi
egyenest! Megkérdezhetnénk, hogy hany kiilonb6zs jo szinezés létezik Hy-re?

Szintén nyitott kérdés, hogy létezik-e jo t-elhelyezés véges ¢ esetén Hy-re.
A 4.5 allitas szerint ismertek also korlatok, vagyis ¢ < 6 esetén biztosan nem
létezik ilyen. A masik oldalrol a 4.9 észrevétel szerint nem létezik jo t-elhelyezés,

ha =7 vagy 8.
4.9. Eszrevétel. Nem létezik j6 t-elhelyezés Ha-re, ha t="7 vagy 8.

Bizonyitas. t = 7,8 esetekben egy jo elhelyezésnek tartalmaznia kell legalabb

egy siitit a 4.3 abran lathato Cr és Cg koziil. (Minden mas 7- és 8-siiti kevesebb
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élt blokkol, mint amennyi elég lenne H4 blokkolasahoz.) De a Cr és Cy is tar-
talmaz vizszintesen harom egymaéast kovets négyzetet egy sorban a siiti azonos
részébdl. A harom egyszind négyzet jobb és bal oldalan szerepls egy-egy négyzet

viszont barmilyen szind lehet, amely egy blokkolatlan négyest eredményez. M

4.3.4. A 9-nél nagyobb amd&bak

Lathattuk kordbban, hogy a t = 2,k = 9 esetben pl. a Hales-Jewett parositas
megfeleld. Monotonitas miatt pedig minden k > 9-re is van pérositas, vagyis 2-

elhelyezés, amelybdl rdadasul kivetkeznek a {-elhelyezések ¢ > 3-ra is.

4.3.5. A 7- és 5-amdéba

4.10. Tétel. Létezik jo 6-elhelyezés — mely egyben jé 3-pdrositds is — a 7-
amdbdra.
Bizonyitas. Vegyilik a 4.5 dbran lathaté 6-elhelyezést, ahol az egyes siitik

kiilonb6zG részei sziirkével és fehérrel vannak szinezve. Konnyen ellendrizhetd,

hogy vizszintesen mar minden harmast, fliggslegesen minden négyest, mig atlo-

san minden hetest blokkol, barmelyik sort is nézziik. |
E——
olxfx|o o
(0] X
X of x
X X X
M
X X
X X (o]
X o
o
4-parositas

3-parositas

4.5. dbra. J6 6- és 8-elhelyezések a 7- és 5-amdbbakra

4.11. Tétel. Létezik jo 8-elhelyezés — mely egyben joé 4-pdrositds — az 5-amdbdra.

Bizonyitis. Hasonléan az el6z6 eredményhez a 4.5 dbran lathato 4-parositas

blokkol minden 6tost a végtelen tablan. |



44 4.3. AMOBAK SUTIKKEL

4.12. Kovetkezmény. A fenti két tételbdl kévetkezik, hogy Picker (mint Rom-
bolé) nyeri az elfogult(6) ill. elfogult(8) Chooser-Picker 7- ill. 5-amdba jdtéko-
kat.

4.6. dbra. 2-parositas blokkolja a 7-amébat

4.13. Tétel. Létezik jo [-elhelyezés — mely egyben jé 2-pdrositds is — a 7-

amdbdra.
Bizonyitas. A 4.6 dbra 2-parositasa blokkolja a 7-amdba Osszes élét. |
Jegyezziik meg, hogy a monotonitds miatt ugyanez a 2-parositas blokkolja

a 8-amdsbat is.

4.14. Kovetkezmény. /.13 tételbsl kévetkezik, hogy Picker (mint Rombold)
nyeri oz elfogult(4) Chooser-Picker 7- amdba jdtékot.

Ennél t6bb is igaz, Csernenszky és tarsai [11] megmutattak, hogy Picker
nyeri a normal C-P 7-amd&ba jatékot is.

Eddig az Gsszes t-elhelyezés egyben ¢/2-parositas is volt. Utolso példankban
azonban He-ra adunk egy nem kiegyensilyozott 6-elhelyezést (mely tehat nem

3-parositas).

4.3.6. A 6-amdba

4.15. Tétel. Létezik jo 6-elhelyezés a He-ra.
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4.7. abra. 6-siitik blokkoljak a 6-am&bat

Bizonyitas. A 4.7 dbran lathaté két tipusua siitit felvaltva helyezziik el. Fz a

konfiguracié nyilvanvaléan adja a kivant eredményt. [ |

4.16. Kovetkezmény. /.15 tétel szerint Picker nyeri az elfogult(6) Chooser-

Picker 6-amdba jdtékot.

Osszefoglalva az eredményeket, lathattuk korabban, hogy a 9- vagy tébb
amd@béra létezik jo6 parositis, a 8-amdébara azonban biztosan nem. A 7- és 8-
amd&hakra viszont 1étezik j6 2-parositas (ami egyben j6 4-elhelyezés is). 6-am&bara
létezik j6 6-elhelyezés (mely nem 3-pérositas), mig az 5-amdbara jo 4-parosités
(j6 8-elhelyezés). 4-ambbara nem ismert véges siiti-elhelyezés, azonban létezik
tobbiéle jo kettszinezés is, 3-amdbbéara pedig csak egyetlen egy. Végiil 2-am&bara

nem létezik jo kettGszinezés.

4.4. Amdbba kevesebb iranyban

Hasonloan a parositasokhoz, az altalanositott parositasok is adnak eredmé-
nyeket, ha a megszokott négy irany helyett csak egy, ketté vagy harom iranyt
tekintiink.

4.4.1. 3 irAny avagy a hatszégracs

Az el6z8 fejezetben a négy iranyt verzidra adott szinezések és t-elhelyezések
pedig szintén jok a harom iranyu jaték esetén is. Igy csak az ezektdl kiilonbozd

eredményeket érdemes emliteniink.



46 4.4. AMOBA KEVESEBB IRANYBAN

Lathattuk korabban, hogy ez esetben a 7-amdbara is létezik méar jé paro-
sitas, vagyis 2-elhelyezés. 2-amd&béara tovabbra sincs jo szinezés, a 3~amd&béara
viszont lehetséges lehetne az elézd feladatban megadotthoz képest egyéb jo szi-
nezés is, vagy akar véges siitikkel valé lefedés.

4-amébara szintén létezhetne véges t-elhelyezés, hiszen ez esetben az el6z6
fejezet a és ¢ tipusi 4-siitije szintén 4k —4 blokkolasi ergvel rendelkezik (a b és d
nem, mivel azok olyan 4tlos irdnyban is blokkoltak, amik koziil az egyik biztosan
kiesik harom irany esetén). A 4.5 allitasbol kivetkezs (4k—4)n?/4 > 3n%+O(n)
egyenlGtlenséget atrendezve kapjuk, hogy k > 4+ O(1/n), vagyis mar a fenti a

és ¢ 4-stitikkel is blokkolhaté lenne a 4-améba. Ez azonban mégsincs igy.
4.17. Tétel. Nem létexik jo 4-elhelyezés a hy-re.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy mind az a, mind a ¢ 4-siiti egy példanya csak
két iranyt képes blokkolni a harombdl, amivel marad egy blokkolatlan iranya.
Ezt az irdnyt tekintve egy adott siitinél és meghosszabbitva egy-egy négyzettel
mindkét irdanyba (mely négyzetek biztosan kiilonboz6 stitikben lesznek) méar

kaptunk is egy blokkolatlan négyest. [ |

Azonban az hs blokkolasara mar megfelel6k lesznek az a és c siitik.
4.18. Tétel. Létezik jo {-elhelyezés — 2 pdrositds — a hs-re.

Bizonyitas. A 4.8 abran lathaté 4-siiti elhelyezés, mely az a és ¢ 4-siitiket

tartalmazza jo 4-elhelyezés. [ ]
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4.8. abra. 4-siitik blokkoljdk a harom irdnyta 5-amgébat
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4.19. Megjegyzés. Természetesen o hs blokkoldsdra adott {-elhelyezés he hi-

pergrifra is jo elhelyezést ad.

4.5 allitas szerint létezhetne jo 3-elhelyezés is hg hipergrafra, hiszen egy 3-
siitinek harom irdny esetén is 2k — 2 a maximalis blokkolasi ereje, melybdl az
(2k —2)n?/3 > 3n2 + O(n) egyenl6tlenséget atrendezve kapjuk, hogy k > 5,5+
O(1/n), ami szerint 5-re még nem, de 6-ra mar létezhetne jo 3-siiti elhelyezés.
Ilyet azonban nem taldltunk meég.

Osszefoglalva a harom iranyt verzidt, a 7-amébat mar parositassal, az 5- és
6-am6bat 2-parositassal, a 3- és 4-amébat pedig csak szinezéssel tudjuk eddig
blokkolni. Azonban a 3-amd&bat blokkold szinezés unicitasa, a 4-amdébat blok-
kolni képes véges t-elrendezés létezése, valamint a 6-améba 3-elhelyezéssel vald

blokkolhatésaga tovabbra is nyitott kérdés.

4.4.2. Egy és két irAnyban

Egy irdnyban természetesen egyszert a helyzet, F,-re létezik j6 szinezés,
melyben a szinek soronként felvaltva szerepelnek, mig Fs-ra parositas is van.

Két irdnyban azonban az elhelyezések adnak G eredményeket. Lathattuk a
3.15 tételben, hogy Ps-re, vagyis a két iranyban jatszott (fliggtleges, vizszintes)
5-amébara létezik parositasi stratégia, 2-elhelyezés.

Masik oldalrél P, ellen pedig j6 szinezés (co-elhelyezés) létezik, egészen pon-
tosan csak egy, a végtelen sakktabla szinezés. A két fennmaradé eset, P3 és Py
lesz tehat szamunkra érdekes, melyekre a korabbiakbél tudjuk, hogy péarositas

nem létezhet. A szinezéseknél azonban sokkal tobbet mondhatunk.

4.20. Tétel. Létezik jo {-elhelyezés — 2 pdrositds — o Ps-ra, vagyis o két irdnyd

S-amdbdra.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy a 4.9 dbra 4-siiti elhelyezése blokkol min-

den harom hosszi fliggGleges és vizszintes élt. [ |

Természetesen ez a 4-elhelyezés j6 Py-re is, azonban a parositas (2-elhelyezés)
és a 2-parositas (4-elhelyezés) kozott egyediiliként meghtivé 3-elhelyezés — pa-
ratlan t-re valé egyetlen példaként — szolgaltat egy még kisebb j6 elhelyezést P,

ellen.
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4.9. abra. 4-siitik blokkoljak a két iranyd 3-amdbat

4.21. Tétel. Létezik jo 3-elhelyezés Py-re.

Bizonyitas. Konnyen lathat6, hogy a 4.10 abra 3-siiti elhelyezése blokkol min-

den négy hosszu élt. |

4.10. 4bra. 3-siitik blokkoljak a két irdnyt 4-amd&bat

Osszefoglalva a P, eredményeit, P;-re egyetlen szinezés, Ps-ra j6 4-elhelyezés,
Pyre jo 3-elhelyezés, végiil Ps-re (és minden nagyobb szamra) j6 2-elhelyezés,

vagyis parosités létezik.

4.5. Harary-allatok

Korabban lattuk, hogy 12 olyan Harary-allat van, melyekre nem létezik pa-
rositas. Kozilitk négy tartalmazza Py-et, igy létezik Gket blokkold 3-elhelyezés.
A maradék nyolcbol négy tartalmazza Ps-at, igy rajuk pedig a 4.9 abran latha-
t6 4-elhelyezés lesz jo, mely rdadasul a Pz-at nem tartalmazé Tippy ellen is jo
4-elhelyezést ad. A maradék harom alakzat kozill P-et, az egy négyzetbdl 4llo
monominédt természetesen még a szinezés sem blokkolhatja, P»-r6l tudjuk, hogy

csak a sakktéabla szinezés blokkolja, Fl-r6l azonban ezt még nem bizonyitottuk.
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4.22, Tétel. Létezik végtelen sok kilonbizd jo szinezés El-re.

Bizonyitias. Mivel P, része El-nek, a végtelen sakktébla szinezese itt is ki-
elégitG. Azonban vegylik észre, hogy minden olyan szinezés alkalmas, ahol a
sakktablat egyik irdnyba megnytajtjuk, egészen odaig, hogy minden végtelen sor
egyszind és soronként valtakoznak a szinek. Konnyen lathatd, hogy a tetszdle-
gesre nytjtott sakktabla szinezések kombinalasan kiviil viszont nincsen mas j6
szinezés. Ha ugyanis van valahol két egyszind élszomszédos mezd (pl. vizszin-
tesen) egymas mellett, akkor a két mezd folottl és alatti fliggdleges oszlopokat
ez a két mezd felfele és lefele meghatarozza egyértelmten, hiszen felvaltva kell
lenniiik a szineknek. Ez ketténel tébb egy sorban 1évé élszomszédos mezdre is

igaz. |

4.23. Tétel. Nem létexik véges siti elhelyezés El-re.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy véges siitikkel kivédhets El. Vegyiik egy tetszs-
leges véges siiti jobboldali elemei koziil a legalsét. Ez az a mez6, melynek harom
szomszédja jobbra, lefele és jobbra-le atlésan egy vagy tObb masik siitiben sze-
repel. E harom mez6 koziil legalabb kettd a skatulyaelv szerint azonos szint kap.
Mivel az elGszor kivalasztott siiti szinezése fiiggetlen a tobbitdl, barmelyik kettd

mez6 is azonos szind, a siiti jobb-als6 elemével egyiitt megjelenik EI. [ ]

A tovabbiakban térjlink vissza a parositasokhoz, azon beliil is a 9-amdba pa-
rositasdhoz, melyrsl még nem tudjuk, hogy csak egy (a Hales-Jewett) parositas
létezik, vagy tobb; és ha tobb, akkor hany és vajon milyen tipustiak lehetnek?
Ezen kérdésekre keressiik a valaszt a kovetkezs fejezetben, mely a [19, 20] cik-

keinkre tamaszkodik.



5. fejezet

A 9-améba parositasai

"A jaték o mivészetek rokona.”

(N. Bartha Kdroly nyelvész, etnogrdfus)

Ebben a fejezetben a végtelen amdba parositasok szempontjabdl legkisebb és
legérdekesebb esetét, a 9-amdbat vizsgaljuk. Kisérletet tesziink az Gsszes lehet-
séges parositasanak lefrasara, megszamlilasara, felsorolasara és valamely struk-
tiraba rendezésére. Mint latni fogjuk, a dolog egyaltalan nem trivialis, a kézi
vizsgalat, elméleti megfontolasok és Otletek mellett programozasra is sziikség
lesz a fejezet soran. A k = 9 eset élességébsl adoddan kapott szigori feltéte-
lek olyan szimmetridk létrejottéhez vezetnek, melyben talan a miivészetek irant
fogékony olvaso is talal valamilyen szépséget.

Erdekességként jegyezziik meg, hogy a parositasok keresésének elss fazisahoz
egy nagyobb méretd sakktablat, valamint 32 gyufaszalat hasznéltunk a péarosi-
tasok kereséséhez; mely bar elavult médszernek tinhet, mégis rengeteg Gtletet
és késGbb hasznosithato megfigyelést adott.

A fejezet elején vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilniiik

egy jo parositasra, mellyel blokkolni szeretnénk a 9-amdébat.

5.1. A j6 parositas feltételei

Vegylik a végtelen négyzetracsos sik egy n x n résztablajat. A 3.10 allitas

szerint (k—1)n%/2 > 4n?+O(n) amibdl k > 9+ O(1/n) kivetkezik. Az eredmény

50
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azt sejteti, hogy a péarokat valamilyen értelemben "optimalisan" kell hasznalni
‘Ho blokkolasdhoz, vagyis egy parnak a lehetd legtobb Hg élt blokkolnia kellene.
Az optimalitast precizebben is definialhatjuk:

5.1. Definicié. Egy pdrositds optimdlis, ha:
1. Minden pdr pontosan k — 1 élt blokkol.
2. Nincsen tulblokkolds, vagyis minden él pontosan eqy pdr dltal blokkolt.

3. Nincsenek pdrositatlon mezdk, vagyis minden mezd része o pdrositdsnak.

5.2, Kovetkezmény. Vegyik Ho egy optimdlis jo pdrositisdt. Ez a pdrositis
domind-pdrositds, ahol a domindk 8-periodicitdssal kdvetik egymdst minden sor-

ban és minden mezd része pontosan egy pdrnak.

Bizonyitas. Az elsG pont az 5.1 Definiciobdl kovetkezik, amely szerint a paro-
sitas dominé-parositas, a masodik pont adja a 8-periodicitast, hiszen masképpen
talblokkolast vagy blokkolatlan élt kapnank. A parositatlan mezé hidnya egy az

egyben az optimalitas definiciéjanak harmadik pontja. [ |

5.3. Definicié. A pdrositds egy mezdjét anomaélidnak nevezzik, ohol o 8-
periodicitds séril, eqy nem domind tipusi pdr vagy egy pdrositatlan mezd felti-

nik.
Konnyen ellendrizhets, hogy a Hales-Jewett parositas anomaliamentes.

5.4. Megjegyzés. A 3.10 dllitds kovetkezményében szerepld O(n) miatt meg-
torténhet, hogy Hy egy jo pdrositasdban is eldforduljon anomdlia. Egy jé pdro-
sitast, melyben anomdlia fordul el "kvdzi-kristalynok” fogunk nevezni, utalva
az anomdliomentes pdrositasok magas foki szimmetridira és kristilyra emlé-
keztetd megjelenésére, amit o Hales-Jewett pdrositasban vagy a [13] cikk két
parositdsdiban ldthattunk. A késébbi 5.2 fejezetben részletesebben is foglalkozunk
a kvdzi-kristdlyokkal, melyrdl végil bebizonyitjuk, hogy Ho jo pdrositdsai kdzil

mindegyik anomdliamentes.

Az elsg lépésiink a tovabbiakban a kovetkezs lemmas
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5.5. Lemma. Hg minden jo pdrositdsdhoz létezik egy tetszdlegesen nagy, ano-

mdliamentes résztabla.

Bizonyitas. Vegylink egy tetszéleges n X n résztablat, melyet X-nek nevez-
ziink. Majd vagjuk fel sok kisebb, /n/100 x /n/100-as résztablara. A 3.10
allitas szerint legfeljebb 48n — 128 anomalia lehet X-ben. Mivel most 100007

résztablara osztottuk fel X-et, ezek koziil a legtobb anomaliamentes lesz. [ |

A kovetkezSkben Ho anomaliamentes parositisainak struktarajat kiséreljiik
meg leirni. Osszuk Hg egy jo parositasat 8 x 8 méretii résztablakra és jeloljiink
ki ezen résztablak koziil egyet, melyet kozépss, avagy Centrdlis négyzetnek, rovi-
den C-nek neveziink. Ezutan csak a C négyzetet (egy vagy két mez&ben) érinté
(dominé-)parokat hagyjuk meg. Vizsgaljuk meg, hogy a C' 8 x 8-as résztab-
la szomszéd résztablain milyen parok szerepelhetnek. Annak érdekében, hogy
beszélni tudjunk ezekrdl a 8 x 8-as résztablakrol, nevezziik Sket égtajak szerint
(angol roviditésekkel) keleti (F), északkeleti (N E), stb. résztablaknak, mig egy-
egy résztabla mezdit pedig a szokasos sakk jeldlésekkel (A1-H8), ahogy az 5.1

abran lathatok.

5.6. Lemma. Tegyik fel, hogy létezik eqy anomdliamentes j6 pdrositisunk Hg-
re a végtelen sikon és azon kijeldlink kilenc darab 8 X 8-as négyzetet,
(C,E,NE...), ahogy fentebbd.

A C résztabldt érintd figgbleges és vizszintes domindknak meg kell jelenniik
a C mind a nyolc szomszédos résztablajinak azonos mezdin. Az dtlés domindk-
nak meg kell jelenniik oz NE, NW SW, SE résztibldk azonos mezdiben. Habdr
C' dtlés mintdja kiterjedhet o mdsik négy résztdabldira, név szerint o B, S,W, N
tdblakra, ez nem biztositott. Ennek kivetkezményeként az egész négyzetrdcsos
sik o periodikus mdsolata vagy o C résztablinak vagy annak o 16 X 16-08 rész-

tablanak, amely o C,S,SFE, F négy dorab 8 x 8-as résztdblakbsl dll.

Bizonyitas. Elég ellendrizniink a kovetkezs négy 1épést. Egy altalanos mezgjét
a 8 x 8 résztablaknak Xi € {Al, ..., H8}-vel jeloliink az emlitett sakk jelolés
szerint. Ha egy d dominé ugyanazokat a mezé parokat fedi pl. C-ben és F-ben,

akkor azt mondjuk, hogy a d péar kiterjed C-rél E-re.
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5.1. abra. C parjainak kiterjedése a szomszéd résztablakra

1. A vizszintes (fliggbleges) parok 8-periodicitasa miatt C parjai egyértel-
mien kiterjednek a W és E (N és S) résztablakra. A +1 meredekségi
atlés dominok hasonldan kiterjednek SW és NFE, a —1 meredekségd 4tlos

dominok pedig a SE és NW négyzetekre.

2. Ahhoz, hogy lassuk a fliggdleges domindk kiterjedését C-r6l W-re és E-
re, egy kis esetvizsgalatra lesz sziikségiink. Kordbban lattuk ahogy a C'
fliggsleges domindi kiterjedtek északra és délre. Vegyiink egy v fiiggsle-
ges domindt a C tabla Xi négyzetében. Ha a W tabla Xi négyzete egy
+1 (vagy —1) atlos domindt tartalmazna, akkor a &-periodicitas miatt N
(vagy S) Xi négyzete szintén egy ugyanolyan atlos dominét tartalmaz-
na. Ez viszont ellentmondas, hiszen az el6z8 pontbdl tudjuk, hogy az N
(vagy S) tabla Xi négyzete a v fiiggsleges dominét tartalmazza. Ugyanez
igaz az I résztabla Xi négyzetére is. Ha a W (vagy F) tabla Xi négyze-
te vizszintes domindval fedett, akkor viszont C-nek kellene tartalmaznia
egy vizszintes dominét Xi-ben, ami szintén ellentmondas, mert ott mar
a v fiiggbleges domino van feltevésiink szerint. Igy azt kaptuk, hogy a v

fliggbleges dominé kiterjedt C-r6l W-re és F-re, tovabba a 8-pelodicitas
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miatt v kiterjed az SW, NW, NFE,SE tablakra is. Tehdt azt ldttuk, hogy
a C figgéleges domindi kiterjednek mind a nyolc szomszédos résztabldara.

Ugyanez igaz C vizszintes dominéira is.

3. Most vizsgaljuk az 4tlés dominckat. Az elsé és masodik lépésekben C
+1 meredekségt atlos dominoi kiterjedtek SW-re és N E-re. Mivel nin-
csenek parositatlan mezdk és tulblokkolasok, az SW és NE fennmara-
dé mezoi csak —1 atlos dominokkal fedettek lehetnek. Ugyanez igaz az
SFE és NW négyzetek mez6ire is. Vagyis C dsszes domindja kiterjed az
SW,SE, NE, NW tabldkra, tovdbbd a vizszintes és fiiggdleges domindk C-
rdl kiterjedtek az S, F, N, W résztdbldkra.

4. Lathattuk, hogy C 4tlos domindi nem feltétleniil terjedtek kiaz S, E, N, W
résztablakra (feketével szinezve az 5.1 dbran). Habar a 8-periodicitas miatt
FE atlos parjai kiterjedtek az S, N és W téblakra, tehat a S, E, N, W fekete

résztablak teljesen azonos parositasi strukttaraval rendelkeznek.

5.7. Megjegyzés. C dtlés parjoi kiterjedhetnek az S, E, N, W résztabldkra is
(ahogy a Hales-Jewett pdrositds esetében), ezzel minden 8 X 8-as részidbla a
végtelen sikon o C pontos mdsolata lenne. Ennek ellenére lehetséges, hogy o
végtelen sikon két kilonbizé dtlés struktira szerepel, eqy o C,NW NE SFE és
SW tipusi 8 x 8-as résztabldkon (fehérrel szinezve az 5.1 dbrdn) egy ettdl ki-
16nbdz6 dtlés struktirae pedig az S, E, N, W tipusi (fekete) résztablikon. Ldtni

fogunk néhdny példdt o kévetkezd részben.

5.8. Definici6. A végtelen sik (vagy annak egy anomdlioamentes részének) egy
pdrositdse k-téruszos, ha az éppen eqy k X k-as torusz kiterjesztése o végtelen

sikra, de k-ndl kisebb értékekre ez nem teljesiil.

Igy mar egyszertibben is megfogalmazhatjuk az el6z6 lemmat és megjegyzést

egy kozponti tételben:

5.9. Tétel. Tegyik fel, hogy van egy anomdliamentes j6 pdrositasunk Hq-re.

Ekkor ez a pdrositds vagy 8-téruszos vagy 16-téruszos.
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5.10. Eszrevétel. Vannak olyan 8-téruszos pdrositisok He-re, melyek nem izo-

morfak a Hales-Jewett pdrositdssal.

Bizonyitas.

5.2. dbra. Néhany eddig nem ismert parositas

Ezen 8 x 8-as négyzetek parositasait a végtelen sikra kiterjesztve harom
mésik 8-téruszos parositast kapunk. Jegyezziik meg, hogy a baloldali parositas

titkrozési, a jobb oldali pedig forgatési szimmetridval rendelkezik. [ |

Valamelyest meglepé tény, hogy létezik néhany 16-téruszos parositas is Hg-
re. Ahhoz, hogy megértsiik a strukturajukat, kicsit finomitjuk az 5.6 lemma
gondolatmenetét a kovetkezs részben.

Egy 16-toruszos péarositas tehat két kiilonboz6 szomszédos 8 x 8-as rész-
tablabol van Osszerakva, melyek fligg6leges és vizszintes parjai megegyeznek,
atlos strukturai viszont biztosan eltérnek (kiilénben 8-téruszos lenne). Egy 16-
toruszos parositis két kiilonbozd atlos struktiraval rendelkezd 8 x 8-as résztab-

lajat jeloljiik ezentul a C és W jeltlésekkel!

5.1.1. Atlos alternaldé kordk

Hg 8-téruszos és 16-téruszos jé parositasai tekintheték tgy is, mint specialis
teljes parositasok (a parositas szo grafelméleti értelmében) a Hg alapi egyszerd
grafon: A G graf csicshalmaza az alap térusz csicsai, melyek mindegyike egy-
egy éllel van 6sszekdtve a nyolc szomszédos négyzet dltal reprezentélt csicsokkal.
Egy péarositds dominéi is élek, és egy j6 parositds nem csak teljes parositas a
grafon, hanem rendelkezik azzal a tulajdonsaggal is, hogy pontosan egy (16-

toruszos esetben két) élt tartalmaz minden téruszegyenesen.
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Ismert, hogy két teljes parositds unidja az azonos cstcshalmazon parhu-
zamos élekbdl és alternalé korokbsl all. Tehat ha vessziik egy 16-toruszos jo
parositasbol kivagott két killonbozé C és W résztabla unidjat akkor a kapott
nemtrivialis alternald kordk csak atlos éleket tartalmazhatnak. Ezen atlos alter-
nalé korsk vizsgalataval juthatunk el néhany 16-toruszos jo parositasokhoz. (Ha

C és W atlos élel megegyeznének, akkor 8-téruszos parositasokat kapnank.)

5.3. abra. 16-téruszos parositas (balra) és néhany téruszegyenes (jobbra)

5.11. Tétel. Egy 8-toruszos C' jo pdrositasbol akkor és csok akkor szdrmaz-
tathatd 16-toruszos jo pdrositast, ha létezik egy mdsik, kilonbizd 8-téruszos j6
pdrositds, W, mely csak néhdny dtlés domindban kilonbozik C-tdl dgy, hogy az
unidjuk eqy dtlés alterndls kirrendszert ad. Osszesen két ilyen lehetséges alter-

ndlé korrendszer fordulhat eld, melyek a2 5.4 dbra baloldalan és kizepén lathatdk.

(1] El|

5.4. dbra. Az alternalé korrendszerek

Bizonyitas. Mivel minden téruszegyenesen pontosan egy dominé lehet egy
8-toruszos j6 parositas tetszllegesen véalasztott 8 x 8-as résztablan, ezért a C'

és W uniojaban szerepls atlos domindkbol all6 alternald korsk vagy nulla vagy
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két domindban taldlkozhatnak minden toruszegyenessel. (Ha csak egyben ta-
lalkoznanak, akkor vagy C-ben vagy W-ben lenne blokkolatlan téruszegyenes.
Ketténél tébb dominéban valo talalkozas pedig tiulblokkolast eredményezne.)
Esetvizsgalattal kaphatjuk, hogy csak az 5.4 abran lathaté konfiguraciok
johetnek szamitasba. Az els6 egy egy korbdl 4ll6 rendszer, a mésodik szintén egy
korrendszer, de két atlos korbdl all, a harmadik rendszer pedig négy korbdl all.
Koziiliik viszont a harmadik felbukkanasakor keletkezne egy vizszintes egyenes

(1-9-ig szamozva), melyet nem tudnank blokkolni vizszintes dominoval. [ |

5.12. Eszrevétel. Léteznek olyan jé parositdsok, melyek tartalmazzdk a két le-

hetséges alternalo kérrendszer egyikét.

Bizonyitas. Az 5.5 dbran talalhatunk példat. A vastag (vékony) parokat véve
az alternalo korokbosl C-be (W-be) egy 16-toruszos parositast kapunk. Termeé-
szetesen a C' és W Osszetételével kapott 16-toruszos parositas nem 8-téruszos,

definici6 szerint. [ |

5.5. abra. Példak alternalo korokre

5.13. Megjegyzés. Egy 16-toruszos pdrositds csak a két lehetséges korrendszer
tartalmazdsa dltal johet létre. Ekkor a C tipusi 8 X 8-as négyzet az alterndlo
korrendszer egyik dllapotdaban, mig W-ben a mdasik dllapot (mely a kér mentén
az dtlds élek eltoldsdval kaphatd) szerepel, pl. az 5.6 dbrdn. Eqy ilyen 16-téruszos
pdrositasban ha pl. a C tdblarész W -tdl kiulonbozd atlds éleit eggyel visszatolva a
W dllapotba alakitjuk, akkor egy 8-toruszos pdarositdst kapunk. Ugyanez igaz, ha
W tdblarészt alakitjuk C-vel egyformdra, ekkor egy mdsik 8-toruszos megoldds

szdrmazik.
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5.6. dbra. Egy 16-téruszos parositas

5.14. Megjegyzés. Csak két kiilonbézd alterndld kérrendszer lehetséges, azon-
ban eldfordulhat, hogy egy 16-tdruszos pdrositdsban t6bb ilyen alterndls kérrend-
szer is megtaldlhatd legyen. Ezen esetekben kettdnél tobb (négy, nyolc) 8-téruszos
pdrositds is szarmaztathatd a 16-toruszos pdrositdsbol, aszerint, hogy melyik kor-
rendszer melyik dllapotban van éppen. Erre mutat eqy példdt az 5.5 dbra jobb
oldali pdrositisa. Itt o két elkilonild alterndls kérrendszerek egyike a (normdl)

sakktdabla szerinti fekete, mdsikuk a fehér mezdkin fut.

5.15. Megjegyzés. Jegyezzitk meg tovdbbd, hogy eqy dtlés alterndld kirrend-
szerben egy 8 X 8-as tdbldn a lehetséges 32 egyszint mezd kozil (hiszen egy dtlds
alterndld korrendszer sosem wvdlthat szint) 16 mindenképpen foglalt a vizszin-
tes és fiiggleges domind pdrok szamdra. Igy egy dtlos korrendszer legfeljebb 16

egyszint mezdt érinthet.

5.1.2. A 8-térusz parositasai

Foglalkozzunk most egy latszolag teljesen uj M-B jatékkal, amely azonban

szoros kapcsolatban van a 9-amdébaval.

5.16. Definici6. A k x k-as Maker-Breaker torusz jdatékot a k> négyzetbsl dllo
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diszkrét térusz mezdin jatszuk (hipergrdf csdcsai), ahol 4k nyerdhalmaz van, a k
darab sor és oszlop valamint az dtlés toruszegyenesek a £1 meredekséggel. Ezen

nyeréhalmazok a hipergrdf élei. A jaték hipergrdafidt Ti-val jeldljik.
Az 5.2 abran sargaval szinezve lathatunk néhany atlos toruszegyenest.

5.17. Megjegyzés. A Tg esetében 32 nyerdhalmaz és 64 négyzet (csics) van,
melyeken 32 pdr fér el. Igy ha tekintjik a négy irdnyt (vizszintes, figgdleges,
dtlosak), akkor a k = 8 az egyetlen k érték, melyre lehetséges jo pdrositds olyan

mddon, hogy minden nyeréhalmaz egyetlen pdrt tartalmazzon.

5.18. Megjegyzés. Egy tetszbleges 8-toruszos parositas Hg-re, j6 pdrositdst ad

Ts-ra is.

Bizonyitis. A 8 x 8 térusz négyzeteinek azonositisara rogzitsiink egy mezst
és nevezziik al-nek, majd hasznaljuk a szokisos sakk jeldlést. Valasszunk egy
tetszéleges 8-toéruszos jo parositast Ho-re és vagjunk ki egy 8 x 8-as négyzetet
beldle. A 8-periodicitas miatt minden 8 hosszi egyenes tartalmaz egy domind
part (pl. e4 — e5) vagy két fél part (pl. el és e8), amelyek szomszédosak a

toruszon. u

5.19. Megjegyzés. A forditott dllitds nem igaz, mert a 8 x 8-a8 térusznok
van olyan jé pdrositisa is, amely nem domind tipusd. Tovdbbd vannak (nem
domind) pdrok, amelyek t6bb, mint egy élt blokkolnak (pl. a4 — d8 blokkol egy-
eqy +1 és —1 meredekségd toruszegyenest is), ami megenged tulblokkoldst vagy
parositatlan mezdéket. Ha viszont csak domind pdrokat engediink meg, akkor Tg

eqy jo pdrositdse kiterjeszthetd Ho jo pdrositdsdnaek o trividlis mddon.

5.20. Megjegyzés. A M-B toruszjiték eqyébként kildn is érdekes. Ismert, hogy
k = 3-ra o k-torusz jdték Maker nyerd. k = 8-ra Breaker pdrositdssal nyer.
k > 5-re szintén Breoaker nyer, ezt az Erdds-Selfridge tétel adja. A k = 4 eset
Breaker nyerése pedig egy kiézepesen hosszi esetvizsgdlattal kaphaté meg [14]. A
jatékot magasabb dimenzidban is vizsgdltdk, ezen eredményekrdl részletesebben

Beck [4] kinyvében olvashatunk.

Az Osszes jo domind parositast megtaldlni a 8 x 8-as toruszra egy véges

feladat, amely nem kiilonosebben nehéz szamitégéppel. A kapott parositasok
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térusz szimmetridinak ellenérzése azonban nehézzé teszi a problémat. A késGb-
biekben mégis megszamoljuk és listdzzuk a nem izomorf j6 parositasokat. E16bb
azonban még nézziik meg, hogy lehetséges-e akar csak egy anomaliat tartalmazé

parositas létezése.

5.2. Nincs kvazikristaly

Egy lényegi kérdésiink még mindenképpen nyitva maradt: vannak-e anoma-
liat tartalmazo parositasok Hgo-re? Jegyezziik meg, hogy egy n X n-es résztablan
O(n) anomalia lehetséges, amely akar végtelen sok (és kezelhetetlen) megoldast

eredményezne. Szerencsére nem ez a helyzet, ahogy latni fogjuk.

5.21. Lemma. Egy elég nagy résztabla anomdliamentes pdrositdse kiterjeszi-

hetd anomdliomentesen az egész sikra.

Bizonyitas. Lattuk korabban, hogy egy nagy résztabla anomaliamentes paro-
sitasa egy 8 x 8-as vagy 16 x 16-0s toruszparositas egyértelmd kiterjesztéseként
kaphato. Folytatva a kiterjesztést az egész sikra, kapjuk a kivant anomaliamen-

tes parositast. |

5.22. Lemma. Tegyik fel, hogy a sik egy pdrositdsdt az anomdliomentes R
félsik pdrositisanak kiterjesztéseként kaptuk. Ekkor az egész pdrositds is anomd-

liamentes kell, hogy legyen.

Bizonyitas. Indirekt médon tegylik fel, hogy az R anomaliamentes félsiknak
létezik egy AL anomalidkat tartalmazo kiterjesztése is a teljes sikra. Legyen to-
vabba AF az R anomaliamentes parositasanak kiterjesztése, mely a 5.22 lemma
szerint létezik. Természetesen AL nem egyezhet meg AI'-fel.

Vegyiik a sik egy g mez6jét, mely tartalmaz anomaliat és egyike az R-hez
legktzelebbi ilyen mezdknek. Ahogy az 5.7 dbran lathatjuk feltehets, hogy az
R félsik hatarvonala fiiggdleges, a ¢ a hatarvonal jobb oldalan talalhato, vala-
mint az AL parositas anomaliamentes ¢-t6l balra. Legven AF(q) a dominé, ami
fedi a ¢ négyzetet az AF anoméaliamentes kiterjesztésben. Ha AF'(q) vizszintes
elhelyezést és g a dominé jobb fele, akkor AL nem tartalmazza az AF(q) domi-

not g-ban, ami egy blokkolatlan vizszintes élt eredményez AL-ben. Egy hasonlo
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<

Itt egy anomaliamentes
parositas van a vastag L/
vonalig

/|

Az elsd fiiggdleges vonal,
ami anomaliat tartalmaz a

g mez6ében.

Itt nem fligg6leges parok vannak AF-ben.
Itt nem fiigg6leges parok vannak AL-ben

5.7. dbra. Nincs kvazikristaly parositas

gondolatmenet az 4tlos iranyokba mutatja, hogy AF'(g) csak fiiggsleges domi-
n6 lehet. Vegylik most a hat négyzetet AF(q) alatt és folott. A 8-periodicitas
miatt AF-ben nincsenek més mez8k ezen 12 mezd kozott, amelyek fliggtleges
dominét tartalmaznak. Azonban AL-ben kell lennie a 12 mez6 kozétt (pl. s-ben)
legalabb egy fél fiiggSleges parnak, hiszen a g-beli anomaélia miatt a fiiggsleges
élek koziil néhanyat mashol kell blokkolni. Az AF(s) domind vagy vizszintes,
vagy atlos volt, ezért az AF(s) par nem része AL-nek. Ez a fentiek szerint egy

blokkolatlan vizszintes vagy 4tlés élhez vezetne AlL-ben, ami ellentmondés. MW

A 8 kérdés megvélaszoldsdhoz az elobbi lemma Otletére lesz sziikségiink.

16 parositas
egy mxm-es
N < négyzetben >

5.8. abra. Egy anomaliamentes parositas kiterjedése

5.23. Tétel. Egy elég nagy négyzet alaki résztdbla anomdliamentes pdrositdsa

egyértelmilen és anomdliamentesen kiterjed o teljes tdbldra.
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Bizonyitas. Rogzitsiik Hg egy jo parositasat és vegylink egy anomaliamentes
m X m résztablat — jel6ljik B-vel —ami az 5.5 lemma szerint 1étezik. B pérosi-
tasa anomaliamentesen terjed ki B jobb oldaldnak legnagyobb részén, ahogy az
5.22 lemma mutatja. A kiterjedés biztosan érvényes arra a derékszogi harom-
szogre, melynek atfogéja m — 16 és B jobb oldalan halad, ahogy az 5.8 dbran
lathato. (Az 5.22 lemma szerinti kiterjedés nem mutkodik a B jobb oldalanak
derékszogii haromszog folotti és alatti részén, hiszen ott mar nincsenek azok az
atlos domindk, melyeket hasznaltunk a lemma soran.)

Azonban ugyanezt a tritkkot alkalmazva a B masik harom oldalan, kapunk
egy nagyobb ((v/2m —16) x (v/2m —16) méretii) elforgatott négyzetet. Az el6bbi
gondolatmenetet megismételve lathatjuk, hogy B anoméaliamentes parositasa

kiterjed a teljes sikra. n

5.3. Az Osszes jO parositas megkeresése

A célunk egy olyan program megirasa, amely megtaldlja az Osszes lehetséges
parositast a végtelen tablan a 9-amdébara. Mivel az Osszes ilyen péarositas 8-
téruszos vagy 16-téruszos és mindketts fajta szarmaztathatod a 8 x 8-as résztabla
torusz domind parositasaibol, csak a 8 x 8-as parositasokat vizsgaltuk (a téruszos
kiterjesztést észben tartva).

Egy parositast egy 8 x 8-as tablan tarolunk, minden mez§ reprezentalja az
aktualis mezdn 1évé nyolc lehetséges par egyiklét: 0 jelent keletet (E), 1 délkeletet
(SE), stb., 7 északkeletet (NE). Természetesen ha egy mezd keleti, akkor a parja
nyugati, vagyis egy 1épésben két mezot toltiink fel egyszerre. Az algoritmus maga
egy szokasos backtracking algoritmus, vagyis a kovetkezd parositatlan mezdére
megtalaljuk a lehetséges parokat, az Osszes lehetGség kiprébalasaval rekurzivan
hivva a tabla kitolts fliggvényt. Amikor ellendrizziik, hogy egy par lehetséges-e,
szintén meggyGzadiink arrdl is, hogy ne legyen talblokkolas, vagyis folyamatosan
jegyezziik a blokkolt éleket is. Egy részletes magyarazat talalhaté Makay Géza
személyes weboldalan [32].

Tapasztalatainkbol tudjuk, hogy a sebesség is kritikus tényezg6. Tl sok ilyen
parositas van, ezért megprobaljuk redukalni az esetek szamat. Két parositast

azonosnak mondunk a végtelen sikon, ha egymasba transzformalhatok elto-
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lassal, titkrozéssel vagy forgatassal. Igy azért, hogy ne talaljuk meg t&bbszor
ugyanazt a parositast, alkalmazunk egy transzforméciot minden pérositasra a
8 x 8-as tablan. Ezen transzformalt parositasok koziil a legkisebbet valasztjuk a
lexikografikus rendezésben. Ez azt is jelenti, hogy egy ilyen parositas mindig 0
és 4 értékekkel kezdddik az elsd sorban, {gy szintén csokkenti az esetek szamat,
ha ezen két értékkel kezdiink.

Természetesen a transzformaciok soran észben kell tartanunk azt a tényt,

hogy a 8 x 8-as tabla 8-téruszos médon terjed ki a végtelen sikra. Részletesebben:

1. Vagy tiikrozzik a tablat vagy nem (két lehetséges eset) a kbzépso fiiggd-

leges vonalra a 4-es és 5-0s oszlopok kozott.
2. Elforgathatjuk a tablat 0, 90, 180 vagy 270 fokkal (4 lehetséges eset).

3. Kiprobalunk minden téruszos (vagyis modulo 8) eltolast, amelyek 0-4 péar-

ral kezd&dd tablat adnak

Minden pérositasra a lexikografikusan legkisebb reprezentést vilasztjuk.

A fenti modszer csOkkentette a megtalalt Osszes 6 210 560 parositas szamat
és a programunk végiil 194 543 kiilonboz6 parositast talalt kb. 4 perc alatt
egy 3.2 GHz Core i7 processzorral rendelkezd asztali gépen, 12 GB memoriat
hasznélva.

A pérositasok letslthetSk a [32] weboldalrol. Erdekesség, hogy a kiilonbozs
jO parositasok szama egy primszam lett.

Mivel nagyon sok kiilénb6z6 parositast kaptunk, egy természetes lehet&ség
a rendszerezésiikre , ha grafban taroljuk dket. A kovetkezd részben mutatunk

egy természetes modszert a parositasok kozti kapcesolatok definidlésara.

5.4. A j6 parositasok rendszerezése egy grafban

Amikor kézzel keressiik a jé parositasokat megfigyelhetjiik, hogy egy par
blokkolt él mentén valé eltolasaval, majd az igy "kittrt" par ismételt eltolasaval

4j jo parositashoz jutunk a kovetkezd modszerrel:

1. Mozgassuk az els6 part a tablan. Ez a mozgatas egy mezdt (pl. A-t) par

nélkiil hagyja és egy masik mezét (B-t) két parral.
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2. Ezutan mozgassuk a B-ben eredetileg lév6 part egy eltolassal, igy a B-ben
ismét egy par marad a lépés utan. Ekkor viszont egy tijabb mezében lesz

két par.
3. Ismételjiik a 2-es 1épést amig van olyan mezd, amelyben két par van.

4. Fz a modszer véget ér, amikor az utolso 1épés az A mezdnek csinal 1j part,

melynek nem volt parja a 1épés elstt.

Természetesen ne felejtsiik, hogy egy 8-téruszos parositison vagyunk és esze-
rint kell mozhatnunk a parokat. Mivel véges tablan vagyunk, a médszer vagy
véget ér a 4. lépéssel, vagy ismétléds koroket kapunk. Ez utébbi eset azonban
nem lehetséges. Jegyezziik meg, hogy az A mezs nem lehet része a kérnek, mivel
neki nincsen parja, ezzel megtorné az ismétlédést. Az elss 1épés, amely belép egy
ilyen kérbe egy "lyukat" hagy maga utan (a kordn kiviil), és ha a kor visszaér
ugyanahhoz a mez6hoz, a par visszafele fog mozogni, igy a kor nem kezdddik el
djra.

Szintén nem nehéz latni, hogy ezzel a moédszerrel ismét egy jo parositast
kapunk. Mivel az eredeti parositas j6 volt, egy part eltolva a blokkolt él mentén
(8-toruszos értelemben) azt az élt tovabbra is blokkolja. Mivel ez a modszer
véget ér a 4. lépéshen, nem lesznek parositatlan mezék sem. Mivel a péarokat a

téruszon mozgatjuk, tilblokkolas sem lehetséges.

5.9. dbra. Két példa a parositasok kozti kapcsolatra

Azt mondjuk, hogy két parosités szomszédos a grafban, ha az el6z6 modszer
segitségével a masodik megkaphato az els6bdl (természetesen csak az el6zé rész
szerinti kiilénb6z6 parositasokat vessziik figyelembe). Ez a kapcsolat szimmet-

rikus, ami azt jelenti, hogy az utolsd part visszafele elmozgatva a fenti modszer
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szerint a mésodik parositasbdl visszakapjuk az el6bbit. Ezzel egy grafot kapunk,
melynek a cstcsai a parositisok, az élek pedig a mozgatasos atalakulassal kap-
hatok.

Az 5.9 dbra mutat két példat erre a mozgatisos atalakulasra. Mindkét eset-
ben az elsé parositas csak a kék parokat tartalmazza, a piros domindk pedig az
atalakulast mutatjak a méasik parositasba. Miutan felirtuk az &sszes lehetséges
kiilénbo6z6 jo parositast, a programunk elkésziti a kivant grafot. Megprébalja
elmozgatni az dsszes pavositast (megprobélja felszabaditani az Osszes mezot a
8 X 8-as tablan), és az elézd rész modszerét hasznalja, hogy megtalédlja a lexi-
kografikusan legkisebb reprezenténsit az 0j péarositasnak. Ez kb. 1 percet vett
igénybe az elézd részben leirt hardverekkel.

A kovetkezd részben ratériink az igy kapott graf vizsgalatara.

5.4.1. A graf vizsgalata

5.10. dbra. A graf néhdny komponenense, a Sixtep programmal késziilt [42]

5.1. tablazat. A graf alapvetd paraméterei

cstesok élek komponensek | max fok | min fok | atlag fok

194543 | 532107 14 11 1 5.47

5.2. tablazat. A graf fokszameloszlasa
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

17| 392 | 395 | 39811 | 66185 | 53222 | 25309 | 7547 | 1472 | 183 | 10

A fenti graf alapvets paraméterei lathatok az 5.1 tablazatban. 194 543 cstcsa

és 532 107 éle van. A graf nem Gsszefliggs, ami azt jelenti, hogy nem tudunk egy
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tetszoleges parositasbol egy masikba eljutni az el6zé részben leirt mozgatasos
dtmenettel. A 14 komponens egyike azonban egy drids komponens, amely tar-
talmazza a legtébb cstucsot (194 333). A graf éridskomponensének dtmérGje 34,
ami azt mutatja, hogy még az 6rids komponens sem tiinik kisvildg grafnak. Van
5-5 kisebb komponens 10 és 16 csiiccsal és 1-1 komponens 6, 26 és 48 csiccsal.
Jegyezziik meg, hogy a 16 cstucsi komponens egy 4-dimenzids kocka. Az 5.10
abran lathato néhany kisebb komponens.

A graf haromszogmentes és Osszes feszitett kore négy hosszi. A graf fok-
szameloszlasit az 5.2 tablazatba gyiijtottiikk ki. Az atlag fokszam 5,47 mely
szerint atlagosan 5,47 dtmenet talalhat6 egy péarositasboél egy masikba. Két pél-
da 1-foku csiicsokra a legkisebb komponensben taldlhatd, melyet az 5.10 abra

tetején balra dbrazoltunk. Ezt a komponenst részletesebben is elemezziik.

5.11. dbra. Ugyanaz a péarositas két nézépontbdl, valamint négy kére

Az 5.11 abran lathatjuk ugyanazt a parositast balra és kozépen. Ez a példa
is mutatja, hogy két azonos parositist sem mindig kénnyt felismerni. Lathat-
juk, hogy ez a péarositas rendelkezik egy forgatasi szimmetridval. Az 5.11 dbra
jobb oldalan pedig pirossal jel6ltiik a parositas négy darab 3-hosszi korét, mely
koroknek két allapota van. Vagy van egy dominé a derékszog jobb oldalan (vas-
taggal vonallal jeldlve az abran, 1-es allapot) vagy balra a derékszdgtdl (vékony
parokkal abrazolva, 2-es allapot). Jegyezziik meg, hogy ha megvaltoztatunk egy
vagy tobb kort 1-es allapotubol 2-es allapotuba vagy forditva, akkor egy ujabb,
kiilénbo6z6 j6 parositast kapunk. Tovabba, ha alkalmazzuk a mozgatasi atmene-
tet egy tetszéleges dominén (nem csak a korokben), akkor is csak a négy kor
egyikének harom dominoja fog elmozdulni (a tdbbi mozgatott domind a kor

mozgasa utan visszaall a kiindulo helyzetébe).
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A forgatasi szimmetria miatt hat allapota van a parositasok ezen csoport-
janak: Ha minden kor az 1 (ill. 2) allapotban van; ha egy a 2-esben a t6bbi az
l-esben (vagy forditva); ha pontosan két szomszédos (ill. ha két nem szomszé-
dos) kor van a 2-esben. Nem tul nehéz ellendrizni, hogy hat cstcst legkisebb

komponenst éppen ez a hat (éppenhogy) kiilénb6z6 parositas adja.

5.5. Hasonlé eredmények

5.5.1. Hatsz0gracs

A kovetkezSkben a k-amdba Maker-Breaker jatékot vizsgaljuk a hatszogra-
cson, mely a korabbiak szerint ekvivalens a négyzetracsos sikkal, amennyiben
csak egy iranyban engediink meg atlos nyerGhalmazokat. A 3.10 allitas szerint
nem lehetséges j6 parositas, ha k < 7. k = T-re pedig vannak jé parositasok,
amik kozil egyet mar lattunk is a 3.3 dbran. Minden ilyen parositas 6-téruszos,
ami azt jelenti, hogy kivalasztva egy 6 x 6 résztablat egy jo parositasbol, az
blokkolja a harom iranyt (fiiggéleges, vizszintes, egyféle atlos) 6-torusz jatékot
is, ezzel Breakernek nyerd stratégiat szolgaltatva.

Az el6z$ parositas szamold program egy modositott verzidjat hasznalva azt
kaptuk, hogy 26 kiilonb6z6 parositas létezik hr-re a hatszogracson. Jegyezziik
meg, hogy a hatszdgracson mind a harom irdny ekvivalens, mig a négyzetracson
az egy atlo kiilsnbozik a masik két iranytol. Igy a négyzetracson ennél t6bb jo
parositas is 1étezhet, melyek azonban a hatszogracson ekvivalensek lehetnek egy-
méssal. Ebben az esetben a szimmetridk is kiilonboznek, hiszen harom forgatési
(0, 120, 240 fok) és harom tiikr6zési szimmetria van a hatszdgracson.

Az 5.12 dbran lathatjuk a parositasokbol épitett grafot, ahogy a négyiranyt
verziora is lathattuk az 5.4.1 részben. A szimmetridk miatt ez a graf mar tartal-
mazhat haromszogeket. A grafnak 26 csicsa és 53 éle van. Az 4tlagfok 4,08 és a

minimalis és maximalis fokszamok 2 és 6. A graf Osszefliggs és hét az atmérdje.

5.5.2. Egy- és két irdnyban

Ahogy a korabbiakban lattuk, egy irdnyban egyféle lényegileg kiilonbozd

parositas létezik, mely minden sorban egymas utan kovetkezd parokat tartal-
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5.12. dbra. A 7T-améba grafja a hatszogracson, Sixtep [42].

maz. Mivel a sorok fiiggetlenek egymastol, ezek a péarok a kiilénb6z6 sorokban

tetszélegesen elcsusztatva (egymés alatt vagy egy négyzettel elcsusztatva) le-

hetségesek. A 3.5 abran lathatjuk a parositést.

Két irdnyban egy fokkal érdekesebb a helyzet, itt két kiilonb6z6 jo péarositis

is létezik, ahogy a 3.4 abran is lathattuk. A parositasok itt is 4-téruszosak és a

[13] cikkben is bizonyitva van, hogy csak ez a két parositas lehetséges.
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5.13. abra. A Dugonics tér diszkdvei.
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5.24. Megjegyzés. Bdr a [13] is bizonyitja rengeteg eset vizsgdlatdval, hogy
csak két j6 pdrositds létexik Ps-re, az dltalunk a 9-améba pdrositdsaira adott
mdédszer (természetesen az dtlékkal nem kell térédni) lényegesen egyszerdbben

adja ki ugyanazt az eredményt.

Erdekesség tovabba, hogy Szeged utcain és terein, igy pl. a Dugonics téren

megtalalhaté mindkét parositas, ha a foldre néziink. Az 5.13 abra ezt mutatja.

5.5.3. Magasabb dimenzidéban

Kruczek és Sundberg [30, 31} azt a kérdést vizsgaltak, hogy a k-amdba maga-
sabb d dimenzios illetve t&bb irdnyvektoros valtozataiban a 3.10 allitas parositas
létezésére valo alsé korlatja mennyire kozelithetd meg? Sejtésiik szerint mindig

létezik j6 parositas mar az alsé korlatot éppen csak elérve is.

5.25. Sejtés. [30] A Z< tiblan jdtszott Maker-Breaker jdtékokra legyen S C Z2
eqy véges halmaz, mely o nyeréhalmazok n = |S| db irdnyvektordt tartalmazza.
Breakernek létexik nyerd pdrositdsi stratégidja, ha o nyerdhalmazok mindegyiké-
nek hossza legaldbb 2n+ 1, vagyis Breakernek létezik nyerd pdrositdsi stratégidjo

a k-amdébdra, ha k > 2n + 1.

Jegyezziik meg, hogy 3n hosszt nyerchalmazokra Kruczek és Sundberg {30]
igazoltak Breaker nyerését, s6t, a sejtést aszimptotikusan igazolta P. Mukkamala

és Palvolgyi Domotor [34], akik az alabbi tételt bizonyitottak be:

5.26. Tétel. [94] Létezik olyan m = 2n + o(n), hogy a Z%-n jitszott M-B jd-
tékban, ho minden nyerdhalmaz legaldbb m eqymdst kivetd mezdbdl dll az n db

nyerd irdnyban, akkor Breakernek biztosan létezik j6 pdrositdsi stratégidjo.

A Z? specialis esete visszaadja a mar ismert eredményt, hogy Breakernek 1é-
tezik parositasi stratégidja a k-amébaban, akkor és csak akkor, ha k > 9. Harom
irany( nyer6halmazok esetén k& > 7, két irdnyban 5, egy irdnyban 3 a kiiszobér-
ték. A magasabb dimenziés verzidk azonban maig nyitottak. A legkézenfekvébb
Z3-beli eset amikor 13 nyerd irany vektor létezik: {(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0),
(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (0,1, —1), (1,0, 1), (1, —1,0), (1,1,1), (1,1, —1),
(1,-1,1), (—1,1,1)}, a kocka sorai, oszlopai, atloi és testatlol. Itt a 3.10 allitas
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azt mondja, hogy k legalabb 27 kell. hogy legven ahlioz, hogy jo parositast kap-
Juuk. Az 5.25 sejtés szerint k = 27 esetben taldlhatunk is ilyen parositast. Bar
a prograinunk erre az esetre is elkésziilt, a futdsi 18 reményteleniil hosszinak
tdnik nemhogy az dsszes, de akarcsak cgy jo parositas megtalalasahoz is. Itt
latszik, hogy a 8 x 8-as négyzethez képest a 26 x 26 x 26-0s kocka cgy nagyon
nagy ugras.

Eppen ezért harom dimenziéban egy kisebb problémat vizsgaltunk. Ha az
iranyvektoroknal elhagyjuk az atlokat, vagyis csak a {(0.0,1), (0,1,0), (1,0,0)}
harom vektort tekintjik, akkor allitasunk szerint & > 7-re remélhetiink j6 paro-
sitdst. Mas szavakkal ez egy Harary-jaték 3 dimenzidban, ahol a nyerd poliomind

a Pr. Az 5.25 sejtés szerint létezik is ilyen parositas.
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5.14. abra. Egy jo parositas az atlok nélkiili 3-dimenzios 7-amébéara

Valsbarn, a szamitogépes keresés igazolta ezen elvardsunkat, ahogy az 5.14

abran is lathatd. Ez egy domind pérositds, mégpedig 3-dimenzids 6-toruszos
tipustt. Megadunk egy péarositast a 6 x 6 x 6 kocka téruszon, annak rétegeivel.
Az egy rétegben 16v§ vizszintes és fligg6leges parok nyilvanvaléak, a rétegek

kozti parokat pedig pontokkal és korokkel jeloljiik.



6. fejezet

Nyitott kérdések

"Kettés iton halad az emberi élet,
az eqyik a gyakorlat, mdsik az elmélet.”

(Arany Jdnos: A nagyidai cigdnyok)

A hipergraf jatékok korében szamos kis jaték eredménye is nyitott kérdés
még. Emlitettiik mar az 5-, 6- és T-amdgbat, a Harary allatok koziil a Snakyt
vagy a H.J(n,d) jaték szamos esetét. Ezek koziil most a 7-amdébat vizsgaljuk meg
még egyszer részletesebben is, majd a fejezet végén egy egységes osztalyozast

adunk a hipergraf jatékok lehetséges kimeneteleire.

6.1. A 7T-amd&ba megoldasi lehetdségei

Ahogy emlitettiik, a 8-amdbat Breaker nyeri. Egy lehetséges nyerd stratégi-
aja, hogy a sikot felosztja elére 12 mezdbdl 4ll6 paralelogrammakra a 2.4 dbra
jobb oldalan lathaté modon. Az alakzaton belill a két fiiggGleges kettes, a hdrom
vizszintes négyes és a négy atlos (oldalakkal parhuzamos atlék mentén) harmas
lesznek a nyerShalmazok. Mivel egy-egy paralelogrammaban Breaker meg tudja
akadalyozni, hogy Maker megszerezze valamelyik nyer6halmazt, a paralelogram-
mak alkalmas &sszeillesztése miatt Maker a végtelen tablan sem tud megszerezni
egy egymast kovetd nyolcast sem (vizszintes és fliggdleges iranyban még hetest
sem).

Az eredményt 1980-ban publikalta egy holland matematikuscsoport a Monthly

71
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egy feladatara adott megoldasképp, T.G.L. Zetters alnéven. Az alnév hollandul
betliszedGt jelent, feltehetlleg a 9-amdébara adott hasonlé megoldas, a H ala-
ku poliominék alakjira utalva. Andries Brouwer honlapjan [8] azonban sajat
eredményeként utal ra, igy 6 is részese lehetett a 39 évvel ezelGtti megoldék
csoportjanak. Mindenesetre az eredmény maig érdekes, hiszen a 7-amdba kime-
netele 2019-ben is nyitott kérdés.

A legnagyobb lépést az utébbi idében Csernenszky Andrés tette, aki belat-
ta, hogy a Chooser-Picker 7-amdéba jatékot Picker (Breakerként) nyeri {11]. A

Maker-Breaker verziéra azonban ebbdl nem kévetkezik semmi.

6.1. Sejtés. DBreaker nyeri a Maker-Breaker 7-amdbdt.

6.1. dbra. A stk 4-szer végtelenes sdvokra valé felbontésa

Bontsuk fel a végtelen négyzetracsos sfkot 4 x co-es vizszintes savokra a 6.1
abran lathaté modon. Legyen egy sdvban nyeréhalmaz minden négy hosszu fiig-
g6leges, minden négy hosszu 4tlés, ill. minden negyedik, négy hosszt vizszintes
egyenes. Ha Breaker nyerni tud kiiloén egy sdvban, akkor az egész tablan is meg
tudja akadalyozni a 7 hosszi nyerShalmazok 1étrejottét.

Az el6z6nél erésebb sejtés (annak elegendd feltétele), hogy itt is nyer Breaker,

hiszen itt Breakernek a rovidebb nyeréhalmazok miatt méar nehezebb dolga van.

6.2. Sejtés. Breaker nyeri a Maker-Brecker jdtékot o 6.1 dbrdn lithato 4 x co-

es tabldn.

Annak érdekében, hogy szamitégépes vizsgalat ala vethessiik a jatékot, viz-

szintes irdnyba is végesiteni kell a tablat. Csernenszky Andras 6tlete volt, hogy
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6.2. abra. A sik 4-szer 8-as tablakra val6 felbontésa

4 x 8-as résztablakra ossza a négyszer végtelenes tablakat, de igy a toréseknél
létrejonnek kettes és harmas nyerShalmazok, melyek tovabb konnyitik Maker
dolgat. A kapott tablat és nyerchalmazait a 6.2 dbran lathatjuk. Nyerchalma-
zok lettek a vizszintes és fliggGleges négyesek mellett a két kettes (a2-bl ilL
gl-h2), és négy darab harmas (a3-b2-cl, a2-b3-c4 ill. f1-g2-h3, f4-g3-h2) is.
Bar a Chooser-Picker jatékban Picker nyerése megmutathatd ezen résztab-
lara bontas segitségével, Breaker nyerése nem, hiszen ahogy a {13] irds mutatja,

ezen a 4 x 8-as tablan Maker nyer, igy ez mar tal nagy nehezités lett Breakernek.

6.3. abra. A sik 4-szer 12-es tablakra val6 felbontasa

Egvet visszalépve felbonthatjuk 4 x 12-es tablakra is a sikot a 6.3 dbran lat-
haté médon, melynek eredménye azonban ismeretlen, s6t, egyelére reményte-
lennek is tinik. A 48 mezon 48! esetet kellene végigprébalgatni, mely esetében
csekély vigasz a tabla kozepén 1éve szimmetria (kettGvel valo osztas), illetve
egyéb megfontolasok. Papiron jatszva azonban Breaker nyerése valoszintdsithe-
t6. Amennyiben mégsem, a sort folytatva 4 x 16-o0s, 20-as, stb. tablakat lenne

sziikséges vizsgalni, melyek azonban egyelére még inkabb tavolinak ttinnek.
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6.2. Résztablak blokkolasi ereje

A tovabbiakban a résztablakra bontas egy precizebb definiciojat is megad-

juk.

6.3. Definici6. A H = (V, E) hipergrdif résztdblikra bonitdsa o V csicshal-
maznak egy felosztdsa kisebb T C V' halmazokra, melyeken 4j P = {p1, ..., pm} C
T éleket definidglunk. Egy résztabla blokkolja az A € FE élt, ha létezik p; € P,
melyre p; C A. Egy résztdbldkra bontds jo résztdbldkra bontds, ha blokkolja

az 0sszes A e F élt.

Ahogy a paroknal és siitiknél lathattuk, egy siiti (vagy par) blokkolasi erejé-
nek neveztiik azt a szamot, ahany nyerchalmazt blokkolni tudott egy siiti (par).

Hasonlo blokkolasi szam résztablakra is definidlhato.

6.4. Definicié. Bontsuk fel o sikot egyforma résztabldkra, és legyen T o fel-
osztds eqy r méretd résztabldja, o py, ..., pm nyeréhalmazokkal. Az m db nye-
réhalmaz dltal blokkolt eredeti, k-amdba nyeréhalmazok szdma (d,) a résztdbla

blokkoldsi ereje.

6.5. Allitas. Ha létezik egy jo résztablikra bontds o H = (V, E) hipergrdfra,
akkor d.|X|/r > |G| egyenldtlenségnek teljesilnie kell minden X C V, ahol
G={A:Ae E,ACX}.

6.6. Példa. A 8-amébdra alkalmazott Zetters-paralelogrammdk blokkoldsi ereje:
a két figgdleges dsszesen 2(k — 1), a négy dtlés hdrmas dsszesen 4(k —2), mig a
hdrom vizszintes négyes dsszesen 3(k—3) nyerdhalmazt blokkol, dsszesen 9k—19-
et. BEgy n X n-es résztablin vizsgdlva o
_ 2
(9k =190\
12
egyenldtlenséget kapjuk, melybdl k > 7.44-et kapjuk, igy ez o résztablikra bontds

j6 lehet o 8, de nem a 7-amdba ellen.

6.7. Példa. A fenti 4x12-es tabla blokkoldsi ereje 2(k—1)+4(k—2)+42(k—-3) =
48k — 136, amivel o 6.5 dllitdsba behelyettesitve k > 6.83 értéket kapjuk, vagyis

a 7-améba megolddsa lehetséges vele.
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6.8. Példa. A fenti4x8-as tdbla blokkoldsi ereje 2(k—1)+4(k—2)+26(k—3) =
32k —88. A 6.5 dallitasba behelyettesitve k > 6.75 értéket kapunk. Bdr elméletileg
blokkolhats lenne o T-amdéba, az egyes résztibldkon azonban nem tud nyerni

Breaker.

Lathatjuk, hogy a 4 x 12-es résztablakra bontas nem tinik rossz &tletnek, a

megoldasihoz még tobb megfontolast kell tenniink.

6.3. Lehetdségek az esetszam csokkentésére

Ebben a részben Osszegytjtiink néhany lehetséges technikat, amely gyorsit-
hatja a keresést. Egy nyerGhalmazt a jaték soran még éldnek neveziink, ha
Breaker még nem rakott bele. Az adott pillanatban még iires mezok szama adja

az €16 nyerShalmaz méretét.

6.3.1. Altalanos megjegyzések

o Ha a résztabla szimmetrikus, a szimmetridk szama szerint cskken (a 4 x

12-es esetben felez6dik) a lehetséges megoldasok szama.

o Masik lehetGség szotarak alkalmazasa a gyakran eléfordulé allasokra. Spe-

cidlisan a végallapotokra érdemes.

e Bizonyos szam lépés utan a jaték kisebb komponensekre bomlik, melyeket

elég kiilon-kiilon is vizsgalni.
¢ Breaker szamara gyvakran csak egy lehetdség van, hogy ne veszitsen.
¢ Breaker tegyen mindig abba a nyerchalmazba, amelybe Maker is tett?
¢ Ha Breaker szamara talalunk egy jo heurisztikat, azzal a lehet&ségek négy-
zetgyokét kapjuk.
6.3.2. Dominalas

Ha egy mez6 csak egy é16 nyerShalmazban van, ami legalabb harom méret,
akkor egyik jatékos se tegyen bele. S6t, a dominalas kettd méretnél is hasonléan

értelmes, mivel alkalmazhatd ra egy egy elemd parositas, {gy csak idéhtzasra
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alkalmas. Trivialis észrevétel, hogy mar é16 nyerShalmazban nem szerepld iires
mezdre szintén ne tegyen egyik jatékos sem.

Ha egy = mez6 tobb nyerdhalmazban is szerepel, de van olyan masik y mezd,
amely ugyanazokban a nyerShalmazokban, és még legaldbb egy maésikban is

szerepel, akkor z-et ne vélasszuk.

6.3.3. Kettessel kell-e kezdeni?

A heurisztikank azt stgja, hogy ha van egy kettd méretdi nyerShalmaz, ak-
kor Makernek érdemes azzal kezdeni. Ekkor ugvanis Breaker kényszerhelyzetbe
keriil, Maker pedig a két mezd koziil a jobbikat valasztva Breakert a gyvengébb
mez§ valasztasara kotelezi. Bar tobbségében igaz lehet, taldltunk ellenpéldat az

allitasra.

6.4. abra. Kettessel kell-e kezdeni?

Legyen a tablank a 6.4 dbra bal oldalan lathato, hét cstccsal és 6t éllel
(egy kettes: 5-6 és négy harmas: 1-2-4, 1-2-5, 1-3-6, 1-3-7) rendelkezs hipergraf.
Lathato, hogy ha Maker az 1-es csticesal kezd, majd mindig arra az agra tesz,
amelyre Breaker nem tett, nyeri a jatékot. Azonban ha az 5-6 par valamelyikével
kezd, Breaker a masikat valasztja, ezutan Makernek az 1-es csticsot kell vennie,
de Breaker kényszeritett 1épése utan Maker nem tud nyerni.

Hasonlé a helyzet a 6.4 abra jobb oldalan lathato hipergrafjan is, mely az
elzivel ellentétben majdnem diszjunkt is. A kilenc csticson 6t harmas (amelyek
egy egyenesre esnek) és egy kettes (7-8) él van. Ha Maker a 2-es csiiccsal kezd,
nyer. De ha a 7-8 valamelyikével, veszit.

Lathato tehat, hogy ha Maker el6re elddnteni, hogy egy kettes nyeréhalmaz
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melyik elemét valassza, az kéros is lehet a késGbbiekben, {gy ez a heurisztika

sajnos nem alkalmazhatoé.

6.4. Hipergraf jatékok osztalyozasa

Legyen ‘H = (V, F) egy tetszéleges véges hipergraf, melyen vegyiik a kapcso-
16d6 hipergraf jatékot. Ekkor a hipergraf az alabbi hat osztaly valamelyikébe
tartozik, Beck [4]:

0. Class 0 (Trivialis nyerés): Ebbe a kevéssé érdekes osztalyba azon hi-
pergrafok tartoznak, amelyekben minden jatszma kezds nyers. Legyen n
a legkisebb méretd él. Ekkor |V| > 2n — 1 és V minden n-elemd halmaza

él.

1. Class 1 (Kényszeritett gybzelem): Ebben az osztalyban minden jatsz-
manak van gyGztese, vagyis nem létezik dontetlen. Az osztalyban minden
jaték kezd6 nyerd, hiszen mivel dontetlen nincs, a stratégialopas adja az

eredményt. A nyerd stratégia mikéntje azonban nem feltétleniil ismert.

2. Class 2 (Finom gy6zelem): Ide tartoznak azok a jatékok, melyekben 1é-
tezik dontetlen pozicié, de ennek ellenére a kezdd jatékosnak létezik nyerd

stratégiaja.

3. Class 3 (Finom déntetlen): Azon hipergrafok osztalya, melyek normal

verzidja dontetlen, de a Maker-Breaker jatékot nyeri Maker.

4. Class 4 (Erds dontetlen): Létezik Breaker nyers stratégia a M-B ja-

tékban, de parositasi stratégia nem.

5. Class 5 (Parositasos dontetlen): Ezen osztaly elemeire létezik Breaker

nyerd parositasi stratégia.

Jegyezziik meg, hogy minden osztalyba tartozik legalabb egy H.J(n, d) jaték.
Pl. a HJ(2,2) jaték a 0. osztalyba, a H.J(3,3) az elsébe. Mindkét osztalyba
végtelen sok H.J(n,d) jaték tartozik. A Tic-Toc-Tac-Toe (H.J(4,3)) viszont a
2. osztaly egyetlen ismert H.J(n,d) tagja, ahogy az eredeti Tic-Tac-Toe a 3.

osztalye. A H.J(4,2) jaték mar a 4. osztaly eleme, melynek egy nagy rés utan
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a H.J(44,16) jatek a kovetkezd ismert tagja, és tovabbi végtelen sok magasabb
dimenzids példa taldlhaté még. Végil az 5. osztalyba tartozik pl. az Osszes
HJ(n,2) jaték, ha n > 5.

Nyitott kérdés azonban, hogy van-e végtelen sok H.J(n,d) jaték a 2. és 3.

osztalyokban.
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7. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban a hipergraf jatékokokra alkalmazott parositasi stratégiakkal
és azok altalanositasaival foglalkozunk. Hipergraf jatékoknak nevezziik azon ja-
tékokat, melyeket egy H = (V, ) hipergrafon jatszik I és 11, akik felvaltva
valasztjak a tabla egy-egy elemét. A tabla mezs6i a hipergraf V cstcesal, mig az
FE élek a tablan 1évé nyeréhalmazok, melyek megszerzéséért kiizd a két jatékos.
A normdl valtozatban mindketten elsSként szereznének meg egy nyerShalmazt,
mig a Maker-Breaker verzioban csak Maker épit, Breaker célja kizarélag Maker
megakadalyozasa. A normal jaték lehet kezdd nyerd vagy dontetlen, de a maso-
dik jatékos nem nyerhet optimalis stratégiat feltételezve, erre a megéllapitasra a
stratégialopas gondolatmenete vezet. A Maker-Breaker jaték vagy Maker vagy
Breaker nyerd.

Miutén a bevezets fejezetben definialjuk a hipergraf jatékokat, a stratégiak
fogalmat, majd kitériink néhany lehetséges stratégiara (parositasok, résztablak,
stlyfiiggvények, esetvizsgalat), melyeket példakkal is illusztralunk, ratériink £6
témankra, mely a lehetséges stratégidk egyike és altaldban Breaker alkalmazza,
a parositasi stratégiakra.

A parositasokrol szolo fejezetben a pontos definicidk megadasa utdan kedvenc
példankra, a kiilondzé tipust amdébakra vizsgaljuk meg a péarositasok erejét.
Megmutatjuk, hogy az eredeti, a négy irdnyt nyerShalmazokat tartalmazé ver-
zioban létezik jo parositas a 9-amdba hipergrafjara (de kisebb k < 9-amdébara

nem létezhet), amivel egy Breaker nyer§ stratégiat is adunk a 9-amébara. Ha a
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hatszbgracson jatszunk, vagy a négyzetracson, de csak harom (vizszintes, fiiggs-
leges és az egyik atlos) iranyban, akkor mar a 7-amdébara is létezik Breaker nyerd
parositasi stratégia, vagyis j6 parositas. Mig ketts és egy irdnya jatékok esetén
az 5 illetve 3-amdéba jatékokra létezik j6 parositas. Definidljuk a Harary-allat
jatékokat is, ahol Maker célja az el6re megadott alakzat elérése. Megmutatjuk,
hogy az ismert Breaker nyeré &llatok mind péarositasi stratégidkkal nyernek,
majd megemlitjiik az egyetlen nyitott kérdés, a Snaky esetét, melyre viszont

biztosan nem létezik parositasi stratégia.

7.1. dbra. Parositasok és szinezések

Ezen bevezet6k utan ratériink a parositasok egy altalanositasara, mely egy-
fajta hidat képez a szinezések és a parositasok kozott. Mig a parositasok esetén
a hipergraf cstcsait 16pésenként egyesével parositjuk, egy szinezéssel viszont egy
lépésben; felmeriil a kérdés, hogy van-e valami dtmenet a két fogalom kozott.
Ugyanigy, a parositasok felfoghatok lépésenként torténd szinezésként is, szem-
ben az egy lépésben minden elemet kiszinezd szinezésekkel. A két fogalom kozott
ilyen fajta atmenetet vizsgalataink elGtt nem definialt senki.

A péarositasok és a szinezések altalanositasat siitiknek és siiti-elhelyezéseknek
neveztiik el, melyekkel a j6 szinezésekhez és j6 parositasokhoz hasonléan defi-
nidlhatunk blokkolast és jo siiti-elhelyezéseket is. Az altaldnositott parositisok
mar kisebb méreti amébékat is blokkolnak, mint a parositasok, ezek részletes
leirasat tartalmazza a 4. fejezet. Megtudjuk, hogy mig parositassal (mely a 2-
siiti elhelyezésekkel ekvivalens) csak a 9-amdéba blokkolhato, 4-siitikkel mar a
7-amdéba is, 6-siitikkel a 6-0s, mig &-siitikkel az 5-0s verzid. Szamos nyitott kérdés
is felmeriil, valamint megemlitjiik a modszer egy alkalmazhatdsagat a felgyorsi-
tott Chooser-Picker jatékokra. A parositasokhoz hasonléan pedig megvizsgaljuk,

hogy a kevesebb irdnyt améba ill. a Harary jatékokra milyen eredményeket ad
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a modszer. Amennyiben csak a vizszintes és fligg6leges iranyokkal parhuzamos
nyer6halmazokat tekintjiik, akkor mig j6 pérositas csak az 5-amdébara létezik,
3-siitikkel mar a 4-amdébat is blokkolhatjuk, megfelels 4-siitikkel pedig mar a
3-amdébéra is adhatunk jo siiti-elhelyezést. A 2-am@bara véges jo siiti-elhelyezés
nincs, a sakktabla szinezés, mint oo-siiti elhelyezés megoldja a problémét.

A rakovetkezs fejezetben visszatériink a 9-amdéba parositasaihoz, melyekrsl
azon kiviil, hogy létezik egy darab j6 parositds, nem volt semmi az irodalomban
vizsgalataink el6tt. A fejezetben megmutatjuk, hogy milyen feltételeknek kell
teljesiilnie egy jo parositas létezéséhez, majd belatjuk, hogy ezen feltételek csak
8- illetve 16-téruszos parositasokhoz vezethetnek. Ezzel egyiitt bebizonyitjuk,
hogy nem létezhetnek szabalytalan tipusta parositasok, vagyis minden parositas
a 3.2 abran lathatoé Hales-Jewett parositdshoz hasonlé térusz szimmetridkkal

rendelkezik.
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7.2. abra. Hales-Jewett pérositas a 9-amd&bara

Ezek utdn megszdmoljuk az Osszes 8-téruszos pérositist, melyeknek nem
is a megszamlalasa, inkabb a megkiilonboztetése okozhat gondot. Az eredeti,
négyiranyi verzidoban 194 543 kiilonb6z6 parositas létezik, melyek kozott egy
eltolas kapcsolatot is definidlunk. A péarositésok és kapcsolataik alapjan grafba
rendezziik 6ket, majd jellemezziik az igy kapott grafot.

Hasonl6 eredmények a hatszogracson is kaphatok, ahol 26 kiilén6z6 jo paro-
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7.3. abra. Néhany eddig nem ismert parositas

sitas létezik, melyekre szintén felrajzoljuk a hasonléan kapott grafot. A fejezet
végén magasabb dimenzidkba is kitekintiink, ahol a harom (derékszogt koordi-
nata rendszer tengelyeivel parhuzamos) irdnyban jatszott 7-amébéara mutatunk
egy jO parositast.

Az utols6 fejezetben megemlitiink néhany nyitott kérdést, és megprobalunk
kicsivel kozelebb 1épni az 1980 6ta megoldatlan 7-améba jaték megoldasdhoz
is, melynek keretein beliil a résztablakra bontas mddszerével foglalkozunk még
részletesebben. Attekintjiik, hogy egy résztabla milyen blokkolasi erével ren-
delkezik, majd adunk egy konkrét résztablakra bontast, mellyel megmutathaté
lenne a 7T-améba Breaker nyerése. Mivel mar igen kis résztablak esetén is re-
ménytelennek tiinik a teljes esetvizsgalat, attekintjiik a lehetséges heurisztikakat
és moédszereket, melyekkel csfkkenteni lehet az esetek szamat. Megcafoljuk az
egyik heurisztikat, nevezetesen, hogy ha van kételemd nyeréhalmaz, Makernek
mindenképpen érdemes azzal kezdenie. Az erre mutatott ellenpélda bemutatasa
utan zarasként a hipergraf jatékok egy osztalyozasat mutatjuk be.

A disszertéacio az alabbi cikkek eredményeire épiil:

o L. Gyority, A. Pluhar (2016), Generalized pairing strategies — A bridge
from pairing strategies to colorings, Acta Univ. Sapientiae, Math., 8, no.

2, 233-248.

e L. Gyorfly, G. Makay, A. Pluhar (2019), Pairing strategies for the 9-in-a-
row game, Ars Math. Contemporanea, 16, 97-109.

e L. Gyo6rity, G. Makay, A. London (2017), The structure of pairing strate-
gies for k-in-a-row type games, Acta Cybernet., 23, 561-572.



8. fejezet

Summary

In the thesis we investigate pairing strategies and their generalizations app-
lied to hypergraph games. Given an arbitrary hypergraph H = (V, E). The first
and the second players take vertices of V' in turns. The aim is to get an edge of
E (called winning set). We call these games hypergraph games. In the normal
(or Maker-Maker) version both of the players try to complete a winning set,
while in the Maker-Breaker version only Maker tries to have edges, Breaker’s
aim is only to prevent Maker’s plan. A normal game can be either a first player
win or a draw but the second player cannot win if both players play in a perfect
way. The concept of strategy stealing was introduced by John Nash for a special
game, hex, and rigorously proved in the general case by Alfred Hales and Robert
Jewett. Hence, a Maker-Breaker game can be either a Maker win or a Breaker
win.

First, we define hypergraph games and strategies, then we mention some pos-
sible strategies (pairings, cutting to sub-boards, potentials, case-studies) which
prove the win of Breaker (or Maker) and which are illustrated by some examp-
les. Secondly, we turn to our main topic, one of the above mentioned winning
strategies, the pairing strotegies.

In the Chapter of Pairing strategies we investigate different types of k-in-a-
row games and demonstrate the power of pairings. We recall that in the original
version of k-in-a-row, in which we have four winning directions, there exists a

good pairing for the 9-in-a-row hypergraph but not for a smallest one, thus we
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give a winning pairing strategy for Breaker. If we play on the hexagonal board,
which is equivalent to the game on the rectangular board with three direction
(horizontal, vertical and one diagonal), then we have a good pairing to the 7-in-
a-row. In case of two or one winning directions there exists a good pairing for
the 5- i.e. 3-in-a-row games, respectively. We define the Harary-animal games
in which Maker’s aim is to reach a given polyomino. We list all Loser(=Breaker
Winner) animals an their pairing strategies, where the only open question among
the Harary-animals is the case of Snaky. It is still undecided if Snaky is a winner

or not, we only know that Breaker cannot have a pairing strategy.

8.1. abra. Pairings and colorings

After this introduction we turn our attention to the generalization of pairings
which gives us a bridge between two-colorings and pairings. Note that a pairing
induces a family of two-coloring of the hypergraph in the following sense. Instead
of coloring all vertices in one step, we only color a pair in each step, one element
by color 1, the other by color 2, until all pairs are colored. If the initial pairing is
good, then our coloring procedure is guaranteed to produce a good two coloring.
From the other side, instead of pairing the vertices one by one, we pair a subset
of vertices {(color class 1) by another subset (color class 2). Our main goal is to
extend this relation to have a transition between pairings and two-colorings.

We call these generalization cokes and cake-placements. Similarly to pairings
and colorings, we can define blocking and good cake-placements, too. The ge-
neralized pairings can already block smaller k-in-a-row sets then pairings, the
particular descriptions are in the 4th Chapter. We show that pairings (which
are equivalent to 2-cake-placements) can block only 9- (or more)-in-a-row hyper-

graphs but there is a 4-cake-placement which blocks the 7-in-a-row hypergraph.
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Moreover, by 6-cakes we can block 6-in-a-row and by 8-cakes the 5-in-a-row.
There are some open questions in this topic, too, and we apply these generali-
zed pairings to biased Chooser-Picker games. We also investigate the k-in-a-row
hypergraphs in fewer direction vectors and the Harary-animals. For example, if
we consider only the horizontal and vertical winning directions, then by using
pairs we can block 5-in-a-row, while using 3-cakes we can even block 4-in-a-row
and by 4-cakes the 3-in-a-row hypergraph. For the 2-in-a-row we have only the
coloring of the chess table which blocks all 2-in-a-row sets in horizontal and
vertical directions.

In the next chapter we turn back to the pairings of the 9-in-a-row, before our
investigation the only known result was about that there exist one good pairing.
In this chapter we give a full description of a good pairing for the 9-in-a-row.
Actually we show that all pairing is an extension of an 8- or 16-torus, as the

Hales-Jewett one, in Figure 8.2.
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8.2. dbra. Hales-Jewett pairing for 9-in-a-row

After that we went on listing all possible 8-toric pairings which has the diffi-
culty that we should check a lot of symmetries to distinguish the different ones.
In the case of the original 9-in-a-row hypergraph we found 194 543 essentially
different pairings. We can also investigate the connection between the pairings.

According to this connections (links) we order the pairings into a graph and we
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also describe that graph.

8.3. dbra. Some new pairings

We can have the similar investigation on the hexagonal board on which we
count 26 different pairings and get a similar graph. At the end of the chapter
we investigate similar questions in higher dimensions where we show a good
pairing to the 3-dimensional 7-in-a-row in 3-direction.

In the last chapter we list some open questions and sketch a possible way
to the solution of the 7-in-a-row game which is unsolved since 1980. We in-
vestigate the sub-board divisions in detail and define the blocking power of the
sub-boards. We even propose a sub-board division which can be good for the
7-in-a-row, but it has 48 elements on its table, which is too much for our com-
puters now. Since case studies are hopeless even for small tables, we consider
the possible heuristics to decrease the number of cases. We disprove one of these
heuristics, namely that, if there is a 2-element winning set, Maker must take it
at first. After the counterexample of this heuristic, at the end we give a complete
classification of the hypergraphs.

The dissertation is based on the following papers of the author:

e L. Gyoriy, A. Pluhar (2016), Generalized pairing strategies — A bridge
from pairing strategies to colorings, Acta Univ. Sapientiae, Math., 8, no.

2, 233-248.

o L. Gyority, G. Makay, A. Pluhar (2019), Pairing strategies for the 9-in-a-
row game, Ars Math. Contemporanea, 16, 97-109.

e L. Gyorfly, G. Makay, A. London (2017), The structure of pairing strate-
gies for k-in-a-row type games, Acta Cybernet., 23, 561-572.



