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BEVEZETES

Az 1948, évi "Kirschdk Jézsef" matematikai verseny
mésodik feladata igy hangzott: "Bizonyitanddé, hogy a tet-
raéderen kiviil nincs mds olyan konvex poliéder, amelynek
bdrmely két csicsdt 61 ktti ossze." [4]

~ P feladat kapcsdn vet§dott fel a probléma, hogy szlik-
8ég volt-e a feladat kitlizsénél a konvex megszoritdsra,
vagyis,hogy van-e még olyan poliéder, amelynek badrmely két
calicsdt é1 kbti Ossze. Csfszidr Akos megadott egy olyan 7
calicsli, térusszal homeomorf poliédert, amelynek ugyancsak
minden ceicsparjdt &1 ksti ossze. &ﬂ

A tetraédernek van egy miagsik tulajdonsdga is, amely a
konvex (86t az egyszerii) poliéderek korében szintén egyediil=-
A116: bdrmely két lapjdnak ven ktzivs éle, azaz bdrmely két
lapja szomszédos. Felvethet§ a kérdés, hogy létezik-e to-
vabbi olyan poliéder, amely ezzel a tulajdonsdggal rendel-
kezik. |

Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy ilyen poliéder
1étezik. Ez g poliéder.~ topolégiailag - a Csdszar-polié-
der dudlisdnak tekinthetd. Tehdt taldltunk egy olyan 7
lapi, tdérusszal homeomorf kizonséges poliédert, amelynek
bédrmely két lapja szomszédos. Igy a j61 ismert Heawood-féle
téruszra rajzolt térkép Eﬂ s amelynek 7 egymdssal
paronként szomszédos tartominya van, 7 siklappal is el8~-
dllithaté. E poliéder létezése nem kbvetkezik nyilvdnvaldan

a Csdszdr-poliéderrel vald topoldgiai értelemben vett dudlis



kapcsolatébdl, ugyanis, mint 14tni fogjuk, a nem konvex
poliéderek esetében a dudlis poliéder képzése nem kionnyii,
88t nem is bizt{osan megoldhaté feladat.

Iamert olyan siklapokbél 4116 - s8t szabdlyos sokszb-
gekbil felépitett - térusszal homeomorf poliéder, amelynek
a lapjait alkalmas médon szinezve, és azoncs sziniieket egy
tartomdanynak tekintve el8411 a 7 egymdssal pdronként szom-
szédos tartomdny. ( L.: [6] 168 - 175. old. )

Nincs tudomdsunk azonban arrdél, hogy felvetfdvtt-e
az a kérdés, miszerint ilyen poliéder 7 =siklapbdl is elf-
dallithaté. (A kapott 7 lapi poliédert ismertets cikk meg-
jelenés alatt 411. [8] ).

A dolgozat el1lsd részében megvizesgaljuk, hogy a térbe-
11 polaritde, mint projektiv geometriai trgnszformécié, ho-
gyan alkalmazhaté polidderek duilisdnak az elfdllitdsarg,
majd lsmertetiink egy szamitdgépi programot, amelyet alkal-
mazva elfdllitottuk =2 Cedsgzédr-polidéder dudlisat, és megkap-
tuk a keresett poliédert. Ezutdn adunk egy - a szédmitdégépet
melldz8, elemi -~ bizonyitdst a poliéder létezésére, ismer-
tetjilk egy modelljének a numerikus adatait, megvizsgédljuk
legfontosabb tulajdonadgait. Végiil felvetiink néhény, még
megoldatlan problémat, Attekintve Heawood, valamint

Ringel és Youngs néhdny ide vonatkozé eredményét.



I.

Dudlis alakzatqk eléé}{itésa térbelir olaritdssal

A dualitds fogalma leggyakrabban két helyen szerepel a
geometridban, Egyrészt, mint topoldgiai fogalom, (pl. amikor
egy feliiletre rajzolt térképrsl és dudlisdrdl beszéllimk) mds-
részt, mint projektiv geometriai fogalom (pl. amikor bizonyos
projektiv geometriai tételek megfogalmazidsdban felcseréljiik
a pont és egyenes, illetve pont és sik azavakat). Ennek meg-
felelSen a poliéderek ktzotti dudlis kapcsolatot is kétféle-
képpen értelmezhetjiik.

Két poliédert topoldgiai értelemben egymds dudlisdnak
nevezlink, ha homeomorfak egy-egy olyan (azonos felliletre raj-
zolt) térképpel, melyek egymds dudlisai. Igy pl. topolégiail
értelemben birmely paralellepipedon dudlisa bdrmely oktaéder—
nek, és viszont.

A poliéderek kozitti szigorubb értelemben vett dudlis kap-
csolat definidldsa eldtt meg kell vizsgdlnunk, hogy egy adott
térbeli polaritdas milyen alakzatot Al¥dt €15 egy poliéderbésl.

Jelblje ﬂ/ azt a hiperbdlikus polaritdat, melynél az
onmagukhoz konjugdlt pontok egy gombfeliilet pontjai. Ezt a
gomb8t nevezzilk a polaritdas alapgtmbjének. Az alapgdmb megadd-
gdval adhatjuk meg Lk' -t.

Tekintsiink egy kztnséges P poliédert, melynek minden
lapja egyszerii sokszdg, és bdrmely két lapjénak legfeljebb egy
ktz8s €éle van., (Vizsgdldddsunkhoz elegend§ ilyen poliéderekre
szoritkoznunk.) Helyezziik el a \V polaritds alapgombjét dgy,
hogy kozéppontja ne illeszkedjen a P poliéder egyetlen lap-
jénak a sikjdra se. Ezzel biztositjuk, hogy a P’ = Y (P)
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alakzat cs&capontjai - delyek P lapjainak a megfeleldl - mind
végesben 16v8 pontok lesznek. Mivél P-nek birmely 616t két

lap tartalmazza, igy P éleinek egyenesel olyan egyenesekbe
mennek &t, melyek mindegyikére P? caicsal kbzil kett§ illesz-
kedik, E pontok kozotti szekaszokat tekintsiik a P alakzat
éleinek. Mivel P egy csiicsba befuté lapjal egyetleh‘cikluét
alkotnak, és minden éle két csiicera illeszkedik, a (/ pola-
ritds illeszkedéstarté tulajdonsdga biztositja; hogy a P ’
poliéder egy csicsdba befutd éleipek P’ beli megfelelSi egy
sikbeli, zért torottvonalat alkotnak, és P* minden éle két
ilyen (kiilonb5z6 sikokban fekvs) torsttvonalnak a része.

Az igy kapott P’ alakzatot akkor tekinthetjiik poliéder-
nék, ha ezek a tor#ttvonalak minqugyszeru sokszbgek. Csak
ekkor értelmezhetjlik P* lapjait, mint az &lekbsl £116 egysze-
rli soksztgek Altal hatdrolt sikrészeket. Koveteljik meg a P°
poliédert8l, hogy bdrmely két lapjdnak azok és csak azok le-
gyenek a kbzds pontjai, melyek-a két lap kﬁgﬁs'élére (mint sza-
kaszra) illeszkednek, vagy ha egy ktzts pontjuk van, az kizos
csucs legyen. Rvidebben: ktveteljtik meg, hogy a P' poliéder
feliilete ne legyen ondtmetsz§. Ezzel biztositjuk, hogy P?*
szintén kozonséges poliéder, ugyanclyan megszoritdsokkal, mint
P.

A P és P! (kﬁanséges, egyszerii soksztgekkel hatd-
rolt és nem Ondtmetszd felﬁletﬁ) poliédereket egymis dudlisd-
nak nevezziik, ha van olyan YV polaritds, amely a fent értel-
mezett médon egyiket a mdsikba, vagy azzal egybevdgd poliéder-

be viszi dt.

A poliéderek kozttti dualitds nyilvdnvalban szimmetrikus



relacié, Ha a poliéderek valamelyikére nem teljesiilnek az

elsbbi kikttések, akkor csak
leg siklapokbdl) 4116 dudlis

pontokbdl, szakaszokbsl (eset-
alakzatokrdl beszéliink. A poli-

éderek k&zotti polaritdssal definidlt dualitds topolégiail

értelemben vett dudlis kapcsolatot is jelent. Megforditva

viszont - mint késébb latni fogjuk - nem feltétleniil.

Beldthatd, hogy ha egy poliéder konvex, és a Y/ po-

laritas alapgtmbjének a kbzéppontja a poliéder belsejében

van, akkor a U/ -vel definidlt dudlisa is konvex poliéder.

Ha viszont az alapgomb kBzéppontjdt a poliéderen kiviil helye-

zziilk el, esetenként igen bonyolult alakzatot is kaphatunk.
A dudlis alakzat kdnnyebb elfdllitdsdhoz kihaszndlhat-

juk a polaritdsnak a térbeli

inverzidéval vald kapcsolatdt.

A \y polaritds el§d11ithaté dgy is, hogy a tér bérmely,

(az alapgbmb kozéppontjdtdl,
jédhoz el8aszbr hozzdrendeljiik
verzét, A’-t, majd A’-hiz
mer3leges ¥ sikot. ¥
O-ra nem illeszked§ /3 sik

0-t81 klilonbs28) A pont-

a G alapgbmbre vonatkozdé in-

a rd illeaszkeds§, és az:ra

lesz az A pont polarsikja. Bgy
pélusét hasonldan dgy kaphatjuk

meg, hogy /3 -hoz elfszbr hozzarendeljik O-nak (3 -ra esd

mer8leges vetiiletét B*-t, majd ehhez a G alapgombre vo-

natkozé inverzét, B*;ot. Az igy kapott B* pont lesz a />

gik pdélusa. (1.: [7] )
Vegyiink egy egyszeriinek

igérkez§ példdt a dudlis alak-

zatok kozottli kapcsolat alaposabb megismerésére. A fentie-

ket kihaszndlva kevés szdmoldssal felirhatdk egy kocka dua-

lisaként kapott alakzat cs&éspontjainak koordindtéi.

Helyezziink egy 2a élhossziadgi kockdt a derékszigii



koordindta rendszerbe gy, hogy élei legyenek pdrhuzamosak
a koordinita tengelyekkel. A kocks kizéppontja legven a
K(xo; R Zo) pont. Helyezzilk a polaritds alapgtmbjének
az 0 kozéppontjdt az origdba. Ekkor QO-nak a kockalapok
gikjaira esd merdleges vetiiletei dppen a koordindta ten-
gelyekre esnek, igy az alapgbmbre vonatkozd inverzeik szine
tén. Legyen az alapgdmb sugara r. Izy a keletkez§ dudlis
alakzat csiicspontjainak koordindtfi rendre a kivatkezdk

lesznek: " | .
(1) ( 2w 5 0 0 ) (2) ( g3 05 0 )
(3) ( 0; yzia 3 0 ) (4) ( ¥ y:fa ;o)
(5) ( 03 0; z:ia ) (6) ( 0; 03 zzfa }

A hat pont koordindtdira kapott képleteket vizegdlva kitii=
nik, hogy a dudlis aslakzat alakjdt, éleinek, lapjainak egy-
mdshoz viszonyitott helyzetét a kockdnak az alapgbmb kbzép=-
pontjdhoz viszonyitott helyzete hatdrozza meg. Az alapgdmb
sugara a dudalis alskzat nagysdgdt befolydsolja. Ha az r
sugarat -gzorogira ndveljik, a dudlis alakzat 2-sze=
resére ng.

Vdlasszuk a kocka é1ét 2a = 12 egységnek, az alap-
gomb sugardt r = 6 2-nek, amely éppen a kocka éleit érin-
t3 gomb sugara. Ekkor K(0; 0; 0) esetben dudlis poliéder-
ként azt a szabdlyos oktaédert kapjuk, melynek élei merdle=-

gesen metszik a kocka megfeleld éleit. (1. dbra) MNMivel a
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kockdnak hdrom é1lii teatszbgletei vannak, a dudlis alakzat
mindig 8 hédromszdgb8l 4116 oktaéder lesz, hacsak a dné-
lis elakzat nem lesz elfajuldé. (Akkor mondjuk, hogy a du-
alis alakzat elfajulé, ha az O pont a kocka valamelyik
sikjdra esik, vagyis ha K valamelyik koordindtdja 2 6.
Ekkor az O-ra 1lleszked§ sik pblusa végtelen tdvoli pont
lesz.) Ha K kordindtiit Ggy vdlasztjuk meg, hogy mindhé-
rom koordindta abszolut értékben 6-ndl kisebb legyen,
akkor az egymissal szemben fekvd (1) - (2); (3) - (4)

éas (5) - (6) pontok nullatdl kiilénbszd koordindtdi el-
lentétes elfjelet kapnak, igy a kapott oktaéder konvex
lesz.,

Mozgassuk a kockdt az X tengely mentén negativ
irdnyba. Ekkor az egyik =x-re merdleges lap az O pont-
hoz kozeledik. A neki megfeleld (1) csics x koordi-
hétéja egyre nagyobb értéket vesz fel, éz a K(-6; 0; 0)
elfajuld esetnél "Watpattan" az x tengely negativ fe-
lére. Ekkor egy konkdv, de Ondtmetszés nélkiili oktadédert
kapunk. (2. dbra, K(-10; 03 0)) Erdemes megjegyezni, hogy
az xy sikban fekvé (1, 3, 2, 4) négyszidg ellentétes
kortiljdrdei lesz az |X ] << 6 esethez viszonyitva.

Ha a K pontot dgy helyezziik el, hogy a KO sza-
kagzra essen a kocka egyik élének felezfpontja, akkor
olyan tndtmetsz8 oktaédert kapunk, melyben az (1, 4, 5)
és (2, 3, 5) lapok, valamint az (1, 4, 6) és (2, 3, 6)
lapok metszik egymdst. Az e€l8bb vizsgdlt, =xy sikban
levé (1), (3), (2), (4) csdcsokkal megadott élek egy
Bndtmetszd torsttvonalat alkotnak. (3. dbra, K(-10; -10; 0).



oI

A 3. és 4, dbrin az Bnitmetezdsl vonalakat - melyek nem
élei o poliddernck - szagpatott vonallal jeldltik, |

Hs & X pontot dgy helyezzik el, hogy sz O pont = toste
%16 meghoaszabbitdsdra keriiljtn, olyan oktaddert kepunk, mee
lyen mir két lap kivéteclével minden lap metsg mdeik hdrmet.

{de dbra, K{=lG; =103 -10))

A vizesdlt példdkbll kitinik, hogy polaritdssal definie
41t dudlis alekzatkdént még epgy egyezeri kockidblél is igen bo=-
nyolult alakzatot kaphatunk, amennyiben a polaritds alepgiombe
jének o kizéppontjdt kevésbé aszerencedsen vdlasztjuke.

Bgy polidder (vagy bdrmilyen siklapokbdl 4116 slekzat) du-
dligfinak agz 4dltalunk vizegdlt szempontbdl, az Sndtmeteonds
szempontjdibél az hatfrozze meg o jellegét, hogy az alapul vett
alekeat sikjai 41tal feldarabolt térréegek kiglil melyikben
helyezzilk el o2 © pontot., Bonyoiuliabb, konkdiv poliéderck
{pl. & Cedesirepolidder) dudlisdnek az elffillitdsckor igen nee
héz kivdlacztonunk gzt a térréset - ccetleg nincs is olyen
térrécse - anelybe o polaritds alapgimbjdét helyeszve a kivint
duilis alaksathos jutuni, |
Amennyiben a2z eredeti pelidder caicsainek koordindtdi sdottak,
vagy kinnyen megadhatik, célezerl esgekbll felirni az sdott po-
laritdsra vonatkoed poldresikjelk egyenleteit, melyekbli a kaw
pott alakzat cslcesinsk koordindtdi, éleinsk hossza, dlialdban
az Usczes sgiikedges adat szdmithats.

Ha a Y polaritds elapgbmbjinck a sugare v, kizéppont-
Je az origd, akkar a derdkazBgl! koordindtdival adott
P{a, by, ¢) pont polirsikjdnak az egyenlste
ax + by+ cz = r2

lesz.



w 15 =-

Ha pedig az alapgomb kiozéppontja nem az origd, hanem az
O{u; v; w) pont, akkor az adott poliédert és az QO pontot
is el kell tolnunk Ggy, hogy 0 ismét az origéban legyen.
Ekkor az

(a-~u)x+(b-v)y+ (c~-wz= r2
egyenlet a dudlis alakzatnak azt a sikjdt irja le, amely a
P pontnak felel meg, bdr igy a dudlie alakzatot nem az
eredeti polidder és az Of{u; v; w) pont dltal meghatéro-
zott helyen, hanem a (-u; -v; -w) vektorral eltolva kap-
Juk meg.

Ez alapjin a Cedszar-poliéder ceslcsainak derdkszogii
koordinitédit ismerve és a polaritis alapgbmbjét negadva
ktnnyen felirhatdk a dudlis alzkzat sikjainak az egyenle-
tei. Ebbdl pedig elemi dton szdmithatdk az Gj elakzat csi-
csainak koordindtii, az élek és dt16k hoscza, dltaldban a
realizilédchoz, vagy az alakzat toviabbi vizogdlatdhoz sziik-
géges adatok. Azonban a dudlis =lakzat numerikus adatainak
a kiszdmitdsa, valamint a szilkséges vizsgilatok elvégzése
még egyetlen esetet tekintve is igen hosszadalmas, sok szd-
molist igényld munka. Igy ezeket a szadmitdsokat, valamint a

nem megfeleld esetek kiszlirését szamitSgéppel végeztiik.



II. A Gaéazér-goliéde:_duélisgggg elfdllitdaa
éa vizsgélata‘azémitégég segiteégével

Jelvlje C a Csdszdr-poliédert, valamint azokat az
alakzatokat, melyeket a Csészérupoliéderb§1 a cs&cspontok
koordindtdinak megvdltoztatdsdval nyeriink. Legyen D a
C - poliédernsk egy q/ polaritdssal adott duélisa; Fela-~
datunk az, hogy dgy vdlasszuk meg C csicsainak koordi-
natdit és a q/ polaritds alapgombjét, hogy a D aiakzat
a keresett 7 lapi kiztnséges poliéder 1egyan;

- A C poliéder 7 csilcsa (g) = 35 sikot hatdrog
meg. Bzek kzlil 14~re 1lleszkedS 14 hdromszg alkotja
a C poliéder felﬁletét; Igy a nekik megfeleld pontok
lesznek a D alakzat csﬁcsai; Mivel a C poliéder min-
den lapja hédromsztg, D minden csicsdra 3 sik, és igy
3 é1 illegzkedik; Mivel C-nek barmely két csicsdt é1
kboti 8ssze, vagyis minden csicgdra 6 él1 illeszkedik,
D-nek az egy lapjira illeszked§ élei egy 6 caiiceli zért
trdttvonalat alkotnak; ,

A szdmitégép segitségével ellszbr kisgdmitjuk D
caicsainak a koordindtdit, ezt felhaszndlva megvizsgdl=-

Juk, hogy az egyes sikokra esd élek egyszeri soksziget

alkotnsk-e. Ha D minden lapja egyszerii sokszidg, meg-
nézziik, hogy D feliilete Undtmetszi~e. Amennyiben nem,
akkor kiszédmitjuk az egy lapra 656 élek és Atlék hosszdt,
valamint egyéb, a realizdldshoz szilkséges adatokat.

A szémitdsokhoz a Juhdsz Gyula Tanirképzs Péiskola
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Matematikai Tanszékén 1évd WANG 2200/C tipusi kisszdmité-
gépet haszndltuk. Ez a szdmitégép a BASIC programozdsi
nyelven programozhaté. A szémitds eredméngét, vagy magidt a
programot ki lehet iratni egy displayre, igy a program
ktnnyen ellendrizhets, javithaté, bSvithets. Lehetfség volt
arra, hogy a program tobbszori futtatdea sordn csak a szé-
munkra lényeges részeredményeket irassuk ki papirra.

A program elemzése sordn elsdsorban nem szémitdstech-
nikai, hanem a matematikai megolddsokat fogjuk figyelemmel
kisérni. A dolgozathoz mellékelt program (1. szdmi mellék-
let) megfeleld cimkéjii utasitdsaira zdréjelbe tett szdmok-
kal hivatkozunk, melyek az egyes cimkék sorszdamdt jelentik;
Pl. a (3, 4, 7, 790, 2750, 3420) sorszami cimkék olyan
utasitdsokat tartalmaznak, melyek segitségével konnyen kii-
rathaték a végas vdltozat kiszdmitott adatai. A kiirds al-
kalmdval a program dtugorja azokat a %gziirfket", amelyek-
re mdr nincs szilkaég, mert elfzSleg mir megvizsgdltuk és a
display-re kiiratva ellen8riztilk a szlrés eredményét.

A szédmitédsok védltoztathaté adatai a € polidder cai-
csainak a koordindtdi (10 .~ 70) a polaritds alapgbmbjének
a kozéppontja (80) és sugardnak a négyzete (90) olyan
cimkékre keriiltek, melyek egyszerre ldthatdék a display-re
kilistdzva, igy konnyen dttekinthetdk, és béarmelyikiik
konnyen megvdltoztathaté. A (10 - 70) cimkék sorszédma
arra is utal, hogy a C alakzat 7 adott pontja kozil hd-
nyas szammal jélﬁlt pont koordindtdit fartalmazza a cimke.

A keresett D alagkzat csiicsainak adataihoz a megfele-

18 sikok kivdlogatdsa (160 - 300), a kivAlasztott hédrom=- ..

[
"

“.
4 -
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ismeretlenes linedris egyenletrendszer megolddsa és ag
eredmények tdroldsa (310 - 410) dGtjdn jutunk. A gép
ezutédn "megjegyzi" azt a mdtrixot, amelynek a segitsé-
gével késSbb majd Bssze fogja vdlogatni az egy sikra 1l-
leszked§ cavcsokat (420 - 470). BErre ugyanis tobbezér
szilkgégiink lesz, Fzt kiveti a megadott adatok és a kapott
14 csics koordindtdinak a kiirdsa (480 - 780). A csi-
caok koordindtdinak szdmoldsa kozben el§fordulhat, hogy
(310)-ben az egyenletrendszer determindnsa nulla, va-
gyis a kivdlasztott hdrom sik nem hatdroz meg egy csucsot.
(Pl. ilyen eset 411 el5, ha C csiicsainak a koordindtdit
véletleniil Ggy véltoztatjuk meg a (10 - 70) cimkék va-
lamelyikében, hogy két csics egybeesik, vagy (80)-ban
igy adjuk meg az O pont koordinatdit, hogy C valame-~
lyik sikjdra esik; Fkkor (320, 2890, 2900, 3460) 1le-
dl1itja a programot, figyelmeztetve az elkovetett hiba
helyére és jellegére is, A 2. szdmi melléklet 1l. 1lap~-
ja a Csdszdr-poliéder adataibdl képzett (egyik lehetsé-
ges) dudlis alakzat csicsainak a koordindtédit tartalmazza
(Hasonlitsuk dssze [2]  141. old. 1. és 2. tdb-
14j4val.) A D alakzat sikjainak és ceGcsainak a gép &l-
tal kiirt jeldlése azért praktikus, mert ebbdl kbnnyen le-
olvashaté, hogy egy-egy csiics mely lapokra illeszkedik,
egy-egy é1 pedig melyik két lapnak a kozds éle. Pl. az

(1) soazdmmal jeldlt sikra illeszkedS§ csiicsok rendre (126),
(124), (134), (137), (157), (156). A szomszédos csicsok
két szdmban egyeznek meg, hiszen az dltaluk meghatdrozott
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szekasgz két lapnak a kozos éle. Erril dttekinthetl§ képet
kapunk az egy sikra 686 cedcsok kozttti tdvolsdgok kiird-
sdndl. (8. szdmi melléklet.)

A kapott alakzat az ondtmetszés szempontjabdl nem
vAltozik, ha a C alakzat csicsait és az alapgtmb ko~
zéppontjit kiilonbtzl egybevdgésdgi, hasonlésigi és affin
transzformdicidnak vetjik ald. Fzek segitedgével viszont
elérhet§, hogy a D alakzat megrajzoldsa, vagy modelljé-
nek elkéezitése szempontjdbdsl kedvezdbb értékeket kapjunk.
Igy dlltak el§ a 2.szémi mellékletben kozolt vidltoza-
tok, melyek az ondtmetszés szempontjAabsl nem killnb¥znek
egymistél.

Annak elddntéséhez, hogy a D alakzat egy-egy sik-
jara illeszked§ &lck Ondtmetszd torsttvonalat alkotnaok-e,
eldszdr Uaszevilogatjuk az egy sikra es§ csicsokat, a
szomszédosakat egymis utdn véve. Ezt az Osszevilogatdst
a (420 - 470) cimkékkel beolvasott S "vezérld matrix"
segitségével végezziik (800 - 920). FEzutdn megvizsgaljuk,
hogy a tbrtttvonal nem szomszédos éleinek van-e kiozds
pontja. Ha egy 6 csicsid torsttvonal csicsait 1-181
6-1g megszdmozzuk, akkor a megvizsgdlandd nem szomszé-

dos élek a ktvetkezdk lesznek:

(1-2) és (3-4), (1-2) és (4-5), (1-2) és (5-6),
(2-3) és (4-5), (2-3) ¢és (5-6), (2-3) és (6-1),
(3-4) és (5-6), (3-4) és (6-1) valamint (4-5) és
{6~1). Ezeket a (940 - 960, 1150, 1160) cimkéken levé
ciklusokkal valogattuk Ossze.
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Az bndtmetszés szempontjibdl szdbajthetd élek Ussze-
vdlogatdsa utdn véglil is gzt kell elddnteniink, hogy a
végpontok koordindtdival adott AB és TD szakasznak
vam-e ktzds pontja. Mivel mindig biztosithatd, hogy a
vizegdlt tordttvonal sikja ne legyen merileges ag Xy
sikra, elegendi az A, B, C, D pontok'els6 két koordind-
tdjdval szémolnunk (970 - 1000).

A kérdés eldBntésére a kovetkezd utat vdlaszthatjukK:
Irjuk fel az (AB) egyenes nulldra rendezett egyenletét.
Ebbe C és D koordindtdit behelyettesitve egy-egy
0-t81 kiilonbtz8 szdmot kapunk, hiszen C és D nem il-
leszkedhet (AB)-re. (1010, 1020). Ha a kapott két szém
elSjele egyezik, akkor C éa D az (AB) egyenesnek
ugyanagzon a partjdn fekszik, igy a két szakasznak nem le-
het k&zds pontja. (1030). Ha az el8jelek kiilonbBznek,
akkor ugyanezt a vizegdlatot elvégezzilk a (CD) egyenes=-
gel és az A,B pontokkal. (1040 - 1080). FkGzben a
(800 - 820), 930, 1090-1140, 1170, 1180) cimkék irdnyit-
jék, hogy a kapott eredményeknek megfelels sztveg keriil-
jon kiirdsra. Fl§fordulhat, hogy a vdltoztathaté adato-
kat gy adjuk meg, hogy a keletkezd alakzatnak vannak
egybeesl csicsai, vagy a vizsgdlt torottvonal hdrom cai-
coa egy egyenesbe esik. Ilyenkor (1030, 1070, 2910, 2920,
3460) 1ledllitja a programot, ismét utalva a hiba jelle-
gére,

A vizsgdlattal iddig jutva a display-re kiirtunk
néhdny olyan informdcidt, amely alapjdn kdzvetlen utasitds-
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sal tobbféleképpen is folytathatjuk a program futtgtdsdt.
(1210). Ilyen informdcidkat tBbbezsr is ktzosl a prog-
ram. (2220, 2780, 2870).

A 3. szami mellékletben mutatunk néhédny példdat
arra, hogy a Csészér-poliéder dudlisal az Sndtmetszés
szempontjdbél mennylre: kiilonboz8k lehetnek az © pont
megvédlasgtdsdtél fiigaSen, majd bemutatunk néhdny alakza-
tot, melyet a C alakzat cclicsainak vdltoztatdsédval
nyertiink, A melléklet példdiban a programot az (1210)
cimkéig futtattuk.

A 3. s2d4mi melléklet végén bemutatott példdk iga-
zoljdk, hogy sikeriilt C koordindtdit gy vdltoztatni,
hogy a kapott D alakzat minden lapja egyszerii sokszig
legyen. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a kapott polié-
der nem 8ndtmetsz§. Az 5; ébrédn a 3. szd4mi melléklet
utolsé lapjédn bemutatott alskzat xy sikra es§ merSleges
vetiiletét rajzoltuk le. Az dbrérdl is leolvashats, hogy
a berajzolt (4) és (7) 1lapok a kiozts (467) - (457)
élen til is metszik egymdct. A progrem leghosszabb, leg-
bonyolultabb matematikal és programozdsi fogdsokat tartal-
mazé része végzi ezeknek a nem kivdnt metszésvonalaknak
a felderitését, kisziirédsét. (1220 - 2220).

Az, hogy a keletkezett alakzat minden lapja egyszeri
sokszbg, és a feliilet mégis tnatmetszd, csak akkor fordul-
hat 15, ha a D alakzatnak van olyan éle, amely egy méa-
sik lap sikjdt olyan pontban metszi, hogy ez a metszés-
pont a lap keriiletére, vagy belsejébe esik. Pl. az 5. db-
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ridn bemutaﬁott esetben az (137) = (157) 61 dsfi a (4)
lapot. Az ilyeg eseteket kell megkeresniink, é; dgy valtoz-
tatnunk C adatait, hogy ilyen eset ne forduljon elé.

A két szakasz metszésének eldantéséhez hasonlé mé-
don 1itt is kﬁnnyeh eldonthettiik volna, hogy egy adott sza-
kasznak és egy siknak van-e koz0s pontja, Azonban 1tt azt
is el kell dﬁhfenﬁnk, hogy ez a dféspont beliil van-e a
gikban fekv8 (most mdr tudjuk, hogy egyszerii) sokszdgdn.
Fhhez pedig szilikség lesz a dféspont koordinétéira;

Igy meg kell keresnlink a D alakzat hét sikjdnak azokat
a metszéspontjait, melyek nem csiucsail az alakzatnak. Ugya~
nis a szébanforgé dféspontok csak ezek kbtziil keriilhetnek
ki. A hét sik 4ltal meghatdrozott [g) = 35 metszéspont
koziil 14 a D algkzat csicsa, igy most a tovdbbi 21
calica koordindtdit kell kiszdmolnunk. (Fl8fordulhat, hogy
valamely harom siknak nincs koz8s pon.tjaf Ezeket M"eléggé
tdvoli" pontokkal fogjuk helyettesiteni.) Az igy kapott
21 pontot nevezzik a D alakzat dbféspontjainak, hiszen
ezek lényegében D sikjainak és egyeneseinek a doféspont-
jai. D sikjai &ltal meghatdrozott [;) = 21 metszés-
vonal mindegyikére D-nek két cslicea és hdrom dsféspont-
ja és D minden doféspontjdra hdrom metszésvonal illesz-
kedik; Igy 6sszesen 21 . 3 = 63 esetben kell megvizsgdl-
nunk, hogy a vizsgdlt dbféspont a rdilleszked§ (egyik vizs-
gdlt) metszésvonalon levd élre - mint szakaszra - esik-e,
és ha igen, akkor a belsejébe (vagy a keriiletére) esik-e

a vizsgdlt 61t nem tartalmazd sokazignek. Ezeket az ese-
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teket - annak ellenérzésére, hogy jél1 kéezitettiik el az
bsszevalogatésukat irdnyité programrészletet ~ kiirhat-
Juk egy megfelél§ segédprogram sagitségevel. Ezt a segéd—
programot "hozzidolvasva" a gépbe elifz8leg betdpldlt
eredeti programhoz, a segédprogram utasitdsai beékelbfdnek
a megfelels helyre, Amennyiben & eegédprogramon az erede-
tivel egyez{ sorszdmi cimkék is vannak, ezek tartalma a
segédprogramon lévé(tartalom lesz. A 4. gzimi melléklet
ezt a segédprogramot, €3 a ségitségével kiirt megvizsgd-
landé déféspontok és élek "jelét" tartalmazza. k

Az alkalmazott jeltlés praktikussdgdat tilkkrozi, hogy
kdnnyen éttekintﬂetG, melyik doféspontnak melyik éihez
és melyik laphoz vald viszonydt vizsgdljuk. Pigyeljiik
még, hogy a 4. azémi mellékletben kiirt minden eset
(a,b,c) (a,b,d) - (a,b,s) alaku. (A bethk aorrendae 16~
nyegtelen.) Ebben az esetben azt kell vizsgélnunk, hogy
az (a,b,c) dsféspont rajta van-e az (a) és (b) sik
kbzos élén, és ha igen, beliil van-e a {c) gikban fekv§
sokszogon.

Az eredeti program a doféspontokra illeszkedd§ si-
kok adatainak az 6ssgevélogatésa (1220 - 1270, 1360 - 1430)
utdn kiszdmitja és raktdrozza a doféspontok koordindtédit.
(1440 - 1540). Ha a kivdlasztott hdrom egyenletbsl 4116
egyeﬁletrendszer nem oldhaté meg, (azaz a doféspont vég-
telén tdvoli), akkor az egyenletrendszer determindnsdra
kapott O dértéket egy O-hoz kizeli értékkel helyette;
gitjik. (1450 - 1470). 1Igy elérjik, hogy (1520)-ban
nem vétlink matematikai hibdt, ha az egyenletfendszer de-~
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termindnsa 0O, €8 a végtelen tdvoli pont helyett egy
végesben 16v8, de eléggé tdvoli ponttal dolgozhatunk
tovédbb. _ '

A megvizsgdland$ esetek szémAt 1ényegesen lecatkkent~
hetjlk, he kisziirjik azokat az eseteket, mélyekben a 4=
féspont valamelyik koordindtdja nagyobb, mint a csicspon-
tok koordindtédinak e maximuma. Ekkor ugyanis a dSfés-
pont biztosan kiviil van az egész alakzaton. Ezt a "szli-
r&t" a (220, 380, 398, 1590 - 1610) cimkék tartalmaz-
zék. '

A kBvetkezd 1épés annak az o0lddntése, hogy a vizs-
gdlt dvféapont illeszkedik-e a szébajchet§ hdrom szakasz
valamelyikére. Az (AB) egyenesre illeszked§ € pont
akkor leaz az AE azakasz bels§ pontja, ha a CA® éa
UE;>'vektorok‘ekalérszorzata negativ., Igy a dsféapont és
a vizegdlandé szakasz k09rdinétéit bsazevdlogatva
(1280 ~ 1350, 1620 -~ 1750) elegend§ ennek a skaldrazor-
zatnak az elfjelét vizsgdlnunk. (1760 - 1780).

Ha a vizegdlt doféspont nem esett ki az el§zé két
gzirén, azaz rajta van két lap ktzos é1én, akkor meg kell
vizsgdlnunk, hogy hol helyezkedik el a harmadik lapra
illeszkeds sokszbghdz viszonyitva. Ha a kerﬁletén,vvagy
a belsejében van, akkor célezerii kiratni, hogy melyik €1~
nek és melyik lapnak a déféspontja. |

A kérdés eldontésére lényegében a kivetkez§ utat
vdlasztjuk: Fusson korbe az AlAz'@.rAG soksgzdg kertile=
tén egy pont, és kivesasiik ezt szemmél a vizegdlt B. do-
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féapontbil. Ha kilzben krbe kell fordulnunk, akkor a sok-
8z2bg belsejébsn van a D pont, 1a nem, zkkor kiviil, f£él-
fordulat esetén pedig a keriiletén, Gyakorlatilag ezt gy
hajthatjuk végre, hogy rendre kiszdnmitjuk az  AyDA, ~F ,
AyDA, <y ees ADAy X forgdsszbgeket, és képezszik
ezek Osazegét. Igy O, 31T, vagy <+ 2T koruli érté-
ke kell kapnunk, amelyb8l eldsnthet6 a D pont helyzets.
Az A.DA; 4 ~X (L =1,... 6, Aq = A)) szbgek nagysi-
gidt a W éa DT;? vektorok skaldrszorzati{bdsl
szdmitjuk (1970 - 2010), el8jelét pedig szeknek a vek-
toroknak és a sik normdlvektordnak e vegyesszorzatdbdl
allapitjuk meg (1930 - 1960, 2010). Ezt természetesen
megelézi a vizsgdlt sikra esd sokszdg csicsainak az "elé.
keregése™ (1790 -~ 1850), enit a mir eddig is haszpilt

S mAtrixal végziink (420 - 470), valamint a DA;> éa
51;:;? vektorok kiszdmitdsa és Ugazevilogatdsa (1870 -
- 1920). Uivel itt mér el8z8leg kiszimitott (és nem meg-
adott) adatokkal dolgozunk, ha a D pont az (4; Ay )
egyenesre esik, nem biztos, hogy a vegyessgorzatra 0-t,
a szdmitandé 8z8g cosinusdra abszolut értékben 1l1~-nél

nem nagyobb értéket kapunk. A gép pontatlansdgdt kikliszo-
b1l (1940 - 1960) és (1980 - 2000). Az ivmértékben
kapott szigek elfjeles Usczege hatdrozza meg & kiirendé
szbveget (2040 -~ 2200). Ha a gép taldl ilyen nem kivéant
doféepontot, akkor kiir minden ezzel kapcsolatos infor-
miciét (2060 - 2150). Az 5. szdmi mellékleten bemu-
tatunk néhdny olyan esetet (elfszdr azt, melyet az 5. db-
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rén elemeztiink), melyekben a D alakzat minden lapja
egyszerii sokszbg, €3 & feliilet mégis bnétmetszs. Itt a
programot a (2220) cimkéig futtattuk.

Bgy ujabb segédprogram segitaégével meggydzddhe-
tiink réla, hogy a gép milyen pontosan sgémitotta ki a
koriilfordulds sztgét, ésekdzben mely eseteket kellett
vizsgdlnia a harmadik sziirén. (6. szémi melléklet,)

A programnak ebb8l a részébSl nyert informdcidk
alapjdn sikeriilt az adatokat gy vdltoztatni, hogy a ke~
resett k¥zondéges poliédert kapjuk, azaz a feliilet ns
legyen natmetszd. Egy ilyen poliédert megkapva az ada-
tok "finom" vdltoztatdsdval elérhets, hogy a kapott
alakzat csicsalnak nagy részét konnyen dttekinthets, o-
gész koordindtdk jellemezzék, vagy ami ennél is fonto-
sabb, hogy a kapott poliéder kinnyen realizdlhatd, "azel-
18s" legyen; A kapott poliéder méreteit és a realizd-
l4shoz, vagy a kidnnyebben realizdlhatd vdltozat kivdlasz-
tdadhoz sziikséges adatokat szdmitja ki = program kovet-
kez§ réaze (2230 - 3460).

A poliéder egy-egy lapjédt legktnnyebben az oldalai-
nak és dtloinak a hosszdbél tudjuk megszerkeszteni. Ezek
kigzdmitdsdhoz - a lap szdmdnak a felirdsa utén (2270) =
~ el8sztr 1smét Uaszevdlogatjuk az egy sikra es§ csiicso-
kat (2330 - 2410), majd egyetlen ciklussal kiszdmitjuk
a szomszédos calicsok tdvolsdgalt, vagyls az élek hosszdt
(2420 - 2520). Annak eldontéaére, hogy a vizasgdlt poli-
éder modellje konnyen realizdlhaté-e, ssiikségiink lehet
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az élek maximuméra, minimumdra, valamint ezek hdnyadosé-
ra. Ezt egy lap esetén a (2310, 2320, 2480 - 2510, 2640 ~
= 2690) cimkék, az egész poliédert tekintve pedig a
(2230, 2240, 2700 - 2730, 2790 - 2860) cimkék keresik
meg és irjék ki. Az dt16k hosszénak a kiszdmitdsa hason-
16an t8rténik (2590, 2600), csak ehhez két, egymdsba
skatulydzott ciklussal kell damszevélogatni a csicsokat
(2560 ~ 2580).

A kBnnyebben realizdlhaté modell megkeresése és a
lapok megszerkesztése -~ mint 1dtni fogjuk - megkonnyit-
hetd, ha a poliéder calicsaibll 4116 néhény hédromszignek
ismerjik a magassdgvonaldt is. Ezt szdmolja ki a progranm
végén 1év8 szubrutin (2930 - 3340). Ez a szubrutin
elészor felirja a vizsgdlt hdromszog csicsainak az ada-
tait (2990 ~ 3070), kiszdmitja és kiirja az oldalak
hoaszdt (3080 - 3220), majd a Heron-képlettel kapott
teriiletbdl kiszdmitja és kiirja a magassdgvonalak hosz-
gzt (3230 - 3320). A hédromszdg csicsait a calcsokat
tartalmazd tdbldzat megfeleld sorainazk a sorszdmdval ad-
hatjuk meg. Ezt a tdbldzatot kiilvn is elkészithetjiik egy
Gjabb segédprogram segitedgével. (7. szdmi melléklet.)
A cslcsok sorszémait - a szllkségesnek vélt esetekban -

a program végén vetiiik fel, minden hdromsztget killon cime-
kén megadva {3350 - 3450); Igy a programot.végig listéz~-
~ Vva ezek a sorazemok ugyancsak konnyen dttekinthetdk, ha
sziikedéges, bSvithetdk. A (3430 - 3450) cimkéken olyan

pontok vannak, melyek a D poliédernek nem csicsai, ha-



nem doféspontok. Igy erre a programrészletre csak akkor
gzabad eljutnunk, ha el1§z8leg kigzdmitottuk a dsféspon-
tok koordindtdit is (3420).

A 8. sgzami melléklet a taldlt poliéder néhdny -
egyméstél lénysgesen nem kiilonbozS-vdltozatdnak a nume-
rikus adatait tartalmazza, /A tdvolasdgokat, & kapott po=-
liéder szimmetria tulajdonsdgai miatt nem minéen esetben
szémoltuk végig.)
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ITI. A kanott polidder elemzése, numaerikus adatai

A ozdmitégép segitségével taldlt ém realizdlt modell
alapjén megadhaté a keresett poliéder 1létezésére egy olyan
elemi bizonyitas, amely nem hasznélja fel a kapott poli-
édernek s Csfészdr-poliéderrel vald kapcgolatdat, igy a du-
alitde fogalmit sem.

Tekintsiink egy olyan tetraédert, melynsk a lapjai
egyenl8szdrd hdromsztgek. Lnnek bdrmely két lapja szom-
szédos. Az lssz a feladatunk, hogy tovdbbi hdrom sik fel-
vételével képezniink a tetrzdéderbfl ogy olyan topoidot,-
azaz térusszal homeomorf poliddert - hogy az 1j sikokra
esl lapok mindegyike szomszédos legyen egymdssal és a
tetraéder mindegyik lapjdval. Természetecsen a tetraéder
éleinek, vagy azok egy-egy darabjdnak meg kell maradnis.

Vdlacsszuk 2 tetradéder cailcsainak a jelBlését ugy,
hogy AB || 60 1legyen. Jelsljlik tovdbbd az AB és CD
oldalak felezSpontjait Ssszekvts egyenest 2z-vel. (6. éb-
ra.) A tetradder tengelyesen szimmetrikus 2z-re, A to-
véabbi adrom sikot is dgy fogjuk felvenni, hogy a kapott
alakzatnak megmaradjon ez a tulajdonsiga. ‘ -

Ha a tetraddert z-re merdleges (azaz 'Kﬁ{yeibés
TD-vel pdrhuzamos) sikokkal metszik, a sikmetszet mindig
téglalap lesz. Amint a metsz8 sik AB-t§1 TD felé halad,
a sikmetszetkdént kapott téglalap AB-vel pdrhuzamos 51-
dala folytonosan cstkken, CD-vel pérhuzamos oldala pe-
dig nd. VAlasszuk ki két tetzzbleges, 2z-re merileges
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gikmetezetet. JelBlje az AD oldalhos kiselebbi sikmet-
szet csicsait rendre B, F, G, H (E € I, Pec . Jo=
181je tovdbbd K és 1 a misik sikmetszet 4tléi iﬁzﬁl
annak a végpontjalt, melyek ugyanarra a tetraédder-élre
illeszkednek, mint P, 1lletve I,

Furjuk 4t az ABCD tetraédert egy olyan prizmdval,
amelynek egyik éle a (KL) egyenes, a mdsik két - (KL)=-
lel pdrhugzamos - éle pedig 2z-re szimmetrikusan helyezke-
dik el, és az EFGH téglalapot a szomezédos HE &s IF
illetve PC és TH élein metszi. (7. dbra) Ilyen met-
szés valéban létrejBhct, hiszen RIT messzebb van AB=-t81,
mint T, igy nagyobb eziiget zdr be ID-vel = tehdt Fl-vel
is, = mint a téglalap FH dtléja. JelBlje a prizma deinek
az FEPFGH téglalappel (azaz a tetradéderrel) alkotott met-
széspontjait P, Q, R és S (PENE, QcIF, rRe F,

s etl).

Az igy létrchozott toroidnak @ PQFRSH hatszbg-lapja
szomszédos lesz az Usszes tPbbi lappel. A KLPQ és a vele
egybevdgé KLSR trapéz szdrasival az alapul vett tetradder
két lapjdhez, alepjaival a mdsik két 4 laphoz ceatlakozik.
Ezeknek a lapoknak még nincs kBzts élik a tetradder kiéte
~-két lapjdvel. Ugyanakkor feleslegessé vilt az AD &s BC
él egyik megmaradt darabja, KD & IC0. A hidnyzé élek
el6411itdea és o feleslegesek megszintetése cé1j4bSl @ ka-
pott idomot ki fogjuk egdésziteni két kis tetradderrel, ame-
lyek lapjai a médr meglévs lapok sikjaibdl 411lnsk elé.

Legyen (QK) N (CD) =M és (L¥) N (BD) = U, (lLéanye-
gében M a KLQ s8ik és a (CD) egyenes metszéspontja.)



/
L R



- 34 -

Az egyik kiegészitd tetradder KVDU lesz. Hasonldan kap=-
Juk 2 z-re vald szimmetridt megdrizve az (SL) n\ (DC) =
=N és (BK) n (AC) = V pontokat, illetve az NLCV kie=-
gészitd tetraddert. Mondhatjuk, hogy a hidnyolt kdzds élek
RO és TH, illetve IV és VN. A probléma most mér-
csak az, hogy a PQMUKL t8r8ttvonal (és z-re vonatkozd
tilkrképe RSNVLK) nem egyszerii sokszig, mivel K& QH
illetve L € 5N).

Ahhoz, hogy ezt a nem kivdnt illeszkedést elkeriiljik,
elegendd a szdbanforgd t8rdttvonalak sikjait kiscé elfore
gatnunk a (PQ) ill. (RS) egyenesek kioriil dgy, hogy
a ktzbs KL éliik tovdbbra is illeszkedjen z-re, és ke=-
riljon ktzelebb az EFGH sikhoz. Igy e tdrbttvonalak
cesicspontjai is elmozdulnak P, Q, R és S kivételével.
Az elmozduld pontok j helyzetének a jelSlésére hasznil-
juk az eredeti betiiket ¥ -gal elldtve. Mivel K ¥ L+ || KT,
K* és L* az ABD illetve ABC hdromszdg belsejébe
keriil, igy nem lehet kozds pontja a tetradder mdsik két
lapjdra illeszkedd (Qu™*) 111. (SW *) egyenesekkel;
A megmozgatott két sikrg illeszkedd lap is egyszerii sok-
sztggé valt, a toroid t6bbi lapja pedig a mi szempontunk-
bél nem valtozott lénysgesen. Ezzel megkaptuk a keresett
hét lapi kdztnséges poliéddert, amelynek csicsai tehdt
(a 2z-re szimmetrikusokat egymds mellett felsorolva)s: A,B;
P,R; Q,S; F,H; K* , I*; u* ,v* ; w¥ ,n¥ .

A poliéder konkrét elfdllitdsdhoz vdlasszuk az ala=-

pul vett tetraéder csicsainak a derékszdgii koordindtdit a
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kBvetkez8képpen:
x y z
A 12 4] 12
B -12 4] 12
C 0 -6 -12
D 0 6 «12

1., tdbldzat

K¥L¥ -0t vdlasszuk dgy, hogy egyenls sztget zére
jon be AB -vel és CD -vel! Fkkor KL a négyzetemet-
szet magassigdban, 2 = =4-nél 1lesz, Igy KX L¥ vdlaszt-
haté 2 = -3 magassdgban, az EFGH sik pedig 2z = 2
magassdgban. A tovdbbi két sikot vdlasszuk dgy, hogy a
Q 1ill, S  vcsiics az EFGI téglalap rdvidebbik élének a
felezbpontjdra essen. Igy a poliéder sikjainak egyenletei

a kvetkez8k:

(1) 4y + 2z = 12 (ABD) gik
(2) -2% - 7z =12 (BCD) "
(3) ~5% 4+ 5y = Tz = 21 (k*1¥s) »
(4) 5% = 5y = Tz = 21 (R¥1%q) »
(5) 2x - z =12 (ACD) "
(6) -4y + z =12 (ABC) "
(7) z = 2 "~ (QRmS) "

2. tdbldzat
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Célszeri a poliéder ceilcsait az eddig hasznilt je-
151és helyett ismét hdrom szdmmal, a rd illeszkedd sikok
szdmaival jellemezni. Ilyen jel5lés mellett kdnnyebb lesz
dttekinteniink az egy lapra esd csicsokat és éleket; (B;ébra)

A sikok egyenleteibdl szdmitva =2 cslcsok koordinitd -

ira a kivetkez§ értékeket kaptuks

csuUCs x y -
B (1 2 6) -12,00 0,00 12,00
A (15 6) 12,00 0,00 12,00
N (2 3 5) 0,00 -12,60 -12,00
u¥ (2 4 5) 0,00 12,60 ~12,00
v (35 6) 2,00 ~ 5,00 - 8,00
v (1 2 4) - 2,00 5,00 - 8,00
3" (3 4 6) - 3,75 - 3,75 ~ 3,00
K™ (13 4) 3,75 3,75 - 3,00
P (4 6 7) 4450 - 2,50 2,00
R (137 - 4,50 2450 2,00
S (2 317) - 7400 0,00 2,00
Q (457) 7400 0,00 2,00
H (267) - 7,00 - 2,50 2,00
F (257 7,00 2450 2,00

3. tdblédzat

A poliéder realizdldsdhoz sziikséges adatok a cslcs-

pontok koordindtdibdl egyszeriien szdmithatdk., A modell-



z A
| 126

245
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készités megkbnnyitécséhez két tizedesnyi pontossigig
szdmolva megadjuk az egy lapra esf élek és 4t16k hosz-
szdt, valamint néhiny tovébbi adatot, melyek elSsegithe-
tik a modell ponto=abb és gyorsabb elkészitését. A szlik-
gépeanél lényegesen ttbb adat segitli a szerkesztésbll
adddSé pontatlansdg kikiliszobolését.

liivel az alakzat szimmetrikus 3z-re, (1) - (6),
(2) - (5) és (31 - (4) egybevédgd lap-pdrok lesznek,
igy ezek adatait egylitt kozoljik.

Az (1) és (6) 1lap adatai:
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oldalak
D(126) - (156) = D(156) = (126) = 24,00
D(156) (157) = D(126) = (267) = 11,45
D(157) = (137) = D(267) - (467) = 11,50
D(137) - (134) = D(467) = (346) = 9,72
D(134) = (124) = D(346) = (356) = 7,72
D(124) = (126) = D(356) = (156) = 22,91

4416k
D(126) =~ (157) = D(156) = (267) = 21,61
D(126) = (137) = D(156) - (467) = 12,74
D(126) = (134) = D(156) = (346) = 22,07
D(156) = (137) = D(126) - (467) = 19445
D(156) (134) = D(126) - (346) = 17,52
D(156) = (124) = D(126) =~ (356) = 24,91
D(157) = (134) = D(267) - (346) = 64,09
D(157) (124) = D(267) = (356) = 13,68
D(137) - (124) = D(467) - (356) = 10,60

Az (156) - (157)

4. tibldzat

éa (126) - (124)

szabbitdsdbdl adddé egyenliszdiri hdromazig

D = (125) cslcsdbdl kiinduld magassdga

m

oldalak meghogz-
(ABD hdromsztg)
= 24,73, a pir-

huzamos élek tdvolsdga ennek 10/24-szerese: d = 10,30. A

x¥ = (134) ecsics az

(156) - (157)

é1 egyenesétsl (AD-t81)



t = 0,67 +tdvolesdgra van. (A tdbldzatokon kiviil k&zslt
ddatokat 2 D poliédder megfeleld csiesaival megadott hd-
romszdgek magessigvonalaiként keptuk,)

A (2) és (5) lap adatai:s

oldalsk

D(245) - (235) = D(235) - (245) = 25,20
D(235) - (237) = D(245) = (457) = 20,09
D(237) = (267) = p(457) = (157) 2,50
D(267) = (126) = D(157) - (156) = 11,45
D(126) = (124) = D(156) = (356) = 22,91
D(124) - (245) = D(356) - (235) 8,81

il

dt16k

D(235) - (457) = 20,09
D(245) - (267) = D(235) - (157) = 21,74
D(245) - (126) = D(235) - (156) = 29,64
D(235) - {267) = D(245) - (157) = 18,62
D(235) = (126) = D(245) - (156) = 29,64
D(235) - (124) = D(245) - (356) = 18,15
D(237) - (126) = D{457) - (156) = 11,18
D(237) - (124) = D(457) - (356) = 12,24
D(267) - (124) = D(157) - (356) = 13,46

D(245) - (237)

i

5. tdbldzat
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Az AR MY = (156) (235) (245) egyenlészdrd hérom-
sz8g A = (156) cslicsdbdl kiinduld magassdga m = 26,83,
a pdrhuzamos élek tdvoledge ennek 14/24-szereses d = 15,65,
A (3) éas (4) lap adatais

-

oldalak

-4

p(237) - (235) = D(457) -~ (245) = 20,09
D(235) - (356) = D(245) - (214) = 8,81
D(356) - (346) = D(124) - (134) = 7,72
D(346) - (134) = D(134) = (346) = 10,60
D(134) - (137) = D(346) - (467) = 9,72
D{137) - (237) = D{467) - (457) = 3,53

dt1dk

D(237) = (356) = D(457) = (124) = 14,35
D(237) = (346) = D(457) = (134) = 7,04
D(237) = (134) = D(457) = (346) = 12,43
D(235) = (346) = D(245) ~ (134) = 13,16
D(235) - (134) = D(245) = (346) = 19,03
| D(235) = (137) = D(245) - (467) = 21,07
D(356) = (134) = D(214) - (346) = 10,22
D(356) - (137) = D(124) - (467) = 14,08
D(346) - (137) = D(134) - (467) = 8,03

6. tdbldzat
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A KT LX = (134) - (346) és a vele pérhuzamnos
WP = (457) - (467) &1 tdvoledga & = T7,03. A K& (134)
cedcsnak a QU ¥ = (457) - (245) &1t81 mért tdvolsdga
t ='1,03; A toroid kialakitdsdndl ezt a tdvolsdgot nd-
veltik O0-rdl 1.03—ra; A K¥T® metszésvonal tovdbbi
emelésével tovdbb is novelhetnénk, de akkor NF WX  ardny-
talanul megn6ne;

A (7) lap adatai:

oldalak

D(157) - (137) = 11,50
D(137) - (237) 3,53
D(237) - (267) 2,50
D(267) - (467) = 11,50
D(467) - (457) 3,53
D(457) - (157) 2,50

T. tdbldzat

Ez a kdzéppontosan szimmetrikus hatszbg lényegében
egy 5 és 14 oldélhosszﬁségﬁ téglalapbdl alakithatd ki,
1evégva belfle két egyenldszdrdi derdékszigli hdromszget,
melyek befogdéi 2,5 hossziak.

Az itt k6z01lt adatokbdl dttekinthetd modell készit-

hetd 1 egységet 1 cm-nek, vagy 1,5 cm-nek véve.
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(A 8. ébra a kozslt adatokbél épithets modell axonomet-
rikus képe.)

A kapott poliéder legfontosabb tuiajdoneéga nyilvéne
valéan a 'HEAWOOD-féle téruszra rajzolt térképpel, illet-
ve a Csdszdr-poliéderrel vald kapcsolata. Ezen tdlmenden
megvizsgdljuk néhdny kevésbé alapvetd, de érdékes tulaj-
dongdgdt.

Topoldgiai tulajdonsdgeit tekintve megemlithetd, hogy
a kapott toroid épp ldgy, mint a Cédszdr poliéder, topoll-
giailag szabdlyos. (Egy poliédert topoldgiailag szabdlyos—
nak neveziink, ha minden lapjdnak ugyanannyi oldala van,
és minden csilicsdba azonos szami é1 fut be; Az ugyanilyen
tulajdonsdgi - valamely feliiletre rajzolt - térképet is
szabdlyosnak nevezziikk. Tehdt egy poliéder topoldgiailag
szabdlyos, ha kiilsnbdz§ lapjait kiilonbdzd tartomdnyoknak
tekintve homeomorf egy szabdlyos térképpal;)

Metrikus tulajdonsdgai koziil megemlitheté,_hogy a

k8251t adatokbdl fel tudunk épiteni egy vele egybevigd
| poliédert, amely azonban mozgédssal nem vihetd d4t az ere=-
detibe. Vagyis mindig van egy "jobbos" és egy "balos™
vdltozata.

Megfigyelhets, hogy az 4t18i kdziil egyediil az (126) =
- (457) és az (156) = (237) 4t16k nem illeszkednek
egyik lap sikjdra sem, tehdt ezek a poliéder testdtlédi.
Kénnyen beldthaté, hogy az egyszerii polidderek kirében a
gildknak, valamint a hdromszBgalapi csonkagilédknak (és ha-
gdboknak) nincsenek testdtldi. Ha egy gila alaplapja kon=-
kdv, akkor van ugyan olyan dt1l6ja, amely nem illeszkedik
a feliiletre, de ez nem tekinthetd "valddi" testdtldnak,
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ugyanis a poliéder egyik sikjdra illeszkedik. A kapott
poliéderbSl kinnyen készithetiink ilyen "valddi"™ test-
4t16 nélkiili toroidot, ba a (3) és (4) sikot dgy vesz-
szilk fel, hogy az (157) és (457), valamint a (237)

és (267) csicsok essenek egybe. Ekkor azonban elveszti

a poliéder azt a tulajdonsdgit, hogy bdrmely két lapja
szomszédos.

A kapott poliédernek van egy lényeges extremdlis tu-
lajdonsdga is. Be fopjuk ldtni, hogy birmely toroidnak
legaldbb 7 1lapja van, tehdt hétnél kevesebb lapbdl se-
milyen tdérusszal homeomorf poliéder nem épithetd. Ehhesz
elegend§ felsorolnunk a hétnél kevesebb lappal hatdrolt
poliéderek ©Usszes kombinatérikus tipusait, és ha ezek k-
z8tt térusszal homeomorf nem lesz, akkor az 4llitdst iga-
zoltuk,.

Ay E{]feladatgyﬁjtemény 55. feladata azt vizsgalja,
hogy melyek a négy-, 8t- ¢és hatlapi poliéderek klilinb8zé
kombinatorikus tipusai. A feladatra kiozolt megoldas (L:‘ﬁ]
111-113,.,01d.) csak azokkal a poliéderekkel foglalkozik,
melyekre teljesiil, hogy bdrmely két lapnak legfeljebb egy

koztos éle van, vagy ha kozds éle niics, egy kdzds csicsa
lehet. (Megjegyezziik, hogy ez a kikdtds a feladat kitii-

zésében nem szerepel,) Ha szomszdédosnak neveziink két la=-
pot akkor 1is, ha csak kozds csicsuk van, akkor ezt a ki-
kotést dgy is megfogalmazhatjuk,hogys bdrmely két lap

legfeljebb egy helyen (azaz egy élben, vagy egy csicsbhan)
szomszédos. Fhhez elegend§ - de nem szilkkséges - feltdétel

pl. a konvex megszoritds. lint késdbb 1litni fogjuk, ilyen
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tibbeerisen szomszdéddos lapokkal rendelkezd poliéder elf-
d111tdsdhoz legaldbb hat lap kell,Aigy a 4 &8 5 lapi
polidderek |5] -~ben 1leirt felsorolédsa telJee,'a 6 la~
piaké viszont nem.
Bgy hatlapi poliédernek nem lehet kvrgylirlivel homeo-

morf lapja, mert ha lenne ilyen lap, annak legaldbb hat |
- kiildnboz§ egyenesre illeszkednének az élei. (Ugyanis
mindkét hatdrvonal legaldbb héromszﬁg;) A hatnil nem ke-
vesebb 61 el&dllitdsdhoz viszont hétnél nem kevesebb sik-
ra van szﬁkség; Igy a hatlapi poliéderek lapjait egyszerii
sokszsgek alkotjék;» T

" Meg fogjuk keresni az Ssszes olyan hatlapﬁ poliédert,
melynek van tobbszbrbsen sgomsgédos lap-pirja. (A "szgom-
szédos" Jelzét egyenlére az el6bb1'tégébb’értelemben hasz-
nljuk.) Jeldlje (1) és (2) a hatlapi poliédernek
agt a két lapjdt, melynek -~ élben, vagy csiicsban - kétsze-
resen sgomszédosak. Ha az (1) - (2) egyenesre két 61 il-
leszkedik, akkor az egyik é1 végpontjaira illeszked§ (3)
és (43, valamint a mésik 61 végpontjaira illeszkeds (5)
és (6) sikok nem metszhetik egymdst élben, mert akkor
az (1) és (2) sikokra illeszked§ sokszbgek “ndtmetszbk
lennének; Ugyanakkor az (1) - (2)‘ egyenes két "belss"
cslicspontjdn dtmensd (4) és (5) valamint a "kiilsg"
ceicspontokon dtmen§ (3) és (6) eikok feltétleniil 61~
ben metszik egymést, mert csak igy kaphatunk kidzinséges
poliédert. Igy a hat sik egy egyszeri poliédert alkot
(9/a. ébra). Ugyanezt elmondhatjuk akkor is, ha az (1)
és (2) 1lapnak kbzbs éle és egy tovdbbi kdzba ééﬁcsa van



S/F S/E
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. {9/b, 4ébra), vagy két kizbs csicea van, de kbzts éle
nincs (9/c. dbra). FEzek az esetek szdrmaztathatdk

az el6z6b8l is, ha az (1) és (2) lapok kdz¥s élei
k22Ul az egylket, vagy mindkettdt ponttd zsugoritjuk.
HMindhdrom esetben az él&éllitéshoz egyértelmiien %hasg-
ndltuk fel" mind a hat eikot, igy nem fordulhat elé

sem olyan eset, melyben az (1) és (2) lapok ketténél
t38bb "hélyen” szomszédosak, sem olyan eset, melyben
mésik két lap is tEbbazdrdsen sgomsgédos. ‘

_ Ezzel elfdllitottunk hérom olyan hatlapi egyszerti
poliédert, melyek nem szerspelnek a@.Eﬂ 55. feladatéd-
ra adott bizonyitdsban (L: Eﬂ 111. 4bra), és egyittal
megmutattuk, hogy ezek mellett csak olyan tovdbbi, ezek-
t81 eltérd§ kombinatarikus tipushoz tartozé hatlapi po-
liéderek léteznek, melyek bArmely élének egyenesére nem
illeszkedik tovéabbi €1, sem az &1 végpontjaitsl kiilsnbs-
z6 csﬁca; Ha a poliéder valamely két éle mégis egy egye~-
nesbe esik (az elibb tArgyalt eseteket kivéve) nem ka-
punk iijabb kombinatorikus tipust. Pl. a 9/d4. &brén be-
mutatott, ldtszélag hat darab héromszsgb8l 4116 polié-
der ugyanahhoz a, kombinatorikus tipushog tartozik, mint
am[}j 111kd_ébréjén ldthatd 2 négyszBgbfl és 4 hé-
romszdgb6l 4116 konvex poliéder.

Ha mostmdr kikdtjiik, hogy olyan hatlapi poliédere-~
ket keresilink, melyek bdrmely élének egyenesére nem illesz-
kedik tovdbbi é1, vagy csics, akkor elfogadhatjuk a -ben
leirt megoldéat, amely hét tovdbbi hatlapi poliédert so-
rol fel; Bz avmegoldés sehol nem haszgndlja fel, hogy a
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keresett poliéder egyszerii, ezzel lényegében igazolja,
hogy hatlapi torocid nincse.

li indirekt dton fogjuk beldini, hogy hatlapi toro-
id nem létezik. Az eldzdek értelmében elegendd felten-
‘niink az olyan hatlapi toroid létezését, melynak minden
lapja egyszeri sokezlg, és egyetlen élének &z egyenesére
sem illeszkedik to¥dbbi €1, vagy csics. Legyen egy ilyen
L =6 lapi, C csdesi, E élu toroidnak X3 hérom=
82z38g, %, négyszig, X Utezbg lapja. (Hatszbglap a
kikttések miatt mdr nem létezik.)

rd

Az Xqy X, 68 Xg értékekre fenndll, hogy

252 + 4x4 + Sxi
2

Xq + Xy + Xg = 6 és E =

Ezékbél, valamint az Buler~-féle Usszefliggésbll kap~
Juk, hogy

Xp = X
C=5+-22——2

Ha X5 = Xq = 0, akkor g toroidnak 6 négyszdg
lapja van, de mdr 3 egy cseldcsra illeszkedd négyszig is
7 ecsicsot hatdroz meg, tehdt ilyen poliéder nem létez-
het. (Az X5 = 0, X3 = 2 eset még "rosszabb", me?t
mir két négyszdg is 5-nél t8bb caicsot hatdroz meg.)
Hasgonld eredményre jutunk X5 = Xq = 1 esetben is. Az
Otezbg, és a vele feltétleniil szomszédos négyszig egylitt
meghatdroz hét csicsot. Ha Xg = 2, akkor a két Btszig
meghatdroz 8 celicsot, de a csicsok szdma legfeljebb
7 1lehet, igy ez az eset ie lehetetlen. Ahhoz, hogy a
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csticsok sgdma 8, vagy 9 legyen, 4 11;etve ‘6 Bt-
_ gztget kellene felvenniink, ezek kizlil pedig mér hérom
is legaldbb 10 caicsot hatdroz meg. (Az elSbbiekben
végig kihaszniltuk, hogy két lapnak legfeljebb egy k-
z&s éle, és8 igy két kizbas caiicsa lehet. Az ett8l eltér§
esetekst mir elfzdleg mogvizsgdltuk.)

Ezzel beldttuk, hogy bédrmely térusszal homeomorf
poliéder el6d41litdsdhoz legaldbb 7 sikra van szilkaég,
tehdt a kapott poliéder lapjainak a szdma minimdlis. Ha-
sonléan 1ldthaté be, hogy hétnél kevesebb csicsi toroid
sem létezik, tehdt a Csdszdr-poliéder is extremidlis eb-

b8l a aszempontbdl.
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IV. Néhdny felvethetS probléma

Mint az eddigiekbdl is kitlint, egyeldre eldtntet-
len az a kérdés, hogy 1létezik-e a Csédsszdr-poliédernek
és a kapott poliédernek olyan véltozata. melyeket egy
alkalmas térbeli polaritds egymdsba visg ét. Rddig
ugyanis a Csészér-poliéder projektiv (1ll. euklidesszi)
geometrial értelemben vett dudlisaként nem tudtunk kvztn-
séges poliédert elfdllitani, és a kapott polidder "eredeti®
alakzata nem ktzdnséges poliéder; Minthogy a Csédsgir-po-
l1iéder dudlisai kozdtt is voltak ag Sgétmetszés szem-
pontjdbsl lényegesen kiilonbdzbk (3;85. melléklef). a
kapott poliéder tobbféle alakzatbdél is elSdllithatd az
eredeti alakzat és az alapgbmb alkalmas megvdlasztdsd-
val (8;82; melléklet); Igy nem kizdrt a két kb¥zonoé-
ges, egymdsba polaritdssal dtvihets poliéder létezése;

Felvethets§ az a kérdés is, hogy a magasabb nemszdmi
felliletek ktzbtt akad-e olyan, amely a Csdsziar-poliéder,
vagy & kapott poliéder tulajdonsdgaival rendelkezik;

Tovédbbi, At16 nélkiili poliéder keresésének a kér-
dése mdr felvetfdstt Eﬂ. Ezzel kapcsolatban a kivet-
kezbket mondhatjuk:‘

Bgy p nemszédmi poliéder, (vagy p nemszdmi
felliletre rajzolt térkép) Buler-karakterisztikdjdt
felirva az L + C - E = 2 - 2p egyenldséghez jutunk, ahol



- 5] -

L a lapok, C a csiicsok, F az élek szdmdt jelBli.
Olyan poliédert keresiink, melynek nincs dtldja, vagyis
badrmely két csiicsa pontosan egy élt hatdroz meg, tehdt
az élek szdma E = QL§4=-ll. ldsrészt a poliédernek
csak hdromsztg lapjai vannak, és minden é1 két lap ha-

tdrdn fekszik, igy 3L = 2E. A hdrom egyenletbdl:

Ue=1)  gic-Uezooo g

Innen

p = 48221l > 4)
12

Mivel p a poliéder nemszéma egész ezim, a kovetkezd

¢ {C 3) értékeknél kapunk egész p értdket:
Cedecs| Lap E1l Euler-kar | Nemszdm {Megjegyzés
(c) (L) | (B) (X) p
4 4 6 2 0 Tetraéder
7 14 21 0 1 Csdszdr-pol.
12 44 66 ~10 6 Ismeretlen
15 70 105 -20 11 Ismeretlen
16 80 120 -24 13 Ismeretlen

8. tdbldazat

16-ndl nagyobb C értékek esetén a nemszim nagyobb

lesz a cslcsok szdméndl, igy itt médr - M.Gardner szerint:

Ls Eﬂ - nem valdszinii az 4t16 nélkiili poliéder létezése.
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A fenti hdrom ismeretlen polidéder megkeresése, vagy
annak igazoldisa, hogy nem léteznek, nehéz kérddsnek tiinik.

Ha meg skarjuk vizegdlni, hogy e magasabb nemszd-
mi (negetiv Fuler-ksrakiterisgtikdji) feliiletek kHz8tt ta=-
ldlhatd~e tetradderen és a taldlt hétlapt polidderen ki-
viil tovibbi olyan polidder, melynek bdemely két lapje
szomszédos, {ezomszddos lapokon ismdt a kHzides &1llel ren-
delkez§ lapokas értjiik) akkor a feliiletek Euler-karakte-
risztikija és kromeotikus ezdima kb28tti Heewood-=féle Boze
gzefiiggéeb8l kell kiindulnunk.

Heawood tétele kimondja, hosy a L < 2 karakte-
risztikiji fellletre rajzolt bidrmely %érkép kiszineghetd
legfeljebb [N] szinnel, ahol

(1) wnelaVeo-207
2

az [i] ezdmot neveszziik a feliilet kromatikus szimdinak.
(L: 1 390-391.014.)

A mi azempontunkbélvelagendé az irdnyithatd, zdrt
felliletekksl foglalkozni, emelyekre rajzolt térkép bdr-
mely cslicodbe legaldbb 3 é1 fut be, és birmely - kir-
lappal homeomorf - tartomdnydnak legaldbb 3 d&le van.

(A kikbtésektsl eltérs eseteket viesza lehet vezetai
ezekre az esetekre,) ,

A tétel igazoldsinoz elfezbr megvizsgdljuk, hogy mie
lyen Ssszefiizggés van a fellilet Euler~karakterissztikdja,
égy rdrajzolt rétkép tartominyainak szdma, és az egy lap-
ra esl élek dtlagos szdma kizdtt. Jeldlje a 7 Fuler-ka=
rakterisztikdjd feliletre rajzolt valamely térkép tarto-
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médnyainak (tovdbbiakban lapjainak), csicsainak és élei-
nek a szdmdt rendre L, C, és E, valamint az egy
lapra es§ élek dtlagos szédmdt a . Ezekre fenndll a
(2) L+C~-F=1]
(3) 2 F = 30
(4) 2E = alL
Bsszefiiggés,
(2) és (3) alapjén

E < BE+28-3C=3(L-1)
EbbSl &8 (4)-bSl

(5) a=2 < 61-4)

Ez agt jelenti, hogy ha egy 'l karakterisztikdji feli=
letre egy I lapi térképet rajzolunk, akkor annak big-
tosan van legaldbb egy olyan lapja, amelynek 6(1 = -%; )=
~nél nincs tobb éle, azaz nincs t8bd szomszédja. Ezt fog-

Juk felhasznilni a Heawood-tétel igazoldsdhoz.

Az N &s | kszotti (1) ogszefliggés, melyet
igazolni akarunk, N° - TN + 6’¢ = Q0 alakra is hozhaté.
Ezt célgzerii dtirnunk

(6) 6 -—4)=u-1
alakba.

A tétel igazoldsit a lapok széima szerinti teljes
indukcidval végezzik, L < N esetben nyilvénvaléan’ki-
sginezhet§ a térkép Eﬂ] szinnel., Legyen L > N.
Tegylik fel, hogy a | karaktericztikdji feliuletre raj-
zolt bdrmely L - 1 1lapi térkép (melynek minden lapja
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homeomorf a kiBrlappal) kiszinezhetd [ﬁj szinnel. Egy
L 1lapi térképet felvéve (5) és (6), valamint 2-‘1-0
és 1L > N alapjédn

a.seu--%"—)fs(1--%-)=n-1.

vagyis van az I 1lapi térképnek legaldbb egy olyan lap-
ja, amely legfeljebb [}ﬂ - 1 lappal szomszédos. Vdlasz-
szunk ki egy ilyen lapnsk a belsejében egy pontot, és a
lap éleit eltBrBlve hosszabbitsuk meg (kiildn-kiilén) a
lap csdcsaiba befutd t6bbi 61t a kivdlasztott pontig.
(10. dbra). Lzzel egy L = 1 lapd térképet kaptunk, mely-
nek nem lesz Onmagdval szomszédos (tehdt tBbbszbrisen
Bsszefiiggd) lapje akkor sem, ha a kivdlasztott lap vala-
melyik mdeik lappal t8bbszdrbsen szomszédos. Ezzel a ki-
valasztott lapot felogztottuk a vele kdzds éllel és kb=
zds csdccsal rendelkezd tartomdnyok kizdtt. Az igy kapott
L - 1 lapi térkép (melynek élei és csicsai tovdbbra is
Seszefliggl grdfot alkotnak), az indukcids feltevés értel-
mében kiszinezhetd§ [N] szinnel. A szinezés sordn s kivé-
lasztott lap Eﬁ] -~ 1 szomszédjdnak a kiszinezéshez leg-
feljebb [hj - 1 szint hasznilhatunk fel, igy az eredeti
dllapotot visszadllitva a kivdlasztott lap megkaphatja a2z
Dﬂ -edik szint,‘azzél az L lapi térképet ies kiszinez=
tik.

Ez a bizonyitds nem alkalmazhats a gbmbre, mert l‘l>'0

miatt nem tudjuk igazolni a 6(1 - -%b ) 6(1 - -%3 )

egyenldtlenséget. Megjegyezhetd azonban, hogy az (1) kép-
let 1. = 2 esetben is a helyes Dﬂ = 4 értéket adja. A
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gdmbre vonatkozd ndgyszintételt 1977-ben sikeriilt iga-
zolni, szdmitégép felhaszndldsdval.

Heawood azt sejtetite, hogy az igy kapott @ﬂ kroma=
tikus szdm bdrmely feliiletre a lehetl legkisebb, azaz
badrmely felilletre rajzolhatd olyan térkép, melynek a ki-
szinezésdhez szilkség van az ﬁﬂ gzinre. A p = 1 nemw
gzdmi téruszra meg is rajzolta ezt a térképet, melyet mi
most siklapokksl realizdltunk. EbbSlL a sejtésb8l 19568«ban
lett bizonyitott tétel, amikor Ringel é= Youngs igazol-
ta, hogy minden irdnyithatd feliletre rajzolhatd olyan
[ﬁ] 1&pb61 4116 térkép, mclynek bdrmely két lapje szome
szédos, tehdt a helyes kiszinezéshez szikség van az [IV]
szinre. A nem irdnyithatd fellletek kUzdtt is csak egyet-
len kivétel van, a Klein-féle kancsd, melyre a Heawood=té-
telbdl |[N] = 7 érték adédik, de Philip Franklin ige-
zolta, hogy Klein-kancedra rajzolt bdrmely térkép 6
szinnel is kiszinezhetl. (L: [i] 9

A 7 karaktericztikdjd felilletre rajzolt [W] pé-
ronként szomszédos lappal rendelkezd térkép csak azokban
az esetekben lesz szabilyos, melyek a 8. tdbldzatban
leirt (illetve annak folytatdseként kaphatd) esetek dud-
lisei. Bkkor [N] = N. A t5bbi felliletre csak dgy lehet
Bﬂ pironként szomszédos lapi térképst felvenni, ha
vannak olyan lap-pirok is, melyek t8bbezbrisen szomszd-
dosak.

Ha ugyanisg Eﬁ] = Ny akkor L =N 1lapot,

¢ = Eﬂf—u ceticsot é8 E = m-z‘-'——ll &1t felvéve N

és 1, k8z8tt fenndll az
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g+ mnB- 1) _ mnz- 1) _x ngne- 1) .1

Oaszefiiggés, amely éppen (l)-gyel ekvivalens. Ha viszoant
[ﬁ]-<lN, skkor amennyiben olyan térképet szeretnénk fel-
venni, hogy ‘bdrmely két lapjdnak pontosan egy ktzts éle
legyen, akkor N helyére [N]-t dirva L + C = F -re
| -nél nagyobb értéket kapunk (N> 7 miatt). Az egyen-
15séget az élek szdminak a ndvelésével Allithatjuk visg-
sza, ami viszont csak agy lehetsédges, hogy ttbbszbrtsen
szomgzédos tartominyokat is megengediink. Pl. B.M.Stewart
[é] -ban k8zli egy olyan p = 2 nemszdami, 88 sza~-
bdlyos sokszdgb8l felépithets poliéder Schlegel diagram-
jét, melynek lapjait alkalmas médon szinezve, és az egy-
szinti lapokat egyetlen tartomdnynak tekintve megkapjuk a
p = 2 fellilet kromatikus szédmdnak megfelel§ 8 egymés-
sal pdronként szomszédos tartomanyt. Ebben van két olyan
tartomédny, melyeknek két kozds hatdrvonaluk van, és egek
végpontjain tdl is van még egy koz0s csucsuk.

Mivel nem feltétleniil olyan poliédert keresiink,
amely topoldgiailag szabdlyos, bdrmely magasabb nemszdmi
felilletet vizagdlva is el&fordulhat, hogy taldlunk olyan
poliédert, melynek lapjai pironként szomszédosak. Ilyen
poliéderek keresése, vagy annak igazoldsa, hogy a tetra-
éderen és az itt bemutatott poliéderen kiviil nincs ttbb
ilyen, tovdbbi vigsgdlatokat igényel.
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