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J. Bevezetés

H. Bercoviei és D. Voiculescu, felhasznélva azt, hogy
az identitéstél magoperdtorral eltérd operdtorokra a deter-
mindns alkalmas médon definidlhaté /1d.[4]/, értelmezték
ezen operdtorok algebrai adjungdltjét /1d.[6|/. E fogalmat
a gyenge kontrakeidk vizsgédlaténdl tudték alkalmazni, mivel
ezen operdtorokhoz létezik olyan, a karakterisztikus fligg-
vényiikkel Osszees§ () kontraktiv analitikus fliggvény, a-
mely minden )\ c¢D-re az identitéstdél magoperdtorral tér el.

A Jjelen dolgozat alapja a kbvetkez8. Mivel az identitéds-
té1 C, Schatten osztélybeli operétorral /p22 egész/ eltérd
operdtorokra értelmezhet$ az un. p-regularizdlt determindns
/1d. |41/, igy alkalmas regularizdciéval az algebrai adjun-
gélt fogalma is kiterjeszthet§ ilyen tipusu operdtorokra.
Ezen algebrai adjungélttal pedig az un. p-gyenge kontrakecidk
vizsgélhatdk, azaz azon T kontrakcidk, melyek defektus ope-
rdtordra I-T'T ¢C, ‘teljesil, s spektrumukra G(T)+D 411,

A p-regularizdlt algebrai adjungédltra hasonlé tulajdon-
ségok érvényesek, médositdsokkal, mint a k&zdnséges algebrai
adjungéltra. A f§ kiilénbség az, hogy, a regularizdcié miatt,
kontrakcid p-regularizdlt algebrai adjungdltja akdrmilyen
nagy norméju lehet. Ha T p-gyenge kontrakcié, akkor karakte-
risztikus fliggvényévek 6sszee36“§1kalmas O(») kontraktiv

p
analitikas fiiggvényre O G = e o) = detomI

P)
— ) et
telgesg}, ahol 6ﬂk$nés é&t(ﬁbﬂ D-n analitikus fliggvények
/ O™ korlétos operdtor értékii/. Az eld8bb emlitett okok
®
4 . ‘ (P) o
miatt [ON°| és |det ®»)| nem feltétlen korldtes D-n.

P
Igy det ®()) csak un. &ltalénos skaldr tobbszordse T karak-
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terisztikus filiggvényének. /Olyan skalér tobbszirds, mely
nem korlétos./ Ha p = 2 , akkor a p-gyenge T kontrakecié
karakterisztikus fliggvényének dltalédban nincs skalér tobb-
szbrdse, ezért érdekes ezen Altalénos skalér tObbszlrds lé-
tezése.

Az 4ltaldnos skaldr tobbszdrds létezésétbl jéval keve-
sebbet vdrhatunk, mint a skaldr t8bbszOrds létezésétll.

Nem igaz pl. az a kovetkeztetési szabdly /emely skaldr tSbb-
s8z0rdssel rendelkez8 kontraktiv analitikus fliggvényekre i-
gaz velt /1d.[2]//, hegy ha ©N) -nak van &ltalénos skaldr
t5bbszérose és O kilsS figgvény, skkor O (M= O3 is
kiils§ fliggvény. /Ugyanez nem igaz belsd fiiggvényekre sem./
F. Gilfeather ugyanis megmutatta, hogy léteznek C,, -beli
2-gyenge kontrakcidk /1d.[71/.

Mds irdényban azonban a é@t<90ﬂ dltalénos skaldr tdbb-
8z0rds létezése igen hasznosnak bizonyul a p-gyenge T kont-
rakcidk spektrumének leirésédhoz, kiilondsen, mivel \é@t(ﬂ%)\
ndvekedésére tudunk becslést adni. Az dltaldnos skaldr tSbb-
sz8rds létezése esetleges més irdnyu kovetkezményeinek ki-
deritése tovédbbi vizsgdlatok célja lehet,

Ezutédn rétérink az egyes fejezetek ismertetésére. A II.
fejezetben a sziikséges alapfogalmakat vezetjiik be. Mivel
p =2 esetben a p = 3 esethez képest jéval egyszeriibb a
helyzet, ezért a III. fejezetben kiilim foglalkozunk az I {0
beli operdtorok magasabb rendii algebrai adjungdltjainak be-
vezetésével ée tulajdonsdgaival, A IV. fejezetben definidl-
jJuk I + CP -beli operdtorok /elsé rendii/ algebrai adjun-
géltjét tetszlleges p = 1 egész esetén, s vizsgdljuk ezek
legfontosabb tulajdonsdgait. A legtdbb problémét mindkét
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)
esetben “AAQ“ becslése okozza., Az V. fejezetet kompakt

defektus operdtoru kontrakcidk vizsgélatdval kezdjik. Téb-
bek k&z8tt nyerjik, hogy ha T p-gyenge kontrakeid, akker
SN D = G(TND = GI")AD izoldlt pontokbSl &11, ahol

Q&T) a pontspektrumot, azaz a sajdtértékek halmazédt jelosli.
Ezutén megmutatjuk, hogy a p-gyenge kontrakcidkra igaz marad
t6bb, a gyenge kontrakcidkra érvényes tulajdonség. V.%.-ban
nyerjik, hogy ha T p-gyenge kontrakcié, akker van olyan a
karakterisztikus'fﬁggvényévek Osszees§ O(») fliggvény, melyre

©XNeI +C, minden N eD -re; s ennek forditottja is igaz.
Kidertil, hogy ©0Me¢I +C, minden »¢D -re akkor és csak ak-
kor, ha 1létezik olyan »¢D , melyre ORI +C, « Ennek kovet-
kezményeként nyeriink egy bels§ fliggvények sorozataira vemat-
koz6 &1litdst. V.4.-ken megmutatjuk, hogy (QD$3 és é@tGDCK\
analitikus fliggvények, s ezek normdjdra felsd becslést adunk.
V.5.-ben megmutatjuk, hogy p = 2 esetén T karakterisztikus
fliggvényének nem feltétlen van skaldr tobbszérise, s hg van,
akkor is az altalunk nyert &Qt(ﬂh\ 4ltalédnos skaldr tdbb-
sz6rds t4volrdél sem skaldr tobbszérds /még HY-ban sines benne/,
ami az alkalmazott regularizdcidéra Jjellemzd.

VI.l.-ben, felhaszniva a \é@t(xﬁﬂ -ra nyert becslést, G(T)
viselkedésére kapunk tételeket. VI.2.-ben QD) és © (2) = Q(¥X)
k6zti kapcsolat vizsgdlatdval nyerjik, hogy ha O(2) kiils§
fliggvény és van dltaldnos skalér tSbbszdrdse, akkor O\ kor-
ldtosan invertdlhaté minden > ¢ D -re. Ennek kdvetkezményeként
C., -beli kontrakcidk spektruméra vonatkozé &llitdsokat kapunk.

H. Bercovici és D. Voiculescu [6]~ban megmutattdk, hogy
egy C,-beli T operédtor gyenge kontrakeié akkor és csak akkor,

ha az S Jordan-modelje gyenge kontrakcid., Ezen 4l1litéds érvé-



nyességét vizggdljuk meg p-gyenge kontrakcidkra az utolsé,
VII, fejezetben. Kapjuk, hogy ha az S Jordan-model p-gyenge,

akkor T is az; a forditott 411ités azonban p 2 2 esetén

nem igaz.



IT. SzUikséges fogalmak

A tovébbiakban feltessziik, hogy a vizsgdlt /komplex/
Hilbert terek szepardbilisak. Ez nem Jelenti az dltalédnes-
sdg megszoritédsdt, mivel a vizsgélt problémék a kompaktsé-
gi feltételek miatt olyanok, hogy ha a tér nem szeparébilis,
akkor is szoritkozhatunk ennek egy, a probléménk szempont-
Jjébdl érdekes, szepardbilis alterére.

R6viden attekintjik a késSbbiekben felhaszndlt fogalmakat.
Részletesebb kifejtésiikre 14sd [4], 6] és|2]-t.

1./ A C, operétor osztélyok / p = 1 egész/,

Ha A kompakt operdtor az R Hilbert térben, zkkor |A|=
L
= (A"A)* kompakt dnadjungdlt operétor, igy létezik olyan
{SJ], szémsorozat és {\?‘}; ONR /ortonormélt rendszer/, hogy
s,—> o0 és |A| = 7T 8 (\Y)Y{./14.[1]/. Ha p 21 egész,
akkor CP(R) = 1) Ae¢ Z(R)

A kompakt és Z_Lsfg 0
ahol ﬂSL}- |Al sajétértékei } .
Megmutathaté, hogy CP[R) kétoldali dnadjungdlt idedl I (R) -

{

ben és az l[AllP:= [Zj__ sf]F figgvény norma CP ~-N. C? e neor-
méval Banach teret alkot, s igaz a kdvetkez8 egyenlétlenség:

-

la B c\lpé IalIBI\Cl, a0l A,C€XR) és Bel(R). Ha A ¢ Lo
4
p. £1, akkor A =4 ...A €T, , ahol

/j=l’ LR R ] ,n/ és d
i g
i =4 n 4
P df_; i és A £ 1Al oeolal, .
Ha B, , B €XR), AcC,  és B —> B az erfs konvergencia ér-

s

il
-~

telmében, akkor |B A - BAl,— ©, lAB - AB|— o és
|B.A B, = BAB|| — o .
A C(R) operdtor osztélyok p-vel nyilvén nének: CP(R) CHEIR S

!
ha p<{q .



Cl\R\ megegyezik a véges nyommal rendelkez$ operétorok
halmazdval, azaz azon A operdtorokkal, melyeknél bérmely {ﬂh
ONB /ortonormélt bédzis/ esetén Z£4A\1\JL,\E¢‘7 konvergens. Meg-
matathaté, hogy ekkor e véges érték mindig ugyenez. Defini-
cié szerint ez A nyoma: sp A , vagy tr A . A s8pl.) figg-
vény tulajdonségai:

1/ splcA + ¢ A) =e¢ sph + ¢ spA , ahol A ,ALQ'C“
c, és c, konstansok;

2/ sp(AB) = sp(BA) , ahol AB , BAc¢l, és A vagy B
kompakt operétor;

3/ spAN =splA , ha AcC ;

4/ \sp Al 1A\, ,ha AT, .

C’lkR) megegyezik a Hilbert-Schmidt operdtorok halmazéval,
azaz azon A operdtorokkal, melyek unitér ekvivalensek egy az
L' térben haté olyan integréloperdtorral, amelynek a magfiigg-

vénye négyzetesen integrédlhaté.

2./ A regularizélt determindns értelmezése I +C, -beli

operdtorokra / p = 1 egész/,

Tegylik fel, hogy A ¢ I +C,, azaz A =1 - X alaku,
ahol X ¢ C,. Legyen {'A&\d. X karakterisztikus gybkeinek
helmaza, mindegyik gyokoét algebrai multiplicitdssal véve,
/Ha X kompakt operdtor és o #2e¢GlX) , akkor 1létezik olyan
n pozitiv egész szém, hogy minden m)>n egészre Kernel(X - AIY=

= Kernel (X -)I\W . /1d\1] ./ A D karakterisztikus gySk algeb-

rai multiplicitédsédn dim Kernel (X -> I) -et értjik./ Ha ﬁs-ﬂ
J

|X| karakterisztikus gytkeinek halmaza szintén algebrai mul-
)

/1d.[4], II.3.1.kév./, 8 igy X eCP miatt 7_ D\(s\D (o,
4

5l i O : Yok ot 2
tiplicitédssal, akkor igaz a Zd l%é\ ¢ v &f egyenlétlenség
4
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A p-regularizdlt determindnsa a kdvetkezbképpen van értel-
mezve /1d.[4],IV.2./:

(P) Bk [ | - S, ]
o= = A A >\ *
det A : 1 -2 exp | oo™ )
A fenti egyenlétlenség miatt ez a végtelen szorzat konvergens.

Ha A ¢I+(, , akkor

(P :
det A = (det A) exp [

0
N

splI - A\k] , ahol

1
i

£
, k
Q T
det A = det &= Il (1 -2 .
®), .
A dé)tk.) fliggvény folytonos a kdvetkez§ értelemben: ha
: , (P)
A ,A eI+ CP és |lA - A\\P—> o, akkor é‘e?t A — det A .
Bevezet jik a kdvetkezl jeldlést: ha A c¢I +C, , akkor det A:=
;= det A . Az I + ¢, -belilpperétorokra a determindns szor-
zéstétele a kovetkez§ formdban érvényes: ha A,Be¢I +C, ,
akkor det(AB) = det (A) det(B) exp{_— sp(I - A) (I - B]] .
Ervényes tovébb4 a kovetkez§ /pontos/ becslés: ld“e’t Al £
Z wd
- exp[;:—llA\\L] . /1d0[4‘],1v020/

3./ A k-adrendl algebrai adjungdlt értelmezése véges dimen-

zids térben.

Legyen R n-dimenzids Hilbert tér és o € k € n egész.
Az R kills§ szorzat teret az TA ceent, =(k!S%Q~ZS£(6)f%)®...®me
alaku vektorok kifeszitik /1d.[11],[12]/. Itt £ ee R
/3 = lyeeesk/, S az /l,...,k/ elemek permutdciéinak hal-
maza, £6)=1 , ha /%) ,...,%k)/ péros, £(6)= -1 , ha pérat-

lan parltésg. Ha }\e4 ,...,eh} ONB R-ben, akkor ‘ei‘/\ "Aeﬂiléiﬁ..ﬁk‘:n
ONB lesz R“-ban.
Ha AcZ(R), akkor e Z(R"l‘) definicié szerint az az

operdtor, amelyre e (:QA coonf)) = AfA/\ oo o AT /fd- ¢€R /.

- 7 -



Aln—k)

; k
Legyen {94 ,...,eh\ ONB R-ben, Tekinsiik a B: R X R — C,

B(h,g)=<{hAg, e A...Ae ) Dbilinedris formét, s legyen

% o\
il SR oy az & leképezés, melyre C(g)(h =

= B(h,g) minden ge¢ "~ el

€ : R
és minden h(—;R’\k esetén,

/ (RM‘)Q itt R'% duélis terét jeldli./ C linedris izometria

Ala=k)

lesz. F =C A ¢'e Z{(R“‘) Lilek wéve - £ = P e Z_{R““) .

Ez definicié szerint A k-adrendii algebrai adjungdltja /1d.16)/.

(n-k) . Féays
Mésképp: A= gt , ahol S = L'c®  antilines-

ris izometria, L : R — RY az azonosité antilinedris le-
képezés,
Vizsgdljuk a k-adrendi algebrai adjungdlt tulajdonséd-

gait. B “n,g) = clg) W'n) =F(c (gmh = ckA“‘“"“ g)(h) =
Adk Ak

= B(n, &%) , igy BW"M n,g) = BW" 0, £ g) = (@et A).
.B(h,g)= B ((detA) h,g) . Mivel B nem elfajuld, igy
/i / £ = (@et N I .
Ha A invertélhaté, akkor innen
/i'/ £ =@et &) T o

Folytonossdgi okokbél kévetkezik, hogy /i' / mindig teljesiil.

Mivel C izometria, igy

/ii/ ) = Yy,

A mgsodik alak j4bél azonnal kdvetkeznek:
. Ak Adk  Adk

/iii/ \&,A) = A " A, $

/iv/ Wy = @y .
Ha {f4 yeseyf,} ONB R-ben, 1£i( ...<i #n , léj1<...(5kén
tetszlleges és léi; <...(i'“_kén, 1-‘=ji<...<j:\_.k £n  azok, me-
Tyekkel /i, ,esesdy sy seseadl s L sonendiad wasnadls /€18,

akkor

Ao\k
/v/ <A f'/\"‘/\f'\’ f/\.../\fd\/\> = -

= < dk\f A..O/\f )/\ f‘/\.../\f\ ,f.'/\o.'/\f /\f‘/\ ...Af.\ .>=
dnk 4 d I gw-k

-



























































































































