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1. Bevezetés

Dolgozatunkban olyan véletlen mintán alapuló folyamatokkal foglal­

kozunk, melyek valamilyen ismeretlen paramétertől függnek és ezt az is­

meretlen paramétert is a rendelkezésünkre álló mintából kell megbecsül­

nünk. Példaként a 4. fejezetben a ^>,^00 becsült paraméterű empirikus 

folyamatot vizsgáljuk. A ^^CX) folyamat gyengén konvergál 

Gauss folyamathoz (vö. DURBIN [93, STEPHENS [223 . BURKE,M.D,, CSÖRGŐ Ы 

CSÖRGŐ S. és RÉVÉSZ C33), de ez a tétel önmagában nehezen alkalmazható 

összetett hipotézis ellenőrzésére. A problémát az jelenti, hogy a D(X) 

folyamat nevezetes funkcionáljainak (szuprémum, négyzetintegrál) az el­

oszlása általában nem ismert, vagy függ az ismeretlen paraméter értéké­

től. A statisztikusok olyan funkcionálokát kerestek, melyek csak az el­

oszláscsaládtól függnek, de függetlenek a paraméter igazi értékétől és 

ezeknek a funkcionáloknak az eloszlása már ismert. Ezek a kisérletek

DCx)
• 9

azonban nem jártak eddig sikerrel.

L.N. Bolshev kérdezte először, hogy létezik-e olyan magfüggvény,
hogy az CXj со

j J lCx,p d DoOolDcp
oo _oo ) J

valószinüségi változó eloszlása megegyezzen valamilyen jól ismert elosz­

lással. A kérdéssel foglalkozott többek között DZSAPARIDZE és NIKULIN 

[10] is, akik a D(X) folyamat ortogonális sorfejtését felhasználva 

eltolás és skála paraméter esetén elérték, hogy a limeszfolyamat egy 

Brown hid és egy tőle független normális eloszlású valószinüségi változó 

összege legyen. A kapott módszer, amely normális eloszlású valószinüségi 

változó generálásán és igy randomizáción alapul, nehezen használható és 

általánosabb esetekben nem alkalmazható. A kérdést а (X) folyamat
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martingái tulajdonságát felhasználva viszgálta még HMALADZE [12], [13]. 

A problémát sokkal általánosabban vetette fel CSÖRGŐ [6], aki be­

vezette az

A cw 00 x €. R^
(1.1) ) )

magfüggvény által transzformált becsült paraméterű empirikus folyamatot. 

Többek között bebizonyította, hogy bizonyos regularitási feltételeknek

magfüggvény esetén (l.l) gyengén konvergál az

d D(x)

eleget tevő

(1.2)
Rd

Gauss folyamathoz. A most idézett tétel alkalmazhatóságának az szab ha-

magfüggvényt találni,tárt, hogy eddig még nem sikerült olyan

hogy (1.2) valamilyen ismert folyamatra redukálódott volna.

Dolgozatunkban azt vizsgáljuk, hogy lehet-e (l.l)-ben a 

függvény helyett valamilyen véletlen, a rendelkezésünkre álló mintán ala-

mag-

puló magfügvényt választani úgy, hogy a folyamat már ismert folyamat 

legyen. Ezt a kérdést a 3. fejezetben sokkal általánosabban vetjük fel, 

és igenlően meg is válaszoljuk. Magfüggvényünk konstrukciója bizonyos 

funkcionál-analitikus eszközök használatán múlik, ezeket ismerteti a 2,

fejezet.

Az 5-7. fejezetekben a cenzorált adatokon alapuló paraméterbecslési 

eljárásokkal, becsült paraméterű szorzatbecslés és hazárd folyamatokkal 

foglalkozunk. Három módszert mutatunk be és példákkal igazoljuk ezek 

használhatóságát. A 6. fejezet befejezéseként olyan A- próbát 

tétünk, amely normalitás vizsgálatára is alkalmazható, amikor a rendel­

kezésünkre álló adatok cenzoráltak.

ismer-
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A 7. fejezetben az exponenciális eloszlás paraméterének becslésére 

vonatkozó három módszerünk aszimptotikus tulajdonságait hasonlítjuk

össze.

2. A kovariancia függvény által generált Hilbert-tér

l X(0, t el”1] egy a d-dimenziós euklideszi tér egy­

ségnégyzetén értelmezett Gauss-folyamatot, melynek majdnem minden rea­

lizációja folytonos függvény. Tegyük fel, hogy

Jelöljön

EX(i)=o, í<bld és

kovariancia függvényét jelölje

dВ X Cij x (.S) = R(t,s-) 

R(i.s-)
t, 5 fel .

szimmetrikus, pozitiv-definit, folytonos függvény, amely 
-rdaz X -n értelmezett, valós értékű függvények egy részhalmazán Hilbert- 

teret értelmez, melyet a szokásos módon H CR)-rel jelölünk és a kova­

riancia függvény által generált Hilbert-térnek nevezzük. A H (R) tér

)

Ekkor

egy részletes ismertetése ARONSZAJN Cl] dolgozatában található, mi csak 

azokat a legfontosabb tulajdonságokat foglaljuk össze, melyeket a ké­

sőbbiekben használni fogunk.

A H(R) tér a ър(Я(4)’) ; "t €. 1 ) lezárásával jön létre és a

belső szorzat a következő tulajdonsággal rendelkezik ("rep­

roducing property"):

<4;K ; i 6 ^.le HCR)(2.1) , akkorha

d
X -n értelmezett, valós értékű, folytonos függvényekVezessük be az

C-t. A C tér a szokásos szuprémum normával .átvaterének jelölésére

szeparábilis Banach tér. A (2.1) tulajdonságból következik, hog&ff^lytc» 

nos kovariancia függvény esetén nvnJC О (a tartalmazást halmá^-* даМ
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elméleti értelemben értjük) és a HCfV) 

£ -beli konvergencia is, A ^ 

lineáris funkcionálok

-beli konvergenciából követ­

téren értelmezett, korlátos és
T<A

osztályát azonosíthat juk az J-

kezik a

egységnégy-

zet Borel-halmazain értelmezett mértékek összegével. Ha
rO - sO + — eQakkor a Hahn-Jordan felbontási tétel alapján 

lí'O l| = <<?+(Id) + <0“( Jd)

HCR) tér elemeinek egy egyszerű tulajdonságát fejezi ki, kap-

, továbbá

normát definiál о -on, A következő

lemma a

t*HCR4) és elemei között, A lemma bizonyításacsolatot teremtve
cl ^ AMANGANO [18] dolgozatából származik, aki a 

csak, de módszere tetszőleges d esetén is alkalmazható, 
2,1 LEMMA (MANGANO C18]), Tegyük fel, hogy О £ C *

esetet vizsgálta

és К foly- 

("O - / H(t,S')'0(ots')tonos kovariancia függvény. Definiáljuk a
Idfüggvényt. Ekkor

в H CR)(2.2)

< > = j -fco-ocdf)
Xе1

IIAli = <A,A>R = Jj RC^sWCdt'l'OWs^.
, 1е* Iе*

■feHCR)(2.3) ha , akkor

(2.4)

BIZONYÍTÁS. Tekintsük az 1 

Boréi mérhető felbontását, Á felbontás i-dik elemének *0 

mértékét jelölje 

levő pont A é C 14,

kocka tetszőleges, fh, elemből álló

szerinti

rOi pedig legyen tetszőleges az i-dik halmazban

. A
nv

-i ct)= 21
c* ^
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Riemann-Stieltjes összeg pontonként konvergál a ^iCi) 

ha T4-^> 00 . Alkalmazzuk az

függvényhez,

RUis}- R(s,o>R(2.5)

azonosságot! Azt kapjuk, hogy
П,

с»ч

J í
(2.6)

integrálhoz, ha tvv }konvergál a tart
Г* Г'

a végtelenbe« A norma definíciója alapján

~ 2, Иг")+
H (.íV) tér teljessége miatt 0

normában egy €. H (R")

О-hoz tart, ha lVv-1 VX—> 00 . A 

konvergál a II-II függvényhez* A H(R) -R
beli konvergenciából következik a pontonkénti konvergencia is, ezért
•Cc-O- -иГ1

m.~>°о ' ■

■( C't') = R Ctj te,4) } t0€ I , akkor a (2«5) tulajdonság miatt

<^,Í)D = / R(t,t0-)^Cdt)= ( -f(t)-<4df).
n д-cí

\ e HCR')., tehát valóban

Ha

Az előző rész bizonyításához hasonló módon lehet ezután az

. lineáris kombinációira belátni (2.3) álli-
H (R)-beli elemre iga-

■f* spCRítAUr1)
tást, majd határátmenet alkalmazásával minden

zolható az állítás«

A (2.4) formula a (2.6) konvergencia közvetlen következménye.

A továbbiakban azt vizsgáljuk, hogyan lehet teljes, ortonormált

(CONS) H(R)-ben megadni. Egy CONS-t könnyen meg tudunk adni, 

az Pk kovariancia függvényhez tartozó sajátértékek és sajátvektorok

rendszert
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segítségével. Az R (A c >Akovariancia függvény minden sa-
ЦСГ-4) 

Wctt), tél
játértéke pozitív, a megfelelő 

vények rendszerét jelölje

értelemben normált sajátfügg-
• ^ 1Л - 1 • Ekkor

4. uo =Oj) , Ь «= rd7: 00 cl s(2.7) I
*t-o|1

CONS а И (R)-ben. A 2.1 Lemmából következik, hogy a 

rendszer H(R)-beli és a 

a teljesség pedig a 2.1 lemma bizonyításához hasonló módon következik a 

Mercer-féle tételből.

^ A belső szorzatra nézve ortonormált,

(r^ j‘-Xj "P”) az (-О. ? <-X ( P ^ valószinüségi mező végesLJelölje Z
második momentummal rendelkező valószinüségi változói által alkotott

[Xct^tél01] folyamat által generált lineárisHilbert teret. Az

tér -beli lezárása Hilbert-tér. Jelölje ezt L (X*)

LCX) és а НСЮ terek kongruensek,

. Az

L(X)-¥ HCR) jelöli acong:

természetes kongruenciát, melyet az

R U.)1) = COnc^ ( X (i'j)

összefüggés definiál.

(Xtt^ur1 j2.2 LEMMA (SATO. [21]) Legyen 

folytonos realizáció.iu Gauss folyamat. L ( X) szeparábilis és minden

1 valószínűséggel

KW- fc C * ésА(Л)c c z i ^)
beli CONS alakú, ahol

Д e ll/<Á(2.8)
;

(2.9)

(2.10)
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Sato lemmája nemcsak az L (X) tér CONS rendszereit jellemzi, ha- 

L(X) és НСЮ terek kongruenciája miatt H (K)_ben is megad 

minden CONS-t. Minden

nem az
{_!{, — 4 C ^) j 'l L CX ) -beli 

mészetes congruencia = Con/^, t> ■íj H-beli CONS-be visz át.

CONS-t a ter-

A (2.1) tulajdonság alapján

/ R (t)Lclb) ,
= == <Cc> Ru3o>r

Iе1
A következőkben azt vizsgáljuk, hogy ha két, 1 valószinüséggel 

folytonos realizációju Gauss folyamat kovariancia függvényeinek a távol­

sága kicsi, akkor mit mondhatunk az általuk generált Hilbert-terek bázi­

sairól. A következő állitás Mangano 2.2 Lenmájának egy egyszerű átfogal­

mazása és enyhe általánositása. A bizonyítás konstruktiv, amely a 4. fe­

jezetben lehetővé tesz a becsült paraméterű empirikus folyamat véletlen 

transzformációját.
rdjiMt) L2.3 LEMMA (MANGANO [18]). Tegyük fel, hogy t.

)
1 valószinüséggel folytonos realizációju Güu s ъ

= EN(i)4(s) = <5-Cb,s> J ^ X(L)VC’5.) -- F-Kt,b),
Jelöljön N egy tetszőleges pozitív egész számot, továbbá legyen

H(,R)-beli CONS, melyet a ^ i > \ ^ mér-)
tékek generálnak. Ha

4
I GC"t,-s} - RU^s) 1 < Л < К(2.11) 1 )2 c|Cfc,s) el

olyan H CO-beli ^ 4 < <- < W

4<c<NJ

Iliit - ^cW < л К

akkor létezik egy ortonormált halmaz.

mértékek generálhak ésmelyet a

1 < c < N

|eHi)-LW| < ДК.

(2.12) * J

i< i < M(2.13) bUf I
I rd tel

у
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М = тл>х I R(.fc,s)l 
Ф,ь)^1ы

ä&Sl \ Кг КА а 

konstansok pozitív együtthatós polinamjai.

ll-o, llj..., IW„I! ,

BIZONYÍTÁS« Definiáljuk a következő mennyiséget:

V/гJ j G^M^tdt^CcU) 
d LdК =

1 i
л - Xk^A négyzetgyökvonás elvégezhető, mivel a 

tételből következik, hogy

J) G(^s)^(ck)^Cds) >/j^ All'OiW l>l.
jd Iol

Rekurzív módon definiáljuk a ^ ^ 1 t < i\J J

fel­

mértékeket:

•-Я, = -o, /At
f^x\ ~ $ G (X;s)

Xd 14

-Au4A)

_ J I G iM}S) ^^(cls)
. Id I*

)

)

'Xj-ъ
1 1lb

y-

/4 =
J

/Gl&2j - пг ^ ;

ЛЛ*

ь ~ < tJ •-Cr* -d ) )

■ A^4

■Ш п^/гУ

Aí G CtjS) пг- (Ж) ni,- (cU)
Id Id 

= *^<1 //tf о
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J Ч, -1 < t < M jAz eljárásból következik, hogy az igy definiált

nJ
ban bebizonyítjuk, hogy a tétel feltételei mellett ( /4 У О

U

mértékek a mértékek lineáris kombinációi. A továbbiak-

, il-

polinomokat. Már beláttuk,letve pontosan megadjuk a

hogy

és
/)< 1

Л-АПЧНг - ^

«чг-Msl

л 5> ha

így tehát

4-Ai II ^II < a ii-b, iti= д <,
Hasonló módon folytatjuk:

1 /4 4 1 - I J ^Cdt) ^ Uk) - J J G(t, s) .4 Cd t) 34, cd A) I
Id I IdIcl

< Л Ü4II 114 lí + (M t Л) II 4, II II ^ II

< A (1141111^11+ in II 411 <") = л K*

^1
^ < гк^ .ha

A definíció alapján .d
1|1л.г-^,= 1Ям|11«*1 < aK^Ciw.ii + KÍ)^

ha Д < VClKÍ,) és aá1.
___ ^
így most már könnyen feltételt tudunk szabni létezésére:

H-(Mífl = | j IR C-t,h) -Ox(.dt) -o^fds) - j J & ct,i) tálcát) m.j.(ds) I
IdTdIdTd
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t

< A il'^j,lii+ (м + д) li

< д (»AiiVii'ICK« (n^iM-Kif) 

= А К
X

Xh .

így teljesül, hogy

> in-W)4<í̂  j b,
Л

ha A< 2K^ . A A

A<í (
így már а II-O^--K^ II

- h’TJ I +

nagyságára tett minden eddigi feltétel teljesül,

ha
-1 €-S A < Л.KÍ.+

eltérést is meg tudjuk becsülni: 

^ЬЛ
1ЫЛ1|

к0= д к*.
Л,*/Ч'

Vegyük észre, hogy a bizonyitás eddigi részében definiált valamennyi

pozitiv együtthatós polinomja. A bizo­

nyitás a továbbiakban az eddig látott módon teljes indukcióval fejezhető

UC
1Л c jf függvény Mj ll^H 3 II <0Ъ II

be.

Az
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függvények H(S)-beli ortonormált rendszert alkotnak, továbbá az eddig 

bebizonyított állítások alapján

[ (с (Л) — I j GCt,£) (d-s) - J R( fc (Js,)]
Id Iе*

< (M t zi) И + All'll < A (l M к A
' j

II -^ctl < А К

***fi tér

A < c < N.mivel a,,
A kovariancia függvény által generált Hilbert terek egyik legszebb

valószinüségszámitásbeli alkalmazása az 1 valószinüséggel folytonos rea­

lizáció ju Gauss folyamatok sorbafejthetősége. A következő fejezetben 

többször alkalmazni fogjuk JAIN és KALLIANPUR idevonatkozó két fontos

eredményét.

2.1 TÉTEL (JAIN és KALLIANPUR [15]). Legyen az ÍM4tfe.Ldj
Gauss folyamat egy valószinüséggel folytonos realizációли. ^X{b) ~Q)

E X(.t)XIs) — s') j [ fs «0, t £ 1^ j> /I J H CR ) -ben.CONS

A П/

cltel -ben egyenletesen. 1 valószinüséggel konvergál az Л(t)

független, standard

összeg

l5r con-,T í2 0folyamathoz. ahol 

normális valószinüségi változók.

A következő tétel a fenti eredmény bizonyos értelemben vett megfor­

dításának tekinthető.
2.2 TÉTEL (JAIN és KALLIANPUR [15]). Legyen ^ \ 1 j_________

standard normális eloszlású valószinüségi változók sorozata, továbbá R

független.
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olyan kovariancia függvény, melyhez megadható egy egy valószinüséggel

folytonos realizációju Gauss folyamat, mely 0 várható értékű és kova-

UjCtl, tel?£>'ljriancia függvénye R . Legyen 

Ha d = \ , akkor a

CONS И C ß ) “ben.

П

2- wv
УА

összeg -fc. -ben Qc>< t < \ ) 

egy Gaus3 folyamathoz, melynek igy majdnem minden realizáció.ja folytonos

egyenletesen konvergál egy valószinüséggel

függvény.

d > 1Jain és Kallianpur dolgozatuk végén megjegyzik, hogy a

R függvényre kell valamilyen simaságé feltételt szabni,esetben az

hogy a tételben szereplő sor pontonként vett limeszének létezzen szepa-

rábilis, tehát folytonos verziója egy valószinüséggel. A későbbi feje-

d = 4zetekben látni fogjuk, hogy elegendő lesz számunkra a eset is,

ci> 1 esetben még nem sikerült kiszámítani semilyen Gauss folya­

mat szuprémumának az eloszlását.

3ain ás Kallianpur tételéből következik a 

Wiener folyamat es

mivel

í^4t)j o<tí -iJ
Brown hid egyenletesen konver-

L2Lo, (]lV-7gens sorba való fejtése. Ha -ben, akkorCONS

i2 \ J CONS a Wiener folyamat kovariancia 

függvénye által generált Hilbert térben (1.8 Fejezet CSÖRGŐ M. és RÉVÉSZ 

P. [53 könyvében), tehát a
<b

7 №t) b<i}(2.14) )
C- 1

sor egyenletesen konvergál -n egy valószinüséggel és a limesz

egy Wiener folyamat lesz. Csörgő M. és Révész P. példaként a Walsh rend-
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szert, illetve a trigonometrikus rendszert tekinti. Az utóbbi felhasz­

nálásával a Wiener folyamat következő reprezentációját kapjuk:
<=>o

)trrZ -fc + fi<ч(2.15) 4, Ott < 1(4-f ) II )'k = z>
A most látott sorfejtésből következik a Brown hid következő előállitása:

со
Лиъ 4 í TГ%a(2.16) Oí- t £ I .4/ 4, и-(2.= -I )

3. Véletlen mintán alapuló transzformáció

iXW, tel“1]Tegyük fel, hogy sztochasztikus folyamatok 

sorozata a szupremum metrikában sztochasztikusan konvergál egy X Gauss

folyamathoz abban az értelemben, hogy megadható a határfolyamat kópiái-

[Xa(t); lel4]

17^(t) - —7 о
Ul**

nak egy sorozata úgy, hogy

(3.1)

teljesül, ha 00 . Paraméterbecslési eljárásoknál a kapott határfo­

lyamat általában függ az ismeretlen paraméter igazi értékétől. így a 

továbbiakban feltételezzük, hogy az fXCtiQ^ter'J folyamat is vala- 

© kompakt paramétertartomány

folyamat egy valószi-

milyen 0 paramétertől függ, és a

ее © X(i; ©)elemére azminden rögzitett

nüséggel folytonos realizációju. A (3.1) sztochasztikus konvergencia 

egyik következménye, hogy

Pl I X(t)| <* (
Ltelc< J

—>(3.2)
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A (3*2) határeloszlás alkalmazásakor két probléma jelentkezik:

(i) a limeszként kapott eloszlás függ az ismeretlen paraméter érté­

kétől,

(ii) nem ismert a ^ I X (t) I
tel

A továbbiakban olyan transzformációt keresünk, hogy az 

transzformáltjai egy olyan Gauss folyamathoz konvergáljanak Jj 

amely funkcionáljainak elsozlásai már ismertek ( az

értelmezett, legfeljebb elsőfajú szakadással rendelkező függvények 

Szkorohod-terét jelöli).

<. x 1 eloszlás.J
У folyamatokГЪ

-г- tíi1 -n

Щ ©) folyamat függ egy ismeretlen paramétertől, igy tehátAz

az

E *lt;e)Xu;e)= RCfc^e) ; , G e ©) )

kovariancia függvény is függ a paramétertől. Tegyük fel, hogy teljesül a 

következő folytonossági feltétel:

I R CijS; ©) - RUjSj ö*) ) О Лих |©-0*j(3.3) -> o.

©а valószi-Az ismeretlen paraméter igazi értékét jelölje 0 és a

©c-t, azaz

о »

nüségi változó sorozat konzisztens módon becsülje

I 0a- ©о I —^(3.4) n. ^ .

Az R(©") kovariancia függvény által generált Hilbert tér egy CONS 

rendszerét generáló mértékek közül tetszőleges N mértéket válasszunk 

ki, jelölje ezeket ., ^íOjy (©)

szám és minden 0 £ ® ponthoz rendeljük hozzá a 

amely eleget tesz a következő feltételnek: ha

. Legyen £->G tetszőleges 

<§(©)
l©-e*| < <5\©)

pozitiv számot,

, akkor
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IRltjs;©)- RQt>Sj <3*)|</i </««)ÜU£ л
lel3 s) e j_

is teljesüljön. A ^>\©) számok létezése a 2.3 Lemraából és a (3.3)

konstansokat a 2.3 Lemma bizo-feltételből következik. А Кз К
Л) <fj

nyitásában definiáltuk és csak az M (©) = Step j R Ct j , ©) | 

11^(0)11

sb

J
© <ь ©

pont köré egy £(&)

mennyiségektől függnek. Ha mindenf t )
sugara gömböt rajzolunk, akkor ezek egyesítése

(цец
0 & \U,bl)

mértékekből a Mangano- 

i ^ <-®) , ** >S á WJ
Uji.]

halmaz definíciójából és a

lefedi © -t, tehát ©

» - j Ac Q d)

akkor a -hez tartozó

kompaktságát felhasználva véges sok, 

© -t. Hais lefedi

U j< vJ
féle módszer segítségével elkészíthetjük a 

mértékeket, melyek egy H C^(©)) -beli ortonormált rend­

szert határoznak meg. Az

2.3 Lemmából következik, hogy

(3.5) \l Cö) - СЭН‘)1| < Á é D/j 4xx G;G*
£ C£,Gc)

és

0.6) a,-©')i<.£J uj<iv ^

Ö^G A (JL^Ql) , ekkor az előző eljárásuk 

• -< 3 I0ft) mértékeket,

L U?, 4é^A/J

©,G4e Av; ^.
-n-u

Legyen £- X és

G^-hez is hozzárendeli a

melyeket a továbbiakban -nel jelölünk. Aíró )í*a uÁ*wj mértékek a mértékek
írt 3

véletlen együtthatós lineáris kombinációi minden esetén.

Tekintsünk egy olyan egy valószinüséggel folytonos realizációju

j Gauss folymatot, í—2 Xt)Í--2(t)Z(S) —
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melyre az teljesül, hogy a
rt

t'VZ í^jCt) fc e 1
ír 4

összeg b -bea egyenletesen egy valószínűséggel konvergál egy egy való-

független standard normális valószínűségi változók, ; 4 j

pedig CONS a H(6)-ben. A |Z(t) t 6 j

szinüséggel folytonos folyamathoz, ahol tetszőleges,

folyamatra tett megszo­

rítás nem túl szigorú, hiszen Oy =■ \ esetén automatikusan teljesül,

Су У 1 esetén pedig G simaságára jelent csak kikötést. Az 

folyamat mintán alapuló transzformáltján az
I,«)

(V

'C U) = 1 Vtt) 21 H'j ts) wt) г*(3.7) vS Cr
)

Г'гъ gyenge konvergenciáját bizo-folyamatot értjük. A következőkben 

nyitjuk be, majd megvizsgáljuk, hogy (3.7) helyett mikor Írhatunk mag­

függvény és nem mértékek által generált transzformációt. Még a tétel

i-^Jbizonyítása előtt meg kell jegyeznünk, hogy a
)

függvények kijelölésével a limesz folyamatot adjuk meg.

3.1 TÉTEL. Ha az alapul vett valószinüségi mező elég bő, akkor 

definiálható a tZcs>, sel^J folyamatnak egy olyan

kópia-sorozata, melyre

^ ^ ~ I °
ha _és wC)

BIZONYÍTÁS. Legyen t, és о két tetszőleges, pozitív szám. 

■ZupIX^Ot) I valószinüségi változók eloszlása független fL-től, 

ezért megadható olyan гЦ pozitív konstans, hogy

J

tart a végtelenbe.

A

T1 ’ I «.&) I ? И I 1
L fceld J

. a LZcsyst

(3.8)

teljesüljön minden-Tb--e
)
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olyan pozitiv egész, hogymiatt van

? 1 I 21
S e r ^=W+>1

V’! > 2 J < £,7;
(3.9)

N> hl0 j tetszőleges, független, standard normális 

valószinüségi változókból álló sorozat esetén. Vezessük be a következő

ha

jelölést:

M = W-QX I W: CS) ( .
1 UjiA/ sTÍ’V П

Kögzitsünk le egy a (3.9) feltételnek eleget tevő N -et és m- m. (№)
legyen olyan nagy, hogy

L
<(3.10) 3VM4 ,

Feltevésünk szerint a 0O

tehát a páráméterhalmaz felbontásának van olyan (JL. j &í) eleme, 

melyre

paraméter konzisztens becslése, igy

.11) ene A.Ci'VoJ > 1-Mlj(3

n, .2 a 4 ( i\Jj .ha

A transzformált folyamatot három integrál összegére bontjuk:

= 1 (Х.Ю-V*)) X- ^ csjjí^ üt)
Id "í

Л/
/ V(t) 214* cs)Ck,^. wt) -%,(.©,)cdt))
rd 'b 3 ^ *'•

V
] Xn,et) 22 ^jis) (.©oi cdt)
2 Г*

+

■t-

1

= Q(nts) t Qan,c&)t a4h,ts).



- 18 -

Tegyük fel, bogy ©0 , amely a © párámétertartomány rögzített eleme,

halmazba. A (3.1) feltétel felhasználd-beletartozik az

sával azt kapjuk, hogy
-m,Ti I cw« I > ! , 4с i

Pl ^ w ív
Ь &

e Ac Cl"14", ®0] ^

' в.

wuix ll^il *£ w'') í_< > 3
J

cT
1©n. J

a> ti0= vvvíxxC^C^j^j^^(4*^)5.)) • Az
felbontásának második tagja is sztochasztikusan nullához tart, mivel 

(3.8) és (3.10) alkalmazásával azt kapjuk, hogy 'fi) üc esetén

ha folyamat

4- 1ГЧ,?У \ Clots')I > L £

< p| v^x (IIЗС.-^лей)1|) >

Act1

ДЗ*Лео]e

* О .

A l3<K(.Q„)
beli ortonormált rendszert, 

tudjuk egészíteni HCR^GoY)

Í2,j te£dJ

H (eu)) 

Ц^л©»)ад , jiW, teldJ
által meghatározott

)

-beli CONS-re, melyet

jelöl. A 2.1 Tétel alapján a
И
21S" f, до , ь«iJ
1r4



- 19 -

т ^1 -ben. egyenletesen egy valószinüséggel konvergál az

^ ^ » ha b ^ ^ J a
HC*\(©c)) és közötti kongruencia által meghatározott füg-

sor

iAó«, UIdj folyamathoz,

getlen, standard normális valószinüségi változók. A 2.1 Lemma (2.3) 

állitását felhasználva az Q-iM (.S) következő véges sorfejtését kapjuk:
IV 1

ír
N>/l/0

folya-

A ~Z. L.S)

esetben teljesülő (3*9) egyenlőtlenségből következik, hogy 2*

folyamat sorbafejthetőségére tett feltevésünk és az

matnak van olyan oo

-£-< Vo ^ г ‘V-S fc i.

kópiája, melyre a

< lfí s^143VL 4
egyenlőtlenség teljesül. A most bebizonyított egyenlőtlenségekből követ-

ÍV> V0 к2 "ь0 (JVj S') és n, > n0kezik, hogy ha

- ^о(Л í} 5* ) , akkor

H ^«V l'Ccs>-Z^Cs)| >£j 

<f{_ 7 4, ©n.e^u’’4; ©Oj е0е Ася'"; ©oj

+- P {,©*.<* AcCi^eO. вое Л^СГ4; e;Ц1
<

Ezzel állításunkat igazoltuk.
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A továbbiakban, azt a speciális transzformációt fogjuk vizsgálni,

0 6® paraméterhez általunk hozzárendelt CG), . - ■, C0)amikor a

R (Л) b j © )mértékeket az sajátfüggvényei és sajátértékei határoz- 

függvény NRdjs, ®)zák meg« Az legnagyobb sajátértékét jelöl­

je (G) 5 ■ ■ • } ^|д/ {Q) , a hozzátartozó sajátfüggvényeket

i ^ (2.7) képletből következik, hogy a megfelelő

H^lxCö^) -beli ortonormált rendszert generáló mértékekre teljesül a

О.“) .^(e^dt) -Q'jW) ^^4и=, б)сН I í Д 4 W

A^g") ■-> л4(е)

?

összefüggés. А (3.3) feltételből következik, hogy 

ha G

ll ^ (ö)ll < Cß))

, továbbá 

-3/a.
,, Taol|RU>Sí0)L-
(pi-O e X

így a Q0 pontnak megadható egy környezete, melyre teljesül,

hogy а Ц Од СО) II W'Ou (©) II МС©) =
' (t,6 X L

változóknak közös felső korlátja van. így ha 06 0 , akkor

iXCM(©); 11Ю, ll^»/(0)ll) <K*C
A jelen esetben -et tetszőleges módon felbonthatjuk, csak a fel­

bontás elemei elegendően kicsik legyenek. Eljárásunkban a © 

tásanakcsak egyetlen egy elemét használjuk, azt, amelyik a 

lést tartalmazza, A becslés konzisztenciája miatt ha W elég

nagy valószinüséggel beleesik а ©/д környezetbe,

-et nem tartalmazó részét. л
Összefoglalva eddigi fejtegetéseinket azt mondhatjuk, hogy sajátértékek és 

sajátfüggvények által generált transzformáció esetén a

)

felbon-

G*v, becs-

nagy, akkor © 

tehát közömbös, hogyan osztottuk fel ©
П,

© paraméter-



- 21

halmaz bármely, elegendően finom beosztása megfelelő lesz az eljárásunk 

végrehajtására.

A 2.3 Lemma bizonyitásáből következik, hogy ebben a speciális eset­

ben

зц Cp(t) - ZL u,-öv;)cifc
1=4

i ÄV •; ы)(3.13) )

Au a Qn,
nüségi változók. Ha bevezetjük a .

valószinüségi változó által meghatározott valószi-ahol

4... Лс T<£U;C\)4'vW
ÍV/

véletlen magfüggvényt, akkor a transzformált folyamat az
л <ve Г

)

© paraméterhalmazt bontsuk fel véges sok részre, 

a maximális átmérő hosszát jelöljük A -val. Eddigi eredményeinket fog­

laljuk össze egy következményben.

3.2 KÖVETKEZMENY. Ha az alapul vett valószinüségi mező elég bő. 

akkor definiálható a

alakban felirható. A

folyamatnak egy olyan

sei1*]
I ts") - 2 I —> О

ha |\/^ ^ tart a végtelenbe és A nullához tart.

kópia-sorozata, melyre

4. A becsült paraméterű empirikus folyamat transzformációja

Legyen^ ^ d,-dimenziós, független, azonos eloszlású

valószinüségi vektorváltozók egy sorozata, a közös eloszlásfüggvényt
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Tw, x t К0* . Tegyük fel, hogy adott cl változós eloszlás­jelölje

függvények egy

% = [ TU; e) ; xeRd

% családja

©6 ® c Rpj)

Fés az eloszlásfüggvény is ehhez a családhoz tartozik, azaz van 

olyan Gce @ , hogy T Cx) ~ "F(Xj ©0) teljesül« Vezessük be a

becsült paraméterű empirikus folyamatot

A Vb = ^ C (**) ' T"CXj

T a S 1 ^ változókhoz tartozó empirikus eloszlás- 

©>rv,p) ugyanezeken a változókon alapuló 

becslése a 0O parsaiét érnék. A 3« fejezetben bebizonyított általános

ahol

függvény és ♦w ) • • )

folyamat approxiraálha- 

tóságát kell bebizonyítani« A tétel kimondása előtt vezessük be a kö­

vetkező jelölést:

tétel alkalmazásához első lépésként a

J= (se/^'QV F ex j о))ve’FU)QX) = V0FCXi©)|

e = c©

Oo p'
Q=0Y 

és legyen1 ‘) G p)

(x,4V= 21 Xj't-
1 ) *

P
х-Сх.-Ле). > ^p )& ; л) • ■

RP -beli belső szorzat« Vektorok és mátrixok konvergenciáját mindig

wvax I X c, i
ép

az

a maximum normában értjük és IIXlI- , valamint

esetén I|I4|| — у^С*.Х I v l jelöli a aor-C,
mákat. Az X vektor transzponálját XT

4.1 TÉTEL (BURKE,M.D., CSÖRGŐ M., CSÖRGŐ S., RÉVÉSZ P. [33 és 

CSÖRGŐ S. [6]). Tegyük fel, hogy a sorozat kielégíti a következő

feltételeket:

4 p 
jelöli.
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(©*.- ©о) = ^ ©„) .• e*lL
KV(4.1) n, )У'!

lb,<ä0) d-változós, Borel-mérhető, p-dimenziós vektor értékűahol
Pfüggvény és -70

t f (X>j j ©0) =• o}

n, •

(4.2)

MCe0) = E í\x4j ©O)£o(,;0о)(4.3)

pozitív szemidefinit mátrix.

Y© C* j ©)(4.4) A 

0 -ban, ha О 0 ©

függvény egyenletesen folytonos x-ben és

ahol a ©0 pont egy nem üres, zárt kör-л »

nyezete.

C 0 j ©o') vektor értékű függvény minden kompo­

nense korlátos változásu bármely véges intervallumon,

cl > Л ; Az vektor értékű függvény összes legfeljebb -ed 

rendű parciális derivált .jaj majdnem mindenütt léteznek (a d-dimenziós

(4.5) cl = Л ; Az

Lebesgue mértékre nézve) és tetszőleges CL> Q esetén

3*
<bei

*<йH x и < u.
Ha az alapul vett valószínűségi mező elég bő, akkor létezik az

j Gc) d-változős eloszlásfüggvényhez tartozó

Brown hidaknak egy olyan sorozata, melyre

n, “ 0^ (* j ©0 I ^ О ^

Rd 1

3X e
ahol

D^iQo) =.
a Durbin folyamat kópiáinak egy sorozata.
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A 3.1 Tételt csak akkor tudjuk alkalmazni, ha a folyamatok az 

R tér egységnégyzetén vannak értelmezve, tehát első lépésként ezt 

kell elérnünk.

Vizsgáljuk először a cil= 4 esetet. Vezessük be az T"(í:,‘ö) függvény

T 1 (t; ©) = ОгиЦз:
inverzét. A 4.1 Tételből következik, hogy

PI /V О U; ©4 - D«, (.Fit, e0); I(4.6) О oo
o< t <1

E D^ÍT"1 (A;©„)= o;

в Ои l T‘41 i ©„■) / e,,4) D, (f-< (.3; 0a-,, = R)

- b AS - is

- ^(Т'1и;ео-);0«) v^Ttr'cs;©^. ©0}
- 3rCF-4s;04©o4 v0TT=(r'(ti0e);

+ \FPH(t,0„');0o')M(0o')v T(F

és

ь;0*)

©о)

Ч
®ö),‘ ©o)

1 J0

ahol
i

(^) 3-(Aí©c). ) ^o') olj^ 'F (ЛЧ 00)
— cO

l ^ AS - WuM.



- 25 -

Az általános (_d > 4>) esetben az eljárás egy kicsit hosszabb. 

Jelölje az ^ függvény j-dik vetületi eloszlásfüggvé­

nyét. Ekkor található olyan H(X( 0)

Lo, 43

T ©) - H cx<; ©1,..., Td (xdi 0); e)

eloszlásfüggvény, melynek

mindegyik vetületi elsozlása a szakaszon egyenletes és

X'<-4■■;**).>

Vezessük be az

h (t; 0) - И( V lt4;0)r ..} F J (tj j 0); ©) ^ t
I az függvény balról foly-

folyamat .1 -n értelmezett és

fca)
függvényt, ahol

tonos inverze. így a

a 4.1 Tételből következik, hogy

kJJUf> I (bjfi С T СЦ' ©*5) “ ^ P СЦ' ©0) ©o) I ^ О
tel0*

(4.8) 4г-=э)

továbbá
N ‘

E 0^O)

Ь D,, (F ctieo); e.'iD,, (F isisei e.> RxCt,s) e0) 

= T(FCi ла"» 0‘>'> ; ©°)~ ?С^и,©о\ео) ■ F CT Cs ■ © o'); © 0) 

- 5 (TC-ti ©o'); ©o') VQT F (f u ; ©„■); Gj

-^^С5;©о-);0о)7ег?с?.а; ©o'); ©o')

ve ^ CT (t; ©o); ©0) M Cea) VQrT C F CS

( t AS -ичл&л,...., lí|AS0|)J t<L

+
1 Q°) )' Q'o)

* •> ); s = ■)Sol)).<r )■
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A 4,1 Tétel (4.1) feltétele biztosítja ö^ konzisztenciáját, igy 

csak arra kell feltételt keresni, hogy a határfolyamat egy valószinü-

fi n, С I, ©«.1)séggel folytonos realizációju legyen. Definiáljuk a

és (j2 (^ СЗлгУ) folyamatok transzformált jait a (3.7) formula

alapján és a transzformált folyamatokat jelölje S 6

Az eddigi fejtegetéseinket a következő tételben foglalhatjuk össze:

4.2 TÉTEL. Tegyük fel, hogy a 4.1 Tétel (4.1), (4.2) és (4.5) 

feltételei teljesülnek. Teljesüljön továbbá, hogy

Г(4.9) Mt©*b Eí (x" 0*)t(X*; 0'j
M(e“)

yd<tdj-T(t;GÜ
Q\e ®) -ban.

M),
véges, pozitív szemidefinit mátrix. folytonos

xMX*;..., X’d).
(4.10) 3-(fü;e’); ©*)

fc = Cs­ahol
)

és vQT(^u;0*); e')
függvények egyenletesen folytonosak t-ben és 0* -ban, ha

p
@ Cl R kompakt páráméterhalmaz és

Ha az alapul vett valószinüségi mező elég bő. akkor definiálható a

0*6 (3>j 

belső pontja (h) -nak.©oahol

[ZCS) jz^cs),Cj folyamat kópiáinak egy olyanSe)

sorozata, melyre

ha IVj '<у\, ^ kg tartanak a végtelenbe.

BIZONYÍTÁS. A 4.2 Tétel feltételeiből következnek a 4.1 Tétel fel­

tételei is, ezért (4.6) és (4.8) teljesülnek. A feltételekből az is

következik, hogy
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a paramétertartomány minden 0 elemére létezik is egy valószinüséggel 

folytonos realizációju, továbbá a kovarianciafüggvényekre fennáll (3*3)* 

A (4.1) feltétel maga után vonja (3.4) teljesülését is, ezért a 3.1 

Tételből már következik az állitás.

A paraméterbecslés egyik fontos speciális esete az eltolás és 

skála paraméter becslése, tehát amikor

ь-%) r©
©i- ' > ^% - í 7 ( tfcR]<

ő ) )5
alakú, ahol ,S kompakt halmaz a felső félsikon. Ebben az esetben a 

határfolyamat kovarianciája

E D, D, (r'cs;©
- t AS - ts

-LI„ I

©о); в'-,®« )= R5ct,s)1
Oj

-I
+ Г„ WiWWiCs-)- I f \ux a) ív, u;)

Ш u/, is) +2JL

•-*)
ahol

U/^C-b) = T”4t) -f CF'4t)) j(.0 = ■■(- Ct- ct')}
00 Г I 9 

. {00 4

)

(OOolxI« )
— űo

°° г •
í X i-ФJ I fGOj

I

■^00 ci X• I a
— oO

OO rr' 2> { (X) £00 dx -4Xе*I fCx) Jzz
— oc
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) t függvény első és második deriváltjai, feltéve, hogy ezek 

léteznek# A kovarianciafüggvény független a paraméterek értékeitől, 

ezért a transzformáció elvégzésekor nem kell paramétert becsülnünk. 

Ebben az esetben a (3.7) transzformáció determinisztikus lesz, és

az

nincs szükség a paramétertartomány felbontására, tehát ha a 4.2 Tételt

végtelenbe tartásából márV, 4Ъerre az esetre specializáljuk, akkor J

következik az állitás.

5. A Kaplan-Meier modell

<;• 4 c ^ Legyen ^ S

elsozlásfüggvényei

két független valószinüségi változó, melyek

toí ш- P[r<tJ с = \уг .
A l ■változók minimumát jelölje

5 = *ó*v, (д', i3-)}
£ pedig legyen annak az eseménynek az indikátora, hogy a minimum a
c 4
^ változón vétetett fel, azaz

4 , haсГ = о , ha

Tegyük fel, hogy a rendelkezésünkre álló minta

П,lu.í.l 

(A A)
(5.1)

)

^ vektor független példányai ugyan-ahol a vektorok a

azon a valószinüségi mezőn.
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о 1тAz a feladatunk, hogy az (5.1) mintából megbecsüljük az 

lásfüggvényt. A most ismertetett modellt, tehát amikor a

eloez-
cД változó 

c \nemkivánatos zavart jelent, nevezzük a Kaplan-Meier modellnek. Ha j
Ъ

változó eloszlása mellett a ^ változó eloszlása is érdekes, akkor 

az un. kockázatmodellról beszélünk. Mind a Kaplan-Meier mind a kockázat- 

modell részletes, példákkal illusztrált ismertetése megtalálható például

a £8] dolgozatban.

Az eloszlásfüggvények mellett dolgozatunkban fontos szerepet fog-
f0/inak játszani a hazárdfüggvények. Az eloszlásfüggvényhez tartozó

A'1 jelöli, melyet a következő integrállal definiálunk:hazárdfüggvényt
t

(5.2)
— ОО

KOTZ és SHANBHAG [17] megmutatták, hogy a hazárdfüggvény egyértelműen meg­

határozza az eloszlásfüggvényt, nevezetesen

A - T°\í) = *sup C- /'c ÍTí'l - л A oo)
X< fc4

függvény X pontbeli ugrását, 

folytonos részét jelöli. Az (5.3) formulából azt kapjuk, hogy 

folytonos eloszlásfüggvény, akkor

(5.3)

ahol Zl .А. (X) a

a A*
íz О A

К pedig

ha Г

лЧо- - Xo^(j-F04t)).(5-4)

Ha a hazárdfüggvény deriválható, akkor deriváltját А Ц.) -vei jelöl-
"p cM

jük és hazárdrátának vagy halálozási rátának nevezzük. Ha az
-> OA

függ­

vénynek létezik a deriváltja, -[■ , akkor

f°4t)IX (.t) =
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с иА ^ változót cenzorálatlannak nevezzük, ha ö - ч

tartozó szub-eloszlásfüggvényt

és a hozzá-

Г jelöli:

T4t)= P1 s<-t, .
Az F (F) függvényre könnyű formulát 

változók függetlenségének figyelembevételével:

T4t) = /Vf°4s))oIF0,(s).
—oO

^ valószinüségi változó eloszlásfüggvényét F('fc) jelöli, akkor 

a függetlenség miatt

^ és ^ ^ valószinüségiadni a

Ha a

'i-m') = (ьт°<ш) о - 7о1ш);
igy a hazárdfüggvény következő előállítását kapjuk

t
/\4t) =(5.5)

— oO

A hazárdbecslés az (5.5) formulán alapul.

Legyen

т«л«= k#lÁ-j
a 1
vénye, a megfelelő cenzorált empirikus eloszlásfüggvényre pedig vezessük

valószinüségi változók közönséges empirikus eloszlásfügg-

be az
Ies

jelölést. Az empirikus hazárdfüggvényt ezekután úgy definiáljuk, hogy 

az (5.5) formulában az í" és T" függvényeket az empirikus megfelelőik­

kel helyettesítjük:
t

<Ct) = -тлЛ5>Т1сГ+-^,оо,(5.6)

— oo
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A A^lt) függvényt persze összeg alakban is felírhatjuk. Elvégezve

az integrálást,
A

(-t) = 7C 21 О ^ч<ь
Jv- X-

n/
;

ahol

si].^. W ~ ^ í ^1 - L - Ги

Vezessük be a hazárdfolyamatot is:

Hn. (t-) - A4tV),
^l”'l mintaelemeket nagyság szerinti monoton

növekvő sorozatba. Ez a sorbarendezés csak akkor egyértelmű, ha nincse-

\ « -k között azonosak. Ha vannak megegyező elemek, akkor a cenzo- -J c

rálatlan előzze meg a vele egyenlő cenzoráltat. Ha két mintaelem egyenlő

Rendezzük a

nek a

és ugyanolyan módon cenzorált, akkor a sorrendjük tetszőleges. Az igy

-dik elemét 2 jkapott sorbarendezés c!y.n,
aszerint 1 vagy 0, hogy ez a mintaelem cenzorált vagy cenzorálatlan.

-nel jelöljük pedig2f

KAPLAN és MEIER [16] a következő módon definiálták a szorzatbecslést 

(product-limit estimator):
h

%

t > l
*съ-% +1A , ha n; n.(5.7) <i

, ha
о

, Vezessük be a hazárdfolyamathoz< r " )
hasonló módon a szorzatbecslés folyamatot is:
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CC(t)-r4t)).%U) - гъ

és La folyamatok aszimptotikus viselkedésének vizsgálatát 

a [41 és [141 dolgozatokban a lényegesen egyszerűbb

A

-C(D=
és

f
folyamatok együttes approximációjára vezettük vissza. Legyen

M Cx^j CXí.'í) } x

HORVÁTH L. [4] és HORVÁTH L.5.1 TÉTEL (BÜRKEIM.D 

[14]). Ha az alapul vett valószinüségi mezó elég bő, akkor található

CSÖRGŐ S• » • )

i £л0О - (й*гЛхд); Ij^CXi)) y а >Gauss folyamatoknak egy

X - (Xj.X.) sorozata, melyre
fix ■fc q a ^ 

0 ;= ОСл'Ььср il cX^Cx) G^UOll
•íb

\e R
egy valószinüséggel, továbbá

E = E -o
t 6,ЪШ 6,-LCs)= Vet) aTu) - Kt)Tcs);
t üJvlt) ß^(.s) = T4t) aí4s)-V4t)F((.s)
E IV Ш B' Is) = 74f) л V'esi- Kt) t' U) .

;

j

CSÖRGŐ S. és HORVÁTH L. [4] és HORVÁTH L.5.2 TÉTEL (BURKEjM.D 

[14])• Az 5.1 Tételben definiált valószínűségi mezőn a

• *

WnCdCtí) ^ J Bn_Cs)C/l-TV2'dF',(s) - /&л is,) (l-Hs-))ь'Щ-Ч*
U — <X? *1,

idótranszformált Wiener folyamatok sorozatára teljesül, hogy ha
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"H1)<\ f akkor
3/а= 0( п "%(5.8) /^vU_p

- t d T
Г Ч'Ь') folytonos eloszlásfüggvény. akkorés ha

34*uf> ! L^Ci) - a,<xedct))| = CCá"%^)
—oQ< "t 4 T

egy valószinüséggel. ahol

(5.9)

t
dto= /(j-ns^oiT^).

— оО
Megjegyezzük, hogy a [4] Is [143 dolgozatokban erősebb állításokat

bizonyítottunk be, de a továbbiakban az 5.1 és 5.2 Tétel is elegendő lesz

számunkra.

Cenzorált adatokon alapuló paraméterbecslést, eddig még kevesen vé-
f°<

A legáltalánosabb módszert BÜRKE [2] ismertette, az 6 eredményeit pró­

báljuk továbbfejleszteni. Először a paraméterbecslés normalitására tett 

feltevés mellett bebizonyítjuk a paraméterbecsült folyamat gyenge konver­

genciáját, majd a 6. fejezetben három módszert mutatunk paraméterbecslésre 

és ezek aszimptotikus tulajdonságait vizsgáljuk.

geztek és csak speciális alakú eloszlásfüggvények esetén.

A 4. fejezet jelöléseihez alkalmazkodva

ee Rp!teR )

jelölje eloszlásfüggvényeknek egy családját, ahol 0 a család paramé­

tere. A ö paramétervektort az (5.1) mintából becsüljük valamely ©
■»V

vektorral. Vezessük be a becsült paraméterű hazárd- és szorzatbecslés

folyamatokat:

(ХШ- Alu. dO)(5.10) n
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és

*(%Ч«- •■pol C t; a,,)).(5.11) rt

Első lépésként a 4.1 Tételt szeretnénk általánosítani cenzorált minták

esetére. A 4.1 Tétel első három feltétele durván annyit jelent, hogy

értékét és kovarianciamátrixát. A (4.1) feltétel ennél lényegesen erő­

sebb, hiszen következik belőle az

aszimptotikusan normális és megmondja a limesz várható

4>г,ГЬ (ea- 0O) limeszének a repre­

zentációja is. A (4.1) - (4.3) feltételeket azzal helyettesitjük, hogy

*II.
(5.12) \X r £ Ül )

ahol Y o^CR) egy részhalmazán értelmezett értékeit 

folytonos funkcionál.

5.3 TÉTEL. Tegyük fel, hogy 

továbbá teljesülnek az 5.2 Tétel feltételei és

R -ben felvevő

kielégiti az (5.12) feltételt

(_v0A4t;0))(5.13) Ct

függvény egyenletesen folytonos L -ben, — t- (T) < 1 és Q-

ban, 0 (й)^ ©<} a ©0 pont egy nem üres, zárt környezete.» ak°l

P£(5.14) О J4П.

Ekkor 5.1 Tétel valószinüségi mezején

1 ^ дгъ ^Prt- С’Ь/ ©d) I ^ О ) c>°

I ©«.) - D^Ol; ©o')

J
- *o<t<T

és
P

—> О -■> OQ>>
— oo< t < T

ahol
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D^Ui©e)-4bCdft)) - У C ß«,o \ (•)) vJ'a'u/öoJ
és

D(lU;Qo)= - ^(8*HßJU;>)V0V'u; ©0>
Ha (5.I9) és (5*14) helyett

v0 i-°4t; ©o) (ve A\t О(5.15) • (?)
ъ

% ^ Ui ©о) C Vjj /\4t;0oy)
Ö fc (íj) и 

0 )

egyenletesen korlátos t-ben. 

egyenletesen korlátos “L -ben . — <эо<'Ь<~Г és G -ban.;j

- О (jrC£)t f.>o(5.16) egy valószinüséggel.•<rt

, 4MP |Х<Ш-Хд-Ol
- °0<t<«0

421r <У 
— 't< <Л)у.

ahol К >0 konstans,

t el ,i esül. akkor

i И *L í О ö) | = О (V '(ío^ VU )

(lOjH,)

V <C£ )£<xp 
- °o< WT

és

lLtvCfe (t;©e) | = 0( * я£)Пí>u.p

egy valószinüséggel. 

BIZONYÍTÁS, a Y funkcionál folytonossága miatt

(5.18) И Кч< )- 4tß 6*1)Ир - £ л vo

sztochasztikusan nullához tart, ha Ha (5.17) is teljesül,

akkor £ = 0^11>Ъ (ícqvbf2') egy valószinüséggel. A [3] dolgozat­ig

ban látott módszer alapján végezzük a következő átalakítást:
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H.vUiG*.')- Л\í;&sj)- и^ЫШ)

!>1 ,

(©o-ö^Vg A\t;V)- №,ß^)VA\t
0

*+• Vb : X).I

A felbontás első tagja az 5.2 Tétel alapján egy valószinüséggel 
(_00,T3 0(X ^(£co*0) ^ sebességgel tart О -hoz.-n egyenletesen

A H t k - 0C l(p < II Qa~ ©0 il p

I ^ l X- v0r a"(íi го - Ч <ЛЪ, С ) V0‘ л'и, o0) ]
összefüggés alapján azt kapjuk, hogy a

"i< ЧЧ°<гъ , °C) Vg л1 ( t;eü) | 

A1(t; V) - Vj Л1 (t; e0)) (

C©o-©*v)-

| аг(.0о-©^) (у T+
©

ti v0/V aye^iip+ i Ikb

különbség sztochasztikusan nullához tart, ha О , mivel

egyenletes korlátossága következik (5.13)-ból. Az állitás

P

/\4t,e0)
másik fele a Lagrange formula egyszerű következménye:

I ^ (©«.- X) ( VeT A1 [I; го -VgA’(t; e./j)

< U^ll VtHe^-eoVlpiVQ1 Лл(4; 0O)I| p 

Icgto^Ax ),-*lz= 0( VI

^ Vb (Л í ©*г)Az állitás bizonyitása szószerint ugyanigy elvégezhető az

folyamatra is*
A D‘ és & folyamatok reprezentációja alapján meg tudjuk hatá­

rozni kovarianciafüggvényeiket is. A kovarianciafüggvények természetesen
roi az >

-ol
és T függvényektől függnek, igy hiába használunk parametrikus

“CMr ®ofüggvényre, a kovarianciafüggvényt egyedül afeltevést az -ra
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vonatkozó ©jpu becsléssel nem tudjuk megbecsülni. Ha azonban feltételez-
тг-OCLГ függvény is valamilyen eloszláscscdádba tartozik,zük, hogy az 

melynek paramétere 

pai'améterektől függnek csak. Az t"

(e Ac)akkor a kovariancia függvények az

eloszlás függvény ,AC paraméte-

o >

rének becslése ugyanúgy cenzorált mintán alapuló paraméterbecslés, ahogy 

paraméter esetében láttuk. A Jelen, teljesen parametrizált mo-

/^°) paraméter konzisztens becslése biz­

tosítja, hogy megfelelő regularitási feltételek mellett szintén alkalmaz-

a ec
deliben az 5.3 Tétel és a

ható a 3. fejezetben megismert véletlen transzformációs eljárás.

A (5.12) feltételben szereplő 'f funkcionálról nem követeltük

ÜKR)m6g, hogy az egész téren folytonos legyen, hiszen a folytonos­

ságra illetve az (5.17) feltételre csak az (5.18) eltérés vizsgálatához

volt szükségünk. A dolgozat további részében majd pontosan megadjuk azo- 

kát a f funkcionálokat, amelyeket használni fogunk. Korlátos válto- 

zásu függvény szerinti integrálás és az argumentumban szereplő függvé­

nyek véges sok pontban vett lineáris kombinációja határozza majd meg a 

Y funkcionált, melyeket a következő fejezetben részletesen ismertetünk.

6. Paraméterbecslés cenzorált mintából

Cenzorált mintákra alapuló paraméterbecslés nem rendelkezik olyan 

átfogó módszerrel, mint a nem cenzorált adatok esetén használt maximum

likelihood-módszer. Nem teljes megfigyelések esetén a fő problémát a

likelihood-egyenlet felirása Jelenti, ezért az egyik leggyakrabban hasz­

nált módszerré az un. "partial likelihood" vált.



- 38 -

A "partial likelihood." egyenleteket is csak néhány speciális esetben

sikerült felirni és megoldásuk csak közelitő módszerekkel volt lehet­

séges. Ebben a fejezetben három módszerei foglalkozunk^elsősorban pél­

dákon keresztül egyekszünk megmutatni, hogy mely eloszláscsaládok pa­

raméterének a becslésére használhatóak. Bebizonyítjuk a becslések

aszimptotikus normalitását, kiszámítjuk az aszimptotikus szórást, amely

információt ad a becslés hatásosságáról.

A paraméterbecslés mellett az előző fejezetben már vizsgált hipo­

tézisellenőrzéssel is foglalkozni fogunk. Megmutatjuk, hogy az általunk 

javasolt becslések teljesitik az (5.12), (5.14) vagy (5.16) feltételeket, 

igy a becsült paraméterű hazárd- és szorzatbecslés folyamatok gyenge

konvergenciáját is bebizonyítjuk. A paraméterbecslés és a becsült pa­

raméterű folyamatok konvergencia tulajdonságainak vizsgálata az 5.1

Tételen alapul és egyszerre fogjuk ezeket elvégezni.

Az első javasolt eljárás a momentum módszer lesz. A becslés ismer-

CSÖRGÓ S. és RÉVÉSZ P. [3] egyikCSÖRGŐ Mtetése előtt BURKE, M.D 

tételét (vö. 4. fejezet) általánosítjuk a cenzorált minták esetére.

• » • I

Tegyük fel, hogy a
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кahol C és сАvektorértékü függvények. Az o{^ cenzorált és az

empirikus folyamatokkal a következő alakba Írhatjuk át ezt a feltételt:
oo

n-

0o) -
*u J L(ul) d cll)Kb

— cO

со \
kW+-

-cO

t- £ 2.П, *

Az 5»1 Tétel alapján természetes az a sejtés, hogy bizonyos W és L- 

függvények esetén Vb ©o')

séggel konvergálni fog egy normális eloszlású valószínűségi változóhoz,

illetve approximálható az
<.~>o oo ^
j £(u) d ß„( u) + / bCu) d ßvb

sztochasztikusan vagy egy valószinü-

_ оЭ

valószínűségi változó sorozattal.

6.1 TÉTEL. Tegyük fel, hogy a következő feltételek teljesülnek

—ТО

E C(X,)< «о

Ё S/í Ь(Хл)
GC = E

(6.1)

< öO

г
< OO(6.2) 1

Oo

= h^ / W(LodÖ*. < соa,

(6.3) Az f £3 fi. függvények minden komponense korlátos változásu bár­

mely véges intervallumon.
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Ekkor az 5.1 Tételbeli valószinüségi mezőn.
• >э . p

/*au)d C\^o)j—> o.
‘-о . . с»

I /au)cl4^u)+/JiUu.'>ol<3(,vCU)-( /((u)dß
_ — С*Э —СТО

IU) t-VL
... л

Ha (6.3) helyett az az erősebb feltétel teljesül, hogy 

(6.14) Az C és ft függvények minden komponense korlátos változásu az 

egész egyenesen, akkor е<зд valAsa-lviu ^g'g^eL
<AO , ОО ^ . I

I + J^ÜQde*^ t-y^iXu)d.b<(Llu))| =Qn "ißcaz]
,_'oO —í>3 _<^0 — oo V 0 J <

BIZONYÍTÁS. A tétel első felének bizonyítása következik a [3] dol­

gozat 3.1 Lemmájából. Az állitás második fele parciális integrálással

következik az 5.1 Tételből.

Az 5.3 Tétel és a 6.1 Tétel összekapcolásával kapjuk a becsült pa­

raméterű szorzatbecslés és hazárd folyamatok approximációját, ha a para­

méterbecslést az előző tételben megkívánt módon végezhetjük. Reguláris

C és függvények esetén az approximáció sebessége max ^ 2 vl)

v! ъ (log n,)/ь ^ . на az L ^(4; és H VL (4; О ^) fői
A z

limeszfolyamatát 0*bC4/Oo) jelöli,illetve akkor az

5.1 és 5.2 Tételek alapján a kovariancia függvényeket a következő módon

adhat jóik meg:

E 44; = О

E D1 U; e5) D\s; ©a) -E(l- t°'(t; e Af
J)

-4 A Ao/i(s;e,;j)D1a,-0o)Ds(s;
/N

= К Cfc, S; ©a)
= cU'Us)- (1гCs) ve‘ A1(t,- ®.)

T ^A cs;0a)

a\í;0o)
J
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ahol Oo

У testei J ÚM dIaílx.) =

|Ъ/) (LÓ ■= J 4-C"ó c\ 1 \s)
— с?О

ó = Ьl (^) =
Ó = E cMCM = JkC&^dT^

M&)
;_oO - 'O

oo LL

У
—

U.

Lw - /(-^<<0'е /М,+■^ - FU)
— oo

М» ^4 CM - ^4= / ( 4AsV) oí A\s)•t>1 - MM
_ CXD

OOOo

E yÓu'idÖ^C«-') j-LuM &óu )|M =
— oO — cO

A G* mátrix végessége következik а О és о mátrixok végességéből.4L, &1

a) A momentum módszer

A módszer alapgondolatát a cenzorált és a cenzorálatlan változók 

momentumai között levő kapcsolat jelenti. Példákon keresztül mutatjuk 

meg a,'módszer alkalmazhatóságát, majd az ismertetés végén eloszlások­

nak egy széles osztályát adjuk meg, melyekre alkalmazható a momentum

módszer. Mindig megmutatjuk, hogy a példáinkban megadott becslések ki­

elégítik a 6,1 Tétel feltételeit.

d, PÉLDA, Tegyük fel, hogy ■ az exponenciális eloszlásfüggvény:

í C- t > О
})

T°4t;Qo) = t < О .о )ч_
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Ekkor a hazárdfüggvény
Á t > О 

L< О ,
Oo jД1 Ct; 0e)s
о )

Az

/I- F°4t)
t
0O

egyenletet szorozzuk meg 't-TC.'t') -vei, majd integráljuk О-tói -ig:
OvO oo

/(í-F°4t))clF0,Ct) = { f(f t-Ct))dt . 
о©оо

így azt kapjuk, hogy

©O ■ £ <T(6-5)

0q paraméter becslésére igy aeloszlástól« Afüggetlenül az
П,

-(1хХ5*0 ->1Л0tv

valószinüségi változót használhatjuk« Egyszerű számolással megmutatható

hogy az

t h %
cet) -■ -és c~L- оЕ<Г

függvényekkel teljesülnek a 6«1 Tétel feltételei.

2« PÉLDA. Az exponenciális eloszláshoz hasonló módon becsülhetjük 

az élettartam vizsgálatoknál fontos Weibull és a kettős exponenciális

eloszlás paraméterét is. 

Ha T
—о A

Weibull eloszlású, azaz
•t>- ^ t>o

O')

ъ<о

A -F°4t;Q.)=- © adott pozitiv szám,)

l О ) J
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akkor

m—l
A Ui 0O) a ~ i(6.6) о < t ^© ^ wo )

és igy

% П t f *oa -■I

alkalmazható a 0Q paraméter becslésére.

Hasonló a helyzet a kettős exponenciális esetben is. Itt

(Л; @a) = 'l - k ^t) ,

Д (4; ©a) = Qo }

o< - oO<. í :'ÖT ©o > о , j

(6.7)

Térjünk vissza az előző fejezetben általánosságban tárgyalt össze­

tett hipotézis problémára.

3. PÉLDA. A kockázatmodellben azt akarjuk tesztelni, hogy mindkét
JÓLT- o1

eloszlásfüggvény, Г és is, exponenciális. Ha valóban igy van,

t az 1. Példabeli és

t > О4-oz,T
t^oО )

akkor a paramétert az 1. Példában látottak szerint a
A, rv> HA 2 SV)

C~i

о a-
v - 4
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~r с: 5.F°< Ivalószinüségi változóval becsüljük. Az és eloszlásfügg-
Aavények speciális alakját felhasználva az kovariancia függvényt

egyszerűbb alakra tudjuk hozni ebben az esetben:

/i о t- (,ÍAS)
/Чо+©о 'í-PCía-s)

/-L +(6.8) \\ » St OS: t<í>0(
00 о

BÜRKE [2] a (6.8) kovariancia alakját használta fel arra, hogy az

ismert eloszlásra.Lpjv t ®vb) folyamat határeloszlását visszavezesse egy

Mindkét függvény exponenciális, ezért

T(L; e„,/i.)/isdCtj = /(о-»©0 A - 1- Ct; 0o(/(e)
és

/< оE$ = /<0 + ©O

Az

© ^ C-V/л.) (£ X X)
c - ■< '

ö4t) - Ö4t;0e)(j-foict>)(

- 4
j 0(6.9)

folyamat gyengén konvergál a
A

©O
0Ö 4/<o

folyamathoz oo^Tj -n, l <c>o , mivel

I ^ (г©/Х)
о ^ L1 ~T

■- О (jlocj tog AAj fkx, ) 4 )
és

/ъ X
egy valoazinüséggel.

A (6.8) formula alapján

E D*(ODBCs') = X^AtCt') - TuiTtt)

- ío^O-TtssjliCE^Ct)) + .
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A (6.9) folyamaton alapuló Cramer- von Mises és Kolmogorov-Szirnov 

statisztikák aszimptotikus szignifikancia pontjai STEPHENS [223 és 

DURBIN [9] dolgozataiból meg tudjuk határozni, mivel 

ciája megegyezik egy közönséges (nem cenzorált) empirikus folyamat 

határfolyamatának kovarianciájával, melyet az exponencialitás hagyo­

mányos ellenőrzésére használnak*

A (6.8) kovariancia függvény csak a

4o kovarian-

еЦ/fo paraméterektől függ, 

melyeket konzisztens módon becsül, így a 3. fejezetben meg­

ismert transzformációs módszer is alkalmazható.

A most látott módszer csak arra ad lehetőséget, hogy egymástól füg-
tQI és Г

T'OA
get lenül ellenőrizzük 

tárfolyamat persze függ a ismeretlen paraméterektől. Egy újabb

módszert mutatunk most be, a nem cenzorált empirikus folyamatok esetén

exponencialitását, továbbá a ha-

is használt felezési eljárást. Ez az eljárás, a minta felezésével be­

vezetett extra randomizáció miatt ugyanúgy kritizálható mint a nem cenzo­

rált esetben. Mindenesetre érdekes látni, hogy most is ugyanúgy működik. 

Tegyük fel, hogy П~l\Yb és osszuk el a mintaelemeket két független 

csoportba, az első csoport alapján kapjuk a ©
/4

a második alapján pe­rn,» л/v
dig a /4 >VVu becslést. A független szétosztás miatt ©fVb és ^

TZOZs
füg-лх,

T=oir Г függvények becslését a teljes mintából vé-ésgetlenek. Az
A oX

gezzük. Jelölje az t eloszlásfüggvény szorzatbecslését és te­

kintsük a л
i.Yb ) T/ n.

(6.10) «сего o<TA ^ 
> 1A - F°4t; eo

és
Л

Д')
.K\

(6.11) o<c№ 1
)
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folyamatokat, ahol
■Ъ

cí^(.t<)= /(A-^fdT^ct) dlcT\) “ y^- va))'cKTttm-tdctí).
Оо

А [7] dolgozat 4*1 Tételéből következik, hogy a (6.10) és (6.11) folya­

matok gyengén konvergálnak két független, időtranszformált Wiener folya­

mathoz. Következésképpen, például
л

ИL o<ъкт,
< X

(6.12) )

ИХ n- j
4.ooahol ггЧгы)

{.’лх
to1 е(-Á?4тг

- о
А (6.12) határeloszlás bizonyításában felhasznált tételek rátát is tar­

talmaznak, ezt a független valőszinüsógi változók részletösszegére vo­

natkozó iterált logaritmus tétellel összekapcsolva a (6.12) konvergencia 

sebességére a becslést kapjuk. Természetesen a szupré-

mum statisztika helyett más statisztikákat is használhatunk.

4. PÉLDA. A következőkben a 0O =■ C©o{ Ooo. )
<• A

métert becsüljük, amikor \

vektőrértékü para-

Pareto eloszlású, vagyis

0í o adott,°3>f ®ог,^+0оь) *
(6.13) Htjed)- t>o 0O2> >0oi

) )

KO .О
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A fenti egyenlőséget ismét szorozzuk meg “í- Ki) -vei és integráljuk 

О -tói °0 -ig, illetve t-vei szorozzuk meg és ugyancsak az 

előző félegyenesen integráljuk. így a következő egyenletrendszert kap­

juk:

__ 0O>1 ^ ] r ^ í

0a;£cU^f.0oJics4i0
(6.14)

iI (— < ~
Г T 002 ^олЬГ

A (6.14) egyenletrendszernek mindig van egyértelmű megoldása, mivel a

rendszer determinánsa

Id( 30Sfc^

, к??íT ^ dО

mindig negativ a Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij egyenlőtlenség alapján. 

A (6.14) egyenletrendszer mindegyik együtthatóját a mintából becsüljük,

igy a
*6 П,

(6.15)
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/\ r'S

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldása ©,L-. ^

A-2. 4L 0^ különbséget a momentummódszer bevezetésében

©o - 41 4f0)
meg­

adott alakra hozhatjuk, mivel
)

4 N _ ( X Z cT- i T 1MJ ■ ' •, 3П ь ) - V 4L 0 > ' ' • ) -lL fr, 4 J ,
függvénnyel. Az egyenletrendszer megoldhatósága miatt ^

c:<c- 2.■Ti - ^ . C-V C ' )CH ) - )) ) )4L,Л /N

4.. ■ HÍ-í.h
valamely ^

az ^ pont egy környezetében Taylor-sorba fejthető, de nekünk elég 

egy tagú kifejtés is:

г3^1)I4(t)-f(i4= 21с=л

r íilil)

>v

r- Ocx. -y„0(6.16) a 3t. а=То

_
*i л-

+ } л (4 4r.i)Ъ 3=3*3 3% G<~3’3. ;C- "í

.A ^ függvény sorbafejthetősége alapján 

£■2^-2 0 , sőt a független valószinüségi változók összegére vonatkozó

a, s . A de-

ahol

iterált logaritmus tétel alapján Vb) ^

/ Xs ol <4.00.
finicióból következik, hogy például

_ oO

5. PÉLDA. Legyen i*\2 í 

paraméterű gamma eloszlás

C O0 ( 01s)rögzitett egész szám és

\ t (7^0 , by о_iv'- 
©о I 0*0Га) *

) i <0О

sűrűségfüggvénnyel, ahol a gammafüggvény. A hazárdráta ebben az

esetben
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m. á'-'l- vn.ГМ 1r-^i-L _ 7
Л'СО

OorCj)(6.17) i = 4

(<-ПйГщtSzorozzuk meg (6.17)-t m. -vei és integráljuk

a pozitív félegyenesen. Eredményül az
Г (ftu< ) •jf-f-wo E<HеГ-Г ©»(6.18) ГС*1)

= 1& я
F Г 7 *~/|t ö íjiTí1^тгЛ

m. •n.
egyenletet kapjuk, melyben t \

-nel,

•t -nel, -t
Pedig ^ 2_ SC$ **V-
kapott egyenlet gyökét használjuk ©0 becslésére. A (6.18) egyenlet

4>V , helyettesítve az igy1 7

jobboldala 0O pozitív együtthatós polinomja, igy az empirikus egyen­

letnek pontosan egy valós gyöke van.

6. PÉLDA. Tegyük fel, hogy
Г О t < О3

tr°lU') = b-(- - t \®c»102. t ^ 0Oi/©02. )

i >©1 О 2 J)

©ahol oi, ismert. Ekkor

©o-f • О — t F 002. *- t©Q2,
A szokott eljárással a

£F- =002

egyenletet kapjuk, melyből a
гь ЯЯЛ - 4

í©ÍU С-Ч
becslés adódik, melyre ismét igazak a 6.1 Tétel feltételei és

^ In,У4 )t egy valószinüséggel.2 Я
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A most példákon, bemutatott módszer alkalmazható minden olyan

hazárdráta vagy reciprokaA*esetben, amikor a
P

21 fcCöoi'Wc.iCt)
függvények az argumentumaikban 

nem szereplő paraméterektől függetlenek és bizonyos simasági feltóte-

alaku, ahol a

leknek eleget tesznek«

A (6,1) és (6.2) feltételek teljesülésének egy elegendő feltétele,

szórása létezzen és ez a feltétel független a 
-T-oX,

hogy ■£ (.5i) és

fcenzoráló változó eloszlásától.

b) A szorzatbecslésen alapuló paraméterbecslés

Jelen módszerünk GILL [11] 4,23 Tételén alapul, ezért ebben a pont-
ч 4ban feltételezzük, hogy ^ egy valószinüséggel pozitiv valószinüségi

változó. Azt is feltételezzük, hogy a cenzorálás nem túl erős, ponto-
Tn=T , aholsabban

{t; m) =

cvd [t:

u- =
i-

éa
Гpo-1

A becslés alapötlete az, hogy ha az ismeretlen paraméter
oo

О
©о -(6.19)

alakban álltiható elő, akkor a
сю

- jkit) d it)■a
(6.20) © П/

О
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valószínűségi változó használható lesz ©0 becslésére. Ha

(р-ь) = О(6.21)

és

'lufvv, 4, (Л) C 4 ~ "F 0<CfcV) - о(6.22) J
b -í) öo

akkor (6.19) helyett irható hogy
Oo

= /o-F^ttflc/íat)
ó

©o = )
■pOl

ha > folytonos eloszlásfüggvény és (6.20) is ugyanigy átalakítható
\ °>o

/4,v’ /0-T.v Ct^d Utó.
о

cx^

\ - "'J L^C't^d
' о 

л 040
= ©*) t к*'ТОАЬ'))КШМ Ц*)

о

G
A szorzatbecslés folyamat definíciója alapján

a (©,, - ©
igy azt sejtjük, hogy az

e
кösszeg nullához tart, ha elég szabályos függvény. Gill azonban meg-

függvény esetén se

teljesül mindig # Vezessük be a következő folyamat-

4(1) = ímutatta, hogy a legfontosabb esetben a
P

sorozatot Oo

= dills) v' T°U|'©o),
о u

6.2 TÉTEL. Ha (5.13), (6.21), (6.22) és

P
4b П, О(6.23) Л\, OO)
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tel;iesül, akkor
■ A ^ I P

a-"?*>U-p
o^t é~\

BIZONYÍTÁS. Következik az 5.3 Tételből, 

függvény esetén a

)

6t K\s folyamat kovarianciája aFolytonos

következő:

ЕО^Ш= о,

E Ő^C-t') 6«,Cs} = d Has)
i ■^vC^dolC^') VQ A C-S/öo) — Jíiíu)clici(b)

1- ^лЧь.'©а) ji&wfcÁJtii.) vJa\s;Q0)

fii'- f°,C-s))dt,(.s')1

T к0 A a;e>ö)

j

ahol
л-
Uu) -

LK
A 6.2 Tétel feltételei között £ sztochasztikus nullához tar-ЗП,

tása jelent erős feltételt, és ez megszabja, hogy milyen erős lehet a 

cenzorálás. Néhány példát mutatunk,’ amikor a tétel feltételei teljesül­

nek.

= ~[^<oo és 'taOL')7. PÉLDA. Ha T korlátos változásu■роч

j -n, továbbá £

W 0-Tro<ct)f l(t f01^) G- Ets^y (d r°'
t4-rF _ 0

W

b,TT-3
СО = o

és
о í C&") =0 )itT- t

FP
—1 О • Az állitás bizonyítása parciális integrálással követ­

kezik Gill 4.23 Tételéből. A 6. Példánál láttuk, hogy a momentum mód­

szert ott tetszőleges Г

akkor £

rrol
eloszlásfüggvény mellett használhattuk,
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Т0- Т.mig a mostani paraméterbecslésnél megszorítást kell tennünk

körüli viselkedésére.

8. PÉLDA. Abban az esetben, amikor 0O paraméter a 

szinüségi változó várható értéke, tehát ha 

sen megvizsgálta a problémát. A

^ való- 

, Gill részlete-t

c>o

d

cÍaa

(6.24)

s /И.;

Ő
valószinüségi változót használjuk a várható érték becslésére, ahol

• A (6.24) definícióban az integrálás a 

1 véletlen intervallumon történik, igy a

1 = V4CXX
-<>"•)vt

00

t°Vo)dL,©л -о
О

mellett vezessük be a
Ли,-КJ

О
0ил

valószinüségi változót is. Gill bebizonyította, hogy ha
o-o

-ÍjLwo /(V?°4u))du.) dCt) =
t ^ T-jr t,

о
és Oo

00

J
О

akkor
00

ад t P
(6.25) n,

ő P
£4n. ОAz utóbbi (6.25) konvergencia még nem bizonyltja, hogy

a 6.2 Tételben fennálljon. Ez akkor és csak akkor teljesül, ha
4<> p
J(4- r°W)cdl ~^0; °o 

Vn,
4/2,\'L . Ha léteznek olyan 0<c\<
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és /Ъ У О konstansok, hogy

/I - TOtt >
, u c pelég nagy t -re fennáll, akkor £3*^ О .

Z és fay О konstansok, hogy

üo

t
Ha azonban léteznek olyan

00 «К
\ " t Ct) < fb ( j[{-

t J r- ezcAtart sztochasztikusan О-hoz. Ha íakkor £ és t mind-nem

kettő exponenciális ©0 és Jiо paraméterekkel, akkor a szorzatbecs­

lésen alapuló módszer csak a 0O < О esetben használható. így most 

nem létezik olyan teszt, amellyel
-pol r-oiГ együttes exponenciali-es

tását ellenőrizhetnénk.

c) A szorzatbecslés kvantilisein alapuló paraméterbecslés
л

XT OÁ, ■
А1/ vt) függvény balról folytonos inverzétVezessük be az

\ Л

G°V) - ©Ц •. T^'ct4) > u \
i\/ " V

ahol az üres halmaz infimumán + 00 _t értünk, valamint legyen

= |_t; ?°4t)>u]G°\^)
Vezessük be a kvantilis folyamatot:

Q,(V in') - fZ ( (П-) - G0,ilo) _
( ° ’( * Oj6.3 TÉTEL (SANDER [20]). Ha F0l( G°tó) < \ és

06 h ^ 4 , akkor az 5.2 Tétel valószinüségi meze.jén
PÁ- u.I- %(.c ->cvísJUjo ГЧс?°МOé U4 <*.

ha \x ось ,

• ,
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BIZONYÍTÁS, A tételt Sander bizonyította be [20] dolgozatában

(Theorem 2.), az állítást más formában mondta ki, de módszeréből a 

fenti tétel is következik. Az a sejtésünk, hogy a 6,3 Tételben az appro-

, és a feltételek is lénye-4*)0(aximáció rendje szintén

gesen gyengithetők.

Kvantilisek segítségével könnyen meg tudjuk becsülni az eloszlások
-7-0-1

eltolás és skála paraméterét. Tegyük fel, hogy eleme az

fX ]% = ©4.eRJ ©г >°© )
t - ©O ) 'ТыС4(©о) = ^ Celoszláscsaládnak, tehát • Ebben az eset-6ol

ben

G°Vu.')= ©oa G^ca'i +0(6.26) OA )

ahol

= -СЦ [ i •, T Ct) > АЛ. ] .

o0-C©o(, Ooi )

(х (lO G (У) esetén a

-ra egyszerű becsléstA (6.26) formula alapján

adhatunk. Nevezetesen,

G™ c*o =

G°> -

0 c*-o +■ © VM

G*(v) + © П.1

egyenletrendszer
A -i\u)- G!1

- ( 4 Cu) - G£ ívj) ( G4cub G4v))

G\u) -G m)©a < = j

Л -{© ai
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©оmegoldásait használhatjuk а paraméter becslésére. Leggyakrabban 

, tehát a médián, és a kvartilis ponto- 

kl}V < cK t akkor a 6.3 Tételből következik a becs-

G*(vV«a i
kát használjuk. Ha

lés konzisztenciája és aszimptotikus normálitása, mert

G (G'clO- & V>)'-4(6.27)Vb

és

> Cg’cuv- g'W.*Ll
(6.28) ЛЪ (О -© П.1 02L

Vezessük be a következő jelöléseket:
A- U,Cul=

СХд CUjVy - (G\u”)- GV))"1.

Az (.ль (©^-0OÍ^ VL С vektor határeloszlása egy

két-dimenziós, 0 várható értékű normális eloszlás, melynek kovariancia-

A=(Píik,»
Q- (u,v)J (G (.a) Qi W) d(G0,(v))

w

- iG\uiG^G')ol(G0|(uav)) + (G-(V)0,(u)) ol(G°'(©

= I QÍCu)d(604w)) -ÍQ1(u')Q((v)ol (G°'(UaV))

с£(У)с((&о,0/)

mátrixa , ahol

’[©02,

&-JL3L

-h
;
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= ai( =I©oaJQ2.Cu,i/)]b[GV5Q,tu'iQJ(v)clí С0,(ДлИ)

- G*{v) Сц(м) d(G0,(u))- G^uíQÍtv) d(G°V))

+- G*00 Qj(u)Q< (v) ol ( Gt0((_m avÍ) J _

a \Z

l
!

N

Vezessük be ismét a pamnéterbecsült folyamatot

L«,et;- foia;ej) 0п,г);

és a limesz egy kópia-sorozatát:

(б.г9) D^UiOo>0--F°<Ct))WayftD - (X,<.)ve T<S<U; ©о),

(^LVu a (6*27) és (6.28) reprezentációnak megfelelő normálisahol

eloszlású változó-sorozat.

ТогСс,°Чи))<( 

-р°А&0,(У>)< G f01 O'ow) 4 Oj {°'(G-°VÍ) * °j
6.4 TÉTEL. Ha (5.13) tel.iesül és J

T CT) < \
)

6Lkkor az 5.12 Tétel valószinühégi meze.ién

I L*t ©*v) ” D«, (Л; Oo)| —=̂>9,^ixjp
- 00<-(,£)' T 

ha rt -ъ <=-o .

BIZONYÍTÁS. Az eddigiekhez hasonló módon következik az 5.3 Tétel­

ből.

Számitsuk ki a limeszfolyamat kovariancia függvényét:

ED* (fc;Q„>0,
(6.3P) E Q- F°'Ct; ©o))'-1 G* F° '(s; QdV)"1 07( t; Qo) 0/ (s; ©0)

- dCÍAs)- ^CU,V)S)> V0T Л'( l; ©ö)
- t) vJ'a,[S1'0o') + VqA'Cs;©») A ^TA'a; ©„)

3
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ahol

e ©0Х°эЛЦ^

- &\v)QAU^ct(G0<(uu7)^ C^Cu)cl (G°W)a&) - o^v)cl ( G°V)as)^

itA határfolyamat (6.29) reprezentációját felhasználva 

tisztikát készitünk az összetett hipotézis ellenőrzésére. Tekintsük a

sta-.

^-oOjT] intervallum C'°° }^a~S} , C L

felbontását, ahol -4.
ic.-í,'

•rro i ; T0< tkv^r )

Az /\ Zod wítv)-T°'(ui _ 

[ {-т®'ииео
& *■ ••>

lásuak valamely ß 

szét

{ЧЧЧ-<)гъ

valószínűségi változók aszimptotikusan normális elosz-

i^Ccl(Cr°,(u)')) 1 dt ^(d(G (v/)^

kovariancia mátrixszal. Ha lime--

SO-i-i.H1 

jaV4,43-Wd(liVWC^4-P) 

%i,43
°4, C-A, - t

jelöli, akkor

tér­

változók lineárisan függőek, akkor léteznek olyan
z A

számok, melyre 04 + - • О és

Ha o.

k.4
Z 4 №C14> - (k-'i) = - üy Cd CG°W)) Z * Ci(6.31)

C=1C= 1
4.

- \X/(otCü°'(.víi) Z^cdi
4. С- -t

és 77_ °G dó — О
4

Z*G = 0 , akkor1 valószinüséggel. Ha
C=-i

ellentmondásra jutunk, mert (6.31) ebben az esetben azt jelenti, hogy 

független valószínűségi változók lineárisan függőek. Ha például 

27 °kC\,ФО , akkor (6.31)-t rendezzük át:

t- ~ 1

i."4
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к4.4<v

WCoí (G\ WCö(CGr-U^-2/iCi +

wya,'))J..., ^cKuü
= О

сг1
■L-<

W(d(<3ü,(u»}1 valószínűséggel, tehát 

\Х/У^0/С^ lineárisan függőek. Ez ismét ellentmondást jelent,
;

mivel feltevésünk szerint a Wiener folyamat argumentumai különbözőek.

A •£> mátrix igy invertálható. A (6.30) kovariancia alapján pontosan fel 

tudjuk Írni Ib-t. Ib-re kapott kifejezésben az megfelelő függvé-Ha a

nyékét és © -t empirikus megfelelőikkel helyettesítjük, akkor a [8]

(Ь mátrixdolgozat 9. ás 11. fejezete alapján a 

becslését kapjuk. На jelöli a

konzisztensegy

^ mátrix Moore-Penrose-fóle

általánosított inverzét, akkor

crv <£ s Ab 545xioM--.)áU<,„T3)1
ЪX -eloszlás MOORE [193 tétele alapjánaszimptotikusan k-adrendü 

(lásd Lemma 2.4 TYLER C233 dolgozatában).

"Ij0 próba alkalmas normalitás tesztelésére is cen-
, o| Ь

zorált adatok esetén. Érdekes megjegyezni, hogy ha b

lünk egyszerű hipotézis ellenőrzésére

A most látott

-próbát haszná-

1 alapponttal, illetve össze­

tett hipotézis tesztelésre, akkor a páráméterbecslós nem csökkenti a

г" próba szabadsági fokát.
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7« Az exponenciális eloszlás paraméterének becslésére vonatkozó

V módszerek összehasonlítása
\v

«
f
)\

;>
i
\
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/N J’n'
aszimptotikus szórásnégyzetet jelölje rendre 6*^ O"'

Az előző fejezet formuláinak felhasználásával a következőket kapjuk:

és In .

/s
= ©ö% ©o//<o=U tV)®?S'

)

/Ä
®of<0 C/<o-©áy^ 0a CW1 }

r«'%)
S' - /<<= > 0„

-z.СС-ЬУ - OoM/^+Oa)- LQ-t') 

- 0« (i ЧУ Ct),

■*3 (^a>Cí-t))

ahol
- (<ЧУ et) - HCbt)) Lö-t) ' 1 - <J 4=4 — 0 о ( о

^Ct) függvény nullától különböző minimumát,

0^LC^o)-t használjuk 0O

to «О. í

;

Keressük meg a

УчЛ te') » Уц Ct) , cT>0
becslésére, Ha — О , tehát nincs cenzorálás, akkor

, és

^0(р.?93>.(.-5^ .

HVfc^ « ^ ttV
^(i) függvény 44-ban növekszik,és A

XuCX ^ ^2. i ^ O,) j

A szórásnégyzetekre kapott formulák alapján a következő megállapitásokat

tehetjük:

(i) 'M.-O esetén mindhárom becslés a nem cenzorált esetre re-
/s r~>dukálódik, (У = (J1 — ©0 , mivel ebben az esetben о ^ és v)^ meg­

egyezik a számtani középpel.

/N
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/N

(ii) в 4: #=oés az egyenlőség csak a
Un r Г\

ITt

esetben teljesül,

\ tehát cenzorálás.esetén 

dig kisebb.

(iii)

A három vizsgált becslés közül 

mindig a legkisebb.
К ' ,

(iv) ©VV/ csak gyenge cenzorálás esetén használható, ha /% ^ .

(v) ha 'vK, < Oj 2.\iS , akkor & ^ G’í.'Lo) 

egyhez, akkor (э > GCW)*

aszimptotikus szórása min-
\

\
c’cto).\

l Л.
n. (©«,-©„)1 aszimptotikus szórása

íK közel van az, ha
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