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Bevezetés

Tudjuk, hogy a determinisztikus felszallo fanyelvek valodi részosztalya a
reguléaris fanyelvek osztalyénak, és igy nem minden reguléris fanyelvekre is-
mert tulajdonsag marad feltétleniil igaz erre a sziikebb nyelvosztélyra. Azt
is megallapithatjuk, hogy a determinisztikus felszalloé fanyelvekrél teljes al-
talanossagban keveset tudunk. A vizsgalatainkat ezért egy jol koriilhatarolt
teriiletre szerettiik volna iranyitani, igy esett a valasztas a monoton és nilpo-
tens alosztalyokra. Ugyan mindkét nyelvosztaly kapott mar figyelmet (f6leg
a nilpotens sztring nyelvek), de a regularis kifejezésekkel valé jellemzésiik
csak a monoton sztring nyelvekre lett megadva [5]-ben. Ez adta az otletet,
hogy a monoton determinisztikus felszallé fanyelvekre is lehetne adni egy
ilyen iranyia jellemzést, és ugyanigy adta magat a nilpotens sztring nyel-
vek és nilpotens determinisztikus felszallo fanyelvek regularis kifejezésekkel
valo leirdsa. Ezen iranyt kutatasaink eredménye szolgaltatja jelen értekezés
gerincét.

Az értekezés elején természetesen azokat az alapfogalmakat definialtuk,
amelyekre az értekezés tovabbi részében tamaszkodunk. Itt keriiltek defi-
nidldsra az automata, a nyelv és a regularis kifejezések fogalma, mind a
sztring nyelvek-, mind a determinisztikus felszallo fanyelvek esetében. Egyes
el6késziileteket is itt végeztiink el, mint példaul a redukalt reguléris kifejezé-
sek definialasat. Az alapfogalmakon tal nyilvanvaloéan sziikség volt néhany
algebrai fogalom elGzetes ismeretére, ezek meglétét feltételeztiik.

A monoton sztring nyelveket és monoton determinisztikus felszallo fa-
nyelveket Gécseg Ferenc és Imreh Balazs szintaktikus monoidokkal jellemezte
[5]-ben, és ugyanitt adtak a monoton sztring nyelvekre egy regularis kifeje-
zésekkel torténd jellemzést. Megallapitottak, hogy egy sztring nyelv akkor
és csakis akkor monoton, ha elallithaté szeminormaélis lancnyelvek véges
egyesitéseként. A monoton determinisztikus felszallo fanyelvek jellemzésénél
ugyvanezt az alapotletet kivantuk kovetni, azaz, hogy egy fa monoton de-
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terminisztikus felszall6 faautomatéban valo feldolgozésakor az allapotok egy
monoton sorozatat tudjuk felirni, és igy a nyelv leirasat is erre épiteni. Igy
sziiletett meg az tgynevezett trivialis jellemzés, amely gyakorlatilag barmi-
lyen monoton determinisztikus felszallo fanyelvet le tud irni regularis kife-
jezéssel, nekiink azonban sziikségiink volt olyan megszoritasokra is, amelyek
mellett az ilyen alakd regularis kifejezések monoton determinisztikus felszallo
fanyelveket jelolnek. Ehhez be kellett vezetni tobbek kozott az iteracios
magassag fogalméat, amelynek értéke a monoton sztring nyelvek és a mo-
noton determinisztikus felszallé fanyelvek esetében is szorosan Osszefiigg a
monotonitassal. Ezek utan a trivialis feliras néhény tulajdonsagat vizsgaltuk
meg, ilyen példaul annak ekvivalens atalakitast eredményez6 felbontésa, vagy
segédvaltozoi szamanak redukélasa. A reguléris kifejezésekkel vald jellemzés-
hez sziikségiink volt egy 1j fogalom, az r-homogén tulajdonsag definidlasara
is. Ennek segitségével késziiltek el a monoton determinisztikus felszallo fa-
nyelvek x-iteraciora vald zartsdganak elégséges feltételei, és ugyaniagy felté-
telekre volt sziikségiink az x-szorzat zartsdganak biztositdsara is. Ezutan
minden eszkoziink meg volt arra, hogy az altalunk bevezetett altalanositott
R-lancnyelv fogalméaval jellemezziik a monoton determinisztikus felszallo fa-
nyelveket.

A nilpotens nyelvek is jellemzésre keriiltek Gécseg és Imreh altal, a [4]
cikkben példaul szintaktikus monoidokkal jellemezték a nilpotens determi-
nisztikus felszallo fanyelveket, ugyanakkor azonban a regularis kifejezésekkel
valo leirasra nem keriilt sor. Ezért itt a cél az volt, hogy mind a nilpotens
sztring nyelvekhez, mind a nilpotens determinisztikus felszallo fanyelvekhez
adjunk egy regularis kifejezésekkel torténd jellemzést. Bevezettiik a sima
lancnyelv fogalmét, amely a monoton sztring nyelvek jellemzésénél hasznalt
lancnyelvek egy specidlis esete, és err6l mutattuk meg, hogy pontosan a nil-
potens nyelveket irjak le. A nilpotens determinisztikus felszalldé fanyelvek
esetében egy hasonldé megoldast kerestiink, amely tulajdonképpen a monoton
determinisztikus felszallo fanyelvek esetében latott trivialis reguléris kifejezés
egy specialis esete lett. A végsé jellemzéshez sziikségiink volt az Gt-teljesség
fogalmanak, valamint az x-terminélo tulajdonsdgnak megalkotasara is. Ezen
fogalmak hasznalataval fogalmaztuk meg a nilpotens determinisztikus fel-
szallo fanyelvek osztalya x-szorzatra vald zartsdganak elégséges feltételeit,
és ezzel a reguléris kifejezéssel vald jellemzést is meg tudtuk adni a sima
R-lancnyelvek fogalméval.

Mivel egyes zartsagi tulajdonsdgokra, vagy a zartsdgot biztosito felté-
telekre sziikségiink volt a monoton és nilpotens determinisztikus felszallo
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fanyelvek jellemzésénél, az értekezés végén oOsszefoglalasra keriiltek a de-
terminisztikus felszallo fanyelvek zartsagi tulajdonsigai a Boole- (egyesités,
metszet, komplementerképzés), valamint a regularis (egyesités, x-szorzat, z-
iteracio, o-szorzat) miiveletekre nézve. Itt kiilon feltiintetésre keriiltek a mo-
noton és nilpotens alosztalyokra vonatkoz6 eredmények, és néhany esetben
a zartsagot biztosito elégséges feltételeket is Osszegeztiik. Megallapitasaink
tobbsége [3], [10], [11] és [12]-b6] szarmaznak.



Célkitiizeés

Az értekezés alapjaul szolgalo kutatéasi téma meghatarozasanal azért esett
a valasztas a determinisztikus felszallo fanyelvek specialis osztalyainak a
vizsgalatara, mert a determinisztikus felszallo fanyelvekrél teljes altalanos-
sdgban keveset tudunk. Ebbél kifolyolag a monoton és nilpotens determinisz-
tikus felszallo fanyelvek tanulményozésa keriilt el6térbe. Ezen kutatas ered-
ményeképpen reguléris kifejezésekkel jellemeztiik a fenti osztalyokat mind a
sztring nyelvek, mind a determinisztikus felszallo fanyelvek esetében, vala-
mint megvizsgalasra keriilt a fenti osztalyok néhany zartsagi tulajdonsiga a
Boole- és regularis miiveletekre nézve. Az értekezés célja a fenti eredmények
és a hozzéjuk tartozd Osszefiiggések ismertetése, amelyben a reguléris kife-
jezésekkel valo jellemzés bir lényegi tartalommal, a zartsagi tulajdonsagok
vizsgalata pedig mellékes szereppel. Az értekezésnek azonban nem célja a
monoton és nilpotens nyelvek egvéb tulajdonsdgainak a vizsgalata, és igy
annak ismertetése sem.



Eredmények

Az értekezés eredményei négy fejezetbe lettek sorolva. Az elsGben az
alapfogalmakat tisztazzuk, ezekre mindenképpen sziikség van a lényegi ré-
szek megértéséhez. Ugyanakkor az alapfogalmak ismertetésére a disszertacio
onallo olvashatosaganak céljabél is sziikség van. Ebben a részben ismerkedhe-
tiink meg tobbek kozott a (fa)nyelvek és (fa)automatak fogalmaval, valamint
a reguléris kifejezésekkel, amely kozponti szerepet kap az eredményekben.

A maésodik fejezet a monoton sztring nyelveket és monoton determinisz-
tikus felszallé fanyelveket tanulményozza. Az elsGdleges cél ezek regularis
kifejezésekkel valo megadasa, de szot ejtiink a keresett konstrukcié néhany
tovabbi tulajdonsagairol is.

A harmadik fejezet a nilpotens sztring nyelvekrél és a nilpotens determi-
nisztikus felszallo fanyelvekrél szol. A cél hasonld, mint a monoton nyelvekrél
sz0l6 fejezetben, azaz a nilpotens nyelvek regularis kifejezésekkel vald jellem-
zése.

Végiil, a negyedik fejezet a determinisztikus felszallo fanyelvek egyes Boole-
és regularis miiveletekre valo zartsagi tulajdonsagait gyijti dssze, ahol kiilon
kitériink a monoton és nilpotens determinisztikus felszallo fanyelvekre. Itt
egyes tovabbi tulajdonsagok is megvizsgalasra keriiltek, mint példaul olyan
sziikséges és/vagy elégséges feltételek meghatarozasa, amely mellett valamely
fentebb emlitett nyelvosztaly zart — vagy éppen nem zart — egy adott mive-
letre.



1. fejezet

Alapfogalmak, el6késziiletek

Ebben a fejezetben a legalapvetébb fogalmakat ismertetjiik. Eloljaroban
rogzitsiik le, hogy a természetes szamok halmazat a megszokott N bettvel
jeloljiik, amely nem tartalmazza a 0-at. Az NU{0} halmazra a tovabbiakban
az Ny jeloléssel fogunk hivatkozni.

1.1. Sztring nyelvek

Mind a természetes, mind a mesterséges nyelvek alatt olyan szavak 6sszes-
ségét értjiik, amelyek bizonyos alapszimbolumokbél épiilnek fel.

1.1.1. definicié. Legyen X egy véges, nemiires halmaz. X-et dbécének,
elemeit pedig betidknek nevezziik. Az X abécé elemeibdl képezhetd véges
hosszisagt lancokat X-feletti szavaknak nevezziik.

Az X &bécé feletti osszes szavak halmazat X* jeloli. Az iires szot (azaz
azt a szot, amelyben egyetlen betii sincs) e-vel jeldljiik.

1.1.2. definici6. Egy u € X* sz6 hosszdn a benne eléforduld betiik szamat
értjiik multiplicitassal szamolva, jelolésképpen pedig az |u|-t hasznaljuk ra.

A 0-nal hosszabb szavak halmazat X *-szal jeloljiik, és alatta mindig az
X = X*\ {e} halmazt értjiikk. Ugyanakkor egy k € N természetes szamnal
nem hosszabb szavak halmazat X**-val jel6ljiik, és altalidban az X** = {u €
X* 1 |u] <k} egyenloséggel definialjuk. Szokas még az n € Ny hosszi szavak
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halmazat X™-nel is jelolni, igy ebb6l a k-nal nem hosszabb szavak halmazat
a kovetkezSképpen is felirhatjuk:

k
X =XuXx'u.uxt=[ X"
=0
Az X-feletti Osszes szavak halmazat is felirhatjuk hasonloképpen:

X*:Xouxlu...uxku...:UX".
1=0

1.1.3. definicié. Legyen X egy abécé. Az X* halmaz barmely részhalmazat
X-feletti nyelvnek nevezziik.

A jelen értekezésben a fent definialt X-feletti nyelveket sztring nyelveknek,
vagy ha ez nem vezet félreértéshez, akkor egyszertien csak nyelveknek fogjuk
nevezni.

1.1.4. definicié. A w € X* sz0t az u € X* sz6 kezddszeletének (prefizének)
nevezziik, ha van olyan v € X* sz6, amelyre © = wuv teljesiil. Tovabba azt
mondjuk, hogy a w € X* sz6 valds kezd6szelete az v € X* szénak, ha w
kezd6szelete u-nak, és |w| < |ul.

A kovetkezSkben bevezetjiik a véges automata fogalmét.

1.1.5. definici6é. Legyen X egy tetszéleges abécé. Az A = (A, X, 0,aq, A')
rendszert véges, determinisztikus X -automatdnak (réviden automatdnak) ne-
vezziik, ahol

(i) A véges, nemiires halmaz, az dllapotok halmaza,
(ii) 0: Ax X — A az dimenetfigguény,
(iii) ap € A a kezdddllapot,
(iv) A’ C A a végdllapotok halmaza.

Az atmenetfiiggvény kiterjeszthets egy 6* @ A x X* — A fiiggvénnyé,
ahol minden a € A allapotra, x € X betiire és u € X* szora teljesiil, hogy
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0*(a,e) = a és 0*(a,xu) = 6*(0(a, x),u). Az egyszeriiség kedvéért a §*(a, u)
helyett gyvakran hasznaljuk a 6(a,u), vagy egyszeriien csak az au jeloléseket,
ha ez természetesen nem vezet félreértéshez.

1.1.6. definicié. Legyen A = (A, X, 6, ap, A') egy tetszéleges automata. Az
A automata dltal felismert L(A) nyelven az

LAY ={ue X" | auec A’}

nyelvet értjiik.

1.1.7. definici6. Legyen X egy tetszéleges dbécé. Egy L C X* nyelvet fel-
ismerhetdnek neveziink, ha van olyan A = (A, X, d, a0, A’) automata, amely
6t felismeri, azaz amelyre L = L(A).

X-feletti automatéra és az altala felismert nyelvre tekintsiik a kovetkezo
peldat.

1.1.8. példa. Legyen X = {x,y} egy abécé és vegyiik azt az A X-feletti
automatat, melyre A = (A, X,9,a0,A"), A = {ag,a1,a2,a3}, A = {as},
valamint a 0 atmenetfiiggvény a kovetkezGképpen van definidlva:

o || x|y

o || G2 | 1
ay || Gz | ag
Gy || Gy | Qg
a3 || as | as

Az A automata altal felismert nyelv a kivetkezé:
L(A) = {yzxu | u e X},

azaz olyan X-feletti szavak halmaza, amelyek az yx betiikettéssel kezdédnek,
és barmilyen bettisorozattal folytatodnak.

1.1.9. definicié. Legyen A = (A, X, 0a, a0, A') egy X-automata. Azt mond-
juk, hogy a B = (B, X, 0B, by, B') X-automata az A dsszefiiggd részauto-
matdja, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:
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(i) B={apu|ue X*},
(ii) B =AnNB8B,
(iii) ap = bo, és
(iv) minden b € B allapotra és x € X betiire dp(b, ) = da (b, ).

A kovetkezd 1épésben felidézziik a nyelveken értelmezett regularis mive-
leteket. Tetsz6leges L1 C X* és Lo C X* nyelvek egyesitése alatt az

LiULy,={ue X" |ue L vagy u € Ly}
nyelvet, tetszéleges L1 C X* és Ly C X* nyelvek konkatendcidja alatt az
Ly = {UU e X* | u € Ll,U € L2}

nyelvet, valamint tetszéleges L. C X* nyelv iterdltja alatt az
L*={e}ULULLULLLU...= L

nyelvet értjiik.
Most bevezetjiik a regularis kifejezések fogalmat.

1.1.10. definici6. Legyen X egy abécé. Az Osszes X-feletti reguléris kifeje-
zés RE halmazat és egy tetszéleges n € RE X-feletti reguléris kifejezés altal
leirt L{n) nyelvet a kovetkezé parhuzamos definicioval adjuk meg:

o 0l € RE, L(®) = 0

e Vze X :zeRE, L(z) = {z},
tovabba ha 71,7, € RE, akkor

o (m)+ (n2) € RE, L((ny) + (n2)) = L(m) U L(na),

e (m)(m) € RE, L{(m)(n2)) = L{m)L(n2),
e (m)" € RE, L{(m)*) = L(m)".
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A regularis kifejezésekbdl némely zarojelek elhagyhatoak, ha feltételeziink
egy precedenciarelaciot az iteracid, konkatenacio és egyesités miiveletek ko-
zOtt ugyanebben a sorrendben. Tovabba, ha ez nem vezet félreértéshez, az
X-feletti reguléris kifejezések helyett egyszertien csak regularis kifejezéseket
mondunk.

1.1.11. példa. Legyen adott az X = {x,y} abécé, és vegyik az n =
yr(x + y)* X-feletti regularis kifejezést. Konnyi latni, hogy L(n) éppen
az L = {yxu | v € X*} nyelvet irja le. Az L nyelvet azonban leirhatjuk més
regularis kifejezésekkel is, példaul a ( = yx(y + z)(x + y)* + yr-szel.

1.1.12. megjegyzés. A reguléris kifejezésekkel leirt nyelvek pontosan a
felismerhetd nyelvek, igy a felismerhet6 nyelveket szokés még reguldris nyel-
veknek is nevezni.

1.1.13. definici6é. Legyen 7 és ( két tetszéleges reguléris kifejezés. Azt
mondjuk, hogy ( az n részkifejezése, ha ( eléfordul n fenti induktiv defini-
civjaban. n Osszes részkifejezésének halmazat Sub(n)-val fogjuk jelolni.

Egy regularis kifejezés részkifejezésének elhagyasat a kovetkezéképpen de-
finialjuk. Vegyiik az n1,n2 € RE tetsz6leges regularis kifejezéseket, valamint
a bel6lik alkotott (1) + (12), (m)(n2) és (m)* regularis kifejezéseket. Az
utobbiakbol az n-et elhagyva rendre 7,-t, 12-t és n-et kapunk. Tovabba
megengedjiik azt is, hogy n; elhagyasaval (n;)*-bol (0)*-ot kapjunk. Ha el-
hagvjuk no-t az () + (n2) és (m)(n2)-b6l, akkor mindkét esetben 7,-et ka-
punk. Az igy bevezetett részkifejezés-elhagyas (mint mivelet) nyilvanvaléan
nem egyértelmien meghatarozott, de ahogy azt majd kés6bb latni fogjuk, az
egyértelmiségre nincs is sziikségiink.

1.1.14. definicié. Legyen ( az n regularis kifejezés egy részkifejezésének
eléfordulasa. Azt mondjuk, hogy ( redunddns n-ban, ha ( elhagyhato n-bol
tgy, hogy L(n) az elhagyas utan valtozatlan marad. Egy regularis kifejezést
redukdltnak neveziink, ha nincsenek benne redundéns részkifejezések.

Egy regularis kifejezés redukalt alakja nem feltétleniil egyértelmien meg-
hatarozott, mint ahogy azt az alabbi példa is mutatja.
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1.1.15. példa. Tekintsiik az n = x(yx)* + 2z + (zy)*x regularis kifejezést.
Nyilvanvalo, hogy n-ban az egyesités miivelet els6 és harmadik tagja ugvan-
azt a nyelvet irja le, igy mindketté redundans n-ban. Ha ezen redundéans
részkifejezéseket kiilon-kiilon elhagyjuk n-bol, akkor a kiilonb6zé x(yx)* + 2
és z + (xy)*x regularis kifejezéseket kapjuk, amelyek viszont ugyanazt a nyel-
vet irjak le.

1.2. Determinisztikus felszallé6 fanyelvek

Az aldbbiakban bevezetiink néhany fogalmat, amelyek a determinisztikus
felszallo fanyelvek definidlésahoz fog kelleni.

1.2.1. definicié. Miiveleti szimbolumok egy véges, nemiires halmazat ran-
golt dbécének nevezziik.

A rangolt dbécék jeldlésére altalaban a > betiit hasznaljuk, ezen érteke-
zésben ehhez tartjuk magunkat. Minden m > 0 természetes szamra >. azon
részhalmazat, amely tartalmazza >. 6sszes m-valtozos miiveleti szimbélumat,
Ym-mel fogjuk jel6lni, és érvényes az alabbi Osszefiiggés:

Py Uzm.

m>0

A determinisztikus felszallo fanyelvek vizsgalatanal gyakorlati okok miatt &l-
talaban nem engednek meg nullvaltozos miveleti szimbolumokat, ezért az
m = 0 esettel a tovabbiakban nem foglalkozunk, és igy majd az egész érte-
kezésben feltessziik, hogy Yo = 0.

1.2.2. definicié. Legyen X véltozok egy halmaza. A Y. X -fdk T5(X) halma-
zat a kovetkezSképpen definidljuk:

(ii) o(p1,...,pm) € Tu(X), ahol p1,...,pm € Ts(X), 0 € Xy, ésm > 0,

(iii) minden > X-fa el6allithato az (i) és (ii) szabalyok véges sokszori alkal-
mazasaval.
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A kovetkezékben X a megszamlalhatd {xq,xs, ...} halmazt fogja jelolni,
és minden n nemnegativ egész szamra jelolje X, a {x1,...,2,} € X rész-
halmazt. Rogzitsiik le tovabba, hogy egy S halmaz hatvanyhalmazat p(.S)-sel
jeloljiik.

1.2.3. definicid. Egy determinisztikus felszdlld >i-algebra (vagy réviden DR
Y.-algebra) alatt egy A = (A, Y)) part értiink, ahol

(i) A egy nemiires halmaz,

(ii) > egy rangolt abécé, és

(iii) minden o € ¥, miveleti szimbélum egy o* : A — A™ leképezésként
van realizalva.

Az A DR >-algebrat végesnek mondjuk, ha A véges.

1.2.4. definici6. Egy determinisztikus felszdllo Y. X,-faautomata (vagy an-
gol neviik alapjan réviden DR Y.X,,-faautomata) alatt egy A = (A, ag,a)
rendszert értiink, ahol

(i) A= (A,) egy véges DR >-algebra,
(ii) ap € A a kezdddllapot, és
(iii) a = (AW, ..., A™) € p(A)” a végdllapot vektor.

Ha a fenti > vagy X,, nincs definidlva, akkor DR-faautomatdkrol beszéliink.

Ahhoz, hogy definidljuk a DR-faautomatak altal felismert fanyelveket,
sziikségiink lesz a kovetkezs formalis definiciora.

1.2.5. definicié. Legyen A = (A, ap,a) egy DR YX,,-faautomata. Ertel-
mezziik az o® : T5(X,) — p(A) leképezést a kovetkez6 modon. Legyen
p € T5(X,,) tetszoleges fa, és

(i) ha p = z; € X,,, akkor a¥(p) = A,
(ii) hap=o0(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

o®(p) = {a € A lo*(a) € a®(p1) x ... x a*(pm)}.
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Adott p € Tx(X,) fa esetén tehat a®(p) az dsszes olyan a € A allapotbol
all, amelybél p levezethet6 A-ban (levezetés alatt itt azt értjiik, hogy az a
allapotbél kiindulva, és arra p miveleti szimboélumait mint leképezéseket al-
kalmazva, eljuthatunk p gyokerét6l a p leveleiben szereplé x; valtozoknak
megfelel6 A® halmazokba). A tovabbiakban, amennyiben nem okoz félreér-
tést, o®(p) helyett roviden csak a(p)-t frunk.

1.2.6. definici6. Az 21 DR Y. X,,-faautomata altal felismert fanyelvet T'(21)-
val jeloljiik, és a kovetkezGképpen definialjuk:

T@) = {p € Tu(Xs) | a0 € a(p)}.

A DR-faautomatak altal felismert nyelveket determinisztikus felszdlld fanyel-
veknek, vagy roviden DR-fanyelveknek is szoktuk nevezni.

1.2.7. megjegyzés. A determinisztikus felszallo fanyelveket szokas deter-
minisztikus erddknek is nevezni.

1.2.8. megjegyzés. A DR > X, -faautomatakat gy is definidlhatjuk, hogy
az a végallapot vektor helyett az o leképezést adjuk meg, hiszen fentebb méar
lattuk a koztiik 1év6 szoros Osszefiiggést:

a= (a(xy),...,alz,)).

Ekkor egyszeriien csak A = (A, ag, a)-t irunk.

Most bevezetiink néhany a fakra és fanyelvekre értelmezett igen hasznos
fiiggvény fogalmét.

1.2.9. definici6. Legyen p € T5(X,,) egy tetszéleges fa. Ekkor a p fa
e height(p) magassdga,
e root(p) gyokere,

e leaves(p) levelei és
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e részfdinak Sub(p) halmaza a kovetkezéképpen van definialva.
Ha p € X,,, akkor
e height(p)

0,

o 1o0t(p) = p,

Hap=o0(p1,...,pm), 0 € X, ps € T5(X,,), 1 <7 <m, m > 0, akkor

e height(p) = 1 + max{height(p;) : 1 <7 < m},

e root(p) = o,
e leaves(p) = |J leaves(p;), és
1<i<m
e Sub(p) — {p}U U Sub(py).
1<i<m

A magassag kivételével minden fenti fiiggvény kiterjeszthets fakrol fanyel-
vekre a kovetkez6 modon. Legyen S C T5(X,,) egy tetsz6leges fanyelv, ekkor

e root(S) = {root(p) | p € S},

o leaves(S) = J leaves(p), és
peS

e Sub(S) = [J Sub(p).
peS
A tovabbiakban a DR-faautomatak egy hasznos tulajdonsagat vezetjiik

be.

1.2.10. definici6é. Legyen 21 egy DR > X, -faautomata, és legyen a € A
annak egy allapota. Az 2 altal az a allapotbdl felismert fanyelvet a kovetke-
z6képpen definialjuk:

T(A,a) = { peTu(Xn) | a€alp)}

Egy a allapotot 0-dllapotnak neveziink, ha T (2, a) = 0. -t normalizdli-
nak mondjuk, ha minden o € 3, miveleti szimbolumra és a € A allapotra
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érvényes, hogy o*(a) minden komponense 0-allapot, vagy o*(a) egyetlen
komponense sem 0-allapot. Tovabba, 2I-t redukdltnak mondjuk, ha minden
a,b € A allapotra teljesiil, hogy a # b maga utan vonja T (2, a) # T(U, b)-t.

Jol ismert tény, hogy minden DR-fanyelv felismerhet6 egy normalizélt és
redukalt DR-faautomatéval. Ezen Osszefiiggésrél tovabbi részleteket talalha-
tunk a [7], [8] és [9] irodalmakban.

Most értelmezziik a 3. rangolt abécéhez tartozo (kézonséges) abécét. Min-
den o, 7 € > miveleti szimbélumra legyen

(i) S = {01,...,0m}, haoe X, (m>0),és
(ii) X, N3, =0, hao #7.
Legyen tovabba 3> a kévetkezé halmaz:
SN
oes
Vilagos, hogy minden >: rangolt abécéhez tartozo 3] 4bécé véges.
1.2.11. megjegyzés. Egy tetszbleges o € >, miiveleti szimbo6lumhoz tar-

toz6 o; betiire néha a (o,4) jelolést is hasznéljuk, ha azt a szovegkornyezet
tgy kivanja (1 <i < m).

A tovabbiakban bevezetiink egy a fak gyokerétdl a leveliikig vezetd utak-
kal kapcsolatos fogalmat, amely rendkiviil hasznos és viszonylag konnyen
kezelhet eszkdznek bizonyult a DR-fanyelvek jellemzésénél.

1.2.12. definici6é. Legyen p € Tx(X,) egy tetszéleges fa, x € X,, pedig
egy tetszleges valtozo. A p-beli x-utak g.(p) halmazat a kovetkezé modon
definialjuk:

(i) galz) = {e},
(ii) minden y € X,, valtozora, melyre y # x, legyen g, (y) = 0,
(iii) ha p=oc(p1,...,pm), 0 € X, akkor
92(p) = 019:(p1) U .. U 0mga(pm),
ahol p; € T5,(X,,), 1 <i<m, m>0.
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A p-beli z-utak fogalméat a kdvetkez6képpen tudnénk szavakkal megfo-
galmazni. Irjuk a p fa o-val cimkézett cstcsaboél kiindulo i-edik éléhez a o;
jelolést. Ekkor p-ben a gvokértél az x-szel cimkézett levelekig vezets utakon
az élek cimkéit tsszeolvasva éppen a p fa z-utait kapjuk.

Az x-utak fogalméat természetes modon terjeszthetjiik ki fanyelvekre, azaz
barmely T C Tx(X,,) fanyelvre és barmely x € X,, valtozora legyen

9(T) = | 9= (p)-

peT

A ¢.(T) C ¥* halmazokat szokds még T,-szel jelélni és T’ dt-nyelveinek ne-
vezni. Mivel bizonyos esetekben nem csak egy konkrét x valtozohoz tar-
toz6 x-utakra hivatkozunk, hanem a gyokérbél barmilyen mas valtozohoz
vezet§ utakra is, ezért g, (1) fogalméat kiterjesztjiik valtozofiiggetlen esetre
is. Legyen tehat 1" C Tx(X,,) egy tetszbleges fanyelv, és legyen

g(T) = | .
x€X
Amennyiben altalanossaghan, vagy konkrét valtozotol fliggetleniil szeretnénk
a fent definialt utakra hivatkozni, akkor az x-it vagy it kifejezéseket is hasz-
naljuk.

1.2.13. megjegyzés. Fontos észrevenni, hogy egy tetszéleges T C Tx(X,)
fanyelvre a T, nyelvek nem feltétleniil paronként diszjunktak. Példaul, ha
T-ben van olyan két kiilonbo6z6 p és g fa, amelyek egymastol csak egy levélen
szerepld valtozoban (mondjuk x és y) térnek el egymastol. Nyilvanvalo, hogy
ebben az esethen p és q gydkerétsl ezen levélig vezet6 Ut benne van T,-ben
és Ty-ban is.

Egy T C Tx(X,,) fanyelvet zdrtnak neveziink, ha tetszéleges p € Tx(X,,)
fara p € T akkor és csakis akkor teljesiil, ha minden » € X,, valtozora
g=(p) C g.(T). Jol ismert Osszefiiggés, hogy egy reguléris fanyelv akkor és
csakis akkor DR-felismerhetd, ha zart. A részletekkel kapcsolatban javasoljuk
az [1] és [15] irodalmak megtekintését.

1.2.14. példa. Legyen X = {x,y} valtozok egy halmaza, legyen > =
Yo = {o,w} a miiveleti szimbolumok halmaza, T C Tx(X,,) pedig legyen
a kovetkezé nyelv: T = {p1,p2,ps}, ahol p1 = o(x,7), p2 = o(w(x,y),y),
ps = o(w(y, ), w(x,y)). Ekkor egyrészt 3 = {01,092, w1, ws}, mésrészt
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gz(pl) - {01702}7 gy(pl) = {}7
(i) gz(p2) - {01w1}7 gy(p2) = {01w2702}7
gz(ps) - {01w2702w1}7 gy(ps) = {01w1,02w2},
(ii) gz(T) =T, = {01,02,01w1,01w2,02w1},
gy(T) — Ty = {02701002,01&11,02&12},

(111) g(T) = {0'1,0'2,0'1W1,0'1W2,0'2W1,0’2W2}.

Vilagos, hogy T nem zart, ugyanis a p = o(w(x, z), x) fa nincs T-ben, ugyan-
akkor gm(p) - {Ulwly O1Wa, 02} g Tmy és persze gy(p) — @ g Ty~

Barmely n € N természetes szamra és tetszéleges Si,...,S, halma-
zokra legyen m; @ S1 X ... X S, — S; az i-edik projekcio, azaz minden
(81,3 8450y 8y) € ST X ... xS, elem n-esre m;(S1,...,8.-.,8,) = S

teljesiil (1 < i< n).
Most az x-utak altal generalt leképezések fogalméat vezetjiik be.

1.2.15. definici6. Legyen > egy rangolt abécé, és legyen 3> a hozzé tartozo
kozonséges abécé. Legyen tovabba A = (A, Y) egy tetszbleges DR Y-algebra.
Ekkor minden u € >* szora az ut : A — A leképezés a kovetkezoképpen van
definialva:

A:

(i) Ha u = e, akkor au” = «,

(ii) hau = o;v, akkor au = 7;(c(a))v* tetszéleges a € A, o0 € Xy, m > 0,
vedX*ésje{l,...,m} elemekre.

Az imént definialt leképezést természetes modon terjeszthetjiik ki 3 rész-
halmazaira. Az értekezés tovabbi részében, ha ez nem vezet félreértéshez,
elhagyjuk az A jelélést u?-bol.

Miel6tt tovabb haladnank, ki kell térniink a fanyelveken értelmezett re-
gularis miveletekre. Két fanyelv egyesitése alatt azok halmazelméleti egye-
sitését értjiik. Barmely S, T C Tx(X,,) fanyelvekre azok T -, S x-szorzata
olyan fanyelvnek értends, amelyben a fak gy allnak el6, hogy S minden s
fajaban az x szimbolummal jelolt levelek el6fordulésait valamely T-beli faval
helyettesitjiik. Az x szimbolum kiilonb6z6 eléforduldsait T kiilonboz6 faival
helyettesithetjiik. Tovabba azt is feltessziik, hogy 1"+, 7 -, S minden esetben
a T -, (R, S) szorzatot jelenti barmely S, R, T C Tx(X,) fanyelvekre és
x,y € X, valtozokra. Egy tetszoleges T C Tx(X,,) fanyelv z-iterdltja alatt
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azt a 1" fanyelvet értjiik, amely egyrészt tartalmazza x-et és T fait, més-
részt tartalmazza az Osszes olyan fat, amelyeket tgy kapunk T-beli fakbol,
hogy azok x el6fordulésait szintén T-beli fakkal helyettesitjiik, és ezt a helyet-
tesitést a kapott fakon barmilyen sokszor megismételhetjiik. Legyen o € >,
(m > 0) tetsz6leges miiveleti szimbolum. Ekkor tetszéleges 11, ..., Ty, 2X,-
fanyelvek o-szorzata alatt a

U(Th"';Tm):{U(ply-"ypm) |pi€Ti7 1§Z§m}

fanyelvet értjiik.

Most bevezetjiik a reguléris kifejezések fanyelvekre értelmezett forméjat.
A reguldris X, -kifejezések RE(>X,) halmazat valamint egy tetszéleges
n € RE(XX,) regularis X ,,-kifejezés altal leirt T'(n) fanyelvet a kovetkezo
parhuzamos definicioval adjuk meg.

1.2.16. definici6. Legyen > egy rangolt abécé, és legyen X,, valtozok egy
halmaza. Ekkor

o 0 € RE(XX,), T(0) = 0,
e V€ X, 1€ RE(IX,), T(x)— {x),
tovabba ha n1,m2, ..., 0m € RE(XX,,), 0 € X,,, m > 0, x € X,,, akkor
o (m)+ () € REGIXy),  T((m) + (n2)) = T(m) UT (na),
o (12) -« (m) € REGIXy),  T((n2) -« (m)) =T (n2) = T'(m),
o (m)"" € RE(XX,), T((m)™*) =T (m)"™,
e o(m,...,nm) € REIX,), T, .. ,nm)) =c(T(m),...., T(Nm)).

A regularis > X,,-kifejezésekbdl elhagyhatunk bizonyos zardjeleket, ha fel-
tételeziink egy precedenciarelaciot a o-szorzat, x-iteracio, x-szorzat és egye-
sités miveletek kozott ugyanebben a sorrendben.

1.2.17. definici6é. Legyenek n és ( regularis > X, -kifejezések. Azt mond-
juk, hogy ( az n részkifejezése, ha ( eléfordul n fenti induktiv definiciojaban.
A késébbiekben 1 6sszes részkifejezésének halmazat Sub(n)-val fogjuk jelolni.
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Egy regularis > X,,-kifejezés részkifejezésének elhagyasat a kovetkezGkép-
pen hatarozzuk meg. Tetszéleges o € >, miveleti szimbo6lumra, x € X,
valtozora, n1, 12, - - ., m € RE(32X,) regularis Y. X,,-kifejezésekre tekintsiik az
() +2), (m2)-= (), (m)** és a(ny, ..., M) regularis XX, -kifejezéseket. Az
m regularis > X,,-kifejezés elhagyasaval rendre 12, 72, 71 €8 0((, 12, - - ., m)-€1
kapunk, ahol ¢ egy valtozo T'(n;)-bdl, ha van ilyen, kiilonben ¢ = (). Azt is
megengedjiik, hogy 7, elhagyéasa (n;)*"-bol z-et eredményezzen. Ha elhagy-
juk ma-t az (1) + (12) és (12) -» () reguléris X ,,-kifejezésekbdl, akkor rendre
az 1, és 1y regularis >.X,-kifejezéseket kapjuk. A regularis >1X,,-kifejezések
részkifejezéseinek a fenti modon értelmezett elhagyasa nem egyértelmid, de
nincs is ra sziikségiink, hogy az legyen.

1.2.18. definici6. Legyen n egy reguléris >.X,,-kifejezés, és legyven ( az n egy
részkifejezésének egy eléfordulésa. Azt mondjuk, hogy ( redunddns n-ban, ha
¢ elhagyhato n-bol ugy, hogy T'(n) nem valtozik ( elhagyasa utan. Egy re-
gularis >2X,-kifejezés redukdlt, ha nincsenek benne redundans részkifejezések.

Ahogy azt mar a sztring nyelvek esetében lattuk, egy reguléris >1.X,,-
kifejezésnek tobb kiilonb6z6 alakban adott redukélt formaja is lehet.



2. fejezet

Monoton nyelvek

Ebben a fejezetben mind a monoton sztring nyelveket, mind a mono-
ton determinisztikus felszallo fanyelveket reguléris kifejezésekkel fogjuk jel-
lemezni.

2.1. Monoton sztring nyelvek

ElGszor bevezetjiik a monoton automata fogalmat.

2.1.1. definici6. Egy A = (A, X, 0, a9, A') X-automata monoton, ha létezik
olyan < parcialis rendezés A-n, amelyre minden a € A allapot és x € X
bemend jel esetén érvényes az a < &{a,x) Osszefiiggés. Nyilvanvalo, hogy
ilyenkor minden a € A éllapot és u € X* sz6 esetén a < au is teljesiil.

Ezek utan definidljuk a monoton nyelvek fogalmat.

2.1.2. definici6. Egy tetsz6leges L C X* nyelv monoton, ha létezik olyan
A monoton X-automata, amelyre L = L(A).

Késobb fel fogjuk hasznalni azt az alapvets Osszefiiggést, hogy minden
parcialis rendezés kiterjeszthets teljes rendezéssé. Tovabbi részletek meg-

talalhatoak az [5] irodalomban.

2.1.3. definicié. Egy L C X* nyelv fundamentdlis, ha L = Y* valamely

20
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Y C X valtozéhalmazra. Egy L C X* nyelv ldncnyelv ha L megadhatd
L= Lol’lLll’g e l’k_lLk_ll’kLk

alakban, ahol xy, ...,z € X és minden L; (0 < i < k) fundamentéalis nyelvek
egy szorzata. Egy L = Loz Lixs. .. ... Tp_1 Lg_121 Ly lancnyelvet szeminor-
mdlisnak hivunk, ha x; & L;_; teljesiil minden 1 < ¢ < k indexre. L normdlis,
ha o, & Li g ésa; & Ly (1 <i<k). Egy L = Lox1Lqxg. .. xp_1Lp_ 12l
szeminormdlis lancnyelvet egyszerdnek nevezink, ha minden L; (0 < i < k)
fundamentalis.

A kovetkezd allitas (amely [5]-ben keriilt kimondéasra és bizonyitasra)
Osszefiiggést ad a monoton nyelvek és a szeminormalis lancnyelvek kozott.

2.1.4. tétel. Egy nyelv akkor és csakis akkor monoton ha megadhato szemi-
normdlis ldncnyelvek véges egyesitéseként. U]

A kovetkez6kben bevezetjiik az iteracios magassag fogalmét, amely vala-
mely nyelv iteraci6jaban résztvevs szavak koziil a leghosszabb hosszaval lesz
egyenld.

2.1.5. definicié. Legyen 7 egy redukalt reguléris kifejezés a (¢)* alakban
megadva. Ekkor 7 iterdcids magassdga (vagy jelolésben ih(n)) alatt az

ih(n) = max{[ul : u € L(C)}

osszefiiggéssel definidlt nemnegativ egész szamot értjiik, ha L(() véges. Ha
L(C) végtelen, akkor ih(n) legyen végtelen (o0), amit a legnagyobb egész
szamként fogunk kezelni. Erre technikai okok miatt van sziikség, ugyanis sze-
retnénk, hogy az ih fiiggvény felvehesse a végtelent mint maximalis értéket.
Legyen most 7 egy barmilyen alakban adott redukalt regularis kifejezés. Ek-
kor ih(n)-t tgy definialjuk mint

ih(n) = max{ih((¢)") | (()* € Sub(n)},

ha Sub(n) tartalmaz ({)* alaka részkifejezést, kiilonben ih(n) = 0. Egy L
regularis nyelv iteracios magassaga (vagy jeldlésben ih(L)) alatt pedig az

ih(L) = min{ih(n) | n € RE, L(n) = L}
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nemnegativ egész szamot értjiik.
Az iteracioés magassag szemléltetéséhez tekintsiik a kovetkezé példat.

2.1.6. példa. Tekintsiik a ( = zx + xxx regularis kifejezést. Az ih((¢)*) de-
finiciojabol kapjuk, hogy ih((¢)*) = 3. Vegyiik most az n = x -+ ({)* regularis
kifejezést. Konnyt latni, hogy ih(n) = 3, mivel n-nak van egy ({)* alakban
adott részkifejezése, amire ih((¢)*) = 3. Tekintsiik most az L(n) nyelvet,
amire azt kapjuk, hogy ih(L(n)) = 1, mivel L(n) leirhat6 az (x)* regularis
kifejezéssel is, amire ih((z)*) = 1.

Most kimondjuk és bizonyitjuk a kovetkez6 segédtételt, amely Osszefiig-
gést ad egyes monoton nyelveket leird redukalt regularis kifejezések és ugyan-
ezen nyelvek iteracios magassaga kozott.

2.1.7. segédtétel. Legyen n egy (()* alakban adott redukdlt X -feletti re-
guldris kifejezés. Ha L(n) monoton, akkor ih(L(n)) < 1.

Bizonyitds. Legyen n egy (¢)* alakt redukalt regularis kifejezés, és legyen A
egy X-automata, amely egyrészt felismeri az L(n) nyelvet, méasrészt monoton
a < részbenrendezés mellett. Az dltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy A redukalt és Osszefiiggs. Nyilvanvalo, hogy van olyan a € A’ végalla-
pot, amelyre au = a teljesiil minden u € L({) szora. S6t, erre az a allapotra
axr = a is teljesiil barmely L(({)-beli sz6 barmely x betiijére, ugyanis mono-
ton automataban az atmenet soran nem keletkezhet 1-nél hosszabb ciklus.
Azt is megallapithatjuk, hogy a fenti tulajdonsagokkal csakis az a allapot
rendelkezik, ugyanis ha egy b allapot ugyanilyen tulajdonsagi, akkor a és b
ekvivalensek. Kovetkezésképpen a = b, mivel tudjuk, hogy egy redukélt au-
tomatanak nem lehet két kiilonb6zé ekvivalens allapota. Lathatjuk tovabba,
hogy nincs olyan @’ € A\ {a} allapot, amelyre ¢’ < a és a’'x = d’ egyiittesen
teljesiilne, barmilyen x € X betft is vesziink. Ha lenne ilyen o és x, akkor
a’-ben L(()-beli szavakat kell tudnunk barmennyiszer feldolgozni, raadasul
betiinként, de ez az a allapot feladata, igy ellentmondésba keriilnénk azzal,
hogy A redukalt. Ugyanigy azt is lathatjuk, hogy nincs olyan a” # a végal-
lapot, amelyre a < a”. Ha lenne ilyen a”, akkor szintén a redukaltsaggal
keriilnénk ellentmondéasba, hiszen a-bol minden L(()-beli sz6 barmennyiszer
levezethets. Mindezek alapjan n felirhato (/¢” alakban, ahol ('-ben nem sze-
repel a * mivelet, és ¢’ azon szavakbol allo nyelvet irja le, amelyeket A-ban
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ap-bol indulva a-ba érkezve fel lehet ismerni, tovabba (" az (y1 +... +y.)*
alakban van megadva, ahol yy,...,y, az L(() szavaiban el6fordul6é betik.
Mivel L(n) = L({'¢") és ih(¢'¢") = 1, azt kapjuk, hogy ih(L(n)) < 1.

2.2. Monoton determinisztikus felszall6 fanyel-
vek

Ebben az alfejezetben a monoton determinisztikus felszallo fanyelvekre
vonatkozo alapvets ismereteket és Osszefiiggéseket taglaljuk.

2.2.1. definicié. Egy A = (A,3) DR X-algebrat monotonnak neveziink,
ha van olyan < részbenrendezés A-n, amelyre a < m;(0c(a)) teljesiil min-
den a € A éllapotra és o € 3}, miveleti szimbolumra (1 < 7 < m). Azt
mondjuk, hogy 2 egy monoton DR X, -faautomata, ha a benne szerepld
A DR >-algebra monoton. Tovabba, T" C Tx(X,,) monoton DR-fanyelv, ha
T = T(2) valamely 2 monoton DR >.X,-faautomatara.

A fenti definiciot megtalaljuk az [5] irodalomban is. A kovetkezo segédtétel
nyilvanvaloéan teljesiil.

2.2.2. segédtétel. Minden véges DR-fanyelv monoton. U

Most ratériink az iterdcids magassdg fogalméanak fanyelvekre toérténd al-
talanositasara, amely azon leghosszabb x-1t hosszat jeloli majd, amely vala-
mely fanyelv x-iteraciojaban szerepet jatszik.

2.2.3. definicid. Legyen x € X egy valtozod, és legyen n egy reguléaris ».X,,-
kifejezés a (()*" alakban. Az x valtozo iterdcids magassdga n-ban (jellésben
ih,(n)) az

ihy () = max{lul : v € g.(T(C))}

nemnegativ egész szamként van definialva, ha ¢, (7(¢)) véges. Ha ¢,(T(())
végtelen, akkor legyen ih,(n) végtelen (o0), amit a legnagyobb természetes
szamként fogunk kezelni. Erre technikai okok miatt van sziikség, ugyanis sze-
retnénk, hogy az ih, fiiggvény felvehesse a végtelent mint maximalis értéket.
Legyen most 1 egy barmilyen alakban adott redukalt reguléris >..X,,-kifejezés.
Ekkor ih,(n)-t az

ih, () = max{ih, ((()"*) | (()"* € Sub(n)}
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egyenlGséggel definialjuk, ha Sub(n) tartalmaz (¢)** alakban adott kifejezést,
kiilénben ih,(n) = 0. Végiil az x valtozo iteracios magassagat egy tetszéleges
T regularis fanyelvben (jelolésben ih, (7)) az

ih, (7) = min{ih, () | n € RE(NX,), T(y) = T}

Osszefiiggéssel hatarozzuk meg.

A fanyelvek iteracios magassaganak szemléltetéséhez tekintsiik a kovet-
kez6 példat.

2.2.4. példa. Legyen > = >, = {0} és X = {x,y}, valamint tekintsiik a
¢ = oly,o(y,x)) + oy, o(y,o(y,x))) regularis M X-kifejezést. Nyilvanvalo,
hogy ih,(({)*") = 3. Ha most vessziik az n = o(y, z) + ({)*" regularis ».X-
kifejezést, akkor azt kapjuk, hogy ih,(n) = 3, mert n-nak van ({)** alakban
adott részkifejezése, amelyre ih,((()**) = 3. Ugyanakkor a T'(n) fanyelvet
tekintve azt kapjuk, hogy ih,(T'(n)) = 1, mert T'(n) felirhaté a (o(y,z))*"
alakban is, amelyre ih,((o(y, x))*") = 1.

A monoton fanyelveket leiré redukalt reguléris 2 X -kifejezések és ugyane-
zen fanyelvek iteracios magassaga kozott hasonld Osszefiiggés van, mint amit
a monoton sztring nyelvek esetében lattunk.

2.2.5. segédtétel. Legyen n egy redukdlt requldris Y.X,-kifejezés a ({)*"
alakban megadva. Ha T'(n) egy monoton DR-fanyelv, akkor ih,,(T(n)) < 1.

Bizonyitds. A bizonyitas menete hasonlit a 2.1.7 segédtétel bizonyitasahoz.
Legven 1 egy (()** alaka redukalt regularis X ,-kifejezés, és legyen 2 egy a
T'(n)-t felismers DR-faautomata, amely monoton a < részbenrendezési relé-
ci6 mellett. Az altaldnossag megszoritésa nélkiil feltehetjiik, hogy 2l redukalt
és normalizalt, igy pontosan egy olyan a € A allapot van, amelyre a € a(x;)
és au = a teljesiil minden u € g,,(T(()) atra. Mivel 2l monoton faautomata
a < részbenrendezés mellett, ezért aw = a teljesiil barmely g.,(T(())-beli
sz6 barmely w bettijére. Tovabbéa, nincs olyan o' € A\ {a} allapot, amelyre
a < d ésd € afx;) teljesiilnek, és nincs olyan a” € a(z;) \ {a} allapot sem,
amelyre a” < a és a"w = d” teljesiilne, barhogyan is vesziink egy w betiit
g2, (T(()) valamely szavabol. Ezek alapjan n felirhato (¢”)* -,, ' alakban,
ahol egyrészt (-ben nem szerepel a ** miivelet, méasrészt ¢’ azon fanyelvet
irja le, amelyet A az A® = {a} megszoritassal ismer fel Ggy, hogy minden
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j # i indexre AY) véltozatlan marad, és a-ban nincs atmenet dnmagaba.
Tovabba, (" azon fak halmazat irja le, amelyeket tigy kapunk, hogy minden
p € T(() fat szétbontunk a g, (p)-beli utak mentén lévé csiucspontjaiban.
Kénnyen lathato, hogy T'(n) = T((¢")*" -4, () és ih,, ()" ., (') = 1, azaz
ih, (7)) < 1.

2.3. A monoton DR-fanyelvek egy egyszerii jel-
lemzése

Legven 2 = (A, ap,a) egy monoton DR > X, -faautomata, ahol A =
(A3, A = {ag,...,ax} és a = (AW .. AP Az altalanossag meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ay < a; < ... < ag teljesiil. Legyen
=k = {&, ..., &} segedvaltozok egy olyan halmaza, amelyre X, N Z, = ()
teljesiil. Tovabba, legyen ¢ : A — =i egy kolcsonosen egyértelmii raképezés
a ¢(a;) = & hozzarendeléssel definialva (0 < ¢ < k). Konstrualjuk most meg
az 1 regularis >(X,, U Zg)-kifejezést a kovetkez6 modon:

="k €, Me—=1 €1 -+ &1 "0y
ahol minden 7 indexre (0 <17 < k)
m= (P4 YY) e (),
és ahol
1) az yi,...,y. elemek pontosan az {x, € X,| a; € A®} halmazt adjak,

2) pt=0(&,,...,&,, ) olyan o € 3., miiveleti szimbolumra és &;,, ..., &, €
Er segédvaltozokra, hogy egyrészt o(a;) = (¢71(&,), . ., ¢ &),
méasrészt nincs olyan v index (1 < v < m), amelyre a; = m,(0(a;))
teljesiilne (1 < s <1;),

3) tt=0(&,,...,&,)olyan o € X, miveleti szimbolumra és &;,, ..., &, €
Zr segédvaltozokra, hogy egyrészt o(a;) = (67HE&,), ..., 1&,)),
méasrészt van olyan v index (1 < v < m), amelyre a; = m,(0(a;))
teljesiil (1 < s < 5;),

4 ol ..o+ e

=Xl
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A fent definialt 1 regularis (X, UZy )-kifejezést az A-hoz tartozo trividlis
requldris kifejezésnek nevezziik, jelolni pedig ng-val fogjuk. Azért hasznaljuk
a trividlis elnevezést, mert ng gy irja le T'(2A)-t, ahogy azt az 2 faautomata
allapotrol allapotra haladva felismeri, és ahol minden 7 indexre (0 < i < k)
1 az a; allapotbol induld atmenetekért felelés. A fenti definicio elsé pontja-
ban azon valtozok szerepelnek, amelyek levezethetSk az a; allapotbol, mig a
méasodik ponthban azon mitveleti szimboélumok szerepelnek, amelyek az a; alla-
poton vett eredményvektorukban nem szerepel a;. A harmadik pontban azon
miveleti szimbo6lumok szerepelnek, amelyek a;-n vett eredményvektorukban
szerepel az a; allapot, mig végiil a negvedik pont biztositja azt, hogy minden
miveleti szimbo6lum eléfordul a mésodik és harmadik pontok valamelyiké-
ben. A késébbiekben 7; azon részét, amely a *% miivelettel van iteralva, n;
iterdcios részének nevezziik, tovabba n; azon részét, amely a -¢, szorzassal van
az iterécios rész & valtozoiba beszirva, n; termindld részének nevezzilk. Az
M ¢, - - - &, o formaban adott kifejezéseket ldncoknak fogjuk nevezni.

Legyen az 2l DR > X,,-faautomata monoton az ap < a; < ... < ag lineéris
rendezés mellett. Definidljuk az 2; = (A;, a;, a;) DR > X, -faautomatat, ahol

(1) AZ - (A N {ai7 s 7ak}7 ZA)7 és
(i) a; = (AY N {as,...,ae},..., A 0 {as, ... a}).
Nyilvanvalé, hogy 21; pontosan a T'(2, a;) fanyelvet ismeri fel.

2.3.1. segédtétel. Legyen A egy monoton DR > X, -faautomata. Ekkor ér-
vényes a T(A) = T(ny) 0sszefiiggeés.

Bizonyitds. Legyen 2 egy DR Y. X, -faautomata, ahol 24 = (A, ap,a), A =
(A,%) és A = {ao,...,ar}. Tegyiik fel, hogy 2 monoton az ap < ... <
ar linearis rendezés mellett. Legyen tovabba ny az 2A-hoz tartozd trivialis
reguléris kifejezés. A bizonyitast 2 allapotainak szama szerinti indukciéval
végezziik.

Ha k = 0, akkor T() = Ts(X, N {xi| a0 € AD}) teljesiil, mivel A
egyvelemd. Nyilvanvaloéan ng = 1o is fennéll. ngy definici6jabol adoédik, hogy
minden o € > miveleti szimbo6lum jelen van 7y iteraciés részében, illetve
minden x € {x;| ap € AP} C X, valtozo jelen van 7y terminal6 részében.
gy T(na) = Ts(X, N {xs| ap € ADY}), azaz, T(A) = T(ny).
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Tegyiik most fel indukciés hipotézisként, hogy T(2s) = k¢, .- eiy M
minden i indexre teljesiil (1 < i < k). Megkonstrualjuk az 21 (X, U =Z)-
faautomatat ugy, hogy A = (A, ag,a’), ahol

a' = (AY N {ao},..., A" N {ao}, {ao},- .., {ar}) € p(A)" T+

Ahhoz, hogy T(2') jelentését értelmezziik, tekintsiik X, U Zp-t Ggy mint a
Xkt halmazt, ahol x,, 511 = &, és legyen az a leképezés a kvetkez6képpen

definialva: '
a(&) = a(Tpyiv1) = At (0<i<k).

Koénnyen lathato, hogy T() = T () ¢, .. .oe, T( A1) ¢, T(A), és T(A') =
T(no). lgy

Q[k) Ek T(Q[k—l) ko1t &2 T(Qll) €1 T(Q[I)
&k T(Uk &k 771@—1) ko1 v &2 T(Uk R D) 771) €1 T(UO)
(

&k T nk—l) ko1t €2 T(nl) €1 T(UO)
Mk "gp =1 €1 - -+ "2 &1 770)

2.4. Megjegyzések n dekompoziciéjaval kapcso-
latban

Ebben az alfejezetben az 1 = g ¢, . .. ¢, no regularis (X, U =y )-kifejezés
felbontasaval kapcsolatban tesziink néhany allitast. Ha n; terminélo részében
legfeljebb egy szimbolum van, akkor az 7; tényezében torténé dekompozi-
ciénak nincs értelme, igy ebben az alfejezetben feltessziik, hogy 7; terminalo
részében legalabb két szimbolum van.

Azt mondjuk, hogy az n = nk ¢, ... ¢, ¢ - - - ¢, Mo 1anc felbonthaté az
7; tényez6ben, ha az megadhat6 az
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N="Nk ¢ - Thig--- & o
=Mk tgn D1 P YY)
o (B ) e o
=Mk g -+ i (yi) & (tzl Tt t;i)*ﬁi e o +
b ke e W) e (B )Y e e o
F kv e (D) e (L4 ) e e 0
+ Mk EISEIIC S| (p;z) & (tzl Tt t;i)*ﬁi g6 o
alakban, ahol
(i) vt e X, 1<s<r; 0<7r; <n),
(ii) pt = o(&,,...,&,,) valamely ¢ € Y, miiveleti szimbolumra és &, €
=k valtozora, 1 <v <m, 1 <s <,
(iii) ¢© = o(&y,...,&,,) valamely o € Y, miveleti szimbolumra és &, €

Zg valtozora, 1 <v<m, 1 <s< ;.

Most megadjuk a fenti felbontés létezésének sziikséges feltételét.

2.4.1. segédtétel. Az n = ng ¢, ... ¢ Mo kifejezés felbonthald az n; ténye-
zdben, ha n; iterdcids részének minden fdja legfeljebb egyszer tartalmazza a

leveleiben a & segédvdltozot.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy teljesiil a segédtétel feltétele. Jeldljiik rendre
ebben a bizonyitasban az ng -, ... e g1 68 (L5 + ..+ )5 e, o oe o
regularis (X, U Zx)-kifejezéseket ("-vel és ('-vel. Koénnyen lathatjuk, hogy
minden ¢ € T(({’) fara a ge (t) halmaz egyelemii vagy iires. A fanyelvek
x-szorzatanak definiciojabol, valamint a segédtétel feltételeibél azt kapjuk,
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"o PP ) s ()

e TV oty b by, e T(C)

e (T(PHU.. UT(p) U Ty U...UT(y) ) T()
(T(P) & TCYU...UT(p,) - T(()

yi) e T(CHYU...UT(y;,) -« T(C))

= T(C") ey T(PY) 6, TCHYU .. UT(C") ey Tp,) e, T(C)

=T((" e Py e VU UT" e 1,6 ¢

U T e 016 ¢V UT(C" ey, 0, )
=T g PiaC e a0, 6 ¢

+ g e e e O

Azaz az m-ben torténé dekompozicié egy ekvivalens regularis »(X,, U Z)-
kifejezéshez vezetett. U]

Viladgos, hogy ha a & segédvaltozé nem fordul el6 az 7,1 ¢, , ... ¢ Mo
részkifejezésben, akkor az 1; tényez6 tordlhets az n kifejezésbdl. Itt jegyezziik
meg, hogy a felbontott részeket is ldncoknak fogjuk hivni, igy példaul a fent
emlitett 1 lancot véges sok lanc egyesitésére bontottuk fel.

Az yi, ..., y., véltozokat barmelyik felbontas uténi lancban hagyhatjuk,
ugyanis a &;-szorzat soran ezen valtozok az iteracios részbe valo beszurasaval
terminaljuk a szoban forgd utat, azaz méar nem érheté el késébb segédvaltozo
ezekbdl a valtozokbol.

A kovetkezé allitas az 2.4.1. segédtétel megforditottja.

2.4.2. segédtétel. Ha azn =g ¢, ... ¢, Mo kifejezés felbonthald az n; ténye-
zében, akkor n; iterdcids részében lévd fdk leveleiben legfeljebb egyszer szerepel
a &; segédvdltozd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van olyan t = o(...,&,...,&,...) fa a szét-
bontott 7; iteracios részében, amelyre &; legalabb kétszer fordul el6 ¢ le-
velei kozott (o € Xy,). Jeloljék rendre (" és (" az ¢ ... gy Mip1 €S
Mie1g; o - ---& Mo reguléris (X, UZg)-kifejezéseket. Az egyszertiség kedvéért
(&, &)-t fogunk irni o(&y,..., &, &80, -, 6,681, -+ &) helyett, ahol

) SV ) >SU3
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v, v2,v3 € {0,1,....m — 2}, vy +vetus=m—2 ¢ 8,8, €
(1 <2 <wy, 1 <2<y, 1 <2" <ws). Nyilvanvalo, hogy

[1]
™

T(CH Cit1 (pzl +oee +p§i + yi Tt y:«z) & 6(&751) & CI) C T(U)

Tovabba,

T(C" ¢, 6(s1,82) ¢, (') C T(n)
is fennall minden kiilonb6z6 sy, s, € {p},... .0}, 4}, .., %% } szimbolumpérra.
Ekkor azonban a 1" = T'(¢" ¢, , 5(s1, 52) -¢, (') jeldlést hasznélva kapjuk, hogy

T g U C” i1 O pqnpv) & CI) U U T(C” it &(yzznyqz;) & CI)7

1<v<l; 1<v<r,;

ami ellentmondas, mivel léteznek olyan T'(n)-beli fak, amelyek nincsenek jelen
1 szétbontott lancaiban. U]

Az el6z6 két allitas a kovetkezé tételben foglalhatd dssze.

2.4.3. tétel. Azn = ¢, ....e,no kifejezés akkor és csakis akkor bonthato fel
az n; tényezdében, ha n; iterdcids részében lévd minden fa leveleiben legfeljebb
eqyszer szerepel a & segédvdltozd.

2.5. Megjegyzések az ng-ban 1évs segédvalto-
zOk szamaval kapcsolatban

Jelen alfejezetben az ng-ban eléforduld segédvaltozok szamara vonatko-
zoan tesziink allitdsokat, valamint adunk egy eljarast, amellyel ez a szam
tobbnyire cstkkenthet6. Nyilvanvald, hogy ha az 21 faautomatanak & alla-
pota van, akkor ng jellemzéséhez elég k segédvaltozo.

Azt mondjuk, hogy egy p € Tx(X,,) faval termindljuk az x € X,, valtozot
egy t € Tx(X,) faban, ha az x valtoz6 nem fordul el6 {p} -, {t} fainak
levelei kozott. Legyen ( egy reguléris >2X,-kifejezés. Azt mondjuk, hogy egy
x € X, valtoz6 termindlva van (-ban, ha az x valtoz6 nem fordul els T'(¢)
fainak leveleiben.

Nyilvanvald, hogy a felhasznalt segédvaltozok szama potencidlisan csok-
kenthetd ha felbontjuk 7g-t minden lehetséges tényezében (ahogy azt az el6z6
alfejezetben lattuk), és minden igy kapott lancban egymastol fiiggetleniil
tjraszamozzuk a segédvaltozokat 0-tol.
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Vilagos, hogy egy &; valtozd terminélva van az 7, részben, azaz a &; valtozo
nem fordul el§ egyetlen levélen sem ezutéan az ny jobbrol balra torténd kiér-
tékelésében. Ez azt jelenti, hogy egyes segédvaltozokat Gjra felhasznalhatunk
a lancon beliil. Tegyiik fel, hogy van egy &; segédvaltoz6 a lanchan amely
legelGszor n; terminalo részében szerepel (a lanc jobbrol balra torténd kiér-
tékelése folyamén). Ebben az esetben &; minden ng-beli el6fordulasa helyet-
tesithetd &;-vel, amivel egy ekvivalens atalakitast hajtottunk végre. Valoja-
ban X,, elemeit is felhasznalhatjuk a segédvaltozok szaménak csékkentésére.
A modszer ugyanaz, azaz egy létez6 &; segédvaltozot helyettesithetiink egy x
valtozoval, ha & el6bb terminalodik mint x elsé el6forduléasa.

A fentieket alapul véve a kovetkez6 lépések csokkenthetik a segédvéltozok
szamat:

(i) bontsuk fel ng-t minél t6bb lanc egyesitésére,
(ii) csokkentsiik ezen lancokban kiilon-kiilon a segédvaltozok szamét,

(iii) szamozzuk ujra a segédvaltozokat 0-t6] minden lancban egymastol fiig-
getlentil.

Az el6z6 modszert mutatja be a kovetkezd példa.

2.5.1. példa. Legyven 2 = (A, ap,a) egy DR Y X3-faautomata, ahol A =
(A,%), A = {ag,a1,a2,as}, > = {o1,02,03}, o5 € ¥ (1 < 0@ < 3), és
a= ({ao},{ao,az}, {ai,az,as}). Legyen ¥. a kovetkez6képpen realizalva A-
ban:

oi(ag) = (ar), o2(ag) = (a0, a1), os(ao) = (ao, ao, ar),

oi(ar) = (az), oalar) = (ag,a2), o3(ar) = (a1, a3, a3),

oi(az) = (az), o2las) = (ag,as), o3(az) = (az,as,as),

O'1(CL3) — (ag), O'2(CL3) = (ag,ag), O'3(CL3) = (ag,ag,ag).
Nyilvanvalo, hogy 2l monoton az ay < ... < az rendezés mellett. Az A-hoz

tartozo trivialis reguléris kifejezés a kovetkez6:

M= M3 e M2 "e1 Tho
= (23) ¢s (01(E5) + 02(&s, E3) + 03(E5,E5.65)) "
&5 (01(E3) + T2 + 23) -5, (02(E2, &) + 03(2, &, E8)) "
&, (01(E3) + 02(E2, &) + 23) ¢, (03(E1,E3,E8)) "
&1 (01(60) + 1+ 22) g, (02(&0, &) + 03(E0, &0, &)
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A fenti lanc 11 tényez6ben valo felbontésa a kovetkez6 kifejezést eredményezi:

(23) ey (01(E3) + 02(&3,&3) + 03(E5, &5, E3)) %

&5 (01(E8) + T2 + 23) -6, (02(E2, 3) + 03(&2, &5, E3)) "

& (01(&)) e, (03(61,65,6))"

e (01(&1) + 21+ 12) g (92(60, &1) + 03(60, E0,61))"

+

(23) ey (01(E3) + 02(&3,&3) + 03(E5, &5, E3)) %

&5 (01(88) + 12+ 3) ¢, (02(E2, E3) + 03(2, &5, E5)) "

& (3) -6, (03(E1, &5, &))"

6 (01(E0) + 21+ 22) g (02(0,&1) + 03(&0, &0, 1))
+

(3) &0 (01(6s) + 02(63, &) + 03(E3, 65, 6))"

& (01(8) + 22+ 13) ¢, (02(€2,65) + 03(€2, 65, €5))™

& (02(62,8)) ¢ (03(61,6, )™

6 (01(&1) + @1+ 22) g (92(60, E1) + 03(E0, E0,€1))"

Az imént kapott kifejezés egyszertisitése utan (ami jelen esetben 1, az egyes
lancokbol valo elhagyasa volt) a kovetkezot kapjuk:

(3) ¢ (01(Es) + 02(Es,Es) + 03(Es, €3, E3))
& (01(83)) & (03(€1,&5,83)) "
& (01(&1) + 21+ 22) ¢, (02(E0,&1) + 03(E0, &0, 1))
+
(23) ¢, (01(E3) + 02(&3,&3) + 03(E5, &5, E3)) 5
& (43) -, (03(61, 65, &)) "
& (01(&) + 21+ 22) ¢ (02(E0, &1) + 03(E0, &0, 1))
+
(x3) s (01(&3) + 02(&3,65) + 03(E5, &3, &5)) 0%
e (01(E) + 2+ 23) ¢, (02(62, &) + 03(E2, &5, E3)) %
(
(

6 (02(6,8)) & (03(61,5,68))"%
ey (00(E1) F @1+ 22) g (02(E0, 1) + 03(&0, &0, €))%
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Megfigyelhetjiik, hogy a fenti lancok a (megmaradt) 7. tényezében is
felbonthatoak:

(23) ey (01(E3) + 02(&3,&3) + 03(E5, &5, E3)) %

& (01(83)) -6, (03(61, 65, 6)) "

& (01(&1) + 21+ 22) ¢, (02(E0,&1) + 03(E0, &0, 1))

+

(3) ¢ (01(Es) + 02(Es,Es) + 03(Es, €3, E3))

e (T3) e (03(€1,&5,83)) "

e (01(&1) + 21+ 12) g (92(60, &1) + 03(60, E0,61))"

+

(23) ey (01(E3) + 02(&3,&3) + 03(E5, &5, E3)) %

& (01(63)) e, (02(E2, ) + 03(E2, 3, E5)) "

& (02(62,82)) e, (03(61, 65, &))"

& (01(&) + 21+ 22) ¢ (02(E0, &1) + 03(E0, &0, 1))
+

(x3) ¢ (01(Ea) + 02(Es,Ea) + 03(E5, €3, E3)) "

e (12) e (02(E2,E3) + 03(&2, &5, E3))

& (02(62,82)) e, (03(61, 65, &))"

& (01(&1) + 21+ 22) ¢, (02(E0,&1) + 03(E0, &0, 1))
+

(3) &0 (01(6s) + 02(63, &) + 03(E3, 65, 6))"

e (13) 6y (02(&,65) + 03(62,&3,65)) "

e (02(62.62)) & (03(61,65,6))"™"

6 (01(&1) + @1+ 22) g (92(60, E1) + 03(E0, E0,€1))"

Ha a fenti lancokban tujra felhasznaljuk a & és x5 valtozokat (& — &,
xs3 — &), akkor a kovetkezé kifejezést kapjuk:
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(3) ¢ (01(&0) + 2(60, &) + 030, €0, &))"
& (01(80)) - (03(3, &0, §0))""
v (01(2) + 21+ 22) g, (02(E0, w3) + 030, o, 72)) "
+
(x3) ¢, (01(&0) + 02(&0, &) + 03(0, &0, o))
¢ (3) r2q (03(73, 80, &0)) "™
v (01(2) + 21+ 22) g, (02(E0, w3) + 030, o, 72)) "
+
(x3) ¢, (01(&0) + 02(&0, &) + 03(0, &0, o))
& (01(60)) &, (02(E2, &) + T3(&2, &0, &))"
& (02(62,82)) ws (03(23, 60, &0)) ™"
g (01(23) + 21+ 22) ¢y (02(Eo0, w3) + 030, o, 72)) "
+
(x3) ¢, (01(&0) + 02(&0, &) + 03(0, &0, o))
& (12) -, (02(2,&0) + 03(&2, &0, &)
62 (02(§2:82)) “ag (03(73, 80, 0)) "™
ey (01(23) + 21 + T2) ¢, (02(E0, 73) + 03(E0, S0, 23)) "
+
& (01(%0) + 02(%0, &) + 3(%0, €0, £0)) "
3) ¢, (02(E2, 0) + 03(&2, &, &))"
02(82,82)) 25 (03(23, 80, §0)) ™™
1(x3) + 21 + T2) -, (02(E0, 23) + 03(S0, &0, 1))

(3

—

€0
€2

~—~ T

“rg

Lathatjuk, hogy a segédvaltozok szaméat a kezdeti négyrél kettére csdkken-
tettiik. Ebben a konkrét esetben ezt az értéket a segédvaltozok tjraszamo-
zasdval mar nem tudjuk csdkkenteni.

Jelen alfejezetet a kovetkez6 allitassal zarjuk.

2.5.2. segédtétel. Tegyiik fel, hogy > = 3. Ekkor bdrmely 2L monoton DR
Y. X -faautomatdhoz elég egy segédvdltozd ny felirdsdhoz.
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Bizonyitds. Legyven > = >iy, és legven ny az 2A-hoz tartozo6 trivialis regularis
(X, UZg) kifejezés. Mivel csak undaris miveleti szimbo6lumaink vannak, &;
legfeljebb egyszer fordul elé barmely 7; iteracios részének barmely fajanak
levelei kozott. Igy ne felbonthaté véges sok lanc egyesitésére, tovabba a
felbontas minden 7; tényezében elvégezhets. A > = > feltételbdl az is ko-
vetkezik, hogy a kifejezés kiértékelése soran minden lépéshen pontosan egy
segédvaltozo van, amely nincs termindlva. Mivel a & valtozo az 1y tényezé
termindlé részében terminalodik, igy &y-t Gjra felhasznélhatjuk egy 0j segéd-
valtozo bevezetése helyett. Ezen otlet folytatasaval az dsszes felbontott lancot
atirhatjuk agy, hogy az csupan a &-t tartalmazza segédvaltozoként.

2.6. A monoton DR-fanyelvek jellemzése

Jol ismert dsszefiiggés, hogy a DR-fanyelvek osztalya zart a o-szorzatra
nézve, de nem zart az egyesités, x-szorzat és x-iteracidé miiveletekre. Ez azt
jelenti, hogy monoton DR~fanyelvek x-szorzata, z-iteraltja és egyesitése nem
feltétlentil determinisztikus (tekintsiik a [3],[12] és [13] hivatkozasokat). A
fenti harom mivelet alkalmazasa nem zart fanyelveken azonban eredményez-
het zart (s6t, akir monoton) DR-fanyelveket is. Erre adunk egy-egy példat
az alabbiakban.

2.6.1. példa. Tekintsiik az S = {o(x,x), o(y,y)} és T = {o(x,y), o(y,z)}
reguléris fanyelveket. Vilagos, hogy sem S, sem T nem zart, de az SUT =
{o(x,x), oly,y), o(x,y), o(y,z)} fanyelv zart, azaz DR-felismerhets. Raa-
dasul S UT monoton is.

2.6.2. példa. Legyen most S = {z, o(x,x),0(y,y)} ésT = {o(x,y), o(y,x)}
regularis fanyelvek. Vilagos, hogy egyikiik sem zart, azonban a T -, S =
{o(x,x), oly,y), o(x,y), o(y,x)} fanyelv zart, igy DR-felismerhetd, sét,
T -, S monoton is.

2.6.3. példa. Legyen S a kovetkezd reguléris fanyelv:

S =Ao(x,0(z,y)), olx,0(y,2)), o(z,x), oy, y), o(x,y), oy, x)}. S nem
zart, de az (S)*" regularis fanyelv zart, és ezen feliil még monoton is.
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Legyen Y.¢ az S-ben eldfordulé miveleti szimbdlumok halmaza, amelyet
egyben a Yg = root(Sub(S)) \ X,, Osszefiiggéssel is definidlunk. Jeldlje to-
vabba Yg, a { 0 € X | Ju € ¢.(S), v e ¥*, Iz e X, : ww € g(S), v=
(0,i) ... (w,j), w € 3, i,j € N} halmazt. Vilagos, hogy g, azokat a o
miiveleti szimbolumokat tartalmazza, amelyekre léteznek S-beli z-utak agy,
hogy ezt az x-utat valamely alkalmas Yi,-beli bettivel kiegészitve és tovabbi
alkalmas >.*-beli sz6t hozzavéve egy masik S-beli athoz jutunk.

2.6.4. megjegyzés. Az imént bevezetett Xg, halmazt egy kicsit masképp
definialtuk [11]-ben, bar ugyanazt a halmazt jeloltiik vele. Ott a

{o €Y | Fueg(S), eX Jie{l,...,m} : uowe ¢(S), m>0}
definicié szerepelt.

Most megadunk egy feltételt, amely mellett két monoton DR-fanyelv -
szorzata monoton marad.

2.6.5. tétel. Legyenck S, T C Tx(X,,) monoton DR-fanyelvek, és legyen x; €
X, tetszdleges vdltozd. Ha g, Nroot(T) =0, akkor T -,, S monoton.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a tétel feltételei. Legyenek 21 =
(A, ap,a) és B = (B,by,b) rendre az S és T" DR-fanyelveket felismers DR
> X -faautomaték, ahol

1) A= (A,XY, A= {ag,...,ar}, a—= (AD .. AM),
(i) B= (B,%5), B = {bo,...,b}, b= (BW, . .., B™), valamint
(i) AN B = 0.

Tegyiik fel tovabba azt is, hogy 2l és B monotonok rendre az ap < ... < ag
és by < ... < b rendezések mellett.

A kovetkez6 lépésben megszerkesztiink egy € = (C, ¢, ¢) monoton DR
Y X, -faautomatat, amely a T"-,, S fanyelvet ismeri majd fel. Legyen

C=(C.X%, C=AUB, co=apésc=(CY, ... CcM),

ahol ¢ a kovetkezéképpen van definidlva:
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ADYBDUYAD hax; €T, j+#i,

oo _ A U BY), ha x; ¢ T, j+ 1,
T ) BYUA®, hax; €T, j =1,
B, ha x; €T, j =1i.

Még meg kell adnunk 3> elemeinek realizaltjat C-ben. Tetszéleges o € 3]
miveleti szimbo6lumra és ¢ € C valtozora legyen

oB(c), hace B,
o°(c) = { B(by), hace AD és o € root(T),
o*(c), kiilénben.

¢ konstrukcioja a Yg,, Nroot(T) = ( feltételen alapul. Ez biztositja széa-
munkra azt, hogy egy tetszbleges fa €-beli feldolgozasdnak minden lépésé-
ben el tudjuk doénteni, hogy a kovetkezd szimbolumot 2 vagy B szerint
dolgozzuk-e fel. Amint elériink egy a € A® allapotot, a root(T)-beli szim-
bolumok egy b € B-beli allapothoz fognak vezetni, ahonnan a feldolgozast
mar B szerint folytathatjuk. Ha az a allapotban alkalmazott input szim-
bélum 32\ root(T")-ben van, akkor 6t 2 szerint dolgozzuk fel. Ezek alapjan
egyszert szamitassal igazolhat6, hogy € felismeri T -,, S-t, és € monoton az
ap < ... < ap < by < ... < b linearis rendezés mellett, ami azt jelenti, hogy
T ., S monoton. ]

Az alabbi egyszerid kovetkezmény nyilvanvalo.

2.6.6. kbvetkezmény. Legyenek S, T C Tx(X,) monoton DR-fanyelvek, és
legyen x; € X,,. Ha g Nroot(T) =0, akkor T -,, S monoton.

Bizonyitds. Mivel Yg,, C Xg, ezért teljesiilnek a 2.6.5. tétel feltételei, azaz
T -, S monoton. UJ

A 2.6.5. tétel megforditdsa nem érvényes, ahogy azt az alabbi példa
bizonyitja.

2.6.7. példa. Legyenek S és T rendre a {o(x,2),0(0(2,2),2)} és {o(z,2)}
DR-fanyelvek. Konnyen lathato, hogy S és T monoton, tovabba T -, S =
{o(0(2,2), 2)} is monoton. Ugyanakkor g, Nroot(T) = {o} # 0.

A kovetkez6 tulajdonsag fogja majd azt biztositani, hogy ha egy DR-
faautomataban két kiilonbozé allapotbol is le lehet vezetni ugyanazt a valto-
z6t, akkor e két allapotbol ugyanazon részfakat lehessen felismerni.
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2.6.8. definici6. Legyen x € X,,. Egy T' fanyelvet x-homogénnek neveziink,
ha nincs olyan p € T fa, amelyre létezik u,v € g.(p), w € ¥* és z € X,,,
hogy ww € g, (T) és vw & g,(T).

A kovetkezd segédtételekkel megszoritast tehetiink arra a feltételre, amely
mellett a monoton DR-fanyelvek osztélya zart az x-iteraciora nézve.

2.6.9. segédtétel. Legyen T' C Tx(X,,) egy DR-fanyelv, x € X,,, és legyen
T determinisztikus. Ha I’ nem x-homogén, akkor T" nem monoton.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a segédtétel feltételei. Ebbél az ko-
vetkezik, hogy létezik olyan p € T fa, amelyre léteznek egyméastol kiilonb6z6
u,v € ¢.(p) utak, valamint létezik olyan w € 3* sz0 és z € X, valtozo, hogy
uw € g,(T) és vw & g,(T) teljesiilnek. Tovabba, tegyiik fel, hogy 2 egy a
T**-et felismerd redukalt monoton DR > X ,-faautomata. Legyen a; = apu és
a; = apv. Mivel uw € g,(T') és vw & ¢,(T), azt kapjuk, hogy a; # a;. Nyil-
vanvalo, hogy a;, a; € a(x), és mivel minden «(z)-beli allapothol kiindulva fel
kell tudni ismerni barmennyi T-beli fat, igy azt kapjuk, hogy T'(, a;) = T~
és T(A, a;) = T*". Felhasznalva azt, hogy 2 redukalt, T(A, a;) = T'(A, a;)-
b6l kovetkezik az a; = a; egyenléség, ami ellentmondés. Ezek szerint 1™
nem monoton. U]

2.6.10. segédtétel. Legyen I’ C Tx(X,) egy tetszbleges DR-fanyelv, v € X,
eqy vdltozd, és legyen T™" determinisztikus. Haih,(T*") > 1, akkor T*" nem
monoton.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T egy olyan DR-fanyelv, amelyre T deter-
minisztikus és ih,(T%%) > 1. Jelolje T-t a ( regularis >X,-kifejezés. Az
ih, definicidja szerint van olyan 7 redukalt regularis > X,,-kifejezés, amelyre
T(n) = T%" ih,(n) > 1 é n a (()** alakban adott. A 2.2.5. segédtétel
felhasznalasaval kapjuk, hogy T(n) nem monoton, azaz 7% sem monoton.
O]

Az el6z6 két segédtételbdl kontrapozicioval kapjuk az alabbi kovetkez-
meényt.

2.6.11. kovetkezmény. Legyen x € X,, eqy tetszdleges vdltozd, és legyen
T CT5(X,) egy DR-fanyelv. Tegyiik fel tovdbbd, hogy T** determinisztikus.
Ha T** monoton, akkor T x-homogén és ih, (T*%) < 1. O
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Most megadjuk azt a feltételt, amely mellett egy monoton DR-fanyelv
x-iteraltja is monoton.

2.6.12. tétel. Legyen T C Tx(X,) egy monoton DR-fanyelv és legyen x; €
X, egy tetszdleges vdltozd. Ha T wx;-homogén, ih,, (T%%) < 1 és Yp,, N
root(T) = 0, akkor T** monoton.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a tétel feltételei. Legyen 2A =
(A, ap,a) egy olyan T-t felismers redukalt DR YX,-faautomata, amelyre

A= (AN, A={ao,... )} 6s a= (AD .. A™)

Tegyiik fel tovabba azt, hogy 2 monoton az ag < ... < ag lineéris rendezés
mellett.

Megszerkesztjiik azt a T*%i-t felismers B = (B, by, b) monoton DR 31X,-
faautomatat, ahol B = (B,%%), B = AU {b}, by pedig egy 6j allapot. A
végallapotok b vektora legyen

b=(BY, ... .B"Y {ag, by}, BV, .. BM)

) )

ahol az egyes komponensek két lépésben vannak definiélva az alabbiak szerint:

(1) Minden j € {1,...,i—1,i4+1,...,n} indexre legyen

B<J) L A<]) U {bo}, ha ag € A<j>,
T AD), kiilonben.

(2) Minden a € A® allapotra és j € {1,...,i— 1,4+ 1,...,n} indexre ha
a € AY, akkor legyen

BYW .— BW {ao}.
¥:B definiciojat négy lépésben adjuk meg, a kovetkez6 sorrendben:

(3) Minden o € root(T) miiveleti szimbélumra és o’ € A® allapotra legyen

B [ (..,a0,...), haoMa)=(...,d,...),
o (a0) = { oay), kiilénben.
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(4) Minden o € ¥\ root(T) miiveleti szimbolumra legyen

oB(ap) = o4(a’), ha A@ # 0 (ahol a’ € AD tetsz6leges),
o*(ap), ha AW =0,

(5) Minden o € root(T’) miiveleti szimbolumra legyen

oB(by) == " (ap).

(6) Minden o € ¥ miiveleti szimbolumra és a € A\ {ao} allapotra legyen

oB(a) == o*a).

B konstrukcioja a Yog,, Nroot(T) = () feltételen alapul. Ez biztositja sza-
munkra azt, hogy minden a € A® allapotban minden ¢ input szimboélumra
el tudjuk donteni, hogy folytassuk-e egy fa mar megkezdett felismerését, vagy
kezdjiik el egy T-beli fa felismerését annak gyokerétél. Minden méas esetben
B tgy viselkedik (azaz gy ismer fel fakat) mint 2. T z;-homogenitasa és az
ih,, (T") < 1 egyenlétlenség biztositja azt, hogy egyetlen allapot elegendé a
T-beli x;~utak iteralasara, amely valojaban minden iteraciora alapuld auto-
mata konstrukcio alapotlete. Ezek alapjan egyszert szamitassal kaphatjuk,
hogy T (%B) = T%", és B monoton a by < ap < ... < ag linearis rendezés
mellett. Ez utobbi viszont azt jelenti, hogy 7™ monoton. U]

A kovetkezd segédtétel nyilvanvalo.

2.6.13. segédtétel. Bdrmely rigzitett x € X, vdltozdra a fanyelvek x-szor-
zata asszociativ, azaz barmely S, R és'T fanyelvekre érvényes a T, (R-,S) =
(T2 R) - S egyenldséy. O]

Most bevezetjiik a regularis >2X,,-kifejezések azon specialis alakjat, ame-
lyek a monoton DR-fanyelveket fogjak leirni.

2.6.14. definicidé. Egy n = ni-¢, .. .-¢,no fanyelvet R-ldnenyelvnek neveziink,
ha minden 7 indexre (0 < i < k)

(i) m a (T;) ¢ (Si)*% alakban adott,

(i) S; és T; véges DR~fanyelvek,
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(iii) S; &-homogeén,

)

(iv) ihe ((Si)*%) < 1,

(v) root(S;) N Yg,e, =0, és
i)

(v

Tovabba, jeldljiik az m,—1 ¢, , ..., Mo fanyelvet (;-vel. Az 9 =Nk ¢, .- e, Mo
R-lancnyelvet dltaldnositottnak mondjuk, ha root(T'(n:)) N Xr(e,)e, = 0 min-
den 7 indexre teljesiil (1 <17 < k).

root(7;) N (root (S;) U Yg, ¢, ) = 0.

Az alabbi tétel, amely a monoton fanyelvekrél szolo fejezet f6eredménye
is egyben, megadja a monoton DR-fanyelvek regularis kifejezésekkel torténd
jellemzését.

2.6.15. tétel. Legyen T eqy DR-fanyelv. T akkor és csakis akkor monoton,
ha megadhato dltaldnositott R-ldancnyelvként.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T egy monoton DR-fanyelv. Legyen 2 egy a T-
t felismerd redukalt monoton DR-faautomata. Ha megkonstrualjuk az 2l-hoz
tartozo ny trividlis regularis kifejezést, akkor egy altalanositott R-lancnyelvet
kapunk, amelyre T' = T'(ny).

Forditva, legyen T" egy DR-fanyelv, és irja 6t le az 7 = 1 ¢, ... &, o
altalanositott R-lancnyelv. A 2.2.2. segédtételbdl valamint a 2.6.5. és
2.6.12. tételekb6l azonnal kapjuk, hogy minden T'(7;) monoton (0 <7 < k).
A 2.6.13. segédtétel és a 2.6.5. tétel felhasznalasaval egybél kapjuk, hogy
T'(n) monoton, igy 1" is monoton.



3. fejezet

Nilpotens nyelvek

Ebben a fejezetben ratériink a nilpotens sztring nyelvek, illetve nilpo-
tens determinisztikus felszallo fanyelvek ismertetésére. A monoton nyelvek
targyvalasahoz hasonléan a sztring nyelvekkel kezdjiik.

3.1. Nilpotens sztring nyelvek

Egy A = (A, X, 9,a9, A’) X-automata nilpotens, ha van olyan k > 0 ter-
meészetes szam és a € A allapot, amelyre au = a teljesiil minden a € A
allapotra és legalabb k hossztsagt v € X* szora. Az a allapotot A nilpotens
elemének hivjuk, és a legkisebb olyan k szamot, amelyre a fenti feltétel telje-
siil, A nilpotencia fokdnak nevezziik. Egy L C X™* nyelv nilpotens, ha létezik
olyan A nilpotens X-automata, amelyre L(A) = L.

3.1.1. megjegyzés. A nilpotens elem mas néven is szerepel az irodalomban,
ilyen az abszorbens elem (lasd [2]), vagy példaul a csapda dllapot. Ebben az
értekezésben a nilpotens elem terminologiat fogjuk hasznalni.

3.1.2. megjegyzés. Amennyiben egy nilpotens nyelv nilpotencia fokarol
beszéliink, akkor alatta mindig az 6t felismeré minimélis allapotszamu nil-
potens automata nilpotencia fokat értjiik.

Egy L C X* nyelv komplementerét gy definialjuk mint X*\ L, és ra a
c(L) jeldlést fogjuk hasznalni. A kovetkez6 segédtétel igen ismert (lasd [6]).

42
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3.1.3. segédtétel. Egy L C X* nyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha L
vagy c(L) véges. O]

A kovetkez6 definicio egy specidlis lancnyelvet nevez meg, amely a nilpo-
tens sztring nyelvek leirasanal kap fontos szerepet.

3.1.4. definici6é. Egy L = Loxilqxs... xp1Lp 2l C X* lancnyelvet
simdnak neveziink, ha egyrészt minden i indexre L, = {e} (0 < i < k),
mésrészt Ly = Y™, ahol Y = ) vagy ¥V = X.

A sima lancnyelvek jelolésére altaldban a (,n,0, ... gorog kisbetiiket fog-
juk hasznalni.

Legyen ( = 2122 ... 2Ly egy sima lancnyelv. Viladgos, hogy ( véges, ha
Ly = {e}, ugyvanakkor ( végtelen, ha Ly = X*. Tovabba, ( hosszdt k-ban
allapitjuk meg és |(|-val jeloljiik. Azt mondjuk, hogy egy (! = 125 ... 2; sima
lancnyelv prefize (-nak, ha 1 < j < k, vagy ha j > k, ahol w1 ... 2; € L.
Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy X* minden szava tekintheté véges sima
lancnyelvnek.

A kovetkezé allitasok nyilvanvaloak.

3.1.5. segédtétel. Minden egyelemil automatdval felismerhetd nyelv nilpo-
tens. U]

3.1.6. kbvetkezmény. Az {e} és X* nyelvek nilpotensek. O

3.1.7. segédtétel. Minden véges nyelv megadhaté véges sok sima ldncnyelv
egyesitéseként. U]

A kovetkezd segédtétel egy elegendé feltételt ad arra vonatkozodan, hogy
egy nyelv mikor nilpotens.

3.1.8. segédtétel. Legyen L C X* egy végtelen nyelv, amely a (q1,...,(
sima ldncenyelvek egyesitéseként van megadva (I € N). Ha bdrmely X*-beli
sz0 prefive valamely (;-nek (1 < i <), akkor L nilpotens.



FEJEZET 3. NILPOTENS NYELVEK 44

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a segédtétel feltételei. Megszerkesz-
tiink egy A = (X** U {a}, X,6,{e}, A') X-automatat, ahol k = max{|(] :
1 <¢ <I}. Minden a € A allapotra és x € X betiire a ¢ atmenetfiiggvényt
a kovetkezSképpen definidljuk:

ar, ha a€ X" 1
S{a,x) =< @, ha a€ X" és |a| =k,

a, ha a=a.

Az A’ végallapothalmaz definialasahoz legyen kiindulasképpen a € A’. To-
vabba, minden xy...x;L; € {(1,...,(;} sima lancnyelvre legyen z;...x; €
A’ és ha L; = X*, akkor minden u € X**~7 széra legyen x; ... 2u € A"
Tekintsiink egy u € L szot, és legyen ¢ € {(y,...,{;} egy olyan legrovi-
debb sima lancnyelv, amelyre u prefixe (-nak. Ha |u| > k, akkor apu = a,
igy u € L(A). Ha |u| <k, akkor |(| < |u| teljesiil, mivel uw { altal van repre-
zentalva L-ben, igy A’ konstrukcidja miatt azt kapjuk, hogy v € L(A). Ve-
gyiink most egy w € L(A) szot. Az A konstrukciojabol kovetkezik, hogy van
olyvan ¢ € {(i,...,(;} sima lancnyelv, amelyre w prefixe (-nak és [(| < |w|.
Mivel ( részt vesz L reprezentalasaban, igy azt kapjuk, hogy w € L. Mind-
ezért L. = L(A). Nyilvanvalo, hogy ev = a barmely olyan v € X* szora,
amelyre |v| > k. Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy A nilpotens az a
nilpotens elemmel, valamint nilpotencia foka k + 1, igy L is nilpotens. U

Legyenck A = (A, X,0a,a0,4’) és B = (B, X, 0B, by, B') X-automatak.
A és B valamely direkt szorzata alatt olyan A xB = (Ax B, X, 0, (ag, bo), F')
X-automatat értiink, amelyre ' C A x B, és ahol minden a € A, b € B
allapotokra és x € X valtozora d((a,b),z) = (0a(a, ), 08(b, x)) teljesiil.

Legyen 7 egy leképezés A-bol B-be. Azt mondjuk, hogy 7 homomorfizmus
A-bo6l B-be, ha minden a € A allapotra és x € X valtozora teljesiilnek az
alabbiak:

(1) T(éA(CL,$)) - 6B(T(CL),$),
(ii) 7(ap) = bo,
(iii) 71 (B) = A",

Amennyiben 7 raképezés, akkor azt mondjuk, hogy B az A (7 melletti)
homomorf képe.
A nilpotens automatak kovetkezd tulajdonsaga jol ismert.
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3.1.9. segédtétel. Nilpotens automatdk direkt szorzata és homomorf képe
s nilpotens.

Bizonyitds. Nyilvanval6, hogy a nilpotens automatak osztalya zart a direkt
szorzatra nézve (lasd [6]).

Ahhoz, hogy beléssuk, a nilpotens automaték osztalya zart a homo-
morf kép képzésre, legyen a B = (B, X,dp,by, B') X-automata az A =
(A, X,0a,ap, A’) nilpotens X-automata homomorf képe egy 7 : A — B ho-
momorfizmus mellett. Legyen az a € A allapot az A nilpotens eleme, és
legyen k az A nilpotencia foka. Legyen tovabba 7(a) = b. Ekkor barmi-
lyen, legalabb k hosszisagin u € X* szora és a € A elemre azt kapjuk, hogy
au = a, és igy 7(a)u = 7(a). Mivel B minden elemének van r-szerinti &se
A-ban, megallapithatjuk, hogy B nilpotens a b nilpotens elemmel, tovabba a
nilpotencia foka legfeljebb k. U]

Széles korben hasznélt tulajdonsaga a regularis nyelveknek az, hogy adott
automatak altal felismert nyelvek egyesitése és metszete felismerhetd a szoéban
forgd6 automatak egy direkt szorzataval (lasd [6]). Az is vilagos, hogy egy
nilpotens nyelv komplementere szintén nilpotens (lasd djra [6]). Mindezeket
Osszegezve kapjuk a kdvetkez6 allitast.

3.1.10. kovetkezmény. A nilpotens nyelvek osztdlya zdrt az egyesitésre,
metszetre €s komplementerképzésre. U

3.1.11. segédtétel. Egy nilpotens automata dsszefiiggd részautomatdja szin-
tén nilpotens.

Bizonyitds. Legyen A = (A, X, 0a, ap, A') egy nilpotens X -automata, amely-
nek a nilpotens eleme a, a nilpotencia foka pedig k. Tovabbé, legyen B =
(B, X,0B,bo, B') az A 0sszefliggé részautomataja. A nilpotens X-automata
és az Osszefiiggd részautomata definiciojabol kovetkezik, hogy a € B. Ugyan-
csak az Osszefiiggd részautomata definiciojabol kapjuk, hogy bpu = @ minden
legalabb k hossziit u € X* szora. Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy B
nilpotens. [l

Egy tovabbi jol ismert 6sszefiiggés szerint egy L nyelvet felismers miniméa-
lis allapotszamn automata el6all barmely L-et felismer6 automata 6sszefiiggs
részautomatajanak homomorf képeként (lasd [9]). Igy érvényes a kovetkezd
allitas.
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3.1.12. kovetkezmény. Egy nyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha az ot
felismerd minimdlis automata nilpotens. U]

A nilpotens nyelvek tovabbi vizsgélata el6tt kitériink a monoton és nil-
potens nyelvek kozotti alapvets Osszefiiggésekre.
A kovetkez6 alapvet6 eredmény jol ismert (lasd [14]).

3.1.13. segédtétel. Minden nilpotens nyelv monoton.

Bizonyitds. Legyen L C X* egy nilpotens nyelv, és legyen A = (A, X, 0, a4, A')
egy az L-et felismerd nilpotens X-automata. Tovabbé tegyiik fel, hogy L nem
monoton. Ez azt jelenti, hogy vannak olyan kiilénb6z6 a,b € A allapotok
és u,v € X* szavak, melyekre au = b és bv = a teljesiil. Legyen k az A
nilpotencia foka. Ekkor a(uv)* = a és b(vu)* = b is teljesiil, ami ellentmond
annak a feltevésnek, hogy A nilpotens a k nilpotencia fokkal. U

3.1.14. megjegyzés. A 3.1.13. segédtétel bizonyitasaban feltettiik, hogy
léteznek olyan a és b allapotok, valamint u és v szavak, hogy a # 0, au = b
és bv = a teljesiil. Ha nincsenek az elébbi feltételt kielégité a és b allapotok,
akkor az a’ < d'u egyenlétlenséggel definialt relacié monoton rendezés min-
den a' € A allapotra és u € X* szora.

A 3.1.13. segédtételbdl egyszerien kapjuk az alabbi kévetkezményt.

3.1.15. kbvetkezmény. Legyen A = (A, X, 9, a0, A') egy tetszdleges nilpo-
tens X -automata. Ekkor létezik olyan < linedris rendezés A-n, hogy a < ax
teljesil minden a € A dllapotra és x € X betiire. U]

A 3.1.13. segédtétel megforditasa nem teljesiil, ahogy azt a kiovetkezd
példa is mutatja.

3.1.16. példa. Legyen adott az L = xy* regularis nyelv. Viladgos, hogy L
monoton, de nem nilpotens. Egy végtelen nilpotens nyelvet felismeré auto-
mata nilpotens eleme ugyanis sziikségképpen végéllapot, azonban az xy*x
sz6 nem vezethet végallapotba, még ha k nagyobb is mint ennek az auto-
matanak a nilpotencia foka.

A tovabbiakban a nilpotens nyelveket sima lancnyelvekkel fogjuk jelle-
mezni.
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3.1.17. segédtétel. Minden L C X* nilpotens nyelv megadhats véges sok
(1y--.,( sima ldncnyelv egyesitéseként (I € N), ahol ha L végtelen, akkor
barmely X*-beli szd prefize valamely (;-nek (1 < ¢ <1).

Bizonyitds. Legyen L C X* egy nilpotens nyelv. Ha L véges, akkor a 3.1.7.
segédtétel szerint L. megadhat6 véges sok sima lancnyelv egyesitéseként. Ha
L végtelen, akkor legyen A = (A, X, 0, a0, A') az L-et felismeré minimalis
allapotszamu nilpotens X-automata. Ha A egyelemt, akkor L(A) = X*,
igy L egy sima lancnyelv, és nyilvanvaloan X* barmely szava prefixe ennek
a sima lancnyelvnek. Tegyiik most fel, hogy A = {ao,...,a,} (n > 0),
és legyen az a, allapot az A nilpotens eleme. A 3.1.15. kovetkezményt
felhasznalva azt kapjuk, hogy van egy olyan < linearis rendezésiink A-n,
amelyre ap < ... < a, teljesiil. Mivel A nilpotens és minimalis, minden
a € A allapotra és x € X betilire az ax = a egyenléség maga utan vonja az
a = a, egybeesést. Definialjuk most minden 0 < ¢, 7 < n indexekre az A, ; =
(A, X,9,a;,{a;}) X-automatat. Tovabba, minden x € X bettre definialjuk
az A, = (A, X, 9, a9, A) X-automatat, ahol A, = {a € A\ {a,} | ax = an}.
Az imént bevezetett automatakkal felirhatjuk az L(Ao,,) nyelvet a kévetkezo
modon:
L(Aqn) = | L(A)zL(A,L).
x€X

Mivel L(A,) véges ¢s L(A,,) = X*, azt kapjuk, hogy L(A,,) eléall sima
lancnyelvek véges egyesitéseként. Ezutan az L(A; ;) nyelveket felhasznalva
felirhatjuk L-t az

L=LA) = |J LAom) = | LlAw)U | LA)ZL(AL)

am €A am €A \{an} zeX

formaban, ahol minden L(Ay,,) véges (0 < m < n), igy a 3.1.7. segédtétel
szerint megadtuk L-t véges sok sima lancnyelv egyesitéseként. Vegyiink most
egy u € X* sz6t, és legyen w € X* barmilyen olyan sz6, amelyre |uw| > n.
Mivel apuw = a,,, létezik olyan  sima lancnyelv L(Ay,,) fenti reprezentéalasa-
ban, amelyre u prefixe (-nak. U]

A 3.1.3., 3.1.8. és 3.1.17. segédtételekbdl azonnal kapjuk az alabbi tételt.

3.1.18. tétel. Legyen L C X* egy reguldris nyelv. L akkor és csakis akkor
nilpotens, ha L megadhatd véges sok (,...,(; sima ldncnyelv egyesitéseként
(Il € N), ahol ha L végtelen, akkor barmely X*-beli szd prefize valamely (;-nek
(1<i<).
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3.2. Nilpotens determinisztikus felszall6 fanyel-
vek

A nilpotens determinisztikus felszallo fanyelvek targyalaséat a formaélis de-
finiciokkal kezdjiik.

3.2.1. definicié. Egy A = (A,>) DR >-algebra nilpotens, ha van olyan
k > 0 egész szam és a € A elem, hogy au = a teljesiil minden a € A
elemre és legalabb & hossztsagi u € 3* szora. Az a elemet A nilpotens
elemének nevezziik, tovabba azt a legkisebb k egész szamot, amelyre az el6z6
feltétel teljesiil, A nilpotencia fokdnak nevezziikk. Egy 21 = (A, ap,a) DR
X, -faautomatéat nilpotensnek neveziink, ha az 6t alkoté A DR >-algebra
nilpotens. Végiil, egy T' > X, -fanyelv nilpotens, ha 6t felismeri egy nilpotens
DR > X, -faautomata.

A nilpotens sztring nyelvekhez hasonléan itt is megjegyezziik, hogy ha
egy nilpotens DR-fanyelv nilpotencia fokarol beszéliink, akkor alatta az 6t
felismerd minimalis allapotszamu nilpotens DR-faautomata nilpotencia fokat
értjiik.

3.2.2. megjegyzés. A nilpotens DR >-algebrak egy eltérd definiciojat és
egy tipikus jellemzését talaljuk a [4] irodalomban. Meg fogjuk mutatni, hogy
mindkét definicié a DR -algebrak ugyanazon osztalyat hatarozzak meg.

Legyen A = (A, ) egy DR Y-algebra, a € A egy elem, és legyen p €
Ts(X,) egy fa. Az fr(ap) € A* sz6t a kovetkezSképpen definialjuk:
(i) ha p € X,,, akkor fr(ap) = a,

(ii) ha p = o(p1,...,pm), akkor fr(ap) = fr(aip:) ... fr(ampm), ahol o €
Zm; UA(a) - (ah s 7am)7 Py Pm € TZ(Xn)a m > 0.

Barmely p € Tx(X,) fara legyen mh(p) = min{|u| : v € g(p)}, azaz
mh(p) a legrévidebb, p gyokerétél valamely leveléig vezetd tt hossza. Most
felidézziik a nilpotens DR >-algebrak definiciojat [4]-bél.

3.2.3. definicié. Egy A = (A,>) DR >-algebra nilpotens, ha van olyan
k > 0 egész szam és a € A elem, hogy minden a € A elemre és p € T5(X,,)
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fara, ahol mh(p) > k, teljesiil az fr(ap) = @' egyenléség valamely [ természe-
tes szamra. Ezen a elemet A nilpotens elemének szoktuk hivni, tovabba a
legkisebb olyan k egész szamot, amire a fenti feltétel teljesiil, A nilpotencia
fokdnak nevezziik.

3.2.4. segédtétel. A nilpotens DR algebrdk mindkét eldbb ismertetett de-
finicidja ugyanazt a DR Yi-algebra osztdlyt hatdrozzdk meg.

Bizonyitds. Legyen A = (A, 3)) egy DR >-algebra, legyen k egy természetes
szam, és legyen a € A egy olyan elem, amelyre teljesiil, hogy barmely a € A
elemre és p € Ts(X,,) fara, ahol mh(p) > k, érvényes az fr(ap) = a' egyenléség
valamely [ természetes szamra. Tekintsiink most egy legalabb & hossztisdgt
u € 3* sz6t. Ekkor tetszéleges olyan ¢ € Tx(X,,) fara, amire u a legrovidebb
1t ¢(t)-ben, azt kapjuk, hogy fr(at) = a” valamely I természetes szamra. Ez
azt jelenti, hogy au = a.

A forditott irdny igazolasdhoz legyen & > 0 egy természetes szam, és
legyen a € A egy olyan allapot, amelyre minden a € A elemre és minden
legalabb k hosszisagt v € >* széra au = a teljesiil. Tekintsiink most egy
tetszéleges p € Tx(X,,) fat, amelyre mh(p) > k teljesiil. Mivel g(p)-ben min-
den ut legalabb k hosszi, azt kapjuk, hogy fr(ap) = a' valamely [ természetes
szamra. Ezek szerint a szoban forgd definiciok a DR, >-algebrék ugyanazon
osztalyat definialjak. U]

Ahogy azt a sztring nyelveknél is lathattuk mar, létezik egy alapvetd
Osszefiiggés a nilpotens és monoton DR-fanyelvek kozott, ezt mondjuk ki a
kovetkez6 allitasban.

3.2.5. segédtétel. Minden nilpotens DR-fanyelv monoton. U]

3.2.6. kbvetkezmény. Legyen A egy nilpotens DR X, -faautomata, ahol
A = (A ag,a) és A = (A, Y). Van olyan < linedris rendezés A-n, hogy
a < mi(o(a)) teljesil minden a € A dllapotra, o € ¥, miveleti szimbdlumra
ésie{l,...,m} indexre (m > 0). O

Ugyancsak a sztring nyelvekhez hasonloéan a 3.2.5. segédtétel megfordi-
tasa nem érvényes.

Mivel minden 2 nilpotens DR-fanyelv monoton, felirhatjuk ra a 2.3. al-
fejezetben definialt 2A-hoz tartozd ngy trividlis regularis kifejezést:
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N = Mk g, Te—1 "¢4_1 - -+ &1 Ty
ahol minden 7 indexre (0 <17 < k)

M= (04 F oo by ) e (B )
és ahol
1) az yi,.... 4, elemek pontosan az {r. € X,| a; € A®)} halmazt adjik,

2) pt=0(&,,...,&,, ) olyan o € 3, miiveleti szimbolumra és &;,, ..., &, €
Zr segédvaltozokra, hogy egyrészt o(a;) = (67HE&,), ..., 1&,)),
méasrészt nincs olyan v index (1 < v < m), amelyre a; = m,(0(a;))
teljesiilne (1 < s <1;),

3) tt =0(&,,...,&,)olyan o € X, miveleti szimbolumra és &;,, ..., &, €
Zp segédvaltozokra, hogy egyrészt o(a;) = (67 &), .., H&,)),
méasrészt van olyan v index (1 < v < m), amelyre a; = m,(0(a;))
teljesiil (1 < s < 5;),

4 ol o+ HL

Vizsgaljuk meg az imént részletezett ngy reguléris (X, U Zg)-kifejezést.
Nyilvanvalé, hogy minden 7n;-ben (0 < ¢ < k) az iteracios rész iires, mivel
nincs olyan o € ¥, miiveleti szimbolum és a € A\ {ax} allapot, amelyekre
a eléfordulna o(a) eredményvektoraban. Ezek szerint ezeket az iteracios
részeket elhagyhatjuk ng-bol. Ezekkel az elhagyéasokkal leegyszerisitettiik
az 2U-hoz tartozo trividlis reguléris kifejezést, amit az A-hoz tartozé sima
requldris kifejezésnek neveziink, és 6t (g-val fogjuk jeldlni.

=Xl

3.3. A nilpotens DR-fanyelvek jellemzése
Késobb hasznalni fogjuk a kovetkezs segédtételt.
3.3.1. segédtétel. Minden véges DR-fanyelv nilpotens.

Bizonyitds. Legyen T egy tetszéleges véges DR-fanyelv, és legyen 2 egy a
T-t felismer6 redukalt és sszefiiggé DR-faautomata. Nyilvanvalé, hogy ¢(T')
véges, és igy van g(T')-ben leghosszabb ut. Ebbél az kovetkezik, hogy minden
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ennél hosszabb szd beolvasasa 2-ban egy csapda allapotba vezet, de mivel
2 redukalt és osszefiiggs, igy benne pontosan egy csapda allapot van. Ezek
alapjan 2 nilpotens az 1 +max{u | u € g(T)} nilpotencia fokkal és a csapda
allapottal mint nilpotens elemmel. U

A kovetkez6 segédtétel hasonlé a monoton fejezetben latott 2.6.5. tételhez
azzal a kiilonbséggel, hogy nem koveteljiik meg a monotonitast.

3.3.2. segédtétel. Legyen S és'T' DR-fanyelvek, és leqgyen x € X,, egy vdl-
tozd. Ha root(T) N Xg, =0, akkor T -, S determinisztikus.

Bizonyitds. A bizonyitas menete megegyezik a monoton fejezetben latott
2.6.5. tétel bizonyitasdnak menetével azzal a kiilonbséggel, hogy mind a fel-

tételekbél mind a konklazidobél elhagyjuk a monotonitast mint tulajdonsagot.
O]

Most bevezetiink egy fogalmat, amely majd a nilpotens DR-fanyelvek
x-szorzatra vald zartsaganak vizsgalatanal kap fontos szerepet.

3.3.3. definici6. Azt mondjuk, hogy egy S C Tx(X,) fanyelv dt-teljes,
ha barmely u € ¢(S) szora és u barmely w = wy ... w_jw; prefixére, a
wy ... wi— 1w sz6 prefixe valamely ¢(S)-beli szonak (w,wy,...,w € 3,1 € N).

Mint ahogy azt az alabbi segédtétel is mutatja, az x-szorzat megérzi az
ut-teljes tulajdonsagot.

3.3.4. segédtétel. Legyen x € X,, egy tetszdleges vdltozo, valamint legyenek
S CTw(X,) ésT CTx(X,) tetszdleges fanyelvek. Ha S és T it-teljes, akkor
T -, S is it-teljes.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a segédtétel feltételei teljesiilnek. Vegyiink egy
u sz6t g(1 -, S)-bél, és vegyiik u egy tetszéleges w = wy ... w;_jw; prefixét
(wy,...,w; €%, 1 € N). Legyen tovabbd w € 3! szintén tetszélegesen vélasz-
tott. Ha u € ¢(S), akkor wy ... w,_yw prefixe valamely ¢(S)-beli szonak,
mivel S tt-teljes, és igy wy ... w_w prefixe valamely g(1 -, S)-beli szonak.
Ha u = usur, ahol us € g.(S) és ur € g(T), akkor harom esetet kiilonboz-
tetiink meg:

(i) Ha w prefixe ug-nek, akkor wy...w;_jw prefixe valamely g¢(S)-beli
szonak, mivel S at-teljes. fgy w; ... wj_1w prefixe valamely g(T -, S)-
beli sz6nak.
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(ii) Ha ug = e, akkor wy ... w;_qw prefixe valamely ¢(T')-beli szonak, mivel
T at-teljes. Igy wy ... w_ w prefixe valamely ¢(7T -, S)-beli szonak.

(iii) Ha ug prefixe w-nek, akkor létezik olyan i pozitiv egész szam, hogy
us = wy ... w; teljesiil. Ebben az esetben w1 ... w_jw prefixe vala-
mely g(T')-beli szonak. Mivel ug € g,(S5), ezért wy ... w;wiq ... w1 w
prefixe valamely ¢(7 -, S)-beli szonak.

Mivel minden esetben wy ... w;,_jw prefixe valamely g(7" -, S)-beli szonak,
ezzel belattuk, hogy T -, S ut-teljes. U]

A fenti segédtétel [11]-ben a DR-fanyelvekre lett kimondva, de az a fa-
nyelvek osztalyéara is érvényes.

A kovetkez6 tulajdonsag szintén a nilpotens DR-fanyelvek z-szorzatra
vald zartsagénak biztositasdhoz fog kelleni.

3.3.5. definici6. Legyen x € X, egy tetszéleges valtozo. Egy S C T5(X,,)
fanyelvet x-termindlonak neveziink, ha teljesiil ra4 a kovetkezé feltétel. Min-

den u € ¢(S) ttra, ha u nem valodi prefixe egyetlen w € ¢(S) atnak sem,
akkor u € g,(S).

Most pedig az imént definialt fogalmak felhasznalasaval adjuk meg a nil-
potens DR~fanyelvek x-szorzatra valo zartsaganak elégséges feltételét.

3.3.6. tétel. Legyen x; € X, egy vdltozd, valamint legyenek S C Tx(X,,) és
T C Tx(X,) nilpotens DR-fanyelvek. Ha root(T) N Yg., = 0, valamint S
véges, ut-teljes és x;-termindld, akkor T -,, S nilpotens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a tétel feltételei. Legyenek 21 =
(A, ap,a) és B = (B, by, b) rendre S-t és T-t felismer6 redukalt, osszefiiggd
és normalizalt nilpotens DR >1X,,-faautomatak, ahol

e A=(A%), a=(AD, . AW)
e B=(B,%), b=(BW, ... BM) &
e AN B =1.

Legyenek rendre k ¢s [ az 2 és B nilpotencia fokai, valamint legyenek rendre
a és b az 2 és B nilpotens elemei.



FEJEZET 3. NILPOTENS NYELVEK 53

Megszerkesztiink egy € = (C, ¢, ¢) nilpotens DR, Y.X,,-faautomatat, amely
felismeri T -,, S-t. Legyen

C=(C,%), C=(AUuB)\{a}, co=ap ésc=(CY ... .C"),

ahol ¢ komponensei a kovetkezéképpen vannak definidlva:

AV UBUUAD haz; €T, j+i,

o) — AD U BY), ha x; €T, j #1,
) BYUA®, hax; €T, j=i,
B, haa; €T, j=i.

Ezek utan 3l elemeinek C-ben valo realizéltjait adjuk meg. Minden o € 3]
miveleti szimbo6lumra és ¢ € C allapotra legyen

o®(c), hace B,
oC(c) = oB(by), hace AD, ¢ e root(T),
] oB(b), hace AV, cut =a barmely u € d-re,
o*(c), maskiilénben.

Elgszor megmutatjuk, hogy T(€) = T -,. S. Ahhoz hogy belassuk a
T(€) C T -, S tartalmazast, tekintsiik ¢ definiciojat. Nyilvanvalo, hogy
CU)-nek minden esetben tartalmaznia kell BY)-t. Ezutan, ha j # i, akkor
CU)-nek tartalmaznia kell AY)-t, hogy T(€)-ben megtartsunk minden olyan
xj-utat, ami T(2()-ban is megvolt. Végiil, ha x; € T, akkor le kell tudnunk
¢-ben vezetni z;-t A®) minden allapotabol, ugyanis ebben az esetben g, (5)
minden ttja benne van g, (1 -, S)-ben is. A T -,, S C T(¢&) tartalmazas
igazoldsahoz tekintsiik 0¢(c) definidlasat, amely ugye négy részbél all. Az
els6ben B szerinti felismerést biztositunk €-ben. A mésodik és harmadik
rész biztositja azt, hogy egy T -,, S-beli 1t felismerése, amely éppen egy
a € A9 allapotban tart, folytathato B-ben. Ez azért fontos, mert barmely
x; € X, valtozoéra és barmely olyan uv € g, (T -5, S) utra, ahol v € g, (T) és
U € g, (S), fenn kell allnia a couv € CY) tartalmazasnak. Végiil, a negyedik
rész biztositja barmely ¢g(S)-beli at feldolgozasat €-ben. A root(T)N>g,, =
feltétel garantalja szamunkra azt, hogy € egy tetszéleges fa felismerésének
barmelyik lépésében el tudja doénteni, hogy a kovetkez6 szimbélumot még 2-
ban vagy mar B-ben kell kiértékelni. Igy megkaptuk a kivant T(€) =T -, S
egyenlGséget.

Most megmutatjuk, hogy € nilpotens. Nyilvanvalo, hogy a az 2 csapda-
allapota, mivel S véges. S6t, minden a € A allapotra és u,u’ € > bettikre
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au = a maga utan vonja az au’ = a egyenl6séget, ugyanis S ut-teljes. To-
vabba, mivel S x;-terminal6d, ezért minden olyan a € A\ {a} allapotra,
amelyre av = a teljesiil valamely v € )y bettire, azt kapjuk, hogy a € A®,
fgy felhasznalva azt, hogy 71" nilpotens, kénnyen kapjuk a cw = b egyenléséget
minden ¢ € C allapotra és minden legalabb %k + [ hosszlsagi w € 3* ftra.
Mindezek alapjan megallapithatjuk, hogy € nilpotens a b nilpotens elemmel
és k + l-nél nem nagyobb nilpotencia fokkal. U]

3.3.7. segédtétel. A Tx(Y) DR-fanyelv barmely Y C X, vdltozéhalmazra
nilpotens.

Bizonyitds. Legyen Y C X, valtozok egy halmaza, és legyen T = T (Y') egy
tetsz6leges DR-fanyelv. Megkonstrualunk egy olyan 21 = (A, ap,a) DR XX~

faautomatat, amelyre A = ({ag}, %), 0(ag) = (ao,...,ao) barmely o € %
miveleti szimbolumra, és a = (AM, ..., A™) ahol A® = {ay}, ha ; € Y,
kiilonben A® = . Nyilvanvaléan T'(2) = T, tovabba 2 nilpotens az ag
nilpotens elemmel és a 0 nilpotencia fokkal. [l

Most bevezetjiik a regularis >2X,,-kifejezések azon specialis alakjat, ame-
lyek a nilpotens DR-fanyelveket fogjék leirni.

3.3.8. definicié. Egy 7 = g ¢, ... -5 1m0 lanccal megadott fanyelvet sima
R-ldnenyelvnek neveziink, ha egyrészt minden ¢ indexre (0 < i < k)

(i) T{(n;) véges és ut-teljes,
(ii) 0 # leaves(T (1) \ Xn) € {Siv1,- .-, &k}, €5
(ili) root(T(Ni1)) N Xrie, e o) i = 0

masrészt T'(nk) = 7 ¢, Tu(Y U{&}), ahol YV, Z C X,.

A nilpotens DR-fanyelvek regularis kifejezéssel torténd jellemzésének fGe-
redménye a kovetkezs tétel.

3.3.9. tétel. Legyen T C T (X,) egy DR-fanyelv. T akkor és csakis akkor
nilpotens, ha & egy sima R-ldncnyelv.
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Bizonyitds. Legyen T egy nilpotens DR-fanyelv, és legyen 2 az &t felis-
mer6 redukalt és normalizalt nilpotens DR Y X,,-faautomata. Szerkessziik
meg az A-hoz tartozd (y sima regularis kifejezést, amivel T-t éppen sima
R-lancnyelvként adtuk meg.

A forditott irany igazolasahoz legyen T C Tx(X,,) egy DR-fanyelv, és
legyen 7 = g ¢, ... g Mo egy sima R-lancnyelv, amelyre T(n) = T. A
3.3.7. segédtétel alapjan nyilvanvalo, hogy T'(n,) nilpotens. A 3.3.2. és 3.3.4.
segédtételek ismételt alkalmazasaval azt kapjuk, hogy T'(nk—1 ¢, --- ¢; o)
ut-teljes DR-fanyelv, s6t, nilpotens is a 3.3.1. segédtétel miatt. Tovabba
lathatjuk, hogy T (ne—1-¢,_,---e M) Ee-termindld, mivel T(Ng_1-¢, - -¢,M0)
minden z-ttja valodi kezddszelete T'(nx—1 ¢, , - .. ¢, o) valamely p-titjanak
(z € X,,). Igy a 3.3.6. tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy T(mk ¢, ... ¢, 7o)
nilpotens, azaz T’ is nilpotens.



4. fejezet

Zartsagi tulajdonsagok vizsgalata

Az el6z6 fejezetekben ismertetett eredmények vizsgalata soran akarva —
vagy éppen akaratlanul — talalkozunk az adott DR-fanyelv vagy annak egy
részosztalyanak zartsagi tulajdonsigaival. Ebben a fejezetben a determi-
nisztikus felszallo fanyelvek Boole- és reguléaris miveletekre valo zartsagi tu-
lajdonsagait gy(jtjiik 6ssze, ahol kitériink a monoton-, valamint a nilpotens
részosztalyokra is. Egyes miiveleteknél megemlitiink olyan sziikséges és/vagy
elegendd feltételeket is, amelyek mellett az éppen vizsgalt osztaly (vagy an-
nak egy részosztalya) zart, vagy éppen nem zart az adott miveletre. A DR-
fanyelvek zartsagi tulajdonsagaira vonatkozoan [12]-ben tobb mas miiveletre
kiterjedé Osszegzést is talalunk.

4.1. Egyesités

Ismert tény, és kordbban méar hivatkoztunk is ra, hogy a DR-fanyelvek
nem zartak az egyesitésre. Ezt az alabbi klasszikus példa is igazolja.

4.1.1. példa. Vegyiik az S = {o(x,x)} és T = {o(y,y)} DR-fanyelveket.
Nyilvanvalo, hogy S és T' determinisztikusak, de SUT nem determinisztikus,
mert nem is zart.

Az el6z6 példabol az is kdvetkezik, hogy sem a monoton-, sem a nilpotens
DR-fanyelvek osztalya nem zart az egyesitésre, ugyanis S és T egyszerre
monoton és nilpotens DR-fanyelvek. Mas a helyzet azonban akkor, ha két
DR-fanyelv egyesitésének determinisztikussaga mér adott. Ennek megvizs-

56
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galasdhoz sziikségiink lesz a kovetkez6 definiciokra.

4.1.2. definicié. Az A = (A3) é& B = (B,>) DR >-algebrak direkt
szorzatdn az Ax B = (A x B,>) DR Y-algebrat értjiik, ahol barmely o € 3,
miiveleti szimbolumra és (a,b) € A x B elemparra

a5 ((a,b)) = ((mi(a™(@), (D)), .. ., (Tm(0 (@), T (0 (D))))

teljesiil.

4.1.3. definicié. Az A = (A, ag,a) és B = (B, by, b) DR XX, -faautomatak
egyesités direkt szorzaldn az

A x"B = (A x B, (ag,by),a x" b)

DR >X,-faautomatat értjiik, ahol egyrészt a x“ b € p(A x B)", masrészt
(ax"b)® = (AD x BYU (A x B®) (1 <i<n).

Az el6z6 definicioval egy hatékony eszkozt kaptunk arra, hogy az egyesi-
tésre valo zartsag sziikséges és elegendd feltételét megfogalmazzuk. Az Egye-
sités alfejezetben szerepld Osszes eredmény [3]-bol szarmazik.

4.1.4. tétel. Legyen A és B két normalizdlt DR X, -faautomata. Ekkor
T UT(B) akkor és csakis akkor determinisztikus, ha T(2) U T(B) =
T(A xYB).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T (1) UT(28) determinisztikus. Figyeljiik meg,
hogy
TERYUT(B) C T x"B)

tetszGleges 2 és B DR > X,-faautomatakra teljesiil. Vegyiink most egy p €
T (A xYB) fat. Ekkor az egyesités direkt szorzat definicidja alapjan, felhasz-
nalva 2 és B normalizaltsagat, azt kapjuk, hogy a g.(p) C g.(T' () UT(B))
tartalmazas minden x € X, valtozora teljesiil. Ezek szerint p benne van
T() U T(B) lezartjaban. Ugyanakkor, mivel T'(2A) U T(8) determiniszti-
kus, igy zart is, azaz egybeesik a lezartjaval. Igy azt kapjuk, hogy p €
T UT(B).

A forditott irany nyilvanvalo, hiszen I x“ 9B determinisztikus. U]

A kovetkezd segédtételre sziikségiink lesz.
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4.1.5. segédtétel. Legyen A = (A, ap,a) egy nilpotens DR >.X,,-faautomata.
Létezik olyan B = (B, by, b) normalizdlt nilpotens DR Y.X,-faautomata,
amelyre T'(2A) = T(B).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 2 egy nilpotens DR > X,,-faautomata, amelynek
a a nilpotens eleme, nilpotencia foka pedig k. Normalizaljuk 2-t a kévetkezo
modon: ha o(a) (0 € 3, a € A) tartalmaz 0-allapotot, és a maga is egy
0-allapot, akkor o(a)-t helyettesitsiik a o(a) = (a,...,a) értékkel. (Vegyiik
észre, hogy ha a nem 0-allapot, akkor egyetlen allapot sem az.) Jeldljiik az
igy kapott DR Y.X,,-faautomatat 2A* = (A*, ap, a)-val. Ekkor 2* normalizalt,
determinisztikus, és T(*) = T(2) (ahogy az méar [9]-ben is ismertetésre
keriilt). Amit még meg kell mutatni, hogy 2* nilpotens. Ehhez elegendé azt
az esetet megvizsgalni, amikor a 0-allapot. Legyen tehat a € A egy allapot és
p € T (X,,) egy olyan fa, amelyre mh(p) > k. Ekkor p 2-ban és 2*-ban valo
feldolgozéasa az a allapothdl kiindulva egybeesik egészen addig, amig 2(-ban el
nem ériink egy O-allapotot. Itt 2A* az a allapotba keriilt, és itt is marad amig
a maradék részfat feldolgozzuk. Igy 2* is nilpotens az a nilpotens elemmel,
a nilpotencia foka pedig szintén k. U

A nilpotens DR-fanyelvek zartsagara vonatkozoan érvényes a kdvetkezd
tétel.

4.1.6. tétel. Legyenek S C T5(X,) és'T C Tx(X,,) nilpotens DR-fanyelvek.
Ekkor SUT akkor és csakis akkor nilpotens, ha determinisztikus.

Bizonyitds. Ha S U T nilpotens, akkor definicié szerint determinisztikus is.
A forditott irdny igazolédsdhoz tegyiik fel, hogy S U T determinisztikus.
Legyen S = T'() és T' = T(8), ahol 2 és B normalizalt nilpotens DR »..X,-
faautomatak, amelyeknek a nilpotencia foka rendre k és [. A 4.1.5 segédtétel
szerint ilyen 24 és B létezik. Tovabba, a 4.1.4 tétel miatt SUT = T(A x-B).
Innen mar egyszerii modon igazolhat6, hogy 20 x* B nilpotens a max{k,(}
nilpotencia fokkal. O

Nyilvanvalé, hogy hasonlo allitast tehetiink a monoton DR~fanyelvekre is.

A tovabbiakban — az érdekesség kedvéért — arra vonatkozoan is adunk
sziikséges és elegendd feltételt, hogy mikor nem determinisztikus két DR-
fanyelv egyesitése.

4.1.7. tétel. Legyeneck S C Tx(X,) és T C Tx(X,) DR-fanyelvek. Ekkor
SUT akkor és csakis akkor nem determinisztikus, ha van olyan p € Tx(X,,)
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fa, x,y € X, vdltozdk, valamint u € g,(p) és v € g,(p) kiilonbozd utak, hogy
u € g.(9), de u ¢ ¢.(T), valamint v € ¢,(T), de v & ¢,(5).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy S UT nem determinisztikus. Legyenek 2 és B
normalizalt DR > X ,-faautomatak, melyek rendre az S és T" DR-fanyelveket
ismerik fel. Mivel SUT nem determinisztikus, ezért létezik olyan p € T5(X,,)
fa, amelyre p € T(A x“B), de p € T(A) és p & T(B). Ennél fogva vannak
olyan x,y € X,, valtozok és u € g,(p), v € g,(p) utak, hogy egyrészt u # v,
masrészt u € g,(S) \ g.(T) és v € ¢,(T) \ g,(9).

A forditott irdny bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy van olyan p € Tx(X,,)
fa, z,y € X, valtozok és u € g.(p), v € ¢,(p) utak, hogy egyrészt u #
v, masrészt u € ¢,(S) \ g(T) és v € g,(T) \ ¢g,(S). Jeldljiik w-vel u és
v maximalis kozos kezdGszeletét. Ekkor u és v felirhaté az u = wo;u/ és
v = wo;v" alakban, ahol ¢ # j. Mivel u € g,(5), ezért van olyan ¢ € S fa,
amelyre u € g,(q). Hasonloan létezik olyan ¢ € T fa, amelyre v € ¢,(¢).
Legyen r az a fa, amelyet tigy kapunk ¢-bél, hogy annak a wo; pontjaban
16v6 részfajat lecseréljiik a q fa wo; pontjaban 1évé részfajaval. Nyilvanvaldan
r nincs benne S U T-ben, de benne van S U T lezartjaban. fgy S U T nem
determinisztikus. U]

Nyilvanvalé, hogy az el6z6 tétel feltételeit kielegité fak nem unarisak. Igy
érvényes az alabbi kévetkezmény.

4.1.8. kévetkezmény. Legyenek S C 1%(X,) és'T C T5(X,,) DR-fanyelvek.
Amennyiben S\'T C Tx (X,,) vagy T\ S C T, (X,,), akkor SUT determi-
nisztikus. UJ

Ezen utébbi allitas a 4.1.6 tétellel egyiitt a kdvetkez6 allitast eredményezi.

4.1.9. kévetkezmény. Legyen S C Tx(X,,) és T C Tx(X,) két nilpotens
DR-fanyelv. Ha S és T kozil az eqyik csupdn az undris fdiban kilonbozik a
mdsiktol, akkor S U'T nilpotens. U

A 4.1.6 és 4.1.7. tételekbdl kapjuk az alabbi kévetkezményt.

4.1.10. kévetkezmény. Legyen S C Tx(X,,) ésT C Tx(X,,) két (nilpotens)
DR-fanyelv. Ha érvényes a root(S) Nroot(T) = O dsszefiiggés, akkor SUT
is (nilpotens) DR-fanyelv. O
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Koénnyen lathato, hogy az el6z6 kivetkezményt monoton DR~fanyelvekre
is kimondhatjuk.
Az alabbi nyilvanvalo allitasra még sziikségiink lesz.

4.1.11. segédtétel. Legyenck S C Tx(X,) és T C Tx(X,) nilpotens DR-
fanyelvek. Ekkor minden x € X,, vdltozdra érvényes, hogy amennyiben g.(S)
és g.(T') végtelenek, akkor g.(S) \ g.(T) és g.(T) \ g.(S) végesek. O

4.1.12. kbévetkezmény. Legyenek S C Tx(X,) és T C Tx(X,) olyan nil-
potens DR-fanyelvek, amelyekre S\ T € Tx,(X,). Ha valamely v € X,
vdltozora g.(T) \ g.(S) végtelen, akkor S UT nem nilpotens.

Bizonyitds. Legyen S C T5(X,,) és T" C Tx(X,,) két nilpotens DR-fanyelv
és tegyiik fel, hogy S\ T ¢ T%,(X,). Legyen tovabba z € X, egy olyan
valtozo, amelyre g,.(T) \ g.(S) végtelen. Vegyiink most egy olyan p € S\ T
fat, amelyre p & Ty, (X,,). Ekkor létezik olyan y € X, valtozo és u € g,(p) 1t,
hogy u & g,(T). Tegyiik fel, hogy S és T nilpotencia foka rendre k és [. Ekkor
minden olyan r € Ts(X,,) fa benne van T-ben, amelyre mh(r) > [ és fr(r) =
2" valamely ¢ € N mellett. Legyen ¢ az a fa, amelyet gy kapunk p-bél,
hogy p minden levelét — kivéve azt, amelyhez az u Gt vezet — helyettesitjiik
egy olyan r faval, amelyre mh(r) > max{k,l} és fr(r) = 2' valamely t € N
mellett. A 4.1.11 segédtétel miatt g..(S) véges, igy ¢ nyilvanvaléan kielégiti a
4.1.7 tétel feltételeit. Ezek szerint S UT nem determinisztikus, és igy a 4.1.6
tétel miatt nem is nilpotens. U

Az el6z6 allitasbol azonnal kapjuk az alabbi kévetkezményt.

4.1.13. kbévetkezmény. Legyen S C Tx(X,) és T C Tx(X,) két nilpotens
DR-fanyelv. Ha S véges, T wvégtelen és S\'T € Tx,(X,), akkor SUT nem
nilpotens. U

4.2. Metszet

A metszetre valo zartsag targyalasdhoz vegyiik a kovetkezs definiciot.

4.2.1. definicié. Az A = (A, ap,a) és B = (B,by,b) DR > X, -faautomatak
metszet direkt szorzatdn az

A x"B = (A x B,{ag,b),ax"b)
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DR Y. X, -faautomatat értjiik, ahol egyrészt (a X" b) € p(A x B)"™, masrészt
(ax"b)® — A® x BO (1< < n)

Ez a definicié nagy segitséget nyijt a metszetre vald zartsag igazolasahoz.
Az alabbi két tétel [3]-bol szarmazik.

4.2.2. tétel. Legyenek A ésB DR Y. X, -faautomatdk. Ekkor T(2L)NT(B)
T(A x"B).

ol

Nyilvanvalé, hogy nilpotens DR-fanyelvek metszet direkt szorzata is nil-
potens, igy érvényes a kovetkez tétel.

4.2.3. tétel. A nilpotens DR >.X,,-fanyelvek osztdlya zdrt a metszetképzésre
nézve. U]

Koénnyt igazolni, hogy a monoton DR-fanyelvek osztalya is zart a met-
szetképzésre.

4.3. Komplementerképzés

Legven T' C Tx(X,) egy fanyelv. T komplementere alatt a Tx(X,) \ T
fanyelvet értjiik, és c(1)-vel jeloljiik. Tovabba, minden 7" C Tx(X,,) fanyelvre
és © € X, valtozora jelolje T'(x) a T N Ty, ({x}) fanyelvet, azaz T(x) azon
T-beli (unaris) fakbol all, amelyek levelei mindegyikén az x valtozo szerepel.

A DR-fanyelvek osztalya nem zart a komplementerképzésre, ezt bizonyitja
az alabbi példa.

4.3.1. példa. Legyen > = Yy = {0}, x € X, és legyen adott a T =
{o(x,z)} DR-fanyelv. Ekkor a p = o(x,x) fara nyilvanvaléan p & c(T).
A o(x,0(x,x)) és o(o(x,x),x) fak azonban benne vannak c(7)-ben, igy
01,02 € ¢.(c(T)). Ez azt jelenti, hogy a p fa benne van ¢(7T') lezartjaban, de
mivel tudjuk, hogy ¢(7)-ben nincs benne, igy ¢(1') nem zart. Ez azt jelenti,
hogy ¢(T") nem is determinisztikus.

Ugyanezt az eredményt az egyesitésre és metszetre vald zartsagi tulaj-
donsagokbol is megkaphatjuk. Elég arra gondolni, hogy tetszéleges A, B
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halmazokra érvényes az AU B — AN B 6sszefiiggés. Ugyanezen meggon-
dolas miatt kijelenthetjiik, hogy a monoton DR-fanyelvek osztalya sem zart
a komplementerképzésre.

A nilpotens DR-fanyelvek komplementerképzésre valo zartsaga is meg lett
vizsgalva [3]-ban, innen szarmaznak az alabbi eredmények.

4.3.2. segédtétel. Tegyiik fel, hogy >; = 0 minden i > 1 indexre. Ekkor
eqy T C Ts(X,,) fanyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha minden r € X,
vdltozora T(x) vagy ¢(T)(x) véges.

Bizonyitds. Ha 'I' nilpotens, akkor nyilvanvaléan minden z € X,, valtozora
T'(x) is nilpotens. Ekkor azonban felhasznalhatjuk a nilpotens sztring nyelvek
egyik jol ismert Osszefiiggését (3.1.3. segédtétel), igy kapjuk, hogy T'(x) vagy
c(T)(x) véges.

A forditott irdny igazolasdhoz tegyiik fel, hogy minden x € X,, valtozora
T(x) vagy c¢(T)(x) véges. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben barmilyen
S C Tx(X,) fanyelvre és v € X,, valtozora a ¢,(5) és ¢.(S(x)) ut-nyelvek
egybeesnek. Tovabba, a nilpotens sztring nyelvek egy masik klasszikus jel-
lemzése szerint (lasd [14]), a nilpotens sztring nyelvek szintaktikus féleso-
portjai nilpotensek. Ezek szerint g.(T') és g.(c(1T")) szintaktikus félcsoportjai
nilpotensek. Ebbél (a [4]-ben 1évé Theorem 5 bizonyitasat is felhasznalva)
kovetkezik, hogy T és ¢(T') nilpotensek. O

Az el6z6 allitashol azonnal adodik az alabbi kévetkezmény.

4.3.3. kdvetkezmény. Amennyiben Y; = O minden ¢ > 1 indexre, akkor
eqy T C Tx(X,) fanyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha annak c(T')
komplementere nilpotens. U

Eddig csupan unaris miiveleti szimb6lumokbol 4116 rangolt dbécét vettiink
alapul. Most kitériink a nem unaris esetre is.

4.3.4. segédtétel. Tegyiik fel, hogy >:-ban létezik legaldbb egy olyan midveleti
szimbdlum, amelynek aritdsa nagyobb 1-nél. Legyen tovdbbd T C Tx, (X,,) egy
fanyelv. Ekkor T akkor és csakis akkor nilpotens, ha véges. Tovwdbbd, ha T
nilpotens, akkor c(1T') is nilpotens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T C Tx(X,) egy végtelen, nilpotens DR-
fanyelv, amelyet felismer egy k nilpotencia foka A = (A4, ap,a) DR ¥X,,-
faautomata. Legyen a az 2 nilpotens eleme. Mivel T" végtelen, ezért létezik
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olyan p(x) € T fa (x € X,,), amelyre height(p) > k. Ennél fogva a € a(z).
Ez viszont azt jelenti, hogy minden olyan ¢ € Tx({x}) fa, amelyre mh(q) > k
teljesiil, benne van T-ben. Ez azonban ellentmond azzal a feltevéssel, hogy
T C Ty, (X,,).

A forditott irany igazolasahoz tegyiik fel, hogy T' C 7%, (X,,) véges. Kon-
strualjuk meg az A = (A, ap,a) DR X, -faautomatat a kovetkezéképpen.
Legven k = max{height(p) | p € T'}. Az A allapothalmazt hatarozzuk meg
gy mint

A={ue¥* : |Ju <k}U{«}

Tovabba, minden o € ¥, (m > 0) miveleti szimb6lumra és u € 3* szora
legyen
Afy) — { (uoy, ..., uoy), ha |u| <k,

(, .00y %), kiilonben,

és legyen
oA (%) = (x,...,%).

A kezdéallapotot hatarozzuk meg az ag = e Osszefiiggéssel, mig a végallapot
vektor legven a = (g, (T),..., gz, (T)). Nyilvanvalo, hogy 2l nilpotens a x*
nilpotens elemmel és a k& + 1 nilpotencia fokkal, valamint az is nyilvanvalo,
hogy T' = T(2). Koénnyen lathato tovabba, hogy az ' = (A4, ap,a’) DR
Y X,-faautomata, ahol a’ = (A\ AW, .. A\ A®) éppen c(T)-t ismeri fel,
igy ¢(T') is nilpotens. O

Ezutén feltételeket adunk arra vonatkozoan, hogy mikor nem nilpotens
egy nilpotens DR-fanyelv komplementere.

4.3.5. segédtétel. Tegyiik fel, hogy >:-ban létezik legaldbb egy olyan midveleti
szimbdlum, amelynek aritdsa nagyobb 1-nél. Legyen tovdbbd T C Tx(X,) egy
végtelen nilpotens fanyelv. Ha o(T) € T%,(X,), akkor ¢(T) nem nilpotens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T-t felismeri az 2 = (A, ap,a) nilpotens DR
> X, -faautomata az a nilpotens elemmel és a k nilpotencia fokkal. Mivel T
végtelen, igy van olyan 7z € X,, valtozo, amelyre a € o*(z). Tegyiik most fel,
hogy ¢(T) € T, (X,,) nilpotens, és 6t felismeri a B = (B, by, b) nilpotens DR
> X,-faautomata a b nilpotens elemmel és az [ nilpotencia fokkal. Vegyiink
most egy olyan p € c¢(T) fat, amelyre p & T, (X,,). Ekkor valamely (nem
feltétleniil kiilonboz6) x,y € X,, valtozokra léteznek olyan kiilonb6zé u €
g:(p) és v € g,(p) utak, hogy apu & a*(x) vagy agv & a®(y) teljesiil. Tegyiik
fel, hogy aou € o®(x), és tegyiik fel, hogy [ > k. Most vegyiik azt a ¢
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fat, amelyet gy kapunk p-bél, hogy benne a v tttal jelolt levélen 1&vé y
valtozot helyettesitjiik egy olyan tetszéleges r € Tx({z}) faval (z € X,),
amelynek magassaga legalabb [. Nyilvanvaléan ¢ € c(T). Ekkor b € (%)
minden z € X, valtozora teljesiil. Ezek alapjan minden olyan ¢ € T5(X,,)
fa, amelyre mh(t) > [, benne van ¢(7T)-ben. Azonban az eddigi feltevésiink
alapjan minden olyan t € T5({z}) fa, amelyre mh(¢) > [, benne van T-ben
is, ami ellentmondas.

A k > [ esetet hasonloképpen igazolhatjuk. U]

A 4.3.5. segédtételt felhasznalva mutatunk egy példat olyan nilpotens
fanyelvre, melynek komplementere nem nilpotens.

4.3.6. példa. Legyen Y = 3, = {o}. Vegyiik az A = (A,>]) DR Y.-algebrat,
ahol A = {ao} és o*(ao) = (ao,a). Végiil legyen 2 = (A4, ap,a) az a DR
Y X,-faautomata, amelyre AV = {ag} és A® = (. Nyilvanvaloan 2 nil-
potens és T(A) = Tx;({x1}). Mivel T(2) végtelen és ¥y = (), igy a 4.3.5.
segédtétel miatt ¢(7(2)) nem nilpotens.

Végiil azon T' DR fanyelveket fogjuk jellemezni, amelyekre mind 7', mind
c(T') nilpotens. A > = >]; esetet a 4.3.2. segédtétel fedi le.

4.3.7. tétel. Tegyiik fel, hogy >:-ban létezik legaldbb egy olyan miwveleti szim-
bélum, amelynek aritdsa nagyobb 1-nél, és legyen T C Tx(X,,) egy fanyelv.
Ekkor T és c(T) akkor és csakis akkor egyidejileg nilpotens, ha az aldbbi
allitdasok kozil valamelyik igaz:

(i) T CTx,(X,) ésT véges.

(ii) c(T) C Ts, (Xn) és c(T) véges.

Bizonyitds. Ha (i) teljesiil, akkor a 4.3.4 segédtétel miatt T és c(T') egyszerre
nilpotensek. A (ii) eset igazolasanal hasonloan jarhatunk el.

A forditott irany igazolasadhoz tegyiik fel, hogy T és c¢(T') egyszerre nil-
potensek. Ha T" véges, akkor ¢(T) végtelen, igy a 4.3.5 segédtételt hasznalva
kapjuk, hogy T" C Tx,(X,,), azaz (i) teljesiil. Ha T végtelen, akkor szintén
a 4.3.5 segédtétel miatt (1) C Tx,(X,). Ebbél a 4.3.4 segédtétel és c(T)
nilpotens volta alapjan kapjuk, hogy ¢(7T') véges, azaz (ii) is fennall. O]
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4.4. x-szorzat

Amint azt az alabbi példa mutatja, a DR-fanyelvek osztalya nem zart az
x-szorzatra.

4.4.1. példa. Legyen Y = 3, = {0}, v € X,,. Vegyik az S = {x,0(x,z)}
és T = {o(x,z)} DR-fanyelveket. Vegyiik tovabba a p = o(x,o(x,x))
fat. Vilagos, hogy p elgallithato ¢,.(1T -, S) utakbol, azonban p & T -, S =
{o(x,x),0(c(x,x),0(x,x))}, igy T -, S nem zart, és ezért nem is determi-
nisztikus.

A fenti példaban szereplé S és T DR-fanyelvek nilpotensek, és igy egy-
ben monotonok is, igy sem a nilpotens-, sem a monoton DR-fanyelvek osz-
talya nem zéart az x-szorzatra. A 3.3.2. segédtétel elégséges feltételt ad két
DR~fanyelv z-szorzatanak determinisztikussagara. Ugyanezt (pontosabban
a 2.6.5. segedtételt) felhasznalva kapunk egy elégséges feltételt a monoton
DR-fanyelvek esetére. A nilpotens DR~fanyelvek esetében a 3.3.6. tétel ad
elégséges feltételt arra vonatkozéan, hogy mikor nilpotens két nilpotens DR-
fanyelv x-szorzata.

4.5. x-1teracid

A kovetkezd példat tekintve megéllapithatjuk, hogy a DR-fanyelvek osz-
talya az x-iteraciora sem zart.

4.5.1. példa. Legyen > = >, = {0}, és legyen x,2 € X,,, ahol x # 2.
Vegyiik tovabba a T' = {o(x,x),0(x, 2),0(x,0(z,x))} DR-fanyelvet. Tekint-
siik a p = o(x,0(z,2)) fat. Konnyen lathato, hogy p eléallithato a g, (1T%%)
utakbo6l, azonban p &€ T*", azaz T™" nem zart, és igy nem is determinisztikus.

Mivel a fenti példaban szereplé T' DR-~fanyelv nilpotens, és igy egyben mo-
noton is, ez azt jelenti, hogy sem a nilpotens-, sem a monoton DR-fanyelvek
osztalya nem zart az z-iteraciora. A monoton DR-fanyelvek esetében azon-
ban tudunk mondani olyan elégséges feltételt, amely mellett az x-iteracio
megdrzi a monotonitast (2.6.12. tétel). Az érdekesség kedvéért megemlitiink
két segédtételt (2.6.9., 2.6.10.), amelyek arra adnak elégséges feltételt, hogy
mikor nem monoton egy monoton DR~fanyelv x-iteréltja.
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4.6. o-szorzat

Ismeretes tény, hogy a DR-fanyelvek zartak a o-szorzatra. Egy tetszéle-
ges o € Y, miiveleti szimbolumhoz és Ty, ..., T, C Tx(X,) DR-fanyelvekhez
konnyti lenne konstrualni olyan DR-faautomatat, amely a (77, ...,7T,,) DR-
fanyelvet ismeri fel. Egyszeriien csak venni kell a T, . .., T, DR-~fanyelveket
felismeré DR-faautomatéakat (amelyekre nyugodtan feltehetjiik, hogy alla-
pothalmazaik paronként diszjunktak), és ezek egyesitését kiegésziteni egy
1j kezddéallapottal, ahonnan a ¢ mivelettel pont a komponens-faautomatak
kezdGallapotai alkotta allapotvektorba jutnank.

Az iménti konstrukciohol az is latszik, hogy ha a komponens-faautomatak
allapothalmazainak mindegyikén érvényben volt egy-egy részbenrendezési
relacio, akkor azok "sértetlenek" maradnak az Gjonnan konstrualt faauto-
mataban (lévén az allapothalmazok diszjunktak voltak), s6t, ezek még kiter-
jeszthetGek is oly modon, hogy az Gj faautomata kezdgallapota relacioban
legyen a komponens-faautomatak kezdsallapotaival. Igy megallapithatjuk,
hogy a monoton DR~fanyelvek osztalya is zart a o-szorzatra.

A nilpotens DR-fanyelvek osztalyanal azonban mas a helyzet, ahogy azt
az alabbi példa is mutatja.

4.6.1. példa. Legyen x € X,, és > = 3; U Xy, ahol ¥y = {w} és Y = {0}.
Vegyiik a 77 = {w(x)} és Ty = Tx({x}) fanyelveket, amelyekrsl kénnyii
latni, hogy nilpotens DR-fanyelvek. Tegyiik fel, hogy a T" = o(1},13) DR-
fanyelv nilpotens. Tovabba tegyiik fel, hogy T = T(2), ahol 2 = (A4, ag, a)
egy nilpotens DR-faautomata, amely nilpotencia foka k, valamint nilpotens
eleme a. Nyilvanvalo, hogy ekkor aw = a teljesiil minden w € ) betre,
és mivel T' végtelen, igy a végallapot is egyben, azaz a € a(x). Vegyiink
most egy legaldbb k hosszisagt uw € »* szot, amely v = oywiv alaki,
ahol v € Mt. Mivel U nilpotens, ezért agu = a. Ekkor viszont létezik
olyan t € o(w(Tx({x})), Tx({x})) fa, amelyre egyrészt mh(t) > k, masrészt
u € ¢.(t). Mivel minden u' € g,(t)-beli atra ap’ = a, igy az a € a(x)
osszefiiggést felhasznalva kapjuk, hogy ¢t € T(2l), ez azonban ellentmondas,
hiszen ¢ & T.

Megallapithatjuk tehat, hogy a nilpotens DR-~fanyelvek osztalya nem zart
a o-szorzatra nézve.
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4.7. Zartsagi tulajdonsagok Osszegzése

Az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze a determinisztikus felszallo fanyel-

vek, illetve a nilpotens- és monoton DR-fanyelvek zartsagi tulajdonsagait a
Boole- és a regularis miiveletekre nézve.

H U ‘ N ‘ \ ‘ x-szorzat ‘ x-1terdcio ‘ o-szorzat
DR nem zart | zart | nem zart | nem zart | nem zart zart
nilpotens || nem zart | zart | nem zart | nem zart | nem zart | nem zart
monoton || nem zart | zart | nem zart | nem zart | nem zart zart




Ertékelés, osszegzés

Az értekezés els6dleges célja a sztring nyelvek és a determinisztikus fel-
szallo fanyelvek monoton- illetve nilpotens alosztalyainak regularis kifejezé-
sekkel torténd jellemzése volt. Ezen eredmények felirdsahoz sziikség volt
néhany zartsagi tulajdonsag megvizsgalasara is, igy az erre irdnyul6 ered-
mények is Osszegzésre keriiltek a teljesség igénye nélkiil.

A monoton sztring nyelvek felirasa regularis kifejezésekkel méar megtortént
[5]-ben, ezen eredmények emlitésre keriiltek az értekezés elején. Bevezettiik
tovabba az iteracios magassag fogalmat, majd meghataroztuk annak ossze-
fiiggését a monotonitassal. A monoton determinisztikus felszallo fanyelvek
jellemzésének érdekében elGszor adaptéltuk az iteracios magassag fogalmat,
és annak Osszefiiggéseit. Ezutan definidltuk a monoton DR-faautomatékhoz
tartozo trividlis reguléris kifejezést, majd ezen kifejezés egyszeriisitésével és
ekvivalens atalakitasaval foglalkoztunk. Ezt kdvetGen olyan elégséges feltéte-
leket hataroztunk meg, amelyek mellett a monoton determinisztikus felszallo
fanyelvek zartak az x-szorzat és x-iterécio miveletekre. Végiil bevezettiik az
altalanositott R-lancnyelv fogalmat, amelyek pontosan a monoton determi-
nisztikus felszallo fanyelveket irjak le.

A nilpotens sztring nyelvek jellemzésének céljabol bevezettiik a sima lanc-
nyelv fogalmat, és kitértiink annak alapvet6 tulajdonsagaira. A nilpotens de-
terminisztikus felszallo fanyelvek esetében elGszor az ut-teljes és x-terminalo
tulajdonségokat definidltuk, ezek segitségével hataroztuk meg az x-szorzatra
valo zartsag elégséges feltételeit. Végiil, a sima R-lancnyelvek fogalma keriilt
bevezetésre, amelyek mint regularis kifejezések, pontosan a nilpotens deter-
minisztikus felszallo fanyelveket irjak le. Mind a sztring-, mind a fanyelvek
esetében kitértiink a nilpotens nyelvek monoton nyelvekkel valo kapcsolatara
is.

Az értekezés utolso részében a determinisztikus felszallo fanyelvek Boole-
és regularis miveletekre valo zartsagi tulajdonsagait gytjtottiik ossze, kiilon
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kitérve a monoton-, illetve a nilpotens alosztalyokra. Egyes esetekben, ami-
kor egy adott osztaly nem volt zart egy adott mtveletre, 6sszegyijtottiik
azon feltételeket, amelyek elégségesek (vagy akar sziikségesek is) a zartsag
biztositasahoz.

Az értekezésen tul érdekes témakornek kindlkozik a determinisztikus fel-
szallo fanyelvek egyéb (pl. definit) alosztalyainak regularis kifejezésekkel
torténd jellemzése, valamint az erre vonatkoz6 zartsagi tulajdonsagok meg-
vizsgalasa. Ertelemszertien ezekre nem tértiink ki jelen értekezésben.



Koszonetnyilvanitas

Rendkiviil sok készonettel tartozom Dr. Gécseg Ferenc professzor tirnak a
doktori tanulméanyaim alatt tantsitott toretlen tamogatasaért és tiirelméért.
Koszonom, hogy bevezetett a faautomatak, és azon beliil a determiniszti-
kus felszallo fanyelvek témakorébe, halas vagyok mind az 6nzetlen szakmai-,
mind az emberi tamogatasaért, és koszoném hogy szakértelmével segitett a
helyes irany mindenkori betartasaban. Koszonettel tartozom tovabba Dr.
Filop Zoltan professzor tirnak a doktori tanulményaim alatt biztositott ta-
mogatasaért. Végiil, de nem utols6 sorban, halas vagyok a csaladomnak, és
kiilon koszondom feleségemnek, Csillanak, a rengeteg tiirelmet és biztatést,
amellyel atsegitett a kritikus pontokon, és hogy végig hitt a cél elérésében.
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Osszefoglald

Specialis faautomata osztalyok jellemzése

A fanyelvek kiilonb6z6 osztélyai koziil a determinisztikus felszallo fanyel-
vek (a tovabbiakban DR-fanyelvek) kitiintetett figyelmet kaptak az elmalt
évtizedekben, leginkabb azért, mert azok a regularis fanyelvek valodi részosz-
talya. A DR-fanyelvek egyes alosztalyai (monoton, nilpotens, definit, sth.)
is meg-megvizsgalasra keriiltek, és kiilonbdz6 modon, példaul szintaktikus
monoidokkal jellemezték 6ket. A monoton sztring nyelvekre, ahol a sztring
nyelvek alatt a klasszikus értelemben ismert véges automatak altal felismert
nyelveket értjiik, Gécseg F. és Imreh B. adott egy regularis kifejezésekkel tor-
téné jellemzést is. Ez adta az otletet, hogy vizsgdljuk meg a DR-fanyelvek
monoton és nilpotens alosztalyainak regularis kifejezésekkel torténd jellem-
zését. Ezen iranya kutatdsunk eredményei adjak jelen értekezés gerincét. Az
értekezés végén a DR-fanyelvek zartsagi tulajdonsagai is 6sszegzésre keriilnek
a Boole-, valamint a regularis miiveletekre nézve.

Alapfogalmak

Az értekezés elején az alapfogalmakat definidltuk, ezek ismeretére min-
denképpen sziikség van a féeredmények megértéséhez. Itt keriilnek ismer-
tetésre az abécé, véges automata, nyelv, valamint a reguléris kifejezések fo-
galma. A regularis kifejezéseknél definidljuk a redundans részkifejezés fogal-
méat (tigy mint azon részkifejezés, amelynek elhagyasaval az egész regularis
kifejezés altal leirt nyelv nem véltozik), és ezzel vezetjiik be a redukalt re-
gularis kifejezés fogalmat (amely nem tartalmaz redundans részkifejezéseket).

Késsbb hasonléo médon ismertetjiik a determinisztikus felszallo algebra,
faautomata és fanyelv fogalmét. Ugyanigy felidézziik a regularis >.X,,-kife-
jezéseket és definidljuk azok redukalt formait. Definidljuk a DR-fanyelvek
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vizsgalataban igen hasznos z-utakat (melyek halmazat g,-szel jeloljiik), és
néhany fakon értelmezett fliiggvényt, mint példaul a root, height, leaves és
Sub, amelyeket késébb elGszeretettel hasznalunk.

Monoton sztring nyelvek

Gécseg ¢és Imreh megéallapitotta, hogy egy sztring nyelv akkor és csakis
akkor monoton, ha el6allithato véges sok szeminormalis lancnyelv egvesité-
seként. Ez a jellemzés gyakorlatilag azt irja le, hogy egy monoton automata
milyen sorrendben halad az &llapotain keresztiil, mig fel nem ismeri a vizsgalt
szot, ahol az Osszes ilyen lehetséges allapotsorozat egy szeminormalis lancnak
felel meg. Ez adta az otletet, hogy a monoton DR-fanyelveket is az ket fel-
ismer§ monoton DR-faautomatak allapotainak sorozata szerint irjuk majd
le.

Ezutén bevezettiik az iteracios magassag fogalméat mind a regularis ki-
fejezésekre, mind az altaluk leirt sztring nyelvekre. Egy nyelv iteracios ma-
gassaga az annak iteraci6jaban résztvevs szavak koziil a leghosszabb hosszé-
val egyenls. Ugyan az iteracios magassagnak a monoton DR-fanyelvek vizs-
galatanal lesz fontos szerepe, azok az eredmények azonban a sztring nyelvekre
is érvényesek. Eszerint egy (()* alakban adott monoton sztring nyelvet leir6
redukalt regularis kifejezés iteracios magasséga legfeljebb 1.

Monoton determinisztikus felszall6 fanyelvek

A DR-fanyelvek esetében is definidljuk az (x-szerinti) iteracioés magassa-
got, amely azon leghosszabb x-tt hosszat jeloli, amely valamely fanyelv x-
iteraciojaban szerepet jatszik. Ugyanigy megmutatjuk a (¢)** alakban adott
redukalt regularis 2X,,-kifejezések altal leirt fanyelvekrél, hogy amennyiben
6k monotonok, akkor az x-szerinti iteracios magassaguk legfeljebb 1. Ennek
kés6bb is lesz szerepe, amikor a monoton DR~fanyelvek zartsdgat vizsgaljuk
az x-iteraciora nézve.

A koévetkez6kben vegyiink egy 2l monoton DR-faautomatat. Ahogy a
sztring esetben is megfigyelhettiik, itt is felirhaté az allapotok egy sorrendje,
amelyeken végighaladva egy-egy fat felismeriink. Ennek lefrasara alkottuk
meg az 2A-hoz tartozo6 trividlis reguléris kifejezést:

N = Mk e, Me—1 "¢y -+ €1 Moy
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ahol minden 7
Pt p Ayl ) e ()

alakii. Ez a kifejezés (jobbrol balra olvasva) gyakorlatilag 2 miikodését irja
le. Minden egyes 1; egy a; allapot mikddését szimulalja, ahol a t-k olyan

o(&, ..., &) alaka fak, amelyekre a; el6fordul o(a;) elemei kozott, mig a p'-k
olyan w(¢, ..., &) alaka fak, amelyekre a; nem fordul el6 w(a;) elemei kozott.

A &k mindegyike a &, . . . , & segédvaltozokhol keriil ki, ezek egy az egyben 2
allapotait jelentik. Az y'-k azok a valtozok, amelyeket le tudunk vezetni a;-
b6l. Megfigyelhetjiik, hogy a t* fakat dsszefogja még egy &;-iteracio, ugyanis a
t*-k gyokerében 1évs miiveleti szimbolumokat a;-n barmennyiszer alkalmazva
mindig egy olyan allapotvektort kapunk, amelyben szerepel a;. A kénnyebb
hivatkozas céljabol az egész ny kifejezést lancnak, a ti-s részt iteracios résznek,
a p'-ket és y'-ket Osszefogo részt pedig terminalé résznek nevezziik.

Ez a trivialis leiras természetesen egyszerisithets, mar csak azért is, mert
egy DR-fanyelvet tobb kiilonb6éz6 DR-faautomata is fel tud ismeri. Ezért
is volt érdemes megvizsgalni ny ekvivalens atalakitasait, hiszen azokkal al-
talanosabb format kaphatunk. Az egyik kézenfekvé atalakitas az n; tényezd-
ben vald felbontas, ha ez egyaltalan lehetséges. Erre vonatkozoan sziiletett
meg az a tétel, mely kimondja, hogy az n = 1, ¢, ... ¢, M0 kifejezés akkor
és csakis akkor bonthato fel az n; tényezében, ha 7; iteracios részében 1évé
minden fa leveleiben legfeljebb egyszer szerepel a &; segédvaltozo.

Egy masik egyszertsitési lehetség a segédvaltozok szamanak csdkkentése.
Ezt tgy érhetjiik el, hogy egyes valtozokat vagy segédvaltozokat ajra felhasz-
nalunk a fenti trivialis lefrasban. Ha példaul van a fenti lancban egy &;
segédvaltozo, amely az 7; tényezd terminéalo részében fordul els elGszor (a
lanc jobbrol balra haladé kiértékelése folyamén), akkor &; minden lancbeli
el6fordulasat helyettesithetjiik &-vel. Ezt azért is tehetjiik meg, mert & méar
nincs hasznalva 7; terminal6 részében, vagy ennél magasabb indexi n;-kben.
Ennek kapcsan egy érdekes allitas is igazolasra keriilt, miszerint a > = >
esetben barmely 2 monoton DR-faautomatahoz tartozo ny felirhato legfel-
jebb egy segédvaltozd hasznalataval.

A monoton DR-fanyelvek jellemzése felé haladva fel kell idézniink azt a
tényt, hogy a DR-fanyelvek (és a monoton alosztalya is) ugyan zartak a o-
szorzatra, de nem zartak a tobbi regularis miveletre. Ezért valt sziikségessé
azon feltételek meghatarozéasa, amelyek mellett a monoton DR-fanyelvek zar-
tak az x-szorzat, illetve az x-iteracié miveletekre. Ehhez legyen >.g, azon
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o miveleti szimbolumokat tartalmazo halmaz, amelyekre 1éteznek S-beli -
utak tgy, hogy ezt az x-utat egy 3,-beli betiivel kiegészitve és tovabbi al-
kalmas szavakat hozzavéve egy mésik S-beli athoz jutunk. Ezen fogalom
hasznélataval egy fontos tételt fogalmaztunk meg, miszerint tetszéleges S és
T monoton DR-fanyelvekre, ha g, és root(T) (ami T gytkérszimbolumai-
nak halmaza) diszjunkt, akkor 7" -, S is monoton.

Egy tovabbi fontos tulajdonsig az x-homogenitas. Azt mondjuk, hogy egy
T fanyelv x-homogén, ha nincs olyan p € T fa, amelyre létezik u,v € g.(p),
w e N és 2 € X, hogy uw € ¢,(T) és vw & ¢,(T). Ez fogja majd biz-
tositani azt, hogy ha egy DR-faautomataban két kiilonb6z6 allapotbol is le
lehet vezetni az x valtozot, akkor e két allapotbo6l ugyanazon részféikat le-
hessen felismerni. Megallapitottuk, hogy ha egy T" DR-fanyelv T™" iteraltja
monoton DR-~fanyelv, akkor T" z-homogén és T** iteraciés magassaga legfel-
jebb 1. Azt is megallapitottuk, hogy ha T’ monoton DR-fanyelv x-homogén,
T** iteracios magassaga legfeljebb 1, valamint Y7, és root(T) diszjunkt,
akkor 1" monoton DR-fanyelv.

Az eddigi eredményekkel minden eszkoz a rendelkezésiinkre all, hogy végre
leirjuk a monoton DR-fanyelveket. Egy 17 = 1y ¢ ... ¢ no fanyelvet R-
lancnyelvnek neveziink, ha minden n; a (73) -, (S;)** alakban adott, ahol
S; és T; véges DR-fanyelvek, és amelyekre S; &-homogén, (S;)*% iteracios
magassaga legfeljebb 1, root(S;) N Y, ¢, = 0 és root(T;) N (root(S;) UXs, ¢, ) =
0 (0 <i < k). A fenti n R-lancnyelvet altalanositottnak mondjuk, ha
root(T(1:)) N X1y 1, | .oeymo)e; — O minden ¢ indexre teljesiil (1 < i < k).
Ezzel kimondhatjuk a kivant jellemzést, miszerint egy DR-fanyelv akkor és
csakis akkor monoton, ha megadhaté altalanositott R-lancnyelvként.

Nilpotens sztring nyelvek

A nilpotens nyelveket felismerd automatakban kozos az, hogy van benniik
egy nilpotens elem (csapda allapot), amelybe minden az automata nilpoten-
cia fokanal nem rovidebb sz6 olvasasa elvezet, és onnan mér nem is lehet
maés allapotokat elérni, s6t, ez az egyediili allapot, amelybél nmagéaba lehet
jutni. Ez azt jelenti, hogy ha le szeretnénk irni az automata allapotainak
szavak olvasdsdhoz kothetd lehetséges sorozatait, akkor egy monoton soro-
zatot kapnank, ezért is mondhatjuk, hogy minden nilpotens nyelv monoton.
Ugyanakkor ezt a szabalyszeriséget szeretnénk kihasznalni, amikor a nilpo-
tens nyelveket jellemezziik.

Bevezettiink egy 1j fogalmat, amely szerint egy Loxilqxs ... 2l C X*
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lancnyelvet simanak neveziink, ha minden k-nal kisebb ¢ indexre L; = {e},
és ha Lp = Y*, ahol Y = 0 vagy Y = X. A sima lancnyelvek tehat ( =
T1%a ... 1Ly alaktak. Azt mondjuk, hogy ( véges, ha L, = {e}, illetve
végtelen, ha L, = X*, tovabba ( hosszat k-ban allapitjuk meg. Azt mondjuk,
hogy egy (' = x1x2 ... x; sima lancnyelv prefixe (-nak, ha 1 < j <k, vagy ha
j >k, de ekkor xgy1...7; € L. Ezek alapjan X* minden szava tekinthetd
véges sima lancnyelvnek. S6t, minden véges nyelv megadhat6 véges sok sima
lancnyelv egvesitéseként.

A sima lancnyelvekkel és azok prefixeivel hatékonyan tudjuk jellemezni
a nilpotens nyelveket. Igazoltuk, hogy amennyiben egy sima lancnyelvek
véges egyesitéseként megadott végtelen nyelvre igaz, hogy barmelyik X*-
beli sz6 prefixe a szoban forgo sima lancnyelvek egyikének, akkor ez a nyelv
nilpotens. S6t, ennek megforditasat is belattuk, miszerint minden nilpotens
nyelv megadhat6 véges sok sima lancnyelv egyesitéseként, ahol amennyiben
a szoban forgd nyelv végtelen, akkor minden X*-beli sz6 prefixe a nyelvet
leir6 sima lancnyelvek egyvikének. Ezeket 0sszegezve megkaptuk a nilpotens
sztring nyelvek regularis kifejezésekkel valo jellemzését.

Nilpotens determinisztikus felszall6 fanyelvek

Mivel a nilpotens DR~fanyelvek egyben monoton DR-fanyelvek is, igy
logikusnak tiinik a trivialis regularis kifejezés megvizsgalasa egy tetszéleges
2 nilpotens DR-faautomata esetében. Vegyiik az igy kapott (o = 7k ¢,
Me—1 ¢,y --- & Mo kifejezést. Nyilvanvalo, hogy -t kivéve minden 7,-ben
az iteraciés rész iires, mivel nincs olyan miveleti szimb6lum és a nilpotens
elemtdl kiilonbh6z6 allapot, amelyre ez az allapot eléfordulna a miivelettel vett
eredményvektoraban. Ezek szerint ezeket az iteracios részeket elhagyhatjuk
Ca-bol. Ezzel leegyszeriisitettiik az 2A-hoz tartozo trividlis regularis kifejezést,
amelyet az 2-hoz tartozd sima regularis kifejezésnek fogunk nevezni.

Ezutan a nilpotens DR-fanyelvek z-szorzatra vald zartsdgat szerettiik
volna biztositani, ehhez sziikségesek a kovetkez6 fogalmak. Egy S fanyelv
at-teljes, ha barmely S-beli Gt barmely prefixében az utols6é betiit egy méa-
sikra cserélve olyan szot kapunk, ami szintén egy S-beli ut prefixe. Megal-
lapitottuk, hogy két ut-teljes fanyelv x-szorzata is at-teljes. Egy mésik fontos
fogalom az x-terminélé tulajdonsag, amivel akkor rendelkezik egy tetszéleges
S fanyelv, ha barmely olyan S-beli u ttra, amely nem valédi prefixe egyet-
len méas S-beli utnak sem, teljesiil, hogy u egy S-beli x-t. Ezen fogalmak
segitségével mar meg tudjuk fogalmazni azokat a feltételeket, amelyek ah-
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hoz kellenek, hogy két nilpotens DR-fanyelv x-szorzata is nilpotens legyen.
Legyenek tehat S és T tetsz6leges nilpotens DR-fanyelvek, ahol S véges, ut-
teljes és a-termindlo, valamint g, és root(1) diszjunkt. Ekkor 7T"-, S is
nilpotens.

Az eddigiek utdn nem maradt mas hétra, mint kimondani a nilpotens
DR-fanyelvek reguléris kifejezésekkel vald jellemzését. Nevezziik el ehhez

sima [-lancnyelvnek az olyan 7y -¢ ... ¢ no alaki lancokat, ahol minden
k-nal kisebb 7 indexre T'(n;) véges és ut-teljes, a T'(n;) \ X, fak levelei-
nek halmaza a {&,1,...,&} nemiires részhalmaza, valamint root(7(n;y1))

S T (piee, e mo)ips diszjunktak, tovabba T(nk) = Z ¢ Tn(Y U {&}), ahol
Y és 7 a valtozok halmazanak egy-egy részhalmaza. Ekkor megallapithat-
juk, hogy egy DR-fanyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha 6 egy sima
R-lancnyelv.

Zartsagi tulajdonsagok

Az értekezés soran tobbszor sziikségiink volt a DR-fanyelvek, illetve azok
nilpotens- és monoton alosztalyainak a Boole- és regularis miveletekre vo-
natkoz6 zartsagi tulajdonséagaira, igy hasznosnak talaltuk azok Osszegzését,
esetenként megvizsgalasat. Tobb esetben, amikor egy adott osztaly nem volt
zart az adott miveletre, Osszegy(jtottiink olyan feltételeket is, amelyekkel
biztosithato volt a zartsag. Az értekezés fokusza azonban a regularis kife-
jezésekkel vald jellemzésre irdnyult, igy a zartsagi tulajdonsagok vizsgéalata
alarendelt szerepet kapott.



Summary

Characterization of special classes of tree auto-
mata

Deterministic root-to-frontier tree languages (DR-languages in short) were
given special attention in the past mainly because they form a proper subclass
of all regular tree languages. Some subclasses of DR-languages such as mo-
notone, nilpotent and definite DR-languages were also studied and they were
characterized, among others, by means of syntactic monoids. Gécseg F. and
Imreh B. gave a characterization of monotone string languages also by regu-
lar expressions. This implied the idea of examining monotone and nilpotent
DR-languages in terms of their characterization by regular expressions. The
result of our research on this topic represents the basis of this dissertation.
There is also a summary of closure properties of DR-languages under Boo-
lean and regular operations where we detailed the monotone and nilpotent
subclasses as well.

Preliminaries

Before we detail the results we need to introduce some basic concepts like
alphabet, languages, recognizers and regular expressions. These are substan-
tial concepts that we need to clarify in order to understand the results. For
regular expressions we introduce the concept of redundant subexpressions
which are those parts of regular expressions that can be omitted without
changing the languages they represent. This will be used then to define re-
duced regular expressions as those expressions that do not contain redundant
subexpressions.

Similarly, we introduce the concept of deterministic root-to-frontier al-
gebras, tree automata and tree languages, and then the usual and reduced
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regular X ,,-expressions. We recall the concept of z-paths (the set of which
is denoted by g, ) that is a very useful tool in studying DR-languages. Fur-
thermore, we highlight some functions on trees like root, height, leaves and
Sub, these are used quite commonly.

Monotone string languages

It was proved by Gécseg and Imreh that a string language is monotone
if and only if it can be given as a finite union of seminormal chain langua-
ges. This representation indeed describes the sequence of states a monotone
recognizer would use to process a word, and each of these potential state
sequences corresponds to a seminormal chain language in the representation.
Hence came the idea that monotone DR-languages could be characterized
using a similar approach.

Then we established the concept of iterational height for both regular
expressions and string languages. Iterational height identifies the length of
the longest word that will be used in the iteration of a particular string
language. The importance of iterational height will come up when studying
monotone DR-languages although the corresponding results are valid for the
string case, too. Namely, if a reduced regular expression is in form ({)* and
it represents a monotone string language, then its iterational height is not
greater than 1.

Monotone deterministic root-to-frontier tree languages

In case of DR-languages we define (z-based) iterational height as the
length of the longest z-path that will be used in an x-iteration of a particular
tree language. Similarly we show that if a reduced regular >.X,,-expression is
given in the form (¢)** and it represents a monotone DR-language, then its
x-based iterational height is not greater than 1. This will be important later
when we examine the closure properties of monotone DR-languages under
x-iteration.

Let us now take a monotone DR-recognizer 2l. As we have seen it in the
string case, 2 has a sequence of states that are used for processing trees. To
describe this, we have established the trivial regular expression belonging to
2 as

Ny = Nk g Nk—1 "¢, --- & "o,
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where every 7; is in form
mi= bl Y ) e ()

This form, reading it from right to left, indeed describes the processing in 2.
Every single 7; simulates the functionality of a state a;, where t's represent
trees in form o (¢, . .., &) for which the state a; appears at least once among the
elements of o(a;) and where p's represent trees in form w(¢, ..., ) for which
the state a; does not appear among the elements of w(a;). Each of the s is
a member of the auxiliary variable set {&,...,&}, they are corresponding
exactly to the states of 2. The y’s are the variables that can be derived from
the state a;. The trees of t's are encapsulated into a &-iteration because the
application of the operational symbols of the ‘s any number of times will
still contain «a; in the resulting state vector. For easier reference, we will call
the entire expression of 1y as chain, moreover, the part containing the t's
will be called the iterating part of 1;, and the part containing p’s and y’s will
be called the terminating part of 7;.

Most of the time the recently introduced trivial representation can be
simplified because there are many different DR-recognizers recognizing the
same DR-language. It justifies the examination of equivalent transformations
on 7y since it may lead to a more general form. One of the obvious transfor-
mations would be a decomposition in »; if it is possible at all. The research
on this led to a theorem which states that the expression 7 = ng ¢, ... ¢, M0
can be decomposed in the n; part if and only if every tree in the iterating
part of n; contains the auxiliary variable &; at most once among its leaves.

Another potential simplification would be the reduction of the number
of the auxiliary variables. This can be achieved by reusing some (auxiliary)
variables in the trivial form above. For example, if there is an auxiliary
variable &; appearing the first time in the terminating part of n; (when reading
the chain from right to left), then every occurrence of &; in the chain can be
replaced with &. This replacement can be done because & is not used in
the terminating part of 1; or in any further parts of the chain. There is an
interesting statement regarding this in the case > = >i;, namely, for every
monotone DR-recognizer 2 one auxiliary variable is enough to represent 7).

It is a well known fact that the class of (monotone) DR-languages is closed
under o-product but it is not closed under other regular operations. This is
why it was necessary to find conditions beside which the class of monotone
DR-languages is closed under z-product and z-iteration. In order to find
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them, let g, be the set of those o operational symbols for which there
exists an x-path in S that we can extend by a letter from 3., and then by
any applicable word so that we end up in a path in S. Using this concept we
stated an important theorem, that is, if S and T" are monotone DR-languages
and g, Nroot(T) = @, then T -, S is monotone.

Another important concept is the z-homogeneous property. We say that
a tree language T is z-homogeneous if there is no such tree p € T' for which
there exist u,v € ¢,(p), w € %* and z € X,, where uw € ¢,(T) but vw ¢
g(T). This will guarantee us that if there are two different states in a DR-
recognizer from which we can derive the variable x, then from these two
states we can derive exactly the same set of trees. It turned out that for any
DR-language T if T** is monotone DR-language, then T is x-homogeneous
and the iterational height of T is not greater than 1. We also proved that
if a monotone DR-language T is x-homogeneous, the iterational height of
T** is not greater than 1 and Y7, Nroot(T) = ), then T™* is a monotone
DR-language.

Now we have all the necessary concepts to characterize monotone DR-
languages. A tree language n = 7 ¢, ... ¢ 7o is called R-chain language
if every n; is given in the form (T}) -, (S;)*%, where S; and T} are finite
DR-languages, S; is &-homogeneous, the iterational height of (S;)*% is not
greater than 1, root(S;) N Yg,¢, = O and root(T;) N (root(S;) U dg,¢,) =
0 (0 < i < k). The above R-chain language is said to be generalized if
root(T(1:)) N X1ty e, |.oeyno)ee = O holds for every ¢ € {1,...,k}. This
helps us to state the main result of this section, that is, a DR-language is
monotone if and only if it can be given as a generalized R-chain language.

Nilpotent string languages

It is common across all nilpotent recognizers that they have a nilpotent
element (also known as trap state) and the processing of every word not
shorter than the degree of nilpotency of the given recognizer will lead to this
element. What is more, no other states are reachable from this state and
this is the only state from which there is transition into itself. This means
that if we would describe the potential sequences of states that a nilpotent
recognizer would go through when reading a word, then we would get a
monotone sequence, this is why every nilpotent language is monotone. We
would use this normality when characterizing nilpotent languages.

We say that an Loz Lizs . .. xx L € X* chain language is plain if L; = {e}
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holds for every index 7 (< k) and if Ly = Y*, where Y = () or Y = X. Plain
chain languages are therefore in form ( = xyxy...xpLr. We say that ( is
finite if L, = {e} or ( is infinite when L, = X*, moreover, the length of ( is
k. A plain chain language (' = x12, ... x; is called to be a prefix of ( if either
1 <j3<korj>kwith xpy1...2; € Ly. This also means that every word
in X* is a plain chain language. Furthermore, every finite string language
can be given as a finite union of plain chain languages.

Plain chain languages and their prefixes can be used effectively to cha-
racterize nilpotent string languages. We proved that if an infinite string
language is given as a finite union of plain chain languages and every word
in X* is a prefix of a plain chain language from this union, then the string
language in question is nilpotent. Moreover, we proved the converse, that is,
every nilpotent string language can be given as a finite union of plain chain
languages where in case the language in question is infinite then every word
in X* is a prefix of a plain chain language from the above representation.
Thus we got the representation of nilpotent string languages by means of
regular expressions.

Nilpotent deterministic root-to-frontier tree languages

Since nilpotent DR~languages are monotone it seems obvious to examine
the trivial regular expression belonging to a nilpotent DR-recognizer 2. Let
us take the resulting chain (u = 7k ¢, Mk—1 ¢, --- & Mo It is clear that
apart from 7 the iteration part in every 1; is empty because there are no
such operational symbol ¢ and state a different from the nilpotent element
for which o(a) contains a. This means that we can omit these iterational
parts from (y hence we simplified the trivial regular expression belonging to
2. We will call the result the plain regular expression belonging to 2.

Now we have to study those conditions that will make nilpotent DR-
languages closed under z-product. We will need the following concepts. A
tree language S is called path complete if in any prefix of any path in S we
replace the last letter with any other letter, we get a prefix of a path in S. It
turned out that the z-product of two path complete tree languages is path
complete. Another important concept is the following. A tree language S
is said to be x-terminating if every path w in S is an x-path in S provided
u is not a proper prefix of any other paths in S. These concepts help us to
state conditions by which the x-product of two nilpotent DR-languages is
nilpotent. Let S and T be nilpotent DR-languages where S is finite, path
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complete and z-terminating, and let g, Nroot(T) = . Then T -, S is
nilpotent.

The only thing remained is to characterize nilpotent DR-languages by
regular expressions. A tree language represented by n = 0y ¢, ... ¢ 7o iS
called plain R-chain language if for all i € {0,...,k — 1} T(n;) is finite and
path complete, the set of leaves of the trees from T'(n;) \ X,, is a nonempty
subset of {&iy1,. .., Sk}, OO (T (1ig1)) O Vv, e mo) s — O and T(ng) =
Z ¢, T (Y U{&}), where Y and Z are subsets of the set of variables. Then,
a DR-language is nilpotent if and only if it is a plain R-chain language.

Closure properties

Since we had to use some closure properties of DR-languages under Boo-
lean and regular operations (with respect to the monotone and nilpotent
subclasses), it was reasonable to summarize — or even to examine — these
properties. In some cases when a class was not closed under an operation, we
gathered conditions that guaranteed closedness of that particular class under
that particular operation. The focus of this dissertation was however direc-
ted towards the characterization of monotone- and nilpotent DR-languages
by means of regular expressions, hence the study of closure properties was
secondary.
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