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BEVEZETÉS

A Lie-csoporfo/í elméletében sok vizsgálatnál játszanak 

igen fontos szerepet az egyparaméteres részcsoportok. Mivel 

Lie-csoportnak minden irányban létezik egyparaméteres 

részcsoportja, ezért ezek a részstruktúrák különösen jó 

szolgálatot tesznek a Lie-csoportok jellemzésekor. Ugyanez a 

helyzet az egyparaméteres részcsoportokkal rendelkező loopok 

esetében is.

A Lio-loopok azonban - amelyeket a Lie-csopor-tokból az 

asszociativitás feltételének elhagyásával kapunk 

nem rendelkeznek egyparaméteres részcsoportokkal.

Ekkor viszont természetesen adódik a következő kérdés:

ilyen értelemben gyengébb algebrai 

Lie-loopok jellemzéséhez eé?v paraméteres?

egy

általában

Eljuthatunk-e 

tulajdonságé 

oessíoopob leírásán keresztül '?

az

Mi az analógia az egyparaméteres részcsoportok és az 

egyparaméteres részloopok között? A vizsgálatok szerint a 

Lie-csoportok egyparaméteres részcsoportjainak azt 

tulajdonságát tekinthetjük alkalmas analógiának, hogy 

segítségükkel első fajt! kanonikus? koordináták vezethetők be, 

s ezekben koordinátákban a részcsoport lineárissá válik.

a

lehetséges vizsgálati iránykétponttólEttől a

jelölhető ki.

Bizonyítsuk be, hogy/ egy lokális differenciálható 

loopnak minden irányban létezik egyparaméteres 

részloopja, s ezeknek a részloopoknak a segítségével 

jussunk el kanonikus koordinátákhoz. Vagyis olyan 

kitüntetett koordináta-rendszert vezessünk be ily'en 

módon, amelyben a loopszorzás s így maga a loop is 

egyszerű alakú lesz.

I.
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BEVEZETÉS

Definiáljunk kanonikus koordíátákat az egy/paraméteres 

részloopok

függetlenül. Ezután térjünk vissza az egypar-améteres 

részloopok vizsgálatára. amely során feltehetjük, hogy 

az egyparaméteres részloop alakja egyszerű.

II.
létezésétől létezésétőlvagy nem

A loopok és kvázicsoportok (a mi mostani 

megközelítésünkben "egységelem nélküli. loopok."} kutatása 

jelentős részben olyan osztályok vizsgálatára irányul, 

amelyeket egy vagy több algebrai azonosság segítségével 

adnak meg: pl. Bool-loopok, Moufang-loopok, inverz

tulajdonságú loopok (a definíciókat illetően ld. [13), 

elasztikus, alternatív, monoasszociatív, (erős} hatvány— 

asszociatív kvázicsoportok illetve loopok Clásd a későbbi 

IV. FEJEZETBEN).

Az első lehetséges vizsgálati irány jelentős szerephez 

jutott több olyan munkában is, amelyek a fent felsorolt, 

vagy hozzájuk hasonlóan definiált további struktúrák 

elemzésével 

dolgozatában

hatványasszociatív loopohnak 

egyparaméteres részese port ja. AGZí2L JÁNOS 111 cikkében is 

megtalálható ezen állítás egy részesetének bizonyítása. A 

szerző megmutatja, hogy egydimenziós erősen

hat vány asszociatív

hiperfelületekkel megadott CM.A. AKIVISZ 133)

foglalkoznak. Igv például

bebizonyította, hogy

minden irányban

E.N. KUZMIN egy

[113 erősenaz

létezik

projektív

kvázícsoport

loop csoport. Egy

osztály' későbbi vizsgálata során kiderült, hogy' ezen osztály' 

loopjainak minden irányban léteznek

magasabb dimenziós részloopjai is

egyparaméteresaz

sőtrészloopjai, a

CM.A. AKIVISZ és A.M. SELEHOV [53).

A második vizsgálati irány' bemutatására is megemlíthető 

több fontos munka a lokális kvázicsoportok és loopok

(kanonikus

sor-fejtés) bevezetéséről szól M.A. AKI VISZ közleménye [23, 

tetszőleges analitikus loopok esetén. A megfogalmazott

speciális esetre 198ó-ban bizonyította

Kanonikus koordináta-rendszerelméletéből.

állítást egy

2



BEVEZETÉS

A.M. AKIVISZ és M.A. SELEHOV 143. Az úgynevezett 4-webekre 

általánosítás V.V. GOLDBERG 173 munkájában található meg*. 

A speciális esetre adott bizonyítás lehetővé teszi a 

kanonikus koordináta-rendszerek olyan definícióját, amely 

teljesen kielégtő módon vihető át a differencdlható loopok 

esetére. Amint azt látni fogjuk a III. FEJEZETBEN, az ilyen 

kanonikus koordináta- rendszerben a loop valóban egyszerű 

alakú.

az

Dolgozatunk tárgya a második ui.z&gdiati. irány. S 

miközben bemutatjuk a kanonikus hoor-dindt a-rend szerekre ás a 

részloopokra vonatkozó eredményeinket, az is világossá 

válik, hogy az első vizsgálati irány a loopok esetében nem 

járható út.

I. FEJEZETBEN áttekintjük Lie-csoportokAz a

klasszikus eredményét.

összefüggéseket vesszük számba, amelyek az egyparaméteres

néhány Azokatelméletének az

és első fajú kanonikusrészcsoportok
koordináta-rendszerek létezésére, illetve ezek kapcsolataira 

vonatkoznak. Az előforduló fogalmak definícióját minden 

esetben megadjuk. Ugyancsak részletesen ismertetjük 

felhasznált állítások bizonyítását. Az első három szakaszban

az

a

M.M. POSZTNYIKÖV művében C133 bemutatott felépítést 

követjük. Amikor a bizonyításoknak a köny'vben elhagyott 

felsősorban technikai jellegű) részleteit tárgyaljuk,

az

az

A.A. SAGLE és R.E. WALDE könyvében 1143 is használatos 

technikai apparátust alkalmazzuk. A f ejezet negyedik

kanonikusfajútalálható elsőszakaszában az

létezésére vonatkozó tétel. Ennekkoordináta-rendszerek 

bizonyítása az L.SZ. PONTRJAGIN monográfiájában 

bizonyítás gondolatmeneté szerint történik.

1123 adott

A dolgozat II., III. és IV .FEJEZETE tartalmazza a 

témakör tanulmányozása során elért saját eredményeket.

Ezek nagyobbik részének publikálása folyamatban van, a

3



BEVEZETÉS

kisebb, közlésre eddig 

szorosan kapscsolódnak a témához. Az ebben a három 

fejezetben pontokba szedett minden tétel, állítás, 

következmény, illetve megjegyzés az új eredmények közé 

tartozik, kivéve a 2.2.2. Tételt tamely S. STERNBERG egy 

tételének speciális esete), illetve annak bizonyítása során 

а 2.З.1., 2.3.3. és a 2.3.4. Lemmát.

szánt észrevételek szinténnem

II. FEJEZET úgynevezettA kanonikusaz

ckkoordináta-rendszer eket vizsgálja osztályú lokális

loopokra

differenciálható loop és a kanonikus koordináta-rendszer

fogalmának bevezetése <1. szakasz) után mondjuk ki és 

igazoljuk a fejezet fő tételét, amely egyben az egész 

dolgozat egyik legfontosabb eredménye: bdrmely C osztdlyü 

lokális differenciálható loophoz létezik kanonikus?

koordináta-rendszer* és- es a koordináta-rendszer szintén C 

osztályú. Ennek 

biztosítja

differenciálhatósági rend 

jelentősége

koordináta-rendszert a loop lokális térképei közül válasszuk

bizonyítás

S. Sternbergnek egy általánosabb érvényű tételét. E tétel 

igazolását

3. szakaszban adjuk meg. A 4. szakaszban 

koordináta-rendszer unicitásának problémáját vizsgáljuk, s 

megállapítjuk, hogy eg\> C osztályú lokális differenciálható 

loop kanonikus koordináta—rendszerei csak lóiedris 

transzformációban különböznek egymástól.

dif f er enciálhat ó vonatkozóan. A lokális

koordináta-rendszernek létezésea a

alapot további vizsgálatainkhoz, 

megmaradása pedig -

Aaz

elvi

lehetővé teszi,mellett hogy e

alkalmazzuksoránA<2. szakasz).ki

speciális esetreáltalunk felhasznált aaz

kanonikusa

A III. FEJEZETBEN térünk rá a részloopok létezésének 

kérdésére. Az 1. szakaszban megmutatjuk, hogy &gy loop

részcsoportjai

rendszerben lineárisak (a Lie-csoportok első fajú kanonikus 

koordináta-rendszerei pontosan ezzel a tulajdonsággal voltak

koordináta-kanonikus&gyparaméteres

4



BEVEZETÉS

definiálva). Az ált.alánosítás következő lépése C3. szakasz)

a dolgozat második fő eredményét. jelentő t-étei. E szerint 

kancjnikus koordináta—rendszerben terszőieíes' r-paraméteres 

réssíoop lokálisan megegyezik eí'y r-dimenzids síkkal. A

következőben áll:jelentősége

koox'dináta-rendszerben könnyen eldönthetjük, hogy 

loopnak valamely irányban létezik-e részloopja vagy sem. E

tétel kanonikusa

egy

jől használható kritérium lesz az az eszköz, amelyet 

következő fejezetben alkalmazni fogunk.

a

A IV. FEJEZETBEN bizonyos loopok osztályait vizsgáljuk 

részloopok létezésének szempontjából. A Bevezetésben 

bemutatjuk azt a geometriai úton definiált kvázicsoport- 

osztályt CM.A. AKIVISZ 133), amelynek szoros kapcsolatát az 

általunk analitikus úton megadott loop-osztállyal

meg. A 2. szakaszban különböző 

azonosságoknak 

vizsgáltjuk meg,

a

a

3. szakaszban mutatjuk 

algebrai eleget

szükséges

tevőegyszerű

С К” ; oi„e )-loopokat 

elegendő f eltételét adjuk meg annak, hogy egy ilyen loop 

csoport legyen. A dolgozat, legfontosabb eredményeinek sorába 

a következők. Három olyan loop-osztályt adunk

éss

tabtoznak

meg, amelyek definíciójukat tekintve igen közel állnak 

egymáshoz, mégis az C D?” ; a,ß )- loop oknak 

létezik részloopja Cl. szeri? asz),- 

loopoknak osak az a irányban létezik eg у pan a iné tér-es-

г.» égül az С К” ; ot,-og p,a ; o,b У-loopoknak

minden irányban 

oí,-oi; p,a )-C tRr’az

részloopja;

semmilyen irányban sem létezik egy párámét er es részloopja 

C4. szakaszt.

dolgozatban

tételeket, azok következményeit, továbbá 

megjegyzéseket pontokba szedtük. Például a 4.2.3. Definíció 

számozása arra utal, hogy a IV.FEJEZET 2. szakaszának 3. 

sorszámozott fogalmáról Cmás esetben tételéről, stb.) van 

szó. Az utolsó fejezet Bevezetésében megadott sorszámozott 

példák ennek a rendnek megf elelően kaptak

definíciókat,közölt pédákat,A a

fontosabba

4.0.1. és 4.0.2.

5



BEVEZETÉS

sorszámot. A 'formulák számozása fejezetenként, történik.

Küszönetemet fejezem ki Dr.Nagy Péter tanszékvezető

téma kutatása során nyújtott 

dolgozat elkészítéséhez

docensnekegyetemi 

támogatásáért

iránymutatásaiért. Köszönet illeti Kurusa Árpád tudományos 

segédmunkatársat a szövegszerkesztési és grafikai munkák 

elvégzéséhez nyújtott segítségéért.

a

adottés a

6



I. FEJEZET

LIE-CSOPORTOK EGYPARAMÉTERES RÉSZCSOPORTJAI ÉS ELSŐ FAJÚ 

KANONIKUS KOORDINÁTA-RENDSZEREI

Ebben a fejezetben a Lie-csoportok elméletiének alapvető 

eredményei közül néhány olyat- tekintünk át, amely a loopokra 

vonatkozó vizsgálatainkban különösen fontos szerepet log 

játszani. Elsősorban azoknak az eredményeknek a kifejtésére 

törekszünk, amelyek megalapozzák a Lie-loopok részloop jainak 

a Lie-csoportok részcsoportjaival analóg vizsgálatát.

A fent megfogalmazott cél érdekében részletesen

ismertetjük mindazokat a fogalmakat és állításokat, amelyek 

a , Lie-csoportok egyparaméteres részcsoportjaival, 

részcsoportok révén bevezethető első fajú kanonikus

koordináta-rendszerekkel és e két fontos fogalom egymáshoz

eaz

való viszonyával kapcsolatosak.

A Lie-csoportok elméletének legfontosabb fogalmait az

vektormező, 

b a l г n v a r idus;

fbalin variánsdefiniáljuki. szakaszban
Megmutatjuk, hogystb.).Lie-csoport,

ueWormesők tere гготог/ az egységpontban о ott érint őt érről

a

valamint hogy feís,2Ó'iegre.s Lie-csoport<1.1.5. Lemma), 

párhuzamos íthatő <1.1.7. Lemma).

A 2. szakasz fő állítása <1.2.3. Tétel) szerint e^y 

differenciálható sokaság vektormezőjéhez létezik tetszőleges 

ponton СО paraméterérték esetén) áthaladó integrálgörbe. Egy 

a későbbiekben alkalmazott technikai lemma <1.2.4. Lemma)

bizonyítását is megadjuk.

Az egyparaméteres részcsoportok és az integrálgörbék 

kapcsolatára <3. szakasz) a következő tételek Igazolásával 

mutatunk rá: egy Lie-csoport minden egyparaméteres

részcsoportja egy balinvaridns vektormező integrdlgórbéje

esetén)<1.3.2. Tétel); áthaladóe gys é gp о n t о n Ct=oaz
0j. |IM- '"'..W

V/
7

A O' f
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I. Bevezetés

bőr-mely ma-ycimdlis integndlgör-be e^ypanamétenes i~~ é s z cs- о p or-1 
Cl.3.3. Tétel).

E három szakaszban felépítés

bemutatott

a javarészben 

gondolatmenetet 

kiépítésében inkább

az
M.M. POSZTNYIKOV 1131 által
követi, míg matematikaia apparátus
A.A. SAGLE és R.E. VALDE művét 1141 tartjuk előtt.szem
Néhány esetben 

egyes részleteiben
azonban a jelölésekben vagy a bizonyítás 

munkában leírttól eltérünka hivatkozott

az egységes szerkezet és jelölésrendszer érdekében. 

4. szakaszbanA áttérünk tárgyalásra, 

a lokális Lie-csoport 

koordináta-rendszer 

igazoljuk

lokálisa
Megadjuk

illetve
a lokális csoport, 

első
a germ és 

kanonikusfajúaz

definícióját Ca 1141 

egy por' ómét eres 

koordindta-r-end szer beli

legfontosabb

ősztől у ti első fájd kanonikus 

igazolásának

szerint). Ezután az

részcsoport első fa jő 
Cl.4.10. Tétel),

kanonikus

linear itdsdt majd a
fejezet eredményét Cl.4.11. Tétel):

kmind on 
k-l

c lokális Lie-csopothoz 

koor d inat a-r end szer. E

létezik
C

tételek menete 1121-ben leírttala
egyezik meg.

8



1.1. Lie-csoportok balinvariáns vektormezői

Bár későbbi vizsgálataink lokális jellegűek lesznek, a

Líe-csoportok 

- tekintettel arra, hogy az első 

idézett eredmények nem csak lokális Lie-csoportokra lesznek 

igazak.

lokálisfogalmak megadását

definiálásával

mégsem a

kezdjük

sokaságot rajta 

Lie-csoportnak

1.1.1. Definíció: 35 analitikusA a

szorzásművelettelértelmezett 

nevezzük, ha

a) C g ; & } csoport, egységeleme e,

* '§ :> <x,y>

9

szorzás-9 ■ 35 x 3?b> ■» za h

struktúrájára35analitikus analitikusművelet a

vonatkozóan, d

ha mást nem mondunk differenci-A következőkben 

álható leképezés, függvény alatt mindig kellően sokszor

analitikus) leképezést értünk.

mindig

tekintjük, mint amennyi az adott

definíció ill. állítás szempontjából szükséges. Hasonlóan, 

külön megjegyzés híján a dolgozatban szereplő sokaságok

dimenziója n.

dif f erenciálható Cili.

legalább annyiszorleképezéstVagyis 

diff erenciálhatónak

a

differenciálható sokaságnak1.1.2. Definíció: A g TCg)a

érintőnyalábra való

* TCg) : a + X ía sX : £ a.

differenciálható leképezését a g sokaság vektormező­

jének nevezzük. □

A g sokaságon értelmezett vektormezők által alkotott 

lineáris teret ciCg) jelöli. A g sokaság a e '§ pontbeli 

érintői (az a pont valamely környezetében differenciálható

9



I.x. Lie-с so port о к balinvariáns ve kt or-mezői

valós függ vények déri vációi) a 

ki. Az éidntőtéi4

T C§>
CX

amely szint, ón lineáris fór

érintőt, eret, f eszítik

elemei az X
CL

vektorok.

Legyenek ál és Jf differenciálható sokaságok.

differenciálható1.1.3. Definíció 1131: * JfФ : áiA

transzformáció differenciálja a

* <!d$> CX >d§ : TCáD ■> TCáO X
a aCL

leképezés, amelyet a

f ditaXX ЛсО = X Cfo$)
4 a * a

kifejezés definiál, ahol f a $Ca) pont környezetében 

diffei'enciálható valós függvény, о

Tekintsük következőLie-csoporta

tarnszf or máéi óját:

L : $ ♦ S : b t -» pCa,b>
a

(tetszőleges b <== j-re), ahol az a rögzített eleme j;~ nek. 

a differenciálható leképezést bal eltolásnak nevezzük.

Az egyparaméteres részcsoportok szoros kapcsolatban 

lesznek a Lie-csoportok balinvariáns vektormezőivel.

Ezt

1.1.4. Definíció 1133: XLie-csoport

vektormezőjét bainvariáns vektormezőnek nevezzük, ha
< $ i 9 >A

tetszőleges a e '§ esetén teljesül az alábbi:

X о L = CdL > о X . □
a a

A definícióban szereplővel egyenértékű következőa

10



1.1. Lie-csoporiok balinvar-i-dns: xj&htor-m&zoi

formula:

CdL > 1 .
CL 01 CL, Ь>

<1.1 >= Xо X b0(0.,b>

tetszőleges a,b e ^-re. A balinvariáns vektormezők lineáris 

terét Teg) jelölje.

Az eddigi f ogalmak f elhasználásával könnyen adódik a 

következő lemma.

vektor-1.1.5. Lemma C133: A g Lie-csoport. balinvariáns

mezőinek tere izomert' a T <g> érintőtérrel. о&

EkkorBizonyítás: Legyen A e T <g> tetszőleges érintővektor.
e

az

<dL ХА) <a *= '§>* TCg> : aRa : 35 У 4
Cl

leképezés vektormező. Ehhez azt kell csak megmutatni, hogy 

leképezés differenciálható. E célból vezessünk be
A

tetszőleges lokális koordinátákat az

Raz

* x<p) = (x1 <p),...,xn<p>^■» Kr’x : $ : P h

koordináta-leképezéssel. Vagyis az x a p e g pont valamely 

környezetében van értelmezve. Továbbá 
leképezés i-edik komponense <i=l,...,n), ahol u^ 

koordináta-függvény: egy Rr’-beli ponthoz annak i-edik koor-

i. >. az xx = u о x

i-edikaz

d koordináta-vek tor mezőkdinátáját rendeli. A <i=l,...,n)
dxl

segítségével bevezethető { dа bázis a<e>——<e>,.. 
dx*

egy • >
dx"

а df definícióval.T
£■

érintőtéren <P>——(pXf) = 
dxv

kooi-dinátákban

a idx
Ezekben d<L > lineárislokálisa a

a ©

transzformáció mátrixát a

- П

) ■ b,“í-^ dx
<i=l,...,n>d<L 2>

a e
<e> - <a> se T <g>

i ajv dy J

11



1.1. Lie-csoportok balinvarictnsr vektormezői

dfb. .)•^ чкí' elbontásból kaphatjuk: <i=l,...,n>Itt Ca>a
j

bázis az a pont környezetében az у koordináta-leképezéssel

bevezetett koordinátákból adódik.
к кLegyenek L = у oL Ck=l,...,n>, vagyis az L leképezés
a a CL

ку koordináta-rendszerben. Mivel уkomponensei

pontnál dirt'ei’enciíálhet.ó velős függvény, ezért

az az a

)Ce > fy^c-L ^ = j^dCL ) £d dа
Су J =

к
L‘Ce> = Се}

i.a . Ldxdx1 ax

кr> n
b ь 6k 

У j2 = 2■Ca> = bSS
ki/jji &Уj=l j=l

ezekbenL Jacobi- mátrixaszerintamely/ az a
Cl

koordináta-rendszerbenígy ilyenkoordinátákban. az

n
A = S ot

L =1 dx

i a felbontás mellett<e)
i

■
i őR (a) = CdL > CA> = <dL > <e>Oi
ŐKbA a ea e

i=l

-4 n

■ 2 24( aj=i L

n= 2 о CdL } f Ö 
a * L dx -

i. <a>—-— Ce> СЧ
Ji. dyi = 1l =1

n aL=2 Ca>.bOí
jji- dyi-. j=l

d koordináta-vektormezők diffe-<j=l,....n>Mivel a
jdy

renciálhatóak az a argumentum szerint, ezért ez igaz az 

R -ra is. Az R vektormezőre tetszőleges a,b <= g esetén az
A A

) = f dCL L У)
^ a b

Ra ( gCa.b}) = ( dL CA> <A>=
gicx,b'P e

= C dL } O CdL } CA> = CdL >
a. b

о CdL > <A) =
b e b ©Cl L (e>

b

12



1.1. Lie-csoportok balinvaridns vektormezői.

о CdL > о R <e> = CdL > о R Cb>a b= CdL >
CL Ь b e AA

definíciókat kellettösszefüggést

használnunk. Itt először а-t a_i-gyel helyettesítve az

nyerjük, ahol csak a

Ra ( pCa \b:>) = CdL -i>b о КДСЪ) 

#Ca 1,b) = ckifejezést, majd -t írva az

о Ra ( ffCa,c)) ,R Cc) = CdL -i>
A g<cx,c>a

végül c helyébe b-t írva az

о Ra ( pCa,b>) ,R Cb> = CdL -i>
p(a,b>A a

ami éppen az Cl.l> összefüggés az R
A

balinvariáns vektormező g-n.

a T CgD érintőtér
€f

van egy Ra balinvariáns vektormező, 

különböző R

vektormezőre, vagyis R
A

Ezzel minden A vektorára definiálva

Különböző A illetve В

vektormező tartozik, 

felvett

T Cg} ----- » Tcjp : Ae
leképezés ráképezés is, mert bármely balinvariáns

vektormezőre létezik inverze: az

illetve Rvektorhoz
A в

ezeknekhiszen pontban értékéreeaz

R Ce> = А ^ В = R Ce>. Továbbá a 4. R
вA A

TC'£> -----> T С$> : X
©

4 X = A
a

leképezés. A szükséges izomorfizmus a fenti ÍCg> 

leképezés. □

* T C^>
e

Ennek az izomorfizmusnak a segítségével azonosíthatjuk

az TC'g) és T Cg> lineáris tereket, amelyek dimenziója íg}' 
&

természetesen megegyezik.

A következő lépés annak megmutatása, hogy 

Lie-csoport párhuzamos!tható.
Legyen M differenciálható sokaság, 

ál-en értelmezett differenciálható függvények

a

és jelölje У OlO az 

halmazát.

13



J.jt. Lie-csoportok baliriuat'idns- veíííormesó'i

Értelmezzük tetszőleges 

vektormezőre az fX vektormezőt az alábbi formulával:

f e 3XЛО függ-vényre és X e СХЛО

efX> = f<a).X
aa

tetszőleges a e Ж -re.

1.1.6. Definíció 1131: oOR>-beliHa létezik az

vektormezőknek hogyX , ... , X
1 n

tetszőleges o<.\.RD-beli vektormező egyértelműen állítható

rendszer-e,olyan

elő

f*X + .. + f"XX =
1 П

( f1, ... , fn e Ш), 

pd>-h.u&an\c>&.-'LtHatóriah nevezzük. □

Ж sokaságotakkoralakban az

párliuzamo-1.1.7. Lemma [131: Tetszőleges Lie-csoport

sítható. d

X e tetszőleges vektormező, és

balinverz vektormezők Te^> lineáris
П

Bármely a e ^-re ekkor X

Bizonyítás: 

legyen

Legyen

• , XX , . 

terének bázisa.

a

egyértelműen 

bázisban. Ezért bármely 

olyan

amelyeket az a pontban az előző felbontás együtthatóiként

Cl

CX 2> ... , ex >felbontható az
П Cl

flvektormezőre léteznek függvények,X e aeg>

definiálunk:

f V : S -> f4a)a [R ; а и e i=i,...,n >

bármely a e ep-re. Vagyis

X = f*X + ... + fnX
i n

függvényekazt kell megmutatnunk, hogy ezek az fígy
differ-enciálhatóak: fv e ei=l,...,n>.

14
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1.1. Lie-csoportok balinvaridns vektormezői

tetszőleges< U; ф > sokaságJelölje

koordiáta-térképét, ás legyenek 

koordinátafüggvények. Az X. vektormezők differenciálhatóak, 

---- koordináta-vektormezők szerinti

a
í П

X egyesaz?

ezéist, a
dxV

X = X1 +
dx*

... + xn -
^ П

ŐK

<.j=l,...,n)
jj j

xlf elbontásaikban függvények Ci, j=l,...,n> is 

környezet bármely pontjára 

tér bázisa, ezért

szereplő
j

Udifferenciálhatóak. Az

C*j<x > . , ex > T
a

а az
la'* n a

( * Jdátmenetmátrix a bázisra nemelí'ajuló az U
dx1

det (Xp p^O.
^Yp mátrix. Vagyis

Yk = 6k

dx”

Következésképpenkörnyezetben: 
inverze, az

létezik az

П

X xi ejJ,k=i,...,n>,ij ji =1

6k Kronecker-delta. feltételekahol A szerinta
j

■I. jX ezértfJ X
j = l

^ n nИ j
J L=1 J=1

П

-I. fJ X* Л
J dx

dijí" X XX SS
iJ dxvJ t =1J=1

] *) 0 fj x”f> X1 ++= >jj dx1 a ndxí1

dvagyis a differenciálható X vektormezőnek a Ci=l,...,n>
dx1"

n

I fjxLkoordináta-vektormezők komponenseiszerinti
jJ=*

ÉrvényesCi=l,...,n>, és ezért differenciálható függvények.

továbbá az

15



I.x. Lio-csoportok balinoaridns- vektor-mosói

Ykkifejezés, amelyben komponensfüggvények, valamint a
i

П
jI. Ci=l,...,n) difi' er-enciálhatók,függvények ígyfJ X is

j
J=1

fkfk függvények is azok az U környezetben. Mivel az

koordináta-környezetben

az

minden differen-Ufüggvények

ciálhatóak, ezért az egész '§ sokaságon is azok. s ezzel a

bizonyítás kész. □

ló



1.2. Vektormezők integrálgörbéinek létezése

i nt e g г- álg öl' b é кkövetkezőkben rátér he tűinkA az

létezésének bebizonyítására. Sírna görbén általában eg'y

у : К JA ; t r * V<t>

differenciálható leképezést értünk. (Néha ezt a leképezést 

azonosítjuk a képhalmazával, és a görbén a v-Ct) ponthalmazt

is értjük.)

1.2.1. Definíció Г131: Y : К -----> Л1 ; t I------> y^t)

X «= OKáO vektormező xnt&^i'dlgör-béj&neh 

ha bármely t pontjában X

símaA

görbét 

nevezzük, 

érintővektora, a

az

az^Ct)

1.2.2. Definíció 1143: A

v(t)-vel jelöljük, és a

pontbeli érintőjétgörbe tГ

d "I dü Л;‘<t) = c:r>y\ (

kifejezéssel értelmezzük, ahol u az К sokaságot (R-be 

leképező természetes koordináta-függvény:

u : R * R ; t ь + t,,

és a neki megfelelő koordináta-vektormező . о

írjuk fel vct)“t a lokális < U; ф ) környezetben, ahol 

. , x’’ jelölik a koordináta-függvényeket:íx

= 1 d£( * ° )
L -1

a
Y<-t>

17



Is. Vehtor-mezőh int&gt'dlgö'rbéinfBk Zéíesése

Az X vektormező az ( U; 0 ) koordináta-környezetben felírva:

x = f a d

’■ dxÍ —1

ahol a. az ál-en értelmezett síma függvény.г
Ekkor az C U; ф } koordinátákban kifejezve a definíció

vektormezőfeltételét, hogykapjuk,

integrálgcxrbéje akkor és csak akkor, ha

azt XazY

nI n

■I ..,Xr'o y<t>^——d c t ... N ч d—( X о yct> ) L (x4o y<t),.a. ~>
ldx1 dxi =1 V =1

vagyis

dart * <• ) c 1= а. (x о v<.‘t),...,xno J'tt)}
i

dx

<á=l,...,n>. 

v(0) = a 

diff erenciálegyenletnek 

definíció

i n t- e g r álg ör b é к 

feltételnek.

eleget

így

tesznekEzek az a

kezdeti ennek a

(egyértelmű} 

integx-álgörbéi

vektormezőnek. A fenti meggondolásokat a következő formában 

foglalhatjuk össze:

megoldásaiaz a

Xértelmében lesznek az

Tétel: Legyen ál Ck osztályú differenciálható sokaság.1.2.3

CT osztályú differenciálható vektormező és 
k-l

X e úCáD

osztályú maximális у
CX

integrálgörbe X-hez, amely t=0 esetén áthalad az a 

ponton, vagyis у <0} = a. □

Ekkor létezik Ca e át

CX

Az integrálgörbe maximális volta azt jelenti, hogy nem 

restrikció ja valamely 

integrálgörbének.

intervallumon értelmezettbővebb

Lie-csoportokleszkövetkezőkben f ontosA a

balinvariáns vektormezőinek alábbi jellemzése.

18



1.2. Vektormezők int & gr ál görbéinek létezése

1.2.4. Leinnia [13.1: Az X vektormező a g Lie-csoporton

csak akkor balinvariáns, ha a g tetszőleges két a, b 

pontjára érvényes a

akkor és

<1.2>= L
a bГßio-.b)

az X vektormezőnek a pCa,b) 

átmenő maximális integrálgörbéje, vagyis

ahol illetveY Y£Kci,b>
ill. b ponton

érvényes a

CtsíR)Ct)Y

egyenlőség, о

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy Cl.2) érvényes az X vektormező 

integrálgörbéir’e. Jelölje

;*Ct) = CDj') £ Tetszőleges rögzített a e g esetén a

görbe t pontbeli érintőjétYA

yj Ct) = L
b Cl

Ct)<=> r -1
g(a ,b>

■> w Ct) *b

göi'bét definiál. Ez a görbe t = 0 esetén átmegy a b ponton, 

mivel

kifejezés tetszőleges bég pontra egy : t ^

yXO) = L
Cl

= у СО) = b.СО) = уC- Y -í
Qia. ,b> b9 (a'9<a 1'b>)

Tekintsük tetszőleges heg -re göi'be t = 0a Vb
pontbeli

dу/ CO) = CDy-' )
*b О

= Y° du b

éi'intőjét. Ez a hozzárendelés vektormezőt definiál g-n:

Y : b > Y
b *

amelyre

19



I.z. Vektormezők ■iritegrdlgorbéi.nek létezése

d = ( D( L„ , )] *
,Ь>-1 I du

J о
Y = (Dy' >

b b О о у ss:° du gicx

о f Dv -1 1 aaC g«x ,b>s о du

4 d-1 1 —— =,b>^ о du

= C DL >
а. у _1 <o>

Qici ,b>
C1.3}

о ( Dv= CDL ) -í
a £Ka ,b> £Ka

= CDL } C0> = CDL > O Xо Y -i -i-í -í
Cl QÍCl ,b> QíOl ,b>Cl giCL ,Ь> £<ct ,b>

а рСа *,b>

így Y is ь
valóban

CL > X -íp<ct ,b>Nyilvánvaló, hogy az
““1

és ^Ca ,b> a b szerint, differenciálható,

és az-í
cl д<а. ,b>

szerint,, 

dif f er enciálhat ó ezzel Yb szerint,, amiért
b

vektormező.

Mivel C1.2> érvényes, ezért 

az X vektormező b 

áthaladó integrálgörbéje, vagyis X^

és így v'Ct,}4‘ Ct) = yx Ct>,
b b

ponton t = 0 paraméterérték esetén
= Y . Eszerint

b

1 f X
,b> V. gio.-‘,J >X = CDL >

b a Qia

és ha itt b-t a-val helyettesítjük, akkor adódik, hogy

X = CDL > CX > ,
b cl e &

Xszerintmegjegyzés1.1.4. Definíció 

vektormező balinvarianciáját jelenti.

Tegyük fel most, hogy az X vektormező balinvariáns. Ha 

a balinvariáns vektormezőt definiáló egyenlőségben а-t a

tetszőleges

b <= '§ -re, ezért X = Y. így az Y vektormező integrálgörbéi 

megegyeznek az X vektormezőéivel. A t t 

málisO integrálgörbéi az Y vektormezőnek, s az X = Y egyen­

lőség miatt az X vektormezőnek is. Ezért a b ponton átmenő 

.integrálgörbe egyértelműsége miatt

utániami azaz

-í

X = Ygyei helyettesítjük, akkor C1.3> szerint ъ b

^Y'Ct) görbék Cmaxi-

‘V0 = V0 =

amivel a bizonyítás kész. a

20



1.3. Lie-csoportok egyparaméteres részcsoportjai 

és a balinvariáns vektormezők integrálgörbéi

Mielőtt, e szakasz fő állítására rátérnénk, megadjuk az 

egyparaméteres részcsoportok definícióját.

sima1.3.1. Definíció: Leg'yen <! g : g >

ft : [R I------>• '§ görbét

részcsoportjának nevezzük, ha

Lie-csoport. A

egyparaméteresLie-csoporta

/?Ct+s} = д [ft<.b) ,ft<s5 j. □

Ez azt jelenti, hogy egy Lie-csoport egyparaméteres

valós számok additív csoportjánakrészcsoportja
diffeomorf izmusa a '§ sokaságba. A leképezés definíciójából 

következik, hogy/ /?CŰ} = e, ahol e a '§ csoport egységeleme.

Azt az állítást, hogy a Lie-csopoi4tok egyparaméteres 

részcsoportjai

vektormezők integrálgörbéi a g egységelemén keresztül, az 

alábbi tétel fejezi ki.

a

balinvariáns(amennyiben léteznek}

Lie-csoport minden egyparaméteres

§ Lie-csoport

1.3.2. Tétel C133: A <$;,g>

részcsoportja integrálgörbéje 

valamely balinvariáns X vektormező jenek. □
ft 3

ftA részcsoport definíciójából 

integrálgörbék mindegyikére ftCb")

következően ezen

= e.t=o

Bizonyítás: Definiáljuk а у görbét a következő formulával:

Га Ct> = pfa.fíCt}) a e t e 0?.

Ez a görbe t szerint síma lesz, és t = 0 esetén átmegy az a 

ponton. Az
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1-3- -4z e gy por ómét er es részcsoportok és а з inte gr dl görbék

> СО)X : S * TC§> ; а а

Ehhezhozzárendelés vektormező csak XS—n. az
differenciálható voltát kell igazolni, ami viszont az

d= £ C0> = D (pCa,/?Ct))X о du оCl

C U ; ф ) = C U ; x* , v' )kif ejezés 

koordináta-rendszerbeli

lokális .. , x

Г»

5Г ( * ° рЫ*^) ] dI о dx*^V=1

felírásából látható, hiszen az

£ф ±*ф *) о Сф х 0) (a,/?Ct)) =х1 о д (a,,ő'Ct)J = хъ од о

i (0 *х0 *) (0Ca),0C73<t>))= х о д о

0Ca) (és /?Ct))

д differenciálhatósága 

miatt. Ennek a vektormezőnek az integrálgörbéi а у Ct> 

görbék. Ehhez azt kell megmutatni, hogy у ^Ct) = X

tetszőleges t pontban.

Tekintsük а у Ct> görbe t paraméterértékéhez tartozó 

pontbeli у Ct) érintőjét. Az érintőleképezés

C.i=l,...,n) koordináta-függvények 

differenciálhatóak minden i-re

szerint

a

a

a/Y

CL

L (f?Ct)) = c 

definíciója szerint
CL

( = C = CDL >Q /?Ct> ,ect)L C/?m>
ex

)e c. ( /90») -), = (DLO (DL= CDL ) рСа„Счо)a jGCt) ,6'Ct)

)e( •= (DLУ Ct)
a
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I.j. egyparaméteres részcsoportok, és az integrál görbék

viszont a definíciója szerint a ß<.0~> érintőnekX = Xу <t>

CDL } = fDL
C & '*•

c
a.

) érintőleképezés melletti képe, vagyisa Y CtVo
Cl

éppen a fenti £ y Ct>^ -vei egyenlő.

így speciálisan az a = e választás mellett y (-t} = /'itt), 

vagyis ßCb) is az X vektormező integrálgörbéje. Továbbá a 

/3<.t} integrálgörbére

Ct> = ^(^Ca,b)„ect>) = 0[а,^<Ь„ва>>) = д (a,rb<t>)Гд<сi,b>

A fenti állítás megfordítása, amelynek bemutatása ezen 

szakasz fő célja, a következőképpen fogalmazható meg.

1.3.3. Tétel 1133: A Lie-csoport tetszőlegesen adott X

balinvariáns vektormezőinek a t = 0 esetén az e ponton 

áthaladó maximális integrálgörbéi 

egyparaméteres részcsoportjai, о

Lie-csoporta

Bizonyítás: A maximális integrálgörbék szükségképpen

teljes ÍR halmazon értelmezve vannak (az egyparaméteres 

részcsoport definíciójának megfelelően}, amennyiben a 

állítása igaz. Mivel X balinvariáns vektormező, ezért

ös s z e füg g é s, 

integrálgörbe és a

= ß integrálgörbe ugyanazon a maximális D intervallumon
ö

vannak meghatározva.

Legyen s e [R olyan, hogy s e D, és tekintsük azokat a

t <= К értékeket, amelyekre s+t e 0. Ezekre a t pontokra a

Y : t I------> y £t+s> az X vektormező integrálgörbéje, mert a

Y Ct+s> görbe t pontbeli érintője a y <^t> görbe <t+s>
€í &

pontbeli érintője. A y <t+s> görbe t = 0 esetén a v <s> = b
e e

ponton megy át, s ezért megegyezik az ezen a ponton átmenő 

egyetlen j' <t} integrálgörbével:

a

tétel

= L v 
а bteljesülí n ■b e g а 1 g ör b é i r* e а Yg<cx,bi

amely b = e esetén azt jelenti, hogy a y
CL

Y

e e

Y Ct+sO = rbct} .
€f
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1-3- egy paraméteres részcsoportok, és az int e gr dlgór bék

Mindezek alapján

/■JCs+t> = /3Ct+s> = у Ct+s> = J'b<t> = =

<1.4>

vagyis az D intervallumon ß eleget- tesz az egyparaméteres 

részcsoport definíciójának. Ezért azt kell még megmutatnunk, 

hogy D <= К. Definiáljuk tetszőleges t <= [R esetén ,ect>-t a 

következő módon. Legyen n <= IN olyan, hogy — e 0,

hatványozás

és legyen

= ( -С К) ) ’ aholekkor ,r?Ct> a 9a

szorzásművelettel van természetes módon értelmezve. Ez a
t e D feltételnek elegetdefiníció független attól, hogy a — n

tevő természetes számok közül melyiket választjuk. Ha pl.
t t s D, akkorn “ m

“( ft(. a 3} *[ ййГ] =[ ™)"] -[ к )) = /?Ct>.ßit)

Ezzel a ß görbét kiterjesztettük az egész [R halmazra.

А д szorzásművelet differenciálhatósága miatt, a ß 

görbe mindenütt differenciálható is, és eleget tesz az 

egyenlőségnek, ezért egyparaméteres részcsoport is.

Ha belátjuk, hogy 

integrálgörbe az egész R-en, akkor 

beláttuk. Legyen t <= К és f e ^Ca), ahol ^Ca) az a e *§ 

valamely környezetében síma függvények halmaza, továbbá

vektor hatása az

Cl.4)

kiterjesztett /3Ct> görbe 

a tétel állítását*

a

Definíció szerint a ,ect Уa = f?Ct }.о

f függvényen:

о a=,eCt У о

—''V ]co " C- Г c du
*- о

ßCb Kf) о

Ugyanez a t = 0 pontban felírva:

]«■> * C g£«»)<iv».= í C wfu) d^-=40),GCO>Cf> 0 du
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1-3- -4 s e gyp aramét eres1 részcsoportok és az int & gr ál görbék.

Ezért tetszőleges f e 5^<а) függvényre

[0>LJ>o>] “ [CDLJ -со
f?(Oí

= (DCL^o/?)^ (^)(0)<f) = ^jCCOCfoL^o/O^ =

[f(p<a,^tO)jo = = du [ D(f^^to>)]o =*co)= -Дсо>du

[ с^со)]^ ((D/3£t.\a£<:o:>]<r>d = ßCb Xf). о= —xo>du

Ez alapján

Cl.5)CDL > /?C0> = ftCb Xf).
a é О

Tudjuk, hogy t e 0 estén ß az X vektormező integrálgürbéje.
= X . Figyelembe véve ezen 

CDL > X = X . Tekintettel
CL & &

-x-a és az Cl.5) összefüggésre,

Ezéi't t = 0 esetén /ЗСО) = X,в<о>
X balinverz voltát is.

&
kívül az a

а = ,eCt ) оaz

= CDL ) ,вСО> = ßCb ) ,
а. e О

= CDL ) XX = XGa > ct e ea
О

tehát /3Ct) valóban integrálgörbe az X vektormezőhöz, о

a Lie-csopoi'tok egyparaméteres részcsoportjainak 

beláttuk. E tétel értelmében úgy is

Ezzel

létezését teljesen

fogalmazhatunk, hogy a g Lie-csoportnak "mindon irányban” 

létezik egyparaméteres részcsoportja. Ezen azt értjük, hogy

a T Cg) érintőtér bármely vektorához Clokális koordinátákban
e

fogalmazva: az ERn tér minden <D-tól különböző vektorához vagy 

"irányához") létezik a fenti izomorfizmussal hozzárendelt 

balinvariáns vektormező, amelynek egyértelműen meghatározott 

integrálgörbéje egyparaméteres részcsoportja <?-nek.
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1.4. Az első fajú kanonikus koordináta-rendszerek 

és az egyparaméieres részcsoportok

Lie-csoportokra

vonatkoznak annak érdekében, hogy az analógia a lokális

vizsgálatainkkal

először a lokális

megf ontolások lokális1A további

minélloop okra

közvetlenebb legyen. Ehhez szükség 

csoport definíciójára.

vonatkozó későbbi

van

4.4.1. Definíció 1141: Lokális csoport egy Ш Hausdorff tér a 

rajta értelmezett binér

A : X x X -> X ; Ca,b> > A<a,b5

szorzásművelettel, ha

a> A parciális, vagyis bizonyos <x,y> e Ж x X 

párokra van értelmezve.

b> A asszociatív, ahol értelmezve van, vagyis:

A[ a,/tCb,c> j = A £ ACa,b>,c j

amennyiben e szorzatok értelmezve vannak Са,Ь,с e X ),

c> létezik egy e ogységolom X- ban, vagyis bármely 

a e 9fc5-ra A<.'a,e) és A<’e,a> létezik, továbbá

ACa,e> — A(e,a) = a ,

3t’-n egy parciális unér művelet,d> adott az

inverzképzés, vagyis

-íT : Se ■> X x ь ■•> x

-íbizonyos x í= elemekre úgy, hogy ha x

> akkor ACx,x > és Atx ,x> is definiálva van, és

definiálva

van

A<x,x ’ > = Atx 1,x> — e ,

V
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1.4- Első fajú kanonikus: koordináták ás a részcsoportok

leképezések folytonosak, aholA ése> ' a T

definiálva vannak, d

létezik olyan U, 

—> U , és x e V 
x_1 e W Су”1 e V>, 

inverzelem

A definícióból következik, hogy e-nek 

illetve W környezete, hogy 

-hezCy e W 
ACx,x 1> = e

A : V x V/V,
hogy 

létezésének
-hez) létezik

£ ACy Л,у> = e }.
egyenes következménye a A szorzásművelet invertálhatósága és

az

Az

balról" \/aló"jobbról éskanceilativitása, vagyis 

egyértelmű megoldhatósága a megfelelő ismeretlenre.

a

A lokális Lie-csoportok definiálása és jellemzése során

állításra, illetveszükségünk lesz 

következményeképpen bevezethető fogalomra.

következő aa

1.4.2. Tétel C143: < Se ; A > lokális Ekkorcsoport.Legyen

U <z Ж környezete,létezik az elemnek olyane egy

amelyre

A[ ЛСх,y),z J x,Cy,z) minden x,y,z e Ua>

esetén,
b) ACx, 4x) = ACx A,x> = 

c> ACe,x> = ACx,e> = x, minden x e U-ra, 
d) bármely x e U esetén x 1 e U,

e, minden x <= U-ra,

ahol a fenti szorzások elvégezhetőek Sf-ban. □

1.4.3. Definíció [143: Az előző tétel feltételeit kielégítő

környezetet a lokális St csoport germ jenek nevezzük. □

Legyen U a lokális csoport egységeleménekBizonyítás:

valamely környezete. Mivel a A szorzás folytonos, létezik

olyan P és Q környezete e-nek, hogy P,Q c S€, és ACP,Q> c: U. 

A P környezetnek létezik olyan e körüli R részkörnyezete, 

hogy R <z P П Q és A-CR,R!> ez P r'i Q, következésképpen

A( R,ACR,R> ) c U , A ( ACR,R>,R ) c U. Cl.6)
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1-4- Első fajú kanonikus koordindtdk ős a részcsoportok

Ha U = R П R , 

teljesül, és ugyancsak teljesül a b> is a lokális csoport 

definíciója és a d) miatt. Az a) feltétel teljesülése pedig 

<.i.ó)-nak közvetlen következménye, a

u-Sakkor U = d> feltételvagyis a

a C^- osztályú lokális Lie-csoport definícióját 

is megadjuk. A Lie-csoportok elméletének egyik igen fontos 

eredménye, hogy ha egy lokális Lie-csoport 

osztályú, akkor analitikus is. Ezért szokás 

Lie-csoportokat eleve 

szorzásművelettel -

Ezután

Ck í.k>3>

lokálisa

c“ osztályúként 

definiálni. Mi most nem ezt az utat

vagyis analitikus

bizonyítókövetjük,

gondolatmenet első lépésének a bemutatása lesz: nevezetesen

analitikusságot-hiszen célunk az

az, hogy bevezethetőek lokális Lie-csoportokon első fajú 

kanonikus koordináta-rendszerek.

C™

ck
1.4.4. Definíció 1143: Osztályú 

osztályú g

Legyen

differenciálható sokaság. A '§ sokaság a

egy

szorzásművelettel lokdlis Lie— csoport, ha

a) a j összefüggő sokaság,

b) < '§ ; g > lokális csoport a § Hausdorff tér 

topológiájára vonatkozóan,

c) a ^-ben van olyan nyílt U germ, hogy az

+ '§ ; Cx,y> I------» p<.'x,y) leképezés

differenciálható leképezés, о

ck osztályúU x U

differenciálhatósági
к

hogy benne C

sokaság-

rendjétől itt és később is azt követeljük meg, 

osztályú szorzásművelet definiálható legyen, vagyis m > k.

dif f er enciálhatóA

C'A differenciálhatóság rendje természetesen végtelen illetve 

is lehet.) A fenti feltétel teljesülését akkor is

feltételezzük a továbbiakban, ha külön azt nem említjük. 

Amint a definíció előtt utaltunk rá, a legalább háromszor 

folytonosan differenciálható Lie-csoport analitikus is, 

természetesen azzal a kikötéssel, hogy a sokaság is

analitikus.

to
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1-4- Első fajú kanonikus ko on cl i n d tők ős a részcsoportok

ck osztályú1.4.5. Definíció: lokálisLegyen € 3?; & >
Lie-csoport. A

■» ft<t>ft : Oc*,cO * $ i b h

l osztályú leképezés egyparamétoros részcsoport, ha 

j t j , I s I < a, I t+s I < oí esetén

G

ftCb>,ft<s^ = /3Ct+s) . D

1.4.6. Megjegyzések:

szorzásművelete 
* U"1

osztályú ^analitikus) az U valamely V részkörnyezetén.

2. Ha az előző szakasz globális állításait lokális

Ha Lie-csoport

osztályú ^analitikus), akkor 

inver-tálás művelet is

1. lokálisa

ck a

ck-íг : U » xX h-

Lie-esoportra fogalmazzuk meg, akkor végső eredményként 

megállapíthatjuk, hogy' a lokális Lie-csoportnak az e 

pontbeli érintőtér minden vektorához létezik azt érintő 

lokális integrálgörbé je, következésképpen egyparamé- 

teres részcsoportja is.

3) Ha U egy e-t tartalmazó környezete 

Lie-csoportnak,

a '§ Ck 

lokálisakkor- C U; & )osztályú 

Lie-csoport. о

Az utóbbi megjegyzés alapján lokális Lie-csoportokkal 

mindig úgy fogunk foglalkozni, hogy a Lie-csoportot eleve 

egy U germjén tekintjük. így az 1.4.4. Definícióban megadott 

helyett az alábbit fogjuk lokális Lie-csoporton érteni:

ck1.4.7. Definíció [81: Legyen egy

sokaság és U egy koordináta-környezet g-ben. Az U-t a 

í'ajta értelmezett G osztályú

osztályú <!analitikus)

9 ■ § * '$ * '§ i <*,y> zf-
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1.4■ Első fajt! kanonikus koordináták és a részcsoportok

кszüi'zásművelettel C osztályt! lokális Lie—csoport nak 

nevezzük, ha teljesülnek az alábbi feltételek:

V <= U környezet hogya) létezik olyan g-ben,

-> U és z = p<x,y> e U bármely x,y «= V esetén, 

b> tetszőleges x «= V és z e U <!y <= V és z <s U> 

esetén létezik pontosan egy у e U <z e Ш ügy, hogy

V x V

g<x,y> = z, vagyis a gCx,y> = z egyenlőség x-re illetve 

y-ra U-ban megoldható,

с) а V környezetben létezik olyan e elem, amelyre

p<.x,e> = g<.!e,x) = x

bármely x e U esetén,

d> ha az U környezeten az C U; ф > térképet 

tekintjük, akkor e ф leképezésről feltesszük, hogy

ф : U •» <D ,; e t

ahol í> az [Rr’ tér origója. □

A d> feltétel teljesülése elérhető például úgy, hogy

olyan A lineárisC U; V' > téi'képheztetszőleges

transzformációt tekintünk, amelyre А о yjCe> = <D. Ekkor az

kompatibilis sokaságot< U; А о y' > koordináta-térkép 

definiáló atlasszal.

a

első fajúrátérhetünkután
koordináta-rendszer

k
kérdésére C osztályú lokális Lie-csoportokon.

előkészületekEzen az

bevezethetőségénekkanonikus a

ck osztályú
osztályú

tartományt

S lokálisLegyen

Lie-csoport С к > 2 ) és

pont

csillagszerűnek nevezzük, ha bármely x <= V esetén a 

környezethez tartozik minden olyan £ pont is, amelyre 

фиу> = tфО;> , 11 I <1 esetén. □

1.4.8. Definíció [12.1:

ck< U; ф > egy

V £ Ukörülitérkép. Az e
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1.4- Első fajú kan.oni.hus hoot'd inat а k és a részcsoportok

1.4.9. Definíció [123: Az U valamely csillagszerű iarto-

megadobb JD koordinába- 

oszbályú dif f eomorfizmus) első 

fajú kanonikus koordináta—rendszer nek nevezzük, ha

minden

mányán az C Uf ф > párral 
Cahol ф Ckrendszert

= a * b

egyenlőség egyparaméteres részcsoportot definiál g-ben
— 1

a b minden olyan érbékére, amelyre ф <a»b> az U-hoz 

barbozik. □

Az első fajú kanonikus ко or dinába-rendszer eke b fel

hogy

egyparaméberes lokális részcsoporb vagy sem. Ezb fogalmazza 

meg a kovebkező bébel állíbása.

használni görbérőlbudjuk eldönbsük:arra, egy

ckLegyen < '§ ; g ) lokális 

bérképpel

oszbályú Lie-csoporb és JD 

fajú< U; ф > adobb első kanonikusaz

koor dinába-rendszer.

1.4.10. Tébel C123: diff erenciálhabóolyan

ß — ßCb> egyparaméberes részcsoporb ja, amely a 

esebén érbelmezve van <. s ezzel bizbosíbva van /3íb> <= U

mindeng-nek

! b I < oi

b ! < a esebén ), rendelkezik a kovebkező bulajdon-a I

sággal:

I b [ < a,ф о f?Cb> = a«b

<a , ... , а У komponensei az
1 rí

ahol az a =

- dU ( ^ ) оa.

valós számok. □

hCb> = ф 1<a»bJ> jelölésb. ABizonyíbás: Vezessük be

definíció ér beimében ez lokális egyparaméberes részcsoporb b

a
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1.4- Első fajú kanonikus koordináták és a részcsoportok

minden olyan ért-ékére, 
0-1Ca.t) e U X 

értékek

értelmezveamelyre Cvagyis

Az U környezet szimmetrikus volta miatt ezek

van

intervallum

és /?Ct) egyparaméteres részcsoportok

me gegyeznek.

Ezért hCt) és /?Ct) a t mindazon értékeire megegyeznek, ahol 

h és ß is értelmezve van. így elegendő azt megmutatni, hogy 

a < eV. Ugyanis ha a > a” lenne, akkor ß értelmezve lenne 

of-nél, s ezért ф о ßCc«О = aa’ = ф о hCoó), ami nem lehet, 

mert hCt) a’-re nincsen értelmezve, о

szimmetrikus elemei:az egy

-ot* < t < oí\ A hCt)

t = 0 pontbeli ér intő vektorainak ко mpo nensei

Rátérünk arra a tételre, amely e dolgozat szempontjából 

jelentőségű;

általánosabb differenciálható struktúra esetén.

ennek fogjuk keresnianalógon játnagy

ck CG001.4.11. Tétel 1121: Legyen

osztályú) lokális Lie-csoport, és legyen < U; ф )-vel 

adott egy

megadható olyan ф G 

homeomorfizmus U-n, hogy az 

koordináta-rendszer első fajú 
A Jö-ről a JD*

< 9 > osztályú

Gk osztályú D koordináta-rendszer. Akkor*
CC"k-l osztályú osztályú 

C U; ф* ) párral adott £>*

koordináta­
ié"

)

kanonikus 
k-l osztályú

origónál

rendszer. való G-ra

osztályú) áttérés 

egységmátrix, о
Jacobi-mátrixa azaz

k-l* 0?”

ciálható koordináta-leképezés Ck 5: 2) az U tartománnyal 
nem tartozik hozzá a <2 sokaságon adott Gk

első

1.4.12. Megjegyzés: A osztályú differen-ф : U G

osztályú

f ajú kanonikus 

koordináta-rendszer definíciójában sem követeltük meg.

kompatibilis legyen 

szerint) szükséges és elegendő, 

osztályú leképezés legyen. Ez a fenti 

értelmében nem teljesül automatikusan. Azonban 

osztályú Lie-csoportok analitikusságának bebizonyí-

probléma elesik. Az általunk

atlaszhoz. Ezt már az

Ahhoz, hogy < U’; Ф ) 

atlasszal, Cdefiníció 
hogy ф Gk

az

tétel 
a Gk

tásával aez a
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J-4- Első fajú kanonikus koordináták és a részcsoportok

viszont.Lie-loopoknálkésőbbiekben vizsgálandó

jelentősége lesz annak, bogy az első t'ajü kanonikus

koordináta-térképek 

közül legyen kitüntethető. Ezt ott azzal fogjuk elérni, 

bebizonyítjuk

koordináta- rendszer C U; ф >az

kanonikusbevezethetőhogy

koordináta-rendszerek Ck osztályüságát. □
a

k-l osztályú Ck > 3) egyparaméteresBizonyítás: Legyen ß G 

részcsoport, amely e pontbeli érintővektorának komponensei

C U; ф )-ben

= —C x1ü,í? > 
du Ci=l,...,n) C1.7>a

l

, a > e [Rn /?Ct>vektor jelöli

egyértelműen meghatározott érintővektorát: ,вСО> = a. Azt,

hogy a /3Ct!> egyparaméteres részcsoport érintővektox-a a,

ß<ib) = /?Ca,tX

függvényt, ahol c = K. Ez is egyparaméteres részcsoport azon 

t értékekre, amelyekre az utóbbi kifejezés értelmezve van,

e-belia = CaAz a
1 r>

Tekintsük ßCc*t)jelöljük:iskülön a

minthogy:

g Q?Cc *sJ,/?Cc * t>} = ,eCc»s + c*t> = /3(c*Cs+t>}

-> /3<c*t> egyparaméteres részcsoport érintővektoraA ß : t I-----

ca. Valóban,

fkct>o= l bv-^-(,ecct>)= J ^(xV<ct>)
i=í dx i=i

d (fKct>)o =t=o dx

r>= 1
i =1

= I °d§(xl‘,'9<c0)i=o 3
i=i

-C^t>)o =Cc • t> t=o dxv

аC^ct5)„= 2 Cí5Cot>)o.ca. idx*" vdxt=l

érintővektoishoz pontosanMivel egv T <g>-beli
в

egyparaméteres részcsoport tartozik, ezér>t

egya
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1.4■ Első fajú kanonikus• koordináták és a részcsoportok

/3<a,ct) = ,e<ca,t). C1.8)

a ,e<t> = /?<a,t>, s ezért a /?<ca,t) 
osztályú <Gtu osztályú > -

Az 1.2.3. Tétel szerint 

egyparaméteres részcsoport is C 

egy elegendően kicsiny s > 0 számot véve - minden 111 < s és 

j а. I < s esetén. Az Cl.8) összefüggés szerint

k-i

Ht/?<a*t> = /5Са,-
£

r) =

vagyis a ,eCat> függvény ezzel értelmezve van minden olyan a

amelyre | a. t | < £2. Ha 

akkor /?<a,t) értelmezve van | a.

tekintünk,
2< £ esetén. Vezessük be a

és t értékre, t=l-etitt

tRn ♦ D?n ; ф с- /3<а,1)h : а I-

leképezést, amely eleget tesz a h«D) = <D feltételének, mert

h<(D> = hCOa) = $(/3<0a,l)) = ф(р Ca,0>^ = <£Ce> = C>.

Számítsuk ki a h leképezés <D~beli Jacobi-mátrixát, vagyis a

deriváltakat,

Jelölje

iahol jelöliD Си о hX<D) prciális 

ко о r diná t a- függvényt.

azu
j

továbbái-edik ae
j

j-edikamelyben

a többi helyen 0. A h leképezés és az <1.8) összefüggést

helyen áll 1,<0,...,0,1,0,...,0> vektort, a

figyelembe véve kapjuk, hogy

D CuL о hX<DXs) = D (ul о hXCOCe.s) =
jj J

]-Cu^ о h)(e st) - Cu^oliX©)= lim 
t—> о j

]■И“1 iи о ,в<е st,0)о ,eCe.st,l>= lim
JJt—» о
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1-4- Első fajú kanonikus koordindtdk es a részcsoportok

]-H i C.'u'” о ßyCa ,0>= lim 
t—->o

Си о ß'yCa ,st> -
jj

= D Сус" о ,G)(e ,ŰXs),
j

mivel

Си1 о h)C’<D} = C‘xL ßyC& st,0> = 0 .
J

Az <.'xL о ßyC& ,t>
j

C1.7> formula, így

valós függvény deriváltjára érvényes az

-Дсх1- о /?ХО) = а., 
du

D (ul о h><СО = DCxv о ßyCa .,0) =
1.JJ

а ,ec'e.,t) göi'-be érintőjének i-edik komponense 

C U; ф >-ben. A ßCe ,t> definíciója szerint viszont 

kifejezés értéke 1, ha i = j és 0, ha i ^ j, tehát

ahol a az
i .1

e

D Си о hX®) = 6
4ij

k-1 к—1 és h 4(©) = (D. Továbbá h 1h“1ezért e GMivel h e G

Jacobi-mátrixa ugyancsak az egységmátrix.

A tétel igazolásához azt kell még megmutatnunk, hogy az

C U; h 1 о ф У pár első fajú

határoz meg. A JO-ről a
— 1

áttérés ekkor a h

Tekintsünk e célból egy 

C U; ф’ У koordináta-rendszerben

>

kanonikus koordináta-rendszert
*ЗУ valókoordináta-rendszerre 

= h-1transz!'ormációval adott: ф>

ß*Cty görbét,

о ф.

amelyre az

о ß*cty —ф> а • t . С1.9>

hogy ß СЬУ egyparaméteres részcsoport. Ez 

viszont könnyen adódik az C U, ф У koordináta-rendszerben:

Be kell látnunk,

ф’ о ß*СЬУ = h 1 ß*Cby = а ♦ t ,а ф о

amiből azt kapjuk, hogy
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1.4- Első fájd kanonikus: koondindtdk és a r-és-^csoportok

о ß* (b) = ф о ß*<. t) = h<at) =h о ф>

— ф о ^(аit,l) = ф о /?<.'a,t),

tehát

/?*<.‘t) = ф о fKa t) .

$< Uj <£ ) koordináta-rendszex'ben ß <t) pontosan

Ezért

egyparamé tei4es 

kanonikus

így az az a

<1.9)érintővektorú egyparaméteres részcsoport.
•Éíß <t)

az

görbeegyenlőséggel adott minden

részcsoport, ami pontosan í' ajüelsőaz

koordináta-rendszer definíciója. Minthogy a ß és ezzel a h 
k-1 osztályú ^analitikus), ezért az áttérés a

osztályú

fajú

leképezés is C

koordináta-rendszerre♦
JD k~i ^analitikus).G

:d*Következésképpen 

koordináta-rendszer G

kanonikuselsőa
k-i osztályú. D
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II. FEJEZET

A LOOP-SZORZÁS DIFFERENCIÁLHAT ÓSÁGA KANONIKUS 

KOORDINÁTA-RENDSZERBEN

Mint. ahogyan azt. az előző fejezetben említettük, a 

Lie-csoportok elméletéből jól ismert. tény, hogy ha egy 

Lie-csoporthoz adott egy 

akkor létezik egy első fajú kanonikus; koordináta-rendszer is 

a Lie-csoporthoz, amelyben a csoport-szorzásnak megfelelő 

függvények analitikusak. Az állítás első részének igazolása 

az I. FEJEZET témája volt.

E tétel klasszikus bizonyítása a differenciálhatósági 

rend vonatkozásában is két részből áll. Az első részben az

részcsoportok

ck osztályú koordináta-rendszer,

diff erenciálegyenleteinek
k-l

egyparaméteres

vizsgálata révén bizonyítják, hogy a csoport-szorzás C

(lásd L.SZ. PONTRJAGIN [121, 59..f e jezet). A második
СШ- tulajdonság megmutatása következik

Lie-algebrák közötti összefüggések, 

ezekkel kapcsolatos differenciálegyenletek 

együtthatós egyenletekre

osztályú 

részben 

Lie-csoportok 

illetve

aa

és a

az

visszavezetésénekkonstans 

segítségével.

A bizonyítás első fele közvetlenül kitér jeszthető 

lokális differenciálható loopok bizonyos osztályaira Clásd 

pl. E.N.KUZMIN СИЗ).

Ebben a fejezetben azt a kén-dóst vizsgáljuk meg, hogyan 

lehet kiterjeszteni a kanonikus koordináta-rendszer fogalmát 

loopok általánosabb osztályaira is

differenciálhatásági rend csökkenne.

Egy speciális kanonikus koordináta-rendszer létezését

loopokra

[2,19693 állította, a bizonyítást később egy részesetre 

M.A. AKIVISZ és A.M. SELEHOV [4,19861 adta meg. Analóg

anélkül, hogy a

M.A. AKI VISZlokális analitikus vonatkozóan
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II. Bevezetés

n-ér loopokra V.V. GOLDBERG 

fajú 

igazolta 

E.N. KUZMIN [11,19713. Erősen

lokális analitikusállítást

Elsőbizony'tott 

koordináta-rendszer 

hab vány- asszociatív loopokra 

hatvány-asszociatív egydimenziós loopok esetére 

probléma megoldása egyszerűen levezethető AGZÉL J.

be.[7,19873 kanonikus

létezését erősen

f entia

[1,19043

egyik eredményiéből, amely szerint ebben az esetben a loop 

izomorf a valós számok additív csoportjával.

A <.p+í>-sz-ovetek osztály/ozása során

P. JEAN [6,19853 egyi oly'an módszert adtak, amely' a mi 

esetünkben is jól alkalmazható.

Fő célunk a kcwetkező állítás bebizonyútása: ha egy 

loop k-szor folytonosan differenciálható egy koordináta- 

rendszerben, akkor létezik egy úgynevezett kanonikus 

koordináta—rendszer (a [43-fc>eZi definíció értelmében>, 

amelybeti a loop—művelet k—szor folytonosan differenciálható.

egyszerű 

kanonikus 

a tulajdonsággal 

CTeltéve, hogy ilyen koordináta-rendszer létezése az adott 

loop esetén egyáltalán bizonyítható!).

J.P. DUFOUR és

Továbbá azt is állításmegkapjuk 

hogy

koordináta-rendszer is rendelkezik ezzel

az

következmény'eként. l'ajüelsőaz
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II.1. Lokális loopok és kanonikus koordináta-rendszer ek

Ebben a szakaszban bevezetjük azt. a két. fogalmat., amely 

mindvégig* tárgyalásunk középpontjában fog* állni. Előszói* a 

vizsgálataink tárgyát képező lokális differenciálható loopok 

meghatározását adjuk meg.

2.1.1. Definíció [81:

álható sokaság. A C osztályú

n-dimenziós difi' erenci-Legyen У egy

f' : v У У ; Cx,y> r -?■ z

kx,y,z e У,

lokális: differenciálható loop-szórnásnak, az С У ; £ )

osztályt! lokális differenciálható 

következő

leképezést, Cparciális osztályúahol

struktúrát pedig C 

ioopnak 

teljesülnek:

a> A loop-szorzás lokálisatt definiálva van, vagyis 

léteznek olyan V, U (V £ U) nyílt környezetek, hogy

feltételeknevezzük, ha a

/ : V x V > U

<2.0

^(x,y) = z e U

Továbbá tetszőleges x e V , 

z e U Ciliét ve у e V, z e U) elemek esetén létezik egy 

és csak egy olyan у e U Ciliétve x e U) amelyre

minden x,y «= V esetén

£Cx,y> = z.

b!> A Ioopnak van egy e e V egységeleme, vagyis az
I

U környezetben egy kitüntetett e elem, amelyre

/С x,e> = ^Ce,x) = x C2.2>

bármely x e V esetén.
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JJ.x. Lokális loopok és kanonikus koor-dindta-rendss&r-ek

c> ' f- e Ck, Gkvagyis az / loop-szorzás 

leképezés

osztályú

dif f er énei álható U környezeten

C U; ф )-vel bevezetett Jö koordináta-rendszerben. □
az az

2.1.2. Megjegyzés: Az a) feltétel első része lokális

gr-upoidot definiál -az 3? differenciálható sokaságon. Az 

a} feltétel második része a balról illetve jobbról való

egyértelmű 

szorzásművelet lokális

megoldhatóságot biztosítja, 

megoldhatóságot, vagyis

invertálhatóságát és kancellativitását jelenti. E két 

rész együttesen lokális koázicsoportot 

(pontosabban lokális ogybdsisu kvdzicsoportot}.

A b> feltétel az egységelem létezését kívánja meg: 

ezzel már egységelemes lokális kvázicsoportot, vagyis 

lokális loopot kaptunk.

A c> feltétel pedig
hogy Ck

mégpedig az

a

definiál

diff erenciál-műveleta

hatóságával biztosítja, 

kapjunk, a

osztályú lokális loopot

koordinátákkapcsolódik
bevezetése, hiszen ezeken keresztül definiálható 

osztályúság.

A továbbiakban loopokon olyan koordináta- rendszereket 

Colyan C U; ф } koordináta-térképeket} fogunk tekinteni, 

amelyek a következő leképezéseket létesítik:

A definícióhoz szorosan a

cka

> V. £ [Rn ; -» <D ,■ U e ь
V

ahol <E> az Kn tér origója.

f ogjuk koordináta-leképezésAlkalmazni reprezen-a

tálasára a

ф x H -> z■> X , у У z b-> У >

jelölést, ahol x,y,z e V és x,y,z e W.
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II.I. Lokális loopok és kanonikus koordináta-rendsser&k

A differenciálhatóság definíciója azt jelenti, hogy az

-i— 1F = Ф Q f. о < Ф X Ф

kifejezéssel definiált

F : Kr’ x [Rr> ■> К1'’ ; W x W * W ,

C2.1 ’>

F < x , у > = z

j. „k fi e Cf Gkfüggvény 

C i = l,...,n >,

i-edik osztályúkomponense,
< к > 2 >. Ekkor F e Ck szintén teljesül.

A f enti

1.4.7. Definíciójával, megállapíthatjuk 

szóhasználattal, ugyanakkor a lényeget 

hogy egy C 

Lie-csoport.
Az р = ф о fi С'Сф±хф1 > 

mondhatjuk - és fogjuk is mondani a következőkben -, hogy az 

fi loop-ssotsás alakja 

koor-dináta-r-endsserben. Más koordináta-rendszerre áttérve a 

loop-szorzás alakja is más lehet. Az 

koordináta-rendszerben fi alakja F = ф о fi о 

és az áttérés a két koordináta-rendszer között a yj = ф о ф 

leképezéssel adott.

A loop-szorzásra <2.10 helyett 

rendszerben

definíciót összevetve a lokális Lie-csoportok

pontosnem

jól kifejezve - ,

osztályú lokális loop egy nemasszociatív lokális

leképezésről isazt

C U; ф >-vel :badottas

C U; ф )-vel megadott X>
■\i _ л

< Ф X ф >,
•4» 'u

Jö koordináta-a

•V •V ■•v

F<x,y> = z

érvényes, ahol

ф : U
«Ч» V-.

♦ W c R ,
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II.T. Lokális: loopok és kanonikus koordináta-rendszorek

Л,•V

ф : e ■» © , x ь -> у , Z hУ -> X ^ у H ■» z ,

•4»

itt- W az <D egy környezete.

Az £ különböző koordináta- rendszerbeli alakjai között

pedig az

F -i< v'_1= V' о F о x у'

összefüggés mutatja a kapcsolatot.

Most bevezetünk egy koordináta-rendszert azzal

tulajdonsággal, hogy az / loop- műveletnek különösen egyszerű 

alakja legyen ezekben a koordinátákban. Ez a definíció 

pontosan megfelel annak a meghatározásnak, amelyet a 141-ben
•4»

találhatunk. A loop és a 'D koordináta-rendszer olyanok, mint 

ahogyan az a 2.1.1. Definícióban illetve 

megjegyzésekben leírtuk.

a

azt követőaz

ck2.1.3. Definíció 183: < 'У £ > 

loop

Legyen

diff erenciálható 

-> [Rn , фСе^> = <D 

koordináta-térképpel

osztályú 

< к > 2 >. Az < U; ф >

egy

lokális
•o

ф : U
-4*

£> koordináta-rendszertadott

< í- >kanonikus koordináta—r-endszer-ne к nevezzük OS
*4*z> koordináta-rendszerbenloopra vonatkozóan, ha a 

érvényes a következő összefüggés:

Л/

F < x
*4»*4»

, x ) = 2 x

'v -V

minden x e W esetén, о

feltétel2.1.4. Megjegyzés: definícióban szereplő 

állítást, hogy

У sokaság lokális térképeivel 

történhet. Valójában ez a lehetőség e fejezet fő 

tételének következményeképpen lesz adott. A helyzet

A

kanonikusazttartalmazza az a

koor dinátázás az
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II.x. Lokális loopok és kanonikus koordináta-rendszőnek

hasonló a Lie-csoportoknál látottéhoz, csak ott az első 

f ajü

dif f er enciálhatósági 

következtében

koordináta-rendszerbelikanonikus

analitikusság

kiindulási

rend az

egyezik

koordináta-rendszerbeli differenciálhatósági

következőkben közvetlenül bizonyítjuk 

differenciálhatósági i'end megmaradását. □

meg' a

renddel.

Itt aa

Lie-csoport elméletben használt also fajé 

koordináta—rend szórt.

2.1.5. Jelölés: A

Clásd Pl-kanonikus

kedvéértrövidség

továbbiakban EFK—koordináta-rend szeme к nevezzük. A

L.SZ. PONTRJAGIN, 1123) aa

koordináta—2.1.3. Definícióban kanonikusszereplő

röviden K-koordiriáta-r end szemek.rendszerb pedig

nevezzük, о

ugyanazt

értjük, mint Lie-csoportoknál: bármely a • x alakban előálló 

görbe lokális paraméteres részcsoport

Definíciót). A különbség annyi, hogy a loopok esetén nincsen

egyparaméteres részcsoport létezése 

tetszőleges x irányban. Vagyis loopokra EFK- koordináta- 

rendszer csak bizonyos esetekben definiálható.

Loopok esetén EFK-koordináta-rendszeren
Л/

Clásd az 1.4.9.

biztosítva aaz
•4*

2.1.6. Megjegyzés: 1. A definícióból azonnal következik,

hogy egy EFK-koordináta-rendszer (amennyiben az adott 

loopra létezik egyáltalán) mindig K-koordináta-rendszer 

is egy/ben.

2. A koordináta-rendszer fenti definíciója akkor 

lesz kellően megalapozott, ha megmutatjuk, hogy 

K-koordináta-rendszer olyankor is létezik, amikor EFK-

koordináta-rendszer nem Clásd a 2.2.1. Tételt), d
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II.2. Kanonikus koordináta-rendszer létezése

Ebben a szakaszban fogjuk megvizsgálni azt. a kérdést., 

hogy а 2Л.З. Definícióban adott. K-koordináta-rendszer egy 

lokális differenciálható loopra vonatkozóan létezik-e.

tétel kettős állítást tartalmaz. EgyrésztAz alábbi

pozitív választ a fenti kérdésre, másrészt azt fogalmazza

koordináta-rendszer benilyen

differenciálhatóság rendje nem csökken.

hogy ameg, az

ck lokális2.2.1. Tétel [83: Legyen C fi ) egy

differenciálható loop С к > 2 ). 

osztályú

osztályú

cklétezikEkkor

<1 3?; fi )-reK-koordináta-rendszer az

vonatkozóan, a

Bizonyítás: Legyen JD egy koordináta-rendszer, és F az fi

alakja JD-ben. Ekkor tehát teljesül, hogy 

Jelölje jKF) az F leképezés Jaeobi-mátrixát az 

pontban. Mit mondhatunk ekkor a C?<F> mátrix alakjáról’?

A <.2.2) alapján a J£> koordináta-rendszerben

loop-szorzás 
F e c\

F<x,<D) = F<<D,x) = x

bármely x <= V-re, és ezért

D / C <D , <D > = 6
íj

i=l,...,n "j 
j=l,...,n у[Á < (D , © > = óD . ?- 

>‘>+J ij

jelöli a j-edik parciális deriválás operátort. Ezek 

szerint a fifCF's mátrixra a következőt kapjuk:

ahol D
j
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II.Kanonihus hoandindta-nendss&n íéíezé.se

1Г 1 . О. О
^c:f> =

оо 11

Vezessük most, be az alábbi függvényeket, az <D valamely 

kellően kicsiny környezetében. Először tekintsük 

dia gondlis: függvényt:

Qa

* < x , x } .* U x U ; x hQ : U

Ezután definiáljuk a T függvényt a következőképpen:

T = F о Q

<2.4>

T : U ■> U ; x h * F о Q < x > .

A definíciókból világos, hogy

T С Ф > = <D ,

vagyis a T leképezés az Rn tér origóját fixen hagyja, 

kiszámítjuk

mátrixát, könnyen látható, hogy a következő alakú lesz:

DQCCOHa lineáris transzf ormációa

1 0

0 1
( D Q <! <D } ) = »

1 0

0 1

függvényeireminthogy Q leképezés 

érvényesek az alábbi összefüggések:

komponensa
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II.2. Kcnionikus koot'dindta-r&rids’z&r' lét&ztásré

D. Qv C <D , <D > = ó
4ij

f i=l,...,n "j
1 j=l., -,n J

Ql < <D , <D > = 6D
ij

differenciálva,mindkét- oldalát azt.A <!2.3k egyenlőség

kapjuk, hogy

DTC4D) = DF (Q<:C)>) о DQCCO = DFC<D,<D> о DQ«D).

Ily módon a DTiíDk mátrixára a követ-kező alakot- kapjuk:

1 0

f 2Г 1 0*. 0 . 01. о
(dtcco) = = >

00 1 ! 0 1 1 20

0 1

vagyis

( D T C <D к ) = 2 С E к ,

ahol E az ident-ikus leképezés [Rr’-ben. A fentiek szerint a 

DTi<Dk lineáris leképezésnek csak egyetlen sajátértéke van, a 

2 ide ez a sajátérték n multiplicitásuk.
Mivel Fe C k és Q hasonlóan Ck 

osztályú

létezik a T inverz leképezése az © egy környezetében, és 

igaz, hogy

osztályú, a T leképezés 

<D valamely környezetében. Ekkorckszintién az

DCT 4k<©k = (DTCíDk)

к
<= C ebben a környezetben.továbbá T

4ó



II.2. Kanonikus koordináta-rendszer- létezése

Mivel a (DTCCO} 1 leképezés mátrixa

1
2

. 0

° 1
2

T 1egyben 

nyer-t ük,

origóbeli
— 1hogy a ß<. T > Jacobi-mátrixnak egyetlen sajátértéke

leképezés Jacobi-mát. rixa, azta

1van, az 2
A továbbiakban keressük azt a transz!' ormációt, amely a 

koordináta-rendszerre való átmenetet meghatározza. E

eredményét

1>

célból f elhasználjuk 

Theorem 2, 19573, egy kis módosítással.

S. STERNBERG C15,egy

Jelölje Tk az összes olyan Ck

tér

környezetében értelmezve vannak, az origót fixen hagyják és 

Jaco bi - de tér mi náns uk

J/TGD) a T leképezés Jacobi-mátrixát az origónál.

osztályú homeomorí izmus 

origójának valamelyRnhalmazát, amelyek az

tűnik el. Jelöljeott továbbánem

Tk-ban,2.2.2. Tétel:

amelyikre
к

olyan R transzformáció a T -ban, amelyre

Legyen T egy

<?тс:ф:>=4-<:е:>.
olyan transz!' ormáció

valamint к > 2 . Ekkor létezik2

$ T <! <D > = R о T о R í. □ C2.42>

Sternberg

bizon3dtást a következő szakaszban adjuk meg.

f enti módosított változatáratételének a

Ha alkalmazzuk a 2.2.2. Tételt 

definiált T transzformáció inverzére, akkor egy 

transzformációt kapunk, amelyre érvényesek az alábbiak:

C2.4D formulával
к

R <5 T

a
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II.2. Kanonikus koot'diridta-r-ondszer- lét&zése

R < <D ) = R * С © > = í> ,

D C T1 ) C<D ) = R о T 1 oR1

Ha kiszámítjuk mindkét 

hogy

inverzét, akkoroldal azt- találjuk,

-íDTC<D) = RoToR C2.5>>

vagy ami ezzel ekvivalens:

R 1 о DT Í<D) о R = T.

GkTehát- a T transzformáció linearizálható osztályú Regy

belső automorfizmussal.

Az R transzformáció segítségével most. már bevezethetünk 

új koordinátákat, a következő módon:

•Sí ••\í •wR : Rn * \Rr' x ^ ^ x , у I- * У ; 35 -> Z .

s-
5)

•t *4»
C U; <£ >így már adott egy új 

térkép segítségével, ahol

koordináta-rendszer az

ti0 = R о ф ,

és a loop-szór zás alakja pedig (ahogyan azt

szakaszban megállapítottuk):

előzőaz

— 1 -1 < R x R ) .
л,-

C2.Ó)F1 = R о F о

Vagyis, ha F í x , у > = z , akkor
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II.г. Kanonikus1 koor-dindta-r-endszer- létezése

— 1 —1 < R x R
-V» *4/«V•V

) < x , у > =F<x,y) = RoFo

*4»

= RoF<.'x,y) = R<z> = z.

■4/ *4»

F < x

hátra. A C’2.6> összefüggés felhasználásával azt kapjuk, hogy

*■%/

kiszámítása maradt, x >már csak azVégül

•V Л»F о < R"1 x R 1Л» <v
F í x

*4»

> С' x , x > ., x > = R о

Mivel a <2.3> képletből az következik, hogy

-iF = T о Q

az előző sor alapján adódik az

•4/oQ1oCR1x R 1Л. -V

F < x
‘V

) C x , X > =, x > = R о T

(x) , R 1 Cx> ) = R о T о R 1 Cx> .T о Q 1 ( R_1= R o

behelyettesítésével kapjuk K-koordináta­it.Végül

rendszer definiáló egyenlőségét, vagyis hogy

aa

•4/<V *\j 'V Л/

FCx,x> = DT CCO < x ) = 2 x ,

és ezzel a bizonyítást bei'ejeztük. a
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II.3. A linear izáló transzformáció létezésének

bizonyítása

Ezen szakasz tárgya S.Sternberg lokális kontrakciók 

normálformájára vonatkozó, 

tétele módosított változatának <2.2.2. Tétel> bizonyítása. A 

bizonyítás során követni fogjuk az eredeti gondolatmenetet, 

de egyrészt az eltérő ^speciális) kiindulási 

bizonyítás

egyszerűsítéseket, másrészt az eredetitől eltérő bizonyítási 

technikát is alkalmazunk pl. a konvergencia igazolása során.

előző szakaszban idézettaz

feltételek a

bizonyosteszneklehetővésorán

speciális

konstans

Bizonyítás C81: a) A tétel állítását

transzformációkra igazoljuk. Legyen 

nélküli

először
.-J< az olj'an

n változós valós polinomok n-eseinek tere,tag

amelyek legfeljebb k-adfokú tagokat tartalmaznak és amelyek

У téren kételsőfokú tagjainak mátrixa nemelfajuló. Az 

polinom n-es szorzását úgy értelmezzük, hogy az első i-edik 

változójának helyébe beírjuk 

polinomját <i=l,...,n>, majd 

tagokat elhagyjuk. Röviden szólva: behelyettesítés után

k-adik rendben levágunk.

i-edikmásodika n-es

fokszámúk- nál magasabba

5^-nak, amely

Ékkőt' T okúivá lens

2.3.1. Lemma: Legyen T egy olyan eleme az 

lineáris tagjainak mátrixa 

lineáris tagjai, mátrixával egy ZF '-Ho-z tartozó 

automorfizmus dltal. □

§<=>•
k belső

Bizonyítás <2.3.1. Lemma): Mivel a lineáris tagok mátrixa 

tulajdonképpen

olyan R transzformációt keresünk, amelyre teljesül, hogy о

©-nál,Jacobi-mátrixaT leképezés aa

о R 1 , <2.7>о T/ T < © 2> = RQ

vagy ami ezzel egyenértékű:
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II.3- -4 lin&ar'i&dló tr-ans&for-mdcid

R о T = $ T C <D > о Rо
<2.70

о

A T transzformáció formája polinom n-esek alakjában kiírva a 

következő:

i iI1 1t1 ПT = äV . . xx >i í r»A
±* r?

2 < E x< к
j

i.i.I1 tn 1 Г»
■ . + z. n

X . . X
i . . Á 1 J1
l” n

2 < E íS к
i

Mivel olyan R ^ transzformácidt keresünk, amely lineáris 

tagjainak mátrixa az egységmátrix, R ^ alakjára írható a 

következő:

€ r\ n w) -R = ....,r

iI i 1 П
:> X. + Г X . . X >i . ,i 1x. n

1 r>
2 < E X.< k

j

behelyettesítjükHa formulákat <2.70ezeket a a

összefüggésbe, 
következőt írhatjuk:

i-edik komponensre < i = l,...,n >az a

f IiI1 1 nX.+ . . XX4X. X
2 i • - Á 1 ПV

1 n

2 < Г l< к 
j

31



II.3- -A linearizdló transzformáció létezése

i. iIi x. + 1t1 П +X ...X2 íV l. n
n

2 < £ i < к
j

j

i i

♦z ‘í.I 1 i nV+ X ...XГ 2*ii • Л í n
±” Г»11

2<£ i <k2<£ i <k
j jj

L 1.I ^1 1 П

• 2*2n+ x ...X
. Á 1 n

l" r>
2<£ ^.<k

J
j

i
í ntfeszehasonlítva együtthatóit,

konsiansokat,

lépésibőlaz x .. , X>1 n
i.lépésre kiszámíthatjuk az kezdve aí'
i ,. . . i
í n

legalacsonyabb f okú bag együttható jával. Ezzel

eljárással a kívánt, transzformációt magát, is megkapjuk, s

így a lemma bizonyítását, befejeztük. □

fentia

b> A célból, hogy egy a tétel feltételeit kielégítő,
Tk-hoz

nincsen

tartozó R transzf ormációt találjunk, amely most már 
^-ban, egy speciális normát vezetünk 

be. Ebben az invariáns normában fogjuk megvizsgálni egy 

transzformációsorozat konvergenciáját, amelynél a határérték

feltétlenül

éppen a szükséges tulajdonságú leképezés lesz.

az К tér mindazon CкLegyen *V

tere, amelyek definiálva vannak az origó egy N környezetén

osztályú leképezéseinek

és az origónál k-adik rendben eltűnnek.

,k ll-Crnel2.3.2. Definíció: А lí téren definiáljuk
>

А -hez tartozó tetszőleges

jelölta
П

normát a következő módon.
П

f leképezésibe
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II.3- -4 lineárisaid transz?formáció létezése

'V IIII D/CxXv^.
II / Un = sup sup

V * . - . ,v1 к

»
V VX к1

ahol a supremumokaí minden olyan x-re és v^-.^v 

tekintjük, amelyek N-hez tartoznak, továbbá |j. jj jelöli 

a közönséges euklideszi normát,. □

та

hogy ||.|£ valóban norma, és az is, hogyNyilvánvaló, 

O^-ből minden к’ < к éskövetkezik az, hogy / e/ e n'n

NJ S N esetén.

alábbi technikaiA későbbiekben szükségünk lesz 

jellegű lemmára.

az

‘T^-beli transzformáció. Ekkor2.3.3. Lemma: Legyen

tetszőleges 
£

kicsiny N környezete (D-nak úgy, hogy

/ egy
elegendőenszámhoz létezik£ > 0 egy

11% < * II / H%f
NN

minden olyan l-re, amelyre 1 < l < к-l. о

bizonyítást elegendő megadni 

- 1 , mivel az általános eset

Bizonyítás <2.3.3. Lemma): A 

arra az esetre, amikor l = к
az

II / H% < * II / 11%
N N

egyenlőtlenségből közvetlenül adódik.

A becsléshez felhasználjuk a középértéktételt. Ennek

értékre, figyelembe 

érvényes a következő:

0 < t < 1értelmében 
véve a D^/OD) = 0 feltételt is.

valamely
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II.з- Л linearizdló transzformáció létezése

íj d'/CxKv^. • - ,Vi) К
l

II / H e = sup sssup

V--ViX V VN l1

l + lII * /<tx)(vi , . . . , vi ) II
<SS sup sup

v- • -viX X VV
l1

L+l /CxXv^ . .,vt> ИII D p IIх II < £ IU'lll£ >< sup sup
X V

su
IMI llvjl - llvj N■>vl X

Is ■

n*mivel a sup jj x jj < s , amennyiben elegendően kicsiny,
x

ezzel a lemma bizonyítása kész. о

R e Tkc> A keresett. transzformációra vonatkozó C2.4>

formula átírható a következő alakba

R = SD C R > ,
T

ahol a D operátort a következőképpen értelmezzük. Ha R egy
T

transzformáció T -ban, akkor

-> ( ^ГСФ> )_1 о R о T .:D : R h
T

téren definiáljuk, akkorHa a £> operátort a 

érvényes lesz az alábbi lemma.
N

1/<Y térhez tartozó leképezés, T 
Í E . Ekkor létezik

2.3,4. Lemma: Legyen f a 

pedig a
N

Tk eleme, amelyre 

az origónak egy olyan N* környezete, amelyben

II *>т/ c <к II * Un ’

pozitív valós számra, avalamely К < 1
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II.3- lin&at'izáló tr-anssformáció létezése

Bizonyítás C2.3.4. Lemma): A bizonyítás során az előző lemma 

í'elhasználásával végezzük a becslést.

]j Dk<.2/oT><.x>Cvi , ■‘>V II
II *>T/ c S= sup sup

V > ■ ‘1 кX

II Dk<./oT)Cx)CVi ., . . . ,vk) II
<= 2 sup sup

V > - - - 1 к V VX к1

<2.10>

||Dk/(TCx)) (DT(x)Cv ) , . . . ,DTíxKvk>) ||
< 2 - sup

v > ,v1 к

sup
VX V к1

2 P <x;V ,...,v >A 1 кA
+ sup sup

X V ->vk V V к1

kifejezésekalaküP>íx;v,,- ...vk>
jelölésére szolgál:

következőItt a

rn
k> = Ds/(TCx>) (D 1TCx)<vi,...,V( >,...P <x;v ,... 

A i
l

m
...,D sTíxXv ...,v

+ 1**ГЛ + ГЛ m +. . . +rrt
s-11 1 3

3I <2.7>-ben azm = к továbbá1 < s < к ésahol i
t=l

kellVXiV"’V tagraösszes lehetségesösszegzést

elvégezni.

az

második tag becsléseoldalánА C2.7) jobb 

következőképpen történhet:

aa
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II.3- A lin&at'izdló transz fot'та c id létezése?

1 \ px<x’v i
1

sup
V > • • ■1 к

sup
VX V к1

Рч Сх ; V ••'V1'X
< <sup sup

X V ,. . ■'vk VVX к11

p AX i< sup
X V

sup -------------
• • A ... A к 1

sup sup
X V

*
m

- ?v 1m1TTIs ‘X S ■' V
jj = l

A
s

> <supsup
X V

rn + . . . + rn
..,V 1 3,ttm +. . . +rn11 1 +. . . +m V

s-1 11 + 11 = rn + . 
1

. . + rn
s - 1

C s rn ™ ч^ {||/I!N-PI!NM|T||N‘} — < ^X||/||N. < -||/||N.<

következőA f enti becslésben a rövidebb írásmód céljából a 

jelölést alkalmaztuk:

rn
^TCxXv ,...,v >

1
A D >•••>1 rn

1

rn
D sT<x>CvA .v

+ 1>"’rn +. . . + rn rn +. . . +ГЛ3
1 1s-1 3

állítását, és £\ -t2.3.3. LemmaFigyelembe

elegendően kicsinyre választottuk, végül az N’

vettük a X
környezetet
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II.j. A linearizdló transzformáció létezése

számoknak megfelelően hat-ár óztuk meg.

A <2.7> jobb oldalán álló első tag becslése az előzőhöz 

hasonlóan történik:

az £X

||Dk/(TCx>) (DTíxXv^ , . . . ,DT<.x><:vk >) ||
<sup sup

V ,. . . ,v 1 к l|vj---||vk||X

||Dk/(TCx>) (DTCxXv ) , . . . ,DTCx)Cv^ >) ||
£ sup sup

v , - - ->v1 к ||DT(xXv^ ) II. . .||DT<x)Cvk>||X

||DT<.‘x ><Vj > |j ||DTCx><Vk>||
' sup sup • sup sup

V VX V X V к к1 1

up ||DTCx>|| <
x r-- ml [ n<- (I + 6

mivel T síma az © valamely környezetében. A fentiek alapján 

azt kapjuk, hogy

< К ll/l!*.. ,№rf\C 1И& 2 + £

valamilyen К < 1 számra, elegendően kicsiny N’ környezetre 

és következésképpen kis £ illetve 6 számokra, valamint 

esetén. A becslésnek ez a к > 2 kikötéseк > 2 az,

megjelenikkésőbbi tételeinkbenamelyik

differenciálhatóság rendjére vonatkozóan, о

is rendre a

2.2.2. Tétel feltételeinek eleget tevő Tk-beli Td> Egy a

2.3.1. Lemma biztosítja egy olyan 

transzformáció létezését, amelyre a

transzformáció esetén a 
R e ez Tk cyK térhez

Nо
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II.3- -A linaarizdló transzformáció létezése

fog tartozni a

( СГ£ <©> )-1 o R о T - Rоо

transzformáció is.

Ta­vaiéban, megállapíthat- juk, hogy

szorzásművelet elvégzésének szabályát- figyelembe véve 
£ <©) } 1 о R^ о T szorzattranszformáció

sorfejtésének tagjai k-adik rendig megegyeznek 

sorfejtési együtthatóival (lásd az a) részben ezeknek a 

plinom n-eseknek a felíi'ását^ , s ezért ezek 

különbségből eltűnnek.

alkalmazhatjuk

térben aa

a

© körüli

Raz о

a tagok a

к normát olyanígy egya
N

00

ÍR" R transzformáció sorozatra, amelyet a következőо П= A

módon definiálunk:

тг> -о 1 =R = ( fT <©> ) r' о R
О

1
[ ( á'T <©> )“* V + Ro R о T - Rr=

ОО О=o

У r> = 1К2.3.4. Lemma értelmében R sorozatA az

egyenletesen konvergens az © valamely környezetében, és tart 

valamilyen 
Tk-beli R

Tk"-beli R’ transzformációhoz. Továbbá ekkor a

sorozat is konvergens, és tart valamely

R = R> - R transzformációhoz T -ban. о
A fentiek alapján írhatjuk egyrészt, hogy

П

£ ( <©> ) 1 о R ^ J = ( дч c©> ) 1c T о R о T ,iim
n—> oo

másrészt pedig azt, hogy
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II.3- A lin&arizdló transzformáció létozdse

( ( <5Т <©> с Т ] = lim R
rí-----> СО

lim
r>—> CO

R .=S
n+l

A jobb oldalak egyenlősége a tétel állítását, 

s ezzel a bizonyítást, elvégeztük. □

1' e jezi ki,
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II.4. Kapcsolat, egy loop kanonikus 

koordináta-rendszerei között.

Egy Lie-csoport. EFK- koordináta-rendszerei lineáris

transzformáció erejéig egyértelműen meghatározottak, 

olyan speciális loop-osztályok esetében, amelyeknek léteznek 

egyparaméteres részcsoportjai, EFK-koordináta-rendszer 

vezethető be. CMint látni fogjuk, ez az állítás a III.1. 

szakasz telének egyszerű következménye.)

Az

az

Ezek után természetesen vetődik fel a kérdés: milyen 

os'S'ze/ü^’^ös van agy C 

loop kanonikus koor dindta-r end sz er ex hozott? Kissé másként 

megfogalmazva e kérdést: megadható-e valamilyen osztályozása 

a K-koordináta-rendszereknek?

osztályú lokálisán differenciálható

Ebben a szakaszban ezekre a kérdésekre adunk választ.

állítástElőször azt igazoljuk,

unicit-ása,

hogy aaz

K-koordináta-rendszernek lineárisnincsen

transzformációval újabbakat kaphatunk.

ö?r’ lineáris homeomorf izmusa.2.4.1, Tétel 183: §Legyen

Jelöljön JD egy 

osztályú C 5^; / > loopra vonatkozóan,

az

ckosztályú K- koordi náta- rendszert a

és jelölje JD azt 

JD-bői $amelyetkoordináta-rendszert,

kapunk.

K-koordináta-rendszer az С У; fi > loopra vonatkozóan. □

aa
•ъ

Ekkor szint ónJDtranszf ormációval

Bizonyítás: Mivel az áttérés az új koordináta-rendszerre

megadva,

koordináta-rendszerbeli alakja között az összefüggés:

kétloop-szorzásnak3?- vei eavan

C § 1 x $ 1 > .F = $ о F о

Ha x és x olyanok, hogy
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II.4- Kapcsolat egy loop K-koo>'dindta-r-&nd£?zer-ei kozott

-V

ф : x 1-------- > X *

*v ■V

F C x , x ) értékét, következőt.akkor- kiszámolva az a

kapjuk:

F<xíx> = $oFCfix$1 *4» *4i

} < X , X > =

О F ( $ 1<X>,$ 1Cx> ) = $oF<x,x) = $C2x> == $

•V

= 2 $ (x) = 2 x .

*4/

Ez az egyenlőség pontosan azt fejezi ki, hogy a JD az 

C cF; / >-re vonatkozóan K-koordináta-rendszer. □

A következő tétel loopok esetére alkalmazott 

állításnak, amely CIO!-ben

a

módosított változata egy

található meg.

Ck< У-, f. ъ lokális2.4,2. Tétel [83: Két, ugyanazon

osztályú loopra vonatkozóan kanonikus koordináta- 

rendszer között а Ф átmenet transzf ormáció lineáris

homeomorfizmus. □

Bizonyítás: Mivel loopok koordináta-rendszereiről van szó,

nyilvánvalóanmásikraátmenet egyikrőlaz az a

homeomorf izmus.

loop-szorzás 

K- koordináta-rendszerben F illetve

alakjait 

Ekkor érvényes

Jelölje kétaz a
^4/

F. a

következő:

*4»

C2.8>á&oF = Fo<.’§?x$!>.

Legyen V az (D-nak egy a 2.2.1. Definíciónak megfelelő 

x € W C'x <D>, és n tetszőleges pozitívkörnyezete. Ha

ól



II.4- Kapcsolat egy loop K-hoordindta-r-ondszer-ei. között

УС------ e W szintén teljesül (ennek az egyszerűegész, akkor
2 ”

állításnak a részletesebb indoklását lásd pl. a következő 

fejezet tételének bizonyításánál}. Figyelembe véve azt, hogy 

mindkét koordináta-rendszer kanonikus, továbbá alkalmazva a 

<!2.8} összefüggést, a következő egyenlőséghez jutunk:

(I))-4 ( 2 ) - * [ 4 ( 2 )2 , $

° 4 5 ( 2 “ F ( 5 ' 2 ) = 4 c*5’■ 2 )= F о С Ф 53 ф

vagyis

§ ( I ) = i $ CX} .

УСA fenti egyenlőségben x-et vei helyettesítve kapjuk, hogy

4 ( “гг 3 = 2 4 (2)=- Ф <x} .
2 22

még (n-2)-ször megismételve 

következő:

fenti lépést, adódik aa

4 ( ” C2.0}$ C’x} ,
2П2

minden pozitív n egészre (pontosabban fogalmazva:
adódik}. Mivel Ck

nez

osztályú

k-szor

szertinti indukcióvalteljes

átmenet iskoordináta-rendszerek között az

f elírható< к > 2 }, f-ref olytonosab differenciálható

következő:

a

Ф Cx} = D Ф <.'©} Cx} + jjx j] sCx'y , <2.10}

ahol, j|.j| a közönséges euklideszi normát jelöli, és

lim £<x} = © . 
x—>©
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II.4- Kapcsolat ogy loop K-koordináta—rendszer ег között

A (2.101 összefüggést, ---- -re alkalmazva, felírható, hogy
2"

f —- j = D $ «Dl f —- j + 
2n 2n

X * c —- ) - ^ 2" J
$

2n

D $ «Dl leképezés lineaiútásátKihasználhatjuk a 

ugyanígy az euklideszi normáét is. Ha még ezután mindkét 

oldalt 2r'-nel szorozzuk, és tekintettel vagyunk a <2.8)-ra 

is, akkor az alábbihoz jutunk:

s

= D Ф «Dl (xl + j|x|l — - ) .Ф (xl
2

összehasonlítva ezt a (2.101 sorral, megállapíthatjuk, hogy

II X II *(xl = II X II —— 3 >2"

pozití\' A fentibőlegész számra. adódikminden n a

következő:

* c —- ) = ^ 2n }
lim ,e(xl = <D , 
x—><D

£■ (xl = lim 
n---- > 00

és ez а Ф transz!' ormáció lineaxútását fejezi ki, ha

figyelembe vesszük a (2.101 felírást, a

f enti két tétel alapján megálla-

osztályú K-koordináta-rendszerek

2.4.3. Megjegyzés: A

píthatjuk, hogy a 

is lineáris transzformáció erejéig vannak egyértelműen
k

meghatározva egy C osztályú loopra vonatkozóan.

Ogy is fogalmazhatunk, hogy az

ck

Kn tér lineáris

osztályozzahomeomorf izmusainak csoportja

K-koordináta-rendszereket, s ennél az osztályozásnál az

a

összes K-koordináta-rendszer egy osztályba tartozik, a
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III. FEJEZET

LOOPOK VISELKEDÉSE KANONIKUS

KOORDINÁTA-RENDSZEREKBEN

ck osztályú lokálisEbben a fejezetben folytatjuk a 

loopok kanonikus koordináta-rendszereinek vizsgálatát.

szerint a Lie-csoportokAz I. FEJEZET 1.4.10. Tétele

egyparaméteres részcsoportjai igen könnyen felismerhetőek:

érvényes

rendelkező

természetesenlineárisak. Ugyanez 

EFK-koordináta-rendszerrel

az

is:loopokra 

egyparaméteresEFK-koordináta-rendszer ben loopegy

részcsoportja lineáris.

loopokjellemzés lehetővé teszi 

egyparaméteres részcsoportjainak felismerését, 

következőket kell tennünk: tekintünk

ilyenEz aza

Csak a

loophoz

EFK-koordináta-rendszert, és megvizsgáljuk, hogy ezekben a 

koordinátákban az egydimenziós lokális alterek (az origón

megf elelő

részcsoportok-e vagy sem. Ha egy ilyen lokális egyenes 

részcsoport,

részcsoport, ha pedig nem részcsoport, akkor nem létezik. 

Kütf-yis' az etf'yparaméíeres résscsoporfoA íéíezése dönt he? tő el 

a fenti módon.

egyа

szakaszai) egyparaméteresátmenő egyenes

létezik egyparaméteresirányábanakkor

Ezt a kritériumot f og juk általánosítani két lépésben.

egyparaméteres részcsoportok 

K-koordináta-rendszerbeli viselkedését vizsgáljuk meg, 

jutunk a fentivel megegyező eredményre: egy loop bármely 

egyparaméteres részcsoportja lineáris? egy K—koordináta- 

rendszerben Cl. szakasz, 3.1.1. Tétel).

Ezután adunk választ a második szakaszban arra a 

kérdésre, hogy K-koordináta-rendszerben

szakaszbanAz első az

s

X’észloopoka
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III. Bevezetés

alakjáról mit- lehet- állít-ani. Először 

definiáljuk. Nem különböző et-jük meg 

esetet, hanem azonnal az г-paraméteres részloopok fogalmát- 

határozzuk meg. így a válasz a fent-i kérdésre speciális 

eset-ként- fogja t-art-almazni az egypararnéteres részloopok 

alakjára vonat-kozó állít-ást-:

Kanonikus koordináta-rendszerben az egypararnéteres 

részloopok lokálisan egy egyenessel egyeznek meg. Az 

i—paraméteres részloopok pedig lokálisan i—dimenziós 

síkokkal egyeznek meg.

részloopot- 

egyparamét-eres

a

az
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III.l. Kanonikus koordináta-rendszerek és első fajú 

kanonikus koordináta-r endszerek

E fejezet- első szakaszában a K-koordináta- rendszerek 

igazolunk

egyparaméteres részcsoportok létezése eset-én lehetővé teszi

EFK-koordináta-rendszerek

állítást,f elhasználásával amely azegy

a K-koordináta-rendszerek és az

azonosítását.

3.1.1. Tétel 183: Legyen .£> egy K-koordináta-rendszer

osztályú loopra vonatkozóan. Ekkor 

az < &■, fi ) minden xC’t) egyparaméteres részcsoportja a 

S) koordinátáiban ügy írható fel, mint

az

ckC fi ) lokális

x <! t ) = a * t ,

t e ü <egy alkalmas intervallum 0 körül) ésahol 

a «= Kn . □

Bizonyítás: Ha P az fi loop-szorzás alakja Jö-ben, akkor

F ( x <t) , x <!t) ) = 2 x Ct) .

Másrészt

F (x<t),x<t))=x<t + t) = x<2t),

tCt helyébe ^ - tvagy egy ezzel ekvivalens 

helyettesítve):

formában

t x C t ) .tX ( 2 ) = 2

Ahogyan azt már az előző szakasz második tételénél is

x í A: ) s w isx Ct) e W , akkormegjegyeztük, ha
2
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III.x. К- és EFK-hoordi.náta-r'&ndszereh

fentiszámra. Ateljesül minden pozitív egész 

egyenlőségből az következik, hogy

n

/" t -4 1x ( ----- J =
4- n

x C t ) C3.1)
2n2

minden pozitív egész n számra. Valóban, egyszerűen írjunk t 

t, ezt ismételjük meg még (n-l)-szer, s ezek 

után végezzünk n szerinti teljes indukciót.

Mivel xCt) differenciálható, rá felírható a következő:

thelyébe ^

t j £ Ct),x Ct) = D x CO)t + C3.2)

*(-)
V- Г» •'

lim £ Ct) = <D . Ha ezt 
t—» 0 

alábbihoz jutunk:

-re alkalmazzuk, azahol
2

СО) ( —x C — ) =V. )-> J

tt (n ) + n ) 'D x £
2n2 2 2

ahol

'(Л] = 0 .lim
t 2—> 0
2n

Mindkét oldalt 2n-nel C3.1)-et alkalmazva.megszorozva, és a

nyerjük, hogy

tx Ct) = D x CO) t + | t I £ £ ^ ) ■

2

utolsó egyenlőséget összehasonlítva C3.2)-tel, 

az alábbi egyenlőség minden n pozitív egész

Ezt az

következik

számra:

£■ Ct) = £
2
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III.I. К- és RFK—hoordináta-r end szerek

Minthogy

£ ( — n ) =n ) =lim lim £
n—5- oo

0 ,
22t —» 0

2"

ezéi't

£ C t ) = 0 ,

03.2D-ből azt kapjuk,vagyis

hogy

D x C0> - t a -val jelölve,

x<t> = at.D

3.1.2. Következmény: Ha egy loop esetén minden irányban 

létezik egyparaméteres részcsoport, akkor létezik

Ilyen

K-koordináta-rendszer mindig EFK- koordináta-rendszer is

ilyen

EFK-koordináta-rendszer. esetekben egy

mellettVagyis

K-koordináta-rendszerek és az EFK-koordináta-rendszerek

í' eltét-elekegyben. a

megegyeznek. □

Bizonyítás: Mivel egy adott irányban az egyparaméteres

részcsoportnak loopok esetén is unicitása van, és az előző

részcsoport a t alakúilyen

egyparaméteres struktúra, ezéi't az EFK-koordináta-rendszer 

definíciójában adott 

lineáris homeomorí'izmus erejéig egyértelműen meghatározott

értelmébentétel egy

altérlokális egydimenziósa t a

lokális egyparaméteres részcsoport, о
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III.2. A részloopok alakja kanonikus 

koordináta-rendszerekben

szakaszban láttuk,előző

K-kooisdináta- rendszerben az egyparaméteres részcsoportok 

lineárisak. Második lépésként- most- ket-t-ős ált-alánosít-ása

követ-kezik a 3.1.1. Tét-elnek. Részloopra, sőt- nem csupán

egyparaméteres, hanem azonnal magasabb paraméterszámú 

részloopra igazoljuk, hogy

lokálisan egy alt-eret- tölt ki.

Először a szükséges definíciókat, adjuk meg.

Mint­ áz

K-kooi'dinát-a-rendszerben

ck differenciáiba t-ó3.2.1. Definíció: Egy

C fi > loopot- r—párámét&r&sn&k

r-dimenziós sokaság. □

lokáJisosztályú

nevezünk, ha &

Gk osztályú lokálisA t-ovábbiakban loopon mindig 

differenciálhat-ó loopot- ért-ünk.

A jelen szakasz vizsgálatának tárgyát képező részloopok 

fogalmát az alábbi definiícióban fogalmazzuk meg.

3.2.2. Definíció: Legyen С Эfi- > és C '§■, g ) két loop, és
k

legyen £ egy C osztályú lokális beágyazás:

-> & .К : S

На

fi ( К <X> , к ) = ? ( 9 )

ahol ^<x,y.'>minden esetén.olyan

loop-szór zás definiálva van, akkor a C g; g 2> loopot az

x , у e g a

< fi > részloopjának 

jelöljük.

nevezzük, 
dim '-§ — r , akkor 

r-paramét&res

loop

( S > & i К )vel 

( S > 9 > ? )~t- 

részloopjónak neiiezsüt. a

és

Ha

C F} fi > loopaz
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Ill.ä. Л részlaopok alakja К-koordináta-rendszerben

Fő célunk annak megmutatása, hogy egy lokális 

differenciálható loop r-paraméteres részloop jai kanonikus 

koordináta-rendszerben lokálisan r-dimenziós síkok.

3.2.3. Tétel C93: Legyen C &■, fi ) lokális Ck

és egy koordináta-rendszer az C U; ф )-vel megadva.

Legyen továbbá ( ^ ^ ) egy r-paraméteres lokális

differenciálható részloopja az <. У , fi ) loopnak. Ekkor

részloop a JD koordináta-rendszerben 

lokálisan egy az <D-n áthaladó r-dimenziós sík.

< fi ) loop s> 

lineáris

osztályú loop

< S i 9 * ? >a

Továbbá

síkbanebben r-dimenziósaz az

indukáltK-koordináta-rendszere által

koordináta-rendszer c $ ; 9 i f > részloopa

K-koordináta-rendszere. a

Bizonyítás:

C U , ф ) koordináta-térképpel adott k'-koordináta-rendszer.
if e Gk

C У , fi )Legyen loop és azegy

Tekintsük továbbá C' 5^; fi )-nek

megadott lokális részloop ját. Definiálhatunk egy

térben а ф diffeomorfizmus segítségével. A 

következő

beágyazással 

о- )

a

C R’\

CRnloopot az 

loop-szórzást módon adjukekkor meg:a

•V -u

о- : V X V
*4*

► U >

— 1 — 1
a — ф о fi a <i ф x 0 > ,

® e V £ íí c ÍR" [Rn tér origója). A 3.2.2. 

Definíció szerint a ( ^ ; p ; f ) loopra érvényes az alábbi

«Dahol az

összefüggés:

* u1 ,» ■ Vr x V1'

= t; * * fi c, < ? x if ) ,9

ahol ^;1<;e)<EVr£lJr£^<;ea^ egységeleme).
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III.2. A r-éssloopok alakja K-kaardindta-f-andszenban

Vezessünk be egy K-koordináta-rendszert 
loopon az C U1 . y' } koordináta-térképpel, 

az < Rn , a ) loop esetén, 
következő

a < J? ; & >
ugyanúgy, mint

bevezetettmutatja f éntdiagram 

leképezéseket és loopokat:

A a

ФКч>
* RnRr * 5? -» &

К Ф¥'
ír «■ Л/

■» и .ur •> и

<L U1 , у >-vel definiáltA C £ 9 > kanonikusloop

definiálhatunkkoordináta-rendszerében szintén egy T

loop—szorzást a következőképpen:

* U1 ;w r xr Yг : V -x V

>]о J C f -1 . „ -1 
) .4 í. с- Ц1

—1
T = У' о ?’ о / о y<

Világos, hogy a kölcsönösen egyéx-telmű

c. ? о у' 1ж = ф

< R1 > т > looprólizomorfizmusleképezés 

C Rn , a > loopra, vagyis
azazegy

«оТ<Х,у> = СГо<«хи)Сх,у>

teljesül minden x,y <s Vr esetén.

Most megmutatjuk, hogy « lineáris leképezés. Mivel ф és 

koordináta-rendszereket határoznakkanonikus meg,¥'
megállapíthatjuk, hogy
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III.S. A rés-zloopok alakja К-koordinata-rendszer-ben

r<x,x> = 2x

továbbá

& («<*:>,»<:x>)=2«Cx>

minden x e V1 esetén. A fenti izomorfizmusból nyerjük, hogy

xt2x> = woT <. x , x } =

— a £ x C x > , « t x > J = 2 x C x >

hogy x e Vr-ből

fel ennek ellenkezőjét, 
i у-ugyanakkor .y x 0 V . Ekkor*

i x s V1 
4 1

x s vrtetszőleges

következik

Könnyen beláthatjuk, 

Tegyük 

x <= v’\

mivel az

-re.
1 •'“г
2 X e V

vagyis legyen i^az, hot; у

az

HH = 1 ■’“.r
4 X * V ,

következne, hogy 

tartozik, ami viszont

tartalmzásból az 
a VrT ( 3 H - környezethez2 X-3- x , • 4 4

egyszerűígy teljesigaz.

hogy

nem
1—г x e v valamennyiindukcióval azt kaphatjuk,
2

természetes számra. Ez azt jelenti, hogyléteznek 
1

x pontok tetszőlegesen közel (D-hoz, amelyek nem

l > 2

olyan
2L

tartoznak Vr-hez. Ebből azonban az következik, hogy © nem 

lehet egy belső pontja v’-nek, ami viszont ellentmond a V-re

hogy © egynevezetesen,vonatkozó alapfeltevésnek, 

környezete.

az

1 X <£ У"Ezek után indukcióval azt kapjuk, hogy
2™

bármely n pozitív egészre. Ezért felírható, hogy

■H сз.зэи < x >
2m2m

x e Vr Mivel diff eomorf izmus,esetén igaz.bármely 

érvényes a következő:

a
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III.2. Л í'és-Blaopote. alakja K-koordi.ndta-rendsz&r-ben

K(x) = D ií(®)(x)+||x || e <! x >,

I a közönséges euklideszi normát jelöli, továbbá

iim £ < x > = © . Ugyanezt- az összefüggést, felírhat-juk az 
x—»©

ahol

1 x elemre is:
2r"

e )X ] = +“ l -i 1D x ( (D ) x
2m2m

Figyelembe véve a D т < © > transzformáció linearitását és a 

<3.3> összefüggést,, a köc/etkező formulához jut-unk:

11 x 11 * ( * ]1 11 Dx<©>Cx> +x C x ) =
2’" 2m2m

x e Vr elemre. Mindkét, oldalt, 2>rt-mel megszorozva, 

и C x ) -re kapot-t- két, egyenlőséget, összehasonlítva

az összes
majd a 

nyerjük az alábbit,:

11 x 11 * ( * ]j| X I £ < X ) =

x e vr esetén és minden m-re. Ebből az következik,minden

hogy

lim г C x ) = Ф , 
x—► ©

£ ( x ) = lim £
m---- *• СО

vrlinearit-ását.ami viszont. közvetlenül mutatja X a

környezeten.
A x linearitása azt jelenti, hogy и £ Vr} lokálisan egy 

!Rn-nek az © körül. Ezért ф о % = и ог-dimenziós altere

x ( Vr)a Vr tRntérnek az téregy lokális leképezése

lineáris alterére. Más szavakkal: a lokális r-paraméteres

tér egy r-dimenzidsRnrészloop lokálisan azc S ; 9 ; К >
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III.s. Л r-ésfizloopoh alakja K-koor-dindta-r'&ndszer'b&n

síkjával egyezik meg.

Vizsgáljuk meg végül < Rn,lokális a > loopoi aa

[ К ( Ur) ; Ф Jф о koordináta-rendszerben. Azt- látjuk, hogy

ez a loop lokálisan egy r-dimenziós sík az R,> térben az Ф-п

szokásoskeresztül. Ékkőn ennek síknak lineárisegya

paraméterezése éppen egy kanonikus koordináta-rendszer. n

3.2.4, Megjegyzés: A fenti tétel kimondásakor a feltételt 

valójában ki kellene egészíteni a következővel: ha a 

loopnah &gydltaldn látásik t'ásrslaopja. Látni fogjuk 

következő fejezetben, hogy vannak olyanugyanis

ioopok, amelyeknek egyáltalán nincsenek részloopjai. о

a

rész Ioopok

vizsgálatára. Ha el akarjuk dönteni, hogy egy

részloop, 

altérről

tétel alkalmasEz létezéséneka a

adott altér

létezik-e elegendő

megállapítani,

irányában 

K- koordináta-rendszerbeli

egy

hogy

részloop-e vagy sem.

3.2.5. Következmény: Egy loopnak egy adott altér irányában 

csak akkor létezik lokális részloop ja, ha valamely

megfelelőK- koordináta- rendszerben altér lokálisa

loop, a

A IV FEJEZETBEN a fenti követelményt az egyparaméteres 

részloopok speciális esetére fogjuk alkalmazni.

3.2.6, Következmény: Egy loopnak egy adott irányban akkor* 

létezik egyparaméteres részloop ja, ha kanonikus

megfelelő irányú egyenesко о r diná t a-re ndsze r ben a

lokálisan egyparaméteres loop, о

/
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IV. FEJEZET

RÉSZLOOPOKKAL RENDELKEZŐ LOOPOK ÉS RÉSZLOOPOK
NÉLKÜLI LOOPOK

A lokális loopok elméletében különösen nagy jelentősége 

van azoknak a loopoknak, amelyek rendelkeznek egyparaméteres 

részloopokkal.

olyan

kvázicsoportokra [33, amelyek úgynevezett loop-izotópjainak

létezik minden altér irányában részloopja C53.

Az 1987-ben Szegeden megtartott szőve tgeometidai

konferencián K.H.HOFMANN vetette fel olyan loop megadásának 

problémáját, amelynek valamely irányban 

egyparaméteres részloopja. Miközben 

fejezeteiben leírt eredmények 

keresünk erre a problémára, lényegében a következő kérdést 

tesszük vizsgálat tárgyává: ,4a e ív p о г о óié t er es részZoook 

lé/eaése dltaldnosrcm J&U&nvsS ttiJ<3jdonsrdga-& a lohdli. s-

lo&p&knak?

adottM.A. AKIVISZ példátérdekesegy

léteziknem

dolgozat eddigi 

felhasználásával megoldást

a

következőkbenTovábbi vizsgálataink konkrét célja a

foglalható össze. Egy formulával egyszerűen megadható 

loop-osztályt definiálunk, amely módosított változataival

részloopok létezésénekvizsgálhatóegyütt könnyen 

szempontjából.

a

fejezet célkitűzéseirészletesebbenKissé e az

alábbiak:

1. Megadunk egy olyan loop-osztályt <4.1.3. 

Definíciói, amelynek minden altér irányában 

létezik részloopja. Ezen loop-osztály esetén

asszociati vitás 

osztály

f altételét, 

loopjai milyen

megvizsgáljuk 

vagyis azt, hogy 

feltétel mellett lesznek csoportok <4.2.1. Tételi.

az

az

2. Az előző osztályban <analitikusi példákat
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IV. Bevezetés

keresünk egyrészt olyan elasztikus loopokra, 

amelyek nem csoportok, másrészt további példákat

amelyeknek

egyparaméteres

loopokra,

egyparaméteres részloop jai

részcsoportok. így el fogjuk tudni határolni 

egymástól az analitikus elasztikus loopokat és a 

Jobb alternatív loopokat <4.2.6. Megjegyzés}.

3. Megmutatjuk, hogy bizonyos 

mellett a fenti loop-osztály izomorf a

osztályával

elasztikusolyan az

nem

feltételek

4.0.2.

<4.3.2. Tétel ésPéldabeli loopok

4.3.4.Tétel}.
<4.4.3.keresünkloop-osztályt 

loop jai nak

Olyan4.

egyetlencsakDefiníció}, amely

irányban létezik részloopja <4.4.4. Tétel}.

4. Végül példát <4.4.S. Definíció} 

egyparaméteres részloopok nélküli loopr a.

adunk

E fejezet minden eredménye .lényegében a 2.2.1. Tételen 

<vagyis a kanonikus koordináta-rendszerek létezésén}, és a 

3.2.5. Következményen <a részloopok K-koordinát a-rendszei— 

beli viselkedésén} alapszik.

A felsorolt eredményekből Jól látható, hogy a dolgozat 

bevezetésében f elvetett első vizsgálati irányt nem lehet

lehet egyparamétereskövetni: K-koordináta-rendszert

részloopokon keresztül bevezetni.

nem

Az M.A. AKI VISZ által adott fent említett példa volt a 

kiindulópontja azoknak a vizsgálatoknak, amelyek a felsorolt 

eredményekhez elvezettek. Ezért röviden itt ismertetjük ezt 

a konstrukciót. A 3. szakaszban látni fogjuk, hogy az 

áltatunk adott loop-osztálynak és a most ismertetendő 

péladabeli kvázie söpört—osztálynak

loop—alosztálya.

közösvan eé'.V

projektív

térben három általános helyzetű síma hiperf elületet,

<r+l}-dimenziós 'J34.0.1. Példa: Tekintsünk az
r+1
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IV. Beueseíés1

legyenek ezek U, V és V. Legyen továbbá l egy olyan 

egyenes, amely ezeket a felületeket, rendre az E, F és G 

pontban metszi <4.1. ábra). Ekkor minden olyan 

egyenes, amelj' az U illetve V f elületen levő, az E és F 

pont kellően kicsiny környezetéhez tartozó К illetve L 

pontokon megy át, metszeni fogja а W felületet egy a G 

pont alkalmasan választott kis környezetéhez tartozó M 

pontban. Az ilyen módon megadott

l

A : U x V < К , L > * M■> V ; t-

differenciálhatónyilvánvalóan 

invertálható, és ezért 

kvázicsoportot határoz meg. о

leképezés és

lokális differenciálható

Mivel dolgozatunkban loopokkal foglalkozunk, vizsgáljuk 

meg, hogy a fenti (hárombázisú) kvázicsoporthoz hogyan 

találhatunk egybázisü, vagyis egyetlen f elületen értelmezett 

kvázicsoportot, illetve loopot.

4.0,2. Példa: Eleve loopot fogunk definiálni, mégpedig az U 

felületen, sőt az egységelemet is előre rögzíthetjük az

E pontnak. Meg kell adnunk az U f elület E pontjának 

valamely alkalmas környezetébe tartozó tetszőleges A és 

В pontjain elvégzett szorzás eredményét. A BF egyenes

, az EBés és a W hiperfelület metszéspontja legyen B^ 

egyenes és а V hiper felület metszéspontja pedig B^

pontban.

V

egyenes messe V-t a C
\J

Végül a G F egyenes és az U hiperfelület metszéspontja
V

C. A szorzásművelet ekkor:

<4.1. ábra). Az AB
V

h* : U x U * G .♦ U < A , В ) ь-

A megadott eljárásból jól követhető, hogy

szorzás valóban invertálható és egységeleme E. Ha

tekintjük még az AF egyenesnek а V) felülettel 

metszéspontját, akkor észrevehetjük, hogy

a

való A
V

fentia
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IV. Beuegeíé,s

W hiper felületien is 

ö egységelemmel.

meg Г e.leltetésekek végezve,

indukálódik egy loop-szorzás

a

a

Szemléletesen a következőt- is mondhatjuk: a W f elületen
< U , h* > loopot а V 

Felületre vetítjük. Az

a loopot úgy kapjuk, hogy az 

f elüleh F egységpontjából а V/ 

indukált loop-szorzás ekkor:

h* : V/ x V/ > Gt a , в :>-> V/ ; b
vV wV

kaphatunk а V felületien is a 

V/ felület, egységpont jából а V

Hasonlóan, egy loopof 
t U , h* > loopnak a 

felületre vetítésével. □

,Л-7У'Г7/т
.■ ,1 X

у У у ,.:=v у .•уу и к”
■*

й

: ...: .. ........
........’"‘ГЙ iь1 I j

I / /В 11 /.="h if-I т
V/ v

SP
Ír. 15

X
::::: : :i i:: I:: l : •- :i. 5I / 1Ш1Ш.Н

i Vr. '«us,5 »/
%I3: ■,= X....."TI =* ä ::aX,.,- X-- г “v .../ I X//

s;-и; л «и; ■

ill Ül ..." A:sS5i

/
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5 i............:::::::::::::::: :jy::
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IV. ß&xj&s&t&s

4.0.3. Megjegyzések: 1. A fenti példák konstrukciójából jól 

látható, hogy a definiált kvázicsoport illets'e loop

lokális. Ugyanis a metszéspontok egyértelműségét csak 

lokálisan követelhetjük meg. A művelet tehát ilyen

módon nem terjeszthető ki a teljes felületre.

könnyen

egységtengelyt tartalmazó bármely i—dimenziós sík a 

loopból r-paraméteres részloopot metsz ki. Valóban, a 

loop-szorzást meghatározó egyenesek és pontok mind az 

adott síkban lesznek, a

is adódik, hogy EFG2. Az az
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IV.l. Loopok minden irányban létező részloopokkal

f elírása, amelyloop- osztályolyan

loopjainak minden irányban léteznek a részloopjai.

Célunk eg-у

4.1.1. Definíció: Egy lokális szorzást

F : [Rn x R” ■> Rr’ * U; V у V

(ahol V, U a <D megfelelő környezetei) (а,|в)-£'20гго5паЛ 

nevezünk, ha minden x,y s V esetén az

F<x ,y) = x + y + o(<.'y> x + ßCx.'> у C4.1)

egyenlőséggel van definiálva, ahol

r” R ; <D 0->

valós osztályú függvények, о

így definiáltfogjuk igazolni, hogy 

lokális szorzás loopot határoz meg.

Ezután azt az

4.1.2. Állítás: Egy (a,/?)-szorzás egy lokális loop-szorzás

tér origójának egy V környezetében. A 

loop-szorzás egységeleme az C> origó, о

Rnaz

ck C Rn ; F >

( Rr’ ; ca,ß y-loopnak

osztályú4.1.3. Definíció: Egy
<oi,/?>-szorzásmŰ4'elettel

lokális

loopot az

nevezünk. □

2.1.1. DefinícióBizonyítás: Belátjuk, hogy

pontjaiban kirótt feltételek rendre teljesülnek.

a egyes

Rna) Mivel о és ß is definiálva van F < x , у >-en,

ÖO



IV.I. Loopok minden irányban létező részleopokkal

jól definiált, a V környezet, tetszőleges megfelelő választása 

mellett. A szorzás balról és jobbról lokálisan megoldható, 

mert, amint arról rövid számolással meggyőződhetünk,

D F <©,©> = I , D F <.'©,©} = I ,
21

R^-beli első illetve második változóahol D és D az
21

szei'inti parciális deriválást jelöli és I 

leképezés az R’"1 térben.

b> Az © origó a szorzásművelet egységeleme, hiszen 

telejesül, hogy

identikusaz

F<x,©) = x+© + a<!©> + /íCx) © = x ,

és hasonlóan:

F C © , у > = у

к
c) A loop-szórzás G 

osztályú leképezések Rn-ben. a

]/■
mivel oi és ß szintén G'osztályú,

Ezután következhet annak megmutatása, hogy ezek 

loopok minden irányban rendelkeznek részloopokkal.

a

4.1.4. Tétel 1103: Az Rn tér bármely sí lineáris alterére az 

(a,ft)-szorzás FF-fel jelölt megszorítása az sí
sí x sí

altérre lokális loop-szór zás az altér ©
A

valamely környezetében, a

origójának

4.1.5. Definíció: Az <. sí ; F > részloopot C sí oi>ß >-

loopncflí nevezzük. □

sí = Rnsí = ©Bizonyítás: Ha triviális altér, akkor 

állítása nyilvánvalóan teljesül. Legyen sí egy az

vagy

a tétel
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IV.I. Loapok minden ir-dny ban létezd részloopohhal

előzőektől különböző altere az [Rr’ térnek. Ekkor tetszőleges 

x , у e stf pontokra a

z = F<.'x,y} = Cl + я< у) 3 x + С 1 + ftC>c> 3 у

alt érhez fog tartozni.pont nyilvánvalóan ismét 

Hasonlóan, ha x , z

az

az altér*(illetve у , z )

elemei, akkor у (illetve x> szintén az hoz tartozik. A

következik, F szorzáshogy

szorzathalmazra 

( [Rn F > loopnak. d

pedigf entiekből azaz

lokálissC X S$megszorítása 

differenciálható i'észloopja az

az

Külön is hangsúlyozzuk a fenti eredmény két elemét.

loop az [Rn tér minden 

irányában 

Speciális

( ERn ; a, ft )4.1.6. Következmény: Az

r-dimenziós 

r-páráméteres 

( Kn ; С4„в >

rendelkezikalterének

esetkéntrészlooppal. 

loopnak

egyparaméteres í'észloopja. d

az

irányban létezikminden
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IV.2. Algebrai azonosságoknak eleget, tevő 

( [Rn j &,ß ) -loopok

Az algebrai azonosságoknak eleget. tevő <. O?” ; a,ß )- 

loopok tanulmányozását a legtermészetesebbnek tekinthető 

kérdéssel kezdjük. Az Cegy paraméterest részloopokkal 

rendelkezés tulajdonsága nem valamilyen különösen erős 

algebrai. azonosság 

követ kezménye-e?

asszociativitásesetleg az

ut-án foglalkozunkmegvizsgálása

néhány egyszerű, a kvázi csoportok elméletiében is szerepet, 

ját-szé azonosságnak eleget, tevő < D?n ; c*,ß >-looppal.

asszociativitásAz

< К” ; cn,ß >-loopok 

esetben érvényes 

Aczél János mái- említett (.'tetszőleges loopra igaz) eredménye 

Cl], amely szerint. szükséges és elegendő 

erős hat 4'ányasszociati vitása.

Kezdjük tehát vizsgálatainkat. az 

asszociathútási kritériumával. Az n = 1

feltétel a loop

amely az í> 

környezetben van definiáh'a.

csoport akkor és

Legyen F egy <.'a„6')-szorzás, 

V c Rn
4.2.1. Tétel C101:

valamely

Ekkor az < Rn ; a,ß >-loop

körüli

C n > 2 )

csak akkor, ha г>

a ^Ftx,y>^= oiC’x} + о(<!у ) + oí<x>oi<.‘y >

x , у e V pontokra, valamint гг>bál-mely 

függvény lineáris. □
ßaz a

Bizonyítás: A bizonyítás viszonylag hosszabb levezetést és 

többféle megfontolást igényel, ezért szakaszokra bontjuk.

< [Rr’ : a„e >-loop 

pontokra

Először hogymegmutatjuk, 

csoport akkor és csak akkor, ha

teljesülnek a következő feltételek:

1. az

x , у e V
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IV.ä. <D? n;c*,/?>-ioopok alg&br-ai azonossá gokkal

a. ^FCx,y>J = oKx) + oKy) + oKx>oKy> , <!4.2a>

ß ( F < x , у > ) = /?Сх> + ,вСу> + ßCx>ß<.y> . C4.2b!>

Ezt a következőképpen láthatjuk be. Egy loop egységelemes 

kvázicsoport lévén akkor és csak akkor csoport, ha 

asszociatív, vagyis felírható a következő azonosság:

F ( F < x , у > , z ) = F ( x , F<y,z>)

A <4.1> kifejezés beírása után azt kapjuk, hogy 

azonosság ekvivalens a következővel:

ez az

^o( £ F С у , z > } - £ aCy) + «<! z> + ct<y>o(<.z> J j x =

— ,в £ F <! x , у > j - £ ,вСх> + fXy) + ßdx^ßCy) } j z

pontra. Könnyén látható, hogy ez 

ekvivalens

minden X , у , z t= V 

viszont

az

C4.2a>-val ésazonosság

<4.2b>-vel. Valóban, ha rögzítünk egy x értéket, akkor x

bal oldalon szükségképpen O-val egyenlő

valóban

együtthatója a

minden y-ra és x-szel nem arányos z-re. Ha pedig ezután egy

tekintünk,

kizárt

balx?-t akkorarányos 

együttható

tetszőleges y-ra is 0 lesz. Ugyanezeket a meggondolásokat 

elvégezhetjük a jobb oldali együtthatóra is. Megfordítva, a 

<4.2a> és a C4.2.b!> azonosságok teljesüléséből következik az 

asszociativitást kifejező előbbi azonosság érvényessége.

x-szel anem

ész-kreoldali előbbaz

2. Könnyen látható, hogy az

oí ( F Cx,y> } = o< £ F <.y,x> }

és
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IV.s. <В?’‘fCHfß^-laopok algebrai. azonossá gohhal

ß ( F Сх>У) ) = ß ( F Cy,x) )

x , у e V

csoport-. Ez egyszerű következménj'e 

annak., hogy a C4.2a> és a <.4.2.b> azonosságok jobb oldalain 

álló kifejezések szimmetrikusak az у és z, illet-ve az x és у 

vátozókban.

Vegyük észre, hogy a í'elt-ét-el szükséges részének 

pont-ját- is igazolt-uk.

pontra,f ennállnak 
C Kn ; a,ß >

mindenegyenlőségek

amennyiben

3. Belát-juk a szükséges í'elt-ét-el második, гО részét-:

C (Rn csoport-, akkormegmutatjuk. hogy ha

ß függvény lineáris.

Tekint-sük az о - ß függvényt- az X lineáris függvény 

és az p "maradék" függvény összegének:

; <*,ß > az

Cl

<. (У ß > tx) = ХСх) + pCx> ,

vagy az átrendezés ut-áni alakban ugyanezt- a felbont-ást-:

C4.3)a(x) = /5(x) + X<!x) + p<.x> ,

ahol

p <x)
<4.4)= 0.lim

<0 1 x II

A második pont- szerint- f elt-ehet-jük, hogy t-et-szőleges három 

pontra V-ben, így az x,y és x <!) V-beli pont-okra is 

t-eljesülnek az alábbi egyenlőségek:

a ( F <x,y) ^ = otC'x> + a<y> + ot<x)o(<y 3, <4.2аО

ß ( F Cx,y) ) = ,вСх> + ßCy> + /ЗСхЭ.вСуХ C4.2bO

Kifejt-het-jük az ot ^ F <.x,y> ^ aminek során először a-t-,
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IV.г. ЖП;сч,/Э)— loopok algebrai azonosságokkal

C4.1)ezt követőenösszefüggést.

definiáló egyenlőséget., majd rendre a 

C4.3> formulát, háromszor'. Ilyen lépésekben a levezetés:

alkalmazzuk,<4.2b> a

linearitását és aX

oi(F4'x,y>j = /з(РЧх,у>^ + X £F<x,y)} + p(F<x,y>} =

= ,вСх>+,в<;у)+/?с:х),вСу)+Х (F<x,y)J+p [Ftx,y>) =

= ,в<.х)+^3<у>+,e<x>f?<!y>+X (x+y+ot<y>x+/?<xI>y}+p QF<x,y>} =

=1вС.х)+,в<у>+,вСх>/’?<;у)+ХСх>+Х<.'у>+01С;у>ХСх)+1вС‘х)ХСу )+p (F<x,y>} =

= счСх)-р<;х>+0(Су>-рс;у:>+,г5<.х>[,вс;х)+Х<:у>]+0(<у>ХСх>+р ^FCx,y>^ =

=ot<!x>+o<ty )+,etx>o!<.y >-/?C'x>p<y >-ptx>-pC‘y .)+aC’y >XCx>+p (F4x,y>^ =

= cs<;x>+oiC.y)+oi<;y)C,e<x>+X<.x)3-ie<x>p<.y)-p<x>-pCy)+p ^F<x,y)^ =

=otCx)+oiCy )+oitx>o<<y >-oíCy)pCx>-/?tx>p<y >-ptx>-pCy>+p QF<x,y =

= oi £ FCx,y>} + Jp (F<x,y -aCy5ptx)-/?<x>pC'y >-pCx)-p<.y>j

így minden x,y <= V pontra igaz, hogy

p£ F<x,y)} = oCy>pCx) + ,вС'х>р<!у) + p<x)+pCy> . <4.5>

А X linearitásának bizonyításához azt. mutatjuk meg, hogy a p 

függvény szintén lineáris. Ehhez először azt kell látnunk, 

hogy ha az x^ <= V pont közel van az 0 origóhoz, akkor 

létezik olyan x^ e V pont, amelyre

} = [ otC x ) + fíCx } + 2 3 x = xF C x , x1 í 1 í оí

Valóban, tudjuk, hogy bevezethetők kanonikus koordináták egy
*4»

x «= Vnyílt V с V környezeten, az pont koordinátáit x Cx)

Só



IV.2. 0R”;o<,/3}— loopok algebrai. azonossá gohhal

K- koordináta- rendszerben
■j *4»

, pont- amelynek koordinátái — x <x>. Ezt az

jelöli. Ekkor
-4#

e V

<i=l,...,n> 

van olyan x'

egyszerű állítást már4 megmutattuk a 3.2.3. Tétel bizonyítása

ebben a

pontra teljesül, hogyEzért x’során 

F C x* , x' > = x .

Ehhez a fenti x ponthoz is tudunk találni egy
1

x^s V pontot, amely hasonló feltételnek tesz eleget:

az

} = C ofCx > + fKx > + 2 3 x = 
2 2 2

x = F C x a x , 
2 2

, X
2 21

eljárást folytatva, teljes 

megkaphatjuk V-beli pontoknak

indukcióvalezts az

otyankimutathatóan egyьгV J r\ = j
sorozatát, amelyekre igaz, hogj':

= F C x } = [ a(x > + /?<.'x > + 2 3 x = a x .x > *n-1 Г) n n nrí n r>

Vegyük észre, hogy az x^ pontnak az ©-hoz kellően közeli

Ez viszont minden x^-ra teljesül, ha

fenti

2választásakor c>n > 3 •

kifejezésV alkalmasan Amegválasztva, 

alkalmazásával x^ a következőképpen fejezhető ki:

van

x =o x —о о x = ... —<y о ...a x = |пп о I x ,
О 11 122 12 nr>^l=lljn-

C4.ó>

minden kezdő xűcE V pontra és n = 1,2,... esetén. Az 

helyettesítést alkalmazva a C'4.4> összefüggésben, adódik 

következő

x = у

a

p (FCx,x>^ = p ^Со(Сх>+,вС‘х>+23х^ = c*<.x>p<x)-»Y?í.x>pCx}+2p<x)

összefüggés, amelyből átalakítás után kapjuk, hogy

p £ Со(<х>+,вСх)+23 x j = ( ot<.x>+,eCx}+2 j p<x).

Alkalmazzuk ezt az összefüggést a korábban definiált 

x C ,i = 1,2,... } pontsorozatra. Akkor felírhatjuk, hogy:
i
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<.'K";oi„e>-ioopoM algebrai azonosságokkalIV.я.

pf a. x. ) = cy.pCx.) ,
^ t l J \. L

és ebből következően:

i ) Xn ) e C(C nnnr> °i ) p(xn) C4.7)o\P i =1i =1

Ha behelyettesítjük az x

C4.7>

tetszés szerinti x kezdő értékre.о
akkor<4-.ó>—beli formulába,kif e jezését 

figyelembe vételével azt kapjuk, hogy:

C4.4> aa

(спг=.°ч)*„)pp <x ) о p Сус > оlim 1 im—
со It" "i IIх„1X n---- > СО X г>--- >

i = 1О О

р (х >р (х !>
— = о,пlim lim=

х —^ Ф И х íj
п и п "

СО Xп
Г)

mivel az

х 21i +1
< 3SS

O’
i + 1X

г

= О.egyenlőtlenségből egyenesen következik, hogy lim
n---- > СО

pont esetén. Ami

x
n

x e VpCx^> — 0 tetszőleges 

viszont a p definíciója szerint pontosan azt jelenti, hogy

Ezért о

ft lineáris.о

4. Bebizonyítjuk a tételbeli feltétel elegendőségét. 

Tegyük fel ezért, hogy а X = cm — ft függvény lineáris, és

az

CM^FCy,z)^ = смСу> + cm<.z> + a<y>ot<z>

SS



IV.s. <.'[Rr>;cM,/?>— loopoh algebrai, azonossá gohhal

У > z eV 
változókra

esetén.f eltétel teljesül

Speciálisan az 

<X + /?>-val 

oldala:

minden pontpár

függvény 

f enti egyenlőség bal
X , у e V 

helyettesítése után
az a.

a

a(F<x,y>) =

= X (jF<x,y>} + ,e^FCx,y>J =

= X<!x) + Xt'y) + otfy)XCx> + ,вС’х)Х<у> + /3(FXx,y}^ =

= J^xcx)+x<:y>+x<;y>x<:x>+,e<;y>xcx>+r:Xx)x<:y>j + ^(F<x,y))j

A jobb oldal pedig ekkor a következő alakot ölti:

a(x) + oiC'y) + см<!х>оХу> =

■[ ] +X<x>+X<!y }+X<x}.X<y)+.X<x}fXy)+/Xx}X<;y >

+ ^,вСх)+,в<у >+,в<.х>/Э<!у

ftX — otEzzel azt kaptuk, hogy a 

linear itásából

<4.2a> feltételből és

ft (FCx,y)) =ft<x>+fKy>+ftC>i>fKy>

viszontEz utóbbikövetkezik bármely x , у e V

éppen a <.4.2b) azonosság. A bizonyításunk 1. pontja szerint

esetén.

már következik<4.2a) és C4.2b)-ből együttviszont

az, hogy a vizsgált loop csoport. □

megfelelően4.2.2. Megjegyzések: 1. A fenti eredményeknek 

C tRn ; a,ft >-loop nem csoport, ha

lineáris C n > 2 ). Például ha a ft függvény azonosan 0
ft nemCMegy
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IV.е. íRM;c(,/3}—loopok algebrai azonosságokkal

és az cn függvény nem lineáris. Ezért, a <4.1> álfalában 

nemtriviális loopot definiál.

2. A 4.1.6. Következmény szerint, az C tRn ; a,ft > 

C sí ; oi,/?) r-paraméteres részloopjai minden 

altér esetén léteznek. Mivel 

érvényes ezekre a (rész)loopokra is, azt kapjuk, hogy 

< КП ; a,ft >

loop 

Jt £ fRn 4.1.4. Tétela

r-párámé tér es

részloopjai sem r—paraméter-&s részcsoportok, ha a - ft

< r > 2 )loopaz

nem lineáris. □

< tRn ; a,ft >-loopokAz eddigiekben megkerestük 

csoportokból álló alosztályát. Ezután néhány további olyan

az

alosztályt jellemzünk, amelyeket hasonlóan egyszerű algebrai 

azonossággal adhatunk meg. Először tekintsük a definíciókat. 

<A loopok szorzásműveleteit eleve F-fel jelöljük, minthogy 

ezeket a loopokat is csak egy meghatározott sokaságon, az ö?n 

téren fogjuk vizsgálni.)

4.2.3. Definíció: Egy loopot bal inverz tulajdonságé loopnak 

Cjobb inverz tulajdonságé loopnak> nevezünk, ha bármely

elem C x eVx e V esetén létezik egy olyan x^ e V 

elem ) , amelyre minden у e V esetén teljesül az

И x, ) = y]'F( xL, F<x,y>) = у C4.8)FCy,x),

azonosság. Speciálisan у = <D esetén érvényes, hogy

Ос***,) -®)F( xt, x ) = <D <4.9>

loopnak

alternativ loopnak:) nevezzük, ha minden x, у e V -re 

érvényes a következő azonosság:

alternativbal C jobbAz F loopot

F( F<x,x), у ) = F( x, F<x,y)). C4.10)
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IV.s. Жioopofc algebrai azonosságokkal

[ F( y, FCx,x)) = F( F(y x), x ) j

Egy loopot elasztikus tulajdonságának nevezünk, ha 

minden x , у «= V esetén teljesül az alábbi egyenlőség:

F £ x, FCy,x)} = F £ FCx,y), x . о C4.ll)

/•

A továbbiakban bemutatunk néhány eredményt a f enti

С К*’ ; oi„e >-loopokra

elegendő feltételt fogunk találni arra,

vonatkozóan.azpnosságokkal 

Négy szükséges és 

hogy ©ё'У ilyen loop csoport legyen. Továbbá igazolunk

definiált

egy

elasztikus loop-alosztály elhatárolásátállítást, amely 

teszi lehetővé.

az

C [Rn ; afß )-loop4.2.4. Tétel CIGI: C n > 2 ) csoportEgy

akkor és csak akkor, ha

a) rendelkezik a bal inverz tulajdonsággal Ca jobb 

inverz tulajdonsággal), és a - ft lineáris.

alt ernati vitás

donságával Ca jobb alternativitás tulajdonságával), és 

ß lineáris. □

tulajb) balrendelkezik a

ot

C tRn f dfft )-loopoknak 

elasztikus loopokból álló olyan alosztálya, 

amely nem tartalmaz csoportot. □

4.2.5. Tétel CIGI: Létezik az

C n > 1 )

Bizonyítás C4.2.4. Tétel): a) A tétel

igazolása céljából írjuk be a 

és a C4.9)

első részének

C4.1) kifejezést 

azonosságba. Ekkor az alábbi összefüggésekhez

C4.8)a

jutunk:
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IV.2. <tRn•>a,ft)—loopok algebrai, azonosságokkal

jl+ot £x+y+oí<y)x+,e<x}y} x^ + |^l+oi<y >+<?<x^}+ct<y )f?<x^> j x +

<4.80

+ £ /Xx^+fKx^+^x^Cx^j
у ® © ,

illetve

[ ] xt + [ 1+^X^J X = <D <4.90l+ot<x>

<4.90-t <4.80-ből,bármely x, у és x^e V-re. 

adódik az alábbi egyenlőség:

Kivonva a

£ ci (x+y+oi<yXx+/'?<x>y^-oi<x>J x^ + a<yD ^ l+i'Xx^J x +

+ ^ ,6'<x)+e<x^>+ie<x),G<x^>j у = <D

minden x, у és x^<s V esetén. Ha a bal oldali második tagot 

segítségével 

alábbira módosul:

kiküszöböljük, egyenletünk<4.90 akkor az

cx<x)ci<y>J x^ +a ^x+y+a<y)x+/?<x>y^ -а<х>-сч<у)-

y = <D

x = <Dx, у és XLS V esetén. Vegyük észre, hogy az 

akkor és csak akkor teljesül, ha x = <D . Valóban, ez 

közvetlen következménye. így a <4.8> azonosság akkor és csak 

akkor teljesül egy < [Rn ; сч„в )-loopra, ha a következő két 

azonosság is teljesül:

minden
l

a <4.9)
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а (х+у+о(£у)х+,в£х)у^ = oi£x)+o(£y )+oi£x)o<£y) £4.10a)

£4.10b)0 = lG(x)+/?(x^)/?(x)fKxi)

f eltevés szerintx, у e V esetén. Mivel ßminden

lineáris, továbbá a 

f eltétel, 

csoport 

■tulajdonsággal 

£ 0?” ; dfß )-loopra

a

<.4.10a) feltétel ugyanaz, mint- a £4.2a) 

a loop csoport-. Tekintettel arra, hogy egy 

mindig

ez

viszont balrendelkezik inverza

szerint­és 4.2.1. Tét-ela egy 
szükséges1' eltétellineáris,

volt-áL is belát-t-uk a bal inverz tulajdonságú loopokra.
ßa a

ésVegyük észre, <4.10b) <4.90hogy aa

egyenlőségekből x^ kifejezhető a következő formában:

1
x .X =

][ 1+űiCx) 1+,в£х)

tulajdonságú £ [Rn j c*,ß )-loopokra 

bizonyítást a fentihez hasonló módon teljesen elvégezhetjük. 

E helyett azonban egy másik kínálkozó utat követünk, az 

ilyen loopok egy további tulajdonságának bemutatására.

Észrevehetjük, hogy a bal inverz tulajdonságból és az 

ß linear itásából következik az, hogy F csoportot

pedig következik, hogy

£ [R” ; cí„e )-loop jobb inverz tulajdonságú. Megjegyezhetjük 

még azt is, hogy ebben az esetben egy elem bal inver és jobb 

inverz eleme megegyezik.

A jobb inverz a

a.

definiál. Ebből aez

b) A £4.10) öszefüggést az £4.1) alapján kifejtve azt 

kapjuk, hogy a £4.10) azonosság ekvivalens a következő 

kettővel:
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a £x+y+o((y )х+,в(х)у^ = a(x)+ot(y)+oi(x)o((y) <4.11а)

^ [2x+aCx)x+,/?Cx)x] = 2 ft ( x >+ß C x ) ß C x ) (4.11b)

azonosságokAzonnal láthatjuk, hogy <4.11a) és (4.2a)a

balekvivalensek. Ezért, 

alternatív 

( ÍR” •„ a,ß )-loop

linearitásából ésП
i ~ aaz Cl

hogytulajdonságból 

csoport.

következik ez aaz,

megfordítás

továbbá a jobb alternatív tulajdonságú 

esete ugyanilyen módon vizsgálható.Ezzel 

bizonyítását elvégeztük, a

nyilvánvaló, 

( 0?” ; a,ß )-loop 

rész

A

b)a

Bizonyítás (4.2.5. Tétel): A (.4.1) definiáló egyenlőségnek a 

(4.11) azonosságba helyettesítésével azt kapjuk, hogy

a(x) + оt(y) + oi(x)o<(y) - ot ^x+y+of(x)y+/"5(y)xJ =

= f?(x) + ,в(у) + ,в('х),вСу) - ß £x+y+a(y )x+/3(x)yj

teljesül minden x, у e V pont esetén. A kérdés az, hogy 

milyen f eltételeknek kell ilyen esetben teljesülni az a és ß

ö = ß , akkorfüggvényekre. Világos, 

egyenlőség azonosan 

a = ß teljesülése esetén 

lesz.

hahogy

teljesül minden x, у e V-re. Vagyis az 

C D?” ; cnfß )-loop

azez

elasztikusaz

oi = ß függvények 

hogy

Legyenek 

lineárisak.

( IRn ; a,ß )-loop csoport, és

Ekkor a (4.2a) azonosság teljesül, és elvégezhetjük az

speciálisan 

fel

most az

továbbá,Tételezzük az

n > 2 .

alábbi levezetést:
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IV.2. CRn,c*,ß)-loopok algobrai. azonosságokkal

а ( F <.х,у> = оКхЭ+аСуЭ+оКх^оКу >

at £х+у+о<('у >х+а(.’х>у ^ = oK’x)+oi<.'y >+оК’х>сч<.’у >

aCx)+0(Cy>+oiCy>o!<x)+oíC'x>a<y) = otCx>+c<(.y>+cx<!x)oiCy >

ot(‘x>c*<y> = О

у е V-x-e. Ez azonban azt. jelenti, hogy

függvényekre

igaz lesz minden x

ot = ft -0. 0 lineáx*isígy
loop elasztikus, de nem csoport.

os = ft — 0. 
< Kr’

azaz

а,а >

másik (kevésbé nyilvánvaló > példa egy olyan

■f см,a >-loop <n>l>, ahol еч(х> kvadratikus függvény,

Könnyen belátható, hogy ebben az esetben 

részloopok

részcsoportok. Valóban, tetszőleges 

x «= П?Г1

Egy

< ER*"’
például otC'x)= j|x ||2.

egyparaméteres egyparaméteres 

s , t , u e !R

nemaz

és

esetén teljesül, hogy

, FCtXjUx) j =) - F(F ( F(sx,tx) , sxux

(3t.+2s+2u^= S.t.U IIX II 4 <s-uE> +

>}«+ ||xj|zt ( tts3-u3>+2t2<;s2-u2>+t3<:s-u)

Ig3^ ezek a részloopok (minden x-re az x irányába eső 

részloop) nem részcsoportok, mivel a bal oldali vektorok
különbsége sosem 0, amikor 0 < u < s < t . Következésképpen

<.' CR^ ; ot,c4 )-loopok nem csoportok, оezek a speciális

L.V.SZABINYIN és P.O.MIHEJEV

az analitikus jobb alternatív 

loopok

bebizo-4.2.6. Megjegyzés:

nyitották 1161, hogy

erősenrendelkezőtulajdonsággal
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F<xm,xn) = xm+nhaiványasszociatívok ^vagyis 

x e 3? és m valamint, n egész szám esetén^. Könnyen

minden

rámutathatunk azonban ama, hogy analitikus: elasztikus 

loopokra ez az dilit ás mar nem igaz. Elég azt. 

figyelembe vennünk, hogy az erősen hatványasszociatív 

loopok minden irányban rendelkeznek egyparaméteres 

részcsoporttal <lásd E.N.KUZMIN [11D>, míg az ált-alunk 

az előzőekben mutatott példában szereplő elasztikus

egyparaméteres 

részloopjai nem egyparaméteres részcsoportok. S ezért, 

ezek a loopok nem lehet-nek erősen hatványasszociatívok. 

Ezzel a jobb alt.ernat.iv és az elasztikus lopok közötti 

elhatárolásra is adtunk egy példát. □

( C(fx)=||x||2 )C [Rn , ot, a >-loop
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azt mutatjuk meg, hogy

és fi megfelelő választása

szakaszbanEbben aza

< Rn ; oiffi )-loopoknak 

esetén konkrét geometriai jelentése van. Nevezetesen azt 

bizonyítjuk, hogy egy < tRn ; 0,fi >-loop izomorf egy otyan 

looppal, amelyet a 4.0.2. Példában adtunk meg; feltéve, hogy 

a felületeket alkalmasan választottuk meg.

az сч

n+i4.3.1. Példa: s4 affin<n+l) - dimenziós

osztályú С к > 2 >

hiperfelület és J> egy r-dimenziós hipersík ebben az 

affin térben. Legyen О az У felületnek olyan pontja, 

amely nem tartozik í'-hez. Vegyük most az

olyan U környezetét, hogy

Tekintsük az

teret. Legyen továbbá У egy

rí + 1 affin

térnek 0 e U,egy

U n 3> * 0, U n У # 0,

lokális szorzást az У П U és P n U felület-

de IP П У r> 11 = 0. Definiálunk

egy-egy

darabokon egyidejűleg, a kö\/etkező módon <!4.2.ábi'a>.

pontot. Legyenek az A 

amelyekre

Tekintsünk О e У n Uegy
í

és tetszőleges 

A , В <= У П V < £ U

pontok,В olyan

BBe V > . Vegyük azt; o,o 1
egyenest, amely párhuzamos az OÖ egyenessel, és В <=

' 1 1

CItt feltettük а V környezetről azt, hogy В <= У rí V

a
í

esetén а В e У П V tart almazás is teljesül.) Ezután
í

tekintsük azt az AG^ egyenest, amely párhuzamos az 0B^

egyenessel, és У. Végül legyen a GC^

OO egyenessel párhuzamos egyenes,
.1

fel,

egy olyan, az 

amelyre G e У. C'Itt

teljesül. )C ,G e U
í

azt tettük bőgj/

У4.3.2. Definíció: A 4.3.1. Példa jelöléseivel legyen

hiperfelületen illetve а У hipersíkon az fi illetve az 

fi szorzásművelet a következő módon értelmezve:

az

r>+1_n+l .n+1
■» У-, <A,B> У; У .ч У ■> С ,» j4fi : j4 x

illetve
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XV.з- <.'0ч*‘;0,|Г5>— lotypoh £&от&Ъ"гах je?l&ntésr&

n+l .11+1 .n+l
■» P; <A ,B > h

l l
1 : j4
' l ->• G .□; .'P x P.V ja# > Л?

1

állítást, hogy így loopokat, 

speciális C ö?” ; ot,/3 >-loopokkal izomorf loopokat

az alábbi tétel fejezi ki.

mégpedig

kaptunk,

Azt az

Definícióval bevezetett szorzás-4.3.3, Tétel: A 4.3.2.
osztályú С к > 2 >

Az < ; / > illetve

loopok izomorfak egy <.' [Rn ; сч,/Э >-looppal, ha

cfc lokális loopszorzások. 

osztályú lokális

űí = 0. □

műveletek
ck<: P ; f- > 

1

!■

1::; M : 1:11 4 :; I •• I: S3:: 111 и n i ч 1 i 111: : I:! i::: t:: 1: : 11 : 11: "M

!
- ,ii I- I1i ■i1 ' s I*

!i1V {i

>'c .*

j

:: •• 1^: •.: i;ir.:;^;iii:iin:::il 111:: I:

‘i 2u
i i 
i °1.S



IV.3- Aiz <[Rn;0„e>-Zoopoíí geometriai. Jelentése

Bizonyítás: Először- azt, látjuk be, bogy loopokat kaptunk.

a) A fenti példa konstrukciójából világos, hogy az £ és 

szorzásműveletek jól definiáltak, továbbá jobbról és 

balról egyértelműen megoldhatóak egy megfelelően választott 

V környezetben.

Az is könnyen látható, hogy

К

/С0,А) = /СА,0> = А,

illetve hogy/

£ СО , A ~) — £ CA ,0 -> = A
í í i 1 í í i '

vagy/is О , illetve О a megfelelő egy/ségelemek.

Mivel a fenti két feltétel teljesül, 

loop-szorzások.

c> Vezessünk be lokális koordinátákat az

£ és £ lokális

.n+l térben.

és ezeken a koordinátákon keresztül vezessünk be lokális

G' osztályú n-dimenzióskoordináta-térképeket az У és а У 

sokaságokon. Tekintsük a Crögzített!) О pontot a bevezetendő

origójának, és vegyükkoordináta- rendszeraffin az

álló bázistvektorokból< e > a• > e
í *

következőképpen:
П + 1

lineárisan független- , eaz e ?1 Y>

hipersíkkal,

ebben

3>vektorok legy/enek párhuzamosak 

Cn+l>-edik bázisvektor pedig

aza

= —OO"* . Ha ae
»1+1 í

koordinátáitpont

jelöli, akkor a hipersík egy/enlete:

Xkoordináta-rendszer ben 
n+l

az
íx .,

n+l
= -1 ,X

У felület egy/enlete pedig Clegalábbis lokálisan!):az

SCx1,...,xn> = xn+l

Ennek az affin koordináta-rendszernek a segítségével 

vezetünk be lokális koordinátákat először a hipersíkon,
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IV.j. Az ;,Q,ß)-loopok greometriai jelentése

az a leképezés, amely a P 

első

azután az У’ f elületen. Legyen ф
1

pontjainak 

koordinátájukat:

affindarabsík megf elelteti n

< a1 , n -4, a > ,■> 0чП;: IP A \ ->•
i

ahol

íО A~* n s У .1 ■ e= a e + ... + a e
n+11 1 1 n

térképet adtunk meg a У-п.

koordinátákat,

hogy pontjait kölcsönösen egyértelmű módon leképezzük a 3> 

sík pontjaira. Legyen ez az egy-egyértelmű т megfeleltetés 

az У f elület pontjainak az 3> sík pontjaira való OO^ 

egyenessel párhuzamos vetítése:

С и П Э> } Ф >
1

Az У felületen ezután úgy definiáljuk a

Ezzel lokális

T : У -> JP , А I ■> A
í

к
C’4.2. ábra). А т leképezés nyilvánvalóan C 

felület lokális koordináta-leképezése legyen ekkor:

osztályú . Az У

, 1
■» C a , ... " )* КЛ ;ф = ф от:

í
У А I- > а

esetén. Világos,

tér origója. A 

koordináták bevezetésével egy-egy jól definiált 

osztályú loopot kaptunk az У és IP sokaságokon

hogyminden А e У П V pont

ф ( О ) = C 0 , О ) = © az>n
lokális

cklokális

egyidejűleg.

Két O-tól különböző adott X , Y <= 3> 

< и П У ; ф >

eseténpont.

írjuk fel az fi loop-szorzást az 

koordináta-rendszerben. A kordináták legyenek

lokális

<£CY> = Су1,...,угЪ <D .0СХ) = Cx1,...,xn) * <D ,

koordinátákban Floop-szorzás alakját ezekbenHa aa

jelöli, akkor:
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IV.3- -42 fO,ßi>—loopoh geometriai jelentésre

F = ф о / о Оф 1 x ф 1>.

Az egyszerű számolás részleteit most- elhagyjuk. Eredményül a 

következők adódnak. Egy z = Fíx,y) pontra, ahol 

С и П У ; Ф >

pontra az 

következőt kapjuk:

az

koordináta-rendszerben (és a neki megfelelő

koordináta-rendszerben^C U П P ; ф > 
í

az

= £ x1+y1+SCx>yi , , x”+yn+S<x>yr’ ) =z = FC’x,y2>

+ у + SCx> у= X

у = $<Y>,esetén, x = 0<X>,x, у e V 

z = <£CZ>, valamint- V = ^CV).

Összevetve ezt- а C4.1) definiáló egyenlőséggel, azt 

lát-hat-juk, hogy a ket-t-ő ugyanaz, ha 

ß = S . Ezért- ha t-ekint-ünk egy ilyen geometriai üt-on 

definiált- loopot-, akkor azt, kapjuk, hogy a fent- bevezetett

< U П У ф >

< Rr’ •, 0,S >-loop lesz, az izomorfizmus pedig éppen а ф 

leképezés. Ezzel a bizonyítást- befejeztük, о

aholminden

a = 0 továbbá

koordináta-rendszerben looplokális a

állításánakfenti másodikIgaz azonban 

megfordítása is.

tétela

< Ifc" О,/"? >-loop 

Definícióval adott- looppal. о

4.3.2.izomorf egV a4.3.4. Tétel: Minden

.n+l affin térbenfi esetén az j4Bizonyítás: Az adott

rögzíthetünk

koordináta-rendszert, amelynek n számú bázisvektora a JP-vel

olyanhiper-síkot ésP egyegy

párhuzamos. A P hipersíkon rögzítsünk egy О pontot. Az
1

origó pedig legyen az a pont, amelyikbe az О -bői felmért
1

Cn+l>-ik bázisvektor mutat. Ebben a koordináta-rendszerben

hi per f elületetУ ad Azfüggvényß meg.az egy
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IV.3- Ла С'К’^О,ßy—loopok goom&tr-iai jeieníéíre

előző bizonyítás értelmében az У és 3> által 

Definíciónak megfelelően megkonstruált loop 

looppal izomorf lesz. □

4.3.2.a

kiindulásia

4.3.5. Következmény: Ahhoz, hogy egy 4.3.2. Definícióval

adott loop csoport legyen, szükséges, hogy az S 

függvény lineáris legyen, vagyis csoport esetén az У 

hiperfelületnek is hipersíknak kell lennie. □

Bizonyítás: A 

<.' ERn : ot,/9 )-loop

4.2.2. Megjegyzés második pontja szerint 

csoport,
Mivel most ot lineáris, ezért /9-nak is annak kell lennie. □

egy

lineáris.ha ßnem a nem

4.3.ó. Megjegyzés: 1. Bár a fenti tételek bizonyítása során 

loopokon igen természetes ütőn vezettünk be 

koordináta-rendszert, az mégsem K-koordináta-rendszer.

a

Ez az állítás még akkor is igaz, ha a loop csoport,

hipersík definiáljaamikor két loopot.vagyis

Valóban, ebben az esetben az igaz, hogy

a

FCx,x) = 2x + S(.x)x

minden x e V esetén. Tehát

definiál akkor és csak akkor, ha S = 0 , 

amikor két párhuzamos hipersíkot tekintünk.

2. A jelen szakaszban megvizsgált looposztály egy 

olyan alosztálya 

osztályának, amelynél a három definiáló felület közül 

kettő speciálisan van megválasztva: ez egyik <a V/> 

hipersík, a másik Ca V> a végtelen távoli 

szakasz két tételére tekintettel megállapíthatjuk, hogy 

< R" ; оr.ß >-loopok osztályának valóban van olyan 

alosztálya, amelybe tartozó loopok három hiper felület 

által definiált looppal izomorfak. □

а ф K-koordináta-rendszert

vagyis

Példában adott loopok4.0.2.a

sík. E

az
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IV.4. Egyparaméteres részloop nélküli loopok

A fejezet. utolsó szakaszában olyan loop-osztályt 

vezetünk be, amely loopjai 

tulajdonsággal, hogy egyáltalán nincsenek egyparaméter-es 

részloop juk.

Ennek

rendekeznek azzal a

megmutatásában 

K-kooi-dináta-rendszer beli viselkedésére

fo eszköz loopok

3.2.3.

a

vonatkozó

Tétel, illetve annak 3.2.S. Következménye, amely szerint egy 

loopnak valamely irányban létezik eg у párámé tér es részloopja 

akkor- és csak akkor, ha a loopra vonatkozóan kanonikus

irányúkoordináta-rendszer ben adott szakasz lokálisaz

x-észloop.

A keresett loopok osztályát két lépésben vezetjük be.

; a,/? "> -loopok

definíciójának módosításával olyan osztályt adunk meg, amely 

loopjainak pontosan egyetlen irányban van egyparaméteres 

részloop juk. Ezután módosítjuk tovább a definíciót úgy, hogy 

egyparaméteres részloop nélküli loopot kapjunk.

< [R nElőször a IV.l. szakaszban megvizsgált

4.4.1. Definíció: Egy lokális szorzást az [R^ téren

F : Kr> x tRr’ * DRn : V x V * U
2

Cahol V és U az 0 origó megfelelő környezetei) 

C oi,-oi p,a y-^zot'^ds^nak nevezünk, ha bármely 

у = V esetén az

C4.12)aCx>y + p<x,y>a= x + у + oiC’y)xF2<x,y>

Gk osztályúegyenlőséggel van definiálva. Az a olyan 

valós függvény, amelyre oí<!ÍO = 0, a egy (az 0-hoz 

kellően közeli az origótól különböző tetszőleges pont 

[R’-ben, továbbá p a következő tulajdonsággal rendelkező 

valós függvény:
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IV-4■ Egypar-améter-es i'és&loop nélküli loopok

* „ U с Кp : Rn x Kn ■» К ; V x V ■»

egyenlőség akkor- és csak 

vagy у = <D vagy x = у . 

pCx,©> = pC<D,y> = p<. z,z> = 0 

y, z e V re, és semmilyen további esetben nem tűnik

p Cx,y2> = 0 

x = <D

úgy, hogy a 

akkor teljesül, ha

mindenVagyis

x,

el. a

4.4.2. Állítás CIGI: formulával definiáltEgy C4.125a

[Rr’ térC o(,-oi ; p,a )-szorzás 

origójának 

egységeleme az <D origó, о

loop-szórzás 

környezetében.

az

loop-szorzásEVegy

ck < Kn ; >-loopot 

CDRr>; a,-a ; p,a)-

4.4.3. Definíció: A osztályú 

í см,-cm ; p,a )-szorzásművelettel

lokális

az

í[Rn; ex ; p,a >- loopnakloopnak 

nevezzük, о

rövidebbenvagy

C 0?r’; cm ; p,a )-loopok 

egy

Látható,

<.К”; см,—ct >-loopokból

hogy azaz

megf elelőenjönnek

választott tag hozzáadásával.

létre

Bizonyítás: Először is mutatnunk kell egy olyan p függvényt,

megadottDefinícióban4.4.1.amely amely eleget tesz a 

feltételeknek. Egy ilyen függvény például a következő:

x-y If'.I! - II2 II у I!2 C4.13)p<x,y> =

Ezután belátjuk, hogy loop-szorzás.

ck osztályú függvények, F jól 

egyértelműen megoldható 

az F első illetve második 

parciális deriváltja

a> Mivel és PCM

definiált a V-ben. Az F2<x,y> = z 

jobbról és balról, mivel 

C'[Rn-beli> változója 

identikus leképezés.

2
szerinti az
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IV.4- Egyp£trctm<át&r'e<? részloop n&lkiili loopok

b> Az Kn tér C> origója az egységelem, mivel

F <x,<D> = x + í> + a«D>x 
2

ot<xXD + p<x,COa = x

és hasonlóan F GD,y> = у 
2

is teljesül minden x, у e V

esetén.
к

szintén Gc> et és p Gk

osztályú, s ezzel a loop-szorzás tulajdonságait igazoltuk, d

osztályú függvények, ezért F
2

4.4.4. Tétel [103: Egy GR”; oi ; p,a )-loop rendelkezik azzal

a tulajdonsággal, hogy pontosan egy egyparaméteres 

részloopja van, mégpedig az a pont irányában. □

Bizonyítás: Első fontos

koordináta-rendszer, amelyben

K- koordináta-rendszer.

észrevételünk, hogy
GR”; ot ; p,a >-loopokat

2.1.3.

az a

az

Valóban,definiáltuk,

Definíció feltétele teljesül, hiszen

a

F (x,x> = x + x + o(x)x 
2

счСх)х + p(x,x)a = 2x

teljesül minden 

1&‘У>

x e V-re.

létezikamennyiben

egyparamteres részloop, akkor lokálisan egy egyenes darabja. 

Az nyilvánvaló, hogy ennek a loopnak az a irányában létezik 

részloopja, mivel a irányú elemek szorzata is ilyen, és a

szerint3.2.3. Tétela

szorzást jobbról illetve balról megoldva adott a irányú 

elemek esetén, az eredmény ismét a irányba eső pont lesz.

Tegyük fel most, hogy valamely d irányában létezik

egyparaméteres i'észloop. Ekkor ennek a lokális részloopnak

alakúak, t e <.-T^,T^>, legalábbis lokálisan.

• d C)

t daz elemei

ts j) ennek 
1 2

eleme. A C'4.12!>-nek megfelelően

Legyen x = s - d f5 <D és у = s 

részloopnak két különböző 

igaz, hogy

Sk
2
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IV-4- Egyparaméter-es néssloop nélküli loopok

F <x,y} = F <s • d , s 
2 2 1 2

d } =

]= I sL 1 • d + pCs ■ d,s • 
1 2

d }a = r d+ s OiC's -d>- s a(s • d}+ s
2 2 2 11

ésvalamely г e К 

paramétere kr e:

Mivel ezekreesetén. s saz
í 2

lehet a-téls - d} <D ,
2

különböző ir-ányű, és pontosan ezt kellett bizonyítanunk, о

dpts • d , 
1

nem

• Az egyparaméteres részloop nélküli loopok osztályát az 

előző loopok további módosításával adjuk meg.

DRn4.4.5. Definíció: Egy lokális szorzást az 

téren

(. n > 2 }

■» KnF : CRn x Kn ; V x V * U
2

Cahol V és U az 0 origó megfelelő körnj-'ezetei) 

С сч,-а ; p,a ; o,b >-s-zomdsnak nevezzük, ha bármely x, 

у e V esetén e szorzásművelet az

F^Cx.y} = x+y+a<y}x-oK’x}y+p<x,y }a+o<x,y }b, <4.14}

ckegyenlőséggel van definiálva. Az a és a p olyan

osztályú valós függvények, mint amilyenek a

Definícióban szerepelnek, az a és b olyan (az <D-hoz

origótól különböző tetszőleges

rögzített pontok (.'irányok}, amelyekre

semmilyen \ e К esetén; a rendelkezik a p minden

tulajdonságával, és

nullahelyeken

p<x ,y } = o<x ,y > о о о о
рСх ,у > = о<х ,у } = 

о о о о

4.4.1.

kellően közeli} az

а ^ X • b

р értéke csak а 

vagyis 

következik, hogy

ésCf aa

egyezik ameg, 

egyenlőségből

0. a
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IV-4- Egy pen'a métere s részloop nélküli loopok

4.4.6. Állítás [10]: Egy a fenti C'4.14) egyenlőséggel adott 

C a,-a : p,a ■, c,b )-szorzás 

oxúgó jának egy V környezetében. A loop-szorzás eg^'ségeleme 

az <D origó, о

0?" térloop-szorzás az

С о,-» ; p,a ; c,b >-szorzásművelettel

osztályú

4.4.7. Definíció: Az

ck[Rn lokális

<ö?r’; o,-o ; p,a ; o,b )-loopnak

téren

; >-loopot

rövidebben <jRn; о ; p,a ; а,Ъ )-loopnak nevezzük, о

adottaz

C R” vagy

szorzásművelettelBizonyítás: Annak belátása, bogy az

loopot

C[Rr’/, о ; p,a )-loopok 

igazolásához meg kell mutatnunk

történik,

definíció

minthasonlóandef ini álunk, az

jogosságánakesetén. A

egy a f eltételeknek eleget

tevő a függvény létezését. Tekintsük például a következő 

függvényt:

o<x,y> = hCx> II у ||2|| x-y j|z C4.15>

h : Kr’ és hCx> akkor és csak akkor tűnik el, ha
кtovábbá h G osztályú függvény- □

R ,ahol

x = © ,

<Rn; о

létezik egyparaméteres részloopja. □

; o,b )-loopnak4.4.9. Tétel [10]: Egy nem

állíthatjuk.Bizonyítás: Ennek a loopnak az esetében is azt 

hogy eleve K-koordináta-rendszerben 

csak az F^ definíciójában kell az 

elvégezni:

definiálva. Ehhezvan

helyettesítéstx = у

oCx>x + p(x.x)a + o<x,x>b =F tx,x) =
Э

x + x + a(x)x

= 2x + Oa + Ob = 2x .

lokális loopnakEzért amennyiben létezik ennek 

egyparaméteres részloopja a d pont irányában, akkor minden

a
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IV-4- Egypor-améteres részloop nélküli loapok

eleme d irányába esik. így kát. különböző

у = s ■ d СО ^ s ^ s 
2

egyirányú elemet. kapunk, vagyis érvényes 

összefüggés:

x = s • d, és

^ 0> elemére a részloopnak egy d-vel

alábbi
í

az

= Is +s +s otCs • d)-s oiCs • d)L 1 2F Cx,y> = F Cs • d,s • d>
3 3 12

d +
2 11 2

• d>b = r d.+ pCs -d,s d>a + oCs 
1 2

• d.s
1 2

valamely olyan red? számra, amelyre r - d a részloophoz 

tartozik. Ebből az következik, hogy

•d)b = t-dpCs •d ,s 
1 2

d>a + oCs • d,s 
1 2

t = tCs ,s > € C-T ,T )
12 О О

egyértelműen állíthatjuk elő

Mivel d-tvalamely számra. a

d = « a + « b
21

formában, azt nyerjük, hogy

= pCs d.s d>a + crCs - d,s 
12 12

• d)bt - d = Ct« >a + Ct« >b
21

a két egymástól különböző és számra. Ezért a fenti
sorból
megegyeznek:

együtthatókmegf elelőkövetkezik, hogyaz a

•d> = Ct* > . C4.1ó>a Cs • d ,s 
1 2

• d> = Ct« éspCs d,s 
1 2 21

Vagyis

egyparaméteres részcsoport az a irányában. Ekkor az alábbi

d = a . létezikTegyük fel először, hogy

adódik:

• a>a + oCs • a > b = t • a .pCs ■a,s 
1 2

• a,s 
1 2
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IV.4- Egyparaméter-es részloop nélküli loopok

pCs -‘a,s • a> & 0 , 
12

b =

b / a .

- a> ^ 0 t ^ 0 , 

a feltétellel,

Mivel cKs és- a,s 
1 2

ami ellentmondásban van azzalezért a ,
irányában létezikhogy Vagyis

egyparaméteres részloop. A 

ugyanehhez az eredményhez jutunk, tehát b irányában sem

nemaz a

mellettf élté telezésd = b

létezik egyparaméteres részloop.

a ^ d ^ b . Akkor aTételezzük fel ezek után, hogy 

<4.16} összefüggésből arra következtethetünk, hogy
tt ^ 0 ,

2

tt ^ 0 ,
1

0 ^ s ^ s ^ 0következésképpen minden 

paraméter párra érvényes az alábbi egyenlőség:

illetve
21

tt
d > = —— sp<is • d ,s ■ 

^ 1 2
• d> .• d,s 

1 2tt
2

Az egyparaméteres részcsoport létezésének feltételezésével 

jutunk ellentmondásra akkor, ha megadunk olyan p és 

függvényeket, amelyek ennek az összefüggésnek nem tesznek

függvények, amelyeket

a

eleget. Ilyenek például azok

<4.15}

aa

illetve<4.13>

összefüggésekben adtunk meg. Ezekre a függvényekre

II I2 II Vd II2 II <vs2> d II2 =

tt

= 5Г hGVd>!l s2'd II2 II (VS2) d II2
2

és ezért az

tt
II s • d ||Z = —— h<s • d>
II 4 II t,. 1

2

kicsinyelegendőenegyenlőségnek teljesülnie kell minden 

0 paraméterértékre. Azonban as
í

2
2Xh<x> = c■e x

függvény nyilvánvalóan nem elégíti ki azonosan 

egyenlőséget. Ezzel a bizonyítást befejeztük, d

előzőaz
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