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BEVEZETES

A Lie-csoportok elméletében sok vizsgalatnal jatszanak
igen fontos szerepet az egyparaméteres rdészcecsoportok. Mivel
egy Lie-csoportnak minden irdnyban létezik egyparaméteres
részesoport ja, ezért ezek a részstruktursk  kilondsen  jd
szolgalatot tesznek a Lie-csoportok jellemzésekor. Ugyanez a
helyzet az egyparaméteres rdészcsoportokkal rendelkez8 loopok
esetében is.

A Lie-loopok azonban - amelyeket a Lie-casoportokbdl az
asszociativitas feltételdnek elhagydsaval kapunk - dAltaldban
nem rendelkeznek egyvparaméteres rdészcecsoportokkal.

Ekkor viszont természetesen adsddik a kivetkezd kdérdés:
Eljuthatunk-e az ilyven értelemben gvengébb algebrai
tulajdonsdga Lie-loopok Jjellemzésdéhez egvparamstereaes
részloopok leirasan keresztiul 7

Mi az analdgia az egvparaméteres rdésmzasoportok &g az
egyparamdteres részloopok kdzdtt? A vizsgdlatok szerint a
Lie-csoportok egvparaméteres részoesoport jainak azt a

t.ulajdonsdgat t.ekinthet jiik alkalinas analdgidnak, hogy

]

segitasdgiikkel elsd fajd kanonikus kRoordindtdk vezethetdk be,

s ezekben koordinat.dkban a részcosoport linedrissa valik.

Ettsl a ponttdsl két lehetsdges vizsgalati irany

jelslhetd ki.

I Bizonyitsuk be, hogy egy lokalis differencialhatd
loopnak minden iranyban léte=zik egyparamégteres
részloopja, = ezeknek a részloopoknak a segitsdégével
Jussunk el kanonikus koordinatikho=. Vagyis olyan
kitiintetett koordindta-rendszert vezegsiink  be ilyen

mdadon, amelyben a loopszorzds s igy maga a loop is

egyvszerd alakd les=z.
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1I. Definidljunk kanonikus koordiatgkat az egyparaméteres
részloopok létezésetsl - vagy nem létezésétsl -

fliggetleniil. Ezutan térjink vissza az egyparaméteres
részloopok vizsgdlatdra, amely soran feltehet jilk, hogy

az egyvparaméteres részloop alakja egyvszerd.

A loopok & kvdzicsoportiok Ca mi mostani
megkdzelitdsiinkban Tegvsaegelem ne&lkiuli  loopok™D kutatd=sa
jelentds rdédszben olyan osztAalyok vizsgalatara irdnyul,

amelyeket egy vagy tidbb  algebrai azonossidg segitsdgével

adnak meg: pl. Bool-loopok, Moufang-loopok, invers=
tula jdonsdgud loopok {a definicidkat illet8en 1d. (11>,
aelasztikus, alternatiu, monoasszociativo, Cerds) hatuvdny—

aszzoctativ kvdziczoportok illetve loopok dasd a késdbbi
IV. FEJEZETBEND.

Az els8 lehetsédges vizsgalati irany Jjelentés szerephez
jutott tobb olvan munkdban is, amelyek a fent felsorolt,
vagy hozza juk hasonldan definidlt tovabbi struktdardk
elemzésével foglalkoznak. Igv példaul E.N. KUZMIN egy
dolgozataban (113 bebizonyitotta, hogy az erdsen
hatvdnyasszociativ loopoknak minden iranyban létezik
egyparaméteres rdésszcsoportja. ACGZEL JANOS [11 cikkében is

megtaldlhatd ezen Slitas egy részesetének bizonyitasa., A

szerzd megmutat ja, hogy LAY egvdimenzios erdsen
hatuvdnyasszociativ loop csoport. Egy projektiv

hiperfeliilletekkel megadott {M.A. AKIVISZ (31 kvdzicsoport

oszt.dly késdbbi vizsgdlata sordn kideriilt, hogy ezen osztaly

loop jainak minden irdnvban léteznek az egyparaméteres
részloop jai, S8t a magasabb dimen=zids részloop jai is

(M.A. AKIVISZ & AM. SELEHOV [5DD.
A masodik vizsgalati irdny bemutatdsdra is megemlithetd

t.obh fonto= munka = lokalis kvazicsoportok &= loopok

elmdéletébil Kanonikus koordinata-rendszer (kanonikus
sorfejtdsd bevezetdsérdl =s=z=481 MA. AKIVISL kdzleménye  [2],
tetsadleges analitikus loopok esetén. A megfogalmazott
Aallitast egy specialis esetre 1986-ban bizonyitotta

2
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AM. AKIVISZ &s MA. SELEHOV [4]. Az dgynevezett g-webekre
az  altalanositdz V.V, GOLDBERG [71 munkdjaban taldlhatd meg.

A specialis esetre adott bizonvitds lehetdvé teszi a
kanonikus koordinata-rendszerek olyan definicid jat, amely

teljesen kieldgtd mddon vihetd At a differencdlhats loopok

esetdre. Amint azt lidtni fogjuk a IJII. FEJEZETBEN, az ilyen

kanonikus koordinata- rendszerben a loop wvaldban egyszerd
alakd.
.
Dolgozatunk tdrgva a mdsodik vizsgdlatt irdny. S

mikozben bemutat juk a kRanonitkus khoordindta-rendszerekre &s a
részloopokra vonatkozo eredmenyeinket, az= 1is vwvildgossd
vdlik, hogy az elsd viesgedlati irdny a loopok eseteben nem

Jdrhats dt.

Az I FEIJEZETBEN At tekint jiik =1 Lie-c=oportok
eiméletének néhany klass=zikus eredmé&nyét.. Azokat az

taszefiggdéseket vesszilkk szamba, amelyek az egyparaméteres

részcesoportok és az elsd faja kanonikus
koordindta-rendszerek ldtezdsdre, illetve ezek kapcesiolataira
vonatkoznak. Az elSforduls fogalmak definicid jat minden
esetben megad juk. Ug vancsak részletesen ismertet juk A

felhaszndlt Allitgsok bizonyitasAt. Az elsd hdrom szakaszban
az MM. POSZTNYIKOV mivében [131 bemutatott felépitést
kSvet jik. Amikor a Dbizonyitdsoknak a kdnyvben elhagyott
{(els8sorban technikai Jjelleg(i> részleteit targyaljuk, az
A.A. SAGLE és R.E. WALDE konyvében [14] is haszndlatos

technikai appardtust alkalmazzuk. A fejezet negyedik
szakaszdAban taldlhatd az elss faja kanonikus
koordinata-rendszerek l8tezésére vonatkozd tetel Ennek

bizonyitdsa az L.SZ. PONTRJAGIN monografidjdban  [121  adott

bizonyitds gondolatmenete szerint tdrténik.

A4 dolgozat II., III. é&s IV.FEJEZETE tartalmazza a
temakdr tanulmdnyozdsa sordn elért sajdt eredményeket.

Ezek nagyvoebbik részének publikdldsa folyamatban van, a
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kisebb, kozlésre eddig nem szant észrevételek szintén
SZOorosan kapscsolddnak a témahoz=. Az ebben a hdrom
fejezetben pontokba szedett minden tétel, allitss,

kbvetkezmény, illetve meg jegyzés az 4 j eredmények kozé
tartozik, kivéve a 222 Tételt <Jamely S, STERNBERG egy
tételének specidlis eseted, illetve annak bizonyitdsa soridn

a 2.31, 2.33. és a 2.3.4. Lemmat.

A IT. FEJEZET az Ugynevezett kanonikus
koordinata-rendszereket vizsgal ja Ck osztalyd loksalis
differencidlhatd loopokra vonatkozdan. A lokalis

differencislhatdé loop éx a kanonikus koordinata-rendszer
fogalmanak bevezetése 1. szakasz) utan mond juk ki éx

igazoljuk a fejezet 8 tételét, amely egyben az egész

dolgozat egyik legfontosabb eredménye: bdrmely CJI‘2 osztdlyvud

lokdiis differencidthato loopho=z letesik kRanonikus=
koordindta-rendszer, s ez a koordindta-rendszer szintén Ck
osztdlyud. Ennek a koordindta-rendszernek a l&tezése
biztosit ja az alapot tovabbi vizggdlatainkhoz. A
dif ferencidlhatdsagi rend megmaradasa pedig - elvi
Jjelentdsége mellett - lehet.&ve teszi, hogy e

koordindta-rendszert a loop lokdalis térképei kdzil valasszuk
ki (2. szakasz). A bizonyitas =ordn alkalmazzuk
S. Sternbergnek egy dltalgnosabb  &rvényd tételét.. E  tétel
igazolasat az Altalunk felhasznalt specidlis esetre a
3. szakaszban adjuk meg. A 4. szakaszban a kanonikus
koordinata-rendszer unicitdasadanak problémajat vizsgal juk, =
megdllapit juk, hogy egy Ck osztdlvd lokdlis differencidlhato
loow kanonikus koordindta-rendszereti csak linedris

transzformdcioban kiilonbdznek egvmdstol.

A III. FEJEZETBEN +térink ra a részloopok létezdsének
k&rdédsére. Az 1. szakaszban megmutat juk, hogy egyv loow
egsyvparamsteres részcsoportjal kanonikus koordindta-
rendszerben linedrisak {(a Lie-csoportok els8 faji kanonikus

koordindta-rendszerei pontosan ezzel a tLulajdonsdggal voltak



BEVEZETES

definiglvad. Az Altaldnositds  kdvetkezd lépdse (8. szakaszd
a dolgozat mdasodik 8 eredménydt jelentd tétel. E =szerint
kRanonikus keoordindta-rendszerben tetszbleges r-paraméteres

részloop lokdlisan megegvezik egy r-dimenzics sikkal. A

t.étel jelent.8ségge a kbvetkezdben Aall: kanonikus
koordinata-rendszerben konnyen eldénthet jlk, hogy ey

loopnak  wvalamely irdnyban létezik-e részloopja wvagy sem. E
j¥1 hasznalhatd  kritérium lesz az az eszkiz, amelyet a

kfvetkezd fejezetben alkalmazni fogunk.

A IV. FEJEZETBEN bizonvos loopok osztalyait wvizsgaljuk
a rEszloopok létezdsdnek szempont jabdsl A Bevezetdsben
bemutat juk azt a geometriai Jton definidlt kvazicsoport-

osztdalyt <(MA. AKIVISZ (315, amelynek =szoros kapcsolatat az

ditalunk analitikus uton megadott loop~osztallyal a
3. szakaszban mutat juk meg. A 2. szakaszban kilonbozd
egyszerid algebrai azonossdagoknak eleget tevd
< R"” ;3 o3 d-loopokat vizsgalunk mag, = mzitkséges =3

elegend8 feltételét adjuk meg annak, hogy egy ilyen loop

czoport. legyven. A dolgozat. legfontosabb eredményeinek soraba

talrtoznak a kdvetkezs8k., Hiarom olvan loop-osztalyt adunk
meg, amelyek definicid jukat tekintve igen kzel Allnak

eeymashoz, mégis az R" 5 oLf3 d-loopoknak minden itrdnyban
letezik részloop ja . szakasz=); az <R 3 oL,y p.a O
loopoknak csak az=z a irdnyban lete=zik egvparaméteres
részloop ja; vagill az ( i3 ; o,mo; p,a 3 o,b d-loeopoknak
semmilyen irdnyvban sem Igtezik egyvparaméteres részloopjo

(4. szakasz).

A dolgozatban a kozolt definicidkat., pédakat,
tételeket, azok kvetkezménveit, tovabba a fontosabb

meg jegyzéseket pontokba szedtiik., P&ldaul a 4.2.3. Definicié

il

zadmozasa arra utal, hogy a IVFEJEZET 2. szakaszdnak 3.

]

orszamozott. fogalmardl dmds esetben tételérdl, stb.> wvan

zd. Az utolsd fejezet Bevezetdsdben megadott sorszdamozott

U

példdk ennek a rendnek megfelelSen kaptak 4.01. éx 4.02.
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sorszamot. A Tformuldk szamozdsa fejezetenként torténik.

Koszonetemet fejezem ki Dr.Nagy Péter tanszékvezetd
egyetemi docensnek a téma kutatasa soran nydjtott
tamogatassdért és a dolgozat elkészitéséhez adott
irdnymutatisaiért. Koszdnet illeti Kurusa Arpad tudomadnyos
segédmunkatdarsat a szdvegszerkesztési s grafikai  munksk

elvégzésdéhez nyljtott segitsdgédrt.



I. FEJEZET

LIE-CSOPORTOK EGYPARAMETERES RESZCSOPORTJAI ES ELSO FAJU
KANONIKUS KOORDINATA-RENDSZEREI

Ebben a fejezetben a Lie-asoportok elméletének alapvetd
eredményei kozill ndhany olyat tekintink &t, amely a loopokra
vonatkozd vizsgdalatainkban killondsen fontos =szerepet fog
jatszani. ElsSsorban azoknak az eredményeknek a kifejtésére
t.orekszink, amelyek megalapozzak a Lie-loopok részloop jainak
a Lie-csoportok részosoport jaival analdg vizsgdalatat.

A fent. megtogalmazott cel érdekében részletesen

ismertet jik mindazokat. a fogalmakat és Allitasockat, amelyek

a  Lie-csoportok egyparaméteres részoesoport jaival, az =
részosoport.ok révén bevezethetd elss faja kanonikus

koordinata-rendszerekkel és & két fontos fogalom egymashoz
vald viszonyvaval kapasolatosak.

A Lie-csoportok elméletének legifontosabb fogalmait az

1. szakaszban detinial juk (hbalinvarians vektormezsd,
Lie-asoport., s=tbh.oo. Megmutat juk, hogy @ balinvaridns

vektorme=58k tere izomorf az egvséeeopontban vett Erintdterrel
<1.1.5. Lemmas, valamint hogy tetszdleges Lie—csoport
pdrhuzomosithats (117, Lemmad.

A 2. szakasz s allitasa (1.2.3. Tételd szerint ey
di f ferencidlhats sokasde vekiormezd jehesz létezik tetszdleges
ponton (O parameterertek eseténd dthalado integrdlgdrbe. Egy
a  késdbbiekben  alkalmazott  technikai lemma 1.2.4. Lemma>
bizonyitasat is megadjuk.

Az egyparaméteres részosoportok é&s az integrialgorbeék
kapasolatara (3. szakaszd a kivetkezd tételek igazolassval
mut.atunk Ta: egy Lie-csoport minden SoNparameteres
részesoportija egy balinvaridns vekitormezd integrdlgdrbeje

{1.3.2. Tételd; az= eguvsegponton =0 eseténd dthalads



bdrmely maximdlis integrdledrbe egyparaméteres részesoport
1.3.3. Tételd.

E hdrom szakaszban a felépités Javardszben az
MM. POSZTNYIKOV 131 altal bemutatott gondolatmenetet
kveti, mig a matematikai appardtus kiépitdségben inksbb
AA. SAGLE ¢és R.E. WALDE mivet {141 tartjuk szem el&tt.
Néhany esetben azonban a Jjeldlésekben vagy a bizonyitss
egyes részleteiben a hivatkozott munkdban leirttdl eltérink
az egységes szerkezet &s jelSlésrendszer érdekében.

A 4. szakaszban att&riink a lokdlis targyaldsra.

Megadjuk a loksalis csoport, a germ &s a lokd#lis Lie-csoport

illetve az elsd faju kanonikus koordindgta-rendszer
definicid jat Ca 141 szerint). Ezutan igazoljuk az
egvparaméteres részesoport elss Sfaju kanonikus

koordindta-rendszerbeli linearitdsdt (1.4.10. T&teld, majd a

fejezet legfontosabb eredménydt (1.4.11. Tételd:
minden ka osztdlyvud lokdlis Lie-csopothoz= lete=zik
okt osztdlyii  elsd  faju kanonikus koordindta-rendszer. E
tételek igazoldasdnak menete a {12)-ben leirttal

egyezik meg.



1.1. Lie-csoportok balinvariins vektormezdéi

Bar késd&bbi vizsgalataink lokdlis jellegdek lesznek, a
fogalmak megadasat mégsem a lokdlis Lie-csoportok
definialdsaval kezdjilk - tekintettel arra, hogy az elsdé

idézett eredmények nem csak lokdlis Lie-csoportokra lesznek

igazak.
1.1.1. Definicid: A e analitikus sokasdgot a rajta
grtelmezett 8 szorziasmivelettel Lie-csoportnak

nevezzik, ha

ad> 8 ; p > czoport., egysdgeleme e,

b> a 88 xE — 5§ 5 <y —> 2 SZOrZAS-—
mivelet analitikus a g analitikus struktdrsjira
vonatkozdan. o
A kovetkezd8kben - ha mdast nem mondunk - differenci-

alhatdé leképezés, fuggvény alatt mindig kellSen =sokszor

differenciidlhatd Cill analitikus) leképezdst értink.
Vagyvis o) leképezést mindig legalébb annyiszor
differencialhatdénak t.ekint jik, mint amennyi az adott
definicid ill. allitas szempont jabdl sziksdges. Hasonldéan,

kiilon megjegyvzés hijan a dolgozatban szerepld sokasdgok

dimenzid ja n.

1.1.2. Definicid: A e differencidlhatd sokasdgnak a TCED

grint&nyalabra vald

X : 8 —s TG @ a — X {a €

a

@

differencidlhatd leképezésdt a ¥ sokasdg wvektormezd-

Jenek nevezzilk. o
A ¥ =sokasdAgon értelmezett vektormezd8k aAltal alkotott
linearis teret «ad¥ jeldli. A ¢ sokassg a e % pontbeli

grintdi <(az a pont valamely kirnyezet.ében differencidlhatd

¢



I.xr. Lie—csoportok balinvaridns vektormezdi

valds figgvények deriviacidid a TO('S}) érintdteret feszitik

ki. Az érintétér - amely szintén linearis tér - elemei az X
a

vektorok.
Legyvenek M és 4F differencidlhatd sokassgok.

1.1.3. Definicidé [13]: A d : M —— N differencidlhato

transzformacid differencidlja a
dd @ T — TCAHD - X —— (d@)a(}{a)
(=1

leképezés, amelyet a

( d& CadcX >) () = X (Fodd
a a

kife jezés definidl, ahol f a #da> pont kornyezetében

differencialhatsd valds fuggvény. o

Tekintsik a C¥€ ;59 > Lie-c=soport kdvetkezs

tarnszformacid jst:
L 1§ — 8 : b — gla,bd

(tetzszdleges b = $-red, ahol az a rigzitett eleme ¥-nek. Ezt
a differencialhatd leképezdést bal eltoldsnak nevezziik.

Az egyparaméteres rdédszcsoportok szoros kapcesolatban
lesznek a Lie-csoportok balinvaridns vektormezéivel.
1.1.4. Definicidé [131: A C¥% ;9> Lie-csoport X

vektormezds jét bainvaridns vektormezdnek nevezziik, ha

tetszlleges a € § esetén teljesiil az aldbbi:

X oL =L > 0o X . o
L a

A definicidban szerepl&vel egyenértdkd a kvetkezd

10



I.r. Lie-csoportok balinvaridns vektormezd&i
formula:

_1 .
= X <1.1>
<dLa)g(a,b) @ Xg(cx,b.‘t b
tetsz8leges a,b € $-re. A Dbalinvarians vektormez&k linearis
terdt (¥ jelslje.

Az eddigi fogalmak felhasznsaldasaval konnyen adddik a

kovetkezd lemma.

1.1.5. Lemma [13]: A g Lie-csoport. balinvariins vektor-

mezdinek tere izomorf a T (&) érintdtérrel. o
(=)

Bizonyitas: Legyen A & T (€ tetszdleges érintdvektor. Ekkor
(=)

az

RA:'\@—}T(:?):a ——s (dL 2CAD> <(a = ¥2
(=3

leképezés vektormez8. Ehhez azt kell csak megmutatni, hogy
az RA leképezés differenciidlhatdé. E célbdl  vezessiink  be

tetszdleges lokalis koordinatakat az
X 8§ — rR" p —— x{pd> = (xi(p)h,...,xh(p))

koordinsta-leképezdssel. Vagyis az x a p £ pont valamely

o Mm

s . AN
kOrnyezetdben van értelmezve. Tovabba X = u o X az X

leképezds i-edik Kkomponense d=1,...,m>, ahol u az i-edik

koordinata-figgvény: egy [R -beli ponthoz annak i-edik koor-

dinatajat rendeli. A a, i=1,...,nd) koordindta-vektormezdk

ax"

segitségével bevezethetd egy —_—le)d,..., —ed bazis a

6x1 ax"

T e , ou ) a - _ of .o
<E érintétéren a ——(pXED = ——(p> definicidval.
< ax"* ax"

Ezekben a lokdlis koordinatdkban a d(La)e linearis

tranzzformacid matrixst a

¥y

_ b—"— (ad & T <& i=1,...,nd
L . n 1 a
j=1 7 8y

d<CL > [ 9 (e)}
a e .
IOx

11



I.1. Lie-csoportok balinvaridns vektormezd1

felbontAsbsl  kaphat juk: (b. ) Itt a ——9— <ad d=1,...,nd
] o
L (33,;

bdzis az a pont kdrnyezetében az y koordinata-leképezdssel
bevezetett koordinatfkbdl adddik.

Legyenek I_.k = ykoL (k=1,...,nd, wvagyis az L leképezés
Q < <

. . , k
komponensei az vy koordindta-rendszerben. Mivel vy az o

pontnal differencidlhatd valds fluggvény, ezért

s 3]
O > = Zcer(yreL ) = [ch > [ —‘—.<e>}]<y"> =
axt 3%’ ' o “ el ayt
™ N K s
=Y b Y _cad> = S b & = b ,
. noooo . nol lev
=1 ay =1
amely szerint [h_ ) az L Jacobi-matrixa ezekben a
1) %
koordinatakban. Igy ilyen koordindta-rendszerben az
Do
A= T ot — (&> felbontas mellett
L b
i=1 Ox

™ .
R<a>=CdL><A>=<dL>[2 o
A a & o e . . 1
) =1 Ox

(e)] =

n . . 11 3 el -
= 2 o CdL >_[ o <e>J = z ot Z b,,[ d,(a)] =
i=1 ¢ EL ot L= =1 * ByJ
™ .
=z o b (ad
1, j=1 * A
5]

Mivel a (j=1,....n> koordinata-vektormezd&k diffe-~

a4
3y
rencidglhatdak az a argumentum szerint, ezért ez igaz az

R —ra is. Az R vektormezdére tetszdleges a,b € ¥ esetén az
A A

R (9€abd) = ( dLgm’b_))e(Ab = ( dCLdLb))e(A>=

= C dL > o (dL. D> CA> = (dL > o d{dL. D> CAD =
a L (& L e a b v e

e

12



I.r. Lie-csoportok balinvaridns vektormezdi

= (dL > o (dL > & R (&> = {dL > o R <b>
b e A a b A

osszeflggdst nyer jiik, ahol csak a definicidkat kellett

hasznalnunk. Itt elfszor a-t a—i—gyel helvettesitve az
-1 - . -
‘= = - - b)
RA(_ #¢a ,b>] CdL -1 o R, (b
kife jezeést, majd g(a-l,bD = ¢ -t irva az
R (> = (dLa—Dg(alc) o RA( gla,cd),
végiil ¢ helyébe b-t irva az

R (b> = (dLa—m)g‘alb) o RA( gla,bd},

ami éppen az (11> osszefliggés az RA vektormezdre, vagyis RA
balinvarigns vektormezd $-n.

Ezzel a Te(’sf’) érintdteér minden A vektordra definidlva
van egy RA balinvarians vektormezg. Kilonbdzd A illetve B
vektorhoz kiilonbozds RA illetve RB vektormezd tartozik,
hiszen ezeknek az e pontban felvett ertékére
RA(e) = A =B = R‘.BCe). Tovabba a Te(’\t?) — (B A — RA
leképezés raképezés is, mert barmely balinvarians

vektormezd&re lédtezik inverze: az

We> —> T (€ : X —s X = A
(=] (<}
leképezés. A szilkkséges izomorfizmus a fenti (€ —s TQC:\';)

leképezés. D

Ennek az izomorfizmusnak a segitségével azonosithat juk
az (g€ éx T ¢€> linedris tereket, amelyek dimenzidja igy
e

természetesen megegyezik.

A kcvetkez8 1épés annak megmutatidsa, hogy a ¥
Lie-csoport pdrhuzamosithatd.
Legyven M differencidlhatd sokasdg, é&és jeldlje FlH az

M-en srtelmezett differenciilhatd figgvények halmazat.



I.x. Lie-csoportok balinvaridns vektormezbl

Ertelmezziik tetsz8leges f € FAIL fliggvényre &s X  adldd

vektormezdre az X vektormezét az aldbbi formulaval:
XN = fad.X
aQ [« %

tetszdleges a M -re.

1.1.6. Definicidé [131: Ha létezik az alMd-beli
vektormezdknek olyan X1 s e o2 X rendszere, hogy
T

tetsz8leges addbd-beli vektormezd egyértelmien Allithatd

eld
X = £'% + .+ X
1 ™
alakban ( oL, e (AD), akkor az M =okasdgot

pdrhuzamosithatonak nevezzik. o

1.1.7. Lemma [13): Tetszdleges g Lie-csoport parhuzamo-

sithatd. o

Bigonyités: Legven X e (> tetszdleges vektormezsg, é=
legyen X1 s e s Xn a balinverz vektormezsdk 1(€> linedris
terének bdzisa. Barmely a e ¥-re  ekkor Xa egyvértelmien
felbonthatd az (}{1)ct PPN (Xn)a bazisban. Ezért barmely
X  adgd vektormezdére léteznek olyan fi“ fluggvények,

amelyeket az a pontban az el8z8 frelbontas egyilitthatdiként

definialunk:
€ —s R ; a — f<a> < i=1,..,n >

barmely a & (¥>-re. Vagyis

Igy azt kell megmutatnunk, hogy ezek az ' riggvények

differencidlhatdak: £ < FE, dd=1,..,nd.

14



I.rx. Lie—csoportok balinvaridns vektormez=6i

Jelsl je CU; ¢ > a € sokasag tetszsleges
koordidta-térképét, &s legyenek o, L, K" az egves

koordinatafiiggvények. Az X  vektormezdk differencidalhatdak,
o }

ezért a koordindta-vektormezd8k szerinti

Ix"
X = x ‘91 +ow XN 22 et
! T ox e
felbontasaikban szerepld X" fliggvénvek G, j=t1,..,nd is
i
differencidlhatdak. Az U kdrnvezet barmely pont jdara

XD, .., XD a T (& tér b#Azisa, ezért az ()
1 d N a a S

. 5 N
Atmenetmiatrix a [ di seees 0_J bazisra nemelfajuld az U
Ix ax"
kdrnyezetben: det (XL) =0. Kiovetkezésképpen létezik az
J

. X . . .
inverze, az (Y, ) matrix. Vagyis
1

hAl .

z K v¢ = S8 k=1,
. J 1 J

L=

ahol & a Kronecker—delta. A feltételek szerint

X = z f‘i X , ezért

. g . . &) 28] . N
X=2f"x.[z X d.]=z§:f3x‘, 2
Xt . U . . 1
=1 ; i=1 T 0% 121" =1

' Yook
kal ) Aa) . .
={z fJX‘_] 61+.._+[2 f’x',‘] S,
. Y
=1 J Por'd J=1 J Ox !
. . . . . e a
vagyis a differencidlhatd X vektormezdnek a _ =1,...,nd
ax”
ig] P
koordingta-vektormez8k szerinti komponensei z £ixt
SRR
d=1,....,n>, és ezért differencialhatdé flggvények. Ervényes

tovabba az

15



I.x. Lie—csoportok balinvaridns vektormez=d&i

k ARl . " 1 . \&] . " La] ) ™ . . X
= 2 & = E ! 2 XY = z XL‘[Z Tl o ]1
. R : . 1 L : 1 : 1 v
J=1 J=1 =1 L= J=1 -
ce . k - .
kife jezé=s, amelyben Yi komponensftfiggvények, valamint a
m
. L
Z X Gi=1,...,nD fuggvények is differencidalhatdk, igy
. 3
J=1

az f‘k fuggvények is azok az U kdrnyezetben Mivel az f
fiugegvaények minden 8} koordinata-kornyezetben differen—
cidlhat.dak, ezért az egész ¥ sokasdgon is azok, s ezzel a

bizonyitdas kész. o

16



1.2. Vektormezdk integralgoérbéinek létezése

A kovetkez&8kben ratérhetiink az integralgdrbék

létezdsének bebizonyita=ssdra. Sima gdrbén altaldban egy

o
Ry

R —s M 3t —— (LD

differencidihatd leképezdést Ertink. (Néha ezt a leképezést
azonoz=it juk a képhalmazdval, &z a girbén a pdtd ponthalmazt

iz &rt juk.>

1.2.1. Definicidé 113]: A y 1R —s M ; £ —— pLd sima
gorbét az X & adid vektormezs integrdlgdbrbejenek
nevezziuk, ha barmely t pont jiban X;v('t,) az

grintédvektora. o

1.2.2. Definicidé [141: A ¥ gorbe t pontbeli Srintd jét
P<td-vel jeldljilk, és a

. ) .|
St = \ <
2t Dy, T35 )L

kife jezéssel értelmezzik, ahol u az R sokasdgot I[R-be

leképezb természetes koordinata-figgvény:
u: R — R ;t — t,

] ~ 20 . PR |
&z a neki megfeleld koordinata-vektormezs o - °

Irjuk fel ;\./(t,')-t, a lokalis C U; ¢ > kidrnyezetben, ahol
x* s e s =" Jjelslik a koordinata-figgvényeket:

2

i

8
e d, i .y @
;‘/Ctl) = z R( X [a] ‘V(t> J )
1 ox

1=

17



Iz Vektormez86k intepgrdlgdrbéinek létezdse
Az X vektormezd az ( U; ¢ > koordindta-kornyezetben felirva:
x4
X = 2 a < —
. I8 P L
x

ahol a az AM-en értelmezett sima figgvény.
1

Ekkor az (¢ U; ¢ > koordindtakban kifejezve a definicid
feltételét, azt kap juk, hogy » az X vektormezd

integrilgtrbd je akkor &z csak akkor, ha

™ d . d ™ 1 (9
z —-——( x o »<LD ) — = E a, (x o ;\’Ct),...,xr'o ;v(f,)) —,
. dt 5 L . 1 ~ b
1L=4 ax 1=1 Ox
vagyis
d L . a 1 . n .
d_t:( X o LD ) — = a (x o ¥<LI,.,x ¢ ,v(t,))
ax
Ci=1,...,nd>. Ezek az integralgcrb&k eleget tesznek a
»<Od = a kezdeti feltételnek. Izy ennek a
differencidlegyvenletnek az CegyértelmidDd megoldasai a
definicid Srtelmében integralgorbeéi lesznek az X

vektormezdnek. A fenti meggondolasckat a kidvetkezd formaban

tToglalhat juk Bssze:

1.2.3 Tétel: Legven M C‘.k osztdlyd differenciglhatd sokasag,
X = adAad CI'L: osztalyd differencidlhatsd  vektormezé és
a e M ) Ekkor létezik Ck_i osztalyd maximalis v,
integrdlgdrbe X-hez, amely t=0 esetén JSthalad az a

ponton, vagyis ;va(O) = a. D

Az integrilgdorbe maximadlis volta azt jelenti, hogy nem
restrikcidja valamely b&vebb intervallumon értelmezett
integralgorbének.

A ktvetkez8kben fontos les=z a Lie~csoportok

balinvaridns vektormez8inek alabbi jellemzése.

18



I.2. Vektorme=z=8k integrdlgdrbéinek ldstezdse

1.2.4. Lemma [131: Az X vektormezé a ¥ Lie-csoporton akkor
csak akkor balinvarisns, ha a £ tetszdleges két a, b

pont jdra érvényes a

yg«'a,b) = La ° ¥, 1.2>
ahol ;Vgx s illetve v, az X vektormezének a gla,bd
a,o O

iill. b ponton Atmend maximdalis integrdlgorbéje, vagyis

ervényes a

ygm,b;“’) = g(a,}/b(t,D) CtelRD

egvenldsdg. O

Rizonyitas: Tegyik fel, hogy (1.2) drvénves az X vektormezd

integralgdrbdire. Jeldlje a » gdrbe t  pontbeli é&rintdjet
d

;“f(t,') = (D;t-*)t o )L. Tetsz8leges rigzitett a & § esetén a
wb(t) = La o ;\fg(a—i’b)(t)
kife jezés tetszdleges b « § pontra egy ¥, — z;/b(t)

gorbét definiadl. Ez a godrbe t = 0 esetén dAtmegy a b ponton,

mivel

wC0> = La ) ;va—1,b)<0) = ¥ i = ;vb(O) = b.
g(a,g(a ,b))

Tekintsiik tetszdleges b eg-re a ¥, gorbe t =0
pontbeli
° . d .

érint&jét.. Ez a hozzarendelés vektormezdét definidl g-n:
Y:b b—s Y ,

)

amelyre

19
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I.z2. Vektormezdk integrdlgdrbéinek létezdse

. d _ ) d _
Y, = Py e 35 = [ DL, e :‘g('a—i,ho)] du

= (DL > e (Dr -1.) d o
a ) -4 oy aa e o du
T C )
1.3>
= DL D> -1 o ( Dy -1 ] 4d .
a gia by Y ga el o du
2= (DLa:)g(a_i,b)O ;ufg(a—i’b)(()) = (DLQ)Q{Q—iJ})O Xg(a_i,b)'
Nyilvanvals, hogy az <L > -1 éz az X -1 a g(a—i,b’)
1 a Ko Lby Ha b
szerint, &z gla ,b> a b szerint differencidlhatd, igy Yb is
dif ferencidlhatd b szerint, amiért ezzel Yb valdban

vektormezd.
Mivel <1.2> é&rvényes, ezért wb(t) = yb(t), és  dpgy wdtd
az X vektormez8 b ponton t = 0 paraméterérték esetén

Athaladd integrialgdrbé je, vagyis Xb = Yb' Eszerint

X, = (DLa)g(a—i'b)( Xg(a—i'b‘/) ,
&= ha itt b-t a-val helvettesit juk, akkor adddik, hogy

X = <KDL > <X > ,
b a e e

ami az 1.1.4. Definicid ut.ani meg jegyzés szerint az X
vektormezd balinvarianciajat jelenti.

Tegyilkk fel most, hogy az X vektormezd balinvariins. Ha
a balinvarigns vektormez8&8t definidld egvenldsdégben a—-t a_i-
gyel helyettesit jik, akkor 13> szerint Xb = Yb tetszdleges
b e €& -re, ezért X =Y. Igy az Y vektormezd integralgorbéi
megegyeznek az X vektormezddivel. A tr——>yltd gdrbék {(maxi-
malis) integradlgdrbéi az Y vektormezének, s az X = Y egyen-
18sdg miatt az X vektormezének is. Ezért a b ponton dtmend
integralgdrbe egydrtelmisége miatt

r (U = o (b = g(a,;\/g(a—:l'b)(t')),

amivel a bizonyitds kész. o
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I.3. Lie-csoportok egyparaméteres részcsoport jai

és a balinvarians vektormezdk integrialgdrbéi

Mieldtt e szakasz 18 Allitdsdra ratérndnk, megadjuk az

egyparaméteres részcsoportok definicidjat.

1.3.1. Definicié: Legyen CE: > Lie-csoport. A sima
R — ¥ gorbét a Lie-csoport egyvparameteres

részcecsoportjdnak nevezzidk, ha

plt+sd> = g (R, (sd). o

Ez azt jelenti, hogy egy Lie-csoport egyparaméteres
részasoport ja a valds =zamok additiv csoport janak
diffeomorfizmusa a ¥ sokasagba., A leképezds definicidjabdl
kvetkezik, hogy (0> = e, ahol e a ¥ csoport egységeleme.

Azt az Allitdast, hogy a Lie-csoportok egyparamdéteres
részcsoport jai Camennyiben léteznekd balinvarians
vektormezd8k integrilgdSrbéi a § egysdgelemén keresztil, az

alabbi tétel fejezi ki

1.3.2. Tétel [131: A (§;p> Lie-csoport minden egyparaméteres
£ részcsoport ja integrilgorbé je a g Lie-csoport

valamely balinvarigns X vektormezd jének. D

A részcsoport definicid jabdsl kdvetkezden ezen 3
integriAlgdrbék mindegyikére LD =o€

Bizonyitas: Definidljuk a » gorbét a kovetkezd formulaval:
[}

¥ (LD = g[a,,r;c-t,):] a e € t = R

a

Ez a gorbe t szerint sima lesz, és t = 0 esetén atmegy az o

ponton. Az



I.3. Az egyparaméteres részcsoportoR &s a=z integrdlgdrbék

X — T ; a — }./a(O)

hozzarendelés vektormezds E-n. Ehhez asak az X

differencidlhatd voltat kell igazolni, ami viszont az

O . d
X =y 0> = D(g(a,(?(t,))o E’o
kife jezés lokaAlis CU; ¢ d>=CU;x , ., x>
koordinata-rendszerbeli
n , . .
z ﬁ [ x o g(a_,,f:?(t,)) ] d,
=4 ) o ax"

felirdsabdél ldathatd, hiszen az

X o p(aftd) = x o go (@ TY) o @ x #O(aptd) =

= x o go (¢ %) (pCadp(Bitsd)

Ci=1,...,nD koordinata-fiuggvények P<ad (¢s 3CLD) szerint
dif ferencidlhatdak minden i-re a g differencidlhatdsaga
miatt. Ennek a vektormezdnek az integrialgirbéi a -,va(t)
gorbék. Ehhez azt kell megmutatni, hogy ,ﬂ./a(t.') = XV e

]

tetszdleges t pontban.

Tekintsiik a ;v'a(t) gorbe t paraméterértékéhez tartozd
La (,f:?(t.)) = ¢ pontbeli ;\.fa(t,) grintdjét. Az érintdlekdpezés
definicid ja szerint

(7, ), = (7, ) P> (DLa>,r?ct>( 'r”(t)),ect) =
a

= (DL > o (DL ,éco)) =

a” BCLD = (pL

[5‘(1'_,')]::; g.('a,,f-.?u»)e e {

= (DL‘V (.w)e[ ,f:tm)) )
A
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7.3. Az egyparaméteres részcsoportok és az integrdlgsdrbek

Xv (ﬂ) = X viszont a definicidja szerint a 20D Erint.dnek

&
(2]

a (DL D> = (DL érintdleképezés melletti képe, vagyis
C &

' (t))o
a
éppen a fenti { ¥ (t>) -vel egyenld.
a [ =4
Igy specidlisan az a = e valasztds mellett » D = 3D,
(=]

vagyiz [t> iz az X vektormezgd integrilgdrbéje. Toviabba a

3CLY integralgdrbére

‘ng'b)(fJ = Q(QCB,b>,G(t>) = g(a,g(b,,&u)) = g(a,;vb(t)).m

A fenti Allitds megforditasa, amelynek bemutatasa ezen

szakasz 8 célja, a kdvetkezdképpen fogalmazhatd meg.

1.3.3. Tétel [131: A ¥ Lie-csoport tetszllegesen adott X
balinvaridns vektormezdinek a t = 0 esetén az e ponton
Athaladd maximalis integrilgorbeéi a K Lie-csoport

egyparaméteres részcsoport jai. o

Bizonyitas: A maximalis integralgdrbék szilk=sdgképpen a
teljes [R  halmazon értelmezve vannak {az egyparaméteres

részcsoport. definicidjsnak megfelelend, amennyiben a tétel

allitA=sa igaz. Mivel X balinvaridns vektormezg, ezért
integralgdrbdire teljesiil a ;-r"}[ . = Yy Saszelliggds,
o, by <Y

amely b = & esetén azt jelenti, hogy a Y, integralgdrbe és a
v, = 3 integralgdrbe ugyanazon a maximdlis [ intervallumon
vannak meghatarozva.

Legyen s < R olyvan, hogy s < [, &s tekintsiik azokat ‘a
Lt &« R értékeket, amelyekre s+t = . Ezekre a t pontokra a
}"9,: t —— ye(t,+s> az X vektormezd integrsilgdrbéje, mert a
}f';(t+s> gorbe t pontbeli érintdje a ,ve(t) gorbe L+sd
pontbeli érintdje. A -,ve(t,-*-s‘) gorbe t = 0 esetén a ;ve(s> = b
ponton megy at, s ezért megegyvezik az ezen a ponton HAtmend

egyetlien yb('t) integralgdrbével:

» (t+sd = ;vkct)
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I.3. 4z egyparaméteres rdszcsoportoR s az integrdlgdrbek

Mindezek alapjan

fls+Htd = pl+sd = p (L+sd = p LD = g(b,y >} =
C e
<1.4>

= g ;ve(s),;ve(t,D) = g(B=d,3D),

vagyis az [ intervallumon 3 eleget tesz az egyparaméteres
részcsoport definicid janak. Ezért azt kell még megmutatnunk,
hogy 0§ & [R. Defini&ljuk tetsz8legez t = R esetén pRE-t a

t.
kdvetkez8 wmdédon. Legven n € N olyan, hogy 5 € 0, és legyen
N
ekkor Ry = [ 7( % ] s ahol a hatvinyozsis a o
szorzasmitivelettel wvan természetes mdédon értelmezve. Ez a
definicid fiiggetlen attdl, hogy a xt—;e I feltételnek eleget

tev® természetes szdmok kdzill melyviket valasztjuk. Ha pl

E » E < I, akkor
n m

¥n n

3L =[ A ( % )]ﬁs[ 7 ( ;;‘E ""]ﬁ=[ a( %r_ﬂ "’) =[ A ( :—1 )] = (L.

Ezzel a 3 gdrbét kiterjesztettik az egész R halmazra.

A g szorzdasmdidvelet differencidlhatdsdaga miatt, a 3
gdrbe mindeniitt differencidglhatd is, &s eleget tesz az 4.4
egyvenl8sdgnek, ezért egyparaméteres részcasoport is.

Ha belat juk, hogy a kiter jesztett 3CLD gorbe
integrdlgdrbe az egész R-en, akkor a tétel sllitgsat’
belattuk. Legven t € R és f e Flad, ahol Fad az a e §
valamely kdrnvezetében =sima flggvények halmaza, tovabba

a = L O Definicid =szerint a 3t O oy vektor hatdsa az
() o a=[3(t0)

f figgvényen:

. - : d _ d. -
L DD = [ ( D{?(t))tomd,o) ](f) = ( E—G(to))(ioﬁ).
Ugyanez a t = 0 pontban felirva:
o . d. - d,.. .,
RCOdCEd = [ ( D,G(t))o 350> ](1) = d—Jm)J(fc,{D.
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I.3. Az egvparaméteres részcsoportok s az integrdlgdrbék

Ezért tetszd8leges T € Flad fliggvényre

L] . R B d .
[(DLG) 3o >] () = [(DLQ) (o) (r53) DEG“’)] > =

. d d . .
= 3 i F = — -~ 73 =
(D(Lao{_)o) (du COXCED ducoxx OLa°">o

d. o ) . -
3502 [x (g(a_,,f:?m))]o = = ﬁ(m[ D(Io,f?(t,+t0)J]D =

d . . - d h .
— F -_ " Ie) ~
l CO> [ D (I O'G(t'>)]t = [[D,:(t)t —(0)] o = ,_(t 2D,

Ez alapjan

DL > 30> = Bt >CED. €1.5>

Tudjuk, hogy t € 0 estén 2 az X vektormezd integrilgdrbéje.

Ezért € = 0 esetén (00 = Xr\(m = X . Figyelembe véve ezen
3 (=

kivill] az X balinverz voltat is, DL > X = Xa. Tekintettel

a4 e e

az a = ,G‘(t\') -ra és az (1.8> ds=szefiggésre,
(&,

X. =X = (DL > X = (DL > 30> = 3¢t > ,
3¢ a a e e o e o

o

t.ehdt R(tD valédban integrdalgdtrbe az X vektormezdhdz. o

Ezzel a Lie-csoportok egyparaméteres részosoport jainak
létezdsét teljesen belsttuk. E tétel értelmében dgy is
fogalmazhatunk, hogy a ¥§ Lie-csoportnak “minden irdnyban”
l&tezik egyparaméteres részcsoportja. Ezen azt é&értjik, hogy
a Te(?}) érint.3tér barmely vektorshoz (lokalis koordindtakban
fogalmazva: a=z R” tér minden O-td8l kiilonbdz8 vektorshoz vagy
“irgnyshoz'Y)  létezik a fenti izomorfizmussal hozzarendelt
balinvarisns vektormez8, amelynek egyértelmien meghatarozott

integrilgorbé je egyparaméteres részcsoportja ¥-nek.



1.4. Az elsd fajd kanonikus koordinata-rendszerek

es az egyparameteres részosoportolk

A tovabbi megfontolasok lokdlis Lie-casoportokra

vonatkoznak annak érdekében, hogy az analdgia a lokdlis

loopokra

vonatkozsd késdbbi vizagdalatainkkal minél

kdzvetlenebb legven. Ehhez szikség van el8szdr a  lokalis

-

csoport definicid jara.

1.4.1.

Definicid 14l Lokdlis czoport egy 9% Hausdorfi tér a

raita értelmezett bindgr

for H ox F —— o, (abd b+—— Ala,b>

szorzasmivelettel, ha
=S o parcidliis, vagyis bizonyos (x,yD < 98 « 9
pdarokra van &rtelmezve,

b> A asszociativ, ahol értelmezve wvan, vagvis:

f\h[ a,fHlb,a> J = f\( Hla,bl,c J

amennviben e szorzatok értelmezve vannak (a,b,.c = 5 3,
o2 létezik egy e egvsegelem S-ban, vagvis barmely
te

a & H-ra Hla,ed &z Ale,ad ldtezik, tovibba

d> adott J-n egy parcialis unar miivelet, az

inverzkepzaes, vagyis

T 8 — ¥ i X > X

. . - -1 P
bizonvos x < € elemekre dgy, hogy ha x definialva

)

- -4 < e : e o
van, akkor AGox D és Ay %) is definidlva van, és

it
@

fz(x_,x_if) = flx ! A3
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e’ a A és T leképezések  folytonosak, ahol

definidlva vannak. o

A definicidbdl kovetkezik, hogy e—nek létezik olyan U,
VY, idlletve W kirnyezete, hogy A :V x W — U, és x eV
~hez(y € W  -hez) l&tezik az x ' e W ¢yl e v, hogy
ARGLXE DY = e ( ACY Ly = e ) Az inverzelem létezésének
egyvenes kdvetkezménye a A szorzasmivelet invertidlhatdsdga és
kancellativitasa, vagyis a *? jobbrol és balrol” vals
egvértelmi megoldhatdssiga a megfeleld ismeretlenre.

A lokalis Lie-csoportok definidlasa &s  jellemzése soridn
sziiksdgiink lesz a kidvetke=z=d allitasra, illetve a

kovetkezményvekdppen bevezethetd fogalomra.

1.4.2. Tétel [141): Legyven C % ; A D lokdlis csoport. Ekkor
létezik az e elemnek egy olyvan U < & kdrnyezete,
amelyre

a> A AGLYd,.zZ ) = -h.( 3#,{v,z> ), minden %,v,z & U

esetén,
b> ﬁ(x,_ix) = &Cx_i,x) = 2, minden x € U-ra,
cd Ale, ) = Alx,ed = x, minden x = U-ra,

d> barmely x € U esetén x ' e U,

ahol a fenti szorzasok elvégezhetdek -ban. o

1.4.3. Definicidé {141 Az el3=z8 tétel feltételeit kielégit8

kdrnyezetet a lokalis 2 csoport germjének nevezzik. o

Bizonyitas: Legven U a lokalis csoport egységelemének

1]

valamely k8rnyezete. Mivel a A zorzas folytonos, létezik

olvan P é&s Q kdrnvezete e-nek, hogy P,Q < 28, és AMFP,Qd < uU.
A P kidrnyezetnek létezik olyan e kidrili R részkdrnyezete,

hogy R « P Q és ARRY « P m Q, kdvetkezésképpen

A( RARRY ) c U, A( ARRLR ) < U €1.6>



I.4. Els8 fajud kanonikus koordindtdk &s a részcsoportok
Ha U=RnnR?Y akkor U= U" wvagyis a d> rfeltétel
teljesil, é&s ugvancsak teljesiil a b> is a lokdlis csoport
definicidja és a d> miatt. Az ad feltétel teljesiilése pedig

{1.62-nak kozvetlen kidvetkezménve. o

k re 2 s s s
Ezutan a C osztalyy lokalis Lie-csoport definicidjat

iz megadjuk. A Lie-csoportok elméletének egyik igen fontos
X

eredménye, hogy ha egy lokslis Lie-csoport C Ck=3>
osztalya, akkor analitikus is. Ezért szokds a lokalis
Lie-csoportokat eleve ol osztilydként - vagyis analitikus
szorzdasmivelettel - definidlni. Mi most nem ezt az utat
kovet juk, hiszen celunk az analitikussdgot. bizonyitsd

gondolatmenet elsd lépésének a bemutatdsa lesz: nevezetesen
az, hogy bevezethet8ek lokalis Lie-csoportokon els8 fajd

kanonikus koordinata-rendszerek.

1.4.4. Definicidé [141: Legyen K egy G osztalyd
differencidlhatd sokassg. A % sokassg a Ck osztalya g
szorzasmivelettel lokdlis Lie-csoport, ha

Aad) a y Osszeflggd sokassg,
b> (& ; g > lokdlis casoport a § Hausdorff tér
topoldgisa jara vonatkozdan,

c> a $-ben wvan olyan nvilt U germ, hogy az
k

Ux U — % ; GeLyY> — glx,¥d leképezés c o=sztalyd
dif ferencidlhatd lekdpezés. o
A differencidlhatd =sokasag differencialhatdésagi

rendjétdl itt &s késdbb is azt kiveteljik meg, hogy benne Ck
osztAlyd szorzdsmivelet definidlhats  legyen, wvagyis m 2z k.
CA differencidlhatdssdg rendje termdészetesen végtelen idlletve
w is lehet.D A fenti feltetel tel jesiilését akkor is
feltételezziik a tovabbiakban, ha kilon azt nem emlit jik.
Amint a definicidé eldtt utaltunk r&a, a legaldbb haromszor
folytonosan differencidlhatd Lie-csoport analitikus is,
természetesen azzal a kikotéssel, hogy a sokasdg is

analitikus.

28



T.4. ElsS faju Ranonikus koordindtdk &5 a rédszcsoportok

1.4.5. Definicid: Legven <% 9 > lokalis c osztalyd

Lie-csoport. A

3 CCoad —m b —— LD

L s < c
G o=mztilyd leképezés egvparamdteres rézszcsoport, ha

ft],ls] < o, |t+s] < o esetén

o ACL,BACsd) = plt+sd . o

1.4.6. Meg jegyzések: 1. Ha a lokalis Lie-csoport
szorzasmivelete Gk osztalyd Canalitikus), akkor a
T : U —s Ut H X — % invertdalas mivelet is Ck

osztdlyd (analitikus) az U valamely VW részkdrnyvezetén.

2. Ha az el8z8 szakasz globsalis Allitasait lokdlis
Lie-csoportra fogalmazzuk meg, akkor végss eredmdényként
megallapithat juk, hogy a lokdlis Lie-csoportnak az e
pontbeli &rint.dtér minden vektordhoz létezik azt &rintd
lokslis integrilgdrbe je, kovetkezéskdppen egyparamé-—
teres részcesoportja is.

3> Ha U egy e-t tartalmazd kornyezete a ¥ Ck

osztalyu Lie-csoportnak, akkor CU; g > lokalis

Lie-csoport. o

Az utsbbi megjegyzés alapjin  lokdlis Lie-csoportokkal
mindig gy fogunk foglalkozni, hogy a Lie-csoportot eleve
egy U germjén tekintjiik. Igy az 1.4.4. Definicidban megadott

helyett az aldabbit fogjuk lokidlis Lie-csoporton érteni:

1.4.7. Definicid 81 Legven ¥ egy ok osztalyd <(analitikusd)

sokasdg &€z U egy koordindta-kdrnyezet ¥-ben. Az U-t a

. < k 1t
rajta értelmezett G osztilyd

g &% 8 — 8§ ; GLYydD — =

29
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R

szorzdsmivelettel C osztdlyd lokdlis Lie-csoporitnak

nevezziik, ha teljesilnek az alabbi feltételek:
ad létezik olyan V < U kirnyezet &-ben,

Vs V— Uéds z = pdx,yd

=
b> tetszdleges x € V és 2z e U (y &V é&s =z

esetén létezik pontosan egy v e U (z  U> gy,

U barmely x,vy & V egetén,

hogy

e Ud

hogy

g<lx¢,y2 = =z, vagyis a glx,y> = z egyenléség x-re illetve

v-—ra U-ban megoldhatd,

c¢d) a V kdrnvezetben létezik olyan e elem, amelyre

alx,ed = gle,xd = %

barmely x € U esetén,

d> ha az U kdrnyezeten az < U; ¢ > térképet

tekint jik, akkor e ¢ leképezésril feltess=zilk, hogy

¢:U~—-—>U€‘n;e — O ,

ahol © az R" tér origdja o

A d> feltétel teljesilése elérhetd példiul dgy, hogy
tetszdleges C U; oy DO térképhez olyan N linearis
transzformicidét tekintink, amelyre X o w(ed = O. Ekkor az

CU;, X o g D koordinadta-térkeép kompatibilis a sokassdggot

definidld atlasszal.

Ezen el8késziiletek utdn ratérhetink az elss faja
kanonikus koordinata-rendszer bevezethetdzsdgének a
kérdésére CI)C osztdlyd lokdlis Lie-casoportokon.

1.4.8. Definicidé {121 Legyen k7 lokalis Ck osztalyd

Lie-csoport ¢ k = 2 > és CU; ¢ > egy ('.2k osztalyd

t.érkép. Az e pont korili vVeu tartomanyt

csillagszeridnek nevezziikk, ha barmely x € V esetén a

kdrnyezethez tartozik minden olyan ¢ pont is, amelyre

PLED = LD, |t] £ 1 esetén. o
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1.4.9. Definicié [12]: Az U valamely csillagszerd tarto-
manyan az ( U; ¢ > pdarral megadott D koordingta-
rendszert. <{(ahol ¢ c* osztAlyvd diffeomorfizmusd elsd
faju  kanonikus koordindta-rendszernek nevezziik, ha

minden

PExD = adt

egyvenlésdg egyparaméteres részcsoportot definisl $-ben
a t minden olyan é&rtékére, ameiyre ¢>—1(aot) az U-hoz

tartozik. o

Az elsf fajui kanonikus koordinAta-rendszereket fel
tudjuk haszndlni arra, hogy egy gorbérsl eldontsiik:
egyparaméteres lokdlis részosoport wvagy sem. Ezt fogalmazza

meg a kivetkezd tétel dllitasa.

fLegyen < ¥ ; g > lokalis (]k osztdlyd Lie-csoport és D
az CU; ¢ O térképpel adott elsd faja kanonikus

koordinata-rendszer.

1.4.10. Téetel [121: E-nek minden olvan differencialhatd
3= (LD egyparaméteres részcosoportja, amely a [tl = o

setén értelmezve van ( s ezzel biztositva van B3{Ld> « U

o

a [t,! = o esetén D, rendelkezik a kidvetkezd tulajdon-
sdggal
P o (LD = ast [lt] = o
ahol az a = (a1 5 .- » A D komponensei az
1A
d i .
. - R
a Ja (x o LD )C)

valds szaAmok. o

BizonyitsAs: Vezessik be a h(td = ¢ Ca.td jelSiést. A

definiciéd &rtelmében ez lokdlis egyparaméteres részcsoport t



I 4. ElsS faju kanonikus kRoordindtdk €s a részcsoportok

minden olyan értékére, amelyre értelmezve van vagyis
¢>-1(aot.) e U >. Az U kdrnyezet szimmetrikus volta miatt ezek
az= értékek egy szimmetrikus intervallum elemei:
o2 <t < &', A h{td &3 B> egyparaméteres részosoportok
t = 0 pontbeli grint.8vektorainak komponensei megegyveznek.
Ezért hdt) és At> a t mindazon d&rtékeire megegyeznek, ahol
h &s £ is értelmezve van. Igy elegendd azt megmutatni, hogy
a = o’ Ugyanis ha o > o lenne, akkor (3 értelmezve lenne
o’-nidl, s ezért ¢ o HFd = ac’ = ¢ o hie?d, ami nem lehet,

mert hdt) a’-re nincsen &rtelmezve. o

Ratérink arra a tételre, amely & dolgozat szempont jsbhdl
nasgy Jelentdsdgd; ennak analdgonjit fog juk keresni

Altalanosabb differenciglhatd struktdra esetén.

1.4.11. Tétel [121: Legven <€ g > Ck osztalyd o
osztalydd lokslis  Lie-csoport, &és legyen < U; ¢ d-vel
adott egy Ck osztialyd 20 koordindta-rendszer. Akkor
megadhats olyan ¢ ¢! osztilyd ¢® osztalyd O

. . * ; *
homeomorfizmus U-n, hogy az ( U; ¢ > parral adott D
koordinata-rendszer elsd fajua kanonikus koordinata-

. e . . k-1 1 . w
rendszer. A D18l a D -ra wvaléd C osztalyda <
osztalyad Attérés Jacobi-matrixa az origdnal az
egységmatrix. o

1.4.12. Megjegyzés: A o : U — R” ' osztslyd  differen-

v

cidlhatd koordindta-leképezés <k 2> az U tartomannyal

nem tartozik hozza a ¢ sokasAgon adott C.‘k osztdlyd &
atlaszhoz. Ezt mar az elsd faja kanonikus
koordindta-rendszer definicidjdban =em kdveteltik meg.
Ahhoz, hogy C U o D kompatibili=s lepyven az Ed
atlasszal, d{definicid szerint) sziksdges ¢z elegends,
hogy ¢ Ck osztalyd leképezdés legyen. Ez a fenti tétel

Je
értelmében nem teljesiil automatikusan. Azonban a C

osztalya Lie-csoportok analitikusssagsanak bebizonyi-
tasaval ez a probléma elesik. Az Aaltalunk A

32
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k&sdbbiekben vizsgdlandd Lie~loopoknal viszont
jelentdsdge lesz  annak, hogy az els8 faju kanonikus
koordinata-rendszer az C U; ¢ O koordinata-térképek

kozil legyen kitintethetd., Ezt ott azzal fogjuk elérni,

hogy bebizonyit juk a bevezethetd kanonikus
koordinata-rendszerek (_. osztalydsagat. o
p k- . .
Bizonyitds: Legyven 2 C : osztalyd <k z 3> egyparaméteres

részcsoport, amely e pontbeli #&rintdvektordnak komponensei

< U; ¢ >-ben

a = ﬁ ¢ %o > Ci=1,..,nd 47>
Az a = {(a , aﬁ) e R” vektor Jjeloli a LD e-beli
egyértelmiien meghatdrozott éErintdvektorat: Etdt: £3C0> = a. Azt,
hogy a XKt> egyparaméteres részcesoport éErintdévektora a,
kiilon i=s Jjelsl juke Kt = 3(a,tD. Tekintsik a f3c st

fuggvényt, ahol ¢ = R, Ez is egyparaméteres részcsoport azon
t &Ertékekre, amelyekre az utdbbi kifejezés é&rtelmezve van,

minthogy:
g(,r?(c-s),,f?-(c-t)) = Naes + cotd = ,r-.?(c-cs+t>).

ARt —s Rlcetd egyparaméteres rdszasoport drintévektora

ca. Valdban,

z b (rm,m) E dJ[x o3Catd) a_L (Pcctd) =
=0 9%

AR} d . d
N P
= 2 E()\ u{j(ht))du(b t>|t=0

1=3

d
- ({s(ut))o

n . "

’ = Z Ca-Ld-;(xLo,fg(Ct))'-:0—‘:—9—(3—;-.—(,(3((:@)J0= z "y )

= L=

Mivel egy Te(';r'j)—beli a grintdvektorhoz pontosan egy

egyparaméteres rédszesoport tartozik, ezért
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fCa,ctd = fBlea,tD. 1.8

Az 123 Tétel szerint a G fa,td, s ezdért a pRlea,td
1

. k- PEVNPERRN (¥ P
egyparaméteres részcsoport is C osztalyd CF ogztalyd > -
egy elegendSen kicsiny £ > 0 szdAmot véve - minden lt,i £ £ és

jai} 2 £ esetén. Az (1.8) bBgsszefiggés szerint

. . L a.t
2 = (3 — = (3 =
3la.td a,— 23 [.( = ,5)
vagyis a {3atd fuggvény ezzel értelmezve van minden olyan a
€s t értékre, amelyre |at| = £°. Ha itt t=1-et tekintiink,
1

. .2 . .
akkor #da,td drtelmezve van Ia,[ < &£ esetén. Vezessilk be a
L

h: RN — R ; a —s ¢ o i a,1d

leképezést, amely eleget tesz a hd> = @ feltételenek, mert
h(D> = hdDad = ¢>(,G(0a,1)) = ¢’(._f:?('a,0)) = Hled = O.

Szamitsuk ki a h leképezés ©O-beli Jacobi-matrixdt, wvagyis a
Di(ui o hXX®> prcidlis derivéltakat, ahol u  jelsli az
i;edik koordinata-figgvényt. Jelol je tovabba e, a
<0,...,0,1,0,...,0D vektort, amelyben a j—edik helyen ;;u 1,
a tobbi helyen 0. A h lekédpezds és az 4.8 Osszefliggdst

figyelembe véve kap juk, hogy

D <u' o hXXOX¢s> = DCu' o h>(0>Ce &> =
1 Jd J

= lim {- [ u' ¢ hdCe std —- Cu'chdXOD ] =
t—3 0O !
. i i . i
= lim T [ u e e st,1d - u o e s=t,00 ] =
t—3 0 4 !
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1 . . . .
= lim - [ ' e e =tD - ' e ,l?)(e.,O)] =
t—30 t J J

= D % o e 0=,
J

mivel

u' o RO = (x" & e st,00 = 0
R]

Az x o e ,td  valds figgvény derividlt jdra érvényes az
J
{1.7> formula, igy

Dcut o hXXOD> = Dix' o e ,0) = —SKx' o AX0d = a,
J R] du L

ahol a a e, ,t> gdrbe érintdjének i-edik komponense az
E 1

< U; ¢ d>-ben. A BCei,t) definicid ja szerint vizzont e

kife jezés értéke 1, ha i = j és 0, ha i # j, tehat

DU o hXXO) = &
R

ij

Mivel h e %, ezért h* = ¢, &s Kh*0®> = ©O. Tovibbs h

Jacobi-matrixa ugyancsak az egysdégmatrix.

A tétel igazolasdhoz azt kell még megmutatnunk, hogy az
< U h* e ¢ 3 par els8 fajuid kanonikus koordinata-rendszert
hatdAroz meg. A D-r8l a :D* koordindta-rendszerre vald
attéréds ekkor a h! transzformscisdval adott: P = | .

Tekintsiink e célbdl egy A7Ct> gérbét, amelyre az

< Uy ¢ > koordindta-rendszerben
*
P o LD = ast . 1.9>

Be kell latnunk, hogy {?*Ct) egyparaméteres részcsoport. Ez

viszont konnyen adddik az ¢ U; ¢ > koordindta-rendszerben:

& o > = h o ¢ o £ = act

amibé&l azt kapjuk, hogy
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hoog o FCtd=d c <D= hiat) =

= ¢ o Hat,1d = ¢ o a,tD,

tehat

AR = ¢ o pla

*
Igy az < U; ¢ > koordindta-rendszerben 2 (L3> pontosan az a

drint8vektord egyparaméteres részcsoport. Ezért az (102
e . * ..

egyvenldségeel adott minden [EK G gorbe egyparaméteres

részosoport, ami pontosan az elsd faji kanonikus

koordindta-rendszer definicidja. Minthogy a 8 é&s ezzel a h

. < . k-4 s o s <t ¢
leképezés is C osztdlyd <(analitikusd, ezért az dttéréds a
. k-1

D koordinata-rendszerre C osztAalyd Canalitikus).
e P . ¥ . e .
Kovetkezésképpen a D elsd fajda kanonikus

.. Je—d Terin
koordinata-rendszer C osztAalyd. oD



II. FEJEZET

A LOOP-SZORZAS DIFFERENCIALHATGSAGA KANONIKUS
KOORDINATA-RENDSZERBEN

Mint ahogyvan azt az eléz8 fejezetben emlitettidk, a
Lie-csoportok elméletébdl | Jjsi  ismert tény, hogy ha egy
Lie—-csoporthoz adott egy Ck osztdlyd koordinata-rendszer,
akkor létezik egy elsd fajud kanonitkus koordindta-rendszer is
a Lie-csoporthoz, amelvben a csoport-szorzasnak megfeleld
fiiggvények analitikusak. Az dllitads  elst részének igazoldsa
az I. FEJEZET témsja volt.

E tétel klasszikus bizonyitdsa a differencidlhatdssgi
rend vonatkozdsaban is két részbdl Sl Az elsd részben az
egyparaméteres részcsoportok differencidlegyenleteinek
vizsgidlata révén Dbizonyitjak, hogy a c¢soport-szorzds Ck_1

ozztalyd lasd L.SZ. PONTRJAGIN 121, 59 fejezetd. A masodik

részben a Cw—tulajdonség megmut.atiasa kvetkezik a
Lie-csoportok &= a Lie-algebrak kozotti osszeflggések,
illetve az ezekkel kapcsolatos dif ferencidlegyenletek
konstans egylitthatds egyenletekre visszavezetésdének
segitsdgdvel.

A bizonyitds elsd fele kdzvetleniil kiter jeszthetd

lokdlis differencialhatd loopok  bizonvos osztdlyaira (lasd
pl. ENKUZMIN [111>.

Ebben a fejezetben azt a kRérdést vizsgdljuk meg, hogyvan
lehet Riterjesztent a kanonikus koordindta-rendszer fogalmdt
loopok dltaldnosabb osztdlvaira i1s - anglRil, hogy a
di f ferencidlhatosdgi rend csdkkenne.

Egy specidlis kanonikus koordindta-rendszer létezését
lokdlis analitikus loopokra vonatkozdan M.A. AKIVISZ
{2,19691 Allitotta, a bizonyitast kés8bb egy részesetre
M.A. AKIVISZ és AM. SELEHOV [4,19861 adta meg. Analdg



II. Bevezetds

allitast lokalis analitikus n-&r loopokra V.V. GOLDBERG

[7,19871 bizonytott be. Elss faja kanonikus
koordindta-rendszernr létezdésdt igazolta erézen

hatvany-asszociativ loopokra E.N. KUZMIN [11,19711. Erésen
hatvany-asszociativ 2gydimenzids loopok esetére a fenti
probléma megoldisa esgyszerden levezethetd8 ACZEL J. [1,1964]
egyik eredményébdl, amely szerint ebben az esetben a loop
izomorf a valds szdmok additiv csoport javal

A (pH+id-szdvetek osztalyozasa soran J.P. DUFOUR =35
P. JEAN [6,1985] egy olyan médszert adtak, amely a mi
esetiinkben is jél alkalmazhatd.

F& célunk =a kovetkezd 4dllitds bebizonyitidsa: ha egy

loop kR-szor folytonosan differencidlhate egy koordindta-

rendszerben, akkor letezthk egy dgvnevezett kanonikus
koordindta—rendszer Ca [43-beld de finticic ertelmebend,

amelyben a loop-mivelet k-szor folyvtonosan differencidlhato.

TovaAbba azt. is megkap juk az allitas egyszerd
kovetkezmdényeként, hogzy az elsd faja kanonikus

koordindta-rendszer is rendelkezik ezzel a tula jdonssaggal
(Feltéve, hogy ilyen koordinata-rendszer létezdsze az  adott

loop esetdén egydltaldn bizonyithatd)d.

W
oo



I1.1. LokAlis loopok és kanonikus koordinata-rendszerek

Ebben a szakaszban bevezet jitk azt a két fogalmat, amely
mindvégig tdargyvaldsunk kozéppontjaban fog 4dllni. ElSszdr a
vizsgadlataink targyat képezd8 lokdlis differenciidlhatd loopok

meghatarozasat adjuk meg.

2.4.1. Definicié [8]: Legyen F egy n-dimenzids differenci-

Alhats sokassz. A ¢° osztalyd

£ 1F v F —s F o VI =

evs : ; R .
parcialis lekdépezést,, ahol X,v,z € F, C osztdlyvu
lokdlis differencidlhutc loop-szorzdsnak, az ( F ; £

strukturiat pedig Ck osztdlyd lokdlis differencidlhato
loopnak nevezzik, ha a kovetkez8 feltételek
tel jesiilnek:

ad> A loop-szorzdas lokdlisan de finidlva van, vagyis

léteznek olyan V, U (V £ U) nyilt kbrnyezetek, hogy

£:V x V — U
2.1

M,v) = 2 & U

minden x,v €« V esetén . Tovabba tetszdleges x € V ,
z e U dlletve y e V, =z & U> elemek esetén Ilétezik egy
a= csak esy olvan v = U {illetve » = Ud amelyre
%, yd = =z,

b> A loopnak van egy e € V egusédgeleme, vagyis az

U kidrnyvezetben egy kitiintetett e elem, amelyre
Mx,ed = Le,wd = x 2.2>

barmely % & V esetén.



IT.r. Lokdlis loopok €s kanonikus Roordindta-rendszerek

. k . . K Yesn
cd £ e G, vagyis az £ loop-szorzas C osztAlya
differencidlhatd leképezés az u kdrnyezeten az

C U; ¢ d-vel bevezetett D koordinata-rendszerben. o

2.1.2. Megjegyzés: Az ad feltétel elsd része lokdlis
grupoidot definidl .az F differencidlhatd sokasdgon. Az
ad feltdtel mdsodik része a balrdl illetve jobbrdl wvald
megoldhatdssgot biztosit ja, mégpedig az egyértelmd
megoldhatdsdgot, vagyis A szorzdasmivelet lokalis
invertalhatdsdgat &8s kancellativitdsat  jelenti., E két
rész egyvittesen lokalis kuvdzicsoportot definisl
(pontosabban lokalis egvbdaisd hkvdzicsoportot).

A Dbd> feltétel az egysdgelem létezését kivianja meg:
ezzel mar egysédgelemes lokalis kvdazicsoportot, wvagyis
lokalis loopot kaptunk.

A op) feltétel pedig a mivelet differencisl-
hatdsdgdaval biztosit.ja, hogy Ck osztalyy lokdlis loopot

kapjunk. o

A definicidhoz SZOoYrOosan kapcsolddik a koordinatak

x

bevezetése, hiszen ezeken keresztil definialthaté a C
osztAlydssag.

A tovdbbiakban loopokon olvan koordindgta-rendszereket
Colyvan CU; & > koordinsta-térképeketD fogunk tekinteni,
amelyvek a kivetkezd leképezéseket létesitik:

U —s W = R e —s O,

T T
ahol © az R” tér origdja.
Alkalmazni fogjuk a koordinita-leképezés reprezen-
talasara a
¢ X /s X, Y Yy , Z 3 Z

jelolést, ahol x,yv,z € V és x,y,z € W.
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II.r. Lokdlis loopok &s kanonikus koordindta-rendszerek
A differencidlhatdssdg definicidja azt jelenti, hogy az
-1

F=¢»o{o(¢—1x¢)

kife jezészel definislt

F: R xR na“;wxw—aw,
217>
F {(x ,y >==
: i 3 ke
fiiggvény i-edik komponense, 7‘3L Ck o=ztAlyd : f?L e C

Ci=1,.,nD> <k =2 > Ekkor F e ¢ szintén teljesiil.

A fenti definicidt Osszevetve a lokdlis Lie-csoportok
1.4.7. Definicid jdval, megallapithat juk - nem pontos
szdhaszndlattal, ugyanakkor a lényeget Jj8l1 kifejezve -
hogy egy Ck osztdlyd lokdlis loop egy nemasszociativ  lokdlis
Lie-csoport.

Az F=¢ocfcolg xgtd leképezésrsl azt is

mondhat juk - és fogjuk is mondani a kidvetkez8kben -, hogy az
£ loop-szorzds alakja az C U; ¢ d>vel adott D

koordindta—rendszerben. Mas koordindta-rendszerre Attérve a
loop-szorzds alakja is mAs lehet. Az ( U; ¢ >-vel megadott D
g

% ¢ >,
&3 az Attérds a két koordindta-rendszer kdzott a yw = 3 o ¢

~
4 hd

koordinata-rendszerben £ alak ja F = d o £ o ZZF"
leképezdssel adott.

A loop-szorzasra 212> helyett a D koordinata-

rendszerben

érvényes, ahol



IT.x. Lokdlis loopok s kRanonikus kRoordindta-rendszerek

~
¢ e —> O , 8 — X , ¥ — Y ,Z s Z ,

itt W az © egy kdrnvezete.
Az £ kiilonb6zd koordinata-rendszerbeli alakjai kozott

pedig az

F = w e F o ( 2,4/_1 x w—i >
Saszeflgegds mutat ja a kapcsolatot.
Moo=t bevezetiink egy koordinata-rendszert azzal a

tulajdonsdggal, hogy az £ loop-midveletnek kilondsen egyszerd
alakja legven ezekben a  koordinatakban. Ez a definicid
pontosan megfelel annak a meghatdrozdsnak, amelyet a [4]-ben
taldlhatunk. A loop é&s a D koordinsta-rendszer olyvanok, mint
ahogyan az a 2.1.1. Definicidban illetve az azt kovetd

meg jegyzdsekben leirtuk.

2.1.3. Definicidé (81 Legyen CF ;£ egy o osztdalya
lok&lis differencislhats loop <Ck = 2 > Az < U; ¢ >

“u

c,b:U——aU%'ﬁ,nge):G)

koordindta-térképpel adot.t D koordinata-rendszert
kRanonikus koordindta-rendszernek nevezzilk az  F; £ O
loopra vonatkozcan, ha a D koordinita-rendszerben
grvényes a kévetkezd dsszefliggés:

y “~

F Cx,x>=2 x

N

Ny
minden x € W esetén. o

2.1.4. Meg jegyzés: A definicidban szerepld feltéetel
tartalmazza azt az allita=t., hogy a kanonikus
koordinatazas az F sokasdg lokalis térképeivel

torténhet. Valdjdban ez a lehetdsdég e fejezet 8

tstelének kovetkezménvekdppen lesz adott. A helyzet
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IT.xr. Lokdlis loopok &5 kRanonikus koordindta-rendszerek

hasonld a Lie-csoportoknal liatotthoz, csak ottt az elsd

faja kanonikus koordinsgta-rendszerbeli
differencidlhatdsagi rend az analitikussag
kovetkeztében epyezik meg a kiindulasi
koordinagta-rendszerbeli differencialhatdssgi renddel.

Itt a kovetkezdkben kdzvetleniil bizonyit juk a

differencidlhatdésdgi rend megmaradsisst. o

2.14.5. Jelblés: A Lie-csoport elméletben haszndlt elsdé faju

kRanonikus kRoordindta-rendszert (lasd pl.
L.SZ. PONTRJAGIN, [1231> a rovidség kedvéért a
tovabbiakban EFK-koordindta-rends=zernek nevezzik. A
2.1.3. Definicidban szerepld Ranonikus koordindta-
rendszert. pedig roviden K-kroordindta-rendszernek

nevezziilk. o

Loopok eset.én EFK-koordinata-rendszeren ugyanazt
grt jik, mint Lie-csoportoknal: barmely a. x alakban el34llé
gor-be lokdlis egyparaméteres rdszcsoport Add4sd az  1.49.

Definicidt> A kiilenbsédg annvi, hogy a loopok esetédn nincsen

biztositva az egyparaméteres részosoport létezése a
tetsz8leges x irdanyban. Vagyis loopokra EFK-koordinsta-

rendszer csak bizonyos esetekben definislhatd.

2.1.6. Meg jegyzés: 1. A definicidbdl azonnal kvetkezik,
hogy egy EFK-koordinata-rendszer dJdamennyiben az adott
loopra létezik egydltalan> mindig K-koordinata-rendszer
is egyben.

2. A koordinadta-rendszer fenti definicibéja akkor
lesz kellSen megalapozott, ha megmutat juk, hogy
K-koordindata-rendszer olyankor is létezik, amikor EFK-

koordindta—-rendszer nem dasd a 2.2.1. Tételtd. o



11.2. Kanonikus koordinata-rendszer létezése

Ebben a szakaszban fogjuk megvizsgdlni azt a kérdést,
hogy a 2.1.3. Definicidban adott K-koordinata-rendszer egy

lokdlis differencidlhatd loopra vonatkozdan létezik-e.

Az aldbbi tétel kettds aAllitdst tartalmaz. Egyrészt
pozitiv vdlaszt a fenti kérdédsre, masrdszt azt fogalmazza
meg, hogy az ilyen koordinata-rendszerben a

differencidlhatd=sss rendje nem csdkken.

2.2.14. Tétel [81: Legyen CFy £ egy Ck osztAalyd lokslis
dif ferenciidlhatd loop Ck =2 2 O, Ekkor 1étezik Ck
osztAalyd K-koordinata-rendszer az CFy £ O-re

vonatkozdan. o

Bizonyitas: Legyen @D egy koordindta-rendszer, &s F az £
loop-szorzas alak ja D-ben. Ekkor tehat teljesiil, hogy
F < Ck. Jelslje HF)> az F  leképezés Jacobi-matrixat az O,00
pontban. Mit mondhatunk ekkor a HF> matrix alakjardsl?

A (2.2 alapjan a D koordindta-rendszerben
F Cx ,©>=F 0 , x > = %

barmely x € W-re, &s ezért

D £ CO,D>=6

rj ij

ahol D jeldli a j-edik parcidlis derivalas operatort. Ezek
i

szerint; a HMHF> mAatrixra a kdvetkezdt kap juk:
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II.=2. Kononikus koordindta-rendszer létezdse

1 1 0
FCFD :

Vezessitk most be az aldbbi fliggvényeket az O valamely

kellden kic=iny kornyezetében. El8sz5r tekintsiik a Q

diagondlis figguvenyvt:
Q: U — U xU; x —s (x , X 2

Ezutan definialjuk a T fliggvényt a kovetkezd8képpen:

T = F ¢ Q
2.4>
T: U — U ; x —> F o Q ¢ x >
A definicidkbdsl vildgos, hogy
T DO > =0,
vagvis a T leképezds az R"” tér origdjat fixen hagvyja.
Ha kiszgmit juk a DOCD> linedris transzformacid
matrixat, konnyen lathatd, hogy a kidvetkezd alakd lesz:
7
(1 0
0 1
( DQ<CO»D ) =] e s
1 G
. 0 1 o
minthogy a Q leképezés QL komponens fuiggvényeire

érvényesek az aldbbi dsszefliggések:



IT1.2. Kanonikus koordindtao-rendszer létezdse

i=1,..,n
j=1i,.,n }°
N+ ’ 1]

A 2.3 egyenldség mindkét oldalat differencialva, azt

kap juk, hogy
DTCD> = DF (Q('(D)) o DQUD> = DF{D,D> o DQOO.

Ily médon a DTCD> matrixdra a kivetkezd alakot kap juk:

(DTC(D)) = ------------------------------ = 2

vagvis

(DT((D))=2(E),

ahol E az identikus leképezés R "-ben. A fentiek szerint a
DTCD> linedris leképezdésnek csak egyetlen sajatértéke van, a
2 (de ez a sajdatérték n multiplicitasad.

Mivel Fe& C x €= Q hasonldan Ck osztalyd, a T leképezés
szintén Ck osztalyd az © valamely kdrnyezetében. Ekkor
létezik a T inverz leképezdse az O© egy kornyezetében, és

igaz, hogy
DCT *5¢0> = (DT,

p s m—1 ~K Lo
tovabba T = ¢ ebben a kornyezetben.
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IT.2. Kanonikus koordindta-rendszer létezédse

Mivel a (DTC(D))_1 leképezés maAtrixa

1
2.0
1
2

egvben a Tt leképezés origdbeli Jacobi-matrixa, azt
nyertik, hogy a (?(T—i) Jacobi-matrixnak egyvetlen sajatértéke
1
van, az > .
A tovabbiakban keressilk azt a transzformicidt, amely a

D koordinsta-rendszerre vald Atmenetet meghataArozza. E
cé&lbdl felhasznal juk 5. STERNBERG egy eredményét 15,

Theorem 2, 19571, egy kis mddositdssal.

Jelsdl je Tk az dsszes olyan Ck osztalyd homeomorfizmus
halmazat, amelyek az R" térnr origd janak valamely
krnyezetében értelmezve vannak, az origdt fixen hagyjsdk é&és
Jacobi-determindnsuk ott nem tdnik el. Jelsdl je tovabba

FrCO> a T lekédpezdés Jacobi-mdtrixidt az origdnial

2.2.2. Tétel: Legven T egy olyan transzformacid Tk—ban,
amelyvikre L’;”I‘((D):%(E), valamint. © k Z 2 . Ekkor létezik

- . ke
olyvan R transzformacid a T -ban, amelyre

FTCO>=RoToce R o (2.4>

Sternberg tételének fenti mddositott valtozatara a

bizonyitdst a kdvetkezd szakaszban adjuk meg.

Ha alkalmazzuk a 2.2.2. Tetelt a 2.4> formulaval
definigit T transzformacid inverzére, akkor egy R = Tk

transzformdacidt kapunk, amelyre érvényesek az aldbbiak:
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II.2. KanonitkRus koordindta-rendszer létezdse

' RCOD>=R*COd>=0,

1 -1 -4

DCT D> CO>=R T c R

Ha kiszamitjuk mindkét oldal inverzét, akkor azt talsljuk,

hogy
DTCDO>=RoTo R, 25>

vagy ami ezzel ekvivalens:

R* ¢ DT (@ ¢« R = T.

Tehsft a T transzformacid linearizdalhatd egy Ck osztalyd R
belsd automorfizmussal.

Az R transzformacid segitsdégdével most mdr bevezethetiink
Uj koordinatdkat a kovetkezd8 mddon:

b v S

r T
R:R' — R} X +—> X , ¥y —m3 VY , Z —s =

“u

Igy mdr adott egy 4j D koordinita-rendszer az < U; % >

t.érkdp segitsdgdvel, ahol
& =R o ¢ ,

és a loop-szorzds alakja pedig d(ahogyan azt az el8zd8

szakaszban megallapitottuk):

-1

F=RocFodCR"«xR")>. (2.6

Vagyis, ha F {( x , y > = = , akkor



II.z2. Kanonikus koordindta-rendszer ldétezdse

%

Végidl mar csak az F kiszamitdsa maradt

Cx o,ox 0D
hatra. A (2.6) dsszefligges felhasznalasisval azt kapjuk, hogy

FCx,x>>=RoFod(RY«R™*)> (x, x>

Mivel a (2.3> képletbdl az kdvetkezik, hogy

F=To0Q",

az eldz8 sor alapjsn adddik a=z

FOX ,xXx>2=RoToQ ' (R« R*">(x,x>-=

1 Go , R Go ) =RoTo R oo

K

=R0T0Qh1(R

Vidgitll a (2.6 behelyettesitésdvel kapjuk a K-koordinata-

rendszer definiild egyenldsdgdét, vagyis hogy
F(x,x2=DT (x>= 2x,

&3 ezzel a bizonyitast befejeztilk. o
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I11.3. A linearizild transzformicid létezdsének

bizonyitasa

Ezen =zakasz tiargya SSternb loksalis=  kontrakcidk

o
]
4

normalformajara vonatkozd, az eldzs szakaszban idézett
tétele mdédositott vaAltozatdnak (2.2.2. Tételd bizonyitasa., A
bizonvitas sordn kidvetni fogjuk az eredeti gondolatmenetet,
de egyrdszt az eeltérd (gspecidlis> kiinduldasi feltdtelek a
bizonyitas Soran lehetdgve tesznek bizonvos
egyszerlsitdseket, mdsrészt az eredetitdl eltérd bizonyitasi

technikat is alkalmazunk pl. a konvergencia igazoldsa soréan.

Bizonyitas [8): ad A tétel allitasat elbszor specialis
transzformacidkra igazoljuk. Legven :?‘k az olyan - konstans
tag nélkili - n valtozdés wvalds polinomok n-eseinek tere,
amelyek legfeljebb k-adfokid tagokat tartalmaznak é&s amelyek
elsdfokd  tagjainak matrixa nemelfajuld. Az 5‘7'k téren két

polinom n-es szorzasat Jdgy értelmezzik, hogy az elsd i-edik

valt.ozd janak helyébe beir juk A masodik n-es i—edik
polinomjst G=1,...,n>, ma jd a k-nal magasabb fokszamu
tagokat elhagyjuk. Roviden szdlva: behelyettesités utan

k-adik rendben levagunk.

k
2.2.1. Lemma: Legven T egy olyvan eleme az F -nak, amely
linearis tagjainak matrixa _—Z—LED. Ekrkor T ekvivalens
. o — g =K . ”
linedris tagjai mdtrixdval egy F ‘~hoz tartozo RD belsé

automor fizmus dital. o
Bizonyitas <(2.8.1. Lenmmad: Mivel a linedris tagok matrixa
tula jdonképpen a T leképezés Jacobi-matrixa a O-nal,
olyan RD transzformacidt keresiink, amelyre teljesiil, hogy

3T<®>=ROOTOR“, 2.7

vagy ami ezzel egyenértéki:



I7.3. 4 lineariz=dld transzformdcioc létezése

R oT=gT<CDD>cR_. <2773
(s} s}

A T transzformicid formsdja polinom n-esek alakjdban kiirva a

kovetkezs:
i n 1 1 i'i v
T = ¢th,. ™D = { Zx+ 5 ' ..x "
22 21 ti.,...,i,s{i n
4 ™
2 =2 3Ni= k
. )
]
1 Z b Yn
y =X + t,‘,] ,xi...:»o:r
2 n T o, . . ,1 1 ™
1 o)
2= ¥yi=sk
. 1
B

Mivel olyan Rj transzformacidt kerestnk, amely linesris
A p : 3
tag jainak mdatrixa az egyzsdégmatrix, R’ﬁ alakjara irhatdé a
0

kovetkez8:

R = 1\1_,_...,1‘ > o=

. i.:l i
1 [a]
= N s g hol) X ... X »
1 T .. .., i n
1 2]

2 £ T ivEk
it
Ha ezeket a formuldkat behelyettesit juk a 2.7°>
Oosszefiggésbe, az i-—edik komponensre Ci=1,.,n > a

kdvetkezst irhat juk:

) i i
1 L 1 n
- M, + ™. - S '4 =
2 1 i, .., 1 n

2<gpis

lﬂc

3



I7.3. 4 linearizdls transzformdcic l&tezdse

2 = k

1A

1 T 1
i 1 n
= = x + t. X X +
2 1 T o,. - o 5L 1 n
1 N

T

X 1

J

ZSZ 1=k
it
11 i
Usszehasonlitva az R " egyitthatdit, l&peésrél
. n
lépésre kiszamithatjuk az r . konstansokat, kezdve a
T, . L
1 2]

legalacsonyabb fokud tag egyiit thatd javal. Ezzel a fenti

eljdrdssal a kivant R transzformacidt magdt is megkapjuk, s

o
igy a lemma bizonyitdsat befejeztiik. o

b> A <célbdl, hogy egy a tétel feltételeit kieldgits,
Tk—hoz tartozd R transzformidcidt talsljunk, amely most mar
nincsen feltétleniil EF‘k—ban, egy =pecidlis normiat vezetiink
be. Ebben az invarians normaban  fogijuk megvizsgalni egy
transzformacidsorozat konvergencidjsat, amelynédl a hatarérték
éppen a sziksdges tulajdonsdgd leképezds les=.

Legyven ‘?3": az R” tér mindazon Ck osztalyd leképezéseinek
tere, amelyek definialva vannak az origd egy N kirnyezetén
gs az origdnal k—adik rendben eltdnnek.

2.3.2. Definicié: A ‘??’i téren definidljuk a ”.":—nel jelsdlt

normat a kdvetkezd mddon. A ‘?’r’k-hez tartozdé tetszdleges
™

1 leképezésre



17.3. 4 linearizdlo transzsjformdcic létezése

" DF{x>Cv _,...,,vy) "
I 7 ui = sup sup : - s

X Vv v - dv,

ahol a supremumokat minden olyan x-re és V eV STa
tekint jik, amelyek N-hez tartoznak, tovabba || || jeldl

a kozonséges euklideszi normat. o

. < k . .
Nyilvanvalsd, hogy || valédban norma, és az is, hogy
™

<

f = ‘Vk—b(ﬂ kovetkezik az, hogy f ‘Vz minden k £ k és
18]

N’

<

N e=setén.

A kés8bbiekben szilkségink lesz az alabbi technikai

Jjellegd lemmara.

2.3.3. Lemma: Legyven f egy "ﬁ’k—beli transzformacié. Ekkor
™
tetszdleges e > 0 szamhoz l&tezik egy elegendden

. . & . .
kicsiny N~ kGrnyezete O-nak udgy, hogy

. ot - nk
s, <=hsl,
N

N

minden olvan l-re, amelyre 1 = 1 < k-1. O

Bizonyitas <(2.3.3. Lemma): A Dbizonvitidst elegendd megadni

arra az esetre, amikor 1l =k -1 , mivel az Altaldnos eset

az

1+1

TS -
hrlo<ell A1,
N N

egyvenldtlenségbdl kdzvetleniil adddik.

A becsléshez felhaszndljuk a kézépértéktételt. Ennek

grtelmében valamely 0 <t <1 értékre, figyelembe
véve a Dlj'('(D) = 0 feltételt is, érvényes a kovetkezs:

Ul
w



I1.3. A linearizdls transzformdeid létezdse

) | D' oo v |
il r i L = Sup sup =
N XV, v "v1|| .. "vl i
| DY rctov L v |
= =up sup . =
X VeV <l e - liv
| pF Tt roow v D | X
< sup  sup supljx] <= |7l >
x voocove v v x N

-

. . £ « N

mivel a sup || x || < £, amennyiben N elegend8en kicsiny,
=

ezzel a lemma bizonvitasa kész. o

k -
o> A kervesett R e« T transzformdicidra vonatkozd (2.4

formula atirhatd a kdvetkezd alakba
R=2 (R D>,
T

ahol a wT operdtort a kovetkezdképpen értelmezziik. Ha R egy

~ . e k
transzformdcid T -ban, akkor

Dt R —— ((FIO }J'eRoT

Ha a JDT operatort a ‘V: téren definidljuk, akkor

érvényes lesz az aldabbi lemma.

2.3.4. Lenmma: Legven JF a “L:i térhez tartozd leképezés, T
pedig a Tk eleme, amelyre FTW> = ; E . Ekkor Ilétezik

az origdnak egy olvan N’ kidrnvezete, amelyben

- nk k

valamely K < 1 pozitiv valds szamra. o



I7.3. 4 linearizdlo transzformdeic létezédse

Bizonyitas (2.3.4. Lemma): A bizonyitas soran az el8zd lemma

felhasznialdasdaval végezzilkk a becslést.

| D¥c2FeT> OO L v > |

-k X
il D_f "N = sup  Sup =
X VeV e v, |
| DX CFeTOGOCy Lo ,v, D |
= 2 sup sup - - =
X Voo, A
<2.10>
D" # (T<x>) (PTCx>Cv >, ..., DTG DY
= 2 sup sSup 1
X Vv, o -l
“ 2 " P>\(x;v1, .. ,vk) “
+ sup sup
x vi’ oo ’vk "Vi " T "vk ”
Itt P) (x;viﬁ...,ka a kovetkezdo alaka kife jezések
jeldlésdre szolgal:
s )'l'l1
P, v 5 (> =D f(_’r@)) (@ TOOW v O,
m
D ST GeKv reesV >}»
LEc R SN 3 (7] +1 m + +rn
1 s-1 1
S
ahol 1 £ s <k és 2 m =k . tovabbs (2.7>-ben az
=4
Osszegzdést az Osszes lehetséges F’> (x;,vi,...,vk) tagra kell
elvégezni.
A 2.7> jobb oldalan a masodik tag becslése a

kovetkezd8képpen torténhet:



II.3. 4 linearizdlo transzjformdcic létezdse

“ Eh P>\(x;v1,,..._,vk) “

RS AR

<

" Pk(x;vi,...,vk) u
= E sup sup s

5 X VsV ""1" .. "vk"

tA

A
sup sup 2
v v Yl’l‘t+ +TﬂS
. y » . :
m o v m 4 ﬂf'stm—n e » "vj i
s Yf11 m - k "
. - s - - - -
< 3 { ) S T AL < sl < Sl
A fenti becslésben a rdvidebb irdasmdéd céljabdl a kovetkezd
Jeldlést alkalmaztuk:
7'01
A = “ D "T(x>wv ,...,v D “,...,
1 1 m
1
N
A = ” D “T(x>Cv sV > ” )
k=] Yo+, . .+ +1 R U o £ ]
1 s-1 1 P
Figyelembe vettiik a 2.3.3. Lemma allitasat, és z, -t
elegend8en kicsinyre valasztottuk,

vdgiil az N kdrnvezetet



I7.3. A linearizdlo transzformdcio létezése

az &, szdmoknak megfelelen hatdroztuk ’meg.

A (27> jobb oldaldan 4&lléd els8 tag becslése az elzd8hoz

hasonldan torténik:

"Dkfcr<x>)(DT<x><v1>,...,DT(x)(vk>)" _
sup sSup =

Yy v oI liv i

"Dkfcr<x>)(pTcx>cv1>,...,DT<x><Vk>)" .

< =sup SuUp
X V.5V "DT(x)(vi) Ih--- "DT(x)Cvk)"
DT v IPTGO v >
. 1 . k —
Sup sup .. sup sup =
x v, v | x v, v,

k k

k . . -k 1
= A [ s poTeol )= sl (5 )

X

mivel T sima az © valamely kirnyezetében. A fentiek alapjan

azt kap juk, hogy

¥ pk 1 - nk
ho Al = Wl 2] [F+e ) + o | <x A

valamilyen K < 1 szamra, elegendden kicsiny N° kdrnyezetre

és kovetkezdskdéppen kis =2 illetve & szamokra,  valamint

k = 2 egsetén. A becslésnek ez a k > 2 kikotése az,
amelyik ké=38bbi tételeinkben is rendre mez jelenik a

differencidlhatdésdeg rendjére vonatkozdan. o

d> Egy a 222 Tétel feltételeinek eleget tevd Tk—beli T

transzformdacid esetén a 231, Lemma biztositja egy olyan
X k < e k .
Ro e F < T transzformiacidé létezdsét, amelyre a ‘VN térhez
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I7.3. A linearizdld transzformdcic létezdse
fog tartozni a
(T <@ )" e R_oT-R
o

[8)

transziormacid is.

Valéban, megallapithat juk, hogy a Tk térben - a
szorzasmivelet, elvégzésének szabidlyst figyelembe véve - a
( FT DD ]_1 =S RO e T szorzattranzzformacid O koriili
sorfe jtésének tag jai k-adik rendig megegyeznek az Ro

sorfejtési egylitthatdival (la’sd az ad részben ezeknek a
plinom n-eseknek a feh’réséh), s ezért ezek a tagok a

kiildnbségbdl eltdnnek.

. Xk .
Igy alkalmazhat juk a - ”N normat, egy olyan
_ ! f88)
{R - Ro } . tranzzformacid sorozatra, amelyet a kovetkezd
n=3

mdodon definialunk:

™

‘ - N —
Rn=(¢f"1‘(®)) e R o T =

-1

\al
o~ K . . -1 _
Z{_OVDT[(J’T«D)) o R, o T RO] + R

w

A 2.3.4. Lemma értelmében az { R - Ro } sorozat
™
: n=1
egvenletesen konvergens az O valamely krnyezetdben, &z tart
. k . ~ i s
valamilyen T -beli R’ {transzformicidhoz. Tovdbba ekkor a
k . . .

T -beli R sorozat. iz konvergens, es tart valamely

T

~ ¢ or < k

R =R - R3 transzformacidhoz T -ban.

[

A fentiek alapjan irhatjuk egyrészt, hogy

iim [(;}’I‘((D))_1c-Rnc-TJ=(J’I‘((D))_ioRoT,

N—-» 00

masrészt pedig azt, hogy



IT.3. A Unearizadls transzformdcic létezése

1im [[J’I‘C‘D))—iok oT]=1im R =R.
rn-—-> Q0 "

Nn+i
n—-3

3

-

A jobb oldalak egyenlésdge a tétel allitdsat fejezi

s ezzel a bizonyitast elvégeztiik. o

ki,



11.4. Kapcsolat egy loop kanonikus

koordinata-rendszerei kozitt

Egy Lie-csoport EFK-koordinata-rendszerei linearis
transziormiacid erejdig egyértelmien meghatarozottak. Az

olyan specidlis loop-osztdlyok esetében, amelyeknek Iléteznek
az egyparaméteres részesoport jai, EFK-koordindta-rendszer
vezethetd be. Mint 1latni fogjuk, ez az allitas a III1.

szakasz telének egy=szerd kovetkezménye.D

Ezek utan természetesen vetddik fel a kérdés: milven
Osszefligeds van egy th osztdliyd lokdlisan differencidlhato
loop kanonikus koordindta-rendszerei kRozOtt? Kissé masként
megfogalmazva e kérdést: megadhatd-e valamilyen osztilyozasa
a K-koordindta-rendszereknek?

Ebben a szakaszban ezekre a kérdésekre adunk vialaszt.

Elészor azt az allitast igazoljuk, hogy a
K-kpordindta-rendszernek nincsen unicit.dsa, linedris

transzformicidval djabbakat kaphatunk.

2.4.1. Tétel [81: Legven & az R" linedris homeomorfizmusa.
Jelsljon D egy Ck osztalyd K-koordinata-rendszert a Ck
osztalya (¢ F; £ > loopra vonatkozdan, és jelBlje D azt
a koordinata-rendszert., amelyvet D~-bisl a i
transzformacidval kapunk. EkRkor D szintén

K-—koordindta-rendszer az ( ¥; £ 3 loopra vonatkozoan. o

Bizonyitas: Mivel az Attérés az Uj koordindta-rendszerre
&-vel van megadva, a loop—szorzdsnak e két
koordinata-rendszerbeli alakja kozttt az Osszeflggés:

1 -1

F=8cFocCd'xad'>

Ha x és x olyanok, hogy
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II.4. Kapcesolat egy loop K-koordindta-rendszereti kdzdtt

akkor kiszadmolva az F o x R x D értéket, a kovetkezdt

kap juk:

=38 oF (37G08'> ) =28 cF (x,x>=8C2x)=

~

Ez az egyvenlSség pontosan azt fejezi ki, hogy a 2D a=z

C F; £ d-re vonatkozdan K-koordindta-rendszer. D

A kdvetkezd tétel a loopok egetére alkalmazott
mdédositott vAaltozata agy SAllitsdssnak, amely {103-ben
talalhatd meg.

2.4.2. Tétel [8): Két, ugyanazon CFy £ D lokdlis Ck
osztalya loopra vonatkozdan kanonikus koordindata-
rendszer kozott a & Atmenet transzformiacid linearis

homeomorfizmus. o

Bizonyitas: Mivel loopok koordindta-rendszereirs8l van sz6,
az atmenet az egyikrsl a masikra nyilvanvaldan

homeomorfizmus.

Jeldlje az £ loop-szorzas alakjait a két
K-koordinata-rendszerben F illetve F. Ekkor érvényes a
kovetkezs:

F c F=FoCdxd ). €2.8>

Legven W az O-nak egy a 221 Definicidnak megfeleld

kdrnyezete. Ha ¥ & W (x 2 O, &z n tetszdleges pozitiv
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IT1.4. Kapcsolat egy loop K-koordindta-rendszerei kozdtt

egész, akkor’ —x;_— e W szintén teljesill {(ennek az egyszerd
2)

Allitdsnak a részletesebb indoklasat lasd pl. a  kdvetkezs

fejezet tételének bizonvitaszanald, Figvelembe véve azt, hogy

mindkét koordinadAta-rendszer kanonikus, tovabbid alkalmazva a

(2.8> baszeflggést, a kidvetkezd egyenldséghez jutunk:

28 (3)=F(s(3).=(3)]-

=ﬁo(§o§*)(;‘,%)=§0F(;—(,?—2‘-)=§(x),

vagyis

A fenti egvenl8ségben x-et ——vel helyettesitve kapjuk, hogy

x 1 . x _ 1 .

2 (—3)=32(3)=—72
2

meég n-2>-szor megismételve a fenti lépést, adédik a
kbvetkezd:

3 (—1‘-~)=-1—<§ e, 2.9

- 27’\ 2)’\

minden pozitiv n egészre (pontosabban fogalmazva: ez n
szertinti teljes indukcidval addédikd. Mivel Ck osztalya
koordindta-rendszerek kozdtt az Atmenet is k-szor

folytonosab differencidlhatd Ck = 2 O, ®d-re felirhatd a

kbvetkezd:
F (x> =D & @ OGO+ x| 200, €2.10>
ahol, ||.]] 2 kbzbnséges euklideszi normit jelsli, és

lim &> = O
x—> O

62



IT.4. Kapcsolat egy loop K-koordindta-rendszerei kozott

A (210> bzszefliggédst — ~re alkalmazva, felirhatd, hogy

-—_z—)'\
. . > > >
—— = D { _— — : ———
s (25 D-(D)[Zh)+§‘hls(2n
Kihaszndlhat juk a D & O leképezés linearitasst =

ugvanigy az euklideszi normadt is. Ha még ezutan mindkét
oldalt. 2"'-nel szorozzuk, &s tekintettel vagyunk a (2.83-ra

is, akkor az aldbbihoz jutunk:

3 x> =D & <O G+ x| ‘17

Osszehasonlitva ezt a (2.10) sorral, megdllapithat juk, hogy

x ~
"x"a(x)="x"s —:J)

2

minden pozitiv 153 egész SZAmra. A fentib&l adddik a

kitvetkezd:

. . X .
e (x> = lim = (——) = lim &> = O ,
ig)
n—s 2 x—> D

(=35 ez a i2 transzformacid linearitasst fejezi ki, ha

figvelembe vesszilk a (2100 felirast. o

2.4.3. Meg jegyzés: A fenti k&t tétel alap jan megalla-
pithat juk, hogy a Ck ozztalyd K-koordindta-rendszerek
is linedris transzformicid erejéig wvannak egyértelmien
meghat3arozva egy Ck osztalyd loopra vonatkozdan.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy az R"” tér linearis

homeomorfizmusainak csoport ja osztalyozza 2
K-koordindta-rendszereket, s ennél az osztidlyozdsnal az

daszes K-koordindta-rendszer egy osztsalyba tartozik. o
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I1I. FEJEZET

LOOPOK VISELKEDESE KANONIKUS
KOORDINATA-RENDSZEREKBEN

Ebben a fejezetben folytatjuk a Ck osztalyd lokidlis
loopok kanonikus koordindata-rendszereinek vizsgdlatat.

Az Y FEJEZET 1.4.10. Tétele =zerint a Lie-azoportok

egyparaméteres részcsoportjai igen kdnnyen felismerhetdek:

linearisak. Ugyanez érvényes természetesen az
EFK-koordinata-rendszerrel rendelkezd loopokra is:
EFK-koordinata-rendszerben egy loop egyparaméteres
részasoport ja linedris.

Ez a Jellemzés lehetd8ve teszi az ilyen loopok
egyparaméteres részcsoport jainak felismerését. Csak a
kovetkez&ket, kell tennunk: tekintiink a loophoz egy

EFK-koordinata-rendszert, é&és megvizsgiljuk, hogy ezekben a

koordingtdkban az egydimenzids lokadlis alterek <d{az origdn

atmend egyenes megfelels szakaszaid egyparaméteres
részcsoportok-e  vagy sem. Ha egy ilyen lokalis egyenes
részcosoport, akkor iranyaban létezik egyparaméteres

részcsoport, ha pedig nem részcsoport, akkor nem létezik.
agvis az egvparameteres réeésscsoportokR létezdse donthetd el
a fenti modon.

Bzt a kritériumot fogjuk dltaldnositani két lépésben.
Az elsd szakaszban az egyparaméteres részcasoportok
K-koordingdta-rendszerbeli viselkedésdét vizzsedl juk meg, s
Jutunk a fentivel megegyezd eredményre: egy loop bdrmely
egyvparaméteres részesoportja  lHnedris egy K-kRoordindta-
rendszerben (1. szakazsz, 3.1.1. Tételd.
Ezutan adunk vidlaszt a masodik szakaszban arra a

kérdésre, hosgy K-koordinata-rendszerben a rés=zlcopok
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Il Bevezetes

alak jarél mit lehet Allitani. El8szir a részloopot
definidl juk. Nem kiilonboztet jiuk meg az egyparaméteres
esetet, hanem azonnal az r-paraméteres részloopok fogalmat
hatdrozzuk meg. Igy a vdlasz a fenti kérdésre =pecidlis
esetként. fogja tartalmazni az egyparaméteres részloopok
alak jara vonatkozd aAllitast:

Kanonikus koordindta—-rendszerben az egyparamdéteres
részloopok lokdlisan egy egvenessel egveznek meg. dz=
r—parameteres reszloopok pedig lokdlisan r—dimenzios

sikokkal egveznek meg.



I11.1. Kanonikus koordinata-rendszerek és elsd faja

kanonikus koordinata-rendszerek

E fejezet els$ szakaszdban a K-koordindta-rendszerek
felhaszndlasdval igazolunk egy Allitast, amely az
egyparaméteres részcsoportok létezédse esetén lehetdvé teszi
a K-koordinata-rendszerek &s az EFK-koordinata-rendszerek

azonositasat.
3.1.1. Tétel [8BI: Legyen D egy K-koordindta-rendszer az
. <13 k T
C F; £ 5 lokdlis C osztalyd leoopra vonatkozdan., Ekkor
. az  F; £5 minden x> egyparaméteres részosoportja a
D koordinataiban gy irhatd fel, mint

x ¢t D= at ,

ahol t 10 (egy alkalmas intervallum O korild és

Bizonyitas: Ha F az £ loop-szorzas alakja D-ben, akkor
F (x(t),x(t))=2x(t,)
Masrészt
F (x(t),x(t))=x(’c+t)=x(2t),

vagy egy ezzel ekvivalens formaban 1§ helyébe E21 -t
helyettesitved:

Ahogyan azt mar az el8z8 szakasz mdasodik tételéndl is

t)ew is
5

meg jegyeztildk, ha x (t> « W , akkor x (

g}
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IIT.xr. K- és EFK-koordindta-rendszerekr

tel jesiil minden pozitiv egész n szamra. A fenti
egyenl8sdgbdl az kovetkezik, hogy
x (=)= xctod €3.1>
- 27‘) 2)‘1
minden pozitiv egdsz n szdmra. Valdban, egyszerden irjunk t
helvébe %— t, ezt

ismétel jik meg még

n-1d-szer, =
utdan végezziink n szerinti teljes indukcidt.

s ezek

Mivel x(t> differenciidlhatd, ra felirhatd a kovetkezs:

th.)=DxC0)t+[t,le:.(t),

3.2>
. . . -t
ahol lim &£ (> = © . Ha ezt X [
t.— 0

)} —re alkalmazzuk, az
. 2", s
alabbihoz jutunk:

x [ —§; ) = D x <O (

t t. t -
=R ol Rl

ahol

lim a( t )=O
t

AN

Mindkst  oldalt. 2 -nel megszorozva, és

a 3id-et alkalmazva,
nyer jiik, hogy

x (L> =D x < t+ |t | e ( L ) -
27":
Ezt az utolsé egyvenléséget osszehasonlitva (3.2>-tel,
ktvetkezik az aldbbi egyenléség minden  n
sSzZzAmra:

pozitiv egész

)
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IIT.rx. K- &s EFK-koordindta-rendszerek

Minthogy

!
o]

lim s( t )

t
Iim £
( 2" ) n—-co "

- 0

vagyis D x 0> - ¢t a ~val jeldlve, <3.2>-b&l azt kapjuk,
hogy

x Ct D>D=at .o

3.14.2. Kovetkezmény: Ha egy loop es‘étén minden irdnyban
létezik egyparaméteres részoesoport, akkor létezik
EFK-koordinata-rendszer. Ilyen esetekben egy
K-koordindta-rendszer mindig EFK-koordinata-rendszer is
egyben. Vagyis ilyen feltételek mellett A
K~koordindta-rendszerek &s az EFK-koordindata-rendszerek

megegveznek. O

Bizonyitas: Mivel egy adott iranyban az egyparaméteres
részcesoportnak loopok esetén is unicitiasa van, és az e18z8
tetel értelmében egy ilyen részcsoport at alaka
egyparaméteres struktidra, ezért az EFK-koordinata-rendszer
definicid jsban adott at lokdlis egydimenzids altér a
linedris homeomorfizmus erejéig egyértelmlen meghatdrozott

lokiAlis egyparaméteres részcesoport. o
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I11.2. A részloopok alakja kanonikus

koordinata-rendszerekben

Mint az elézs szakaszban lattuk,
K-koordindta—- rendszerben az egyparaméteres részcsoportok

linearisak. Masodik lépeskent most kettds Altaldanositsasa

kbvetkezik a 3114 Tételnek. Részloopra, =8t nem csupan
egyparaméteres, hanem azonnal magasabb paraméterszamua
részloopra igazoljuk, hogy K-koordindta-rendszerben

lokdlisan egy alteret tolt ki.

Eldszdr a sziksdges definicidkat adjuk meg.

.o . k crea . ‘e~ . .
3.2.4. Definicié: Egy G osztalyd lok#lis differencidlhatd
CFy £ loopot r-—paramdéteresnekr neveziink, ha x

r—dimenzids sokasdg. o

Sk - P
A tovabbiakban loopon mindig C osztalya lokalis
differencialhatd loopot értiink.
A jelen szakasz vizsgdlatanak targyat képezd részloopok

fogalmat. az alsbbi definiicidban fogalmazzuk meg.

3.2.2. Definicidé: Legven ( F; £> és (¥; g > két loop, és
legyen # egy Ck osztalyd lokalis bedgyazds:

£

E 1 ¥ > F
Ha
£ Eoo, £ )=F (guy>)
minden olvan x ,y ¢ esetén, ahol a 2${x,yD

loop-szorzds definidlva van, akkor & ( ¥ g > loopot a=z=

CF; £ D loop részloop jdnak nevezziik, és
(6 ;9 ;& Jvel jelsl jiik. Ha dim € = r , akkor
( € ;93 & )-—t az CF; £ loop r—-paraméteres

részloop jdnak nevez=iik. O
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ITT 2. 4 részloopok alakja K-koordindta-rendszerben

Fa célunk annak megmutatasa, hogy egy lokalis
differencidlhatd loop r~paraméteres részloop jai kanonikus

koordinata-rendszerben lokdlizan r—-dimenzids sikok.

3.2.3. Tétel [9): Legyen < F; £ 5 lokalis oh osztalyd loop
és D egy koordindta-rendszer az ( U; ¢ d-vel megadva.
Legven tovabba (¥ ; g : F > egy r-paraméteres lokalis
differencidlhatd részloopja az ( F , £ 3> loopnak. Ekkor
a C¥& ;9 & > részloop a D koordindata-rendszerben

lokdlisan egy az ©-n athaladd r-dimenzids sik. Tovabba

ebben az r-dimenzids sikban az CFy £ loop D
K-koordinata-rendszere altal indukalt linedris
koordinata-rendszer a C% ;98 ; 8 O részloop

K~-koordinata-rendszere. o

Bizonyitas: Legyen CF o, £ egy loop s D az
C U , ¢ > koordinata-térképpel adott K-koordinata-rendszer.
Tekints=siik tovabbA C F; £ dO-nek a £ & Ck bedgvazissal
megadott lokdlis részloopjiat. Definialhatunk egy ( R”, o >
loopot a=z R” térben a ¢ diffeomorfizmus segitsdégével. A
loop-szorzast ekkor a kovetkezd mddon ad juk meg!

N

ahol © &V U < R" <O az R tér origd jad. A 3.2.2.
Definicid szerint. a (€ ; g ;: £ D> loopra érvényes az alsabbi
Osszefliggés:

r

g V¥ er—>Ur‘,

9:2:'_1oﬂc-(fxf):

ahol {"—1( e dDe V U & egysdégelemed.

«
~
i
v
«



IT1.2. 4 részloopok alakja K-koordindta-rendszerben

Vezessiink be egy K-koordindta-rendszert a ¢ ¥ ; g >
loopon az ( u” s w > koordinata-teérképpel, ugyanivgy, mint
az ¢ R" , oD loop esetén.

A kbvetkezs diagram mutat ja a fent bevezetett

leképezdéseket. és loopokat:

. ¥ '4 P n
R« K7 > F » R
e, ¥ 2 AN
U <« u >y U —— U

A (% : 9> loop < u' » y O-vel definialt kanonikus
koordinata-rendszerében szintén definidlhatunk egy T

loop-szorzast a kidvetkez8képpen:

leképezés egy izomorfizmus az CR , T looprsl az

¢ R”, e > loopra, vagyis

# T (x , ¥y 2=¢cC2xx2d{x ,y

teljesil minden x,y V' esetén.
Most megmutat juk, hogy # linearis leképezés. Mivel ¢ és
Y kanonikus koordindta-rendszercket hataroznak meg,

megallapithat juk, hogy



IIT 2. A részloopok alakja K-koordindta-rendszerben

i
&)
X

T (x , x D
tovabba
c/[:t(x),?e(x))=2?e(x)
e

minden x € V¥V esetén. A fenti izomorfizmusbdl nver jik, hogy

2 2 %x >= 2 07T (X, X D=

=cr(?£(x).,9t(x))=2-)e(x)

tetszlleges X = '\\.;r—re. Knnyen beldathat juk, hogy x V-bsl
kibvetkezik az %— x = V. Tegyik fel ennek ellenkezd jét,
vagyls legyen igaz, hogy X & '\7’", ugvanakkor % X V', Ekkor
% [ %x ] = % X & \7’", mivel az % x € V' tartalmzssbsl az
kovetkezne, hogy T [ 21‘— x % x] = %— x a V' kbrnvezethez
tartozik, ami viszont nem igaz. Igy egyszerd teljes
indukcidval azt kaphat juk, hogy —iT X & V" valamennyi
I 2 2 természetes szamra. Ez azt Zjelenti, hogyléteznek
olyan -1——L— x pontok tetsz8legesen kozel ©-hoz, amelyek nem

2
tartoznak V -hez. Ebb&l azonban az kivetkezik, hogy © nem

lehet egy belsd pontja .\\fr—nek, ami viszont ellentmond a V-re

vonatkozd alapfeltevésnek, nevezetesen, hogyv az O egy

krnvezete.
Ezek utdn indukcidval azt kapjuk, hogy x € V'
21’0
barmely n pozitiv egészre. Ezért felirhatd, hogy
i . ) .
u[ix]= 2 C x O 3.3>
.
2?’1’! 27"
Ny
bidrmely x e V' esetén igaz. Mivel » diffeomorfizmus,

srvényes a kovetkezd:



I1T.2. 4 részloopok alakja K—koordindta-rendszerben

2 CxD>=D a2 COD> x>+ || x| & dxo,
ahol || . | a kizbnséges euklideszi norm&t jelsli, tovabba
lim & (. x > = O . Ugvanezt az dsszefiggést felirhatjuk a=z

X D

1 .
— x elemre is:
hii}

2
n[ix]=Dae<<D)[1x]+'—-1——x”£:(1x]
2 n 2 m 2 ™ 2 rn

Figyvelembe véve a D 7 ¢ © > transzformicid linearitasat &s a

(3.3> osszefiuggdst, a kovetkezd formuldhoz jutunk:

x(x)=—1'—-D2c<®)<x)+~L[|x|]5[1x]

m ~ 1 T ]
2 2 2

2
az bsszes x € V  elemre. Mindkét oldalt 2" -mel megszorozva,
majd a # ¢ x D> -re kapott két egvenldséget Osszehasonlitva

nyer juk az alabbit:

I ecx>=fx|e -]

~ 1N

2

. O < . P e .
minden x € ¥V esetén &z minden m-re. Ebb8l az kovetkezik,

hogy
. . 1 ,
g Cx > = 1lim &« b4 = lim & ¢ x > = O ,
Am
s (O 2 x—3D

ami viszont kozvetleniil mutat ja # linearitassat a V'
kornyezeten.

A » linearitdsa azt jelenti, hogy =« (‘71#) lokalisan egy
r-dimenzidés altere R -nek az © koril. Ezért ¢ o & = n o Y

gy lokalis leképezése a V' térnek az R

ter » (V)
lineAris alterdre. Mas szavakkal: a lokidlis r-paraméteres

C% ;48 > részloop lokalisan az R"” tér egy r-dimenzids



I7T.2. A rész=loopok alakja K-koordindta-rendszerben

=ik javal egyvezik meg.

Vizsegaljuk meg wvégil a lokalis £ IR’-", = loopot a

[¢> o (U) ;¢ ] koordinsta-rendszerben. Azt l&tjuk, hogy

o ; 5 i . n "
ez a loop lokalisan egy r—dimenzids sik az R térben az O-n

keresztiil. Ekkor ennek a  siknak gy =szokasos linearis

paraméterezdse dppen egy kanonikus koordinata-rendszer. o

2.2.4. Megijegyzés: A fenti +tétel kimondasakor a feltételt
vald jgdban ki kellene egédésziteni a kivetkezdvel: ha a«
loopnak egvudltaldn letezik reéssloopja. Latni fog juk
ugyanis a kvetkezd fejezaetben, hogy vannak olvan

Ioopok, amelveknek egvaltalan nincsenek részioopiai. o

E=z a teétel alkalmass a rémzlicopok Igtezésdnek

vizsgalatara, Ha el akarjuk  donteni, hogv egy adott altér

iranvaban létezik-e rémzloop, elegendd egy
K-koordinata-rendszerbeli altérrol megallapitani, hogy

részloop-e vagy sem.

2.2.5. Kovetkezmény: Egy loopnak egy adott altér irdnyaban

cmak akkor iétezik lokAlis részloop ja, ha valamely
K-koordinata-rendszeaerben a megteleld alt.ér lokdlis
loop. o

A IV, FEJEZETBEN a fenti kdvetelményt az egyparaméteres

részloopok specidlis esetére fogjuk alkalmazni.

3.2.6. Kovetkezmény: Egv loopnak egy adott irdnyban akkor

Iétezik egvparaméteres részloop ja, ha kanonikus
koordindta-rendszerben a megieleld iranyd egyvenes

lokalisan egvparamgteres loop. o

-3



IV. FEJEZET

RESZLOOPOKKAL RENDELKEZG LOOPOK ES RESZLOOPOK
NELKULI LOOPOK

A lokdlis loopok elméletében kildnosen nagy jelentdsége
van azoknak a loopoknak, amelyek rendelkeznek egyparaméteres
részloopokkal.

M.A. AKIVISZ egy érdekes példat adott olyan
kvdazicsoportokra [31, amelyek dgynevezett loop~izotdp jainak
ldtezik minden altér irdnyvaban részloopija (5l

Az 1987-ben Szegeden megtartott szdvetgeometriai

konferencian KHHOFMANN vetette fel olvan loop megadasanak

problémsjat, amelynek valamely irdnyban nem létezik
egyparaméteres részloop ja. Mik&zben A dolgozat eddigi
fejezeteiben leixt eredmények felhasznalasdval megoldast

keresiink erre a problédmara, lényegében a kivetkezd kérdést

tesszitk vizsgdlat targyava: dz egvparaméteres részloook
ldtezase  ditaldnosan Jellem=d tula jilonsdga—e a lokdlis
loopoknak®

Tovabbi vizsgalataink konkrét célja a kidvetkezdkben

foglalhatd Ossze. Eegy formuldval egyszerden megadhatd
loop-osztalyt derinidlunk, amely médositott valtozataival
egyiitt kdnnyen vizsgalhatd a részloopok létezdésének
Szémpontjébél.

Kissé részletesebben e fejezet célkitlzésel az
alabbiak:

1. Megadunk egy olyan loop-osztalyt 4.1.3.

Dei‘inicié)‘, amelynek minden altér iranyaban
létezik részloop ja. ‘Ezen loop-ozztaly esetén
megvizsgal juk az asszociativitas feltételét,
vagyvis azt, hogyv az osztaly loop jai milyen

feltétel mellett lesznek csoportok 4.2.1. Tételd.

2. Az eldz8 osztldlvban (analitikusd példékat

-_J
ol



IV. Bewvezetes

keresink egyrészt olyan elasztikus loopokra,

amelyek nem csoportok; masrészt . tovabbi példakat

olvan elasztikus loopokra, amelyeknek az
egyparaméteres részloop jai nem ezyparaméteres
részcsoportok. Iy el fogjuk tudni hatarolni

egymastdsl az analitikus elasztikus  loopokat & a
Jobb alternativ loopokat (4.2.6. Megjegyzés)d.
3. Megmutat juk, hogy bizonyos feltételek

mellett a fenti loop-osztdly izomorf a 4.0.2.

Pé&ldabeli loopok o=sztalydval (4.3.2. Tétel éx
4.3.4.Tételd.

3 Olyan loop-osztdlvt keresink 4.4.3.
Definicid), amely loop jainak csak egyetlen

irdanyban létezik részloopja (4.4.4. Tételd.
4. CVégiil peldst (4.4.5. Definicidd adunk

egyparaméteres részloopok nélkiili loopra.

E fejezet minden eredménve lényvegdében a 221, Tételen
{vagyis a kanonikus koordindta-rendszerek létezésénd. és  a
225 Kovetkezményen {(a rdszloopok K-koordindta-rendszer-
beli visélkediésénd alapszik.

A felsorolt eredményvekbdsl jdél léthatél, hogy a dolgozat.
bevezetésében felvetett elsd vizsgdlati iranvt nem lehet
kidwvetni: K-koordindta-rendszert nem lehet egyparaméteres

rézzloopokon keresztill bevezetni.

Az MA. AKIVISZ Altal adott fent emlitett példa volt a
kiinduldpont ja azocknak a vizsgadlatoknak, amelyek a felsorolt
eredményekhez elvezettek., Ezért roviden ittt ismertet jik ezt
a konstrukcidt. A 3. szakaszban latni fogjuk, hogy az
dltalunk adott loop-osztdlynak &s «a most ismertetendd
preladabelt kudzicsoport-os=tdlyvnak van _egy koz2ds

loop-alosz=tdlya.

4.0.1. Példa: Tekint=siink a=z e+ -dimenzids .‘f’Hi projektiv

térben hidrom ASltaldanos  helyzetd sima  hiperfeliiletet,



IV. Bevezetds

legyenek ezek U, V &= W. Legven tovabba lo egy olyan
egyvenes, amely ezeket a felileteket rendre az E, F éz 4@
rontban met=zi <4.1. Abrad. Ekkor minden olyan i
egvenes, amely az U illetve V felilleten levs, az E és F
pont. kellSen kicsiny kdrnyezetdéhez tartozd K illetve L
pontokon megy 3t, metszeni fogja a W feliletet egy a G
pont alkalmasan valasztott kis kornyezetéhez tartozd M

pontban. Az ilven mddon megadott
AU x V —s W ; (K ,L > +—M

leképezés nyilvanvaldan differencidalhatdé és
invertalhatds, S ezért lokdlis differencisdlhatsé

kvazicsoportot hataroz meg. o

Mivel dolgozatunkban loopokkal foglalkozunk, viz=zgal juk
meg, hogy a fenti <<harombazisdd kvazicsoporthoz  hogyan
taldlhatunk egybazisd, vagyis egyetlen fellileten értelmezett

kvizicsoportot, illetve loopot.

4.0.2. Példa: Eleve loopot fogunk definidlni, mégpedig az U
fellileten, =8t az egyvsdégelemet iz elfre rogzithet jik az
E pontnak. Meg kell adnunk az U felillet E pontjdanak
valamely alkalmas kornvezetébe tartozd tetszdlegezs A &z
B pontjain elvégzett =szorzds eredményét. A BF egvenes
&z &3 a W hiperfelilet metszéspont ja legyen Bw , Aaz EBV
egyvenes & a V  hiperfelilet metszéspontja pedig BV
4.1, Sbrad Az ABV egvenes messe W-t a CV pontban.
‘,’égﬁl a CVF egyenes &3 az U hiperfeliillet metszéspont ja

C. A szorzasmivelet ekkor:

R  UxU—U; <CA,B)> —s
A megadott eljarasbsl jsl kovethetd, hogy a
szorzdas valdban invertdlhatd é&s  egységeleme E. © Ha
tekint jik még az AF egyvenesnek a W felilettel vald A
W

metszéspont jit, akkor éxzzrevehet jlk, hogy a fenti
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IV. Bevezetds

megfeleltetdseket végezve, 2 %/ hiperfeliileten is
indukalddik egy loop-szorzas a G egységelemmel.
Szemléletesen a kdvetkezst is mondhat juk: a W feliileten
a loopot. dgyv kapjuk, hogy az L § h* > loopot a ¥V

felillet F egysdgpontjsbdl a W feliletre vetitjik. Az

indukalt loop-szorzdas ekkor:

B W a W — Wi LA ,B D s & .

W W W W
Hasonldan, egy loopot kaphatunk a V feliileten is a
U, h*> loopnak a W reliilet egységpontjsbsl a V

feliletre vetitésdvel o

0

Loauannenpaangg ORI

e

e



IV. Pevezetes

4.0.3. Megjegyzések: 1. A fenti példdk konstrukcidjgbdl jél

lathatd, hogy a definiilt kvazicsoport illetve loop
lokadlis. Ugyanis a metszdspontok egyvértelmisdégét csak
lokalisan kovetelhet jlik meg. A mivelet tehat ilyen
médon nem terjeszthetd ki a teljes feliiletre.

2. Az is konnyen adddik, hogy az EFG
egysdgtengelyt tartalmazd barmely r-dimenzids sik a
loopbdl r-paraméteres részloopot metsz ki, Valdban, a
loop-szorziast meghatarozd egvenesek &s pontok mind az

adott s=ikban lesznek. o



IV.1. Loopok minden iranyban létezdé részloopokkal

Célunk egv olyan loop-osztaly felirdsa, amely

loopjainak minden irdnyban léteznek a részloopjai.
4.1.1. Definicid: Egy lokdlis szorzast
F:Rnx[ﬁ’ﬁ—ﬁﬂ{‘n;v.\(v-———)U

Cahol V, U a © megfeleld kdrnyvezeteid (a,3d-szorzdsnak

nevezink, ha minden x,y = V e=zetén az
F Ox , vy 2=x+y + ayd x + (x> y 4.1>

egyvenlésdgral van definidlva, ahol

-k . . .
valds € osztdlyd flggvények., o
Ezutin azt fogjuk igazolni, hogy az igy definialt

lokalis szorzas loopot hataroz mesg.

4.1.2. Allitas: Egy Ca,D-szorzds egy lokdlis loop-szorza

s
az RrR" tér origd janak egy A\ kornyezetében. A
g£07

loop-szorzids egysdgeleme az © origd. o

4.1.3. Definicié: Egy lokalis Ck osztdalyd <R F D
loopot az (g,3d-szorzdsmivelettel < R” 3 oLf3 D-loopnak

nevezink. o
Bizonyitas: Belat juk, hogy a 2.1.1. Definicid egyes

pont jaiban kirdtt rfeltételek rendre teljesiilnek.

ad Mivel o &s (3 is definidalva wvan [Rr'—en, F {Ox ,vy >
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IV.x. Loopok minden irdnyban lé&tezd részloopokkal

jél definidlt -a V kornyvezet tetszdSleges megfeleld valasztasa
mellett.. A szorzias balrdl é&és  jobbrdl lokslisan megoldhatd,

mert amint arrdl rovid szdmolassal meggy8zddhetink,
DlFC<D,(D)=I, DZF((D,,<D)=I,

ahol D1 =9 D2 az R'-beli elss illetve masodik valtozd
szerinti parcislis derivilast Jelsli &= I az identikus
leképezés az R” térben.

b> Az O origd a szorzdsmivelet egysdégeleme, hiszen

tele je=siil, hogy
F Cx , )= x + O + DD + (3(x> & = x ,

€3 hasonldan:

Xk . . < . . k
<2 A loop-szorzas ¢ osztaAlyd, mivel a éz 2 szintén C

s - - ™
oszt.alyd leképezdsek R -ben. o

Ezutian kovetkezhet annak megmutatasa, hogy ezek a

loopeok minden iranvban rendelkeznek részloopokkal.

4.1.4. Tétel [101: Az R tér bArmely & linedris alterére az

F-fel jeldlt J(a,d-szorzsass F megszoritdsa az &
K72 a4

altérre lokdlis loop-szorzas az  altér (DA origd janak

valamely kdrnyezetében. o

4.1.5. Definicid: Az C & 3 F O részloopot C s 5 oLf O-

loopnak nevezziik. o

Bizonyitas: Ha & = O vagy & = R” trividlis altér, akkor

a tétel allitasa nyilvanvaldan teljesil. Legven & egy az
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IV.r. Loopok minden irdnvwban léltezd részloopokkal

eldz8ekt 8l killonbdzé altere az R térnek. Ekkor tetszdleges

x , ¥y & & pontokra a
z =F {(x , vy ODO=1011+ cdyd> I x+[1+ 3x>1y
pont nvilvanvaldan ismét az & altérhez fog tartozni.

Hasonldan, ha X , Z dlletve y ,2Z D> az # altér

elemei, akkor vy dletve x0 =szintén az «hoz tartozik. A

fentiekbsl pedig az kovetkezik, hogy az F SZOYZASs
megszoritisa az sEox szorzathalmazra lokalis

differencidlhatd részloopja az ( R"

;3 F > loopnak. o

Kiilon is hangsuilyozzuk a fenti eredmény két elemét.

4.1.6. Kbvetkezmény: Az < R 3 oLf3 D loop az R” tér minden

r—dimenzid=s alterdnek iranyaban rendelkezik
r-paraméteres részlooppal. Specialis esetként az
- " . . - .

CR ;oL oD loopnak minden iranvban létezik

egyparaméteres rdészloopja. o
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IV.2. Algebrai azonossagoknak eleget tevd

< R" o, > -loopok

Az algebrai azonossagoknak eleget tevd ( R"” 3 oL O
loopok tanulmanyozisat a legtermészetesebbnek tekinthetd
kérdéssel kezd jiik. Az Cegyparamdgteres) részloopokkal
rendelkezés tulajdonsdga nem valamilyven Rillondsen erds
atlsebrat azonossdg - esetleg az asszociativitds -
Rovetkezménye—ef

Az asszociativitas megvizsgAlldsa utan foglalkozunk
néhdny egyszerd, a kvazicsoportok elméletében iz szerepet

jatszd azonossdgnak eleget tevd ( R"” 3 oLf? D-looppal.

Kezdjik tehst vizsgslatainkat az < R o3 d>-loopok
asszociativitasi kritériumaval. Az n =1 egetben d&rvényes
Aczél Jdanos mar emlitett tetszdleges loopra igazd eredménye
{11, amely szerint sziksdéges &s elegendd feltétel a loop

erds hatvanyasszociativitasa.

4.2.1. Tétel [101: Legyen F egy {(o,f/D-szorzds, amely az O
korili valamely VR ktrnyezetben van definidlva.
Ekkor az ¢ R” 3 oL D>-loop <Cn =2 25 csoport akkor és

csak akkor, ha >
o (F Ox,y > ] =a0d+ alyd + aGooalyd

barmely x , ¥y € V pontokra, valamint i az a - R

fuggvény linedris. o

Bizonyitas: A bizonyitias viszonylag hosszabb levezetdst és

t.obbféle megfontolast igényel, ezért szakaszokra bont juk.

1. ElSs=zdr megmutat juk, hogy az < R" 3 o,f2 d>—loop
csoport akkor é&s csak akkor, ha x ,yeV pontokra

t.e]l jesiilnek a kdvetkezd feltételek:



TV . =. (ﬂ?n_;a,{3>—loopok algebrai azonossdgoRkkal

o (FOx,yD )} = @GO + adyd> + aGoelyd , (4.2a>

g (F Cx,yd>) [Cx> + Cyd> + BOOByD . <4.2b>

Ezt a kovetkez8képpen lathatjuk be. Egy loop egységelemes

kvazicsoport lévén akkor és csak akkor csoport, ha
asszociativ, vagyis felirhatd a kibvetkezd AZONOSSAZ!

F(F(x,y),z)=F(_x, F(y,z)).

A (41> Kkifejezés beirdsa utan azt kapjuk, hogy ez az

azonossdg ekvivalens a kdvetkezdvel:

[o&(F(y,z))- (a(y‘)+a(z)+a(y')a(z))]x=

= [,f:? (F Cx .y D> ) - (800 + Blyd + BOORY) )i ] z

minden ¥,y ,Zz < V¥ pontra. Konnyen lathatd, hogy ez az
azonossag viszont valdban ekvivalens (4.2ad-val =%
(4.2bd-vel. Valdban, ha rogzitink egy x é&rtéket, akkor x
egyviitthatdja a bal oldalon sziikségkdppen 0-val egyenld
minden y-ra &z x-szel nem aranyos =z-re. Ha pedig ezutdn egy
x-szZel nem aranyvos -t tekint.ink, akkor a bal
oldali egylitthatd az elSbb kizart z-kre és
tetsz8leges y-ra iz 0 lesz. Ugyanezeket a meggondolasokat
elvégezhet jiikk a jobb oldali egyltthatdra iz, Megforditva, a
42ad és a (4.2bd> azonossdgok teljesiilédséb8l kdbvetkezik az

asszociativitist kife jez8 el8bbi azonossdg &rvényessdge.
2. Konnyven lathatd, hogy az

o (F Ouy> ) = o (F Gy, )

[0
i
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e (_ F (x,y> ) =R ( F Cy,x> ]

egyenldségek fenndllnak minden x ,yeV pontra,
amennyiben < R" 3 OLf3 D csoport. Ez egyszerd kbvetkezménye
annak, hogy a @2ad és a 4.2b> azonossagok jobb oldalain
All8 kife jezések szimmetrikusak az y és =z, illetve az x és vy
vatozdkban.

Vegyildk é&szre, hogy a feltétel szikséges részének

pont jat is igazoltuk.

3. Belatjuk a =szikséges feltétel masodik, 1id részét:

. ™
megmutat juk, hogy ha CR” ;oD csoport, akkor az
o - 2 figgvény linearis.
Tekint=zilk az a - 2 fuggvényt az X linedaris [figgvény

gz az £ "'maraddk” flggvény osszegének:

Cat = 33 x> = XN{xD> + olxd ,

?

vagy az dtrendezds utani alakban ugyanezt a felbontast:

alxd> = [IxD + A{xd + pdxd , 4.3
ahol
o (xD
lim —_ = 0. <4.4>
x—> O || x |

A masodik pont szerint feltehetjik, hogy tetszdleges harom
pontra V-ben, idigy az xy &és x (> V-beli pontokra is

teljesiilnek az alabbi egyenl8ségek:

o ( F OGoyd ] o= aoo + adyd + abGoady)d, 4.2a’>
£ F OLyd ) = OO + (Xyd + SOOAY). C4.2b%>
Kife jthetjiik az o [ F O¢yd ) -t., aminek sorsn eldszdr a
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IV.2. (R™;0uD-loopok algebrai azonossdgokkal
<4.2b> osszefllggést alkalmazzuk, ezt kovet8en a <4.1>
definiflsd egyenldséget, majd rendre a X linearitdsat &s a
(4.3> formuldt hdromszor. Ilyen lépésekben a levezetés:
a(Fix,y>) = B(FOGYd) + X (FOxayd) + p(FOoyd) =
= ROOFRCYIHBOBCY D+ (ch,y>)+p (Fix,yd) =
. = RCO+RCY dHRO By D+ (x+y+o¢(y)x+,«’:‘<x)y)+p (FOayd) =
=3Oy DHBCOCy DA (x >+>\<y>+a<§>>\<x DHROGONCY d+p (FOx,y >) =
= a(x)~p(x)+o&(y)—p(yﬁ)+,f:?(x)[,(RCx)-¥>L(y)]+a(y>>\Cx)+p(F‘(x,y)) =
=alxO+aly D+A0OOaly D= 30O ply I~ plx O~ pCy d+ay SN GO+ (Fix,y d ) =

= alxO+ay d+aly IAOOMNOI- OO oy d- oD~ oy X+ (F(x,y)) =

o D+aly dtalx Doy d—aly dolx - 3OO oy d- pxd~-ply d+p (F(x,y )) =
= a( F‘Cx,y)) + [p(F(x,y))—ot(y)p(x)—,f?(x)p(y)—p(x)—p(y)]

Igy minden x,y € V pontra igaz, hogy
p( FO,yd) = alydplxd + 30OpCyd + oOO+eCyd . 45>

A A linearitdssnak bizonyitdsshoz azt mutat juk meg, hogy a p
fliggvény szintén linedris. Ehhez eldSszdr azt kell latnunk,
hogy ha a=z x, € V pont kidzel van az O origdhoz, akkor

létezik olyan X, ¥V pont, amelyre

F(x ,x >=1[alx)+ x>+ 21 x = x
1 1 1 1

1 (8]

Valdban, tudjuk, hogy bevezethets8k kanonikus koordinatak egy

nyilt Vv kornyezeten, az x & v pont koordindtait ;L(x)
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dd=1,...,nd Jjeloli. Ekkor ebben a K-koordinata-rendszerben
van olyan x’ & v s pont amelynek koordinatdi ;;i(x). Ezt az
ezyszerd 4dllitdst mar megmutattuk a 3.2.3. Té;el bizonyitiasa
SOPAN . Ezért az x? pontra t.el jesiil, hogy
F Cx , x* ) = x

Ehhez a fenti x, ponthoz i=s tudunk talalni egy

x = VY pontot, amely hasonld feltételnek tesz eleget:

x =F {x ,x >=0 D+ XWx>+21x =o0ox ,
2 2 2 2" 2
= ezt az eljarast folytatva, teljes indukciéval

kimutathatdan megkaphat juk V-beli pontoknak egy olyan

o
{ x } sorozatit, amelyekre igaz, hogy:
ial
N1

x =F (x , x >=10ox 2>+ x>+ 2] x =ox.
n-—-1 Lol e ™ s} &) LT

Vegyuk é&szre, hogy az X pontnak az ©O-hoz kellSen kozeli

valasztdsakor o D> 3 - Ez viszont minden x "ra teljesiil, ha
1ol

v alkalmasan van megvialasztva. A fenti kife jezds

alkalmazdsaval x, a kovetkez&képpen fejezhetd ki:

X |OX =mO O X = ... =00 .0 X ={I’Ifw o‘]x s 4.6>
o 1 4 1 2 2 1 2 n " v=4 . &)
minden kezdd X, E V pontra éz n = 1,2,.. esetén Az X =Yy
helyettesitést alkalmazva a 4.4) Osszeflggésben, adddik a

kdvetkezsd
p(FCx,x)) = ,o([a(x)+,f?(x>+2]x) = X Op(XIHACHDIECHOF2 %D
Osszeflggés, amelybdl atalakitads utdn kap juk, hogy
p [ [aGO+BOGO+2Y x ) = ( ¢OGOHROGO+2 ] pGO.

Alkalmazzuk ezt az Odsszefiiggést a korabban definialt

x (i=1.2,. > pontsorozatra Akkor felirhat juk, hogwv:
1

%0
~
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p( o % ) = c/_\p(x_L) ,

&= ebbdl kovetkezden:
e [ (Me ) % ) = (e ) e

tetszés szerinti X kezd8 &rtékre. Ha behelvettesit jik az X
(4.6>-beli kife jezésdt a (4.4> formuliba, akkor a 4.7>

figyvelembe vételével azt kapjuk, hogy:

™
o (x D o Cx D p[(ﬂi=1at)xn]
o . o) .
————e = lim ————— I lim =
™
i X I n — o | X I n - I'I,L=1O‘,L ”xr' i
o (x O o (x D
= lim “I = 1im I = o,
" o—3 0 ” ¥4 u x — O H x u
N n T

mivel az

“xi +1 ” 1 2

= < =

(g =2

1. || et
1
egvenlStlenségbdl egyenesen kivetkezik, hogy Lim | || = 0.
n —% W "

[DVA=3  # p(xo) = 0 tetszdleges x & v pont. esetén. Ami

vigzont a p definicidja szerint pontosan azt jelenti, hogy
a - 7 lineAris.

4. Bebizonyit juk a tételbeli feltétel elegenddségét..
Tegyik fel ezért, hogy a A= o - fliggvény linedris, é€s

aZ

d(F(y,z)) = alyd + adzd + okydalzd

38
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feltétel teljes=siil minden y .,z €V pontpar esetén.
Specidlisan az x ,y eV valtozdkra az o fuggvény
o+ D-val helyettesitése utan a fenti egyenl8aés bal

oldala:

o (Fix,y2) =

il

A (FOGYd) + 3(FOGyd) =

i

XY+ ACyd + alydINO + BOOAyDd + [3(F(x,y)) =

[K(x)+>\(y)+>\(y))\(x)+,-'?(y)>\(x)+,f:?(x)?\(y>] + [fB(F(x,y))].

A jobb oldal pedig ekkor a kdvetkez8d alakot olti:

olxd + alyd + alxdalyd =

= [)x(x>+>\(y)+>\Cx).7\(y)+.)\(x),(§(y)+,6‘(x)>\(y) ] +

+ [,f:‘-(x DY IHR(x Oy )] .

Ezzel azt kaptuk, hogy a <{4.2ad feltételbsdl é&s A= oo 3
linearitissgbdsl

I8 (F {x ,y>) =3O+ DHROO YD

kovetkezik barmely x , vy &V esetdn. Ez utdbbi viszont
dppen a 4.2b> azonossAg. A bizonyitfsunk 1. pontja szerint
viszont (4.2a0 és 4.2b>-bsl egylutt mar kovetkezik

az, hogy a vizsgalt loop csoport. o
4.2.2. Megjegyzések: 1. A fenti eredményeknek megfelelden
egy ( R"” 3 oL D-loop nem csoport, ha a - 3 nem

linearis (n = 2 ). Példiul ha a 3 figgvény azonosan 0
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és az o fliggvény nem linedris. Ezért a d4.1> Altalsban
nemtrividlis loopot definiAl.
2. A 416 Kovetkezmény szerint az ( i3 3 oL D
loop & oL r-paraméteres részloop jai minden
, & = R altér esetén l1&teznek. Mivel a 4.1.4. Tétel
érvényes ezekre a (részdloopokra is, azt kapjuk, hogy
az < R 3 oLf3 D loop r-paraméteres C» =2 2O
ré=szloop jai sem r—paraméteres részcsoportokR, ha o - 3
nem linearis. o
Az eddigiekben megkerestiik az < R" 3 oL’ d-loopok
csoportokbol dlic alosztdlydt. Ezutin néhany tovabbi  olyan
alosztdlvt jellemziink, amelyeket hasonldan egyszerd algebrai
azonossdggal adhatunk meg. El8zzdr tekintsiik a definicidkat.
(A loopok =zorzaAsmiveleteit eleve F-fel jeloljiikk, minthogy
ezeket a loopokat izs csak egy meghatsarozott sokasdgon, az R"

téren fogjuk vizsgalni.d

4.2.3. Definicidé: Egy loopot bal inverz tulajdonsdgd loopnak

(Gobb dnversz tulajdonsdesd loopnak)d) neveziink, ha barmely

x = V emetén létezik egy olyan x, € VvV elem ( ;P = V

elem > , amelyre minden y € V esetén teljesil az

F( x5 Fix,y3) = y [ F( Fly,x, x_ ) = y], <4.8>
azonossag. Specidlisan y = O esetén érvényes, hogy
F(xl,x)=® [F(x,xr)=®]. 4.9

Az F loopot. bal alternativ loopnak (Jobb
alternativ loopnakd nevezziik, ha minden x, y € V -re

grvénves a kidvetkezd azonossag:

F( F(x,xD, y ) = F( X, F(x,y)). <410

20



IV.=. (ﬂ?n;a,,f?)—loopok algebrai azonossdgokkal

[ F( Y, F‘(x,x)) = F( F‘(y,.x), x ) ]

Egy loopot elasztikus tulajdonsdgunak neveziink, ha

minden x , y & V esetén teljesil az alsbbi egyenlifség:

F( x, F(y,x)) = F( Fix,y>, x ) D <4.11D
e

A tovdbbiakban bemutatunk néhany eredményt a fenti
azpnossagokkal definiilt < R” 5 oLf? D-loopokra vonatkozdan.
Négy szilkséges é&s elegend8 feltételt fogunk taldlni arra,
hogy egy ilven loop csoport legyen. Tovabba igazolunk egy
Sllitast, amely az elasztikus loop-alosztaly elhataroclasat

teszi lehetdvé.

™

4.2.4. Tétel [10]: Egy C R ;o3 dloop Cn z 29 csoport
akkor &z csak akkor, ha

a> rendelkezik a bal inverz tulajdonsaggal (a jobb
inverz tulajdonsfggald, ¢ o - 2 linearis.

bd rendelkezik a hal alternativitas tulaj-

donssagdval (a jobb alternativitsfs tulajdonsdgavald, és

o - 7 linearis. D

4.2.5. Tétel [101: Létezik az < R” ; o,z >-loopoknak
Cn =1 elagztikus loopokbdl 4Allé olyan alomztdlya,

amely nem tartalmaz csoportot. o

Bizonyitas (4.2.4. Tételd: ad A tetel elsd részdének
igazoldsa céljabsdl irjuk be a (4.1 kife jezést a (4.8>
és a 4.9 azonossagba. Ekkor az alAbbi  dsszefliggésekhez

Jutunk:



IV.=. ([Rr';a_,,f.?)-—loopok algebrai azonossdgokkal

[1-*-04 (x+y+o¢(y)x+,r’:?(x)y)] ;l. + [1+c4(y>+,f:?(;(—l)+a(y)(:‘-(;L)] *x +

<4.8%>
+ [ {3(x)+,f33(;t)+f3(x),f§(;1)] y = O ,
illetve
[ 1+oa(x)] QL + [ 1+[3(;l)] x = O <4.97>
barmely X, Yy &= x e V-re. Kivonva 4.9°>-t a 4.8°>-bdsl,

1
adddik az alabbi egyenléség:

[ o((x+y'+a('y)x+,f§Cx>y)—a(x)] ;L + a(y)[ 1+,fs‘('>_(L)] x +

+[ ﬁ(x)+,f3(;L)+,G(x),@(;L)] y = ©

minden x, y &= ;(—LE V esetén. Ha a bal oldali mdsodik tagot
<4.9°> segitsdgével kiklisz8bsl jiik, akkor ezyenletiink az

alabbira mdédosul:

[ a(x-'-y+a(y)x+,f?(x)y)~a(x)-a(y)—a(x)a(y)] ;L +

+[ ,r.%cx>+,r3c§L>+,r3<xm&L)] y = O
minden X, y és ;Le V esetén. Vegyik észre, hogy az ;L = O
akkor &s csak akkor teljesil, ha x = © . Valdban, ez a {4.9>

kbzvetlen kdvetkezménye. Igy a 48> azonossdg akkor é&s csak
akkor teljesill egy ( R" 5 oLf3 D-loopra, ha a kivetkezd két

azonossag is teljesil:
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o x+y+o&(y)x+,@(x)y) = alO+olydtalxdalyd 4.10ad
0 = ,GCx)-*,G‘(;L)ﬁ?(x),G()_(L) <4.10b>
minden x, y € V esetédn. Mivel a - R feltevés =szerint

linearis, tovabba a (4.10ad feltdétel ugyanaz, mint a 4.2ad

feltétel, ez a loop czmoport. Tekintettel arra, hogy egy

<

csoport viszont mindig rendelkezik a bal inver=z
tulajdonsaggal & a 4.2.1. Tétel szerint egy
< R” 3 oL d-loopra o - linearis, a feltétel sziksdpes

voltst is belattuk a bal inverz tulajdonssdgd loopokra.
Vegyiik észre, hogy a <4.10b> =3 a {4.9°>

egvenl8ségekbsl x, kife jezhetd8 a kdvetkezd formaban:

1

X = X

1

[ 1+axD ] [ 1+3(xD ]

A  jobb inver=z tulajdonsagd (< rR" 3 oLf? D-loopokra a

bizonvitdst a fentihez hasonld mddon teljesen elvégezhet jik.
E  helyett azonban egy mdsik kindlkozdé utat kivetink, az
ilyen loopok egy tovabbi tulajdonsagsnak bemutatassara.

Eszrevehet jik, hogy a bal inverz tulajdonsdgbdl és az

o = 3 linearitdassbsl kdvetkezik az, hogy F csoportot
detinidl. Ebbsl pedig kovetkezik, hogy ez a

< R" 3 oLf3 d-loop jobb inverz tulajdonsAgd.  Meg jegyvezhet jik
meg azt is, hogy ebben az esetben egy elem bal inver és jobb

inverz eleme megegyezik.
b> A {41405 oOszefiiggést az (41> alapjdn kifejtve azt

kapjuk, hogy a 410> azonossag ekvivalens a kovetkezgd

kettdvel:
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a x+y+oa(y)x+,f:?(x)y) = axd+ayd+talxdaly)d <4.11ad

e (2x+a('x)x+,f3‘(x)x) = 2030 HFRCRIxD (4.11b>

Azonnal lathat juk, hogy <d11ad> és a (4.2ad azonossagok

ekvivalensek. Ezért az o - R linearitasAgbdl & a  bal
alternativ tulajdonsdgbdsl kdvetkezik az, hogy ez a
< R” 3 oL >-loop csoport. A megforditis nyilvanvald,

tovabba a jobb alternativ tula jdonssAga < R"” ;3 oLf? d-loop
esete ugyanilven maddon vizsgilhatd. Ezzel a b> rész

bizonyitasat elvégeztidk. o
Bizonyitas <(4.2.5. Tételd: A 41D definidld egyenlsédégnek a
(4.11> azonossdgba helyettesitésdval azt kapjuk, hogy

alxd + alyd + alxdalyd - oe(x+y+ct(x)y+{:‘-(y)xj =

= (A(xD) + 3yd> + GOy - ,fi‘(x+y+a(y)x+,f?(x)y)

teljesiil minden x, vy € V pont e=setén A kérdés az, hogy
milyen feltételeknek kell ilyen esetben teljesilni az o és 3
figgvdényekre. Vilagos=, hogv ha o= 7, akkor ez az

egyenl8sdg azonosan teljesul minden x, y € V-re. Vagyis az

o= A teljesilése esetdn az < R” 3 oLf3 O-loop elasztikus
lesz.

Legvenek most specidlisan az a = f3 fluggvények
linearisak. Tételezziik fel tovabb3a, hogy az
¢ RV 3 oLf? D-loop esoport, és n z 2

Ekkor a {4.2ad> azonossdag teljesiil, és elvégezhetjik az

alabbi levezetést:
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o ( F C(x,y2 ) = A+ ydI+alxOalyd

o (xFy+alydx+alxdy) = alo+alyd+alxdalyd

aOO+aly Doy 2alO+a(xOaly D

OGOy Dol xdaly D
alxdayd = 0O

igaz lesz minden X y & V-re. Ez azonban azt jelenti, hogy
o = [ = 0. Iey az =1 Z0 linearis fliggvényekre az

< R 3 oLt D loop elasztikus, de nem csoport.

Egy masik (kevésbeé nyilvanvaldd példa egy olyan
¢ R”; oLa d>-loop <n=1>, ahol alx> kvadratikus flggvény,

p&ldsul oc('x)=”x”2. Kdnnyen belathatd, hogy ebben az esetben

az egyparaméteres részloopok nem egyparaméteres
részosoportok. Valdban, tetszdleges =, t ,uelR és

x « R esetén teljesil, hogy

F( Flsx,tx> , ux ) - F( sx , Fdtx,ux> ) =
= set eunn ”x"4 { [3t.+25+2u)(s—u) +
+ ”x”zt ( tesP-uHr+2tics?-uH+ 2 s-w ) } x .

Igy ezek a rézzloopok d(minden x-re az x irdnydba esd
részloop)> nem részcsoportok, mivel a bal oldali vektorok
kiilonbsgge sosem 0, amikor 0 < u < = < t . Kbivetkezésképpen

ezek a specidlis ( R" ;3 o, D-loopok nem csoportok. o

4.2.6. Meg jegyzés: L.V.SZABINYIN és P.O.MIHE JEV bebizo-
nyitottak [161, hogy az analitikus jobb alternativ

tulajdonssdgegal rendelkezd loopok erdsen
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IV.2. ([Rn;oe,{i)—loopok algebrat azonossdgokkal
hatvanyasszociativok (vagyis F‘Cx"',xh) = x"" minden
x &€ F és m valamint n egész szam esetén). Konnyen
rdamutathatunk azonban arra, hogy analitikus elasztikus
loopokra e= az= dilitds mdr- nem igaz. Elgg azt
figyvelembe venniink, hogy az erdsen hatvanyasszociativ
loopok minden iranyban rendelkeznek egyparaméteres
részcsoporttal ddid4sd E.NKUZMIN (1115, mig az dltalunk
az el8zdekben mutatott példaban szerepld elasztikus
¢ R, a, a d>loop ( alsed= "x“2 ) egyparaméteres
részloopjai nem egyparaméteres részcesoportok. S ezért
ezek a loopok nem lehetnhek erdsen hatvanyasszociativok.
Ezzel a jobb alternativ és az elasztikus lopok kozotti

elhatarolasra is adtunk egy példat. o

26



IV.3. Az ¢ R" ; 0,7 >-loopok geometriai jelentése

Ebben a szakaszban azt mutat juk meg, hogy az

< R" 3 oLf3 d-loopoknak az a és 3 megfeleld vAlasztasa

esetén konkrét geometriai jelentése wvan. Nevezetesen azt
bizonyit juk, hogy egy ( R” ; 0,3 >-loop izomorf egy olyan
looppal, amelyet a 4.0.2. Példdban adtunk meg; feltéve, hogy
a feliileteket alkalmasan valasztottuk meg.

4.2.1. Példa: Tekintsik az n+D-dimenzidés ﬂh“ affin

-,

teret. Legyen tovabba F  egy Gk osztalya < k = 2 O

hiperfeliilet &s P egy r-dimenzids hipersik ebben az

affin térben. Legyen O az ¥  feliiletnek olyan pont ja,

Ti+1

amely nem tartozik P-hez. Vegyik most az & affin
tdrnek egy olyan U kdrnyezetét, hogy O e U,

UnPzd UYUnFzx0, de PnrFrnU=0  Definidlunk
egy-egy lokdlis szorzast az F MU &€s P n U feliilet-

darabokon egvide jdleg, a kdvetkezd mddon (4.2.8brad.

Tekint=siink egy Oie P U pontot. Legvenek az A
=3 B tetszdleges olyan pontok, amelyekre
A,Be >V C=sU; 0,01 = V > . Vegylk azt a BB1

egyenast, amely parhuzamos az OOi egyenessel, és B1e P.
dtt feltettilk a V kdrnyezetrdl azt, hogy B e & NV
esetén a 815 P NV tartalmazds is teljesiild Ezutan
tekintsik azt az ACi egyvenest, amely parhuzamos az 081
egyenessel, &z Cie P, Végil legven a CC1 egy olyan, az
OO'1 egyenessel pdrhuzamos egvenes, amelyre C e P, (Jtt

azt tettik fel, hogy C1_,C s U teljesil)

4.3.2. Definicid: A 4.3.1. P&lda  jeldléseivel legyen az >
"hiperfeliileten illetve a P hipersikon az { illetve az

£ szorzdasmivelet a kdvetkez8 mddon értelmezve:
1

1 i Ti+d . .
£ A S LA RN L 3 P ox F — Py AB)—— C

illetve



IV.g. 4= R70,/D-loopok geometriai jelentése

N+l S Rk & N+ :
#1: A R ey PP — Py (A1’B1) —s C .0
i

Azt az aliitast, hogy igy loopokat, mégpedig
specialis < R 3 aLf3 D-loopokkal izomorf loopokat kaptunk,

az alabbi tétel fejezi ki

4.3.8. Tétel: A 4.3.2. Definicidval bevezetett SZOrZAS—

mivelet.ek Ck osztilyd (¢ k = 2 > lokalis loopszorzdasok.
Az C.F 5 £ illetve ¢ F 7’-1 > Gk osztalyd lokali=

. -~ - n
loopok izomorfak egy ( R o

J3 O-looppal, ha o = 0. o

: "l;u:lL‘-!:ul:nnn::nu(lnnn:::uxxi::x:unl:u

4.2 Aabra
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v.z. d=z ('[RH;O,,(.?)—loopok geometrial jelentdse

Bizonyitas: El8szidr azt. 14t juk be, hogy loopokat kaptunk.

a> A fenti példa konstrukcidjdbdl vildgos, hogy az £ és
f‘fi szorzdasmiveletek jol definigltak, tovabba jobbrdél és
balrél egyértelmien megoldhatdak egy megfelelfen vialasztott
¥ kornyezetben.

Az is kOnnyen lathatd, hogy

illetve hogy

vagyis O , illetve O1 a megfeleld egysdégelemek.

Mivel a fenti k&t feltétel teljesiil, £ s £ lokalis
loop-szorzasok.

&> Vezessiink be lokdlis koordinstskat az 4" térben,
&3 ezeken a koordinatikon keresztill vezessiink be lokdlis
koordindta-térkdépeket az F d&s a 2P C]'c osztAlyd n-dimenzids

sokasfgokon. Tekintsilk a Grogzitettd O pontot a bevezetendd

affin koordingta-rendszenr origd jdnak, s vegyik az
< e s o e-h)r1 > vektorokbdl alls bazist a
kovetkez8képpen: az e s s e linedrisan fuiggetlen
vektorok legyvenek parhuzamosak a b hipersikkal, az
¢n+1>-edik bszisvektor pedig = —66? . Ha ebben a
koordinadta-rendszerben az X pont koordinatait
x* s e s =" jelsli, akkor a P hipersik egyenlete:
S = g ,

az 7 felillet egyenlete pedig egaldbbis lokalisand:

.1 tal nN+1
S ,..,%x D> = X

Ennek az affin koordindta-rendszernek a segitsdgdével
g

vezatiink be lokslis koordinatskat el8szdr a P hipersikon,
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IV.3. Az (R0,8>-loopok geometriai jelentése

azutidn az # felilleten. Legyen ¢1 az a leképezés, amely a P
=ik pont jainak megfelelteti elss n darab affin
koordinats jukat:
b, P —5 R, A +—s Ca , , a' D,
ahol
———h = aie + + a)‘ve _ & = :P
i 1 1 k2] r+d

Ezzel lokalis CUn P c;f>1 > térképet adtunk meg a P-n.
Az ¥ felileten ezutan dYgy definidljuk a koordinatakat,

hogy pontjait kolcsdtndsen egyédértelmd mddon leképezzilk a P

]

ik pontjaira. Legyen ez az egy-egyértelmd 1 megfeleltetés
az F feliilet pontjainak az # =ik pontjaira vald OO:1

egyenessel parhuzamos vetitése:

T ! F — P, A — A
; 1

. . < . < k P o
(4.2. abrad A T leképezés nyilvanvaldan G osztalya . Az F

feliilet lokdlis koordindta-leképezése legyen ekkor:

P = cf>1 oT : P — R ;. A — < at y e s a’ >
minden A e ”PnV pont esetén. Vilagos, hogy
<COD>=C0, ..., 0>X=0 , az R"” tér origd ja. A

18}

okalis koordindgtak bevezetésdvel egy—egy jol definidlt

[
\

loksalis Ck osztAlyd loopot kaptunk az F &g P sokasdAgokon
egyide jlileg.
K&t O0-tdsl killonbdz8 adott pont, X ,Ye?P esetén

irjuk fel az £ loop-szorzast az CUnN&F ;¢ O lokalis

koordindta-rendszerben. A kordinatdk legyvenek
S = GfxD = O, YD = Yoy = O

Ha a loop-s=zorzas alak jat ezekben a koordinatakban F

jeltli, akkor:
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IVv.z. A= ('D?ﬁ;(),,-”:?)—loopok ceometriai jelentdse

F=g¢ofo " xaeh

Az egvszerd szamolas rdédszleteit most elhagyvjuk. Eredményill a

kvetkez8k addédnak. Egy z = F(x,y> pontra, ahol az
CU N F ;¢ D koordindta-rendszerben [és a neki megfelels
z, pontra az CU NP, ¢1 > koordinéta-rendszerben) a

kdvetkez8t kap juk:
z = Flx,yd = ( S GoY L L, Xy RS OOY ) =
= x + y + Sx> vy
minden X,y € Y, esetén, ahol x = @D, y = <Y,

Zz = ¢KZ>, valamint V = ¢CVD.

Ozszevetve ezt a (.1 definidld egyenl8séggel, azt

lathat juk, hogy a kettd ugyvanaz, ha a = 0 tovabba
7 =98 . Ezért ha tekintiink egy ilyen geometriai udton

definialt. loopot, akkor azt kapjuk, hogy a fent bevezetett
CUn &P ;39D lokaAlis koordinata-rendszerben 2 loop
< R” ; 0,8 d-loop lesz, az izomorfizmus pedig é&éppen a ¢

leképezés. Ezzel a bizonyitdst befejeztik. o

Iga= azonban a fenti tetel masodik allitasdnak

megforditdsa is.

4.3.4. Tétel: Minden ¢ RrR" 3 0,3 dD~-loop izomorf egy a 4.32.

Definicidval adott looppal o

4 s
Bizonyitas: Az adott 3 esetén az g affin térben
rogzithetiink egy P hipersikot =3 egy olyan

koordindta-rendszert, amelynek n szdmd bAzisvektora a P-vel
parhuzamos. A P hipersikon ridgzitsink egy O1 pontot. A=z
origd pedig legven az a pont, amelyikbe az 01-b61 felmért

(n+1d-ik bidAzisvektor mutat. Ebben a koordindta-rendszerben

az {3 flggvény ey & hiperfeliletet ad meg. Az
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iVv.z. A= (D?P';O,,(?)—loopok geomatrial jelentése

2l8z8 Dbizonyitas éErtelmében az ¥ &z P Altal a 432
Definicidnak megfelel8en megkonstrualt loop a Kiindulasi

looppal izomort lesz. o

4.3.5. Kovetkezmeény: Ahhoz, hogy egy 4.3.2. Definicidval
adott loop csoport legyen, sziikséges, hogy az N
figgvény linedris legyen, vagyis csoport esetén az F

hiperfelilletnek is hipersiknak kell lennie. o

Bizonyitas: A 4.22. Megjegyzés masodik pontja szerint egy
. ™ - - - . oo
C R 5 o3 d-loop nem asoport., ha o= g3 nem linearis.

Mivel most a linearis, ezdért [F-nak is annak kell lennie. o

4.2.6. Megijegyzés: 1. Bar a fenti tételek bizonyitdsa soran
a loopokon igen természetes dton vezettiink be
koordinata-rendszert, az mdgsem K-koordinata-rendszer.
Ez az Allitas még akkor is igaz, ha a loop csoport,
vagyis amikor ket hipersik definial ja a loopot.

Valdban, ebben az esetben az igaz, hogy
Flx, x> = 2x + S5{xOx

minden x € V esetén. Tehst a ¢ K-koordindata-rendszert
definidal akkor é&s csak akkor, ha s =0, vagyis
amikor két parhuzamos hipersikot. tekintink.

2. A jelen szakaszban megvizsgaAlt looposztaly egy
olyan alosztAlya a 4.0.2. Peldaban adott loopok
osztdlyanak, amelynél a harom definidls felilet kozil
kett8 specidlisan van megvalasztva: ez egyik @ W
hipersik, a masik a V> a végtelen tavoli s=sik. E
szakasz két tételére tekintettel megdllapithat juk, hogy
az ¢ R"” 5 of? D-loopok osztidlydnak valdban van  olyan
alosztilya, amelybe tartozdé loopok hdrom hiperfeliilet

Altal definialt looppal izomorfak. o
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IV.4. Egyparaméteres részloop nélkiuli loopok

A fe jezet utol=ss szakaszaban olyan loop-osztalyt
vezetiink be, amely loop jai rendekeznek azzal a

tulajdonsaggal, hogy egyidltalan nincsenek egyparaméteres

részloop juk.
Ennek megmutatassban £8 eszkdz a loopok
K-koordinata-rendszerbeli viselkedésére vonatkozdé 3.2.3.

Tétel, illetve annak 325 Kiévetkezménye, amely szerint egy
loopnak valamely iranyban létezik egyparaméteres részloopja
akkor &z csak akkor, ha a loopra vonatkozdan kanonikus
koordinata-rendszerben az adott iranyu szakasz lokalis
részloop.

A keresett. loopok osztalyat k&t lépédsben vezetjik be.
Eldszor a IVl szakaszban megvizsgslt <R o2 > -loopok
definicid janak mddositasdgval olyan osztalyt adunk meg, amely
loop jainak pontosan egyetlen irdanyban van egyparaméteres
részloopjuk. Ezutin mddos=it juk tovabb a definicidt dgy, hogy

egyparaméteres rdészloop nélkiili loopot kap junk.

4.4.1. Definicid: Egy lokdlis szorzast az R” téren

i)

F : R x[Rﬁ————>[Rh;.VxV——>U

2
Cahol V &3 u az O origd megfeleld kdrnyezeteid
C o,—o 3 p.a d-szorzdsnak neveziink, ha barmely x,

y & V¥V esetén az
Fz(x,y) = x + y + alydx - alxdy + plx,yda <4.12>

egvenléségegel wvan definidlva. Az o olyan Ck osztalyd
valds figgvény, amelyre ol = 0, a egy <(az ©-hoz=
kellden kdzelid az origdétdl killonbszé tetszdleges pont
D?ﬁ—ben, tovdabbs p a kdvetkezd tulajdonsdggal rendelkezd

valds fiigegvény:
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IV.4. Egvparamsteres részloop nélkiili loopok

p:[Rﬁx[Rﬁ—elR;Vx.V-——;U*c[R

gy, hogy a o OGayd = 0 egyvenlésdg akkor és csak
akkor teljesil, ha x = O vagy y = O vagy X = y
Vagyis plx,0d = pXD,yd = X=z,2d = 0 minden

X, ¥, 2 € V re, és semmilyen tovdabbi esetben nem tdnik

el. o

4.4.2. Allitas [101: Ezy a <4.12> formuldval definidalt
C a,ma 3 pya d-szorzis loop~szorzds az R" teér
origd janak ey v kornyezetében. E loop-szorzas

egységeleme az O origd. O

. e .- P K . . . )
4.4.3. Definicidé: A lokdlis C osztdlyd < R” Fz >~loopot
az ¢ o, 3 poa d-szorzdasmivelettel C[Rh; = 3 p,ad-
loopnak vagy rovidebben Cﬂ?ﬁ; o ; p,a d-loopnak

nevezziik. o

Lathatos, hogy az < IRY’; o 3 p.a d-loopok az
([an, oL,—a dD-loopokbdl Jjonnek létre egy megfelel8en

valasztott tag hozzaadasaval.

Bizonyitids: El8=szdr iz mutatnunk kell egy olyan p flggvényt,
amely amely eleget tesz a 4.4.1. Definicidban megadott

feltételeknek. Egy ilven figgvény példdul a kdvetkezd:

pouyd = o Py [P ey % <4.13
Ezutan belat juk, hogy F‘z loop-szorzas.
ad Mivel o é&s p Ck osztdlyd fluggvények, F‘2 jol

definidlt a V-ben. Az Fz(x,y) = = egyvértelmien megoldhatd
Jjobbrd&él és balrdél, mivel az Fz elss illetve masodik
<R"-belid valtozdja szerinti parcidlis derivilt ja az

identikus leképezés.

104



V. 4. Egyparaméteres részloop nélkili loopokR

b> Az R” tér © origdja az egysdgelem, mivel
Fz(x,(D> = x + O + al®dx - alxdO + plx,0la = x

&= hasonldan F‘ZC(D,y) =y is teljesiil minden . x, vy € V
esetén.

. k 4 e < . . -k

¢ o és p G osztalyd fluggvények, ezért F‘z szintén C

ozztAlyd, = ezzel a loop-szorzas tulajdonsdgait igazoltuk. o

4.4.4. Tétel [101: Egy ({Rr'j, a3 p.a d-loop rendelkezik azzal
a tulajdonssAggal, hogy pontosan egy egyparaméteres

részloopja van, mdégpedig az a pont irdanvaban. o

BizonyitAs: Els& fontos észrevételiink, hogy az a
koordinadta-rendszer, amelyben az ([Rr'; a3 p,a 2-loopokat
definisdltuk, K-koordindta-rendszer. Valdban, a 2.1.3.

Definicid feltétele teljesiil, hiszen

F‘Z(x,x) = x + 3+ alxIOx - alxdx + plx,xda = 2x
teljesiill  minden x € V-re.
Igy, a 3.2.38. Tétel szerint amennyiben létezik

egyvparamteres részloop, akkor lokialisan egy egyenes darabja.
Az nyilvanvald, hogy ennek a loopnak az a irdnydban létezik
részloopja, mivel a irdnyd elemek szorzata is ilyen, é&s a
szorzast  jobbrdl illetve balrdl megoldva adott a iranva
elemek esetén, az eredmény ismét a iranyba esd pont les=z.
Tegyilk fel most, hogy valamely d irdnydban létezik
egyparaméteres részloop. Ekkor ennek a lokdlis részloopnak
az elemei t-d alaktdak, t e C—TD,TQ), legaldabbis lok&lisan.
Legyen XN o= Si'd = O S v = 5:2~d = O (5‘17&5:2') ennek a

részlocopnak k&t killonbdz8 eleme. A (4.12D-nek megtelelden

igaz, hogy

' 105



IV. 4. Egvparaméteres részloop nélkiili loopok

= =

[N

valamely r = R esetén. Mivel ezekre az =
paraméterekre: ,o(si-d » sz-d) = O, d nem lehet. a-tdél
killonbdzd irsdnyd, €5 pontosan ezt kellett bizonyitanunk. o

Az egyparamg&teres részloop ndélkili loopok osztilyat a=z=
eld8z8 loopok tovabbi mddositdasdval adjuk meg.
4.4.5. Definicié: Egy lokdlis szorzdAst az R” ¢nz2>
teren
Fz ' R” x RT — R” ; VYV — U
Cahol V&= U az O origd megfelels kornyezeteid
C a,-a 3 pra 3 o,b d-szorzdsnak nevezzilk, ha barmely x,

y € V esetén e szorzdsmivelet az
Fa('x_,y) = x+y+adydx-alsOy+plx,ydatolx,ydb, <4.14>

4o 2 s sz k
egyenlésédggel wvan definialva. Az o &5 a p olyan C

osztAlyd valds figegvények, mint amilyenek a 4.4.1.

Definicidban szerepelnek, az a &s b olyvan (az O-hoz
kell8en kb=zelid az origdtdl kilonbozd tetszdbleges
rogzitett pontok ddradanyok), amelyekre a # x'b

semmilyen X « R esetén; ¢ rendelkezik a p© minden
tulajdonssgaval, &= a o és a p értéke csak a
nullahelyeken egyezik meg, vagyis . a
p(xov,yo) = c:/(xo ,yo) egyenldségbdsl kovetkezik, hogy

p(xo,yo) = o(xo,yo) = 0. o

106



IV.2. Egvparaméteres részloop nélkili loopok

4.4.6. Allitas T110)1: Egy a fenti (414> egvenl8sédggel adott
 a,-~a 3 p,a ; o,b dD-szorzds loop-szorzas az i3 tér
origdjsnak egy V kornyezetdben. A loop-szorzds egységeleme

az O origd. o

4.4.7. Definicid: Az C om0 3 psa 3 o,b d-szorzdsmivelettel
k

az R" téren adott lokalis C osztdlya

<R l:‘3 >-loopot R"”; o,-at 3 p,a ;3 o,b d-loopnak vagy

rovidebben ([Rh; a3 p,a 3 o,b d-loopnak nevezzik. o

BizonyitAs: Annak beldtsSsa, hogy az F‘3 szorzadsmidvelettel
loopot definidlunk, hazonldan tortenik, mint az
(IRY'_; o 3 p,a d-loopok esetén. A definicid Jogossdganak
igazoldsahoz meg kell mutatnunk egy a feltételeknek eleget
tevd8 o fluggvény ldtezésdt. Tekintsilk példaul a kivetkezd

ruggvényt:

oxy) = hoo ||y |7 xy |° €4.15>
ahol h : R” — R , &= h(x> akkor é&és csak akkor tidnik el, ha
x = © , tovabba h Gk osztalyd fiiggvény. o
4.4.9. Tétel [10]1: Egy R"; o ; psa ; o,b dD-loopnak nem

létezik egyparaméteres részloopja. o

Bizonyitas: Ennek a loopnak az esetében is azt JAllithat juk,

hogy eleve K-koordinita-rendszerben van definidlva. Ehhez

csak az Fs definicid jgban kell az X =y helyettesitést
elvégezni:
F3(x,x) = x 4+ x + alxOx - alxdx + olx,x>a + olx,x>b =

= 2x + 0a + 0b = 2x

Ez&rt amennyiben létezik ennek a loks&lis loopnak

egyparaméteres részloopja a 4 pont irdnydban, akkor minden
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IV.4. Egyparaméteres részloop nélkiili loopok

eleme d irdnysba esik. Igy k&t kiilonbizs x = si-d, és

y = sz-d W = s, # s, = 0> elemére a részloopnak egy d-vel
egyirdanyd elemet kapunk, vagyis grvényes az alabbi
Saszefiggés:

F (x,¥y> = F (s -d,s -dd = ["‘ +3 +=3 als - dd-s_ols 'd)]~d +
] a1 2 2 1
+ pls ‘d,s -dda + o(s -d,s_ -ddb = »r-d.
1 2 1 2

valamely olyan r e« R szamra, amelyre »-d a részloophoz

tartozik. Ebbdl az kovetkezik, hogy

s d,= -d>a + (s ‘d,= -ddb = t-d
1 2 1 2

valamely t = 't,('si,sz) = (—TD,To) sziAmra. Mivel a d-t

egyértelmien Allithat juk 18
d=x2a+ xb
1 2
formaban, azt. nyer jik, hogy
t-d = (taeda + (tx Db = pls ‘d,s -dda + ol(s -d,s=_-ddb
1 2 i 2 1 2

a két egymastdl kilonbszd = é&s s, szamra. Ezért a fenti

sorbdsl az kovetkezik, hogy a megfeleld egylitthatdk
megegyeznek:
pla ‘d,s -dd = (te > &z ols -ds -dd = (ta D . 4.16>
1 2 1 1 2 2
Tegyiik fel eldszor, hogy d = a . Vagyis létezik

egyparaméteres rdszcsoport az a irdnysdban. Ekkor az aldbbi

addédik:

els - as - ada + chsi Ta,s axkh = t-a
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IV.4. Egvparaméteres rdszloop né&lRkiili loopok

Mivel p(si-'a,sz-a) = 0, a(si-a,sz-aD Z 0 =] t =20,
ezért b =a, ami ellentmonddasban van azzal a feltétellel,
hogy b # a . Vagvis az a irdnysaban nem letezik
egyparaméteres részloop. A d = b feltételezés mellett

ugyanehhez az eredményhez jutunk, tehat b irdanydban sem
létezik egyparaméteres részloop.

Tetelezzitk fel ezek utdn, hogy a=d#=>b . Akkor a
(416> dsszeflggdsbsl arra kovetkeztethetiink, hogy P 1# o,
illetve 2 2?! 0 , kovetkezéskdppen minden 0= == #0

1 2
paraméter piarra drvényes az alabbi egyvenléség:

Az  egyparaméteres részcsoport létezésdnek feltételezésdvel
Jjutunk ellentmondasra akkor, ha megadunk olvan p és ¢«
fliggvényeket, amelvek ennek az dsszefluggdsnek nem tesznek
eleget. Ilyvenek példaul azok a flggvények, amelyeket a
C4.13> illetve <4.155

ogszellggdésekben adtunk meg. Ezekre a flggvényekre

2 2 . 2
| s, d 7] s,-a |7f ¢s7s,2-a | =
* 2 2
= -2 hés A s -d | ¢s-s>-d |
2 1 2 1 2
& ezért az
2 "4
| s -4 ||° = — his -d>
1 2 1
2
egyenlésdégnek teljesilnie kell minden elegendéen kicsiny

= #Z 0 paraméterértdédkre. Azonban a

hi{x> = c-e"xnzn X “2

fugevény nyilvanvaldan nem elégiti ki  azonosan az el&zd

egvenlésdget. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. o
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