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I. Az értekezés problémajanak definialasa, céljai, hipotézisei

I. 1. A probléma megfogalmazasa

A mai vildgban nagymértékben novekszik a dontéshozok informacidigénye. Az
adatok mennyiségének nagymértékii novekedése nem jar egyiitt automatikusan a megfeleld
mértékll informaciéndvekedéssel. Igazabdl a dontéshozdéknak ma mdar nem az adatok
hidnydval, hanem azok béségével kell szembenézniiik. Eppen ezért, empirikus
elemzéseknél lényeges kérdés a metrikus adatok informdciotartalma, mivel a nagyon nagy
mennyiségll adat gyakran kevés informaciot hordoz, azaz nagymértékii a redundancia. Ez
utobbi alatt a vizsgdlat szempontjabol djabb informdciot, érdemleges kozlést mdr nem
tartalmazo, ,.felesleges” adatokat értjiik (PETRES — TOTH, [2006]). Kiilonosen igaz ez a
linedris regresszids modellek alkalmazdsakor. Ahhoz, hogy ezekben a modellekben meg
tudjuk ragadni a redundancia megjelenési formdjat, a kovetkezd alfejezetben roviden
Osszefoglalom a regresszidszamitds — a tovdbbiak megértéséhez feltétleniil sziikséges —

alapismereteit.

I. 2. Regressziészamitas

Tobbvaltozds empirikus elemzéseknél a statisztikai modszerek koziil — talan —
leggyakrabban a regressziés modell keriil alkalmazasra, melynek legismertebb tipusa a

standard linedris regressziés modell. Ez matrixalgebrai jeloléssel az

formadban is felirhatd, ahol
y : az eredményvaltoz6 n komponensi oszlopvektora;

X:a tényez6valtozok n sorbdl és (m+1) oszlopbdl 4ll6 métrixa, ahol az els6 oszlop mindig

egy X, Osszegezd vektor;

B : a modell szamunkra ismeretlen paramétereinek (m+1) komponensii oszlopvektora;

m: a magyarazévaltozok (tényezovaltozok) szama;



€ : a hibatag n komponensii oszlopvektora.

A modellben szerepld ismeretlen paraméterek n megfigyelésbol allé6 minta alapjan torténd
becsldfiiggvénye a legkisebb négyzetek mddszere (LNM, a szokdsos angol roviditése

OLYS) szerint az alabbi.
) p=XX)"X§

A B funkciondlis operator olyan hipersikot eredményez, amely a legjobban illeszkedik a

megfigyelések n-dimenzids ,,pontfelhdjéhez”.

A

Az eredményvaltozé értékeinek becslését az § = XB matrixegyenlet adja, ahol

LoX, - Xy B,
~ |1 X X 2 3
21 2m
X = B = 1
1 x}’ll x}’lm ﬁm

A standard linedris regressziés modell egy olyan fekete dobozként képzelhetd el, amelynél

a bemenetet a magyardzovaltozok alkotjék, a kimenet pedig az eredményvéltozo.

A modell feltételrendszerének fontos részét alkotjdk — tobbek kozott — az

alabbiakban ismertetett feltételek is (PETRES — TOTH, [2006]):

— a magyarazévaltozok linedrisan fiiggetlenek. A feltétel nem teljesiilése esetén az

X’X mitrix nem invertalhatd, igy a regresszids paraméterek meghatirozdsa a (2)

képlet alapjan nem lehetséges.'

— A hibatag nulla vdrhaté értékii, konstans & variancidjd, értékei pdronként
korreldlatlan valdészintiségi valtozok, amelyek egyiittes eloszldsa n-dimenzids

normalis eloszlas.

A regresszidszamitds gyakorlati alkalmazasakor tigyelniink kell arra, hogy a standard

linedris regressziés modellt ne hasznaljuk, ha valamelyik feltétele szignifikinsan nem

1 .. 2, . . r1e . L. 2 sz . 4
Ilyenkor a regresszidés paraméterek valamilyen specidlis linedris kombinacidja megbecsiilhetd,

még ha az egyes paraméterek értékei nem is (THEIL, [1971]).



teljesiil! Kozgazdasdgi elemzéseknél ennek leggyakrabban hirom oka lehet (PETRES -

TOTH, [2006]):

— multikollinearitds: a magyarazovaltozok linedrisan nem fiiggetlenek, vagy az

egylittmozgasuk statisztikailag jelentds, azaz szignifikans;

— autokorreldcio: a hibatag kiillonb6z6 megfigyelésekhez tartozé  értékei

egylittmozognak;

— heteroszkedaszticitds: a hibatag szordsnégyzete nem allando.

A standard linedris regressziés modellben a becsiilt paraméterek variancidit a

(3) Var(ﬁ) = 5-2 (X,X)_l

alapjan tudjuk kiszdmitani.

A tovdbbiakban, a multikollinearitds jelenségére fokuszdlok, ugyanis linedris regresszids

modellek esetén ez a jelenség a redundancia egy fajtajaként értelmezheto.

I. 3. A multikollinearitas fogalma

A multikollinearitds fogalma a szakirodalomban latszélag egységes. Az egyes
definiciok 4ltaldban egy-egy szdban térnek el egymastdl, de — mint latni fogjuk — ez

jelentos tartalmi valtozast jelent.

A multikollinearitas fogalmdt RAGNAR FRISCH vezette be. Olyan esetek lefrasira
hasznélta, amikor egy véltozé tobb Osszefiiggésben szerepel. Ezekben a vizsgélataiban nem
kiilonboztette meg az eredményvéltozét a magyardzovaltozoktol. Feltételezése szerint,
minden valtozé6 mérése hibds, ez alapjan kell megbecsiilni a véltozok tényleges értékei

kozotti korrelaciot (MADDALA, [2004]).

Nagyon feliiletes meghatirozas az, hogy a multikollinearitds a tényezovdltozok
fiiggetlenségének a hidnya. Ezzel a meghatdrozdssal az a probléma, hogy nem deriil ki
egyértelmiien az, hogy mit értiink a magyardzovéltozok fiiggetlensége alatt. Netdn ezek
linedris fiiggetlenségét, netdn statisztikai értelemben vett fliggetlenségét. Az 1. tablizat

adatai és ezen tényezdvaltozok korreldcids mdtrixa (2. tdbldzat) alapjan lathatd, hogy nem



szignifikdns korreldciés kapcsolatok esetén is lehetnek a tényezdvéltozok linedrisan

Osszefiiggdek.

1. tablazat: Linearisan fiiggé tényezévaltozok nem szignifikans korrelacios

kapcsolatokkal

Zi=XitYi Vi Xi
10 7 3

9 5 4

13 8 5

10 1 9

11 1 10

4 2 2

(forrds: sajét szerkesztés)

2. tablazat: Linearis korrelacios egyiitthatok

Zi=XitYi Yi Xi

Zi=Xi+Yyi r 1 428 517

Szignifikancia 397 294

n 6 6 6
Vi r 428 1 -.553

Szignifikancia 397 256

n 6 6 6
Xi r S17 -.553 1

Szignifikancia 294 256

n 6 6 6

(forrds: sajét szerkesztés)

Tovabba, nagyon erds korrelacids kapcsolatok esetén sem feltétlen lehet linearisan
Osszefiiggd véltozokrdl beszEélni. Viszont, az biztos, hogy barhogyan is értik a
fiiggetlenséget, ennek hidnya esetén nem lesz minden korrelacids egyiitthaté nulla, azaz

valamilyen mértékii egyiittmozgés 1étezik a tényezdvaltozok kozott.

A standard linedris regresszids modell egyik alapfeltétele a magyardzévaltozok
linedris fiiggetlensége. Ezért, egyes forrdsokban multikollinearitds alatt a tényezdvdltozok
linedris fiiggetlenségének hidnydt értik (HERMAN — PINTER — RAPPAI — REDEI, [1994]). Ez
gyakorlatilag azt jelenti, hogy valamelyik tényezdvaltozé kifejezhetd a tobbi

tényezOvaltozé nem trividlis linedris kombindcidjaként. Ennek kovetkeztében az XX



matrix nem invertdlhatd, igy a regresszids egyiitthatok (2) képlet szerinti becslése nem
lehetséges. A tovdbbiakban ezt a megkdzelitést a multikollinearitds egy specidlis esetének
tekintem, melyet extrém multikollinearitdsnak neveziink. Ez az eset a gyakorlatban nem

okoz kiilondsebb problémaét, mivel konnyen kezelhetd.

Az empirikus elemzések sordn nagyon gyakran taldlkozhatunk az extrém

multikollinearitdshoz kézeli esetekkel, amikor is az X'X madtrix ugyan invertalhat6, de
egyes becsiilt paraméterek variancidi nagymértékben novekednek a hibatag
szordsnégyzetéhez képest. A multikollinearitdssal foglalkoz6 szakirodalmak dontd
tobbsége ezzel az esettel foglalkozik. Azonban, eldljaréban megjegyzem, hogy
multikollinearitds alatt sokkal altaldnosabb jelenséget is lehetne érteni, mégpedig a
tényezovdltozok egyiittmozgdsdt. Természetesen ennek a meghatdrozdsnak a specidlis

esetei mindenki szdmdra visszaadndk azt a fogalmat, amit a multikollinearitas alatt ért.

Ha a modell specifikéciéja megfeleld, akkor a multikollinearitds csak a megfeleld
informacié hianyanak kovetkezménye (KOROSI — MATYAS — SZEKELY, [1990]). Empirikus
vizsgédlatokndl gyakran komoly problémdt jelent a multikollinearitds felismerése és okdnak
megtaldldsa, hiszen egyrészt a multikollinearitds negativ kovetkezményei nem mindig
lépnek fel, masrészt a multikollinearitdst nem csak egy vdltozo, hanem egy vdltozocsoport
is okozhatja. Igy sejthetd, hogy a multikollinearitds mérészdmai nem minden esetben

Jjellemzik megfelelden ezt a jelenséget.

A multikollinearitds mérészdmainak értelmezése sokszor meglehetésen szubjektiv.
Ugyanis a mér0szamok tobbsége arra ad vdlaszt, hogy a vizsgalt adatdllomdny mennyire
nem idedlis, azaz milyen mértékben tériink el az ,idedlis esett6l”, amikor is minden
tényezOvaltozo linedrisan fliggetlen egymdst6l. Néhany mérdszam esetén nincs egyértelmi

hatar az ,,eltérés” karos mértékii jelzésére.

A multikollinearitas negativ hatdsainak csokkentésére, illetve kikiiszobolésére gyakrabban
haszndlt modszerek sikeressége nagymértékben fiigghet a multikollinearitds pontos
felismerésétdl. Ezen mdédszerek tobbségének alkalmazdsa ugyan csokkenti, pontosabban —
mint latni fogjuk — csokkentheti a multikollinearitds negativ kovetkezményeinek mértékét,
de ez més negativ kovetkezményekkel — példdul jelentds informdacidveszteséggel, az

eredmények nem megfeleld értelmezhetdségével — jarhat.

A redundancia egy 1j, lehetséges mér6szama a PETRES-féle Red-mutaté (PETRES —
TOTH, [2004]).



I.4. A PETRES-féle Red-mutaté

A Red-mutaté definidldsakor a tényezévaltozok R korreldcidés matrixdnak A j

(j=1,2,...,m) sajatértékeit alkalmazzuk. Mivel a korreldciés maétrix pozitiv szemidefinit
matrix, ezért ennek sajatértékei nemnegativak. A korreldcids métrix sajatértékeinek szama
és Osszege is megegyezik a magyardzévaltozok szdmdval. Ebbdl kovetkezden

sajatértékeinek szdmtani dtlaga egy.
A Red-mutaté az aldbbi gondolatmeneten alapszik. Ha a magyardzévaltozok forrdsdul

szolgél6 adatdllomany a ﬁ becsléfiiggvény szempontjabdl redundans, azaz nagymértéki
az adatok egyiittmozgdsa, akkor nem mindegyik adat hordoz hasznos tartalmat. Minél
kisebb a hasznos tartalmat hordozé adatok ardnya, anndl nagyobb a redundancia mértéke.
Minél nagyobb mértékben szorédnak a sajatértékek, annidl nagyobb mértékli az
adatdllomanyban szerepld magyardzovaltozok egyiittmozgasa. Két szélsdséges eset 1étezik:
minden sajatérték egyenld egymadssal (azaz értékiik egy), illetve egy sajatérték kivételével
mindegyik sajatérték nulldval egyenld. A diszperzi6 mértékét szamszerlsithetjiik a

sajatértékek relativ szordsdval vagy (ebben az esetben az ezzel egyenld) szérdséval.

@) 1

Kiilonboz6 adatalloményok redundancidjanak Osszevethetdsége végett a fenti mutatot

normdlni kell. Mivel a sajatértékek nemnegativak, ezért a relativ szérdsra vonatkozé

0<v,y <+Vm—1 Osszefliggés® miatt, a normalds vm —1 értékével torténik.

2 A relativ sz6rds két szé€ls6 korlatjara (ha x; >0) felirhatjuk a o<v<+/N-1 Osszefiiggést. Az als6
korlat v=0 minden esetben fenndll, ha x; =x (i=1,2,....N ). A fels6 korldt v=+/N-1 csak akkor

all fenn, ha x; =0 (i=1,2,....N-1) és xy =N-X.



Az igy kapott mutatét a redundancia mértékének szdmszerisitésére hasznélhatjuk, és

segitségével a Red-mutatét az aldbbiak szerint definidljuk.

Red = VA
) m=

—_—

A redundancia hidnya esetén a fenti mutaté értéke nulla, illetve nulla szdzalék, mig

maximadlis redundancia esetén egy, illetve szdz szdzalék.

A Red-mutaté a vizsgélt, adott méretli adatdllomédny redundancidjat méri. Két vagy tobb
kiilonb6z6 méretti adatdllomany redundancidjdnak Osszevetésekor a Red-mutatok alapjan
csak annyi 4llithatd, hogy az egyes adatdllomanyok mennyire redunddnsak, de arra
vonatkozé kozvetlen kijelentés nem tehetd, hogy ezek koziil melyiknek van tobb

hasznosithat6 adata.

L. 5. A disszertacio célja és a kutatasi hipotézisek

A disszertacié céljanak megfogalmazasa végett roviden osszefoglalom az eddig

ismertetett problémakat.

Empirikus elemzéseknél gyakori eset, hogy a vizsgilat szempontjab6l nem minden adat
hordoz hasznos tartalmat, azaz az adatillomédny redundans. Ez az eset a tobbvaltozos

linedris regresszi6szamitasndl a multikollinearitdssal magyarazhato.

Ezért a regresszidszamitas soran fontos tudni a (2) becsléfiiggvény szempontjabdl hasznos
tartalmat hordozé adatok ardnyét, de probléma ennek a megfeleld mérése. Erre egy

lehet6ség a PETRES-féle Red-mutatd.

Kérdéses, hogy mit jeleznek a multikollinearitdis mérdszdmai, illetve az, hogy a

multikollinearités jelenlétének negativ kovetkezményei hogyan csokkenthetdek.

A téma aktualitdsdt az adja, hogy ezek a problémdk a gazdasdgi elemzések sordn
szinte kivétel nélkiil jelentkeznek. Kiillonosen igaz ez, ha a magyardzévaltozékban erds
trend van, vagy ha tilsdgosan kevés informdacié all rendelkezésre ahhoz, hogy a
tényezOvaltozoknak az eredményvdltozéra gyakorolt hatdsat vizsgaljuk (KENNEDY,

[2003])).



Ezért disszertaciom célja a Red-mutato tulajdonsagainak vizsgalata, valamint
mas méroszamokkal torténé oOsszehasonlitasa, a tobbvaltozos, linearis regresszios

modellen bemutatva. Ennek megfelel6en értekezésem az alabbi felépitést koveti.

A II. fejezetben a multikollinearitdssal kapcsolatos szakirodalmat mutatom be. Ebben a
fejezetben attekintésre keriil a multikollinearitds szdmos ismert, illetve kevésbé ismert
mérdszama, detektilasi modja, lehetséges kovetkezményei, valamint ezek negativ

hatdsdnak csokkentési lehetdségei.

A TII. fejezetben ismertetem a kutatdsaim sordn alkalmazott mddszereket, illetve ezek
eredményeit. Megvizsgilom a Red-mutat6 fobb tulajdonsagait. Itt ismertetem mas, hasonld

vizsgélati modszerek eredményeit, 0sszevetve az altalam kapott eredményekkel.
A IV. fejezetben a kutatasi tevékenységem €s eredményeim értékelése kovetkezik.
Az V. fejezetben ismertetem a felhasznalt irodalmak jegyzékét.

A VI. fejezetben taldlhatéak a disszerticié mellékletei. Az abrak, a tablazatok jegyzéke, a

hosszabb szamitdgépes elemzések kimenetei, és a publikacidéim felsoroldsa.

A disszertaci6 céljanak  eléréséhez az  alabbiakban ismertetett

problémakoroket vizsgalom, illetve feladatokat hajtom végre.
1. A multikollinearitas szakirodalmanak attekintése.

A szakirodalmi 4ttekintést a dolgozat II. fejezete tartalmazza. A multikollinearitds
fogalmdnak eldzetes tdrgyaldsa utdn a fejezetben el6szor a multikollinearitds gyakran
emlegetett negativ kovetkezményeit foglalom Ossze. Majd A4ttekintésre keriil a
multikollinearitds 18 ismert, illetve kevésbé ismert mérdszdma, detektélasi, lokalizaldsi
moédja. A multikollinearitds felismerése és lokalizdldsa utdn 8 olyan moddszert
ismertetek, amelyek alkalmasak lehetnek a jelenség negativ hatdsainak csokkentésére.
A fejezet zardsaként egy empirikus példdn szemléltetem a fejezetben bemutatott

moédszereket, eljardsokat.

2. A Red-mutaté mas modon torténé Kiszamitasa.

A Red-mutaté definicidja szerint a korreldcids matrix sajatértékei alapjan szamithato

ki. Felmeriilhet a kérdés, hogy a sajatértékek ismerete nélkiil kiszdmithaté-e a mutat6d
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értéke, pusztin a tényezdviltozok korreldciés madtrixdnak elemei alapjan. A IIL.1.

fejezetben be fogom bizonyitani az aldbbi 4llitast.

1. Allitds: A Red-mutaté kifejezheté a tényezévdltozok korreldcios mdtrixa
sajdtértékeinek ismerete nélkiil, pusztin a pdronkénti korreldcios egyiitthatok

négyzetes dtlagaként.

3. A multikollinearitas vizsgalati médszerének altalanositasa

Ugy gondolom, hogy a multikollinearitds vizsgilatakor nem csak véltozéparok
egylittmozgasa, hanem valtozécsoportok egyiittmozgasa is problémat jelenthet. Ennek
azonban még nincs részletesen kidolgozott szakirodalma. Ugy litom, hogy a
problémdra megoldast jelenthet a kanonikus korreldciéelemzés haszndlata, melnynek
egy specialis helyzete vizsgalhatéo a Red-mutat6 segitségével. A III.1. fejezetben be

fogom bizonyitani az aldbbi allitast.
2. Allitds: Tényezéviltozdk két csoportja egyiittmozgdsdnak vizsgdlata egy—egy elemii
csoportok esetén a Red-mutatoval, mig egy—(m—1) elemii csoportok esetén a VIF;

mutatok harmonikus dtlagdnak segitségével lehetséges.

4. A multikollinearitas ij modellezési lehetéségének vizsgalata.

A multikollinearitds modellezésének egy modja a tényezovaltozok ortogonalitdsanak,
azaz a tényezOvaltozok tere , kifeszitettségének™ vizsgilata. Jogos kérdés, hogy lehet-e
masképpen modellezni a multikollinearitast. A II1.2. fejezetben be fogom bizonyitani

az alabbi allitast.

3. Allitds: Uj megkizelitésként megalkothaté a multikollinearitds elliptikus modellje

a Red-mutato alapjdn.

5. Valamilyen kapcsolat keresése a becsiilt regressziés paraméterek varianciai és

a Red-mutat6 kozott.

Mivel a multikollinearitds egyik leggyakrabban emlitett negativ kdvetkezménye a

becsiilt regresszids paraméterek variancidinak, illetve ezek felfijédasanak novekedése,
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ezért célszeri megvizsgdlni a Red-mutatd és a becsiilt regresszidés paraméterek

variancidinak kapcsolatat. A II1.3. fejezetben be fogom bizonyitani az aldbbi allitast.

4. Allitds: Megadhaté a Red-mutaté egy olyan kritikus értéke, amely sziikséges

feltétele annak, hogy a becsiilt paraméterek variancidi ne legyenek végtelenek.

6. A Red-mutaté eloszlasanak vizsgalata.

A IIL4. fejezetben megprobidlom a Red-mutatd empirikus eloszlasfiiggvényét

elkésziteni, illetve az elméleti eloszlasiat meghatarozni.

7. A Red-mutaté alkalmazasi lehetéségeinek vizsgalata.

Erdékes kérdés, hogy a Red-mutaté milyen teriileteken alkalmazhaté. A IIL5.

fejezetben be fogom bizonyitani az aldbbi llitast.

5. Allitds: A Red-mutaté alapjan kifejezheté a faktoranalizis soran hasznalt KMO-

mutato.

8. A Red-mutatéhoz hasonlé méroszam megadasa.

Mivel a Red-mutaté a tényezdvéltozok korreldcids mdtrixdnak sajatértékei alapjin
szamitott normalt relativ szdrds, ezért igy gondolom, hogy a multikollinearitds mérhetd
a sajatértékek mas szorédasi mérdszdmaval is, melynek alapgondolata megegyezik a

Red-mutatd alapétletével. A 111.6. fejezetben be fogom bizonyitani az aldbbi dllitast.

6. Allitds: A Red-mutaté definidlasinak gondolatmenetén alapulé hasonlé
multikollinearitas mérészam a  tényezévaltozok  Kkorrelacios matrixa

sajatértékeinek GINI-egyiitthatdja.

A tovdbbiakban, a konnyebb megértés kedvéért az értekezésben szerepld

nagyszamu képlet koziil csak azok keriilnek szamozasra, amelyekre hivatkozas torténik.
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II. A multikollinearitas szakirodalmanak attekintése

A kitizott feladatoknak megfeleléen eldszor a multikollinearitds szakirodalmat
foglalom Ossze. Ebben a fejezetben attekintésre keriil a multikollinearitds szdmos ismert,
illetve kevésbé ismert mérdszama, detektaldsi médja, lehetséges kovetkezményei, valamint

ezek negativ hatdsanak csokkentési lehetdségei.

II. 1. A multikollinearitas kovetkezményei

Sok helyen olvashat6, hogy a multikollinearitdsnak szdmos negativ kovetkezménye
van. Mint a késObbiekben ravilagitok, a sokszor emlegetett negativ kovetkezmények nem

mindig, csak bizonyos esetekben (near multicollinearity) jelentkeznek.

A multikollinearitds gyakran emlegetett kovetkezményei az alabbiak (KENNEDY, [2003]):
— abecslés és az eldrejelzés torzitatlan marad.
— A regresszios egyiitthatok (3) képlettel adott standard hibai nének.

— Az egyes magyardzovaltozok szepardlt hatdsanak vizsgdlata értelmetlenné vélik.
Ugyanis, a becsiilt paraméterek szérdsnégyzete (3) szerint nagy mértékben
novekszik, melynek kovetkeztében a parcidlis F-probdk (vagy ¢-probék) értelmiiket

vesztik, hiszen ezen prébafiiggvényeknek az értékei nagyon alacsonyak lesznek.

— A regresszios paraméterek (2) képlettel adott becslése bizonytalannd, instabilld

valik. Ezt szemlélteti két tényezovaltozo esetén az 1. dbra €s a 2. dbra.

Az 1. édbra azt mutatja, hogy — a magyardzéviltozok statisztikailag jelentéktelen
egylittmozgasa esetén — a becsiilt paraméterek variancidi, a jelentds egyiittmozgds esetén
kiszamitott szoérdsnégyzetekhez viszonyitva joval kisebbek. Ez azért van, mert az elsd
esetben az adatillomdnynak a ,,pontfelhdje” az x;-x, sikvetiiletben minden dimenzidéban
szorddik és igy az illesztett regresszids sik stabil. Mig a 2. 4bra ,,pontfelhdje” nem
mindegyik dimenzidban szérddik az x;-x, sikvetiiletben, igy a rdillesztett sik kdnnyen
kibillen, azaz instabilld vélik az illesztés. Magasabb dimenzidszdm esetén az dbrak

vizsgalata minden x;-x; sikvetiiletben sziikséges.
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1. abra: Stabil regresszios sik a magyarazévaltozok nem szignifikans egyiittmozgasa
esetén (m=2)

(Mindkét abra forrdsa: TRICKOVIC, [1976])
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Az eddigiek szerint, ha a haszndlt modellel kizardlag eldrejelzést szeretnénk késziteni,
akkor nem jelent tilsigosan nagy problémét a multikollinearitds jelenléte. Azonban a

tényezOvaltozok parcidlis hatdsainak a vizsgalata értelmetlenné valik.

A kovetkezmények kozott taldljuk azt, hogy a becsiilt regresszids paraméterek
variancidi novekednek, illetve ezeknek magas értékiik lesz. Ezzel az A4llitassal
kapcsolatosan két problémat lehet megfogalmazni. Egyrészt nem mindegyik variancia fog
névekedni, mésrészt pedig, mit értiink az alatt, hogy ezeknek magas értékiik lesz. Erre
mutatott t& MADDALA (2004). Olyan ellenpélddt adott, amelyben a magyardzévéltozok
nagyon erds kapcsolatai ellenére a becsiilt paraméterek variancidi — a kordbbi vizsgalati

eredményekhez képest — alacsony értékiinek tiinnek.

A léatszdlagos ellentmondds abban rejlik, hogy szdmos irodalom elfelejti feltlintetni, hogy a
variancidk novekedését ceteris paribus értjilkk. Ugyanis, ha megvizsgaljuk a (3)
Osszefliggést, akkor lathatjuk, hogy a becsiilt paraméterek variancidi két tényezotol
fiiggnek. Egyrészt, a hibatag variancidjatol, masrészt a képletben szerepld (X’X)™" mitrix
diagondlis elemeitél. A MADDALA 4ltal adott ellenpélddban azért nem lesznek nagyok a
becsiilt paraméterek variancidi, mert alacsony a hibatag variancidjanak becsiilt értéke, azaz
a rezidudlis szérasnégyzet. Ezért, gyakorlatilag a becsiilt paraméterek varianciainak

nem az abszolit nagysagat kell nézni, hanem azt, hogy mekkora ezeknek

B - &y
© o

»Hfelfijodasa” a hibatag varianciajahoz képest.

II. 2. A multikollinearitas felismerése, mérése, illetve mérészamainak biralata

A multikollinearitds detektdldsdnak és mérésének szdmos mddja ismert, azonban
ezek koziil kevés a széles korben elfogadott mivel, egyrészt a multikollinearitds detektalasa
sokszor nagyon nehéz feladat, masrészt a mutatok tobbségének értelmezése meglehetdsen
szubjektiv. A mérdszamok, eljardsok egy része dltaldban csak detektaljadk a

multikollinearitast, de — altaldban szintetikus jellegiik miatt — nem lokalizaljak a problémat.
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Ezzel szemben a mérdszamoknak és eljardsoknak egy csoportja — tobb—kevesebb sikerrel —
megprébdlja lokalizadlni (dltaldban egy valtozéhoz kotni) a multikollinearitds jelenségét
(példaul a tényezdvéltozok korreldcidés maétrixdnak vizsgdlata, a KLEIN-féle hiivelykujj-
szabaly, MASON és PERREAULT vizsgalata, WILKS F-tesztje, FRISCH sugarkéve-térképek
modszere, a VIF;-mutatd, a tolerancia-mutatd, BELSLEY variancia-dekompzicids eljdrdsa).
Ezen moédszerekkel a legfébb probléma az, hogy a multikollinearitds lokalizdldsa vagy
valtozoparok, vagy 1—k elemii valtozocsoportok egyiittmozgasa alapjan torténik, azonban a
multikollinearitast két tetszleges szamu tényezOvaltozobdl allé csoport egyiittmozgasa is

okozhatja.

Egy mutat6 hasznos tulajdonsigai az aldbbiak.

1. A mutaté normélt legyen, azaz értéke 0 és 1 koz¢ essen.
2. A mutat6 szintetikus (atfogo) legyen.

3. A mutaté értelmezése objektiv legyen.

A tovédbbiakban e szempontok szerint is jellemzem a multikollinearitds néhany mutatéjét.

A multikollinearitds felismerésének egy egyszeri modszere az, hogy a
tényezovaltozok  korrelaciés matrixat vizsgalva, nagyobbnak tekintjik a
multikollinearitds mértékét, ha a foatlon kiviili elemek abszolut értékei messzebb esnek
nullatél. A médszerrel tobb probléma van. A mddszer nem hatdrozza meg egyértelmiien
azt, hogy hany korrelaciés egyiitthat6 szignifikdns eltérése jelez multikollinearitast. Az 1.
példaban szereplé hirom tényezdvaltozd linedrisan nem fiiggetlen egymadstdl, — azaz a
modellben extrém multikollinearitds van — ennek ellenére a tényezo6valtozok korrelacios
matrixdban a korrelaciés egyiitthatok nullatél valé kiilonbozdéségeirdl nem tudjuk
megallapitani, hogy azok jelentések-e, vagy sem. gy az eljards a multikollinearités sikeres

lokalizél4sara nem teljesen alkalmas.

A KLEIN-féle hiivelykujjszabaly  szerint akkor  kell  szignifikans
multikollinearitdssal szdmolni, ha a magyardzovéltozok korreldcids matrixaban létezik

olyan korreldciés egyiitthatd, amelynek értéke kozel van a tobbszords korreldcids

16



egylitthatd értékéhez. Ez a moddszer meglehetdsen szubjektiven értelmezi a kozelség

fogalmat (HERMAN — PINTER — RAPPAI — REDEY, [1994]).

MASON és PERREAULT azt javasolta, hogy a vizsgdlatba vont eredményvaltozé és
m darab tényezOvaltozé felhasznaldsaval, a valtozok megkiilonboztetése nélkiil készitsiik el
az Osszes lehetséges (m+1)-dimenzids regressziés modellt tgy, hogy mindegyik modellben
az eredményvaltozé eredetileg egy-egy magyardzovaltozé volt. Amennyiben ezen
modelleknek a tobbszoros determindcids egyiitthatéi kisebbek az eredeti szereposztisu
modell tobbszoroés determinacids egyiitthatdjandl, akkor a multikollinearitis nem jelent

problémaét a vizsgalat szempontjadbol (MASON — PERREAULT, [1991]).

Az M, szintetikus mutaté a magyarazovaltozok és az eredményvaltoz6 kozotti

korreldciés matrixot hasznalja. Ha a magyardzévéltozok egymadstdl fiiggetlenek, akkor a
tobbszoros determindcids egyiitthatd értéke megegyezik az eredményvaltozé és a

magyarazovéltozok kozotti paronkénti korreldcids egyiitthatok négyzetdsszegével. Ennek

2

az Osszegnek az r;; . . tObbszOrds determindcios egyiitthaté tényleges €rté€kétdl vald

X%,

eltérése a multikollinearités jelenlétére utal.
m
_ 2 2
M, = Zry}, x5,
i=1

A £6 kérdés az, hogy mekkora eltérés jelez erés multikollinearitdst (HERMAN — PINTER —
RAPPAI — REDEY, [1994])?

Egy masik szintetikus mutaté az

(r; ry )
F.5.% .58, 0¥ LTRSS S AL

m m

aminek a tobbszords determinécids egylitthatéhoz kozeli értéke jelentés multikollinearitast
jelez (FORSTER — EGERMAYER, [1966]). Hétrdnya, hogy — a tényezdvaltozok szdmdnak
novekedésével — étékének meghatirozdsa a tobbi mutatd kiszamitisdhoz viszonyitva

ardnytalanul tobb szamitdst igényel. A ,kozelség” értelmezése szubjektiv, rdaddsul az M
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értéke negativ is lehet, igy semmiképp sem tekinthetd normadltnak. A képlet

magyardzatdnak latszolag két megkozelitést adhatunk.

Az egyik szerint, a képletet atrendezve lathatjuk, hogy az Osszefiiggés a tobbszoros
determinacids egyiitthatt bontja fel a tényezovaltozok kozvetlen hatdsaira, illetve az M
altal mért kozvetett hatdsra, tehdt az eredményvaltozé szordsnégyzetének a
magyarazovaltozok 4ltal egyiittesen megmagyardzott hanyadiat bontjuk fel a

tényezOvaltozok dltal kiilon-kiilon és egy kozosen meghatdrozott részre.

Két magyarazévaltozo esetén a fenti Osszefiiggés szerkezete gyakorlatilag a szita-formula
analdgidja, az egyiittesen megmagyarazott részre, mint halmazra alkalmazva. Marpedig a
szita-formula végeredménye nem lehet negativ eldjelii. Tehat a képletnek az e fajta
interpretdcidja félrevezetd, ugyanis a magyardzovaltozok kozvetlen hatdsainak mértéke
nem egyezik meg a képletben szerepld értékkel. A képletben kozvetlen hatasként azt
mérjiik, hogy ha egy adott magyardzévaltozot utoljara kapcsolunk be a modellbe, akkor az
mennyivel noveli meg a tobbszords determindcids egyiitthatd értékét. THEIL ezeket a
tényezOket, azaz a képlet Osszeadandd részeit az adott véltozénak a tobbszords

determindcids egyiitthatéhoz tartozé novekményi hozzdjdruldsdnak nevezte.

Pontosan ezek a novekmények jelentik a képlet mdsik magyardzatit. Ha az Osszes
tényezOvaltozé paronként fiiggetlen, akkor a tobbszords determindcids egyiitthato értéke

pontosan megegyezik a novekmények Osszegével, tehat ekkor a mutaté értéke nulla.

Egy ujabb lehetséges vizsgalati médszer a magyarazovaltozok ortogonalitasanak
vizsgalata. Ha a magyardzovaltozok linedrisan fiiggetlenek egymadstol, akkor a modellben
szerepld tényezdvaltozok ortogondlisnak tekinthetdek, ekkor a tényezdvdltozok korreldcios
mdtrixdnak determindnsa egy. Minél jobban tdvolodunk ettdl az esettdl, a korrelacios
matrix determindnsénak abszoldt értéke egyre inkdbb nulldhoz kozelit. A korrelacids
matrix determindnsa megegyezik a matrix sajatértékeinek szorzatdval. Ez a médszer csak
alacsony dimenzidszdm esetén hasznilhaté6 megfeleléen (FELLMAN, [1981]). A kérdés

megint csak az, hogy mit jelent a nulldhoz vald kozelség?

A FARRAR — GLAUBER-féle vizsgilat (FARRAR — GLAUBER, [1967]) szerint a
korreldciés matrix determinansa megkozelitSleg  y*- (khi-négyzet) eloszldsiivd

transzformaldsaval az alabbi probafiiggvényt kapjuk.
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x’ =—(n—l—é(2m+5)lgdetR

A hipotézisvizsgdlat nullhipotézise a magyardazévaltozok linedris fliggetlensége, vagyis az,
hogy a determindns abszolit értéke egy. Ennek a probafiiggvénynek a szabadsédgfoka

m(m—1)
—

multikollinearitas nincs jelen a modellben (HULYAK, [1969]).

A nullhipotézis elfogadisa nem jelenti automatikusan azt, hogy a

A magyarazovaltozok  Kkorrelaciés matrixanak inverzét vizsgalva
megéllapithatd, hogy a matrix diagondlis elemei egynél nem lehetnek kisebbek. Minél
nagyobb az egyiittmozgas egy valtozd €s a tobbi valtozo kozott, anndl jobban eltérnek
egytdl a megfeleld diagondlis elemek. Ez alapjén egy parcidlis probét lehet alkalmazni a
multikollinearitds tesztelésére. WILKS kimutatta, hogy a diagondlis elemek megkozelitdleg
n-m és m—1 szabadsdgfokd F-eloszldstivd transzformdlhatéak, ami az aldbbi

probafiiggvényt eredményezi.

A préba nullhipotézisének elvetése azt jelenti, hogy a vizsgélt magyardz6évaltozo és a tobbi
tényezOvaltozé kozott — adott szignifikanciaszint mellett — a multikollinearitds

szignifikansnak tekintheté (HULYAK, [1969]).

A multikollinearitds jelenlétére gondolhatunk akkor is, amikor két tényezdvaltozd
kozotti parcidlis korrelacios egyiitthaté értéke jelentdsen eltér a két véltozé kozotti
korrelacioés egyiitthat6 értékétdl. A parcidlis korreldcios egyiitthatok szignifikancidjanak #-

proba segitségével torténd tesztelését is alkalmazhatjuk.

FRISCH sugarkéve-térképek modszere (bunch maps) a normalt regresszids
egylitthatdk 4brai alapjan kovetkeztet a multikollinearitas jelenlétére. Az eljards megfeleld
rutin nélkiil nagyon nehézkesen alkalmazhat6. A modszer nem kiilonbozteti meg a
magyarazovaltozokat az eredményvialtozotdl, tehat bemenetként adott m+1 darab véltozo.
Ezutan mindegyik valtozénak az atlagatdl valo eltéréseire eldszor (m+1)-dimenzids linedris

regresszios modellt illesztiink dgy, hogy minden valtoz6 szerepeljen eredményvaltozéként
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is. Igy kapunk m+1 darab m+1 valtozés linedris regressziéegyenletet. Ezek mindegyikébél
kifejezziik kiilon-kiilon az osszes valtozét. Gyakorlatilag igy mindegyik valtozé m+1 darab
egyenlettel van felirva a tobbi véltozo segitségével. Ezek utdn iterdljuk az eljarast, vessziik
az Osszes lehetséges m-dimenziés modellt, stb. Az iterdcids eljardst két dimenzidig
ismételjitk. A kapott parcidlis regresszios egyiitthatokat az 0sszehasonlithatésdg kedvéért
normdlnunk kell. A sugarkéve-térképekben ezeket a normalizalt egyiitthatokat dbrazoljuk.
A normalizalt parcidlis regresszios egyiitthatok kifejezhetdek a megfeleld korrelacios
egyiitthatok adjungalt maétrixanak egy-egy megfelelé elemének héanyadosaként. Ezen
hanyadosok szamlal6i, illetve nevezdi lesznek a sugarkéve-térképeken abrazolandé
koordinatak. Egy sugarkéve nem mads, mint egy-egy valtozdpar kozotti, 6sszes kapott —

adott dimenzidju — egyiitthatoknak az dbréja.

A kévék zartsagdbol, meredekségébdl és a sugarak hosszdbdl kimutathaté a
multikollinearitas, illetve megéllapithaté, mely magyardazévaltozok lesznek hasznosak,
karosak, illetve feleslegesek az eredményvaltoz6 megmagyardzdsanak szempontjabol. A
kéve zartsdga azt mutatja, hogy a két valtoz6 kozott milyen szoros kapcsolat van. Minél
rovidebb egy sugdr, anndl szorosabb a kapcsolat a tobbi valtozé kozott, ezért azok lesznek

a legfontosabb valtozok, amelyekhez a leghosszabb sugarak tartoznak (CORRADI, [1967]).

A VIF; (CHATTERIEE-PRICE, [1977]) nem szintetikus mutaté, hiszen minden
magyarazovéaltozéra kiilon-kiilon kiszdmitjuk, azaz ez a mutaté valamelyik valtozéhoz
prébdlja kotni a multikollinearitdst. Ez azért nem tdl szerencsés, mert sok esetben a

multikollinearitdst nem egy valtozé okozza.

VIF, =
o ! 1_’}2/..%1.)72,...3/715' m¥

Ha a j-edik tényezdvéltozo linedrisan fiiggetlen a tobbi magyardzovaltozotdl, akkor e
mutaté értéke eggyel egyenld. Extrém multikollinearitds esetén a mutatd értéke végtelen.

Az

(8) no
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szerint standardizalt magyardzovéltozok esetén (X'X);j1 =VIF j.3 A VIF, mutato

megmutatja a becsiilt regresszids egyiitthaté variancidja ,felfdjodasanak” mértékét a
hibatag variancidjdhoz viszonyitva. Ennek értelmezése meglehetdsen szubjektiv abbdl a
szempontb6l, hogy nincs egyértelmii kiiszobszdm a multikollinearitds karos voltanak
jelzésére. Egyes szerzOk szerint a mutato 6t €s e feletti értéke jelez erds multikollinearitast.

A VIF;-mutaté reciprokdt tolerancia-mutaténak nevezzik. A 7; tolerancia-mutat6

megmutatja, hogy a j-edik magyardzéviltoz6 szordsnégyzetének mekkora része nem
magyardzhat6 egyiittesen a tobbi tényezdvaltozdval. Ennek értéke nulla és egy kozé esik.
Minél nagyobb a multikollinearitas mért€ke anndl kozelebb van a mutaté értéke a nulldhoz

(KovAcs — PETRES — TOTH, [2004]).

A VIF;-mutat6 6thdz képest nagyon magas ért€ke miatt érdekes BOWERMAN

példaja. Az amerikai hadiflotta kérhdzainak 1979-es vizsgalatakor 17 kérhaz adatai alapjan
a havi munkadrak szamadra illesztett regressziés modell eredménye a 3. tablazatban lathatd

(FENG-JENQ, [2006]).

3. tablazat: Példa a VIF; magas értékére
A havi munkaorak becslése linearis regresszios modellel

Valtozok Becsilt FEBIESSZIOS | ¢ statisztika VIF;
paraméterek

Tengelymetszet 1962,482 1,832 -
Az, ellatando paciensek napi dtlagos 15,852 0,162 9597.57
szdma
A“ havont'a el\,/egzett ) 0,056 2,631 7.94
rontgenvizsgdlatok szdma
A,z dpolasi napok szdma egy 1,590 0514 893300
hénapban
1CA(V)' )korzethez tartozok szdma (ezer 4219 0,588 2329
Az apolds atlagos id6tartama (nap) -394,314 -1,881 4,28

(forrds: FENG-JENQ, [2006])

? Ugyanis, a magyaraz6valtozok korreldciés mitrixa alapjan felirhaté a VIF ;= R;jl Osszefiiggés.

~

ij
2
JnO'j

egyenlet figyelembevételével az (X'X);j1 = VIF; bsszefiiggést kapjuk.

szerint standardizilt véltozékra érvényes — (X'X) =R

Ekkor — a kizar6lag az x; =
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A tablazat adataib6l megallapithatd, hogy a VIF,-mutat6 értéke az dpolds étlagos
id6tartamat leszdmitva minden véltozé esetén nagyobb otnél, azonban az értékek
nagysagrendje kozott jelentds kiilonbség mutatkozik. A multikollinearitasért elsdsorban
valdszintlileg vagy az elldtand6 péaciensek napi dtlagos szdma, vagy az dpolasi napok szdma
egy honapban, vagy mindkét véltoz6 felelds. Ennek eldontésére tovabbi vizsgélatokra
lenne sziikség. Most csak annyit dllithatunk, hogy nem tlinik célszeriinek ezt a két
tényezOvaltozot egyszerre ugyanabban a modellben szerepeltetni. Egyébként e két valtozo
esetében a r-statisztika értéke is igen alacsony, azonban ezt a multikollinearitds jelenléte

miatt nem értelmezhetjiik megfelelden.

A multikollinearitds egyik legijabb mérészdma a CURTO €s PINTO éltal 2007-ben
publikdlt DEF-mutat6 (CURTO — PINTO, [2007]). Amennyiben az

y = ﬁo + ﬁlii,l + :’Bczii,z ...t lgmxi,m +e,
regresszios modellt standardizalt valtozdkra irjuk fel, akkor ez az egyenlet
Vi = Bl'xi,l + ﬁAzxi,z +"'+18mxi,m + Igeei =Y +Beei
alakban irhaté fel, ahol a ,81. a standardizalt regresszids egyiitthatokat® jelenti.

Ekkor
Var(y) =Var(y + ﬂAe e)=Var(y)+ ﬁfVar(e) +2Cov(y;e) =Var(y) +,3€2 + ,31 ,38 Fee -
i=1

A standardizélt valtozdk és a standardizélt hibatag fliggetlenségének feltételezése mellett
Var(y) =Var(y) + ,Bf .
Ekkor az eredményvaltoz6 eggyel egyenld variancidjat két részre bonthatjuk fel:

— a tényezdvaltozok altal egyiittesen megmagyardzott Var(y) hanyad, amit a

tobbszoros determinécids egyiitthatéval mériink;

* Ez a terminolégia azért félrevezetd, mert a szakirodalom — kivétel nélkiil — nem a regressziés
egyiitthatok standardizalt voltdra utal, hanem arra, hogy standardizalt valtozok szerepelnek a

modellben.
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— atényezOvaltozok altal egyiittesen meg nem magyardzott hanyad, ami gyakorlatilag

Var(y)—r? =1-r2

VX[ 3 X0 e sXpy VX[ XXy ©

Mivel a standardizalt eredményvaltozé a standardizalt valtozok egy linedris kombindacidja,
ezért

m

NEE
A=
_xﬁ

'_?4
m>

Var(y) = Var(z ,5’], X;)= ,5’/2 +
j1 =

1 i=1

#

~

Ezek szerint, a tényezdvéltozok dltal egyiittesen megmagyardzott Var(y) variancia-
hanyad, és igy specidlisan a tobbszoros determindcids egyiitthato is két részbol tevodik

ossze:

m
— atényezOvaltozok direkt hatdsainak dsszege: Z ,Biz ;

i=1

— atényezdvaltozok egyiittes hatdsa: z zlgl T ,B I

i=l j=1
i

Ezért, a

mutatd — a szerzok szerint — megmutatja, hogy a tobbszoros determinécids egyiitthaté hany
szazalékat teszi ki a tényezOvaltozok egyiittes hatdsa. A szintetikus mutaté egyhez kozeli

értéke erds multikollinearitast jelez.

Vizsgalataim szerint, a mutatéval kapcsolatban tobb hidnyossdg is felsorolhatd. A
képletben a tényezovaltozok direkt hatdsainak Osszege, €s igy a képlet szamldldja negativ
is lehet, igy amellett, hogy szdzalékban sem fejezhetd ki, gondot jelent az értelmezése is

(VL. 3. melléklet).

A multikollinearitis mérészamanak egy csaladjat alkotjak az X'X matrix

sajdtértékeire épiillo mutatok. A sajatértékek alkalmazdsanak alapotlete az, hogy a

tényezOvaltozok egyiittmozgasat jelzik az X'X Kkicsi sajatértékei (KENDALL, [1957];
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SILVEY, [1969]). Az X'X madtrix spektrdlfelbontdsa alapjan a becsiilt regressziés

paraméterek variancia-kovariancia métrixa felirhato a
Var(B)=6*(X'X)" =62UA'U’

formdban, ahol A az X'X matrix sajatértékeinek diagondlis matrixa, U pedig a
sajatértékekhez tartoz6 sajatvektorok matrixa (THEIL, [1971]). Tehat a becsiilt regresszios

egylitthatdk variancidi fiiggnek az X'X mitrix sajatértékeitol:

= N

Var(B )= G’ %
9 =0

z| =

oo

A kondiciészdam® négyzetgyokeként definidlt

A

}/:/I_

‘min

gamma-mutat6® értéke egy, amennyiben a tényezGvaltozok linedrisan fiiggetlenek. Minél
erteljesebb a multikollinearitas jelenléte, a mutatd értéke anndl nagyobb lesz. Azonban a
szignifikdns multikollinearitdsnak nincs egyértelmii kiiszobértéke, igy értelmezése nem
objektiv. A mutaté kiszdmitdsa nem egységes, ugyanis haszndlatos mind a normalt X'X
(BELSLEY-KUH-WELSCH, [1980]), mind pedig a standardizdlt XX madtrix, azaz a
korrelaciés matrix (WICHERN-CHURCHILL, [1978]; CASELLA, [1980]) legnagyobb és
legkisebb sajatértékének hanyadosa is. Egyes szerzOk szerint e mutaté 30, mig masok

szerint 15 feletti értéke jelez er6s multikollinearitést.

> A kondiciészdm értéke azt jelzi, hogy a matrix elemeinek kicsiny (példaul tizednyi, szdzadnyi)
megvaltozasara hogyan véltoznak meg az inverz métrix elemei. Ha ez a valtozas nagysagrendekkel

nagyobb a métrix elemeinek kicsiny megvaltozasdhoz képest, akkor a méatrix rosszul kondicionalt.

% Ezt a mutatdt, illetve a négyzetét a kiilonbdzd szakirodalmak mds és mas szerzok nevéhez kotik.

Példaul WICHERN és CHURCHILL, CASELLA, BELSLEY.
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A kondiciészdmhoz tartalmilag hasonld, azonban nem szintetikus mérdszam a

A

J

kondiciés index. Adott matrix esetében a legnagyobb kondicids index megegyezik a
gamma-mutaté értékével. Egyes szerzok szerint e mutatdk 30, mig mésok szerint 15 feletti
értéke jelez er6s multikollinearitast. Ez a kiiszobérték elég szubjektiv, rdadasul, mint az

alabbi példa (4. tdblazat) is mutatja nem mindegy, hogy mely maétrix alapjan szamitjuk a

sajatértékeket.
4. tablazat: Eltéro sajatértékek és kondicios indexek
az X'X Kiilonboz6 alakjai alapjan
Sajétértékei | NOMAICIOS | g istertekei| KONUICIOS | atertekei| Tomdicios
index index index
134339.800 1.000 4.563 1.000
3483.839 6.210 0.315 3.808 2.216 1.000
112.169 34.607 0.092 7.028 1.627 1.167
35.924 61.152 0.028 12.730 0.149 3.853
1.325 318.472 0.001 56.408 0.007 17.308

(forrds: sajat szerkesztés)

A kondicids index és a (9) alapjan BELSLEY és szerzotarsai (1980) egy eljards adtak

a multikollinearitas lokalizdlasara. A (9) képletet atrendezve

=

u

27

Var( Z;

lathat6, hogy az Osszefiiggés a j-edik becsiilt regresszids paraméter variancidjanak a
hibatag szérdsnégyzetéhez viszonyitott ,.felfdjodasat” bontja tényezdkre. A képlet jobb
oldalan szereplo kifejezés [-edik tagja azt mutatja meg, hogy a j-edik becsiilt regresszios
paraméter variancidjanak felfijodasdbol mekkora az l-edik sajatérték ,részesedése”. A
variancidk felfdjoddsdnak ezen részesedések szerinti megoszldsat az 5. tdblizat

tartalmazza.

A szerzOk szerint — normalizalt métrixra alkalmazva az eljardst — linedrisan fiiggetlen

tényezOvaltozok esetén a fenti elrendezés egy egységmadtrix, tovdbbd ha valamely kicsiny
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sajatérték legalabb két variancidbdl magas (legalabb 0,8) részesedési ardnyud, akkor
megéllapithatd, hogy a tényezdvaltozok mely csoportja(i) okolhatéak a

multikollinearitasért.

5. tablazat: A varianciak ,.felfijodasanak” felbontasa

Sajatérték Var(f,) Var(p,) o Var(B,,)
~2 ~2 7
MOO ulO umO
Z ﬂO ﬂo 0
0 m Z‘ZZ m 1/72 m 1/72
U ot 5%
1=0 /1[ 1=0 ﬂ] =0 /?’I
~2 ~2 ~2
Uy, Uy, L
3 ﬂq~ /11~ ﬂl
1 N u021 N ﬁ il’iﬂ
=0 /l[ =0 ﬁ] =0 1
~2 ~2 7
uOm M umm
Z m m lm
m m l’/t‘02l m ﬁ 2 ﬁ’i[
1=0 ﬂ[ =0 l[ =0 1

(forrds: BELSLEY—KUH-WELSCH, [1980])

Egy sajatértéket akkor tekintenek a szerzOk alacsonynak, ha a hozzitartoz6
kondiciés index legaldbb 10. A 3. tdbldzatban szerepld normdlt XX mitrix alapjin
végrehajtva az eljarast (6. tablazat) megallapithatjuk, hogy a két legkisebb sajatértékhez
tartozé kondicids index nagyobb, mint a szerzok éltal megadott hatir. Mivel a legkisebb
sajatérték (0,001) a harmadik és a negyedik becsiilt regresszids egyiitthaté variancidjénak
felfijodasabol is tobb mint 99 szdzalékban részesedik, ezért a harmadik és a negyedik
tényezOvaltozd nem tekinthetéek egymadstdl fiiggetlennek. Mivel a mdsodik legkisebb
sajatérték (0,028) az elsé és a masodik becsiilt regresszids egyiitthaté variancidjanak
felfdjodasabol is tobb mint 82 szdzalékban részesedik, ezért az elsdé és a madsodik

tényezOvaltozd nem tekinthetdek egymastol fliggetlennek.
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6. tablazat: Variancia-dekompozicié az X'X matrix alapjan

| Kondiciés Variancia-hanyad
Sajatérték . 2 2 2 2 2

index Var(f,) Var(p,) Var(p,) | Var(B,) |Var(B,)

4.563 1.000 |0.0049175]0.0021241]0.0021822 |0.000126 | 0.000126

0.315 3.808 [0.00041810.0323175|0.0445732|0.002462 | 0.002211

0.092 7.028 0.9511659|0.0268882 [0.0369498 | 0.001091 | 0.001596

0.028 12.730 [0.00184910.9242759|0.8274794 | 1.86E-05 | 0.000309

0.001 56.408 [0.0416493|0.0143943|0.0888153|0.996303|0.995759

alkotjdk a

(forrds: sajat szerkesztés)

A sajatértékekre épiilld multikollinearitds mérészamok egy specidlis csoportjat

tényezdvaltozok korreldciés matrixdnak, azaz a standardizdlt X'X

sajatértékeire €piild mutatok. Mivel egy R, , korrelacios matrix négyzetes, szimmetrikus,

pozitiv szemidefinit, ezért a sajatértékeire altaldnosan az aldbbi tulajdonsdgok érvényesek

(ROZsA, [1991]).]

1.

A sajatértékek szama és Osszege is megegyezik a valtozok szamdval. Tehdt, ha csak

a tényezdvaltozok R korrelacios matrixat tekintjiik, akkor a A, sajatértékek

mxm

szdma és 0sszege is m.

A korreldciés matrix sajatértékei nem negativak. Az elsé két tulajdonsagbol és a
matrix tipusdbdl kovetkezik, hogy a korrelacids matrixok sajatértékei a [0 ; m]
intervallumba esnek, tovabba a legkisebb sajatérték legfeljebb 1, mig a legnagyobb
legaldbb 1.

3. Az R, matrix nyoma megegyezik a sajatértékeinek Osszegével, azaz
m
rR)=D"4.
i=1
4. Az R, sajatértékeinek szorzata megegyezik a mdtrix determindnsdval.
5. Ha az R, , matrix sajatértékei A, akkor az RY = sajatértékei A’ (Ne Z).
Tehdt a korrelaciés matrix inverzének sajatértékei a Kkorreldciés matrix

sajatértékeinek reciprokai.

" Természetesen a tulajdonsdgok egy része dltaldnosabb matrixokra is érvényes. Itt csak a kutatés

szempontjabdl fontos tulajdonsdgokat emlitem meg.
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Ha a (8) szerint standardizalt valtozokat vizsgdlunk, akkor a standardizilt valtozékhoz

tartoz6 becsiilt paraméterek variancia-kovariancia métrixa felirhat6 az
E[B-BB-p)1=VarB)=0*(XX)" =6’R™" =c’UA"'U’

formaban is a korreldciés matrix spektrdlfelbontdsa alapjian, ahol A a korrelacidés matrix
sajatértékeinek diagondlis mdtrixa, U pedig a sajatértékekhez tartozd sajdtvektorok
matrixa. Ez utébbi, illetve a loading valtozdkat tartalmazé A fékomponenssuly-matrix
tulajdonsaigainak8 figyelembevételével a j-edik standardizalt magyardz6véltozéhoz tartozd

paraméter becslésének szorasnégyzete az alabbi.

m 2

L e aed
— Jbo_ J
Var(ﬁj)—O' E 7—0 7
=1 1 =1 1

Ebbé] a variancidk osszegére a kovetkezd osszefiiggést’ kapjuk:

m A
(10) ;Vgr(ﬂj) - ;7,

Ezek szerint a variancidk Osszegének a hibatag szérdsnégyzetéhez viszonyitott
»felfijodasanak” mértékét végsd soron a sajatértékek befolydsoljak: ha legaldbb egy tul
kozel van nulldhoz, akkor nagy mértékben novekszik a becsiilt paraméterek
szorasnégyzeteinek atlaga. Az, hogy legaldabb egy A kozel esik-e nulldhoz, egyértelmiien
az adatillomany adatainak egyiittmozgasatol, azaz a multikollinearitds mértékétdl fiigg

(KOVACS — PETRES — TOTH, [2004]).

A tovabbiakban részletesen attekintem a sajatértékekre épiil6 mutatdkat.

¥ Az a, = uk,\/z fokomponenssilyok megadjdk a magyardzévaltozok és a fokomponensek

kozotti linedris korreldcids egyiitthatot: a,, = e = Tre A fékomponenssulyok oszloponkénti

négyzetosszege /1],, a soronkénti négyzetdsszege egy. Oszlopparonkénti szorzatdsszegiik nulla,

sorparonkénti szorzatosszegiik a megfeleld két magyardzovaltozod linedris korrelacids egyiitthatéja

(PETRES — TOTH, [2006]).

? Az 6sszefiiggés egyszeriibben is megkaphat6 az alabbi médon.
S P L /- — y2 _ _ m 1
LVar(p)=3,0" XX =o' rXX)" =o' rR ) =073~
J= j=1

=1 7Y
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FELLMAN L-mutatéjanak

L=2 7%

nulldhoz kozeli értékei jelentéktelen multikollinearitést jeleznek. Minél nagyobb a mutaté

értéke, annal erdsebb a multikollinearitas mértéke (FELLMAN, [1981]).

LAWLESS (1978) a multikollinearitds mérésére egy ,.masik” Mj;-mutatot hasznalt
(FELLMAN, [1981]).

nm 1
M =) —
=2 7l
Ennek a mutaténak az eldnye a gamma-mutatohoz képest az, hogy az Osszes sajatértéket

figyelembe veszi.

THISTED (1980) egyszerre két mutatét is javasolt. Az egyik az mci
multikollinearitas-index, a madsik pedig a pmci tervezé multikollinearitas-index

(FELLMAN, [1981]).

i A
pmci= ) ——
i=1 2’,’
THISTED az mci indexet becslések, mig a pmci indexet eldrejelzések készitésekor ajanlotta
hasznélni. A két indexr6l konnyen igazolhatd, hogy
l<mci< pmci<m.

A két index értéke pontosan akkor egyezik meg, ha minden sajatérték megegyezik, azaz
mindegyik értéke 1, ekkor mindkét index értéke m. Minél jobban kozelit a nulldhoz a
legkisebb sajatérték, a mutatok értékei anndl jobban kozelitenek egyhez. THISTED allitdsa

szerint az indexek egyhez kozeli értékei szignifikdns multikollinearitast jeleznek. Azonban,
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ez az 4allitas cafolhatd. FELLMAN rdmutatott arra, hogy ha egy olyan specidlis korrelacids
matrixot tekintiink, amiben a tényezdévéltozok korrelaciés métrixdnak minden f6atlon

kiviili eleme a, akkor a két indexre szigortibb alsé hatart adhatunk.'® Ekkor
m—1<mci < pmci.

Példaul, hirom magyardazovaltozé esetén mindkét index értéke kettdnél nagyobb lesz.
Marpedig, példaul ha a=0,9; akkor az erds multikollinearitds ellenére, a két index értéke
meg sem kozeliti az egyet. THISTED mérOszamai csak akkor adnak megfeleld képet a

multikollinearitds mértékérdl, ha legfeljebb egy darab nulldhoz kozeli sajatérték van.

FELLMAN példdjdval kapcsolatosan felmeriill az a kérdés, hogy tetszéleges O<a <1
paraméter mellett egyaltaldn 1éteznek-e ilyen specidlis korrelaciés matrixok. A korreldcids
matrix szerkezetére vonatkozéan nincsenek dltaldnos érvényli eredmények. Azonban
harom, négy és ot valtozo esetére igen. Ezeknek a feltételeknek a megaddsa négy és 6t
valtozo6 esetén nagyon bonyolult, mig harom valtoz6 esetén konnyen megadhatd: egy 3x3-

as korrelacios matrixot az

1 cosa cosf
R =| coscx 1 cosy
cosff cosy 1

alakban paramétereziink'', ahol a, 3,7 € [0;1] a valtozok, mint vektorok altal bezért szogek

cosinus értékei. R pontosan akkor lesz korrelidciés matrix, ha egyszerre teljesiilnek az

alabbi feltételek (BoLLA — KRAMLI, [2005]).

' Ekkor a korreldciés matrix sajétértékei: 4, =4, =...= 4, =1—-a; A, =1+(m—-1)a.

""" A korrel4ciés matrix ilyen tipusd paraméterezésének alapja az, hogy standardizalt valtozokat
(zéroatlagu valtozokat), mint vektorokat tekintve, a véltozok altal bezart szog cosinusa megegyezik
a linedris korreldciés egyiitthaté értékével, a vektorok skaldris szorzatanak kétféle felirasabodl

kovetkezden.

Zx ¥, > Xy,

Xy = ny, =l xl-1yl-cos(x’;y) = cos(x; y)— \/7 \/7
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a+pB=y

f+y2a

a+yzpf

a+p+y<2x
Megjegyzem, hogy a felvetett kérdés végiil is lényegtelen, ugyanis az ellenpélddban
kizardlag a sajatértékek nagysdga lényeges és nem a korrelacios matrix szerkezete. Mint a
késObbiekben litni fogjuk, 1étezik ilyen ,,sajatérték-szett”. Azt viszont mar nem allithatjuk,
hogy egy sajatérték-szetthez csak egy korrelaciés matrix tartozik, hiszen egy tetszdleges
A négyzetes matrix és egy B'AB transzforméltjdnak a sajitértékei megegyeznek. Egy
késObbi kutatds témdja lehetne a korreldcios matrixok egymasba transzformalhatésdgidnak

vizsgélata.

A VINOD (1976), WICHERN és CHURCHILL (1978) altal adott ISRM index értéke O és

m(m—1) kozé esik.
2
m

m ﬂ/l
2

J=L 7%

-1

ISRM =3
i=1

Az index kifejezhetd az eddigi mutatdk segitségével is.

m 2 2 .
Y A S e
o\ AM, pmci

Minél jobban tivolodik a mutaté értéke a nullatol, anndl erdsebb a multikollinearitds
mértéke. Azonban, az mci indexnél bemutatott példaval ezt az allitast is cafolhatjuk. Minél
kozelebb van az a paraméter értéke egyhez, anndl nagyobb a multikollinearitds mértéke,

m

viszont az ISRM index értéke -hez tart (FELLMAN, [1981]).

m —

Osszefoglalva megallapithaté, hogy a sajatértékek reciprokait hasznalé
indikatorok nagy hatranya, hogy értelmezésiik szubjektiv, azaz nincs egy olyan
egyértelmii kiiszobszam, ami mar erés multikollinearitast jelez. Tovabba ezen

mutatok értékei foleg csak a legkisebb sajatértéktol fiiggnek.
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Az eddig ismertetett tesztek €s mutatok 0sszefoglalasat a 7. tablazat tartalmazza.

7. tablazat: A multikollinearitas mérdszamainak és tesztjeinek osszefoglalé tablazata

3 2 %
3 . £ | £33
O |72} q.') L .g - & f:
- = = 22 \23 g E‘: =
S ﬁ ‘< \5 o > % > O
E g E £ HE 2 C
= = g =¥ PR —
S z. g2 £ S
wn =) [R=
= £ SN =
i > :g =
3 =~ E
DEF-mutat6 Igen Igen Nem Nem Detektélas
FELLMAN L- 214
. Igen Nem Nem Nem Detektalds
mutatdja
amma- 14
& P Igen Nem Nem Nem Detektélas
mutato
ISRM-mutatd Igen Nem Nem Nem Detektélas
CI kondici6s 14
. Igen Nem Nem Nem Detektalds
index
M ;-mutatd Igen Nem Nem Nem Detektalas
MAHAYAN é€s
LAWLES M, Igen Nem Nem Nem Detektalas
mutatdja
M-mutaté Igen Nem Nem Nem Detektélas
Red-mutat6 Igen Igen Igen Nem Detektélas
THISTED mci
és pmci Igen Nem Nem Nem Detektalas
mutatdja
Detektalds
VIF;-mutato Nem Nem Igen Nem 1z
J g Lokalizalas
Tolerancia- Nem Ieen Ieen Nem Detektalas
mutats 8 E Lokalizdlds
FARRAR—
GLAUBER Igen Nem - - Detektélas
teszt
WILKS teszt Nem Nem — — lokalizél4s

(forrds: sajat szerkesztés)
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II. 3. A multikollinearitas negativ kovetkezményeinek csokkentése

A multikollinearitds jelenségének felismerése utin felmeriil az a kérdés, hogy
hogyan sziintethetéek meg, illetve hogyan csokkenthetéek a multikollinearitds karos

kovetkezményei.

Abban az esetben, ha a multikollinearitds jelenléte nem jelent probléméat az adott
vizsgélat szempontjabdl — példaul eldrejelzések esetén — akkor a multikollinearitds mértéke

csokkentésének érdekében semmit sem kell tenniink, a modell hasznalhaté marad.

Ha a multikollinearitds probléméat jelent, akkor megoldds lehet néhdny
tényezovaltozo elhagyasa. Mivel a véltozok elhagydsa utdn a regresszids paramétereket
Ujra kell becsiilni, ezért a paraméterek becsiilt értéke attdl is fiigg, hogy mely véltozot,

illetve véltozokat hagytuk el a modellbdl.
A magyardzdvaltozok elhagydsaval kapcsolatosan tobb probléma fogalmazhaté meg.

— Egyrészt, a valtozok elhagyasa mindig informacidvesztéssel jar. El6fordulhat, hogy

bizonyos valtozok elhagydsaval nagymértékil lesz ez a veszteség.

— Masrészt, a vizsgdlat szempontjdbol relevians véltozék elhagydsa ugyan
csokkentheti a multikollinearitds negativ kovetkezményeit, de fogyatékossa teszi az
alkalmazott modellt. Ekkor a regressziés egyiitthatok becsiilt értékeinek

értelmezése nem lesz valdsighii.

— Harmadrészt, honnan tudjuk, hogy melyik magyardz6valtozaét kell elhagyni? Ennek
meghatarozasiahoz elengedhetetlen a multikollinearitds pontos lokalizdldsa. Ugyan
bizonyos mutaték a multikollinearitdst magyardzovaltozokhoz prébéljdk kétni, de
ahogyan mér kordbban hangsilyoztam, ezért a jelenségért nem mindig egy valtozé

okolhato, igy tobbnyire nehézkes a lokalizalas.

Altaldban az abszoliit értékben legkisebb r-értékkel rendelkez$ paraméterhez tartozé
tényezOvaltozot hagyjuk el, de 1étezik olyan eljards is, amelyben mindig a legnagyobb

VIF; értékkel rendelkezd viltozot vesszik ki a modellbdl. A viltozok elhagydsdnak

végrehajtdsandl figyelni kell arra, hogy a valtozokat kizdrdlag egyesével szelektdljuk. A
statisztikai szoftverek tobbsége tartalmaz olyan modellépitési mddszereket, igynevezett
stepwise eljarasokat, amelyek a valtozok szelektaldsandl figyelembe veszik a t-értékeket,
valamint - altaldban — a tolerancia-mutato valtozonkénti értékét is (HUNYADI —

MUNDRUCZO — VITA, [1997]):
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— a forward eljards végrehajtdsa sordn eldszor az a tényezOvaltozé keriil a modellbe,
amelyiknek az eredményvéltozdval vett korrelacids egyiitthatdjanak abszolut értéke
a legnagyobb. Ezutidn Iépésenként noveljik a modell magyardzéerejét a
tényezOvaltozok beléptetésével egészen addig, amig a rezidudlis négyzetdsszeg

szignifikansan csokken.

— Az el6zon tdl, a stepwise eljaras hasznalatakor is a magyarazévaltozok egyesével
Iépnek be a modellbe, de ha az djabb belépdk hatdsira (egy adott 1épésben) a méar
bent levd valtozok koziil valamelyikhez tartozé r-érték adott szint ald csokken,

akkor az kilép a modellbdl.

— A backward mddszer hasznalatakor kezdetben minden tényezdévéltozé beléptetésre
keriil, majd a mér bent levd valtozok koziil azt hagyjuk el, amelyikhez a legkisebb

t-érték tartozik.

A vialtozdszelekcidra vonatkozd dallitds mdasodik fele azonban vitathaté, ugyanis ezek
eljarasok els6sorban a modellek magyardzderejének meghatirozdsara optimalizaltak.
Ebbdl kovetkezden elofordulhat hogy az eljardsok végrehajtasa utdn olyan modellt kapunk
eredményiil, amelyben mar nincs szignifikdns multikollinearitdis. Az azonban nem
allithat6, hogy az igy kapott modell a multikollinearitds negativ hatdsainak csokkentése

szempontjabol optimadlis lesz.

Az allitassal kapcsolatosan egy — SOKAL és ROHLF dltal adott — érdekes ellenpéldat
szeretnék megemliteni (FENG-JENQ, [2006]). Klimatologusok a 70-es évek végén a levegd
mindségének eldrejelzésére egy elemzés soran 41 amerikai nagyvaros adatait vizsgaltak.
Az egyik részvizsgilat sordn a kéndioxid koncentricidjat, mint eredményvaltozét, hét
magyarazovaltozé fiiggvényében elemezték. Ekkor a 8. tablazatban szerepld linedris

regresszids modellt kaptak.

A 8. tibldzat adatai alapjan megéllapithatd, hogy a multikollinearitds szempontjabodl
népesség szdmat és a gydrak szamit egyidejlleg nem célszerli a regressziés modellben
szerepeltetni, ugyanis 6thoz képest tulsdgosan nagy a VIF;-mutatok értéke e két valtozo
esetében. Ugyanakkor lathaté, hogy ennek ellenére mindkét valtozondl a t-statisztika

abszolit értéke nem kisebb a kritikus értékhez (2,035) képest.
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e s 2

Viltozok Becstlt regresszios | oiatisstika | VIF,
paraméterek

Tengelymetszet 112,159 2,338 -
g)nepesseg szama 1979-ben (ezer 0,039 2,564 14,342
A l,egalabl/) 20 fot foglalkoztatd 0,064 4,008 14.883
gydrak szdma

Evi atlaghdmérséklet (F) —1,282 —2,032 3,783
Evi 4tlagos szélsebesség -3,222 -1,747 1,262
EVl atlagos csapadékmennyiség 0.497 1,340 3.465
(inch)

Az esOs napok évi atlagos szama —0,048 —0,292 3,463
Porkoncentracié (ppm) 0,233 0,319 1,279

(forrds: FENG-JENQ, [2006])

Mi torténik akkor, ha a regressziés modellt stepwise algoritmussal épitjiik fel? Ekkor a 9.

tablazat adatait kapjuk.

e s 2

stepwise algoritmus alkalmazasaval

Viltozok Becsillt regresszios | . ticatika VIF;
paraméterek
Tengelymetszet 26,325 6,855 -
A l/egalabl,) 20 fét foglalkoztatd 0,082 5.609 11,434
gyérak szdma
fAé)nepesseg szama 1979-ben (ezer 0,057 3,959 11,434

(forrds: FENG-JENQ, [2006])

A 9. téblazat adatai alapjan lathat6, hogy a stepwise algoritmus mind a népesség szamat,
mind a gydrak szadmdt szerepelteti magyardzovaltozdként, azaz a multikollinearitds
jelensége nem sziint meg. Ebbdl kivetkezden a stepwise algoritmus nem minden esetben

sziinteti meg a multikollinearitdst.

Egy ujabb megoldast jelenthet a megfigyelések szamanak, a minta
elemszamanak novelése. Ennél a mddszernél a f6 problémat az jelenti, hogy a minta

elemszamanak novelésével a valtozok kozotti korrelacié akarhogyan valtozhat, igy az is
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eléfordulhat, hogy egydltalin nem tudjuk csokkenteni a multikollinearitds negativ
kovetkezményeit. Idésorok vizsgélata esetén egy madsik probléma is jelentkezik: nincs

lehet6ség a megfigyelések szamdnak novelésére (MADDALA, [2004]).

Egy hasonl6 jellegli megoldas a Kkiils6 informaciok felhasznalasa. Példaul
fogyasztaselemzéseknél egyszerre keresztmetszeti és id6soros adatokat is felhaszndlnak.
Példaul, TOBIN kutatdsaiban a jovedelmi elaszticitisok becslését keresztmetszeti, mig az
arrugalmassagi egyiitthatokat iddsoros adatok alapjan szamitotta ki. (PETRES — TOTH,
[2006]).

Habar altaldban a multikollinearitds negativ kdvetkezményeit nem csokkenti, de
technikailag — féleg akkor, amikor a korrelaciés matrix invertdldsa nehézségekbe iitkozik —
megoldast jelenthet az altaldnositott inverz matrix, mds néven a MOORE — PENROSE
matrix altalanositott inverze, ha

inverz alkalmazisa. Az X matrix az X

nx(m+1) (m+1)xn

teljesiilnek az aldbbi feltételek.
XX X=X
XXX =X"
(XX")X =XX*
(X*X) =X"X
A MOORE — PENROSE inverz segitségével megoldhat6 az (1) egyenlet. Ekkor
B =X"§=X"Xp+X'%.

A mddszer hasznélata egy hagyomédnyos LNM becslést jelent (HEINCZINGER, [1983]).

Gyakran alkalmazott eljdrds a standardizdlt tényezOvaltozok mesterséges,
ortogondlis, azaz egymdst6l linedrisan  filiggetlen  vdltozékba, tgynevezett
fokomponensekbe torténd transzformdldsa. Ez az eljards gyakorlatilag megegyezik az
altaldnositott inverz modszer alkalmazdsdval. A foékomponensek a standardizalt

tényezOvaltozok linedris kombindcidi, tehdt a fokomponensek Z matrixa felirhaté a

Z =XU alakban, ahol U a korreldciés mdtrix sajatértékeihez tartozd sajdtvektorok
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métrixa. Mivel U™ =U’, igy X =7ZU’. Ezért az (1) egyenlet felirhat6 az aldbbi formdban
is.
F=XPp+E=ZUP+E=Zy+E

A foékomponensek haszndlata abban az értelemben megolddsa a multikollinearitds
probléméjanak, hogy a korreldlt tényezdévaltozok helyett magyarazévaltozékként
korreldlatlan fékomponenseket haszndlunk. Habdr a fOlkomponensek a tényezdvaltozok
linedris kombindcidi, ennek ellenére mégsem érdemes a fékomponensek segitségével felirt
regresszi6s modellbe ezeket a linedris kombindcidkat behelyettesiteni, mivel ekkor a
multikollinearitds ugyanigy megmarad a tényezovaltozdk kozott. A fokomponensek
hasznélatdnak f6 hatranya az, hogy nem tudjuk minden esetben megadni a fokomponensek
jelentését. A jelentések megadisihoz — tobbek kozott — a loading valtozokat kell
vizsgdlnunk. Ezek segitségével megallapithatd az, hogy mely fékomponensek mely

tényezOvaltozokkal dllnak szorosabb kapcsolatban. A fOkomponensek jelentését ezen

tényezOvaltozok figyelembevételével kell megadni.

A HOERL és KENNARD (1970) nevéhez fiz6d0 ridge-regresszio gyakorlatilag egy
torzité paraméter (k>0) alkalmazdasat jelenti: az X’X) mitrixhoz hozzdadjuk az

egységmadtrix k-szorosit. Ekkor a regresszids paraméterek — a (2) egyenlet helyett — az

alabbi formaban becsiilhetdek.
B=XX+i)'X§

A mddszer legkényesebb kérdése a torzité paraméter megvalasztisa. Amennyiben a torzitd
paraméter értékét mindenhatdron tdl noveljiikk, a becsiilt paraméterek értékei nulldhoz
tartanak. A regresszids paramétereknek a pozitiv torzitd paraméter haszndlatdval kapott
becslése torzitott ugyan, de bizonyithatd, hogy mindig létezik olyan (0<k<1) érték, amelyre
a becslés hatdsosabb lesz, mint a legkisebb négyzetek mddszerén alapuld becslés. HOERL
azt javasolta, hogy a k értékét oly médon valasszuk meg, hogy az a lehet6 legkisebb érték
legyen dgy, hogy az egyiitthatok becslései stabilak legyenek, azaz k valtozdsira a
regresszios paraméterek becslései csak nagyon kis mértékben viltozzanak meg, vagyis
stagndljanak. Ezzel csak az a probléma, hogy a stabilitds fogalmat nagyon szubjektiven
értelmezték. A k paraméter becslésére szdmos javaslat sziiletett. Ezek koziil csak két,

HOERL 4ltal is alkalmazott technikat emlitek meg.
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A becsiilt regresszios egyiitthatokat a torzitdé paraméter fiiggvényében dbrdzolva
megkapjuk a ridge—g('irbét.12 A gorbe alapjdn megsejthetd k megfeleld értéke. Ez az eljards

bar nagyon szemléletes, nem egzakt.

HOERL javaslata szerint k megfeleld értékét az alabbi képlettel kaphatjuk meg.

2
Se

m .
B

i=0

k=m

Adott k érték mellett a multikollinearitas szignifikans voltara kdvetkeztethetiink abbdl, ha a
torzitdé paraméter kicsiny valtozdsdra a becsiilt regressziés paraméterek nagyon

megvaltoznak, azaz instabil a becslés (HEINCZINGER, [1983]).

A ridge-regresszio alkalmazasaval kapcsolatban, a stabilitds szubjektiv meghatarozasan

kiviil, mas probléma is felmeriil.

— Egyrészt, a mddszer nem fiiggetlen a valtozok mértékegységeitdl, illetve a linedris
transzformécidjuktdl. A mérési egységekbdl adédé probléma kikiiszobolhetd ugy,

hogy minden véltoz6t standardizalunk az eljards eldtt.

— Masrészt, a torzitd paraméter alkalmazasa miatt kérdéses a regresszids paraméterek

helyes értelmezhetdsége.

A felmeriild problémdk miatt MADDALA nem is javasolja dltaldnos esetben a
multikollinearitds probléméjanak megoldasara a ridge-regressziot. MADDALA szerint olyan
helyzetekben érdemes a ridge-regressziot alkalmazni, amikor a regresszios egyiitthatokrol
van valamilyen — példdul az el6jeleikre, Osszegiikre, négyzetosszegiikre — eldzetes

informacionk.

Az altalanositott legkisebb négyzetek moddszerére épiilo nested estimate, azaz az
egymdsba dgyazott becslések eljdrds soran a regresszids egyiitthatékat 1épésenként,
egyesével becsiiljik meg. Az eljards végén ad6dé modellt nested regression, azaz
egymdsba dgyazott regresszios modellnek nevezziik. Az eljaras soran el0szor kivalasztjuk

azokat a tényezOvaltozdkat, amelyek szignifikdns kapcsolatban éllnak az

2 A k torzit6 paraméter értékét a hatdsossdgra vonatkozé 4llitds miatt a (0;1) tartomédnyon kell

abrazolni.
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eredményvéltozdval. A tobbi tényezdvaltozot eleve kizdrjuk a modellbdl. Ezutdn csak a

megmaradt tényezdvaltozokat hasznélhatjuk.

Az els6 iterdcié sordn vélasszuk ki azt a tényezOvaltozot, amelyiknek a legerdsebb a
kapcsolata az eredményvaltozdval, azaz azt a tényezovaltozot szerepeltetjiikk, amelyikkel az
eredményvéltozoé linedris korreldcids egyiitthatdja abszolit értékben a legnagyobb. Legyen

ez a valtoz6 X, . E két véltoz6 alapjan alkalmazhatjuk az

yi = :Bo,l + 161,1351',1 + gi,1

linedris regresszidés modellt, ahol a regresszids paraméterek masodik alséindexe jeldli azt,
hogy az adott paraméter hanyadik iteraciés 1épésben adddik.
A madsodik iterdcidban a megmaradt tényezdvaltozok koziil valasszuk ki azt, amelyik az

~ ~

E =y - i. hibataggal a legerésebben korreldl. Legyen ez a valtozé X, . Ekkor felirhatjuk

az

A
A ~

gi,l = :30,2 + :31,2551',2 + gi,Z

linedris regressziés modellt. Ekkor #-prébdval tesztelniink kell a kapott :Bl,z regresszios
egyiitthatét (H : 31,2 =0). Ha a hipotézisvizsgdlat sordn a nullhipotézist elfogadjuk,

akkor az eljards végeredménye az elsd iterdcié soran kapott regressziés modell lesz.
Ellenkez6 esetben a 2. iterdciéban kapott egyenletet behelyettesitjiikk az 1. iteracié végén

kapott regresszids egyenletbe:

j;i = 130,1 + :31,1551',1 + 130,2 + 131,2551',2 + gi,Z = 130,1 + :80,2 + 131,1}1',1 + 131,2551',2 + gi,Z >
majd kovetkezik a 3. iteracio.

Altaldnosan a k-adik iterdci6 soran az el6z6 iterdciéban megmaradt tényezévaltozok koziil
vélasszuk ki azt, amelyik az £, =5, — §i hibataggal a legerdsebben korreldl. Legyen ez

a valtozé X, . Ekkor felirhatjuk az
E o = Pox + Bk &,

linedris regressziés modellt. Ekkor -prébdval tesztelniink kell a kapott :Bl,k regresszios

egyiitthatét (H, : Bl,k =0). Ha a hipotézisvizsgdlat sordn a nullhipotézist elfogadjuk,
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akkor az eljards végeredménye a (k—1). iterdcidban kapott regressziés modell lesz.
Ellenkezd esetben a k. iterdcié sordn kapott egyenletet behelyettesitjiik az el6zd iterdcid

végén kapott regresszids egyenletbe:

majd, amennyiben maradt még tényezdvaltozd, kovetkezik a (k+1). iterdcid, ellenkezd
esetben az eljards végeredménye a k. iteracidban kapott regresszios modell lesz (FENG-

JENQ, [2006]).

Lathaté, hogy az eljards lefuttatisdval pdarhuzamosan Ilehet6ség van a modell

dimenzioszamanak csokkentésére.

Ha az eljards sordn minden iterdcids lépésben a k-adik hibatag fiiggetlen a k-adik
tényezOvaltozotol, akkor a multikollinearitdis nem jelentkezik az eljards végén kapott

regresszids modellben.

Osszefoglalva elmondhat6, hogy nincs olyan eljaras a multikollinearitas
negativ kovetkezményeinek csokkentésére, mely altalanos érvényii lenne, azaz — mas

szempontbo6l — minden eljarasnak lehetnek karos mellékhatasai.

II. 4. Az ismertetett mutatok és eljarasok empirikus szemléltetése

A fejezet zarasaként egy empirikus példian fogom szemléltetni a multikollinearitas
mérészdmait, felismerési modjait és a negativ hatdsainak csokkentésére bemutatott
eljarasokat. Mivel fogyasztidselemzések sordn a multikollinearitds szinte kivétel nélkiil

mindig jelen van, ezért az alabbi példat vettem.

Az 1 fore juté évi marhahdsfogyasztast (y, kg/f6), mint eredményvaltozot vizsgaltam 1990

és 2004 kozott az alabbi tényezdvaltozok fiiggvényében:

egy fore jutd éves redljovedelem 2004-es arszinvonalon (ezer Ft/f6);

sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg);

marhahts, rostélyos, csontos (Ft/kg);

sertészsir (Ft/kg);
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— napraforgé-étolaj (Ft/liter);
— kenyér, fehér (Ft/kg);
— s0r, hazai vilagos (Ft/0,5 liter);

A vizsgélat id6tartoméanydt az indokolta, hogy egyrészt csak rendszervaltozds utini
kiskereskedelmi évi 4tlagdrakat akartam felhaszndlni, mdésrészt a fogyasztdsok

vizsgdlatanal 2004 utin modszertanvaltozas kovetkezett be.

Az alapadatok 1996-t6l a Kozponti Statisztikai Hivatal stadat-tabldibdl, mig a korabbi

évekre vonatkozé adatok a Magyar statisztikai évkonyvekbél szarmaznak."

Mivel az arak a kiilonb6z6 években mas €s mds arszinvonalon vannak megadva, ezért ezek
Osszehasonlithatosdga végett, az elemzés megkezdése eldtt az adatokat defldlni kellett. Az

elemzésben minden ar 2004-es arszinvonalon van megadva.

A vizsgalt modellel a célom elsésorban az, hogy szemléltessem az el6zo alfejezetek

méroészamait és mutatoit.

Az adattdblak és a szamitégépes kimenetek a méretiikk miatt a VI. 4. mellékletben
talalhat6ak. A dolgozatban csak azoknak a tabldknak a kozlésére szoritkozom, melyek a

kittizott célok szempontjabdl fontosak.

A szamitogépes elemzéshez az SPSS 13.0 verzidjat, illetve a Microsoft Excel programot

hasznaltam.

A korrelaciés matrix (V1. 4. melléklet) felirdsa utdn az adatokra linedris regresszids
modellt illesztettem. Az illesztett modellben a multikollinearitds vizsgéalatdnak és
kezelésének moddszereit ugyanolyan sorrendben szemléltetem, mint amilyenben a

fejezetben bemutattam ezeket.

A magyardz6valtozok korreldcids matrixdban a sor és a sertészsir dra kozotti —0,758
értékii korreldcids egyiitthatd esik a legkozelebb a tobbszoros korreldcids egyiitthatd 0,957
értékéhez. Az elemzd szubjektiv dontése az, hogy ez a két érték mennyire van kozel
egymdshoz. Ezért a KLEIN-féle hiivelykujjszabdly szerint valdsziniisithetd, hogy a

multikollinearitas jelenlétével szaimolni kell a modellben.

'3 Az elektronikus adatforrasokbdl az adatok 2007. jilus 20-4n lettek letoltve.
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MASON és PERREAULT moddszere szerint is a multikollinearitds erds voltara
kovetkeztethetiink, ugyanis a modellben — amelyben az eredményvaltozé az egy fore jutd
redljovedelem, a tényezdvaltozd pedig a tobbi 7 viltozd — a tobbszords determinacids
egyiitthaté értéke 0,948. Ez az érték pedig nagyobb az eredeti modell determinécids
egylitthatdjanak értékénél (0,917).

Az M, -mutaté értékét a magyardzoviltozok és az eredményviltozd kozotti
korrelaciés egyiitthatok (10. tabldzat) alapjan hatarozhatjuk meg. Mivel a
magyarazovaltozok €s az eredményvaltozo kozotti korrelacios egyiitthatok négyzetdsszege
eltér a tobbszords determindcids egyiitthaté (0,917) értékétdl, azaz M, =0,648 ezért a

mutaté értéke multikollinearitést jelez.

10. tablazat: A magyarazévaltozok és az eredményvaltozo kozotti korrelacios

egyiitthatok

Korrelaciés

egyiitthatok
Egy fore jut6 éves jovedelem (2004-es arszinvonalon
ezer Ft) —0.400
Sertéshis, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 0.713
Marhahds, rostélyos, csontos (Ft/kg) 0.450
Sertészsir (Ft/kg) -0.042
Napraforgé-étolaj (Ft/liter) 0.458
Kenyér, fehér (Ft/kg) 0.664
Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) 0.201
Négyzetisszeg 1.565

(forrds: sajat szerkesztés)

Az M-mutaté kiszamitdsdhoz sziikségiink van az Osszes, 6 tényezdvaltozos modell

tobbszoros determinécids egyiitthatéjara. Ezeket az adatokat tartalmazza a 11. tablazat.

M=0,917-0,127=0,79. Ezek szerint, a modellben erds a multikollinearitas.

Mivel a tényezdvaltozok korrelaciés madtrixdnak determindnsa: 0,005 nulldhoz

kozeli, ezért sejthetjiik a multikollinearitds szignifikdns voltat.
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Viszont, a korreldcids matrix determindnsdnak tesztelésekor a probafiiggvény értéke:

77 =24,93.

Ekkor oOtszdzalékos szignifikanciaszint mellett elfogadjuk a nullhipotézist, azaz a
magyardzovaltozok linedrisan fiiggetleneknek tekinthetéek. Ez azonban nem jelenti azt,

hogy a modellben nem kell szimolnunk a multikollinearitas fellépésével.

11. tablazat: Az M-mutaté Kiszamitasanak mellékszamitasai

Tobbszoros A tényezovaltozo novekményi
Kimaradé tényezdvaltozo determinacios hozzajarulasa a tobbszoros

egyiitthato determinacios egyiitthatéhoz

Egy fore jut6 éves jovedelem

(2004-es arszinvonalon ezer Ft) 0,907 0,01

Sertéshis, comb, csont és csiilok

nélkiil (Ft/kg) 0,909 0,008

Marhahts, rostélyos, csontos

(Ft/kg) 0,902 0,015

Sertészsir (Ft/kg) 0,916 0,001

Napraforgé-étolaj (Ft/liter) 0,917 0,000

Kenyér, fehér (Ft/kg) 0,826 0,091

Sor, hazai viladgos (Ft/0,5 liter) 0,915 0,002

Osszesen - 0,127

(forrds: sajét szerkesztés)

A magyarazévaltozok korrelaciés matrixdnak inverzét vizsgalva, a diagonalis
elemek segitségével felirhatjuk az @ probafiiggvény értékeit, amelyeket a 12. tablazat

tartalmaz.

12. tablazat: Az @ -probafiiggvény értékei

Tényezovaltozo o Szignifikanciaszint

lj:gy,fore juté éves jovedelem (2004-es 21.503 0,001
arszinvonalon ezer Ft)

Sertéshis, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 8,314 0,013
Marhahus, rostélyos, csontos (Ft/kg) 11,380 0,007
Sertészsir (Ft/kg) 5,773 0,028
Napraforgé-étolaj (Ft/liter) 8,390 0,013
Kenyér, fehér (Ft/kg) 3,381 0,071
Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) 26,445 0,001

(forras: sajat szerkesztés)
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A préba nullhipotézisét a kenyér drdnak kivételével minden tényezdvéltozd esetén
elvetjiik, azaz, az adott magyardzovaltoz6 ¢és a tobbi kozott szignifikdns a

multikollinearitas.

A 13. tablazat alapjan, 6sszehasonlitva az eredményvaltozo, azaz az egy fore jutd
marhahuisfogyasztds és a tényezOvaltozok kozotti linedris korreldcids egyiitthatokat a
parcidlis korrelaciés egyiitthatokkal, megallapithat6, hogy ezek értékei a sertéshiis és az
étolaj drdnak esetében jelentdsen eltérnek egymastol. Ebbdl is sejthetd a multikollinearitas

szignifikans volta.

13. tablazat: A tényezévaltozok és eredményvaltozo kozotti korrelacios és parcialis
korrelacios egyiitthatok

(as Parcialis
p n 4 ) Korrelacios P
Tényezdvaltozo eoviitthatok korrelacios
gy egyiitthatok
Egy fore jut6 éves jovedelem (2004-es arszinvonalon — 0.400 L0318
ezer Ft)
Sertéshis, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 0.713 0,289
Marhahds, rostélyos, csontos (Ft/kg) 0.450 0,390
Sertészsir (Ft/kg) -0.042 -0,096
Napraforgé-étolaj (Ft/liter) 0.458 0,007
Kenyér, fehér (Ft/kg) 0.664 0,723
Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) 0.201 0,141

(forrds: sajat szerkesztés)

A kenyér drdnak kivételével minden tényezévéltozo esetén a VIF, értékek

nagyobbak 0tnél, igy megint csak szignifikdns multikollinearitast feltételezhetiink (14.

tablazat).

A normdlt tényezdvaltozdk alapjdn szdmitott kondiciés indexek (50,80; 129,93;
278,32) és gamma-mutatd (278,32) értékei alapjan megallapithatjuk, hogy szignifikdns
multikollinearitdssal kell szdmolnunk. Tovdbbd a becsiilt regresszidés paraméterek
felfajodasat vizsgalva sejthetjiik, hogy a multikollinearitasért a jovedelem, a marhahiis dra

és a sor drdnak a modellben val6 egyiittes szerepeltetése okolhat6 (15. tdblazat).
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14. tablazat: A tolerancia-mutaté és a VIF; -mutaté értékei

Tényezovaltozo Toleranc,la- VIF;-mutaté
mutato
Egy fore jut6 éves jovedelem (2004-es arszinvonalon e Ft) 0,058 17,127
Sertéshus, comb, csont €s csiilok nélkiil (Ft/kg) 0,138 7,235
Marhahus, rostélyos, csontos (Ft/kg) 0,105 9,535
Sertészsir (Ft/kg) 0,188 5,330
Napraforgo-étolaj (Ft/liter) 0,137 7,292
Kenyér, fehér (Ft/kg) 0,283 3,536
Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) 0,048 20,834

(forrds: sajat szerkesztés)

15. tablazat: A kondicios indexek és a varianciak felfijodasa

Részesedés a varianciak felfujodasabol
N ) . o)
% $ig | S| B | F g
% 9 333 €@ © 2|3 § &
> £ | 8 [¢cSE |8 83| & (%% 2 | T2
= w s == | e O = = ~ e 9 ) =
= © 2 ™ ga\ng . = = g0 = = =
s ] =] QEQE‘:\Q:_‘ %8 4 QS & NS
= g S B8=2: 2B E2| & |S&E| - | ES
5 = M =ZE |[@Eg| S| @ |ET| & : =
9] =} > o N | ] = 2 fa o > S~
A WZ e |20 5o o 5] = S
7,9151 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 | 0,00 {0,00 [0,00
0,0382 | 14,39 | 0,00 0,00 0,08 0,00 0,00 | 0,00 {0,00 [0,00
0,0226 | 18,70 | 0,00 0,00 0,01 0,00 0,13 | 0,00 {0,00 [0,00
0,0114 | 26,33 | 0,00 0,01 0,06 0,00 0,00 | 0,10 {0,00 [0,00
0,0090 | 29,68 | 0,00 0,00 0,03 0,03 0,00 | 0,01 {0,12 [0,00
0,0031 | 50,80 | 0,00 0,01 0,15 0,15 0,02 | 0,00 {0,18 (0,01
0,0005 | 129,93 | 0,68 0,15 0,00 0,01 0,15 | 0,28 {0,07 [0,00
0,0001 | 278,32 | 0,31 0,83 0,67 0,80 | 0,70 | 0,60 | 0,62 |0,99

(forrds: sajat szerkesztés)
A korrelacids matrix sajatértékeire épiildé mutatok meghatirozdsahoz sziikséges

részeredményeket a 16. tdblazat tartalmazza.

A korreldcids matrix sajatértékeire épiiléd mutatok értékeit pedig a 17. tdbldzat tartalmazza.
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16. tablazat: A tényezévaltozok korrelaciéos matrixanak sajatértékei

A A sajatértékek
Sajatértékek | sajatértékek reciprokainak
reciprokai négyzetei
1 2,615 0,382 0,146
2 1,814 0,551 0,304
3 1,147 0,872 0,761
4 0,929 1,076 1,158
5 0,273 3,657 13,376
6 0,205 4,885 23,866
7 0,017 59,464 3535,992
Osszesen 7,000 70,889 3575,603

(forrds: sajat szerkesztés)

17. tablazat: A korrelacios matrix sajatértékeire épiilo mutatok értékei

Mutat6 Erték
¥ 12,471
L 3504,715
M; 70,889
mci 1,011
pmci 1,192
ISRM 27,865
Red 0,359

(forrds: sajat szerkesztés)

Lathatd, hogy az L, az M; az ISRM mér6szamok értékei — a maguk moédjan — a nulldhoz
képest tdvolinak, mig az mci és a pmci értékei egyhez kozelinek mondhatdak, igy ezek erds
multikollinearitst jeleznek. Azonban, mint l4thatd, az egyes mutatdk értékei mas és mas
nagysagrendiiek, igy mindegyiknél mast és mast jelent a ,tavoli” kifejezés. Ebbdl
kifolyolag ezeknek a mutatéknak az értékei egymassal kozvetlenill nem
osszehasonlithatok. A gamma-mutaté értéke egyhez képest, nem olyan magas, mint
amennyire varndnk. A Red-mutat értelmezése szerint a vizsgédlt adatidllomanyban, — a
regresszids egyiitthatok becslofiiggvénye alkalmazdsanak szempontjdbdl — a hasznos
tartalmat hordoz6 adatok ardnya 64,1 szdzalék a maximadlis informacidtartalmi, adott

méretl adatdllomdnyhoz viszonyitva.
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A DEF-mutaté kiszamitdsdhoz sziikségiink van a standardizdlt regresszids
egyiitthatdk becsiilt értékeire. Ezeket a szdmitogépes kimenet Regresszios paraméterek
tablazat Standardizdlt regresszios paraméterek oszlopa tartalmazza (VI. 4. melléklet).

Ekkor DEF=0,78; ami szignifikdns multikollinearitdsra utal.

A mutlikollinearitds jelenlétének felismerése utan, kérdés, hogy hogyan lehet ennek

negativ kovetkezményeit csokkenteni.

Mivel idGsoros adatok alapjdn torténik az elemzés, ezért a megfigyelések szamat
nem tudjuk novelni. Kiils6 informacidkat nem tudunk felhasznélni, mivel ezek nem allnak

rendelkezésre.

A tényezOvaltozdk szelektaldsdnak hatdsdt harom moédon vizsgéltam. Kiprébaltam
mind az SPSS stepwise, mind a backward szelekcidjat, majd harmadik mddszerként pedig

a VIF;-mutat6 értékeit haszndltam a tényezdvaltozok korének kialakitdsara.

1. Az SPSS stepwise modellépitési eljardsa két modellt is felkindl, de a probléma az,
hogy gazdasdgilag egyik modell sem til értelmes, mert a vizsgdlat szempontjabdl
relevdns véltozok maradtak ki mind a két esetben. A VIF;-mutatok szerint mindkét
modell megfelelé a multikollinearitds szempontjabodl, ha elfogadjuk azt a feltevést,

hogy a mutat6 6t feletti értéke jelez erds multikollinearitast (18. tablazat).

18. tablazat: VIF; értékek a stepwise eljaras eredményéiil adodé regresszios

modellekben
Modell Valtozé VIF,;
Konstans
1 Sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil 1.00
(Ft/kg) ’
Konstans
2 Sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil 1.02
(Fi/kg) ’
Kenyér, fehér (Ft/kg) 1,02

(forrds: sajét szerkesztés)

A korrelacios matrix sajatértékeire €piil0 mutaték alapjan is ugyanerre a

megallapitasra juthatunk (19. tiblazat).
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19. tablazat: A Korrelaciés matrix sajatértékeire épiilé mutatok értékei a 2.

modellben
Mutaté | Erték
y 1,159
L 0,090
M; 2,044
mci 1,554
pmci 1,744
ISRM 0,043
Red 0,146

(forras: sajat szerkesztés)

2. A tényezOviltozok elhagydsdnak vizsgdlatdhoz mdsodszor az SPSS backward

modellépitési eljarasat hasznéltam.

20. tablazat: VIF; értékek a backward eljaras eredményéiil adédé modellekben

Modell Valtozé VIF;
Konstans

Egy fore juté éves jovedelem (2004-es
arszinvonalon ezer Ft)

Sertéshis, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 4,973

3,422

Marhahus, rostélyos, csontos (Ft/kg) 4,104
Sertészsir (Ft/kg) 4,202
Kenyér, fehér (Ft/kg) 1,764
Sor, hazai vildgos (Ft/0,5 liter) 8,484
Konstans

Egy fore juté éves jovedelem (2004-es 2,622

arszinvonalon ezer Ft)
2 Sertéshis, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 3,426

Marhahus, rostélyos, csontos (Ft/kg) 2,915
Kenyér, fehér (Ft/kg) 1,404
Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) 2,479
Konstans

Egy fore juté éves jovedelem (2004-es 1,588

3 arszinvonalon ezer Ft) ’

Marhahus, rostélyos, csontos (Ft/kg) 1,036
Kenyér, fehér (Ft/kg) 1,399
Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) 1,971

(forrds: sajat szerkesztés)
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Az eljaras eredményeként — az eredeti modellen til — hdrom masik modellt kapunk
eredményiil. Az els6é modellbdl a napraforgé-étolajdr, a méasodikbdl a napraforgo-
étolajar mellett a sertészsirdr is, mig a harmadik modellbdl ezen két tényezd

mellett a sertéshiisdr is hidnyzik.

Az eljards eredménye szerint ugyan minden modellben egyre kisebb mértékii a
multikollinerités, de sajnos — a harmadik modell kivételével — a VIF;-mutat6 értékei
kozott még mindig eléfordul 6tnél nagyobb, azaz a modellben még mindig
szignifikdns a multikollinearitds (20. tdbldzat). Ugyanerre kovetkeztethetiink a

korrelaciés matrix sajatértékeire épiilé mutatok értékei alapjan (21. tablizat).

21. tablazat: A korrelaciés matrix sajatértékeire épiilé mutatok értékei

Mutato | 1. modell | 2. modell | 3. modell
y 6,780 3,950 2,404
L 376,175 | 61,320 7,913
M, 26,949 12,847 5,993
mci 1,046 1,129 1,207
pmci 1,373 1,585 1,765
ISRM 13,982 11,178 9,937
Red 0,356 0,335 0,289

(forrds: sajat szerkesztés)

. Harmadszor, a tényezdvéltozokat a VIF;-mutat6 értékei alapjan szelektaltam. Elsd
Iépésben a sordrdt hagytam el a modellbdl, mivel ehhez a valtozéhoz tartozott a
mutaté legnagyobb értéke. Ekkor az elsd 1épés utin olyan modellt kaptam,
amelyben — a mutatd szerint — a multikollinearitds mértéke mar nem karos (22.
tdblazat). Azonban, a kapott modellben nem mindegyik tényezdévaltozéhoz tartozéd
r-érték megfeleld, azaz bizonyos tényezdviltozok szerepeltetése felesleges a

modellben.

A multikollinearitdis mar nem karos mértékére kovetkeztethetiink a korrelacids

matrix sajatértékeire épiilé mutatok értékei alapjan (23. tablazat).

49



22. tablazat: A VIF; értékek és a tényezévaltozok szignifikancidi a szelekcids eljaras
eredményéiil adodo regresszios modellben

Valtozé Szignifikancia| VIF;
Konstans 0,265 —
I/Egy,fore juté éves jovedelem (2004-es 0.220 3,054
arszinvonalon ezer Ft)
Sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 0,098 2,763
Marhahds, rostélyos, csontos (Ft/kg) 0,142 2,566
Sertészsir (Ft/kg) 0,312 1,650
Napraforg6-étolaj (Ft/liter) 0,623 2,969
Kenyér, fehér (Ft/kg) 0,001 1,206

(forrds: sajat szerkesztés)

23. tablazat: A korrelaciés matrix sajatértékeire épiilé6 mutatok értékei

Mutaté | Erték

y 4,029
L 53,971
M, 14,408
mci 1,460
pmci 2,105
ISRM 5,858
Red 0,331

(forrds: sajét szerkesztés)

Osszességében elmondhat6, hogy a valtozészelekcié utdn kapott modellek, vagy nem
sziintették meg a multikollinearitds szignifikdns voltdt, vagy az eredményvaltozd
szempontjabol életszeritlenné véaltak a modellek: relevans valtozok maradtak ki a

modellbol.

A fokomponensanalizis hasznélata standardizalt tényezdévaltozokon torténik. A
szamitogépes kimenet szerint (V1. 4. melléklet) a tényezdvaltozok harom fokomponenssel
helyettesithetdek jelentds informécidtartalom-veszteség nélkiil, hiszen hiarom sajatérték
értéke lesz egynél nagyobb és ezek egyiittesen 79,7 szdzalékat teszik ki a sajatértékek
Osszegének. Tehat a hdrom fékomponens egyiittesen a tizenharom tényezdvaltozd
informécidtartalmanak 79,7 szdzalékidt 6rzi meg. A fO probléma a fOkomponensek
tartalmanak megaddsa, mivel az els6 és a masodik fokomponensekre olyan valtozok

illeszkednek jol, amelyeknek nincs kézos vondsa (24. tdblazat).
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24. tablazat: Fékomponenssily-matrix rotalas utan

Valtozék Fékomponensek
1 2 3

Zscczre: Egy fore jut6 éves jovedelem (2004-es 412 /758 371
arszinvonalon ezer Ft)

Zscore: Sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) ,390 -,046 ,076
Zscore: Marhahus, rostélyos, csontos (Ft/kg) ,307 ,104 -419
Zscore: Sertészsir (Ft/kg) -,024 —845 -126
Zscore: Napraforgd-étolaj (Ft/liter) ,758 —218 ,198
Zscore: Kenyér, fehér (Ft/kg) ,025 ,188 ,834
Zscore: Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) -,024 ,875 ,408

(forrds: sajat szerkesztés)

Szintén standardizalt valtozékon alkalmaztam a ridge-regressziot.

3. abra: Ridge-gorbe

0,6

0,5

04

0,3 +

0,2 1

0,1

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
01
02 -
03 ///,_//
04

-0,5 -

betal beta2 beta3 beta4 betas betab

beta7 ‘

(forrds: sajat szerkesztés)

A ridge-gorbe (3. dbra) alapjan sejthetd, hogy a torzitd paraméter értékét nincs értelme 0,2-

nél kisebbnek valasztani, mert ekkor — értékének kicsiny valtozdsdahoz képest — a becsiilt
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regresszids egyiitthatok koziil néhany joval nagyobb mértékben viltozik, ez pedig a
multikollinearitds jelenlétére utal. Azonban megjegyzem, hogy a diagram a két tengely

1éptékének kiilonbdzOsége miatt csaldka lehet.

Osszegzésiil elmondhaté, hogy béarmilyen pozitiv értéket is vélasztunk a torzité

paraméternek, a kapott regresszids egyiitthatékat nem tudjuk helyesen értelmezni.

A nested estimate eljards sordn a tényezdvaltozok lehetséges korét tekintve csak a

sertéshus és a kenyér ara johet szoba magyarazévaltozoként.

Az els6 iteracidban kivalasztjuk a sertéshis arat, mert ennek a legerdsebb a kapcsolata az
eredményvéltozéval. Mivel az egy fére juté marhahdsfogyasztis és a setéshiis drara
illesztett modellben a regresszids egyiitthatd t-tesztje sordn a nullhipotézist elvetjiik, ezért

kovetkezik a masodik iteracio.

A masodik iterdciéban, a megmaradt tényezdvaltozot, azaz a kenyér arat valasztjuk. Ebben
az iterdciéban is elvetjik a r-préba nullhipotézisét, ezért, mivel a hasznilhatd
tényezOvaltozok kore elfogyott az eljaras véget ért. Tehat az eljards végeredménye a

masodik iterdcid utin egymasba dgyazott regresszidés modell lesz (25. tablazat).

25. tablazat: A nested estimate eljaras utan kapott regressziéos modell

p . . Becsiilt regresszios
Tényezovaltozo p
paraméterek
Konstans -0,09-9,957=-9,966
Sertéshis, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 0,05
Kenyér, fehér (Ft/kg) 0,59

(forrds: sajat szerkesztés)

Az eljards ugyanazokat a véltozokat tette a modellbe, mint a stepwise algoritmus 2.
modellje. Azonban, itt is probléma, hogy a vizsgilat szempontjabol relevans valtozok
keriiltek ki a modellbdl. Viszont, kdros multikollinearitds nem I€p fel a modellben, de a két

valtozo kozott gyenge egyiittmozgds 1étezik.
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A fejezet osszefoglalasaként az alabbi megallapitasokat tehetjiik:

a multikollinearitas negativ kovetkezményeként leggyakrabban emlitik a
becsiilt paraméterek varianciainak noévekedést, azonban ezeknek nem az
abszolit nagysagat Kellene nézni, hanem azt, hogy mekkora ezeknek

a,.felfijodasa’ a hibatag varianciajahoz képest.

A multikollinearitas detektalasanak és mérésének szamos moédja ismert,
azonban ezek koziill kevés a széles korben elfogadott mivel, egyrészt a
multikollinearitas detektalasa sokszor nagyon nehéz feladat, masrészt a
mutatok tobbségének értelmezése meglehetésen szubjektiv. A mérészamok,
eljarasok egy része altalaban csak detektaljak a multikollinearitast, de —
altalaban szintetikus jellegiik miatt — nem lokalizaljak a problémat. Ezzel
szemben a méroszamoknak és eljarasoknak egy csoportja — tobb—kevesebb

sikerrel — megprobalja lokalizalni a multikollinearitast.

A sajatértékek reciprokait hasznalé indikatorok nagy hatranya, hogy
értelmezésiik szubjektiv, azaz nincs egy olyan egyértelmii kiiszobszam, ami
mar erés multikollinearitast jelez. A mutatok értékei egymassal nem
osszehasonlithatoak. Tovabba ezen mutatok értékei foleg csak a legkisebb

sajatértéktol fiiggnek.

A bemutatott mérészamok mas és mas szempontbol jellemzik a

multikollinearitast.

Nincs olyan eljaras a multikollinearitas negativ kovetkezményeinek
csokkentésére, mely altalanos érvényii lenne, azaz — mas szempontbdl -

minden eljarasnak lehetnek karos mellékhatasai.

A ismertetett ¢és alkalmazott mutatok, gondolatok, algoritmusok
osszegzéseként elmondhatd, hogy az emlitett mérészamok és eljarasok nem
altalanos érvényiiek abban az értelemben, hogy a multikollinearitas jelenségét

csak specialis esetekben jellemzik, illetve kezelik megfeleléen.
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III. A PETRES-féle Red-mutaté vizsgalata

A szakirodalom attekintése utdn, ebben a fejezetben részletesen ismertetem
vizsgilataimat és ezek eredményeit. Mivel az egyes teriileteken mds és mas moddszertan
keriilt alkalmazdsra, ezért ezeket az adott vizsgélatokndl fogom részletesen ismertetni.
Eloljaréban annyit, hogy a vizsgalatok egy része elméleti megfontolasokon alapszik, mig
egy masik részéhez kiilonbdzd mintdkat kellett 1étrehozni és ezek eredményeit elemezni.
Az elemzésekhez az SPSS 13.0; illetve Microsoft Excel programokat haszndltam. A

geometriai dbrdzolas elkészitése a Derive 6.0 segitségével tortént.

Eloszor kisérletet teszek a Red-mutatdé meghatarozasara a tényezdvaltozok

korreldciés matrixdnak sajatértékei nélkiil.

IIL. 1. A Red-mutaté szamszeriisitése a sajatértékek ismerete nélkiil

Vizsgalatom eredeti célja az volt, hogy a korrelacidés matrix sajatértékeit valamilyen
egyszerll képlettel kifejezzem a korrelacids matrix elemeibdl. Ezaltal a Red-mutat6 egy
olyan kiszamitasi modjat kaptam volna, amelyiknél nem sziikséges a sajatértékek ismerete.
A korrelaciés matrix sajatértékei a matrix karakterisztikus egyenletének gyokei, és ezek
meghatdrozasara nincs ismert, dltaldnos érvényli Osszefiiggés. Mar a 3x3-as korrelacids
matrixok sajatértékeire vonatkozo Osszefiiggések is Osszetettek. Ezért — a Red-mutatéd
képletébol adéddan — a sajatértékek négyzetosszegét probaltam meg kifejezni kozvetleniil

a korrelacios matrix elemei segitségével.

Mivel

r(R*) = 3 R} = y A
(11) ' Z‘ zl ,

ezért hatdrozzuk meg a korreldciés madtrix négyzetének foatlgjaban 4ll6 elemeket.

Felhaszndlva a korreldciés matrix szimmetrikus voltat azt kapjuk, hogy:

Ri2i =(RR), = > Tilyi = > ri‘2
(12) ; i’ j ; ij

B
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azaz a korrelaciés madtrix négyzetének foatlojdban 1év0 elemek a korreldciés matrix
megfeleld sordban 4ll6 elemek négyzetdsszegeként adddik. Mivel a korrelaciés matrix

foatlgjaban minden elem egy, ezért a (12) képlet az alabbi forméban is felirhato.

n m
2 _ _ _ 2
R; =(RR), = E rry =1+ E i
= j=1

J#i

13)

A (13) képletet (11) képletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy

DIZEDNTEDY EEDW A REDW W
(14) i=1 i=1 i=1 j=l =1 =l .
J# J#I
A Red-mutat6 (5) képletét atrendezve kapjuk:
iﬂz m )
. i - (1)2 e
Red = i _ A _ m _ m

(15) «/m—l_«/m—l_ Am—1 - m—1

A (14) képlet (15) képletbe val6 behelyettesitésével adodéan

Red =

(16)

A (16) képlet azt jelenti, hogy sikeriilt igazolnom az 1. allitasomat, mely szerint a Red-
mutaté Kiszamithat6 a tényezovaltozok Korrelacios matrixa féatlon kiviili elemeinek

négyzetes atlagaként is.

Az 0sszefiiggés abbdl a szempontbdl érdekes, hogy a Red-mutaté egy olyan négyzetes

atlag, amely — a definici6jabodl kovetkezden — szdzalékban is kifejezhetd.

A (16) képlet szerint a Red-mutatoval mérni lehet a tényezdvéltozok 4atlagos

egyiittmozgasanak mértékét.'* A mutaté definiciéjabdl és a (16) képletbsl kovetkezik,

' A 11 4. alfejezet empirikus példdjan Red=0,359. Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt adatallomanyban

a tényezOvaltozok dtlagos egylittmozgdsdnak mértéke 35,9 szdzalék.
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hogy a mutaté eldnye a tobbi sajatértékekre épiild mutatdval szemben az, hogy gy veszi
figyelembe az 0Osszes sajdtértéket, hogy értékét minden sajatérték azonos stllyal
befolydsolja, tovdbba figyelembe veszi a tényezOviltozok 0Osszes paronkénti
egylittmozgasat is, igy a Red-mutaté mindenképpen pozitiv elmozduldst jelent a
multikollinearitds eddigi kutatdsahoz képest. A mutaté segitségével megkiilonboztethetéek
az extrém multikollinearitds kiilonbozd esetei is, hiszen a mutaté akkor is hasznalhatd, ha

valamelyik sajatérték nulla.

Azonban megjegyzem, hogy a multikollinearitas vizsgalatakor nem csak
valtozoparok egyiittmozgasa, hanem valtozécsoportok egyiittmozgasa is problémat
jelenthet, ennek azonban még nincs részletesen kidolgozott szakirodalma. Ezek a
vizsgalatok késébbi kutatdsaim feladata lesz. Erre megoldast jelenthet a kanonikus
korrelacidelemzés hasznalata, ahol valamilyen korreldcids egyiitthatok négyzetes dtlaga
szerepel az RI redundancia-indexben is, de alkalmazdsi korét és tartalmat tekintve ez

teljesen mas, mint a Red-mutato.

A redundancia-indexet a kanonikus korreldcioelemzés soran alkalmazzuk. A kanonikus
korreldcidelemzés a linedris korrelacidvizsgalat dltaldnositdsdnak tekinthet. A kanonikus
korreldcidelemzés soran adott az x,,x,,...,x, €s y,,¥,,...,¥, (g < p) két standardizalt
valtozocsoport. A feladat az, hogy mindkét valtozdcsoportot helyettesitjiik a valtozok
kiilonbozé u,, z, (t=1,2,...,q) linedris kombindcidival ugy, hogy az u,, z, kanonikus
véltozdpdros kozotti r, korreldcids egyiitthaté maximdlis legyen."” Ezeket a korreldciokat

kanonikus korrelacioknak nevezziik. A kanonikus valtozok kozotti korrelacidés matrix

szerkezete az alabbi.

" A kanonikus korrelicidelemzés efféle megkozelitése gyakorlatilag kettés faktoranalizisnek
tekinthetd, mivel két valtozéhalmaz azon faktorait keressiik, amelyek maximalisan korreldlnak
egymassal. A kanonikus korreldcidelemzés masfajta megkozelitése az, hogy valtozdk egy
csoportjaval prébdljuk a fiiggdvaltozok egy csoportjadt megmagyardzni, azonban ez nem a
megfigyelt valtozokon keresztiil torténik, hanem a magyardzovéltozok azon linedris kombinécidja
segitségével, amely maximdlisan megmagyardzza a fiiggévaltozokat, azok linedris kombindcidjan

keresztiil (FUSTOS — KOVACS — MESZENA — SIMONNE, [2004]).
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u, u, |z Z,

u, 0O O0|n O O

0 . 010 0

R=u, 0 0 1,0 0 r,
z|n 0 O0O1 0 O

0 010 0

z,/0 0 r,]0 0 1

Ekkor az y véltozok szérdsnégyzetét a z, kanonikus valtozo atlagosan

L 2
2
— =l

q

2
Y2

mértékben, mig az u, kanonikus véltozé

RI_=rlr’

mértékben magyaridzza (HAIDU, [2003]).

Tehat, a kanonikus korrelaciéelemzések sordn az eredeti valtozok és az ezeket helyettesitd
valamelyik kanonikus véltozé kozotti korreldcids egyiitthatok négyzetes 4atlaganak
négyzete haszndlatos. Ezzel szemben a Red-mutaté képletében a tényezdvaltozok kozotti
korreldciés egyiitthatok négyzetes atlaga szerepel. A kanonikus korreldcidelemzéseknél

hasznalatos négyzetes atlag inkdbb a VIF, -mutatokkal hozhat6 kapcsolatba.

A kanonikus korreldciéelemzés specidlis esete az, amikor az eredményvéltozok csoportja
egy valtozébdl 4ll. Ekkor az egyetlen kanonikus korreldcié nem mds, mint a tobbszoros

korrelaciés egylitthatd. Ekkor, a j-edik tényezdvaltozot kiilonvéve, a tobbitdl a kanonikus

2 sz z 2
korrelaci6 négyzete pontosan r;

XXX X j X g e Xy

lesz. Ezt minden lehetséges kombinacidra

elkészitve — felhasznalva a VIF, (7) képletét — kiszamithatjuk azt, hogy az egyes

tényezOvaltozok variancidi dtlagosan

(17) m m m VIF,
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mértékben magyardzhatéak a tobbi tényezévaltozéval egyiittesen, ahol VIF, —a VIF,-
mutatok harmonikus atlaga.

A (17) képlet négyzetgyoke megadja az egyes tényezdvaltozoknak a tobbi tényezdvaltozd
csoportjaval vald egyiittmozgds atlagos mértékét, mellyel a multikollinearitds okainak
ismételten csak egy specidlis csoportja vizsgdlhat6. A vizsgilatot a késObbiekben
altaldnositani kell a tényezdvaltozok — minden lehetséges mddon eldallitott — két
tetszéleges csoportja atlagos egyiittmozgasanak mérésére. Ennek egyik specialis esete az
egy—egy elemii csoportok vizsgalata, mely a Red-mutatoval lehetséges, illetve a masik
az egy—(m-1) elemii csoportok vizsgalata, amely a (17) képlettel lehetséges. Ez

pontosan a 2. allitasom teljesiilését jelenti.

II1. 2. A multikollinearitas elliptikus modellje

Felmeriilhet az a kérdés, hogy a multikollinearitds hogyan modellezhets. A
tényezOvaltozokat, mint vektorokat d&brdzolva sejtéseket fogalmazhatunk meg a
multikollinearitds jelenlétére vonatkozéan. Amennyiben az dbrazolt vektorok
ortogondlisak, azaz a tényezdviltozok tere maximdlisan kifeszitett, akkor nincs
multikollinearitdis a modellben. Minél kisebb a tér kifeszitettsége, anndl nagyobb a

multikollinearitas mértéke.

A Red-mutaté definicigjabol kiindulva megadhaté a multikollinearitas egy mas fajta

modellje is. A Red-mutat6 (5) képletét atrendezve az alabbi Osszefiiggéseket kapjuk.

'Zn:(/zi -1)? =(J/m(m—-1)Red)*

(18)

A (18) egyenlet egy olyan gdomb egyenlete, melynek sugara /m(m—1)Red , tovabba

kozéppontjanak minden koordindtija egy. Abban az esetben, ha a vdltozok datlagos

egylittmozgasa nulla, azaz nincs egyiittmozgas a tényezdvaltozok kozott, akkor a gomb
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arra az egyetlen pontra redukdlédik, melynek minden koordinitija egy. Minél nagyobb
mértékill a valtozok atlagos egyiittmozgdsa, anndl nagyobb lesz a gdmb sugara, azaz annél

nagyobb mértékli a gdmb ,,felftijoddsa”.
Abban az esetben, ha a viltozok atlagos egyiittmozgdasa egy, azaz minden tényezovaltozo-

paros kozotti korrelacios egyiitthatd abszolut értéke egy, akkor a gomb sugara \/m(m—1) .

Természetesen a gdmbok nem minden pontja jelent 1€tez6 korrelacids struktirat, hiszen a
gombokon a sajatértékek olyan kombindcidi is megtaldlhatéak, amelyek korrelacios
matrixok esetén nem lehetségesek. Kérdés, hogy a gdombdk mely pontjai jelentenek 1étezd
korrelaciés struktdirat? Ezeket a sajatérték-kombinaciokat a tovabbiakban roéviden
csak ,Jlehetséges sajatértékeknek” fogom nevezni. A lehetséges sajatértékek”
vizsgélatdhoz figyelembe kell venniink a korreldcids maétrix sajatértékeinek tulajdonsigait.
Mivel a sajatértékek Osszege megegyezik a tényezOvéltozok szdmadval, azaz a gdmb
dimenzidjaval, ezért a ,lehetséges sajatértékek” biztosan a (18) egyenlettel adott gombok

és (19) metszetein helyezkednek el.

m
2 A=m
i=1

19)

A tovabbiakban az altalanossag megszoritdsa nélkiil felteszem, hogy

A =AZA 2. 24 =4

A (19) képletbdl a legkisebb sajatértéket kifejezve és a (18) egyenletbe behelyettesitve az
alabbi egyenletet kapjuk.

m—1 m=1 2
DA =17 +{m—21i —1J =m(m—1)Red’
i=l

i=1

Az egyenletet rendezve az alabbi egyenleteket kapjuk.

2%12 —2mmZi/1 +2’Zn:n§/1 4, +m* —m=m(m—-1)Red”

i=l j=1
Jj>i

Z mf/z +35 m(m 2, ’“(”’;_DRed2
i=1 j=1

J=
(20) i
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A (20) egyenlet azt jelenti, hogy a ,lehetséges sajatértékeket” — adott Red érték
mellett - egy (m-1)-dimenziés ellipszoid tartalmazza. Specidlisan harom
tényezovaltozé esetén az ellipszisek valamely pontjai jelentik a ,Jlehetséges
sajatértékeket”. A modell elliptikus elnevezése a gorbék jellegébdl adddik. Lathatd, hogy
a (20) egyenlet alapjan a sajatértékek szdmahoz képest eggyel alacsonyabb dimenzidban

kapjuk meg a sajatértékek reprezenticidjat.

Ha a tényezdvaltozok szdma harom, akkor a (20) egyenlet az aldbbi formaban irhat6 fel.

(21) 2«124'2«%—311—32«2 +1112 +3:3Red2
Hérom tényezdvaltozé esetén a ,,lehetséges sajatértékek” tartomanydnak koriilhataroldsa —
a (19) képleten til — tovabbi hdrom feltétel megadasaval lehetséges.

— A sajatértékek kozotti relaciot figyelembe véve: A, > 4,.

- A sajatértékek kozotti reldciot figyelembe véve: A, 24, =3-4 -4,, ezért

/1223_11.
2

— Tovabba A, +4, <3. Ez a feltétel mar tartalmazza a 4, +4, <3 és A4, +4, <3

feltételeket is.

A kiilonbozo Red értékek melletti szintvonalak koziil néhany szemléltetését az 4.

abra tartalmazza. Az abrazolas a két legnagyobb sajatérték fiiggvényében torténik.

Tehat, harom dimenzié esetén a ,lehetséges sajatértékek” a 4. dbra hdromszégében
taldlhatéak. Az extrém multikollinearitds eseteit az ellipszisek és a 4, =3 -4, egyenes

metszéspontjai adjak. Ebbdl is lathatd, hogy az extrém multikollinearitds kiilonbdzd esetei

is megkiilonboztethetdek a Red-mutatd segitségével.

Magasabb dimenziok esetében — a fenti gondolatmenet alapjan — a ,,lehetséges
sajatértékek” abrazolasa nem lehetséges a feltételek magas szama miatt. Ezért
magasabb dimenziokban csak azt allithatjuk biztosan, hogy a valtozok atlagos

egyiittmozgasanak novekedésével a vizsgalt m-dimenziés gomb sugara né. Tovabba, a

60



Red-mutaté rogzitett értéke mellett a ,,Jehetséges sajatértékek” egy (m-1)-dimenzios

ellipszoid feliilet részén helyezkednek el. Ez a 3. allitasom teljesiilését jelenti.

Megjegyzem, hogy hasonlé dbrazolds a szakirodalomban a linedris korrelacios
egylitthatokra  vonatkozdéan 1étezik. Ezek egy elliptopot alkotnak (BOLLA —
KRAMLI, [2005]). Magasabb dimenziékban az dbrdzolds ilyen megkozelitési médja is

nehézkes.

4. abra: A multikollinearitas elliptikus modellje harom tényezdvaltozé esetén

iz

Pp=3- Ay

kg =3y

2= (- APz

Red2=1
1 “lehetségeh tarton3ny Red?=0,5

(forrds: sajét szerkesztés)

A kovetkezokben harom tényezdvaltozd esetén bemutatom az ellipszisek néhdny
sajatossdgat.

El6szor megvizsgidlom azt, hogy egy adott ellipszisen a ,,lehetséges sajatértékek”
milyen tulajdonsiggal birnak. Az empirikus tapasztalatok szerint, adott Red érték mellett, a
A, sajatérték novekedése a A, sajatérték nagyobb mértékii csokkenésével jar egyiitt, ezért
a legkisebb sajatérték is novekedni fog, mivel a sajatértékek dsszege harom. Ezt szemlélteti

a VI. 6. mellékletben kozolt tablazat.

A kovetkezOkben megvizsgdlom, hogy rogzitett Red érték mellett, az egyes

sajatértékek milyen értékeket vehetnek fel.
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Rogzitett Red érték mellett, a A, sajatérték legnagyobb értéke a sajatértékek lehetséges

tartomdnyanak als6, mig legkisebb értéke a sajatértékek lehetséges tartomdnyanak fels6

hatdran helyezkedik el.

Ezek szerint, a A, sajatérték legnagyobb értékét a Red-mutaté rogzitett értéke mellett a

A+ =32, -34, + 4, A, +3=3Red’
— 3_21

A, 5

egyenletrendszer megolddsa adja.

Ekkor

2
R +(3_2’1“J -34, —33_2’1“ +4, 3_2’1“ +3=3Red”’,
azaz

AR +B-4) -124 -6(3-4)+24,(3- 4 )+12=12Red?,
melyet rendezve az aldbbi egyenlet adodik.

317 —64, +3=12Red"
A =24, +1=4Red’
(4 -1 =(2Rea)’
Mivel a legnagyobb sajatérték egynél nem lehet kisebb, ezért
A, =1+2Red,

tovabba

A A, sajatérték legkisebb értékének meghatirozasakor, a Red-mutat6 rogzitett értéke

mellett, két eset lehetséges, attdl fiiggen, hogy a tartomany felsé hatarai koziil melyiket
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kell figyelembe venni. Mivel a A, =3-4 é a A, =4 hatdrok

A, =4, =15; A, =0 és ekkor Red=0,5; ezért a két eset az aldbbi lesz.
A) Ha Red £0,5; akkor a

B+ =30 -3, + A A, +3:3Red2}
/12:11

egyenletrendszert kell megoldani.

Ekkor
X+ A7 =34 =34 + A A +3=3Red’;
347 —64, +3=3Red’;
A =24 +1=Red’;
(4 1) = (Rea)".
Mivel a legnagyobb sajatérték egynél nem lehet kisebb, ezért
A =1+Red;
A, =4 =1+Red;

A, =3-4 -4, =1-2Red.

B) Ha Red >0,5; akkor a

A+ =32, -34, + 4, A, +3=3Red’
A, =3-4

egyenletrendszert kell megoldani.
B+B-4) =34 -33-24)+4B-4)+3=3Red’
A =34, +3=3Red’

Ekkor, mivel a legnagyobb sajatérték egynél nem lehet kisebb, ezért

_34-/12Red*-3

A 5 ’
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L _3=12Red® -3
2 T B
2

A, =0.

Osszefoglalva elmondhaté, hogy a Red-mutaté rogzitett értéke mellett a sajatértékek az

alabbi tartomanyokban mozoghatnak.

Amennyiben Red <0,5; akkor

A €[l+Red; 1+2Red];
A, e[1-Red; 1+Red];
A,e[1-2Red; 1-Red].

Ha Red = 0,5 ; akkor

3++/12Red? -3

A el 5 ; 1+2Red];
— 2_
A ell-Red: 3 \/12l;ed 3];

A, €[0; 1-Red].

Ez az eredmény — bar a gyakorlati jelentdsége kicsi — arra hasznilhatd, hogy a
tényezdvaltozok korreldcids matrixdnak elmeibdl, a (16) képlett kiszamitott Red-mutatd
értéke alapjan megbecsiilhetjiik a korreldciés matrix sajatértékeit. Erdekesebb a kérdés
megforditdsa, azaz a — szdmitégépes kimeneten — megjelend sajatértékek koziil egy

ismerete alapjan, hogyan becsiilhetd meg a Red-mutaté értéke.

A sajatértékekre most megadott intervallumokbdl kovetkezik, hogy tetszdleges

sajatértékhez meg lehet dllapitani, hogy a Red-mutat6 értéke milyen hatarok kozé fog esni.

Példaul, ha A, <1,5; akkor

A -1
12 ;ﬂ’l_l],

2
Red e [/1‘ ~1 ; 1/(2/11 =3 +3].
2 12

Red e[

tovabbd, ha 4, >1,5; akkor
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A legnagyobb sajatérték fiiggvényében a Red-mutatd lehetséges értékeinek tartoményat

szemlélteti az 5. abra.

5. abra: A Red-mutat6 lehetséges legkisebb és legnagyobb értéke a legnagyobb
sajatérték fiiggvényében harom tényezévaltozo esetén

Fed 17
0.9 4
0.5
0.7 1
0.6 -
0.5 1
0.4 4
0.3
0.2 4
0.1 4

(forrds: sajat szerkesztés)

A 4. édbra alapjan lathat6, hogy a vdltozok egylittmozgisanak novekedésére a

»lehetséges sajatértékek” tartomdnydn az ellipszisek balrdl jobbra tolédnak.

A legnagyobb és a legkisebb sajatértékek hanyadosait vizsgilva megéllapithatd, hogy a
hanyadosok rogzitett értéke mellett, a lehetséges sajatérték-kombinacidk egy egyenesen
helyezkednek el. Ezeknek az egyeneseknek kozds pontja a (0;3) pont, tovabbd ezek a

multikollinearitds mértékének novekedésére egyre jobban kozelitenek a tartomany

A, =3 -4, hatdrdhoz (6. dbra).

A sajatérték legnagyobb és legkisebb értékének hanyadosit megbecsiilhetjiik a Red-
mutaté rogzitett értéke mellett. Ehhez a ,lehetséges sajatértékek” tartomanyanak hataran
kell meghataroznunk az ellipszisek €s az egyenesek metszéspontjait. Nyilvanvald, hogy a
tartomdny alsé hatdrdn hatdarozhatjuk meg a hianyados minimdlis ért€két, mig a felsd

hataran a maximalis értékét.
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Mivel a Red-mutaté rogzitett értéke mellett az als6 hatiron A4, =1+2Red és

A, =1-Red, ezért

£>1+2Red
A, 1-Red

6. abra: A legnagyobb és a legkisebb sajatérték hanyadosanak viselkedése harom
tényezdvaltozo esetén

b ]
’;12
Ay =3- A
14 A = A
22 - (3‘231}
11
=10
A
1 2 \,11 g
ﬁﬂ\
Ao _y =
A,

(forrds: sajat szerkesztés)

Ha Red >0,5; akkor a legnagyobb és legkisebb sajatérték hdnyadosdnak nincs felsd

korlétja, hiszen ekkor a legkisebb sajatérték nulla is lehet. Ha Red <0,5; akkor a
maximdlis érték a A, =4, hatdr segitségével allapithat6 meg. Ekkor A, =1+Red és

A, =1-2Red ; ezért
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A < 1+Red

A, 1-2Red

Osszefoglalva elmondhat6, hogy ha Red < 0,5; akkor

ie{HzRew 1+Red}
A, [ 1-Red " 1-2Red]’

ha Red > 0,5 ; akkor

A {1+2Red _ ooj
A, | 1-Red ’ '
Forditva: ha a sajatérték legnagyobb és legkisebb értékének hinyadosa rogzitett, véges

érték, akkor

A A
Red e 4 P : 4 ,
1+2-1 £+2
A A

ellenkezo6 esetben Red = 0,5.

Késdbbi  vizsgilataim targyat fogjdk képezni az ellipszisek tovabbi

tulajdonsagainak vizsgélata, illetve a vizsgaltat kiterjesztése a ,,magasabb dimenzidkba”.

III. 3. A Red-mutaté és a regresszios paraméterek varianciai

Mivel a multikollinearitds egyik leggyakrabban emlitett negativ kvetkezménye a
becsiilt regressziés paraméterek variancidinak, illetve ezek felfdjodasanak novekedése,
ezért célszeri megvizsgdlni a Red-mutatdé és a becsiilt regresszids paraméterek

variancidinak kapcsolatit.

A becsiilt paraméterek variancidinak Osszege akkor véges, ha a sajatértékek minimuma
pozitiv. Adott m mellett a sajatértékek minimuma akkor nulla, ha valamelyik
magyarazovéltozo linedrisan fligg a magyardzovaltozok egy részrendszerétdl. Egy korabbi
hipotézisem szerint, a fenti gondolatmenet alapjin, a Red-mutat$ értéke akkor minimalis,
ha m-1 darab tényezdvaltozé ortogondlis, azaz linedrisan korreldlatlanok, és egy
tényezOvaltozd linedrisan fligg valamelyik magyardzovaltozotol. Ekkor a Red-mutatd

értéke:
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Red = L.
22) ¢ \m(m—l)

Tehat, ha egy adatdllomany redundancidjanak mértéke kisebb a Red, kritikus redundancia-
értéknél, akkor a linedris regresszids modell illesztése utdn kapott becsiilt paraméterek
szorasnégyzetei biztosan végesek. Ha egy adatidllomany redundancidjanak mértéke
nagyobb a Red, kritikus redundancia-értéknél, akkor a linearis regresszids modell illesztése
utdn kapott becsiilt paraméterek szérasnégyzeteirdl nem allithatjuk biztosra, hogy végesek

(KOVACS — PETRES — TOTH, [2004]).

Azonban, a (22) képlet nem érvényes. A multikollinearitds elliptikus modelljének
szemléltetésébdl kovetkezOen, hidrom tényezdvaltozé esetén mar a Red=0,5 értéknél is
(4 =4,=15; A, =0) lehet a variancidk Osszege végtelen. Az eredeti gondolatmenetben

az a hiba, hogy a megadott esetben a képlet szdmlal6ja lehet kettonél kisebb is. Erre jo

példa az 1. tabl4zat adatai alapjdn felirt korreldcids matrixbdl szamitott Red érték:

Red \/0,427962 +0,516842% +(=0,55254)> +0,42796 +0,516842% +(=0,55254)> _
3.2

/1,51115
= = 0,502.
3.2

Az m=3 esetbdl kiindulva — amikor is 4, =4, =1,5; A4, =0 és a Red, kritikus redundancia-

érték % azaz 0,5 — a kovetkez0 allitast lehet dltalanosan megfogalmazni:
m—
Red, = L ,
m—1
és ekkor
ﬂ’lzﬂ?: :ﬂ’m—lz n ’ﬂ’m:O
m-—1

Ugyanis,ha 4, =4, =...

~ 1 1
SV m=D> \(m=-D(m-1)
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Ha a nem nulla sajatértékek eltdvolodnak a 4, =4, =...=4, _,=——, 4, =0 esettdl,

akkor

m—=1 m—1 m—

Z(/ll. -a,)’ :Zlf +Zlai2 +2mz}uial. =
i=1 i=1

—1
i=1 i=1

m—1 m—1 m—1

m m—1 m—1 m—1
=Y A+Dal+2——>a, = B+ al>> A .
i=1 m—13 i=1 i=1 i=1

i=1

m—1
Mivel a sajatértékek 0sszege mindig m, ezért zai =0. Ez pedig azt jelenti, hogy ekkor a

i=1

m
=——, 4, =0 esetben.

Red-mutat6 értéke nagyobb lesz, mint a 4, =4, =...=1 "
m—

‘m—1

Ebbdl kovetkezik, hogy Red, = , azaz ha a Red-mutat6 értéke kisebb ennél a kritikus

értéknél, akkor a becsiilt paraméterek variancidi biztosan végesek. Ahhoz, hogy valamely
becsiilt paraméter variancidja végtelen legyen sziikséges, de nem elégséges feltétel a

Red > Red, relacio teljesiilése.

Az éllitassal kapcsolatosan megfogalmazhatd néhdny kdvetkezmény. Ha minden sajatérték
egy, akkor Red=0. Amennyiben a sajitértékek tdvolodnak ettd]l az esettdl, akkor a Red-
mutatd értéke novekszik. Specidlis esetként eljuthatunk a

m 4 caigo s Sy g1
A=A=..=4,, = — A,, =0 lehetséges sajatérték-kombindciéba. Ha ezt a trividlis
m —_—

kovetkezményt tovabbgondoljuk, akkor megallapithat6 az, hogy a

A=A =..=4,,= Ll’ A,=0 esettol tavolodva eljuthatunk a
m—

A=A=..=4,,= LZ’ A, =4, =0 esethez is. Ebbol kovetkezik, hogy a két zér6
m —_—

sajatértek létezésének sziikséges feltétele: Red >2Red,,, ahol Red., a két nulla
sajatérték létezésének kritikus €rtéke. A fenti gondolatmenetet Red, , értékre felhasznalva

azt kapjuk, hogy

_ 2
N (m-D(m-2)"
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Altalanositva: k darab sajatérték zéré voltdnak sziikséges feltétele az alabbi formdban

irhato fel.

Red 2Red , =

_1_ k
1 \m=Dm—-k)

Tehat megadtam a Red-mutaté egy olyan kritikus értékét, amely sziikséges feltétele
annak, hogy a becsiilt paraméterek varianciai ne legyenek végtelenek, illetve annak,

hogy k darab sajatérték zéro legyen.

Ezen allitast szemlélteti a 26. tablazat.

26. tablazat: A Red-mutaté kritikus értékei, mint k darab sajatérték zéré voltanak
sziikséges feltétele

k
1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,707
0,408 0,816

0,289 0,500 0,866

0,224 0,365 0,548 0,894

0,183 0,289 0,408 0,577 0,913

0,154 0,239 0,327 0,436 0,598 0,926

0,134 0,204 0,274 0,354 0,456 0,612 0,935

0,118 0,178 0,236 0,298 0,373 0,471 0,624 0,943

0,105 0,158 0,207 0,258 0,316 0,387 0,483 0,632 0,949

SV Uk WS

(forrds: sajét szerkesztés)

Ezek alapjan variancidk ,(felfdjodasdnak” szempontjdbdl, a II.4. alfejezetben
bemutatott példa kiillonb6zé méretli modelljeiben kiszdmitott Red értékekbdl mit
allapithatunk meg? Az eredeti modellben (m=7) kiszamitott Red érték (0,359) az adott
dimenziéban nem tekinthetdé alacsonynak, hiszen a mutaté 0,154 feletti értéke mar
problémaét jelezhet. Egyediil a stepwise eljards eredményéiil adédé 2. modellrdl éllithatjuk
a Red-mutato értéke (19. tdblazat) alapjan azt, hogy a modellben a becsiilt regresszios

paraméterek varianciai végesek lesznek.
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A kovetkezokben megvizsgidlom, hogy a kiilonb6z8 Red értékek fiiggvényében
mekkora a variancidk ,felfijéddsanak” mértéke a hirom tényezdviltozo6t tartalmazd
modellekben. Mivel a Red-mutaté egy szintetikus mérdszam, ezért segitségével a

variancidk 0sszegének ,.felfdjodasat” tudjuk elemezni.

Az empirikus tapasztalatok szerint a Red-mutatd rogzitett értéke mellett, minél jobban
tavolodunk a ,,lehetséges sajatértékek” tartomanyanak alsé hataratdl, anndl nagyobb lesz a

sajatértékek reciprokosszege. Ezt szemlélteti a VI. 6. mellékletben kozolt tablazat.

A 7. abra tartalmazza az ellipsziseket, illetve a sajatértékek reciprokosszegét, abban az

esetben, amikor ez az 0sszeg 4, 5, illetve 10.

7. abra: A sajatértékek reciprokosszegének viselkedése (m=3)

T2
A o=d-d

(forrds: sajat szerkesztés)
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Ennek segitségével a Red-mutatd rogzitett értéke mellett becsiilhetd a becsiilt paraméterek
variancidinak Osszege. Megéllapithatd, hogy a mutatd egyes értékeitdl kezdve minimum,
illetve maximum mekkora ,felfdjoddsra” szdmithatunk. Mivel ennek nagysidga a
sajatértékek reciprokosszegétol fiigg, ezért ezt az 6sszeget kell becsiilniink. Mivel a Red-
mutaté rogzitett ért€ke mellett a sajatértékek reciprokdsszege a lehetséges tartomany alsé
hatdrdn a legkisebb, ezért a sajatértékek nagysdgira vonatkoz6é kordbbi 4llitdsokat

figyelembe véve azt kapjuk, hogy

23:1 I, 1 3+3Red  _, 1+Red
27 “1-Red ' 1-Red ' 1+2Red (I-Red)(142Red) ~(I-Red)(I+2Red)’

Ha 4, <1,5; azaz Red < 0,5; akkor a sajatértékek reciprokdsszege feliilr6l korlatos. Ezért
a sajatértékek nagysdgara vonatkozé korabbi allitdsokat figyelembe véve azt kapjuk, hogy

ii R S 3-3Red 3 1-Red
2 7 “1+Red 1+Red 1-2Red (1+Red)(I-2Red) ~(I+Red)(1—2Red)’

1

Ha A, >1,5; azaz Red > 0,5 ; akkor a sajatértékek reciprokosszege végtelen is lehet.

Osszefoglalva: a becsiilt paraméterek variancidi Osszegének a ,felfdjoddsa” a hibatag

szorasnégyzetéhez viszonyitva a

3 1+Red 3 1-Red
(1-Red)1+2Red) ~ ~ (1+Red)(1-2Red)

tartoményba esik, ha Red < 0,5 ; ellenkez6 esetben

1+Red 4o
(1-Red)(1+2Red) ~
kozé esik. Péld4ul, ha Red=0,8; akkor a variancidk 0sszege a hibatag szérdsnégyzetének

legalabb tizszerese.

Tehat, haa eldre meghatirozzuk, hogy mekkora ,felfijodast” tekintiink megfelelének a
vizsgdlataink szempontjdbol, akkor egy hatdrszdmot kaphatunk a Red-mutatéra

vonatkozdan. Ez a hatirszam azt mutatja meg, hogy ha a Red-mutaté értéke ennél az
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értéknél kisebb, akkor a variancidk ,.felfdjoddsa” biztosan megfelel a variancidk 6sszegével

kapcsolatos elvarasainknak.

Végezetiil — érdekességképpen — megvizsgdlom, hogy milyen Osszefiiggés van a

sajatértékek harmonikus atlaga és a becsiilt paraméterek szamtani atlaga kozott.

A (10) képlet szerint a variancidk értékét, azaz a variancidknak a hibatag
szorasnégyzetéhez viszonyitott ,,felfdjéodasdnak” mértékét végsd soron — ceteris paribus — a
sajatértékek befolyasoljdk: ha legaldbb egy tdl kozel van nulldhoz, akkor nagy mértékben

novekszik a becsiilt paraméterek szérdsnégyzeteinek atlaga.
A (10) egyenletet atrendezve az
1

m 1
27

=1

-iVar(ﬁj) =0’
j=1

Osszefiiggést kapjuk, ami az — torttel beszorozva az aldbbi Osszefiiggéshez vezet.
m

m

LA | ' m
25

S Var(B,)
= _

=co?

Ebben a kifejezésben

m
T
2

a tényezoviltozok R korrelaciés matrixdnak spektralfelbontasaval kapott sajatértékek

harmonikus 4tlaga,

D Var(p))
j=1
m
pedig a becsiilt paraméterek szordsnégyzeteinek szamtani atlaga.

Ezek szerint felirhat6 az aldbbi osszefiiggés.
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A, ‘Var(ﬁj) =0
(23)

Mivel a (9) szerint standardizalt valtozok esetében
j=1 =1

ezért

Var(B)
———=0".
VIF,

Ezt a (23) Osszefiiggésbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
A, -VIF =1.

Tehit, a sajatértékek harmonikus atlagdnak és a VIF;-mutatok szdmtani atlaganak szorzata

cgy.

IIIL. 4. A Red-mutat6 eloszlasanak vizsgalata

Vizsgdlataim sordn megprobéltam a Red-mutaté empirikus eloszlasfiiggvényét
elkésziteni, illetve az eloszlast meghatiarozni. A Red-mutat6 eloszlasdnak tanulmanyozasa
céljabol két lehetdség allt rendelkezésemre: vagy a magyardzévaltozok kozotti linedris
korrelaciés egyiitthatdkkal, vagy a korrelaciés matrix sajatértékeivel szdmitom ki a Red
Osszes lehetséges értékeit. Vizsgalataim sordn az utébbiak, azaz a sajatértékek segitségével
torténik az elemzés. Ennek két oka van: egyrészt sokkal alacsonyabb dimenzidban kell
dolgozni, mésrészt igy tudom biztositani azt a nagyon fontos kdvetelményt, hogy kizarélag

valds struktdrdkat vizsgaljak.

Az empirikus vizsgalatok soran felmeriild fontos probléma, hogy folytonos valtozék — mint
amilyenek a sajatértékek, illetve a Red is — esetén hogyan vizsgdlhat6 az Osszes lehetséges
érték eloszlasa. Ennek gyakorlati megolddsa az, hogy elkészitjik az empirikus
strtiségfiiggvényeket dgy, hogy kozben noveljik a megfigyelt véltozok értékeinek
pontossdgat. A Red-mutaté értékei eloszlasdnak vizsgélatdra sajat magam dltal, Pascal

nyelven megirt eljarast alkalmaztam (VI. 7. melléklet).

Az adott algoritmus figyelembe veszi a sajatértékekkel kapcsolatos, a kutatds

szempontjibodl fontos jellemzdket:
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— asajatértékek nem negativak, maximadlis értékiik megegyezik a magyarazovaltozok

szamaval;

— a sajatértékek csokkend sorrendben kapjuk, fiiggetleniil a magyardzovaltozok

sorrend;jétol;

— a korrelaciés matrix determindnsa megegyezik a sajatértékek szorzatival, mely

értéke egynél nem nagyobb;

— asajatértékek Osszege megegyezik a magyardzévaltozok szdmadval.

Az adatelemzést neheziti, hogy mar harom magyardzovaltozés modellek esetén is — az
adatok pontossdgatol fiiggden — nagyméretii adatallomanyok jonnek 1étre. Ez valtozénként
tobb tiz-szazmilliés megfigyelésnagysiagot eredményez, ami a feldolgozas szempontjabdl
gyakorlati gondot jelent. EzErt a programon beliil az algoritmust egy masik algoritmussal
kellett bdviteni, amelynek kimenete mér a Red-mutatd empirikus eloszldsa. Mivel ennek a
programnak a futdsi ideje is nagyon hosszid, akar tobb 6ra, tobb nap volt, ezért —
kérésiinkre — TEBI GABOR programtervez0 matematikus optimalizdlta a kdédot és egy
grafikus feliilettel latta el a programot. Az & mddositdsainak koszonhetéen a hat
tényezOvaltozot tartalmazé modellek esetében mar egy 6rdndl kevesebb a program futdsi

ideje, ha az adatokat kéttizedes pontossdggal kezeljiik.

A készitett algoritmus lényege az, hogy adott pontossidg mellett elddllitjuk az Osszes
lehetséges sajatérték kombinacidt. Péld4ul, abban az esetben, ha az adatokat kéttizedes
pontossaggal kezeljiik, akkor a program 4ltal generdlt ,lehetséges sajatértékek” szamat a

27. tablazat tartalmazza.

Az algoritmus altal generdlt adatidllomdnyt egyszeriien 4t lehet adni akar az Excel, akdr az
SPSS programnak. A programok segitségével eldallithaté — kéttizedes pontossidggal — a

Red-mutaté empirikus eloszlasa, amelyet specidlis esetekben a 8.-10. abrak szemléltetik.

Természetesen, az adatok kéttizedes pontossagui kezelése az eloszlasfiiggvénynek nem a
legfinomabb kozelitését jelenti. A vizsgdlataim sordn arra torekedtem, hogy az empirikus
eloszlasfiiggvény jellegét meg tudjam éllapitani magasabb dimenzidkban is, ezért és a
program futdsi ideje miatt, nem az adatok pontossdgdnak, hanem a tényezdvéltozok

szamanak novelése mellett dontottem.
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Hérom magyardzévaltozé esetén dgy tlint, hogy az eloszlds ,kétoldali eloszlasd” (two-

tailed distribution) lesz. A kimenet alapjan azt a sejtést fogalmaztam meg, hogy a bal

2 799

oldali szér egy egyenes lesz, mig a jobb oldali sz4r, valamilyen mds, folytonos fiiggvény.

Ez a sejtés a négy tényezdvaltozdt tartalmazé modellek alapjan maris cafolhatd, mivel a

bal oldali szdr mér nem egyenesként viselkedik. Magasabb dimenzidkban pedig megsziinik

a ,,két szar” metszéspontjanak ,.élessége”.

27. tablazat: Az eldallitott ,,lehetséges sajatérték” kombinaciok szama kéttizedes
pontossaggal

Tényezdvaltozok szama

,lehetséges sajatérték”’kombinaciok

m szama
(,,sajdtérték m-esek”)
: 7 651
* 461 312
’ 23030612
° 981 355 696
’ 36 498 678 901

(forrds: sajat szerkesztés)
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8. abra: Az empirikus eloszlas grafikus abrazolasa (m=3)

2.0% -
1.5% =
ol
[
{
o
o
o 0%+
0.5% =
0.0% =
T T T T T
o.on 0.25 050 0.745 1.00
Red

(forrds: sajat szerkesztés)

9. abra: Az empirikus eloszlas grafikus abrazolasa (m=4)

3.00 % A
2.80 % 1
2.00 %
1.50 %
1.00 % +
0.50 %
0.00 % - - . . . . . . ;

(forrds: sajét szerkesztés)
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10. abra: Az empirikus eloszlas grafikus abrazolasa (m=7)

5.00 %
4.00 %
3.00 %
2.00 %
1.00 % -+

0.00 % - - - . . . . . . .
o 01 02 03 04 05 0B 07 08 09 1

Red

(forrds: sajat szerkesztés)

Az ébrdk alapjan a II. 4. alfejezetben bemutatott példa kiilonb6zé méretli
modelljeiben kiszamitott Red értékekbdl mit allapithatunk meg? Az eredeti modellben
(m=T7) kiszamitott Red érték (0,359), tovabba a backward szelekcié eredményéiil adédé 3.
modellben (m=4) kiszamitott Red érték (0,289) az adott dimenziéban kozel van a mutatd

moéduszahoz. Tovabbi kovetkeztetések levonasahoz még tobb vizsgalatra van sziikség.

Az empirikus eloszlasfiiggvény meghatarozasanak tjabb vizsgdlataiban mér elsésorban a
Red-mutatd négyzetének eloszlasit probdlom eldszor megvizsgdlni. Ehhez pedig a mutat6
definicidja szerint a sajatértékek négyzetdsszegének az eloszlasat kell megvizsgalni. Ezek

részletes vizsgalata a kozeljovoben fog megtorténni.

A Red-mutat6 eloszlasanak beazonositdsdra teszteltem az SPSS 13.0 programba beépitett
eloszlastipusokat. Sajnos a Red-mutat6 eloszldsdnak meghatdrozasa nem sikeriilt. Az dbrdk
alapjdn dgy tlinik, hogy a tényezdvaltozok szaménak novekedésével az eloszlas egyre

inkabb aszimmetrikus lesz.

IIL. 5. A Red-mutaté és a KMO-mutaté kapcsolata

Egy érdekes kérdés, a Red-mutat6 alkalmazasanak a lehetOsége. Sejtésem szerint a

mutaté alkalmazhato a faktoranalizis soran.

A faktoranalizis alkalmazdsakor a célunk az, hogy a nagyszamu korrelalt valtozé kozotti
Osszefiiggéseket megmagyarazzuk, az eredetinél kevesebb — korreldlatlan — latens faktor

segitségével, a megfigyelt valtozok kozos és egyedi tulajdonsigainak szétvalasztasaval.
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Ezaltal feltérképezhetd a valtozok kozotti kapesolat, illetve csokkenthetd a valtozék szdma

az adathalmaz tovabbi elemzésében.

A faktoranalizis alkalmazasanak akkor van értelme, ha a valtozok redundians mddon
tartalmaznak informacidt, és mogottik egy latens struktira hizodik meg. Az eldbbit a

BARTLETT-féle teszt, az utébbit a KAISER — MEYER — OLKIN (KMO) mutaté'® segitségével

vizsgélhatjuk:
m m
2
227
i=l j=1
_ J#i
KMO = m.m m.m ’
2 2
Z’;j + r;c[x/Axl,xz,m,xi,l,xm,m,xj,l,xlﬂ,m,xm
i=l j=1 i=l j=1
J#i J#i
ahol 7; a paronkénti korrelacios egyiitthatokat, T | parcidlis
korrelacios egyiitthat(’)kat17 jeloli.
Mivel az r parcialis korrelacios egyiitthatd definidlasa dgy

X Xy e Ky Xyt X
torténik, hogy mind az i-edik, mind a j-edik tényezdvéltozora, mint eredményvaltozora a
tobbi m-2 tényezdvaltozoval linedris regressziés modellt illesztiink, ezért a parcidlis
korreldciés egyiitthatok a két modell reziduumai kozotti korrelacids egyiitthaték. Eppen
ezért, a parcidlis korrelacids egyiitthatok a két véltozonak a tobbi véltozd altal, linedris

regressziéval meg nem magyardzott részének KkorreldciGja (ELTET® — MESZENA —

ZIERMANN, [1982]).

A KMO képlete azon a gondolaton alapszik, hogy két valtozd kozott a tényleges korreldcid
felbonthat6 egy, a tobbi vdltozd dltal linedris regresszidval megmagyardzhatd, és egy
linedris regresszidval meg nem magyardzhaté részre. Az elobbit a paronkénti korrelacios
egylitthaték, mig utébbit a parcidlis korrelacids egyiitthatok mérik. Ezek szerint a KMO-
mutaté megmutatja, hogy az Osszes valtozopar kozotti korrelacié mekkora hanyada

magyarazhat6 linedris regressziéval.

' Ortogondlis tényez6valtozok esetén a mutaté értékét egynek tekintjiik.

-1

A parcidlis korreldciés egyiitthatok az r =—— 9 Kképlettel

XX j XX e s Xi o X e s X5 X g e oy R -1 R —1
/A

17

szamithat6ak ki a korrelacidés matrix inverzének megfeleld elemei alapjan.
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A mogottes struktdra 1étét akkor feltételezhetjiik, ha nem csak véltozéparok vannak
egymdssal kapcsolatban, hanem sztochasztikus kapcsolatok rendszere jelentkezik. A KMO-
mutatd 0 és 1 kozé esd szamot ad. A KMO-mutaté egy — egyébként szubjektiv —
értelmezése a 28. tablazatban taldlhatd. A KMO egyhez kozeli értékei tehat azt jelzik, hogy

a faktorelemzés alkalmazdsa eredményes lehet.

Definidljuk a parcidlis korrelacids egyiitthatok matrixat ugy, hogy a matrix
foéatlgjaban minden elem egy, azon kiviil pedig miden ij-edik elem az i-edik és a j-edik
valtoz6 kozotti parcidlis korreldcids egyiitthatt adja. Ez alapjdn a parcidlis korrelacids

egyiitthatok matrixdra is kiszamithatjuk a Red-mutat6 Red), értékét.
Ekkor lathaté, hogy a KMO Kképletében szereplé mennyiségek kifejezhetok a Red-

mutatoval (5. allitas).

m(m—1)Red” _ Red’
m(m—1)Red’ +m(m—1)Red” Red’+Red’

KMO =
24)

28. tablazat: Utmutaté a KMO értelmezéséhez

KMO Mindosités

—-0,5) |elfogadhatatlan

[0,5;0,6) |szanalmas

[0,6 ;0,7) | mérsékelt

[0,7 ;0,8) |kdzepes

[0,8 ;0,9) |dicséretes

[0,9; 1,0] |csodalatos

(forrds: KOVACS — PETRES — TOTH, [2006])

A (24) képlet atrendezésébdl adoddan
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(Red; +Red’)KMO =Red”,

Redzzl_ﬂRecF: L—l Red>.
' KMO KMO

Ez azt jelenti, hogy a parcidlis korrelaciés egyiitthatok négyzetes atlaga nem kisebb a
korrelaciés egyiitthatok négyzetes datlagandl. Ennek részletes jelentése késdbbi

vizsgédlataim targyat fogjak képezni.

I11. 6. A multikollinearitas egy masik mérési lehetosége

Mivel a Red-mutaté a tényezdvaltozok korreldciés matrixdnak sajitértékei alapjan
szamitott normalt relativ szorés, ezért ugy gondolom, hogy a multikollinearitds mérhetd a
sajatértékek mas szordéddsi mérdszamaval is, melynek alapgondolata megegyezik a Red-
mutaté alapotletével. A Red-mutatéhoz hasonlé gondolatmenet alapjan a redundancia
mértékét a tényezOvaltozok korreldciés matrixa sajatértékeinek GINI-egyiitthatéjaval is
lehetne jellemezni. Minél nagyobb egy adatillomdnyban a redundancia mértéke a
sajatértékek anndl jobban tavolodnak egymastol. Két szélsGeset van: ha minden sajatérték
megegyezik, akkor G=0, ha egy sajatérték kivételével mindegyik nulla, akkor G=2. A

mutato értéke nulla és kettd kozé esik.

A sajatértékek GiNI-egyiitthatdja (25) alakban irhaté fel.

SSUA -1
=1 j=1
G = i
25) m(m 1)

Mivel

max

(25) kiszamitdsa mas modon is torténhet. Ehhez azt kell figyelembe venni, hogy
ezért

melyik sajatérték hanyszor, illetve milyen el6jellel szerepel a kifejezésben. A képletben
minden sajatértékpar kétszer fordul eld ugy, hogy a kettd koziil a nagyobb sajatérték
mindig kétszer szerepel pozitiv, a kisebb pedig kétszer negativ eldjellel. Minden sajatérték

annyiszor fordul el pozitiv eldjellel, ahdnyszor néla kisebb sajatértékkel van parositva a
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kifejezésben, illetve annyiszor fordul eld negativ eldjellel, ahdnyszor néla

sajatértékkel van parositva a kifejezésben. Ezért,

a A, sajatérték egyiitthatdja: (m—1)2-0;

a A, sajatérték egyiitthatéja: (m—2)2—-1-2;

a A, sajatérték egyiitthatéja: (m—3)2—-3-2;

a A, sajatérték egyiitthatdja: (m—i)2—(i—1)-2=2(m—2i+1).
Ekkor azt kapjuk, hogy

n n

Z,Z;l A4 3 2(m-2i+1)4,
i o

(26) m(m—1) m(m—1)

Mivel a sajatértékek Osszege m, ezért

n

(m+ 1)i A ik Z i,

=1 i=1 -2 (m+1) _4 i

3 i-DA

> -1,
_2(m+1)_ 4 =

m(m—1) m(m—1) - (m-=1) m(m—1) B

(m=1) (m-1)  m@m-1) mm—1)

nagyobb

A (26) képletben szerepld egyiitthatdk szabdlyosan viselkednek. Az i-edik és az (m—i+1)-

edik sajatértékek egyiitthat6i egymads ellentettje (29. tdblazat).

Az elliptilkus modellhez hasonléan, a GiINI-egyiitthatok a ,lehetséges sajatértékek”

tartomdnyan a redundancia novekedésével szintén jobbra tolédnak, azonban az egyiitthaté

rogzitett értéke mellett a sajatértékek egy egyenesen helyezkednek el (11. dbra). Ha

»lehetséges sajatértékek” tartomdnyan egyszerre dbrazoljuk az elliptikus jellegti gorbéket

és ezeket az egyeneseket, akkor azt az érdekességet lehet észrevenni, hogy rogzitett Red

érték mellett az elliptikus gorbe és a G=2Red egyenesek a A, =4, és a 4, =

hatdrvonalakon metszik egymast (12. dbra).
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29. tablazat: A sajatértékek egyiitthatoi a GINI-egyiitthat6 képletében

\®)

10
18
14
10

O
LOLL@
II\)I\)O\LS

CLOLO-POOUI

~

SO 0N A W~ T
|
[\®)

(forrds: sajat szerkesztés)

11. abra: A GINI-egyiitthatok azonos értékei harom tényezovaltozo esetén

3

\2

(forrds: sajat szerkesztés)
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12. abra: A Red-mutaté és a GINI-egyiitthat6 kapcsolata (m=3)

3

e
_,\
Y

-1

(forrds: sajét szerkesztés)

A fejezetben elért fontosabb eredményeim az alabbiak szerint foglalhatoak

ossze.

— A Red-mutaté Kkifejezhet6 a sajatértékek ismerete nélkiil, pusztan a korrelacios

matrix elemei alapjan.

— A Red-mutaté megadja a tényezdévaltozok paronkénti egyiittmozgasanak

atlagos mértékét.

— A Red-mutaté segitségével megkiilonboztethetéek az extrém multikollinearitas

kiilonbo6z6 esetei is.
— A Red-mutaté alapjan elkészithet6é a multikollinearitas elliptikus modellje.

— A mutaté segitségével mérni lehet, hogy a becsiilt paraméterek varianciainak
osszege legalabb milyen mértékben ,.fiijodik fel” a hibatag szérasnégyzetéhez

viszonyitva.

— A Red-mutaté alapjan megadhat6 a sziikséges feltétele annak, hogy a

tényezovaltozok korrelaciés matrixaban k db zéré sajatérték legyen.
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— Kombinatorikus tton elkészitheté a Red-mutat6é empirikus eloszlasfiiggvénye.

— A Red-mutaté segitségével kifejezheté a faktoranalizis soran hasznalt KMO-

mutato.
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IV. A kutatas eredményeinek értékelése, tovabbi kutatasi

iranyok

IV. 1. Ertékelés, tézisek

A disszertacid c€ljabol (a Red-mutat6é tulajdonsagainak vizsgilata, valamint
mas méroszamokkal torténé oOsszehasonlitasa, a tobbvaltozos, linearis regresszios

modellen bemutatva) ad6d¢ feladatok elvégzése egészében véve sikeresnek mondhatd.

Eldszor osszefoglaltam a multikollinearitds ismert és kevésbé ismert szakirodalmit. A
disszertdcidban a multikollinearitds 18 mér0szama, négy nem metrikus detektaldsi mddja,
tovabba negativ kovetkezményeinek csokkentésére haszndlt 8§ eljaras keriilt bemutatdsra. A
bemutatott mérészamok, mutatok alkalmazdsidnak el6nyei mellett szot ejtettem ezek
hétranyairél is. Osszességében megillapitottam, hogy a jelenleg hasznilt mutaték
altalanosan nem, csak bizonyos esetekben jellemzik megfeleléen a multikollinearitas
mértékét. A mérészamok értékeinek értelmezése altalaban szubjektiv médon kezeli a
,Kkozelség” és a ,,nagysag” fogalmat, ezért ezek értékei egymassal kozvetleniil nem
osszehasonlithatoak. Az ismertetett eljarasok pedig nem minden esetben csokkentik a
multikollinearitas negativ kovetkezményeinek mértékét. Pontosabban, ha csokkentik

is, altalaban mas negativ kovetkezményekkel kell szembe nézniink.

A Red-mutatot sikeriilt kifejeznem - a sajatértékek ismerete nélkiil — a
tényezévaltozok korrelacios matrixanak féatlon Kkiviili elemeinek négyzetes
atlagaként. Ez azt jelenti, hogy a mutaté nem csak a (2) becslofiiggvény szempontjabol
hasznos tartalmat hordozé adatok ardnydt mutatja, hanem a tényezdvaltozok
egylittmozgéasdnak 4dtlagos mértékét is. Ezt az eredményt tobb nemzetk6zi konferencidn

elismerték, illetve rangos nemzetkozi szaklapban is hivatkoztak erre.

Megallapitottam, hogy a multikollinearitast nem csak valtozok, hanem
valtozocsoportok is okozhatjak. Mivel ennek nincs bdséges szakirodalma, ezért a

késébbiekben vizsgdlni fogom a viltozdcsoportok egyiittmozgdsanak hatdsat.
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Megallapitottam, hogy ennek egyik specialis esete a Red-mutato6 segitségével, mig egy

masik specidlis esete a VIF;-mutat6k harmonikus atlaganak segitségével mérheto.

Uj megkozelitésként, megalkottam a multikollinearitas elliptikus modelljét. A
valtozok atlagos egyiittmozgasa mértékének novekedésével parhuzamosan, a ,,lehetséges
sajatértékek”, egy nagyobb sugard m-dimenziés gombon helyezkednek el. A ,,lehetséges
sajatértékek” az m-dimenziés gombnek egy metszetén helyezkednek el tgy, hogy

rogzitett Red érték mellett ezek egy (m—1)-dimenzios ellipszoidon helyezkednek el.

Sajnos, minél nagyobb a modell dimenzidészdma, anndl tobb feltételt kell megadni a
»lehetséges sajatértékek” tartomanydnak koriilhatdroldsdhoz, vizsgélatdhoz. Ezért ennek a
tartomanynak, illetve az elliptikus gorbéknek a részletes vizsgdlata csak harom
magyarazovaltozd esetén tortént meg. Egy sajatérték fiiggvényében behatdroltam a Red-
mutaté lehetséges értékeit, illetve a Red-mutatd értékétdl fiiggden meg tudtam adni az
egyes sajitértékek lehetséges értékeit. Osszehasonlitottam, hogy a ,lehetséges
sajatértékek” tartomanyat hogyan ,jarjdk be” az ellipszisek, illetve a sajatértékek

legnagyobb és legkisebb értékének azonos értékii hanyadosait tartalmazo egyenesek.

A késobbiekben megprobalom a modellt tovabbfejleszteni, illetve a vizsgalatot

magasabb dimenzidokra Kiterjeszteni.

Mivel a Red-mutaté egy szintetikus mutato, ezért a becsiilt regresszios
paraméterek varianciaihoz Kiilon-kiilon nem lehet kotni. Megallapitottam, hogy a
becsiilt regresszios paraméterek variancidinak nem az abszolut nagysagat Kkell
vizsgalni, hanem ezeknek a hibatag szorasnégyzetéhez viszonyitott ,felfajodasat”.
Ezek 0sszege, atlaga pedig a sajatértékek reciprokosszegétol fiigg. Bebizonyitottam, hogy
a sajatértékek harmonikus 4tlaganak és a becsiilt regressziés paraméterek szamtani
atlagdnak szorzata megegyezik a hibatag szérasnégyzetével, illetve a sajatértékek

harmonikus atlagdnak és a VIF;-mutatok szamtani dtlagdnak szorzata egy.

Egy korabbi allitasom cafolasa utan, megadtam a Red-mutatok egy olyan kritikus
értékét, amely sziikséges feltétele annak, hogy a becsiilt paraméterek varianciai ne
legyenek végtelenek, illetve olyan kritikus értékeket, amelyek sziikséges feltételei
annak, hogy a zéro sajatértékek szama k darabnal kevesebb legyen. Mivel ennek igy

onmagédban kevés gyakorlati jelentOsége van, ezért ez tovabbi részletes vizsgilatokat
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igényel. Azonban, ezeket a vizsgilatokat harom tényezdvaltoz6 esetén az elliptikus modell
hasznélatival elvégeztem. Megfigyeltem, hogy a ,lehetséges sajatértékek” tartomédnyanak
alsé hatdratdl tidvolodva a sajatértékek reciprokdsszege nd. Ez alapjdn a Red-mutatd
fliggvényében megadtam a becsiilt paraméterek variancidi Osszegének a hibatag
szorasnégyzetéhez viszonyitott ,.felfdjodasanak™ legkisebb és — ha lehetett — legnagyobb
mértékét. Ez alapjdn a Red-mutatd fliggvényében megadhaté egy olyan kritikus érték,
amely sziikséges feltétele annak, hogy a becsiilt paraméterek variancidinak Osszege egy

elore adott mértéknél jobban ne ,,fijodjanak fel” a hibatag szérasnégyzetéhez viszonyitva.

A Red-mutaté eloszlasanak vizsgalata soran elkészitettem néhany dimenziéban
az empirikus eloszlasfiiggvényt. Az elemzés soran csak 1étezé korreldcids struktirakat
vizsgiltam. A ,lehetséges sajatértékek” generdlasdhoz és a Red-mutat eloszldsanak
elkészitéséhez egy sajat magam 4ltal {rt algoritmust hasznaltam. Az elemzést nehezitette,
hogy a legenerdlt sajatértékek szdma mar durvdbb kozelités esetén is tobb szdzezer, tobb

szazmillio lehet. A Red-mutato eloszlasanak azonositasa sikertelen volt.

Tovabbi vizsgalatok elvégzéséhez nagy teljesitményli szamitdégépekre lenne sziikség.

Javasoltam a Red-mutat6 egy alkalmazasi lehetdségét.

A Red-mutato6 alapjan kifejezhetoé a faktoranalizis soran hasznalt KM O-mutato6. Ezek
alapjan megéllapitottam, hogy a parcialis korrelacios egyiitthatok atlagos egyiittmozgasa

nem lehet kisebb a korrelacids egyiitthatok atlagos egyiittmozgasanal.

Megadtam a multikollinearitas egy masik lehetséges mérészamat, ami a Red-
mutatéval megegyezé gondolatmeneten alapul. Ez a mutatéo a sajatértékek GINI-
egyiitthat6ja. Megadtam a mérészam egy konnyen kezelheté kiszamitasi modjat. Ez a
mérdszam, szemben a Red-mutatdval, nem normadlt, illetve szdzalékban sem fejezhetd ki.
Megvizsgaltam a mutatd viselkedését — harom tényezovaltozd esetén — a ,lehetséges

sajatértékek” tartomdnyéan. A mutatd viselkedése tovabbi részletes vizsgilatokat igényel.

Osszefoglalva értekezésem az aldbbi téziseket tartalmazza.
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1. Tézis: A Red-mutaté kifejezheté a tényezovdltozok korreldcios madtrixa
sajdtértékeinek ismerete nélkiil, pusztdn a pdronkénti korreldcios egyiitthatok

négyzetes dtlagaként.

2. Tézis: Tényezovdltozok két csoportja egyiittmozgdsdnak vizsgdlata egy—egy elemii
csoportok esetén a Red-mutatoval, mig egy—(m—1) elemii csoportok esetén a VIF;

mutatok harmonikus dtlagdnak segitségével lehetséges.

3. Tézis: Uj megkozelitésként megalkothaté a multikollinearitds elliptikus modellje a

Red-mutato alapjdn.

4. Tézis: Megadhato a Red-mutato egy olyan kritikus értéke, amely sziikséges

feltétele annak, hogy a becsiilt paraméterek variancidi ne legyenek végtelenek.

5. Tézis: A Red-mutat6 alapjan kifejezheté a faktoranalizis soran hasznalt KMO-

mutato.

6. Tézis: A Red-mutaté definidlasanak gondolatmenetén alapulé hasonlo
multikollinearitas méroszam a  tényezovaltozok  Korrelacios matrixa

sajatértékeinek GINI-egyiitthatdja.

IV. 2. Kutatasi iranyok a jovore vonatkozoéan

Dolgozatom zirdsaként a jovOben tervezett kutatdsi irdnyokat foglalom 0ssze a dolgozat

felépitésében szerepld sorrendben.

1. Nagyon fontos  gyakorlati  probléma a  multikollinearitds  negativ

kovetkezményeinek csokkenthetdsége. Ezért

a. egyrészt megszeretném vizsgdlni azt, hogy a ridge-regresszidban
alkalmazott torzité paraméterre lehetséges-e valamilyen optimalis becslés a

Red-mutat?6 értéke alapjan.
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b. Maisrészt egy véltozdszelekcids eljarast szeretnék késziteni a Red-mutatd
értéke alapjan, dgy, hogy a mutatét tényezdvéltozonként, parcidlisan is
definidlom, mint egy adott tényezdvaltozéknak az Osszes tobbi

tényezOvaltozdval vett atlagos egylittmozgésa.

Szeretném folytatni a multikollinearitds kiterjesztésének vizsgalatat, azaz két vagy
tobb tetszéleges szamu tényezOvaltozobol allé csoport egyiittmozgasa hogyan

mérhetd, illetve a jelenségnek milyen negativ kdvetkezményei vannak.

A késobbiekben az elliptikus modell tovabbi tulajdonsigaira szeretnék fényt

deriteni mind harom tényezdvaltoz6 esetén, mind pedig a magasabb dimenzidkban.

Szeretném mélyebben megvizsgélni a Red-mutatd, illetve a parcidlisan definidlandé

Red-mutat6 kapcsolatat a becsiilt regresszids paraméterek ,,felfijodasaval”.

A Red-mutaté elméleti eloszlasinak, illetve az empirikus eloszldsanak

meghatdrozasa egy komoly jovObeni feladatot jelenthet.

A Red-mutaté hipotetikus értékére vonatkozéan valamilyen statisztikai tesztet

szeretnék késziteni.

A Red-mutaté alkalmazési korét mind elméleti médszerek, mind kozgazdasagi

vizsgélatok sordn szeretném gyarapitani.
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VL. 3. Példa a DEF-mutat6 hidnyossagara

y | X | X, e y X, X, e
40 | 30 | 5 |—-1.6532 1.150308 | 1.727558 | —1.52753 | —1.25929
40 | 25 | 6 | 1.2447 1.150308 | 1.007742 | —1.09109 | 0.948145
35 | 20 | 7 | 08575 ~0.244 | 0.287926 | -0.65465 | ~0.65316
40 | 22 | g | 14858 1.150308 | 0.575853 | —-0.21822 | 1.131801
35 | 15 | 9 [0.97069 —0.244 | -0.43189 | 0.218218 | 0.739419
32 | 10 | 10 |0.86854 —1.08059 | —1.15171 | 0.654654 | 0.661606
30 | 10 | 11 [—2.2012 —1.63832 | -1.15171[1.091089 | —1.67674
35 | 12 | 12 |0.14206 —0.244 | -0.86378 | 1.527525 | 0.108214
Korrelaciés matrix
y X X, e
y r 1
Szignifikancia
. r 0.898265 1
! Szignifikancia 0.002436
B r —0.753053 | -0.93461 1
2 Szignifikancia 0.03102] 0.000665
. r 0.366083 | —4.1E-07 | 1.51E-10
Szignifikancia 0.372456 | 0.999999 1
Regresszios statisztika
r értéke 0,931
r—négyzet 0,866
Korrigalt —négyzet 0,677
Standard hiba 0,423
Varianciaanalizis
Négyzetosszeg | Szabadsagfok F Szignifikancia
Regresszio 6,928 2 19,385 0.004
Maradék 1,072 6
Osszesen 8,000 8
Regresszios paraméterek
Standardizalt
Valtozo regresszios | r-érték | Szig.
paraméterek
XJ 1,537 3,658 | 0,010
X2 0,683 1,627 | 0,155
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Ekkor a DEF-mutatoban szerepld felbontés az aldbbi lesz.

> B =15377 +0,683" =2.830

i=1

> BB, =2-1.537-(~0,9346) - 0,683 = —1,964

i=l j=1
i

B2+ Bir, B, = 0866
i=1 i=1 j=1
J#FI
pEF = 2% _ 5 563
66

Tehat, a kapott eredmény egyaltalan nincs dsszhangban a szerzok allitdsaval.
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VI. 4. A 1L 4. alfejezet empirikus példajanak deflalt adatai 2004-es

arszinvonalon, illetve a szamitégépes elemzés néhany kimenete
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1990 | 641 |1725,37| 1265,74/338,00/392,45/149,20|116,67| 6,50
1991 | 630 |1305,18] 997,74|265,10|415,92|183,31|128,78| 7,40
1992 | 608 |1467,20 937,65/286,15/370,20|184,13|130,69| 7,40
1993 | 579 |1244,65 925,03|371,89|347,83|203,81|122,59| 7,90
1994 | 594 |1276,79) 1020,82|347,38|332,15|188,93|113,66| 8,00
1995| 562 |1299,32/1111,04/392,82|367,25|168,28|104,36| 6,80
1996 | 558 |1125,52|1006,63|352,72|386,40/170,41|110,97| 5,10
1997 | 563 |1175,44] 903,92|364,27|369,33|166,96|111,30| 4,80
1998 | 584 |1098,24] 894,81/431,93|367,06/153,311109,09| 4,30
1999 | 588 | 868,16/ 901,11/300,85|392,53|151,86|117,47| 4,10
2000 | 614 |1018,04) 878,98/287,31|317,48|154,80|116,76| 4,30
2001 | 643 |1187,40 900,35/376,97|288,20{166,01|114,13| 3,90
2002 | 684 | 982,19 925,32/369,69|318,28|165,16|118,13| 4,30
2003 | 717 | 823,25] 947,85/270,51/302,46|166,14|124,61| 4,10
2004 | 747 | 878,00 959,00/310,00|278,00/178,00|124,00| 3,90
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Korrelacios matrixok

Korrelacios matrix

8 5| s | 5| 3508 .
=% = o g % ol & )
= = P = 2 = > =
77]
marhahtds— |7 1,000| -0,400| 0,713] 0,450| -0,042| 0,458 0,664 | 0,201
fogyasztas Szig. 0,139| 0,003 0,092| 0882| 0,08 0,007 0473
R -0,400| 1,000| -0,365| -0,023| —0,416| —0,642| -0,048| 0,526
jovedelem Szig. 0,139 0,181 0,936| 0,123 0,010| 0,865| 0,044
r 0,713| -0,365| 1,000| 0,684| 0,141| 0,501| 0,147| 0,012
sertés_ar Szig. 0,003| 0,181 0,005| 0,617 0,057| 0,602| 0,966
r 0,450| -0,023| 0,684| 1,000] 0,042 0,365| -0,112| —-0,169
marha_ar Szig. 0,092| 0,936| 0,005 0,882 0,181 0,691| 0,548
r -0,042| -0,416| 0,141 0,042 1,000] —0,022| —0,090| —0,758
sertészsir_ar |Szig. 0,882 0,123 0,617 0,882 0,939 0,751| 0,001
r 0,458 | -0,642| 0,501| 0,365| —-0,022| 1,000| —0,085| —-0,067
étolaj_ar Szig. 0,086| 0,010\ 0,057 0,181 0,939 0,763| 0,813
r 0,664 | 0,048 | 0,147| -0,112] —-0,090| —-0,085| 1,000 0,427
kenyér_ar Szig. 0,007| 0,865 0,602 0,691| 0,751| 0,763 0,113
r 0,201| 0,526| -0,012| -0,169| —0,758| —-0,067| 0,427| 1,000
sOr_ar Szig. 0,473 0,044| 0966| 0,548| 0,001| 0813| 0,113
Tényezovaltozok korrelacios matrixa (determinans=0,005)
. & .
i.E-' ‘:ﬂ S = ‘:ﬂ N &
2 ) s ] S 5 @
=N @ g = @ 2
7]
jovedelem 1,000| -0,365| —0,023| -0,416| —-0,642| —-0,048| 0,526
sertés_ar -0,365| 1,000| 0,684| 0,141| 0,501| 0,147| -0,012
marha_ar -0,023| 0,684 1,000/ 0,042| 0,365| —0,112] -0,169
sertészsir_ar | -0,416| 0,141| 0,042| 1,000| —-0,022| —0,090| —0,758
étolaj_ar -0,642| 0,501| 0,365| -0,022| 1,000| -0,085| —0,067
kenyér_ar -0,048| 0,147| -0,112] -0,090| —0,085| 1,000| 0,427
sOr_ar 0,526| -0,012| -0,169| -0,758| —-0,067| 0,427| 1,000
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Tényezovaltozok korrelaciés matrixanak inverze

S
=
qE) ‘; \gl ;_‘I \E' \él .
o) ml < ‘7 ..ql = \“l
T e £ D K S =
g R :e QO =) = :8
:© 2 b N Y
e @ = 5 v o
7]
jovedelem 17,127 | 8,563|-11,083|-5,766| 9,997| 5,917 |-17,001
sertés_ar 8,563 | 7,235| -7,399|-4,147| 4,062| 2,616| -9,653
marha_ar -11,083(-7,399| 9,535| 4,710|-6,293|-3,637| 12,050
sertészsir_ar| —5,766 |-4,147| 4,710| 5,330|-2,868|-2,645| 8,755
étolaj_ar 9,997| 4,062| —6,293|-2,868| 7,292| 3,594| -9,490
kenyér_ar 5917| 2,616| -3,637|-2,645| 3,594 | 3,536| —6,967
SOr_ar -17,001{-9,653| 12,050| 8,755|-9,490|-6,967| 20,834
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Regresszioszamitas; valtozoszelekcio: enter eljaras

Regresszios statisztika

r értéke 0,957
r—négyzet 0,917
Korrigélt r—
négyzet 0,834
Standard hiba 0,654
Varianciaanalizis
Négyzetosszeg | Szabadsagfok F Szignifikancia
Regresszio 32,934 7,000 11,014 0,003
Maradék 2,990 7,000
Osszesen 35,924 14,000
Regresszios paraméterek
Regresszios Standardiz,élt Parcialis
Valtozo L regresszios | t-érték | Szig. | VIF; L .,
paraméterek L korrelacio
paraméterek
Tengelymetszet -9,324 -1,151 | 0,287
Egy fore juto
éves jovedelem
(2004—es -0,011 -0,401 -0,888 | 0,404 |17,127 | -0,097
arszinvonalon
ezer Ft)
Sertéshus,
comb, csont € 0,002 0,234 0,798 | 0,451 | 7,235 | 0,087
csiilok nélkiil
(Ft/kg)
Marhahas,
rostélyos, 0,006 0,377 1,120 | 0,300 | 9,535 0,122
csontos (Ft/kg)
Sertészsir
(Fi/ke) -0,002 -0,064 -0,254 | 0,807 | 5,330 -0,028
Napraforgd—
étolaj (Fi/liter) 0,000 0,005 0,018 | 0,986 | 7,292 0,002
Kenyér, fehér
(Fi/ke) 0,059 0,567 2,767 | 0,028 | 3,536 0,302
Sor, hazai
vilagos (Ft/0,5 0,040 0,188 0,377 | 0,717 |20,834 0,041
liter)
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Regresszioszamitas; valtozoszelekcio: stepwise eljaras

Regresszios statisztika

r r— Korrigalt r— Standard
Modell | értéke | négyzet négyzet hiba
1 0,713 | 0,508 0,471 1,166
2 0,910 | 0,828 0,800 0,717
Varianciaanalizis
Modell Négyzetosszeg | Szabadsagfok| F | Szignifikancia
Regresszio 18,261 1,000 13,440 0,003
1 Maradék 17,663 13,000
Osszesen 35,924 14,000
Regresszio 29,758 2,000 28.959 0,000
2 Maradék 6,166 12,000
Osszesen 35,924 14,000
Regresszios paraméterek
Regresszios Standardizalt Parcialis
Valtozé , regresszios t-érték | Szig. | VIF; Iy
paraméterek p korrelacio
paraméterek
Konstans -0,009 -0,006 | 0,996
Sertéshuis,
comb, csont
és csiilok
nélkiil (Ft/kg) 0,005 0,713 3,666 | 0,003 |1,000| 0,713
Konstans -9,534 —4,286 | 0,001
Sertéshuis,
comb, csont
és csiilok
nélkiil (Ft/kg) 0,004 0,629 5,204 | 0,000 |1,022| 0,832
Kenyér, fehér
(Ft/kg) 0,060 0,572 4,730 | 0,000 |1,022| 0,807
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Regresszioszamitas; valtozoszelekcio: backward eljaras

Regresszios statisztika

r r— Korrigalt r— Standard
Modell | értéke | négyzet négyzet hiba
eredeti | 0,957 | 0,917 0,834 0,654
1 0,957 | 0,917 0,854 0,611
2 0,957 | 0,916 0,869 0,580
3 0,951 | 0,905 0,867 0,584
Varianciaanalizis
Modell Négyzetosszeg | Szabadsagfok| F | Szignifikancia
' Regresszio 32,934 7,000 11,014 0,003
eredeti | Maradék 2,990 7,000
Osszesen 35,924 14,000
Regresszio 32,934 6,000 14,684 0,001
1 Maradék 2,990 8,000
Osszesen 35,924 14,000
) Regresszio 32,901 5,000 19,590 0,000
Maradék 3,023 9,000
Osszesen 35,924 14,000
Regresszio 32,508 4,000 23.791 0,000
3 Maradék 3,416 10,000
Osszesen 35,924 14,000
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Regresszios paraméterek

Modell

Valtozo

Regresszios
paraméterek

Standardizalt
regresszios
paraméterek

t-érték

Szig.

VIF;

Konstans

-9,324

-1,151

0,287

Egy fére jutéd
éves jovedelem
(2004—es
arszinvonalon
ezer Ft)

-0,011

-0,401

0,888

0,404

17,127

Sertéshus,
comb, csont és
csiilok nélkiil
(Ft/kg)

0,002

0,234

0,798

0,451

7,235

Marhahus,
rostélyos,
csontos (Ft/kg)

0,006

0,377

1,120

0,300

9,535

Sertészsir
(Ft/kg)

-0,002

-0,064

0,254

0,807

5,330

Napraforgé—
étolaj (Ft/liter)

0,000

0,005

0,018

0,986

7,292

Kenyér, fehér
(Ftkg)

0,059

0,567

2,767

0,028

3,536

Sor, hazai
vilagos (Ft/0,5
liter)

0,040

0,188

0,377

0,717

20,834

Konstans

-9,325

-1,231

0,253

Egy fére jutd
éves jovedelem
(2004—es
arszinvonalon
ezer Ft)

-0,011

-0,408

-2,162

0,063

3,422

Sertéshus,
comb, csont és
csiilok nélkiil
(Ft/kg)

0,002

0,231

1,016

0,339

4,973

Marhahus,
rostélyos,
csontos (Ft/kg)

0,006

0,382

1,847

0,102

4,104

Sertészsir
(Ft/kg)

-0,002

-0,062

0,296

0,775

4,202

Kenyér, fehér
(Ftkg)

0,059

0,565

4,168

0,003

1,764

Sor, hazai
vilagos (Ft/0,5
liter)

0,042

0,195

0,655

0,531

8,484
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Regresszios paraméterek

Modell

Valtozo

Regresszios
paraméterek

Standardizalt
regresszios
paraméterek

t-érték

Szig.

VIF;

Konstans

-11,300

-3,339

0,009

Egy fére jutéd
éves jovedelem
(2004—es
arszinvonalon
ezer Ft)

-0,012

0,435

2,778

0,021

2,622

Sertéshus,
comb, csont és
csiilok nélkiil
(Ft/kg)

0,001

0,194

1,082

0,308

3,426

Marhahus,
rostélyos,
csontos (Ft/kg)

0,007

0,415

2,511

0,033

2,915

Kenyér, fehér
(Ft/kg)

0,057

0,547

4,772

0,001

1,404

Sor, hazai
vilagos (Ft/0,5
liter)

0,058

0,269

1,764

0,112

2,479

Konstans

-12,167

-3,669

0,004

Egy fére jutd
éves jovedelem
(2004—es
arszinvonalon
ezer Ft)

-0,015

-0,541

—4,405

0,001

1,588

Marhahus,
rostélyos,
csontos (Ft/kg)

0,009

0,558

5,622

0,000

1,036

Kenyér, fehér
(Ft/kg)

0,058

0,554

4,805

0,001

1,399

Sor, hazai
vilagos (Ft/0,5
liter)

0,074

0,343

2,506

0,031

1,971
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Regresszioszamitas; valtozoszelekcio: VIF; —-mutato értékei alapjan

Regresszios statisztika

r értéke 0,957
r—-négyzet 0,915
Korrigalt r—
négyzet 0,851
Standard hiba 0,618
Varianciaanalizis
Négyzetosszeg | Szabadsagfok F Szignifikancia
Regresszio 32,873 6,000 14.366 0,001
Maradék 3,051 8,000
Osszesen 35,924 14,000
Regresszios paraméterek
e 2 Regresszios Standardi.z,élt (s .
Valtozo p regresszios t-érték Szig. VIF;
paraméterek p
paraméterek
Tengelymetszet —7,637 —1,198 0,265
jovedelem -0,007 0,247 -1,332 10,220 |3,254
sertés_ar 0,002 0,321 1,875 0,098 2,763
marha_ar 0,004 0,269 1,628 0,142 2,566
sertészsir_ar —0,005 0,143 -1,079 10,312 | 1,650
étolaj_ar 0,003 0,091 0,512 0,623 2,969
kenyér_ar 0,066 0,630 5,569 0,001 |1,206
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Fokomponensanalizis

Kommunalitasok
Valtozo Kommunalitasok

Zscore: Egy fore jutd éves jovedelem (2004—es arszinvonalon

ezer Ft) 0,882
Zscore: Sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 0,801
Zscore: Marhahts, rostélyos, csontos (Ft/kg) 0,836
Zscore: Sertészsir (Ft/kg) 0,731
Zscore: Napraforgé—étolaj (Ft/liter) 0,662
Zscore: Kenyér, fehér (Ft/kg) 0,731
Zscore: Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) 0,932

Megoérzott varianciahanyad

,, .... .. | Variancia ... .. | Variancia | Kumulalt
Fokomponens | Sajatérték szazaléka Sajatérték szazaléka | szazalék
1,000 2,615 37,363 2,615 37,363 37,363
2,000 1,814 25,910 1,814 25,910 63,273
3,000 1,147 16,379 1,147 16,379 79,652
4,000 ,929 13,277
5,000 ,273 3,906
6,000 ,205 2,924
7,000 ,017 0,240

Fékomponenssily-matrix

Valtozo Fokomponens

1,000 2,000 3,000
Zscore: Egy fore juté éves jovedelem (2004—es arszinvonalon
ezer Ft) -0,785 0,077 0,510
Zscore: Sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 0,650 0,612 0,065
Zscore: Marhahds, rostélyos, csontos (Ft/kg) 0,536 0,486 0,559
Zscore: Sertészsir (Ft/kg) 0,592 —0,600| —0,143
Zscore: Napraforgd—étolaj (Ft/liter) 0,666 0,451 —-0,125
Zscore: Kenyér, fehér (Ft/kg) —0,201 0,414 -0,720
Zscore: Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) -0,675 0,680| -0,120

Rotalt fokomponenssily-matrix

Valtozo Fékomponens

1,000 2,000 3,000
Zscore: Egy fore jut6 éves jovedelem (2004—es arszinvonalon
ezer Ft) -0,412 0,758 | 0,371
Zscore: Sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg) 0,890 —0,046 0,076
Zscore: Marhahds, rostélyos, csontos (Ft/kg) 0,807 0,104 -0,419
Zscore: Sertészsir (Ft/kg) —-0,024| -0,845| -0,126
Zscore: Napraforgd—étolaj (Ft/liter) 0,758 0,218 0,198
Zscore: Kenyér, fehér (Ft/kg) 0,025 0,188 0,834
Zscore: Sor, hazai vilagos (Ft/0,5 liter) —0,024 0,875 0,408
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1. iteracid

Nested estimate eljaras

Regresszios statisztika

r r— Korrigalt r—
értéke | négyzet négyzet Standard hiba
0,713 0,508 0,471 1,166
Varianciaanalizis
Négyzetosszeg | Szabadsagfok F Szignifikancia
Regresszio 18,261 1 13,440 0,003
Maradék 17,663 13
Osszesen 35,924 14
Regresszios paraméterek
e 2 Regresszios Standardi'z’élt (. .
Valtozo . regresszios | t-érték | Szig.
paraméterek P
paraméterek
Tengelymetszet —0,0088 —0,006| 0,996
sertés_ar 0,00475 0,713| 3,666| 0,003

Hibatag az elsé iteraci6 végén

(hibatagl)

-1,679

1,215

0,446

2,002

1,949

0,642

—0,233

0,770

—0,903

—0,011

—0,523

-1,726

—0,353

0,202

—0,258
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2. iteraci6: fiiggdvaltozo: hibatagl

Korrelacios matrix

Hibatag1 Kenyér_ar
Hibatag1 1,000 0,798
Kenyér_ar 0,798 1,000

Regresszios statisztika
r Korrigalt r—
értéke | r-négyzet négyzet Standard hiba
0,798 0,637 0,609 0,702
Varianciaanalizis
Négyzetosszeg | Szabadsagfok F Szignifikancia
Regresszio 11,250 1 22.806 0.000
Maradék 6,413 13
Osszesen 17,663 14
Regresszios paraméterek
e Regresszios Standardi.z,élt L .
Valtozo . regresszios | t-érték | Szig.
paraméterek p
paraméterek
Tengelymetszet -9,957 2,093 -4,758 | 0,000
kenyér_ar 0,059 0,798 4,776 | 0,000
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VL. 5. A multikollinearitas elliptikus modellje harom tényezovaltozo esetén
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VI. 6. A tényezovaltozok korrelaciés matrixa sajatértékeinek és

reciprokosszegiiknek a viselkedése harom tényezovaltozo esetén, rogzitett

Red érték mellett
Red M A As A sajatértékek
reciprokosszege
0 1 1 1 3,000000
0.1 L1 L1 0,8 3,068182

1,11 1,08965 | 0,80035 |3,068084
1,12 1,07856 |10,80144 |3,067776
1,13 1,06662 | 0,80338 |3,067241
1,14 1,05369 |0,80631 |3,066459
1,15 1,03956 |1 0,81044 |3,065411
1,16 1,02392 |10,81608 |3,064079
1,17 1,00624 | 0,82376 |3,062446
1,18 0,9855 10,8345 |3,060493
1,19 0,95908 1 0,85092 |3,058202
1,2 0,9 0,9 3,055556

0,2 1,2 1,2 0,6 3,333333
1,21 1,18983 | 0,60017 | 3,333098
1,22 1,17931 [ 0,60069 |3,332377
1,23 1,16842 |1 0,60158 |3,331147
1,24 1,15713 0,60287 | 3,329387
1,25 1,14542 | 0,60458 |3,327076
1,26 1,13325 1 0,60675 |3,324192
1,27 1,12059 {0,60941 |3,320715
1,28 1,10739 |10,61261 |3,316627
1,29 1,09359 10,61641 |3,311909
1,3 1,07913 [ 0,62087 | 3,306544
1,31 1,06392 | 0,62608 |3,300515
1,32 1,04785 |0,63215 | 3,293808
1,33 1,03077 |0,63923 | 3,286407
1,34 1,01248 | 0,64752 |3,2783

1,35 0,99271 10,65729 |3,269476
1,36 0,971 0,669  |3,259925
1,37 0,94662 | 0,68338 |3,249636
1,38 0,91817 10,70183 |3,238604
1,39 0,88197 |0,72803 |3,226822
1,4 0,8 0,8 3,214286
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Red M s As A §ajétéftékek
reciprokosszege

0.3 1,3 1,3 0,4 4,038462
1,31 1,28989 |0,40011 |4,037918
1,32 1,27955 |0,40045 |4,036264
1,33 1,26896 |0,40104 |4,033467
1,34 1,25814 10,40186 |4,029497
1,35 1,24705 | 0,40295 |4,024323
1,36 1,23569 | 0,40431 |4,01792
1,37 1,22405 | 0,40595 [4,010265
1,38 1,21212 |10,40788 |4,001337
1,39 1,19987 |10,41013 |3,991117
1,4 1,1873 10,4127 |3,979592
1,41 1,17437 |0,41563 |3,966749
1,42 1,16108 |0,41892 |3,952581
1,43 1,14739 |0,42261 |3,937082
1,44 1,13327 |0,42673 |3,920251
1,45 1,11869 | 0,43131 |3,90209
1,46 1,10362 |0,43638 |3,882606
1,47 1,08799 |0,44201 |3,861807
1,48 1,07177 |0,44823 |3,839706
1,49 1,05487 |10,45513 |3,816319
1,5 1,03723 | 0,46277 |3,791667
1,51 1,01872 |10,47128 |3,765772
1,52 0,99923 10,48077 |3,738661
1,53 0,97857 [0,49143 |3,710363
1,54 0,9565 10,5035 |3,680912
1,55 0,93267 |0,51733 |3,650343
1,56 0,90655 |0,53345 |3,618693
1,57 0,87725 10,55275 |3,586004
1,58 0,84304 |0,57696 |3,552319
1,59 0,79947 10,61053 |3,517683
1,6 0,7 0,7 3,482143

0.4 1,4 1,4 0,2 6,428571
1,41 1,38992 | 0,20008 | 6,426588
1,42 1,37966 |0,20034 |6,420578
1,43 1,36923 | 0,20077 |6,410468
1,44 1,35862 |0,20138 | 6,396199
1,45 1,34782 |0,20218 | 6,377729
1,46 1,33683 |0,20317 | 6,355035
1,47 1,32565 | 0,20435 [6,328113
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Red M s As A §ajétéftékek
reciprokosszege

1,48 1,31426 | 0,20574 |6,296977
1,49 1,30265 | 0,20735 |6,261663
1,5 1,29083 |0,20917 |6,222222
1,51 1,27878 [0,21122 | 6,178727
1,52 1,2665 |0,2135 |6,131268
1,53 1,25397 10,21603 |6,079951
1,54 1,24118 | 0,21882 |6,024903
1,55 1,22812 |0,22188 |5,966262
1,56 1,21477 |0,22523 |5,904184
1,57 1,20113 |0,22887 |5,838834
1,58 1,18718 |0,23282 |5,770393
1,59 1,17289 |10,23711 |5,699049
1,6 1,15826 |10,24174 |5,625
1,61 1,14325 |0,24675 |5,548449
1,62 1,12784 10,25216 |5,469605
1,63 1,112 |0,258 ]5,38868
1,64 1,09569 |0,26431 |5,305889
1,65 1,07889 [0,27111 |5,221445
1,66 1,06154 | 0,27846 |5,135563
1,67 1,04358 |0,28642 |5,048451
1,68 1,02497 | 0,29503 |4,960317
1,69 1,00561 | 0,30439 |4,871363
1,7 0,98541 |0,31459 (4,781784
1,71 0,96426 |0,32574 |4,691768
1,72 0,94199 |0,33801 |4,601496
1,73 0,91842 10,35158 [4,511141
1,74 0,89325 10,36675 |4,420866
1,75 0,86609 |0,38391 |4,330827
1,76 0,83633 | 0,40367 |4,241168
1,77 0,80295 |0,42705 |4,152023
1,78 0,76395 | 0,45605 |4,06352
1,79 0,7142 10,4958 |3,975773
1,8 0,6 0,6 3,888889

0,5 1,5 1,5 0 végtelen
1,51 1,48993 | 6,7E-05 | 14900,66
1,52 1,47973 10,00027 |3700,658
1,53 1,46939 | 0,00061 | 1633,987
1,54 1,4589 10,0011 |913,1494
1,55 1,44827 |10,00173 | 580,6452
1,56 1,4375 10,0025 [400,641
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Red M s As A §ajétéftékek
reciprokosszege
1,57 1,42657 |0,00343 |292,4737
1,58 1,41548 |10,00452 |222,5079
1,59 1,40423 |0,00577 | 174,703
1,6 1,39282 |1 0,00718 | 140,625
1,61 1,38124 |10,00876 | 115,4972
1,62 1,36949 | 0,01051 |96,45062
1,63 1,35755 10,01245 | 81,67859
1,64 1,34543 10,01457 |69,99751
1,65 1,33312 |0,01688 | 60,60606
1,66 1,32062 |0,01938 |52,94616
1,67 1,3079 10,0221 |46,61956
1,68 1,29498 | 0,02502 |41,33598
1,69 1,28184 |0,02816 | 36,8798
1,7 1,26847 |1 0,03153 |33,08824
1,71 1,25486 |1 0,03514 |29,8365
1,72 1,241 10,039 |27,02768
1,73 1,22688 |0,04312 | 24,5856
1,74 1,21249 10,04751 |22,44971
1,75 1,19782 | 0,05218 |20,57143
1,76 1,18285 |0,05715 | 18,91138
1,77 1,16756 |0,06244 | 17,4374
1,78 1,15194 |10,06806 | 16,12302
1,79 1,13597 | 0,07403 | 14,94629
1,8 1,11962 |0,08038 | 13,88889
1,81 1,10286 |0,08714 | 12,93542
1,82 1,08568 |0,09432 | 12,07289
1,83 1,06804 10,10196 | 11,29025
1,84 1,04989 |0,11011 | 10,57808
1,85 1,03121 |0,11879 |9,928296
1,86 1,01193 |0,12807 |9,333931
1,87 0,992 0,138 |8,78896
1,88 0,97134 10,14866 |8,288148
1,89 0,94987 |10,16013 |7,826931
1,9 0,92749 |10,17251 |7,401316
1,91 0,90406 | 0,18594 |7,007796
1,92 0,87941 1 0,20059 |6,643282
1,93 0,85332 |10,21668 | 6,305047
1,94 0,82547 |0,23453 |5,990671
1,95 0,79542 |0,25458 |5,698006
1,96 0,76249 10,27751 |5,425138
1,97 0,72554 10,30446 |5,170358
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Red M s As A §ajétéftékek
reciprokosszege

1,98 0,68234 10,33766 |4,932134
1,99 0,62717 |0,38283 |4,709093
2 0,5 0,5 4,5

0,6 2,1 0,86533 |0,03467 |30,47619
2,11 0,83987 |0,05013 |21,61408
2,12 0,8131 |0,0669 |16,64817
2,13 0,78475 |0,08525 | 13,47397
2,14 0,7545 10,1055 |11,27131
2,15 0,72186 | 0,12814 |9,654305
2,16 0,68608 |0,15392 |8,417508
2,17 0,64592 |0,18408 |7,441486
2,18 0,59894 |0,22106 | 6,652069
2,19 0,53888 |0,27112 | 6,000769
2,2 0,4 0,4 5,454545

0,7 2,34853 10,65147 |0 végtelen
2,35853 |0,61365 [0,02782 |38,00166
2,36853 10,57137 |0,0601 |18,81041
2,37853 10,52227 |0,09921 |12,41525
2,38853 |0,46063 | 0,15084 [9,219072
2,39853 10,35632 |0,24515 |7,302469
2,4 0,3 0,3 7,083333

0.8 2,582  10,41626 |0,00174 |577,7354
2,592 10,34239 | 0,06561 | 18,5482
2,6 0,2 0,2 10,38462

0,9 2,797 0,19146 [0,01154 |92,25431
2,798 10,17446 |0,02754 |42,40569
2,799  10,15245 |0,04855 |27,51576
2,8 0,1 0,1 20,35714

1 3 0 0 végtelen

117




VI. 7. A Red-mutaté empirikus eloszlasfiiggvényének meghatarozasahoz
hasznalt algoritmus
program sajatert;

uses crt;
const m=3;

var
red,11,12,13,tmp:real;
redf:text;
pontos,pontos2,1i, j,k:longint;
begin;
clrscr;
assign(redf, 'red.txt"');
rewrite (redf) ;
write ('pontossag=");
readln (pontos2); pontos:=1;
for i:=1 to pontos2 do pontos:=10*pontos;
for i:=m*pontos downto pontos do
begin
for j:=m*pontos-i downto 0 do
begin
if i>=j then
begin
k:=m*pontos-i-j;
if ((k>=0) and (k<=3))
then
begin
if ((i/pontos)* (j/pontos) * (k/pontos)<=1) then
begin
11:=i/pontos;
12:=j/pontos;
13:=k/pontos;
red:=sqgrt ((11*11+12*12+13*13-m)/ (m* (m-1)));
writeln(redf,red:10:pontos2);
end;
end;
end;
end;
end;
close(redf);
while not keypressed do;
end.
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