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Bevezetés

Mivel az értekezés harom f6 fejezete egyarant Cesaro szummalhatdsaggal foglal-
kozik, célszeri néhany fontosabb definiciot és eredményt egy bevezetd szakasz-
ban 6sszefoglalni.

Legyen R™ az Osszes sorozatok (linedris) tere, és V ennek egy (linedris)
altere. Jeldljik tovdbba c-vel a kozonséges értelemben konvergens sorozatok
alterét.

0.4. DEFINICIO.* Szummdcids eljérdsnak nevezziik az olyan linedris V — R
funkciondlokat, amelyek c-n egybeesnek a szokasos hatarérték-képzéssel.

Sokféle szummaciés eljaras létezik. A dolgozatban a Cesaro mddszerrel fog-
lalkozunk, amely a kovetkezoképpen értelmezheto:

Definialjuk a Cesaro-szamokat a kovetkezoképpen:
_(1+a)2+a)(nta)
e n!

0.7. DEFINICIO. A 3 aj sort (C, a)-szummalhaténak nevezzik az s szamhoz,
ha az sy részletosszegeibdl képezett

0.6 ASE: 7 Axs—le a > —1.
( n 0

a 1 = - 1 = a
(0.10) o, = b ET Z ‘4::—-11:5k Ses Z AL _rak
k=0 k=0

a-adrendl Cesaro-kozepekre o, — s.

A szummadcios eljarasok alkalmazasi teriilete igen sokrétii. Kicsit pongyo-
lan fogalmazva, azt mondhatjuk, hogy pl. az ortogonalis sorok vagy Fourier
sorok altalaban egyszertibben, szabalyosabban viselkednek valamely szumma-
ciés modszerrel vizsgalva, mint a kozonséges konvergencia esetén (gondoljunk
példaul a klasszikus Fejér-tételre).

Dolgozatunk masik {6 kérdése a kettds sorok konvergencidja. A kézenfekvo
definici6 a kovetkezo lehetne:

0.13. DEFIN{CIS. (Pringsheim) Az (smn) kettOs sorozat s-hez tart, ha

m,n=0
barmely ¢ > 0 esetén van olyan v, hogy barmely n,m > v esetén [s;mn — s| < €.
Azonban ezt a definiciét hasznélva, a legtobb régi tételiink nem marad ér-
vényben, hiszen példaul ha s, = n, és spm, = 0 kulonben, akkor egyrészt
Smn konvergél (a 0-hoz), mésrészt nem korlatos. A fenti definicié mellé persze

* A tétel- és egyenletszamok megegyeznek a dolgozat megfeleld sorszamaival.



megkovetelhetjitk az |s,,,| < K korlatossagot is, de ez mar egy wjabb, kevésbé
természetes definicio.

Meég tobb a lehetdség kettds sorok esetén. A

oo
Z ak
k,1=0
sort elképzelhetjitk tigy, mintha egy , két iranyban végtelen matrix” osszes ele-
meit 6ssze kellene adni — de hogyan?

OSszeadhatjuk a szamokat elébb atlésan,mint a Cauchy-szorzatsor, majd
ezeket a részletosszegeket egy kozonséges sorként, vagy képezhetiink ,negyedkor-
részletosszegeket”; osszeadhatjuk a szdmokat elobb soronként, majd oszlopon-
ként, vagy forditva, igy tulajdonképpen ,w - w rendtipusi” sorrd rendezve at a
kettos sort. Azt is megtehetjik, hogy képezve az

m n
Smn = Z Z Akl
k=0 1=0
téglalap-részletosszegeket, feladatunkat visszavezetjlik a kettés sorozatok prob-
lémajara.

Példakkal bizonyithatd, hogy a fenti definiciok egymastdl killonboznek, sét,
altalaban nem is hasonlithatdk ossze. (Bar pozitiv tagi sorokndl minden ,rend-
tipus szerinti” atrendezés, igy a fenti definiciok mindegyike egyenértéku.)

Sok szempontbol kényelmes az alabbi definicié:

0.14. DEFINICIO. A 3 ax kettds sort reguldrisan konvergensnek nevezziik az
s szamhoz, ha a (0.12) szerinti téglalap-részletosszegei Pringsheim értelemben
s-hez konvergalnak, és a kettés sor valamennyi sora és oszlopa szintén konvergal,
mint egyszeres sor.

Altalanositott abszoliit Cesaro szummalhatésag

A 3 ak egyszeres sor esetében az abszolut konvergencidt a
oo
(1.1) Z|s,,-s,,_1| < oo
n=1
feltétellel definialtuk.
Ennek mintdjara, megalkothatjuk az abszolut Cesaro szummalhatésag fogal-
mat. A formulakat egyszerisiti, ha bevezetjik az aldbbi jelolést: legyen
1 n
o i=n(of —05_;) = yr Z A% hay.
It k=0

[SV]



1.1. DEFINICIS. A 5 ak egyszeres sort o rendben abszolit Cesaro szummal-
haténak, azaz |C, «| szummaélhaténak nevezzik, ha a > —1 és

o0
Y lor—enal= Zn"‘lr | < oo.
n=1

A sort |C, @]y szummalhaténak nevezzilk, ha a > =1, A > 1, és

oo oo
Yo e —ot P =) a7l < oo
n=1 n=1

A sort |C, @, u|x szummalhaténak nevezzik, ha o > =1, A > 1, u 2 0, és

oo o0
(1.2) Z L a1 ik A b Z T | d = o
n=1 n=1

A definicié masodik és harmadik része T. M. Flett-tdl szarmazik. A definicidk
egymasuténja szebben latszik a 7-s alakoknal.

Ha kett&s sorokra is ki akarjuk terjeszteni az abszolut konvergencia fogalmat,
természetesen kindlkozik a

(13) Zlemn Sm—1,n — 5mn l+"’m Iin— 1|<OO

m=1n=1
feltétel. Lattuk, hogy kettés sorok esetében a sorokra és oszlopokra is ki kell
réni valamilyen feltételt. Koveteljiik meg tehdt, hogy

oo
(14) Z lsmO - 5m—l,0| < o0,
m=1
és
]
(1.5) Y Ison — s0,n-1] < c0.
n=1

Az abszolit szummalhatésag hasonlé formuldkkal definidlhato, az smn rész-
letosszegek helyett a
m n
B / ﬂ i
a:ln:T::l_nZZ-lm iAp—kQik, rn1"__11011a"-1
1=0 k=0
Cesaro-kozepek segitségével.
Kettds sorok abszolit Cesaro szummalhatdsagaval sokan foglalkoztak, tob-
bek kozott I E. Zak és M. F. Timan, Méricz Ferenc, Szalay Istvian. Az altalunk
hasznalt definici6 a kovetkezo:



1.2. DEFIN{CIO (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyen o, 3 > =1, u,v > 0, A > 1.
A " aix kettos sort |C, (a, 3),(u,v)|s szummalhaténak nevezziik, ha

oo
Au—1 A
(1.6) > PP < os
=1
=}
(1.7) Y Mt < 0o
k=1
és
oo
(1.8) el 2 e,
i k=1
ahol
m n
sad _ 6 _ aB y_ _ 1 —1 48
“f:ln - TII(G?"” i Um—l,n) - 4o Ad Z Z ‘421—1‘4n—k“l'k'
mAIn =0 k=0
1 m n
/s - 8 ad _ Af—Ly
t?rlln = n(ar(:xll - Um,n—l) =3 Ao Aﬁ Z ZA?n—iAn—kkalk
tmn =0 k=0
és
8 _ 3 apf af af .
T:zn = mn(ag:n “Om—-1,n ~ %m,n-1 +Um-l,n—1 -
1 m n
- i
= T ZZAZ_,-Ag_kzkaik, msn=051,2,. ...

FmEIn =0 k=0
Természetesen vetodik fol a kérdés, hogy a paraméterek valtoztatasakor mi-
lyen kapcesolat van a |C, (a, 3), (u,v)|x eljardsok kozott. Ezeket a kapcsolatokat
vizsgaljuk az 1.2. fejezetben. Eredményeink Flett, Kogbetlianz, Szalay, Zak és
Timan eredményeinek altaldnositdsai.
A fejezet legfontosabb eredményei a kovetkezok:

1.3. TETEL. (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > 1, u,v >0, a > \u—1,
és B> M — 1. Ekkor v,6 > 0 esetén |C,(a, ), (u,v)|]x = |C,(a + 7,8+
6)‘(“’7“))!/\-

1.4. TETEL. (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek u,v > 0, a > du — 1, és
8 > Av — 1. Ekkor
(i) p>A>1¢és6=1/\—1/u, vagy
(i1) p>A=1¢6s6>1/\—1/pn esetén |C,(a,B),(u,v)]rx = |C,(a+ 7,8+
6), (u,v)],-



1.5. TETEL. (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > 1, u,v >0, a > Au—1,
B> w-1,€6<un<v,y>2€é-—u,é62n—v, és a+v,B+6>—1. Ekkor
|Cy(arﬂ)3(uvv)|/\ = |C,(Q’ +‘7)ﬁ +5)!(€177)|’\

1.7. TETEL. (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > p > 1, u,v > 0,
a>pu—1,83> p—1,6< un =< v 9 >€—u, 0 >n—v FEkkor
IC, (a,8), (u,v)|lx = |C, (a +7,B+6),(&n)]u-

1.8. TETEL. (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > 1, u,v > 0, a >
u—1,8>v—-1,v>a-u—-1/A>0, €66 >p—v—1/A > 0. Ekkor
|C’,(a,ﬂ),(u,v)|,\ o (C: (715))

Példakkal megmutathatd, hogy fenti tételeink a ,lehet6 legjobbak”.

Természetesen a |C,(a, B), (u,v)|x szummalhatésagra vonatkozé altalanos
eredményeink segitségével 1j eredményeket nyerhetiink a kevésbé altalanos, de
ismertebb |C, (a, 8)|» mdodszerre is.

Eredményeinket alkalmazhatjuk a

(1.17) Z aikp,‘k(.’r)

k=0

ortogonalis sorokra, ahol ¢;x egy (kettésen indexezett) ortonormalt rendszer
valamely (X, A, ) pozitiv mértéktéren. Az 1.4. fejezet f6 eredménye az orto-
gonalis sorok |C,(a, B)|x szummélhatésdgira vonatkozd egyutthato-feltételek
megadasa. Az elsé ilyen jellegli eredmény Tandori Karolytdl szarmazik:

1.20. TETEL (Tandori K., 1960). Ha

oo 2m—1 1/2
2
mzzo (ZZ; a,) <00,

akkor az (1.17) sor majdnem mindenttt |C, 1| szummdlhats.

Ezt az eredményt késébb Leindler Laszlé altalanositotta a |C,a > 0] esetre
olyan médon, hogy a nagy zardjelen beliil szerepel még egy a-tdl fliggé multipli-
kator, majd megint Leindler Laszl6 és H. Schwinn ugy, hogy ilyen multiplikator
nem szerepel, helyette a a nagy zardjelen beliili 6sszegzés nem 2-hatvanyok, ha-
nem mis, a-tol fliged hatdrok kozott torténik. Az utdbbi , tiszta blokkos” feltétel
az altaldnos esetben gyongébb. Az 1 < A < 2 esetet Szalay Istvan vizsgalta.

Hasonlé feltételeket sikertilt bizonyitanunk a kettds ortogonalis sorokra.
Egyik ilyen eredménytink a kovetkezo:



1.21. TETEL (Németh Z., 1990, [Ne2]). Legyen @i tetszéleges ortogondlis
rendszer, 1 < A <2, és o, >1—1/\. Ekkor, ha

oo oo Bmtr1—1 pnpr1 =1

Y3(X Y )<

m=0n=0 1=m k=pq
az (1.17) sor majdnem mindeniitt |C,(a, B)|x szummdlhatd, ahol

sl hae a>1/2,
Hm = #;A == )(m 1)(2 4 i he a= 1/2,
m(2= /(A1 - 2°>> he 1-1/A<a<1/2.

A Fourier-egylitthaték nagysagrendjérsl

Tekintstink egy 27 szerint periodikus, integrdlhaté f € L(T) fiiggvényt! (T :=
(—m,m)-vel jeloljiik az in. egydimenzids téruszt.) Az f Fourier-sorat az

ar(f): /f(t)cosktdt bECh)E /ft)smktdt

[ee]
a
f(z) ~ ?0 -+ Z ak cos kz + by sinkz
k=1
formulak definialjak.
A Fourier-sorok elméletébél j6l ismert a Riemann-Lebesgue lemma, amely
szerint barmely f € L esetén

lim ax(f) = lim bx(f) = 0.
k—oc k—oc
Jol ismert az is, hogy ez a konvergencia ,tetszélegesen lassii” lehet, még akkor
is, ha az L helyett sziikebb fliggvényosztalyokat tekintiink. Pontosabban, akar-
hogyan is valasztunk egy Ay — oo sorozatot, taldlhaté olyan f € C(T) folytonos
fiiggvény, amelynek Fourier egyiitthatéira Axax(f) és \xbe(f) nem korlatosak.
J. B. Reade vette észre, hogy kozonséges konvergencia helyett Cesaro érte-
lemben vett hatdrértéket tekintve, a Fourier egyiitthaték nulldhoz tartasanak
nagysagrendje becstilhetd.

2.1. TETEL (Reade, 1986). Ha f € L*(T), akkor
k' ax(f) =0  és  EY%(f)>0  (C,1) értelemben.

6



Ezt az eredményt késébb Yu. E. Kuprikov éltalinositotta, f € L? (p > 1)
fuggvények és (C,a) (a > 0) értelemben vett hatdrérék esetén meghatdrozta a
lehetd legjobb Ax multiplikdatorokat, amelyekre még

Mea(f) =0 és  Mbk(f) = 0

teljesul.

Jegyezzik meg, hogy Kuprikov bizonyitdsa meglehetésen hosszi, és nagyon
erésen kihaszndlja a trigonometrikus rendser specialis tulajdonsagait. Sikertilt
észrevennink, hogy hasonlé eredmények nyerhetok egyszerti(bb) szummacid-
elméleti megfontolasokkal is. Ez tette lehet6vé, hogy ezeket az eredményeket
tovabb altalanositsuk: dltalanos ortogonalis sorokra, kettds ortogonalis sorokra,
illetve bizonyos ,,Fourier-tipusi” integréaltranszformaltakra is.

Mindezekben az altaldnositasokban, a (C, «) értelemben vett hatarérték ki-
cserélhet6 kozonséges hatarértékre, amennyiben megkovetelink még valamilyen
» Tauber-tipusi” feltételt, példaul az egytitthaté-sorozat monotonitasat.

A diszkrét esetre vonatkozo eredményeink:

Tekinstnk egy {¢x(z) : £ > 0} egyenletesen korlatos ortonormalt rendszert
az (X, F,p) véges pozitiv mértéktéren. Tetszéleges f € L(X) integralhaté fugg-
vény esetén a

ex(f) = /Y fOor(tydu(t), k20,

f()~ ) crpr(a),
k=0

formulakkal értelmezhet6 a (¢) rendszer szerinti Fourier sor.
Ezekre az egyutthatokra igaz a kovetkezd allitas:

2.5. TETEL (Méricz F., Németh Z., 1996 [MN1]). Legyen 1 < p <2, a > 0,
és1/p+1/q=1. Ha f € LP(X), akkor

(2.1) Aplex(f)] — 0 (C,a) értelemben,
ahol
(k + 1)1/4 ha o> 1/q,
(2:2) § =< (k+1)Yi(In(k +2))/D1 ha a=1/q,
(k+1) ha 0<a<1/g,

2.6. MEGJEGYZES. Kuprikov eredményei (a trigonometrikus rendszerre) ez-
zel az a # 1/q esetben megegyeznek. Az a = 1/q esetben Kuprikov multiplika-
tora jobb, (k 4+ 1)"/9(In(k + 2))~(1/9,



A 2.5. tétel kettds megfeleldje a kovetkezd:

2.9. TETEL (Méricz F., Németh Z., 1996 [MN1]). Legyen 1 < p <2, a,> 0,
B>0,és 1/p+1/qg=1. Ha f € LP(X), akkor

AN eik(f)l =0 (C,(a,B)) értelemben,
ahol A} ugyanaz, mint (2.2)-ben.

A folytonos esetben, el6szor is definidlnunk kell az integralok Cesaro szum-
maélhatésagdt.

2.16. DEFINICIO. (i) Az f € L} (R) fiiggvénynek az € szam (C,a) érte-
lemben vett hatarértéke (z — o), ha

(2.12) lim 5/02 (1 = E)Q_lf(u)du g

z

(1) Az fow f(z)dz integral (C,a) értelemben szummalhaté az s szamhoz
ha

)

r
(2.13) lim (1 - E) a’f(u)du =4
z—o0 /g T

A 2.1. tétel folytonos trigonometrikus Fourier transzformaltra vonatkozs
altaldnositdsat Bagota Moénika, Dang Vu Giang és Méricz Ferenc vizsgaltak.

Sikeriilt megmutatnunk, hogy ebben az esetben is, az altalanosithatésdg nem
a trigonometrikus rendszeren, hanem a transzformacié alapvetébb tulajdonsa-
gain mulik.

Vezesstik be az alabbi definiciét:

2.18. DEFINICIG (Németh Z. [Ne4]). Legyenek p és g olyanok, hogy 1 < p < 2
és 1/p+1/q = 1. Legyen tovabba & egy LP(R) — L9(R.) linearis opertor,
D )i=: f A @ operatort Hausdorff-Young tipustinak nevezziik, ha teljesiti az
aldbbi két feltételt:

(1) Barmely f € LP(Ry) fiiggvényre érvényes, hogy
oD - 1/q 3 a0 1/p
(215) (f 1w a)™ < k([ 17 a2)
0 0

(Hausdorft-Young egyenlétlenség).
(ii) Barmely f € L'(R4) fiiggvényre

(2.16) f(u) — 0, ha U — 00 (kozonséges értelemben )

(Riemann-Lebesgue lemma).



Az ilyen operatorok szerinti transzformaltakra is kimondhatd a 2.9. tétel
megfeleloje.

2.19. TETEL (Németh Z. [Ned]). Legyen f € L'NLP(Ry) valamely 1 < p < 2
értékre, 1/p+1/q =1, és a > 0. Ha f jeloli f egy Hausdorff-Young tipusi

transzformadltjat, akkor

~

2.17) Aa()|f(z)] — 0, ha T — 00 (C, «)értelemben,
ahol

zl/e, ha a > 1/q,
(2.18) Aalz) 1= ¢ ¥ ha 0 < a<1/q,

'/ 9(log(z +2))/971, ha a =1/q.

Megmutatjuk, hogy a jol ismert cosinus, sinus, Fourier és Fourier-Walsh
transzformaciok Hausdorff-Young tipustiak. Egy altaldnosabb konstrukcié a ko-
vetkezo:

Tekintstink egy
Frw) = [ k(uz)f(a) ds

alaki transzformdciét. Mindenesetre foltessziik, hogy a k € L], fiiggvény kor-
latos, tovabba, hogy

o d u
(2.19) / /cl(xu)kl(yu)—,lzi = min(z,y), ahol ki(u) = / k(z)dz.
0 u 0
Amennyiben a k és k; fliggvények korlatosak, ez a transzformdcié szintén
Hausdorff-Young tipusu.

Tauber tipusid tételek

Altalaban Tauber tipusunak nevezziik azokat az eredményeket, amelyek egy sor
szummalhatdsagabol és valamely tovabbi feltétel teljesiilésébdl a sor konvergen-
cidjara (vagy ,gyengébb” szummalhatésdgira) kovetkeztetnek.

A Tauber tipusu eredmények igen fontosak a szummaéciéelméletben. Illuszt-
racioképpen megemlitjik, hogy a mar hivatkozott, Fourier sorokra vonatkozd
Fejér féle tételbol, a klasszikus , Hardy-Landau-féle féloldalas” Tauber-tipust
tétel segitségével nagyon egyszerlien adédik az un. Dirichlet-Jordan-féle krité-
rium.

Hardy bizonyitotta az alabbi tételt:



3.1. TETEL (Hardy [H2]). Az (1.1) sor akkor és csak akkor (C,1) szummidl-
hats az L (véges) szdmhoz, ha a

(3.3) i bn
n=0

sor konvergdl ugyanahhoz az L szdimhoz.

Ezt az eredményt terjesztjik ki reguldrisan szummalhaté kettds sorokra.
Vezesstk be az alabbi jelolést:

a5k
10 d =01
(312) =YY om0

Jj=mk=n

3.7. TETEL (Médricz F., Németh Z., 1997 [MN2]). A (3.5) kettés sor akkor
€s csak akkor reguldrisan (C,1,1) szummdlhatd egy véges L szdmhoz, ha a

(3.13) i ibmn

m=0 n=0

kettos sor requlirisan konvergdl ugyanahhoz az L széimhoz.

Erdemes megjegyezni, hogy a kettds sorokra a regularitas feltételezése nélkiil
a 3.1. tétel nem terjeszthetd ki.

A 3.3. fejezetben ezen tétel alkalmazasaként Hardy, illetve Landau Tauber
tipusu eredmeényeit terjesztjiik ki kettds sorokra.

A 3.4. fejezetben ismét integralokkal foglalkozunk. A fejezet f6 eredménye:

3.18. TETEL (Méricz F., Németh Z., [MN3]). Legyen f € Ll (Ry) valds
értéki fugguény, és tegyik fel, hogy a (3.47) integrdl (C,1) szummadlhats a véges
A szdmhoz. Ekkor (3.48) pontosan akkor dll fent, ha

At

(3.50) il;;l) hggf T [s(z) — s(t)ldz > 0
és
1 t
(3.51) sup litm inft v / [s(t) — s(z)]dz > 0;
UShcilisss o0 ey At

e feltételek teljesulésekor szdlcségképpen

1
2 O=
(3.52) tll_flolo N [a s(t)]dz =0

10



minden A > 1 értékre, valamint

t
(3.53) ll_l.rgO t—l—)\t /M[s(t) —s(z))ldz =0

minden 0 < A < 1 értékre.

E tétel alkalmazdsaként tobb Tauber tipusu feltételt igazolunk a (C, 1) szum-
malhato integralokra. A diszkrét esetben a kérdéskor ,szokasos” téargyalsa (a
lasst csokkenés, a félodalas és kétoldalas O(1/n) feltételek) Landau, Schmidt,
Hardy nevéhez flizhetok.

A mi bizonyitdsi médszertink lényegében sz6 szerint vihetd at arra az esetre,
amikor az R4 halmazon valamely véges pozitiv Borel mérték szerint integra-
lunk. Ekkor a diszkrét (soros), és a folytonos (integréalos) eset egytitt targyal-
haté, a mérték megfelelé valasztasaval (Lebesgue-, illetve szamlalé mérték).
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