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KoOoszonom

mindazoknak akik segitették munkdmat az értekezés elkészitése soran. Mindenek-
el6tt sziileimnek vagyok halas, hogy biztositottdk szdmomra, hogy elfeledkezhet-
tem a mindennapok gondjairdl és idémet teljesen kutatdsaimnak szentelhettem.

K6szonom témavezetémnek Csendes Tibornak, hogy kezdett6l fogva a legnagyobb
odafigyeléssel és gondoskoddssal irdnyitotta a doktori tanulmdanyaimat.

Mindig jélesd érzéssel gondolok vissza a spanyolorszagi tarsszerz&immel Leocadio
Gonzilez Casadoval és Inmaculada Garcia Ferndndez professzor asszonnyal folytatott
kutatdsaimra, akiknek kdsz6nom az almerfai egyetemen valé tartézkoddsom alatt
nyujtott segitségiiket.

Hasznosak voltak Eckard Specht magdeburgi fizikussal folytatott eszmecserék is,
akivel agy irtunk kozos cikket, hogy személyesen még soha nem taldlkoztunk
egymadssal (manapsdg mar gyakori).

Sok mindent tanultam Markét Mihdly Csabitdl is, akivel Szegeden éveken keresztiil
foglalkoztunk a korpakoldsi problémaval.

K6szonom mindazoknak, akik egy-egy batorité széval és elkiildott munkajukkal
Osztonoztek a kutatdsra, igy Hujter Mihdlynak, Hans Melissennek, Michael Mona-
gannek Kari J. Nurmelanak, Olidh Anndnak, Ronald Peikertnek, Ruttkay Zsofidnak,
Jonathan Schaernek és Tarnai Tibornak.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A kutatasi feladat és annak motivaciéja

A természettudomdnyokban, a mérndki tervezésben és a mindennapi életben is
szdmos feladat vezet olyan matematikai problémdhoz, ahol egybevagd alakza-
tokkal kell egy adott tartoményt a legstirtibben kitslteni. Ldssunk néhédny ilyen
jelleg(i problémat:

o (Térkitoltés) Helyezziink el rddiddllomésokat egy teriileten 1igy, hogy minél
nagyobb teriiletet fedjenek le és az interferencia minimalis legyen kozottiik!

o (Raktdrozds) Helyezziink el minél tSbb azonos méretii hordét egy raktdrban!

o (Csomagolds) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb oldalhossztsdgu négyzet alapt
dobozt, amelyben adott szdm1i azonos méreti palackot elhelyezhetiink!

e (Fakitermelés) Ultessiink be egy teriiletet fakkal tiigy, hogy az a lehet® legstir{ibb
legyen, de a fdk egymads életterét mégse vegyék el!

o (Szabdszat) Vagjunk ki adott, esetleg szabalytalan alakt anyagbdl a lehet6
legtobb adott méretti korlapot!

A fenti feladatok megoldésai 1ényegében a kovetkezd probléma megvéalaszoldsét
jelentik:

Hogyan lehet n > 2 egybevdgd, eqymisba nem nyild korrel a sik egy korldtos tar-
tomdnydt a legsiiriibben kitdlteni?

Az értekezés tdrgya ennek a nevezetes diszkrét geometriai problémdnak az a
specidlis esete, amikor a négyzetben valé legstir(ibb kérpakolds problémdjat vizs-
gédljuk. Az erre a feladatra hasznalt médszerek kozvetve alkalmasak lehetnek més
hasonlé feladatok megolddsdra is. A probléma tehat a kovetkez6:

Tegyiink le n > 2 azonos sugaril kort egy négyzetbe 1igy, hogy azok ne legyenek
dtlapolok, a sugaruk viszont a lehetd legnagyobb legyen!
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Ennek az dltaldnos esetben régéta megoldatlan problémdnak egy-egy aspek-
tusét targyalta mar Hujter Mihdly [39] (MTA, 1992) kandiddtusi értekezése, illetve
tobb doktori értekezés, igy példdul H. Melissen [60] (1997, Utrecht), K. J. Nurmela
[64] (1997, Espoo), U. Raber [74] (1999, Trier) és Markot Mihdly Csaba [52] (2003,
Szeged) disszertaciéi. Munkdm elsGsorban abban tér el az el6bbiektdl, hogy bér
kozol tobb javitott korpakoldst is, feladata azonban f6leg a pakoldsok strukttirdjé-
nak és minimdlpolinomjainak a vizsgélata. Az igy szerzett tudas kézvetleniil hasz-
nalhat6 pakoldsi algoritmusok eredményességének javitdsara.

1.2. A feladat torténete

A korpakolési feladatokkal kapcsolatos vizsgdlatok a matematikai irodalomban
messzire nytlnak vissza. A tovabbiakban réviden bemutatok néhdny, a téméhoz
kapcsolédé korai eredményt. Matematikatorténeti szempontbdl 4j Bolyai Farkasnak
anégyzetben valé pontelhelyezési vizsgalatainak tdrgyaldsa. A disszertdcié témajat
képez6 négyzetben valé korpakolds probléméjanak a torténetét és a hozza kap-
csol6dé bibliografia Gsszedllitdsat a teljességre vald torekvés igényével 4llitottam
Ossze.

1.2.1. Korpakolasi feladatok
Malfatti problémadja

Az eurépai matematikai vizsgdlatok egyik korai példdja a hires Malfatti-problé-
ma. 1803-ban G. Malfatti (1731-1807) italiai matematikus vetette fel [49], hogy ho-
gyan lehet hdrom hengert (amelyek lehetnek kiilonb6z6 mérettiek is) egy adott
derékszogli hdromszog alapt hasabbdl gy kivdgni, hogy a lehetd legnagyobb
legyen a térfogatuk osszege.

Malfatti Ggy gondolta, hogy a megoldés itt nem méds, mint megadni egy derék-
szogll hdromszogben hdrom olyan kort, amelyek pdronként érintik egymdst és
minden kér a hdromszog két oldaldt is érinti. Az ilyen koroknek tetszéleges harom-
szogben valé megszerkesztésének a feladata Malfatti-probléma néven vonult be a
matematikai irodalomba (1. dbra). Ezt a problémédt azonban kordbban mér C. Ajima
(1732-1798) japdn matematikus is felvetette és meg is oldotta [24].

1. dbra: A Malfatti-korok.
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Erdekes, hogy t6bb mint szdz év mulva jottek csak ra (legaldbb is az eddigi
ismereteink szerint), hogy az el6bbi Malfatti-korok nem feltétleniil a legstir{ibb
korpakoldsat jelentik harom esetleg nem azonos sugart kornek a hdromszdgben.
H. Lob és H. W. Richmond 1930-ban megmutatték [45], hogy szabdlyos hdromszog-
ben nem a Malfatti-kérok adjdk a legstir{ibb kérpakolast (2. dbra).

2. dbra: A Malfatti-korok és egy anndl stirtibb pakolds szabédlyos hdromszdgben.

A Malfatti altal eredetileg kittizott feladatot, vagyis hogy a korpakolds stirtisége
maximadlis legyen 1992-ben oldotta meg V. A. Zalgaller és G. A. Los” [111].

Bolyai Farkas korpakolasi vizsgalatai

Minden bizonnyal Bolyai Farkas (1775-1856) magyar matematikus volt az els6,
aki egy korpakoldsi sorozat stirfiségét el6szor vizsgdlta korlatos tartomanyban (és
az eredményeit publikélta). Az 1832-33-ban kiadott Tentamen Juventutem Studiosam
in Elementa Matheseos Purae Elementaris Ac Sublimioris, Methodo Intuitiva, Eviden-
tiaque Huic Propria Introducendi cim{i — roviden csak "Tentamen’-ként emlegetett
— hires munkdjdban 19 kérnek egy szabdlyos haromszogben valé elhelyezésével
taldlkozhatunk [6] (3. dbra).

o
A%‘%%A
LQMQ;XAQA

AT

3. dbra: Bolyai Farkas példdja egy szabdlyos haromszdgben valé korpakoldsra.
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Az éaltala adott korpakolast tgy kaphatjuk meg, hogy felosztjuk a haromszog
oldalait 4 egyenl részre és az osztépontokat a 3. dbran ldthaté médon az oldalak-
kal parhuzamos egyenesekkel dsszekotjitk. Ha a keletkezett kis hdromszdgekben
tekintjiik azok befrhat6 korét, akkor még tovabbi hdrom kort tehetiink azokra a
helyekre, amelyeket hat mdsik kor vesz koriil, ugyanakkora sugérral.

Bolyai Farkas az emlitett m@ivében azt a kérdést vizsgalta, hogy ha az oldalak
felosztasat a végtelenhez tartatjuk, akkor hogyan fog a hdromszog korokkel nem
fedett tertilete, az Gn. "vacuitas’ véaltozni. Konny(i utdnaszdmolni, hogy a pakolds

T

stirlisége a értékhez konvergal.
V12

Természetesen mertiil fel a kérdés, hogy Bolyai Farkas miért foglalkozott ezzel
a feladattal, hiszen a korabeli matematikai irodalomban nyomét sem taldljuk en-
nek. Széndssy Barna (1913-1995) matematikatorténész agy sejtette [83], hogy Bolyai
valdszintileg az 1820-as erdészeti f6feliigyel6i dllas megpdlydzdsa miatt kezdett el
komolyabban kertészeti és erdészeti tanulmdnyokat folytatni, igy feltehet6leg en-
nek eredményeként jutott el ahhoz a kérdéshez is, hogy hogyan iiltessiink be egy
tertiletet tigy fédkkal, hogy az a lehetd legstirtibb legyen de a fék egymads életterét
még se vegyék el.

Szénéssy fenti sejtéséhez az tjabb kutatdsok tiikrében tovabbi adatokkal jarul-
hatunk hozzd. Bolyai Farkas mér joval 1820 el6tt, Gottingdbdl valé hazajovetele
utdn is behat6an foglalkozott domadldi birtokén fatiltetéssel. Kendeffy Kiroly didk-
jegyzeteibdl az is kideriil, hogy a Marosvésarhelyi Kollégiumban el6adasokat is
tartott arrél a kérdésr6l, hogy hogyan iiltessitk a fdkat, hogy "vildgossigbdl és
levegGbdl egyardnt abbol osztozzanak’. A 4. dbran ldthaté egy-egy négyzetben javasolt
faelhelyezése. A témakor részletesebb vizsgalata, tovébbi dbrdkkal és példédkkal
megtaldlhaté a [87] dolgozatomban.

\ Vi
a4l NS
@, & o 9,
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4. dbra: Bolyai Farkas két példéja fdknak négyzet alakd teriileten vald
elhelyezésérdl.

Azt, hogy Bolyai fatelepitése kapcsolédhat a korelhelyezési feladathoz, megerdsiti
az is, hogy hdromszog alakd teriileten is mutatott be ilyen elhelyezéseket (5. dbra).
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5. dbra: Bolyai Farkas két példaja fdknak haromszog alakd teriileten valé
elhelyezésérol.

Fontosnak tartjuk megemliteni, hogy Bolyai Farkas korpakoldsai nem feltétlentil
lesznek optimdlis megolddsai a szabdlyos hdromszégben valé legstirtibb korelhe-
lyezés problémdjanak. Példaul 19 kornek is adhaté az elébbinél stirtibb pakolédsa
[85]. Ha a szabdlyos hdromszog oldalait egységnyi hossztsdgunak valasztjuk,
akkor a korok sugara (hat tizedesjegyre kerekitve) 0.072169 hossztisdgi lesz az
elébbi korpakoldsban. Ismertek ennél nagyobb koérsugdrral szerepld pakoldsok
is. R. L. Graham és B. D. Lubachevsky 1995-ben kozolték [28] a 6. dbrdn lathat6
pakolédsokat, rendre 0.074360, 0.074326 és 0.074323 sugdrral.

Tegytik rogton hozzd, hogy Bolyai Farkas nem mondja, hogy 6 a legsfir(ibb
pakolést kereste, csak a pakoldsi sorozat sfirtiségének konvergencidjit vizsgalta.

AN
A XN
OO ON

2060 A A
OO0 AXTR0 SN
AR5 AN AR

r=0.074360 r=0.074326 r=0.074323

6. dbra: 19 kornek Bolyai példéjandl stirtibb pakoldsai.

Szangaku problémaik

Korpakoldssal kapcsolatos matematikai feladatokkal nemcsak Eurépdban foglal-
koztak. Az Edo-korszakban (1603-1867) késziilt japdn szangakuk szintén sok korpa-
kolasi feladatot targyalnak. A szangaku matematikai tdblat jelent japanul. Olyan
fatablédkrol van sz6, amelyeken elsésorban geometriai problémdkat targyaltak, és
sintoista szentélyekben vagy buddhista templomokban helyezték el azokat, valdszi-
niileg meditdcids célokbdl (7. dbra). A témakdrrdl tovabbi informdcidk, feladatok
taldlhatdk a [24] konyvben, illetve a [86, 88] dolgozataimban.
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7. dbra: Egy japan szangaku.

Hieronymus Bosch egy korpakolasa

Természetesen szdmos példét lehetne hozni érdekes korpakoldsi feladatokra
a matematikdn kiviilr6l is. Hieronymus Bosch (1450 k.-1516) németalfoldi festd
rendkiviil részletgazdag munkai az egyik legrejtélyesebb életmfiként hatnak az
utékor szamdra. Bosch hires képén, a Gyonyorok kertje (1500 k.) triptichonon, a
Paradicsomot dbrdzolé szdrnyon is lathat6 egy korpakolds gombfeliileten [99]. A
dolog egyik érdekessége, hogy még j6 mindségli albumban is nehezen fedezhet6
fel a korpakolds, inkdbb nagyitasban latszik jol (8. dbra).

8. dbra: Egy gombfeliileten valé korpakolas Bosch Gyonyorok kertje triptichonjan.
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2EpF

A sik egybevagé korokkel valé legsiiriibb kitoltése

A sik egybevagd korokkel vald legstirtibb kitoltésére megoldast el6szor A.
Thue (1863-1922) norvég matematikus kozolt [102, 103]. Bizonyithatd, hogy a sik
egybevdgd korokkel gy tolthets ki a legstiribben, ahogy azt az ember intuicidja
is sugallja, tehdt ha minden kort hat masik vesz koriil és a korok igy hexagonélis
struktiirdban helyezkednek el (9. dbra). Azt, hogy az ilyen struktirdji kérpakolds
adja a legstir(ibb racspakoldst a sikon, mar J. L. Lagrange (1736-1813) is igazolta
1773-ban [44].

9. dbra: A sik egybevdgo korokkel val legstir(ibb kitoltése.

A hexagondlis pakolds stirtisége megegyezik a Bolyai Farkas 4ltal vizsgélt korpa-
kolési sorozat sfirliségének hatarértékével, 7 -vel.

Thue bizonyitdsa nem volt egészen meggy6z6; egzakt bizonyitdst a tételre a
hazai diszkrét geometria elsé nagy mfivel&je, Fejes T6th LdszIé (1913-2005) adott
1940-ben [17].

2EpE

Korlatos tartomanyban valé legsiiriibb korpakolasok

Korldtos tartomdnyban val6 koérpakoldsokat konkrét adott alakzatok esetében
els@sorban négyzetben, korben [20, 21, 22, 30, 58, 73], szabdlyos [28, 57, 70] és
egyenld szarti derékszogi [35] hdromszogben, valamint téglalapban [76] vizsgéltak.

Néhany tovabbi problémafelvetés

A korpakoldsi problémdknak lehet olyan felvetése, amely valamely nemeuk-
lideszi geometridban (pl. a hiperbolikus geometridban) targyalja a kérdést, bar ott
mar a sfirtiség fogalmdnak a definidldsa sem olyan egyértelmfi, mint az euklideszi
esetben [7]. Lehet tgy is altaldnositani a feladatot, hogy bar az euklideszi stkon
targyaljuk a problémaét, de az euklideszi tdvolsag helyett mds metrikdt vezetiink be
[4, 18, 19]. Természetesen adddik a feladat térbeli (pl. Kepler-probléma [34], illetve
haromnél magasabb dimenziéban valé felvetése is (pl. a "Kissing number” probléma
[69]). Ezek a kérdések matematikai szempontbdl érdekes feladatokat eredményez-
nek, de a gyakorlati alkalmazdsokhoz kozelebb 4ll a probléma eredeti formajanak
vizsgdlata, ill. annak haromdimenziés gémbpakolasi dltaldnositdsa.



1. BEVEZETES 12

A jelen értekezés a klasszikus esetnek megfelel négyzetben valé legstir(ibb
korpakolds probléméjaval foglalkozik, tehdt az euklideszi sikon az euklideszi
tdvolsag metrikdval.

1.2.2. Egybevagé korok pakoldsai négyzetben

A matematikai irodalom tgy tartja szdmon, hogy a feladattal L. Moser [63] foglal-
kozott el6sz6r. Amint azt Fejes Toth LdszIl6 [36, 83] visszaemlékezésébdl tudjuk, a II.
vildghdbortban fiatalon elhunyt magyar matematikus, Ldzdr Dezsé (1913-19437) is
felvetette a problémat az 1930-as években. Tragikus sorsa azonban megakadélyozta
abban, hogy kozleményeivel gazdagitsa a matematikdt ezen a téren. A matema-
tikatorténet [110] igy Moser egy 1960-ban kitlizott sejtését tartja a probléma kiin-
dul6épontjdnak [63].

Moser 8 pontnak a négyzetben val6 optimdlis pontelhelyezését sejtette meg,
amit J. Schaer és A. Meir igazoltak 1965-ben [79]. Dolgozatukban megemlitik, hogy
n = 6-ra R. L. Graham adott mér bizonyitdst és n = 7-re nekik is van egy megoldé-
suk (5 korig a probléma megolddsa trividlis). Mindkét eredmény azonban pub-
likdlatlan maradt. Schaer levélben elkiildte nekem akkori bizonyitdsét, de 6 azt
"ugly proof’-nak tartotta és ezért nem publikalta. Elegdns, szamitégépet nem hasz-
nalé matematikai megoldést eddig még nem kozoltek erre az esetre. Az n = 6-ra
késébb egymadstdl fliggetleniil [59] B. L. Schwartz [81] 1970-ben és H. Melissen [59]
1994-ben adtak bizonyitést.

J. Schaer még ugyanabban az évben, 1965-ben az n = 9 esetet is megoldotta [77].
1970-ben M. Goldberg az addigi eredményekrdl egy attekint® dolgozatot irt [26], és
optimélisnak sejtett pakoldsokat adott meg az n < 27 ésnéhany n > 27 korszdmra.
Az n = 10-es esettel tobb kutaté is foglalkozott, fokozatosan javitgatva az eredmé-
nyeket. Az 1. Tabldzatban 4ttekintést kaphatunk errél az 1990-es évig bezardan,
amikor C. de Groot, R. Peikert és D. Wiirtz [32] megtalaltak és bizonyitottdk az op-
timélis korpakoldst. A tdbldzatban az ry, érték a korok sugarét jeloli (6 tizedes-
jegyre kerekitve) az egységnégyzetben.

1992-ben R. Peikert, D. Wiirtz, M. Monagan és C. de Groot szamitégépes eljaréa-
sukkal az optimdlis kérpakoldsokat n = 20-ig k6zolték [72]. Az n = 10-es esetre
azonban itt is hidnyzik még egy tisztdn matematikai eszkdzoket haszndlé megol-
dés. Ebben az irdnyban Hujter Mihdlynak [40] vannak szép eredményei, de a teljes
megoldds még varat magéra.

G. Wengerodt csak matematikai eszkozoket haszndlva 1983-ban az n = 16-ra
[107], majd 1987-benaz n = 14 [108], n = 25 [109] és K. Kirchnerrel egytittaz n = 36
esetre [42] publikdltdk az optimalis elhelyezéseket. Ujabban azonban kételyek
mertiltek fel az n = 25 és 36 esetekre adott matematikai bizonyitdsokkal kap-
csolatban (lasd R. Blind MR1453444 (Mathematical Reviews) lektori véleményét).
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Ev Szerz6(k) T10 Hivatkozéas
1970 M. Goldberg 0.147060 [26]
1971 J. Schaer 0.147770 [78]
1979 K. Schliiter 0.148204 [80]
1987 R. Milano 0.147920 [61]
1989 G. Valette 0.148180 [105]
1990 B. Griinbaum 0.148197 [33]
1990 M. Grannell 0.148204 [31]
1990 M. Mollard és C. Payan 0.148204 [62]
1990 | C. de Groot, R. Peikert és D. Wiirtz | 0.148204 [32]

1. Tablazat. Korpakolasi eredmények az n = 10 esetre.

1995-ben C. D. Maranas, C. A. Floudas és P. Pardalos [50] a MINOS hasznélatdval
az els6 30 esetre kozoltek eredményeket az optimalitds igazoldsa nélkiil. Itt meg
kell jegyezni, hogy munkdjukba az n = 21-es esetben hiba cstiszott, mivel itt
olyan értéket adtak meg, amely nagyobb mint a késébb bizonyitottan optimélis
érték. Ez is mutatja, hogy nagyon koriiltekintéen kell banni a szdmitégépes nu-
merikus szdmitdsokkal, mivel ha azok nem garantdlt megbizhat6sagt technikak-

kal adédtak, matematikai szempontbdl vett értékiik mindig bizonytalan.

1996-ban Tarnai Tibor és Gdspdr Zsolt [100] a kozolt dolgozatukban (amely anya-
gdnak jelentds része mér egy 1993-as balatonf6ldvdri konferencidra elkésziilt) Pei-
kert és munkatarsaitdl fliggetleniil az n = 19 esetre javitottdk M. Goldberg [26]

o

korébbi pakoldsat, valamint fels6 korlatokat adtak meg a korpakoldsok stirtiségére.

1997-ben jelent meg K. J. Nurmela és P. R. ]. Ostergdrd [66] dolgozata, amely-
ben az els6é 50 esetre adtak az optimdlishoz kozeli pakoldsokat. Munkajukban
bevezettek néhdny mintaosztilyt, amelyeket R. L. Graham és B. D. Lubachevsky [29]
bovitettek, 4j bilidrd-szimuldciés eljardsuk felhaszndldsdval kapott korpakoldsi e-
redményeik segitségével.

1999-ben K. J. Nurmela és P. R. ]. Ostergdrd [67] optimélis korpakoldsokat adtak
meg az elsé 27 esetre, R. aus de Springgel [68] Gj elméleti alsé korlatokat, illetve egy
optimalisnak sejtett kdrpakoldsi sorozatot hatdroztak meg.

2000-ben D. W. Boll, |. Donovan, R. L. Graham és B. D. Lubachevsky [5] az n =
32,37, 48 és 50 esetekre kozoltek javitott korpakoldsokat. Ekkor jelent meg P. Ament
és G. Blind [3] cikke is, benne egy javitott pakoldssal az n = 34 esetre, bar eredmé-
nyiiknél akkor mdr ismert volt jobb pakolds [29].

2002-ben M. Locatelli és U. Raber [46] 4j elméleti eredményeken alapulé de-
terminisztikus eljdrést fejlesztettek ki, és az n = 32 és 37 esetekben a kordbbi
korpakolédsok javitott értékeit adtdk.
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2003-ban Markét Mihdly Csaba a Peikert és munkatdrsai altal felvetett, és Nurmela
és Ostergdrd altal modositott eljarast tovabbfejlesztette tigy, hogy egyrészt n = 27
kornél nagyobb korszdmra is haszndlhaté az eljdrds, mdsrészt intervallum arit-
metikai alapokra épitkezve a numerikus megoldds igy garantalt megbizhatésdgtva
valt. Az n = 28-ra az [53] és Csendes Tiborral az n = 29 és 30-ra az [54] dolgoza-
tokban adtak optimalis megoldast.

2005-ben B. Addis, M. Locatelli és F. Schoen tovabb javitottdk a kordbbi eredménye
ket az n = 53, 59, 66,68, 73, 77, 85 és 86 esetekben [1].

Szerzdtarsaimmal kozos eredményeimet az el6bbi felsoroldsban itt nem tiintet-
tem fel, mivel ez a jelen disszertdcié tdrgya. A dolgozatban felhaszndlt mate-
matikai eszk6zok az elemi geometria, az elemi szdmelmélet (ldnctortek), a sztoc-
hasztikus globélis optimalizélés, a polinomgyfir(ik elmélete (Grobner bédzisok) és
az intervallum matematika teriileteir6l szdrmaznak. Az értekezésben szerepld
minden sorszdmozott tétel és 4llitds bizonyitdsa az én munkdm, mds szerzdk tétele-
ire hivatkozdssal utalok.

1.3. A dolgozat felépitése

Az 1. fejezet matematikatorténeti bevezetGje utdn a 2. fejezetben a probléma mate-
matikai megfogalmazdasat, annak ekvivalens geometriai és matematikai programo-
zési modelljeit targyalom.

A 3. fejezetben a korpakoldsok numerikus értékeire a kordbbi elméleti eredmé-
nyeket megjavit6 alsé és felsd korldtokat adok meg, majd vizsgdlom a bel6liik
szdrmaztathat6 aszimptotika hibatagjat.

Az alsé korlatokat tovédbb javitom a 4. fejezetben egy sztochasztikus optimaliza-
16 eljaréds felhaszndldsdval. A kapott numerikus eredményeket intervallum arit-
metikai eszkdzokkel garantdlt megbizhat6sdgtva teszem. A numerikus eredmé-
nyektdl inspirdlva megvizsgdlom a korpakoldsok struktaréja egzisztencidjanak kér-
dését a Grobner bazisok elmélete alapjan.

Az 5. fejezetben a megismert legjobb pakoldsok koziil tébbet véges mintaoszta-
lyokba sorolok szerkezeti felépitésiik és korszamuk szamelméleti kapcsolata alap-
jan. Bizonyos korpakoldsokhoz kozelitd struktirdkat hatdrozok meg. Ezutdn a
racspakoldsok osztdlydt tirgyalom. A mintaosztdlyok segitségével az elméleti titon
kapott alsé korlatokat tovabb javitom és éles alsé és fels6 konstans korldtokat adok
a korpakoldsok sfirtiségére.

A 6. fejezetben a pakoldsokhoz tartozé minimdlpolinomok meghatdrozédsat tar-
gyalom. Itt kidolgoztam egy olyan mddszert, amely bizonyos pakoldsok optimélis



1. BEVEZETES 15

részstruktirdjanak felhasznaldsédval adja meg a pakolds minimélpolinomjat rezul-
tdns képzéssel. Targyalok egy a Grébner bazisok elméletén alapulé minimdlpoli-
nom megaddsi eljardst is. A minimdlpolinomok alapjin bizonyos esetekben meg-
adom a korpakoldsok sugardnak (ill. a pontelhelyezésekben a minimdlis tdvolsa-
goknak) egzakt értékeit is. Végiil megmutatom, hogy a minimdlpolinomok jol
hasznélhaték a kérpakoldsok osztdlyozdsara.

A disszertdcié magyar és angol nyelv(i §sszefoglaldssal, irodalomjegyzékkel és
figgelékkel zdrul. A fiiggelékben az els6 50 korre vonatkozé optimdlis és a ma
ismert legjobb kozelité pakoldsok &brai és a hozzajuk tartozé numerikus adatok
taldlhatok.



2. fejezet

A probléma és annak ekvivalens modelljei

Ebben a fejezetben specifikdljuk a disszertdcidban vizsgélt problémaét, és megadjuk
annak néhdny ekvivalens modelljét. Mivel a dolgozatban a feladat geometriai
tulajdonsagainak tirgyaldsa mellett azt mint globdlis optimalizdldsi problémaét
is vizsgéljuk, igy megadjuk a probléma kiilonb6z6 matematikai programozési
modelljeit is.

2.1. Geometriai modellek

1. DERANICIO. P(r,,S) € P,, egy kirpakolis az r, sugérral a [0, S]> négyzetben,

ahOl P'rn = {((xlv yl)v e (xnvy'n)) € [07 S]Qn ] (.’15'1 - xj)Q + (yl - yJ)Q 2 47’;37551,% €
e, S — 1] (1 <i<j<n)}. Py, S) € Py, optimilis korpakolds, ha 7, = gla;c@ T
BT probléma: Hatdrozzuk meg az optimdlis korpakoldsokat régzitett n > 2 egész
szamra.

2. DERINICIO.  A(m,,X) € A, egy pontelhelyezés az m,, minimdlis tdvolsaggal

a [0,%)? négyzetben, ahol A4,,, = {((z1,11),-- s (XTn>¥n)) € [0, 2" | (x5 — ;)? +
(i —y))* > mi;(1 < i <j<n)}t Alm,X) € A, optimilis pontelhelyezés, ha
My = max@mn.

B3 probléma: Hatdrozzuk meg az optimélis pontelhelyezéseket rogzitett n > 2
egész szamra.

Bevezetjiik a tarsitott kdrpakolds és a tarsitott pontelhelyezés fogalmat a késébbi
tdrgyalds félreértései elkeriilése céljdbol. Ezekre a fogalmakra azért lesz sziikségiink,
mert bizonyos éllitdsokat egyszerfibb formalizmussal tudunk a segitségiikkel meg-
adni.

3. DERNICIO. P'(R,s,) € P. egy tirsitott korpakolds az R sugdrral a [0, s,,]

négyzetben, ahol P! = {((z1,41),---, (Tn. ¥n)) € [0,50)"" | (wi — ;)% + (y; — y;)* >
4R x;,y; € [Rysn — R] (1 < i < j < n)}. P'(R,s,) € P. optimilis tdrsitott

S

16
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korpakolds, ha 5, = mi .

rp as, }%}Ll;l@ Sp
B3 probléma: Hatdrozzuk meg az optimdlis tdrsitott korpakoldsokat, rogzitett
n > 2 egész szamra.

4. DEFINICIO. A'(M,0,) € A egy tirsitott pontelhelyezés az M minimélis tdvolsdg-
o €8Y p Y &

gal a [0, 0,,] négyzetben, ahol A, = {((z1,11),---, (@n:¥n)) € (0,0, | (2 —x;)* +
(yi —y))2 > M? (1 <i<j<n)}. A(M,o0,) € A optimilis tdrsitott pontelhelyezés,
ha 7, = min o,.

AG, #0
B4 probléma: Hatdrozzuk meg az optimadlis tarsitott pontelhelyezéseket, rogzitett
n > 2 egész szamra.

1. Tétel. A P, P5, Py és Pi problémik ekvivalensek eqymdssal abban az értelemben,
hogy ha valamelyiket meg tudjuk oldani egy rogzitett n > 2 egész szdmra, akkor a tobbi
problémit is meg tudjuk oldani arra az n-re, mivel a BT (1 < i < 4) problémdk optimilis
megolddsai egymdsbol szdrmaztathatok.

A bizonyitast négy segédtételen keresztiil vezetjiik le. El¢szor igazoljuk, hogy
egy P(ry, S) optimélis kérpakolds koreinek kdzéppontjai egy alkalmas A(m,, X)
optimélis pontelhelyezést adnak. Majd igazoljuk, hogy egy A(m,,X) optimadlis
pontelhelyezés pontjai koré megfelelé sugdarral rajzolt koérok egy P'(R,s,) op-
timalis tarsitott korpakolast eredményeznek. Ezutén igazoljuk, hogy egy optimélis
P'(R, s,) tarsitott korpakolds koreinek kozéppontjai egy alkalmas A'(M, o,,) op-
timaélis tarsitott pontelhelyezést adnak. Végiil mdr csak azt kell igazolni, hogy egy
A'(M, o,,) optimadlis tdrsitott pontelhelyezés pontjai kéré megfelels sugdrral rajzolt
korok optimdlis P(r,, S) kérpakoldst eredményeznek.

1. SEGEDTETEL. A P(r,,S) optimdlis kérpakolds koreinek kozéppontjai egy A(my,, L)
optimilis pontelhelyezést hatdroznak meg, ahol ¥ = S — 2r,,, my, = 2r,.

BIZONYITAS. Tegyiik fel indirekt médon, hogy az A(2r,, S — 2r,) pontelhelyezés
nem optimadlis. Ekkor létezik olyan A(m/,, S—2r,) pontelhelyezés, hogy m/, > 2r,.
Rendeljiink az A(m/,, S — 2r,)-hez egy korpakoldst, gy, hogy rajzoljunk minden
pontja koré egy m,,/2 sugard kort. Vildgos, hogy ekkor minden igy kapott kor
benne lesz egy S — 2r, + m/, oldalti négyzetben. Kdzéppontos kicsinyitéssel (ahol
a kozéppont az el6bbi négyzetiink kézéppontja) transzformdljuk a négyzetet egy
S oldalt négyzetbe. A hasonldsdgi transzformdci6 a kordk sugarat

m,S
2(8 =21, +m)
hossztva véltoztatja. Mivel abbdl indultunk ki, hogy a P(r,,, S) optimélis korpako-
las, igy

s m,,S
(- 7\
2(8 — 2rp, +ml,)
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Ebb6l dtrendezéssel 2r,(S — 2r,) > m/(S — 2r,) addédik, ami azonban ellentmond
az m' > 2r, feltételnek.
O

2. SEGEDTETEL. Az A(my,X) optimilis pontelhelyezés pontjai koré rajzolt alkalmas
sugarii korok egy optimdlis P'(R, s,,) tdrsitott korpakoldst adnak, ahol R = m, /2, s, =
X+ my,.

BizZONYIiTAs. Tegyiik fel indirekt médon, hogy a P'(m,/2,~ + m,) tarsitott
korpakolds nem optimdlis. Ekkor létezik olyan P'(m,, /2, s),) tarsitott kérpakolds,
hogy s, < ¥ + m,,. Tekintsiik ezen korpakolds koreinek a kozéppontjait. Azok
biztosan benne lesznek egy s, —m,, oldalt négyzetben. Kézéppontosan nagyitsuk
(a nagyitds kozéppontja a négyzet kozéppontja) a négyzetet gy, hogy az %
oldalhossztisdgu legyen. Ekkor a pontok kozotti minimadlis tdvolsdg

Mp 2

sl — my,
értékiivé valtozik. Mivel A(m,, ¥) optimélis pontelhelyezés volt, igy

My 2

My

~ s —my,

Az m, > 0 értékkel egyszerfisitve és a nevez&vel beszorozva igy s, — m, > &
adédik, azonban ez ellentmond az s, < ¥ + m,, feltételnek.

g

3. SEGEDTETEL. A P'(R,s,) optimilis tirsitott korpakolds koreinek kozéppontjai egy
alkalmas A'(M, o,,) optimdlis tdrsitott pontelhelyezést adnak, ahol M = 2R, 0, = s, —
2R.

BIZONYITAS. Tegyiik fel indirekt médon, hogy az A'(2R,s,, — 2R) tarsitott pont-
elhelyezés nem optimadlis. Ekkor 1étezik olyan A'(2R, o],) tarsitott pontelhelyezés,
hogy o, < s, — 2R. Rendeljiink ehhez a tdrsitott pontelhelyezéshez egy
korpakoldst igy, hogy minden pont koré rajzoljunk egy R sugara kort. Az igy
kapott korok benne lesznek egy o/, + 2R oldalhossztsdgti négyzetben. Mivel
P'(R,s,) optimdlis tarsitott koérpakolds volt, igy s, < o), + 2R. Ez azonban
ellentmond az el6bbi egyenl6tlenségnek.

O

4. SEGEDTETEL. Az A'(M,0,) optimdlis tdrsitott pontelhelyezés pontjai koré alkalmas
sugdrral vajzolt kérok egy P(ry, S) optimdlis korpakoldst adnak, ahol v, = M/2,S =
on+ M.

Tegytik fel indirekt médon, hogy a P(M/2, 0, + M) koérpakolds nem optimalis.
Ekkor létezik olyan P(r],o, + M) korpakolas, hogy 7/, > M /2. Tekintsiik ezen
korpakolés koreinek a kézéppontjait. Ezek benne lesznek egy o,, + M — 2r], oldala
négyzetben. Kozéppontosan kicsinyitsiik a négyzetet (a kicsinyités kozéppontja
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a négyzet kézéppontja) gy, hogy benne a pontok k6zotti minimadlis tdvolsdg M
legyen. Ekkor a négyzet oldala

M(o, + M —2r])
2r!

n

lesz. Mivel A'(M, o,,) optimélis tarsitott pontelhelyezés volt, igy
M(o, + M —2r)

On .
— 7
27,

Ebbél azt kapjuk dtrendezéssel, hogy 0 < (o, + M)(M — 2r},). Az egyenl6tlenség
jobb oldaldn 4116 szorzat els6 tényez&je pozitiv, igy ez azt jelenti, hogy M —27/, > 0,
ami azonban ellentmond az r], > M/2 feltételnek.

O

7.1

5. DEFINICIO. Egy P(r,, S) korpakolas sfirfiségét a

2
nrom

S2

dy (1, S) =

képlettel definidljuk.

Mivel egy P(r,,S) korpakolds stirlisége az r, sugdr kvadratikus fliggvénye,
ezért az aldbbi probléma szintén ekvivalens (az el6bbi értelemben) a B (1 < ¢ <
4) feladatokkkal.

P2 probléma: Hatdrozzuk meg a maximdlis stirtiségli P(r,, S) korpakolasokat,
rogzitett n > 2 egész szamra.

fgy hasznélni fogjuk a legstirtibb kérpakolds fogalmét is.
1. KOVETKEZMENY. Az egymisbol szdrmaztatott korpakoldsok, pontelhelyezések, tarsitott

korpakoldsok és tdrsitott pontelhelyezések kozott a 2. Tabldzatban szerepl Osszefiiggések
dlinak fenn:

P(ry, S) A(my,, X) P'(R, s,) A’ (M, 7,)
P(rn, §) ! n = 2<£Tﬁz> = Tn = 42(1\%San>
Almy, %) | my = 52_2—5& 1 My = sfl—%g}b’, My, = Atf_f
P’(R, Sn) Sp = Ij—f Sy = _QR(:”nz+E> 1 $, = R(!\j/{/[+an)
A(M,0,) | op = M(iw;f“"“ 0, = M3 o, = M(sgngR) 1

2. Téblazat. Kapcsolat a paraméterek kozott.

BIZONYITAS. A 12 formula bizonyitdsa az 1. Tételben hasznalt hasonléségi transz-

formdcié alkalmazasdval konnyen adédik.
O
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A tovédbbiakban a B7, Py és PI problémdikat az egységnégyzetben fogjuk
targyalni. Ez nem jelent megszoritast a feladatokat illetéen, hiszen hasonlésagi
transzformdciéval a korpakoldsok és pontelhelyezések tetszSleges oldalhossziisé-
gl négyzetbe transzformdlhaték. A tovabbiakban két korpakoldst (illetve két
pontelhelyezést) azonosnak tekintiink, ha van olyan szimmetria-transzformdcié
vagy indexpermutdcié, amelyekkel azok egymadsba vihet6k.

2.2. Matematikai programozasi modellek

s

A négyzetben vald legstir(ibb korpakolds probléméja egyrészt egy geometriai
feladat, médsrészt egy globdlis optimalizaldsi probléma. A ‘B3 probléma az aldbbi
moédon formalizdlhatd roviden:

peclOnp A<k<n 1<1€5%n lpi — il »

ahol a norma az euklideszi normaét jel5li. A probléma matematikai programozési
modelljét négy formdban adjuk meg. A feladat lehet

a) folytonos nemlinedris korldtos globdlis optimalizdldsi feladat:
max t
TiYs

feltéve, hogy

\/(xi—fﬁj)Q—(yi—yj)ta (1<i<j<n),

b) max-min optimalizdldsi feladat:

max min dy
T,y 1<i<j<n

feltéve, hogy

Vi) + -y =d; (1<i<j<n),
c) DC programozdsi feladat:

A DC (difference of convex functions) programozasi feladat egy olyan matematikai
programozasi feladat, ahol a célfiiggvényt két konvex fliggvény kiilonbségeként
lehet felirni. Az 4ltalunk vizsgdalt probléma ilyen. Itt a célfiiggvény a kovetkezd
g:R*™ — R és h:R*™ — R* konvex fiiggvények kiilonbségeként irhat6 fel [38]:
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2n

g(z) =2 7,
j=1

W) =maxq (2 30 2+ @+ m)"+ (enpitman) | 11 <i<k<np,

Jje\dik
ahol

J={1,...,2n},
2=ty s Ty Yl - Yn),

Ji =i, k,n+1,n+k}
A felirds helyességét az aldbbi dtalakitdsok mutatjdk.

Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy tovabbra is ekvivalens probléméhoz jutunk,
ha az euklideszi norma helyett annak négyzetét vessziik.

L 2 L 21
€0, 11’%&1)2‘7<2n 1<1;Iilklzl<n { Zk) + (Z'n—i-z Z'n—i—k:) }

max min < (2 — 2)? + (Zagi — Zngk)? — 2 E z +2 E z =
z;€[0,1]2,1<5<2n 1<i<k<n

2n
max 2 sz -+ min —2 E zf — (2 + zk (Znai + an
ZE012,1<j<2m | 4 1<i<k<n ‘
J=1 JEINTi,
max 2 E z — max <2 E Zf + (2 + 26)% + (Zngi + Zngr)’
5€[0,1]2,1<5<2n 1<i<k<n ‘
JeIN\Ji

d) teljesen kvadratikus optimalizdldsi feladat,
Egy an. teljesen kvadratikus optimalizdldsi feladat 4ltaldnos alakja [74]:

min [¢"Q% + (d°) x|
feltéve, hogy

TQlr+ (dHY x+ct<0 I=1,...,p
x € P,
ahol Q' (I =0,...,p) valés (n+1) X (n+1)-es métrixok, d' (1 =0,...,p) valés (n+
1)-dimenzi6s vektorok, ¢! (I = 1,...,p) valods szadmok, p a feltételek szdma és P

egy poliéder. Az dltaldnos teljesen kvadratikus optimalizldsi probléma megolddsa
NP-nehéz feladat [37].
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Az 4ltalunk vizsgalt problémaét egy specidlis, teljesen kvadratikus optimalizalasi
feladatként az aldbbi médon frtam fel, ahol a célfiiggvény linedris:

Q*=0, z'= (o, T1, -« -, Ton), (do)T =(-1,0,...,0),

-1
=0, o' =0, p= "2 P =, vE X 0,1
( 20,
. 21",
-1, ha i=j= o +1,
2 + 1,
e 1, ha ¢ :] =1,

l
(@i =@y = i=2"+16ésj=2+1,
p=20" s j =2,
=241 ésj=2"+1,
=2l és j = 20",
0, kiilonben,

1<4,j<2n+1,
1<l'<l"<n.

Ebben a modellben z, felel meg a pontok kéz6tti minimalis tédvolsdgnak. Az <.
pont (1 <i < n) koordindtéi (@q;—1, %a:).

Az el6bb felsorolt matematikai programozdsi feladatok nehéz tesztfeladatokat
jelenthetnek valamely az el¢bb tdrgyalt problémaosztdly szdméra kidolgozott op-
timaliz4lasi eljdrdsnak, vagy egyéb metaheurisztikdknak. Példaként megemlitjiik,
hogy az intervallum aritmetikat és egyéb kifinomult szamitégépes technikdkat
hasznalé GlobSol optimalizdlé program mér az 5 korre vonatkozé feladat esetén
sem adott kielégité megolddst [104].

Az eddigi kutatdsok azt mutattdk, hogy azok a médszerek voltak hatékonyak a
négyzetben valg legstirtibb kirpakoldsi feladat egy-egy specidlis esetének megolda-
sdra, vagy jo kozelité megoldas keresésére, amelyek nemcsak az optimalizdldsi
modelljét alkalmaztdk a feladatnak, hanem erdsen kihaszndltdk a probléma ge-
ometriai jellegét és az azokbodl eredé matematikai kovetkezményeket. Tgy mielstt
tdrgyalndm azt a sztochasztikus médszert, amellyel sikeriilt t6bb esetben kordbbi
pakoldsokat megjavitani, a kovetkezs fejezetben a probléma geometriai jellegébdl
ad6do6 olyan tulajdonsdgait vizsgdlom, amelyek az optimalizéldsi eljirdsok szé-
mara is hasznos informdciénak szdmitanak.



3. fejezet

Alsé és fels6 korldtok az optimumra, aszimptotika

Ebben a fejezetben alsé és fels6 korldtokat adok az optimélis kérpakoldsok koreinek
Tn sugardra, ill. az optimdlis pontelhelyezések pontjai k6zott szerepld tdvolsdgok
minimumadnak 77, maximumadra. A korlatok dltal indukélt aszimptotika hibatag-
jat is itt becstilom.

3.1. Alsé korlat 7, -re

2. Tétel. Minden n > 2 egész szdmra és az T, tdvolsdgértékre

2 _
— < T,

V3n

BIZONYITAS. Az 1. Tétel és az 1. KOVETKEZMENY alapjan elég azt igazolni, hogy
barmely A'(1,7,) tarsitott pontelhelyezésre

2 _, <
—0,, < n.
\/3 T
Ez azt jelenti, hogy ha igazolni tudjuk, hogy elhelyezhett legaldbb %02 pont
egy o oldalt négyzetben, ahol a pontok kozotti legkisebb tavolsdg 1, akkor ebbdl
kovetkezik a bizonyitandé allitds. Valdéban, hiszen ekkor a megadott A'(1,0)
tdrsitott pontelhelyezésb6l olyan A(m, 1) pontelhelyezés szdrmazik, hogy mivel
az 1. KOVETKEZMENY alapjan o és m egymads reciprokai, igy igaz az is, hogy
2 = 2 = iog < n.

Ebbdél viszont kévetkezik a bizonyitand6 4llitds, hiszen

2 2
—<m <m
3n

A kivant tarsitott pontelhelyezés 1étezését konstruktiv médon igazoljuk.

n*

23
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szakaszok

3. szakasz
2. szakasz

.~ o o o o o o o 1. szakasz

10. dbra: A négyzet felosztdsa savokra és szakaszokra.

Osszuk fel a négyzetet @ szélességli savokra a négyzet valamelyik rogzitett

oldal4tdl kezdve (10. dbra). Ez a felosztds Kﬁj + 1 darab egymadssal parhuzamos

szakaszt hatdroz meg a négyzetben. Helyezziink el az 1. szakaszon |o| + 1 pontot
ugy, hogy az els6 pontot tegylik a négyzet olyan sarkdba, amelyik az 1. szakaszon
van, majd 1 tdvolsdgkozzel tegyiink le || pontot. A mdsodik szakaszon az els6
pontot nem a szakasz elejére, hanem 1/2 egységgel beljebb tessziik, majd ennek
megfeleléen tesziink le |0 — 3| + 1 pontot.

L ps 2

A fentiek analégidjara helyezziik el a tobbi szakaszokon is a pontokat; pdratlan
sorszam szakaszra |o| + 1 pontot, paros sorszdmu szakaszra |0 — 1| + 1 pontot

tesziink. Ha V"J + 1 péros, akkor

B2 (g -1 o)

darab pontot tudunk igy letenni a négyzetbe. Ha pératlan, akkor

] (LJ_EJ +LJJ+2)+LJJ+1

2 2

darab pontot.
Mindkét esetben kénnyen adédik, hogy 1egalabb =0 pontot elhelyeztiink,

hiszen 20 < |0 — 3| + |o] + 2, Vf<7—1< {j‘iJ éso—1<|o|,igy

22 _1+1 2
V3 20 <n == —=c°<n (paros eset)

2 V3
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20
V3 9pto—1+l<n = ——=o2<n (paratlan eset).

V3

K. J. Nurmela és munkatérsai a [68] dolgozatban 1999-ben kozo6lték a
2, 1= f V3
o

O'<—

egyenldtlenséget, amely egy A'(1, o) tarsitott pontelhelyezés pontjai szdmdra adott
als6 korldtot. Az egyenl6tlenséget % -mal szorozva

2 , 1-+/3

o<n

\/30 + \/3 <
adédik.

A 2, Tétel bizonyl’tésaban szereplo ekvwalens alakban olyan egyenl6tlenséget
V; < 0 negativ egytitt-
hatéja hnearls tagot, igy jobb also korlatot eredmenyez a belSle nyerhet6 formula
My -re is. Intuitivan is érezhet®, hogy miért sikeriilt itt a javitds, hiszen a bizonyités-
ban én hexagondlis struktirdban helyeztem el a pontokat, mig K. |. Nurmela és
munkatarsai téglalaprdcson.

Ebben a szakaszban egy altaldnos jellegti (minden n > 2 egész szdmra vonatkozo)
als6 korldtot adtam meg ™, -re. Ezt az alsé korldtot bizonyos n értékekre tovabb
javitottam elméleti dton, specidlis mintaosztdlyok felhaszndldsdval. Ez utdbbi
eredményeket az ismétl6dd mintdkkal foglalkozé 5. fejezetben targyalom.

3.2. Felso korlat 7,,-re

Nehezebb feladat nem trividlis dltaldnos felsé korlatot megadni az m,, vagy 7,
értékekre, mint j6 alsé korlatot taldlni. A nehézség abbdl adédik, hogy amig alsé
korlétot lehet konstruktiv médon meghatarozni (t.i. megadok egy korpakoldst),
addig egy minden n > 2-re vonatkozé felsé korldt esetében ebben az értelemben
nem tudunk semmit elére az optimadlis korpakolds struktaréjardl.

3. Tétel. Minden n > 2 egész szdmra és az T, korsugdrra

i A

V2vEn + (4lva) - 2)(2 — v3) 2n+2 n—1
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BIZONYITAS. Igazolni fogjuk, hogy a 3. Tételbeli egyenl6tlenség jobb oldalan sze-
replé azon formuldk amelyeknek a minimumaét vettiik, egyenként fels6 korldtjai
7 -nek.

a) Tekintsiik a [0,1]® négyzetnek azt a particiondldsat, amelyet egy rogzitett
n > 2 korszdmra vonatkozé optimdlis korpakolds koreinek kozéppontjai 4ltal
megadott Dirichlet celldk (Voronoj sokszogek) hatdroznak meg. Mivel minden
cella belsejében a négyzet azon pontjai vannak, amelyek egy adott kér kézéppontja-
hoz kozelebb vannak mint bdrmely mds kor kézéppontjdhoz, igy minden kor kdzép-
pontjdhoz tartozé celldban benne van az adott kor is.

Az egységnyi oldald négyzet teriilete 1. Az 1 nagysdgu teriilet éppen az n
darab cella teriiletének az dsszege.

Osszuk a celldkat két csoportba aszerint, hogy van-e olyan oldaluk, amelynek
van kozos pontja a négyzet valamelyik oldaldval vagy nincs.

1. eset: A celldnak nincs k6z6s pontja a négyzet semelyik oldaldval.

Ekkor a cella teriiletére egy also korlatot jelent a cellabeli kor koré irt szabédlyos
hatszog teriilete. Ehhez azt kell meggondolni, hogy egy kor koré irt k-oldalt kon-
vex sokszogek teriiletei kozott a szabélyos k-oldalt sokszognek lesz minimdlis a
tertilete. Adott kor koré irt szabédlyos haromszog, négyzet, szabdlyos 6tszog és
hatszog koziil a szabédlyos hatszégnek lesz minimdlis a teriilete. Van olyan eset
amikor ezzel az alsé korlédttal pontosan megegyezik a cella teriilete, méghozzd
akkor, ha az adott kort pontosan hat kor érinti.

Egy 7, sugart kor koré irt szabélyos hatszog teriilete 21/372.
2. eset: A celldnak van kozos pontja a négyzet valamelyik oldaldval.

A cella tertiletére ekkor is als6 korlatot jelent a koré irhatd szabdlyos hatszog
teriilete, de ez az als6 korldt tovdbb javithats. El6szor azt kell meggondolnunk,
hogy a korpakolds kézéppontjainak konvex burka benne lesz az [7,,1 — 7,)°
négyzetben. A [0,1]*>-nek az [F,,1 — 7,]° négyzeten kiviili része akkor van a
legstirtibben kitoltve, ha pontosan 4y/n — 4 darab kort tudtunk pakolni a négyzet
oldalaihoz. Ekkor két kor és a négyzet oldala, valamint egy sarokban 4llé kdrnek
és a négyzet két oldala kozotti hézagok (11. dbra) teriiletének Gsszege alsé korlatja
lesz egy optimalis korpakoldsnak a [0, 1]?-nek az [7,,, 1 — 7,,)* kiviili részének nem
a korok 4ltal fedett részére.

Egy hézag (2 —+/3)72 tovébbi teriilettel néveli a szabalyos hatszog altal becsiilt
alsé korlatot. A 4[\/n| — 2 darab hézagot 6sszegezve a (4[/n] — 2)(2 — V3)72
teriilet adodik.
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11. &bra: Hézagok a négyzet oldalaival érintkez& koroknél.

Az 1. és 2. esetnek megfelel$ celldk tertiletére adott alsé korlatok dsszege 1-nél
nem lehet nagyobb, igy:

_ 1

Tn < .
V2V3n+ (4lva) - 2)(2 - v3)

b) Ismeretes J. H. Folkman és R. L. Graham [23] azon eredménye, hogy ha X a
sik egy kompakt, konvex tartomdanya, akkor azon pontok szdma, amelyek kozotti
minimdlis tdvolsdg legaldbb 1, legfeljebb

2 1
—AX)+ - P(X)+1
ahol A(X) az X teriilete, P(X) pedig a keriilete. Ebb&l kovetkezéleg, ha tekintiink
egy A'(1,7,) tarsitott pontelhelyezést (X = [0,7,)%, A(X) = 72, P(X) = 47,),
akkor

Felhasznélva az 1. KOVETKEZMENYt (on = 152, azt kapjuk, hogy

1+ /14 Z(n—1)
2n+2ﬂ/1+%(n—1)
O

Tarnai Tibor és Gdspdr Zsolt bizonyos specidlis esetekben a 3. Tételben szerepl6
fels6 korlatot tovabb javitottak [100].

Tn <

A 3. Tételben azért volt sziikség a minimumképzésre, mert van olyan kérszdm,
amire az egyik fels6 korlat adja a jobb eredményt, van olyan kérszdm amire a
masik. Az els 224 esetet tekintve 133-szor ad az a) becslés jobb felsé korldtot
mint a b). A numerikus eredmények azt sejtetik, hogy ezt kovetSen végig az a)
becslés lesz a jobb.
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3.3. Aszimptotika és annak hibdja

Az 1. KOVETKEZMENYb®] ( 2“"" ) tovabba a 2. és a 3. Tételb6l kovetkezik,
hogy

2 1 1 2
<M< ——+ + :
V3n ~ n—1 ¢m—1ﬁ V3(n—1)
Ezen egyenl6tlenségeket \/n-nel szorozva és n-et a végtelenbe tartatva
lim /nm, = 2
n—00 n \/3
adédik, vagyis 7, aszimptotikusan ,/—2--nel egyenl6 [11].

1. ALLfTAS. Az T, ~ | o aszimptotikus kozelités egy abszoliit hibakorlitja

2
n—1

BIZONYITAS. A bizonyitandé

1+ 1—1— n—l
n—l

egyenl6tlenség ekvivalens a

2 2(%—1)2
+%(n—1)—\/w<1

egyenl6tlenséggel. A bal oldalon szerepl kivonandét mindkét oldalhoz hozzdadva
és elvégezve a négyzetreemelést az aldbbi egyenl6tlenség adodik:

2 2(n —1)2 2(n —1)2
TP SRl Y o

V3 V3n V3n

Mindkét oldalbdl 1-et kivonva és az egyenlStlenséget m -gyel osztva az
-1 6
1<y

n \/gn

Osszefiiggést kapjuk, amivel a nyilvéan teljesiilé ”F < n egyenl6tlenség ekvivalens.
O

Az elméleti tdton kapott als6 korldtok 1ényegesen javithaték kiilénb6z6 szami-
tégépes globdlis optimalizdldsi algoritmusok felhaszndldsdval. A kovetkezd fe-
jezetben ezekrdl a médszerekrdl lesz sz6.



4. fejezet

Szamitogépes eljarasok az alsé korlat javitasara

Természetesnek tlinik a gondolat, hogy javitsuk elméleti titon kapott eredményein-
ket szamitégép segitségével. A probléma megoldasara kidolgozott szamitégépes
algoritmusok arra ébresztik rd az embert, hogy a ma létez& legjobb technikakkal is
csak viszonylag kis korszdmra tudjuk a feladatot megoldani.

A probléma nehézségébdl adéddan igy az optimadlis megoldds meghatdrozdsa
mellett egyre nagyobb szerepet kapnak azok az algoritmusok is, amelyekkel
ugyan nem tudjuk igazolni egy korpakolds optimalitdsdt, de lehet&séget adnak
optimadlisnak sejtett vagy optimdlishoz kozeli korpakoldsok megtaldldsdra. Az
alkalmazott mdédszerek kozott tobb olyan is van, amely valamilyen globélis
optimalizdlasi technikdt haszndl fel. Ebben a fejezetben egy ilyen, a feladatra
specializdlt algoritmusrdl lesz sz6, amellyel tobb az irodalomban k6zolt eredményt
sikeriilt megjavitanom.

4.1. Determinisztikus eljarasok

A kozelit6 korpakoldsok eredményei nagy segitséget jelentenek azoknak a deter-
minisztikus algoritmusoknak is, amelyekkel elvileg barmilyen kérszdmra megbiz-
hatéan meg lehetne oldani a problémédt. A tovdbbiakban vdzolom azt az eljardst,
amellyel az elsé 30 korig tudtak eddig optimadlis pakoldst megadni. A mddszer
rovid lefrasaval egyrészt demonstralni kivdnom a probléma megolddsanak nehéz-
ségeit, mdsrészt rd szeretnék mutatni arra, hogy az elméleti vagy szdmitdgépes
aton a maximalis sugérra kapott alsé korldtok fontos szerepet jdtszanak az eljaras-
ban.

4.1.1. Egy eliminAciés eljaras

Az itt kozolt eljards alapgondolatédt R. Peikert és munkatarsai javasoltak el6szor, és
20 korig adtdk meg az optimalis pakoldsokat. K. J. Nurmela és P. R. ]. Ostergird
médositva a médszeren, 27 korig oldottdk meg a feladatot. Markét Mihdly Csaba
tovabb javitva az eljarast, 30 korig kozolte (n = 29, 30-ra Csendes Tiborral) az op-
timdlis korpakoldsokat.

29
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Az eljaras vazlata:

1. 1épés: Taldljunk egy minél jobb m,, < m, alsé korlatot.

2. 1épés: Csempézziik ki a négyzetet Ggy, hogy az egyes zdrt csempék dtmérsje
kisebb legyen, mint m,,; igy biztositani tudjuk, hogy egy csempében az op-
timélis megoldésnak csak egy pontja lehet. Ha ¢ szamiui csempénk van, az (°)

kiilonboz6 csempekombindciét hatdroz meg n pont elhelyezésére. Minden

csempekombindcién elinditunk egy elimindcios eljardst, aminek segitségével
kisz{irhetjiik azokat a kombindcidkat, amelyek biztosan nem optimdlis pon-
telhelyezésekhez tartoznak.

Az elimindcids eljdrds

Rendre rogzitve a kombindcié egy-egy csempéjét a tobbi csempébdl hagyjuk
el azokat a pontokat, amelyeknek a rogzitett csempe pontjaitél valé maximélis
tdvolsdga kisebb, mint m,. Ha egy csempe valamennyi pontjit toroltiik,
akkor magat a kombindciét is elhagyhatjuk. Ellenkezd esetben osszuk fel a
csempéket kisebbekre és ismételjitk meg az eliminaciét. Igy az egyes csempék-
ben egyre kisebb lesz az tin. aktiv pontok halmazénak teriilete, vagyis azoké
a pontoké amelyek még szébajohetnek, mint az optimélis megoldds pont-
jai. A 12. &bran példat lathatunk egy kombindcié aktiv pontjai halmazdnak
csokkenésére az n = 6 esetben.

12. dbra: Példa az aktiv pontok halmazdnak csokkenésére az n = 6 esetben.

3. 1épés: A megmaradt aktiv pontok ismeretében sejtsiik meg az optimédlis pont-
elhelyezés struktirdjat, és igazoljuk annak 1étezését, ha az valéban létezik.

4. 1épés: Tekintsiink az optimadlisnak sejtett pontelhelyezés pontjai koriil egy
adott oldalhossztsdgt hibanégyzetet, amelynek kézéppontja legyen a pont-
elhelyezés egy pontja és a pont koriili aktiv pontok legyenek benne a hi-
banégyzetben. Ha a pont a négyzet oldaldn vagy a sarokban van, hasznaljunk
téglalapot, illetve fele olyan oldalhossztsdgu négyzetet. Bizonyitsuk be, hogy
az adott hibanégyzetekben az adott pontelhelyezés az egyetlen, amelyre a
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pontok kozotti minimadlis tdvolsdg nagyobb vagy egyenlé mint 7,,. A bi-
zonyitdst az elimindcios eljaras hasznélatdval tehetjiik meg, ha minden hi-
banégyzet egyszerre redukélhaté olyan kisebb oldalhossztisdgi négyzetre,
hogy annak minden pontja aktiv pont legyen.

Az eljaras hatékonysaga

Annak az esélye, hogy a fenti eljdrdssal valéban megtaldljuk az optimalis pontelhe-
lyezéseket és igazolni is tudjuk az optimalitdst, sok mindentdl fiigg. A 2.1épés csak
akkor eredményes, ha az 1. lépésben valéban egy jo, az optimdlishoz kozeli m,,
alsé korldtot adunk meg. A 3. 1épésben akkor tudjuk igazolni a strukttira létezését,
ha azt helyesen sejtjiikk meg a numerikus eredmények alapjdn. A 4. 1épést akkor
tudjuk hatékonyan végrehajtani, ha a 2. Iépésben elég sz{ik intervallumokat sikertil
megadnunk a pontok koordindtdira. Javitdst jelentett az eljardson K. J. Nurmela
és P. R. ]. Ostergdrdnak [67] olyan finomitdsa, amely az aktiv pontok halmazat
sokszogek formdjaban tarolta.

A f6 problémat azonban a csempekombindcidk nagy szdma jelenti. A szim-
metrikus esetek miatt a kombindciék szdmat ugyan redukédlni lehet, de mdr 23
korre is tobb mint 288 millié csempekombindciét kellene igy dtvizsgalni. A szim-
metrikus esetek alapjan kihagyott kombindciék szdmét a Burnside lemma segitsé-
gével hatdrozhatjuk meg. A kezdd kombindcidk k£ szdma ugyan nem monoton
modon, de alapjédban, hosszt tdvon, a lényeget illetéen exponencidlis gyorsasdggal
novekszik (3. Tdbldzat). Ez mutatja a feladatnak ezzel a technikdval valé megoldé-
sdnak az igazi nehézségét.

n c k| n c k
6 3x3 16 |17 5 x5 136 080
7 3x3 8118 5x5 60 645
8 3x3 3119 5x5 22 475
9 3x3 1120 5x5 6 814

10 4x4 105121 5x6 3 578 729
11 4x4 567 |22 5x6 1465 113
12 4x4 25223 6x6 288873270
13 4x4 77 124 6x6 156484 440
14 4x5 9808 |25 6x6 75112674
15 4x5 3912|126 6x6 31784172
16 4x5 125327 6x6 11772390

3. Tébldzat. A sziikséges csempekombindcidk szdma az n = 6 — 27 esetekben.

Az n = 28,29 és 30-as esetben, 6 x 7 csempe mellett, millidrdos nagysdgrendi
a redukalt kombinaciészdm is. A Markét Mihdly Csaba [53] 4ltal megadott algorit-
mus azonban nem vizsgdlja végig az 6sszes kombinaciét. Ha egy kombinaciéban
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bizonyos részkombindciék tgy fordulnak eld, hogy olyan biztos nem lehet az op-
timélis pontelhelyezésben, akkor azokat a kombindcidkat elhagyja. Igy tovabb lehe-
tett csokkenteni a részletesen 4tvizsgdlandé kombindcidk szamét.

A tovébbiakban az eljards elsé 1épéséhez sziikséges jo alsé korldt szamitégéppel
vald keresésével foglalkozunk.

4,2, Sztochasztikus keresd médszerek

Az optimdlis korpakoldsokat megtaldlni és optimalitdsukat igazolni nehéz fela-
dat. Természetesnek adddik tehat, hogy minél jobb alsé korldtot hatdrozzunk
meg az optimum értékére is, adjunk minél jobb kérpakoldsokat. Az ilyen jellegii
eredmények elérése torténhet sztochasztikus algoritmusok segitségével is.

Az energiafiiggvény minimalizalasa

A % probléma matematikai programozasi feladatként valé felirdsaban, mivel

3
1<1}1<i¥1< lpi —pill = klil’_n ( > lps —pj[|k> , ezért a feladat célfiiggvénye a
SIS n 0\ 1<i<i<n

kovetkezd alakra hozhato:

. 1
D D —

5
1<i<i<n i — p;ll

K. J. Nurmela és P. R. ]. Ostergird [66] lényegében ennek az Gn. energiafiiggvénynek
rogzitett nagy k-ra valé minimalizdldsdval hatdroztak meg korpakoldsokat az elsé
50 esetre a Goldstein-Armijo lineéris keres® és a Newton-moédszer egy kombinécio-
janak felhasznéldséval.

Perturbaciés algoritmus

D. W. Boll és szerz6tdrsai [5] az aldbbi sztochasztikus algoritmus segitségével
adtak javitott értékeket az n = 32,37,48 és 50 esetekre. Eljardsukat (megfelel6
modositdsokkal) dltaldnosan is lehet haszndlni az n dimenziés euklideszi tér egy

o

korlatos tartomédnyaban val6 legsfirtibb (hiper)gtmbpakolds problémajéra.

1. 1épés. Tekintsiink egy véletlen pontelhelyezést az egységnégyzetben.
2. lépés. Definidljuk az s kezd6 lépéshosszt, s = 0.25.

3. lépés. Minden pontra

a) perturbaljuk a pont helyét az s hosszal észak, dél, kelet és nyugat
irdnyokban,

b) ha a mozgatds sordn a tdvolsdga ndtt a pontnak a hozza legkdzelebbi
szomszédjatol, akkor tartsuk meg az 1j helyet.
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4. 1épés. Ismételjiik a 3. 1épést mindaddig amig van olyan pont amelyet lehet
mozgatni.

5. lépés. Legyen s := s/1.5. Ha s > 107'° folytassuk az eljarast a 3. lépéssel.

A fenti egyszerti algoritmussal néhany milli6 iterdcié utdn jé korpakoldsokat lehet
megadni.

4.2.1. A TAMSASS-PECS sztochasztikus algoritmus

A korpakolasi probléma tekinthet6 gy, mint egy 2n dimenziés folytonos globélis
optimalizdlasi feladat. Tobb kiilonb6z6 optimalizdlasi modszer (pl. nemlineéris
szimplex moédszer, genetikus algoritmus) alkalmazédsa utdn egy specidlis sztoc-
hasztikus algoritmus kidolgozdsa volt célravezetd.

A sztochasztikus globdlis optimalizalé algoritmusoknak egy széles osztalyat
alkotjék az tin. kétfazisa direkt kerest eljarasok. Ezek az algoritmusok egy lokélis
keres6bdl és egy olyan keretprogrambdl dllnak, amelyek azt probéljak meg biz-
tositani, hogy az algoritmus ne akadjon el egy lokélis optimumban, hanem legyen
esélye arra, hogy a globélisat taldlja meg.

A kifejlesztett TAMSASS-PECS algoritmus egy ilyen kétfazist sztochasztikus globa-
lis optimalizdlasi algoritmus, amely a kérpakolési problémaéra lett specializalva.
A médszerben a Threshold Accepting (TA) technikdt — mint keretrendszert — a
Single Agent Stochastics Search (SASS) lokalis keresd egy alkalmasan moédositott
véltozatdaval kombinaltuk.

A Threshold Accepting globalis optimalizalasi eljaras

A Threshold Accepting algoritmus [16] nagyon hasonl6 a Simulated Annealing
(SA, szimuldlt htités) technikdhoz. Az eljarés elfogad minden olyan 4j lehetséges
megoldast is, amely nem sokkal rosszabb, mint a legjobb addig ismert.

1 Vilasszunk egy kezd8 s megolddst

2 while megdlldsi feltétel nem teljesiil do

3 while a belsd ciklus feltétel nem teljesiil do
4 Vilasszunk egy ' € N(s)

5 A= f(s) = f(5)

6 ifA<T,

7 s=4¢

8 Csokkentsiik a T, kiiszobértéket

9 return a legjobb taldlt megolddst

1. Algoritmus. A Threshold Accepting globdlis optimalizalasi technika.
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A médszer 1ényegét az adja, hogy nem feltétleniil monoton médon javitva jut el
a végsd megoldasig, hanem megenged nem tdl rossz 1épést is annak reményében,
hogy onnan majd egy az optimalizdlds szempontjabol sokkal jobb helyre tud eljutni.

Az 1. Algoritmus alapjan nyomon kovethetjiikk az eljardst, ahol az f:S — R
célfiiggvényt akarjuk minimalizdlni az S C R* halmazon. Egy s kezd6 megoldést
vélasztva, inditunk egy ciklust, amelyben ha tj helyet taldlunk, fokozatosan csck-
kentjiik az elfogaddst szabdlyoz6 1), > 0 kiiszobértéket (hasonl6an a szimulalt
hiités hdmérséklet paraméteréhez), amig az nem lesz kisebb egy elére megadott
értéknél. A bels6 ciklusban az Gj s’ pontot a kordbbi s pont egy meghatdrozott
N(s) kornyezetébdl vélasztjuk ki. Az eljards konvergencidjat I. Althofer és K. U.
Koschnick [2] vizsgélta.

Az SASS lokalis keresd eljaras

Az SASS egy hagyomanyos lokdlis keres® algoritmus (2. Algoritmus) [41, 55,
56, 75, 82]. Az eljaras a keresési tartomdny egy s, pontjabol indul el és egy olyan
{sn} pontsorozatot generdl, amelyen az {f(s,)} sorozat monoton csdkkend lesz.
Az eljards addig tart, amig az iterdci6k szdma nem halad meg egy Nliter értéket.

A moédszer minden iterdciés 1épésben generdl egy &, valOszinfiségi vektort
N (bg, o) normdlis eloszldssal. Az aktudlis s, ponthoz hozzdadja &, -t, igy véalaszt
egy 4j s’ pontot a keresési tartomédnyb6l. Ha s’-ben kisebb a fiiggvény értéke mint
sg-ban volt, akkor elfogadja javitdsnak ezt a pontot (s,1 = '), kiilonben az s, és s’
altal meghatdrozott egyenesen az s'-nek az s;-ra vonatkoz6 titkorképét véalasztja
4j s'-nek. Ha ebben az 4j s’ poziciéban csokken a fiiggvény értéke, akkor elfogadja
javitdsnak ezt a pontot, kiilonben marad az el6bbi s;, pontban. Az egyes eseteknek
megfelelben médosulnak a &, generdldsi by,0), paraméterei.

1 proc SASS (sg, ez, ct, Sent, Fent, 0syp, Oing, N1ter)
varby :=0; k :=1; sent :=0; fent := 0,00 := 1;

3 while k£ < Niter do

ex - o1 ha scnt > Scnt

ct-og-1 ha fent > Fent

4 Ok = Osup ha O-1 < Oinf
Ok-1 kiilénben
5 Generdljunk egy &, valdszintiségi vektort N (by, o) eloszldssal;
6 if f(s' = sp+ &) < f(sp)
7 then
8 Sky1:=8";
9 bpi1 = 0.2by, + 0.4&;
10 scnt = scent + 1;
11 fent =0
12 else

13 A f(s = sk — &) < f(sk)
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14 then

15 Sky1:=8";

16 bk;+1 = bk; - 04&;,
17 sent = scent + 1;
18 fent .= 0;

19 else

20 Skl 1= Sk;

21 b/ﬁ,l = O5bk,

22 fent == fent 4+ 1;
23 sent =0

24 k:=k+1;

25 od

26 end

2. Algoritmus. Az SASS lokalis keres6 eljaras.

Az eljards sorén jegyezziik azt is, hogy hany esetben volt sikeres (scnt = scnt +
1) és hany esetben sikertelen a javitdsi kisérlet (fent = fent 4+ 1). Ha a sikeres,
illetve sikertelen esetek szdma meghalad egy-egy (Scnt, Fent) kritikus értéket,
annak megfelelden véltoztatjuk a szords értékét (ardnyosan csokkentjitk ex-szel,
illetve noveljiik ct-vel), befolydsolva ezzel a lokdlis keresési tartomdny nagysdgat.

Az MSASS szubrutin
A korpakolési feladat, mint maximalizélési feladat jo alsé korlatjanak keresésére

kidolgozott TAMSASS-PECS eljaras lokalis keres6ként a SASS eljardsnak egy médo-
sitott valtozatdt, a Modified SASS (MSASS) szubrutint haszndlja (3. Algoritmus).

1 proc MSASS(s,00,Th,1)
2 var sent := 0; fent := 0; Fent .= 3; ¢t := 0.5;0 := 0y;
3 while fent < 4 - Fent and sent = 0 do
4 ct-o ha fent > Fent
“lo kiilonben
5 Generdljunk egqy & valdszintiségi vdltozét N (0, o) eloszldssal;
6 §'(2) := s(i) + &
7 if f(s) — f(s') < f(s)Th
8 then
9 s(i) == §'(i);
10 scnt = sent + 1;
11 else
12 §(i) = s(i) =&
13 if f(s) — f(s") < f(s)Th
14 then
15 s(i) :== ¢'(i);
16 sent = sent + 1

17 else
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18 fent .= fent +1;
19 od
20 end

3. Algoritmus. Az MSASS szubrutin.

Az MSASS eljards bemend paraméterei: egy kezd6 s lehetséges megoldds (ami
egy pontelhelyzés pontjaibdl 4ll6 vektor), oy a szords kezd&értéke, 1), kezdd kii-
szObérték és i a pontelhelyezés azon pontjdnak a sorszama, amelynek a helyzetét
probalja az eljards egy lépésen beliil megvaltoztatni.

Fontos médositds, hogy a 7. illetve 13. sorokban nem egyszertien az f(s) <
f(s') feltétel szerepel, hanem akkor is elfogadjuk a médositast, ha f(s) < f(s') +
f(5)Th. Az MSASS szubrutinban szerepld ciklus addig hajt6dik végre, amig vagy
sikeriilt javitott poziciot taldlni az 7. pontra vagy a sikertelen probéalkozédsok szdma
11-nél t6bb lesz.

A TAMSASS-PECS eljaras

Vilasszunk egy s kezd8 megolddst
Vilasszunk egy Ty, kezdbértéket
Vilasszunk egy o kezdd szords értéket
while o > O final do
while minden pont nem lett litogatva do
s = MSASS(s,0,T,, NextCenter(s))
Csokkentsiik a T, értéket
Csokkentsiik a o standard szérds értéket
return a legjobb taldlt megoldds

4. Algoritmus. A TAMSASS-PECS algoritmus.

O oONOYGLHR WM

A TAMSASS-PECS algoritmus (4. Algoritmus) egy pszeudovéletlen lehetséges
megolddsb6l indul, amit a kovetkez6 médon allitunk eld: osszuk fel a négyzetet
[v/n] x [v/n] négyzet alakt csempére. Az elsé pontot véletlenszertien helyezziik
el az elsd vagy a masodik csempe kozepébe. Tovabbi pontokat helyeziink el min-
den mésodik csempe kozéppontjdba, majd a maradék pontokat véletlenszerfien
tessziik le a maradék szabad csempékbe (minden csempébe 1 pontot). A T}, kezdé
kiiszobérték 0.02, a o kezdd szords érték a csempék dtmérdjével azonos.

A TAMSASS-PECS algoritmus a kezdd pontelhelyezést egy iterdcids eljards
keretében probélja meg javitani. Minden iterdciés 1épésben meghivasra keriil az
MSASS szubrutin, minden pontra azonos o szérés és T}, kiiszobértékkel. Miutan
minden pontra lefutott az MSASS eljards, a o széras és T}, kiiszobérték egyarant
1%-kal csokken. A TAMSASS-PECS eljards addig tart, amig egy oing €rték ald
nem keriil a o sz6rés.
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Eredmények

A TAMSASS-PECS algoritmussal az elsé 100 esetre kozoltiink alsé korldtokat
az optimadlis pakoldsok m, értékére [9]. Az eredmények elérheték az Interneten
isa http://www.inf.u-szeged.hu/~pszabo/Pack.html cimen. Az ezen
az Internetes oldalon taldlhaté eredményeinket hivatkozza toébbek kozott E. W.

Weisstein (2003), CRC Concise Encyclopedia of Mathematics [106] munkdja is a 431.
oldalon.

A A 4 4 U

" m=0.21317456258979 n=32 m=0.171l270557461101 n=47
r=0.08785815708776 c=63 r=0.08208976609893 c=73 r=0.07311314895180 c=93
d=0.77600412447400 f=3 d=0.78330271742989 f=2 d=0.78929383201248 f=2

m=0.14671467098564 n=62 =0.13569567607132 n=72
r=0.06397174236008 c=114 r=0.05974121365889 c=129
d=0.79710938267796 f=5 d=0.80729163319538 =7

13. dbra: A TAMSASS-PECS algoritmussal javitott korpakoldsok 4bréi az
n = 32,37,47,62 és 72 korszamokra.

Az n = 32,37,47,62 és 72 korszdmokra (13. dbra) sikeriilt megjavitanunk az
irodalomban talalt addigi legjobb értékeket (4. Tadblazat). Az 1999-ig publikalt 59
korpakolasbol 20 esetben talaltuk meg pontosan a kozolt eredményeket. A nu-
merikus szdmitdsokat 14 jegy pontossaggal szamoltuk, igy gyakori volt, hogy csak
néhédny tizedes jegyben volt eltérésiink az irodalomban megadott adattél. 40 eset-
ben kozoltiink addig nem publikélt Gj kérpakoldsokat.
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n | mn (TAMSASS-PECS) | m, (kordbbi) | hivatkozas
32| 0.21317456258979 | 0.21308235294443 [29]
37| 0.19642918368533 | 0.19623810145141 [
47 | 0.17127055746101 | 0.17126830721141 [
62 | 0.14671467098564 | 0.14569394327531 [29]
72| 0.13569567607132 | 0.13549029317569 [

4. Tablazat. Javitott als6 korldtok a TAMSASS-PECS algoritmussal.

Egyid6ben spanyol szerzdtdrsaimmal, L. G. Casadoval, I. Garcigval, valamint
Csendes Tiborral val6 kutatdsainkkal egy olasz-német szerzépdros, M. Locatelli és U.
Raber is rébukkantak a 32 és 37 korokre vonatkozé javitdsokra. A sors egy érdekes
momentumaként, éppen egymds utdn tartottunk eredményeinkrdl eléadast egy
firenzei konferencidn [94]. Ugyanekkor D. Boll, |. Donovan, R. L. Graham és B. D.
Lubachevsky is publikdltdk az n = 32 és 37 korre vonatkoz6 javitdsaikat [5] .

42,2, Bilidrd-szimulacié

A bilidrd-szimulédcié néven ismertté valt korpakoldsi stratégiat R. L. Graham és B.
D. Lubachevsky hasznélta el6szor als6 korlat keresésére korpakoldsi feladatokban.

Hasonl6 elven alapul6 eljardst dolgozott ki E. Specht magdeburgi fizikus is. Sok
j6 korpakolast sikeriilt médszerével taldlnia. Az eljards forraskodjat kozzétette
az Interneten is, a folyamatosan frissiilé eredményekkel egyiitt az aldbbi web-
oldalon: http://www.packomania.com.

Egy kozosen elinditott munkakapcsolat eredményeként a [97] dolgozatunkban
n = 200 korig kozliink als6é korldtokat. A cikkre ifj. Boroczky Kiroly a Cambridge
University Pressnél 2004-ben megjelent Finite packing and covering cimi monogréfi-
djaban [8] a 130. oldalon, mint az aktudlis rekordokat k6z16 dolgozatra hivatkozik.

A jelen disszertdci6 fiiggelékében az els¢ 50 korszdmra taldlhatok meg a
bizonyitottan optimadlis, illetve a ma ismert legjobb kozelitd korpakoldsok abréi
és a hozzdjuk tartozé numerikus adatok. Az eddigi tapasztalataim alapjan nagyon
meglep&nek tartandm, ha valaki javitani tudné ezek kéziil barmelyik eredményt
is.

4.3. A numerikus eredmények ellen6rzése szamitégéppel

Az elébbi médon szdmitégéppel meghatdrozott kérpakoldsok, pontelhelyzések
numerikus értékei matematikai szempontbdl csak akkor védlnak valéban eredmé-
nyekké, ha azok létezését igazoljuk. Jol ismert jelenség, hogy a szamitégéppel
val6 szdmitasok sordn a kerekitésekbdl ad6dé hibédk tetszlegesen nagy eltérést
okozhatnak a valédi és a kiszamolt érték kozott [13, 14].
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Ahhoz, hogy a szamitégéppel taldlt pontelhelyezések m,, értékeit matematikai
szempontbdl tényleg als6 korlatnak fogadhassuk el, be kell bizonyitani, hogy azok
valéban als6 korlatok vagy médositani kell az eredményt tigy, hogy bizonyithatéan
als6 korlatta valjanak. Ezeket a vizsgédlatokat azonban ismét szamitogéppel végez-
hetjiik el, hiszen vannak olyan médszerek, amelyekkel garantdlt megbizhatosdga
numerikus eredményeket produkélhatunk szamitégéppel is. Egy ilyen modszert
lehet az intervallum matematikdra épiteni.

4.3.1. A numerikus eredmények ellendrzése intervallum aritmeti-
kai szamitasokkal

Az intervallum matematikat szokds csak egyszerien intervallum aritmetika néven
is emlegetni, mivel az alapdtlete a hagyomanyos valds aritmetikdnak az interval-
lumokra valé kiterjesztése. Célszer(ibb azonban az elébbi elnevezést haszndlni,
mivel az aritmetikai kiterjesztésen egy messze tilmutaté modszertanrdl van itt
sz0 [12, 15], még akkor is, ha ez a disszertdci6 csak a témakor alapjait haszndlja fel.

Az intervallum matematikdban egy z val6s szam helyett olyan X = [X, X]
kompakt val6s intervallummal szdmolunk, ahol z € X. A szokdsos négy alap-
mfiveletet a kdvetkezd médon terjeszthetjiik ki intervallumokra:

X+Y=X+Y X+Y],
X-Y=[X-Y,X-Y],
X xY = min{ XY, XY, XY, XY} max{ XY, XY XY, XYV},

X/Y =[X,X] x [%g ha 0¢ Y.

Az intervallum aritmetika szdmitégépes implementacidjdnak a leglényegesebb
momentuma a kifelé valé kerekités technikdja. Ez azt jelenti, hogy gépi szinten az
intervallumos mitiveletek elvégzésekor az eredmény intervallum als6/fels6 hatdra
az operandus intervallumok als6/fels6 hatdraibol kiszamitott értéknek garantdltan
az als6/fels6 korlatjat tekintjiik. Ennek konkrét szamitogépes megvaldsitdsdval a
programozéknak mér nem kell foglalkozniuk, mivel szdmos intervallum aritmeti-
kéat timogatod programozasi nyelv 1étezik: pl. PASCAL-5C, PASCAL-XSC, C-XSC,
FORTRAN-XSC, ACRITH, ARITHMOS, stb.

A pontelhelyezési feladatra adott als6 korldtokat a PROFIL/BIAS C++ osztdly
konyvtédr [43] haszndlatdval tettem garantdlt megbizhat6sdgtiva az aldbbi médon:

1. A pontelhelyzés minden (z;,1;) (1 < ¢ < n) koordindtdja pontjat befoglal-
tam egy ([z; —1072°, 2; +107%°], [y; — 107, y; + 1072°]) intervallumnégyzetbe (més
szohasznélatban intervallumos boxba). Ha valamelyik intervallumos négyzet az
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eredeti egységnégyzeten kiviilre keriilt (pl. negativ lett az als6 hatdra az interval-
lumnak, vagy 1-nél nagyobb lett a fels6 hatdra), akkor gy csonkoltam azokat,
hogy az intervallum-négyzetnek ne legyen az egységnégyzeten kiviil pontja.

2. Intervallum aritmetikai szdmitdsokkal Gjra kiszdmoltam az Osszes két pont
kozotti tdvolsdgokat (immér megbizhaté modon) és vettem a kapott intervallumok
als6 hatdrdnak minimumat, és ez lett a pontelhelyezéshez tartoz6 Gj m,, alsé korlat.

A fenti szdmitdsokkal azt értiik el, hogy matematikai szigortsdggal is igazoltuk
a szdmitégépes numerikus szamitasi eredményeinket. Ezzel még a megolddsnak
azonban nincs vége; hiszen geometriai szempontb6l nézve a kérdést egy korpako-
14s strukttrdjat az elébbi numerikus szamitdsokkal még nem tudjuk megadni.
Nem tudjuk megdllapitani ilyen médon azt, hogy két kor érintkezik-e egymadssal
vagy, hogy egy kor érintkezik-e a négyzet valamelyik oldaldval vagy sem. A
numerikus eredmények csak egy sejtést adhatnak erre vonatkozélag. Azt, hogy
egy korpakolas matematikai értelemben valéban 1étezik, azt be kell bizonyitani!

4.4. A korpakolasok struktirajanak egzisztencidja

Elészor is azt kell tisztdzni, hogy mit értiink azon, hogy adott egy korpakolds
az egységnégyzetben. A koordinatdk pontos értékeit csak ritkdn ismerjiik, igy a
koordinatékra adott (esetleg nagyon pontos) kozelitések geometriai szempontbdl
még nem feltétleniil teszik egyértelmiivé az adott korpakolds 1étezését. Szemlélete-
sen fogalmazva azt is mondhatom, hogy egy korpakolds akkor adott, ha le tu-
dom rajzolni azt, azzal egyiitt, hogy pontosan megmondom, hogy hol érintkezik
az abréan két kor, illetve, hogy hol érinti valamelyik kor az egységnégyzet egyik
oldalat. Ekkor azonban abba a csapdéba esnék, hogy rajzolhatnék olyan 4bréat
is, amelyet els6 latdsra az ember elfogadna mint koroknek egy korpakoldsat a

négyzetben, holott valéjdban a pakolds nem is létezne matematikai értelemben.
Egy korpakolas 1étezésének bizonyitasa

Az egyszertibb formalizmus kedvéért a tovdbbiakban a 35 probléma fogal-
main keresztiil végzem a targyaldst.

6. DEFINICIO. Egy A(m,,1) pontelhelyezés struktiirdjin (vagy grifjin) egy olyan
n-ponta gréfot értiink, ahol az 7. és a j. pont kozott akkor van él, ha (z; — ;)% +
(yi — y;)> = m? és minden pont cimkézve van az 1, 2, 3, 4 és 5 szaimokkal az alabbi
moédon: Az i. pont cimkéje (ill. ha a sarokban van, akkor a pont cimkéi):

P haZL'Z':O és Ogyzgl,
haZL'Z'Zl és Ogyzgl,
hay; =0 és 0<az <1,
hayzzl és OS.’I’ZSL
kiilénben.

~ ~

SLI IS IS

~
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Minden A(m,,1) pontelhelyezés struktirdja egyértelmfien meghatiroz egy e-
gyenletrendszert, amelynek egyenletei a graf élei dltal meghatédrozott (z; — ;) +
(y; — y;)* = m?2 alaku kvadratikus egyenletek, ill. az 5-t61 kiilonb6z6 cimkéjii pon-
tok 0 vagy 1 értékti koordindtdira felirt x; v. y; = 0 v. 1 alakd egyenletek. Ha egy
ilyen egyenletrendszernek létezik valés megoldésa a [0,1]** x (0,+/2]-ben, akkor

létezik korpakolds az adott struktaraval.

Az el6bbi kvadratikus egyenletrendszer megolddsdnak létezését igazolhatjuk
garantdlt megbizhat6sdgti numerikus (pl. intervallumos Newton-mdédszerrel) vagy
esetleg szimbolikus algebrai szdmitdsokkal. Természetesen mindkét esetben a sza-
mitdsokat azok nagy mfiveletvégzése, illetve bonyolultsdga miatt szamitégéppel
végezziik.

Mivel a kés6bbiekben az algebrai jellegii vizsgalatokat fogom tovébbi eredmé-
nyekkel b&viteni, igy itt a kbrpakolasok struktirajanak egzisztencia problémajat is
algebrai szempontbdl, a Grobner bazisok elméletének felhaszndldsdval tdrgyalom.

44.1. A Grobner bazisok elméletének alkalmazasa

A tovéabbiakban egy rovid attekintést adok a Grébner bazisok elméletének azon
alapfogalmairol, amelyeket a késbbiekben hasznalok [10].

7. DERINICIO. Az 21, 2,. .., 1, véltozOknak 2 egy monomja, ha felirhaté z* =

(23 pete 21

2txg? ... x8r alakban, ahol a1, 00,...0n € N és o = (a1,...,0,) . A monom

fokszdman az |o| = oy + g + ... + oy, értéket értjitk. Ha oo = (0, ...,0), akkor z® = 1.

8. DErFINICIO. Egy K test feletti tobbvéltozds p polinomon az x* monomoknak
egy K-beli egyiitthatokkal képzett véges linedris kombinacijat értjiik. A polinom
fokszdma a maximdlis fokszdmt nem 0 egytitthat6ji monom fokszdma.

9. DEEINICIO. Egy K feletti polinomgyiiriin (jelolésben K|zy, zo, ..., z,]) az Osszes
Ty, T, ..., T, Valtozos K feletti polinomok halmazat értjilkk a természetes médon

rs

bevezetett 0sszeadés és szorzas miiveleteivel.

A 9. DEFINICIOban az elnevezés jogos, mivel igazolhat6, hogy Klz1,zo, ..., 2,]

A

egy egységelemes, kommutativ gy{ir.

o

10. DEFINICIO. A K[z1, 2, ..., ,,] kommutativ gy(ir(i egy nemiires I részhalmazat

idedlnak nevezziik, ha az szivé tulajdonsagt részgyfirti, vagyis Va,b € I = a +
(—b) e I ésVr € Klxy, 29, .., tp),a€ I =r-a€l,a-rel.

11. DEFRINICIO. Legyen P = {p1,ps,....pr} egy tobbvaltozés polinomrendszer.



4. SZAMITOGEPES ELJARASOK AZ ALSO KORLAT JAVITASARA 42

Ekkor a

k
(P)= {Zaipz- ta; € K[:cl,:cg,...,:cn]}
i=1
halmaz nyilvan K[z, 29, . .., 2, egy idedlja lesz, amit P dltal generdlt idedlnak mon-
dunk. A P halmazt ekkor az idedl bdzisdnak nevezziik, s mivel véges, ezért az
idealt végesen generdltnak mondjuk.

Hilbert bazistétele alapjan tudjuk, hogy a K[z1, zs, ..., z,] polinomgyfirti minden
idedlja végesen generdlt, és az a 11. DEFINICIOBAN megadott médon eléallithaté.

Vegyiik észre, hogy az z“ monomok és az o = (v,...,,) € N* rendezett
n-esek kozott bijektiv megfeleltetés van. Ez azt jelenti, hogy ha tudunk definidlni
egy < rendezést az N* elemein, akkor az egy rendezést indukél a monomokon is:

ajﬁ@xajxﬁ.

12. DEFINICIO. A monomokon definidlt < rendezést megengedettnek mondjuk, ha
az ekvivalens N -beli rendezés kielégiti az aldbbi feltételeket:

a) < linedris rendezés,
b)ha o <X g és v € N*,akkor a« +~v <X 8+,
¢) = jol rendezés N" -ben.

Egy polinomnak a < rendezésre vonatkoz6 fétagjin, a polinom maximaélis foksza-
mu egyiitthatdjaval egyiitt vett monomjat értjiik.

Toébbféle megengedett rendezést lehet definidlni a monomokon, egyik gyakran
hasznalt koziilitkk a <;, lexikografikus rendezés:
2% = %052 gt < gPgl | afr = of
pontosan akkor, ha (a1, a9,...,00) = (B, P, ..., fn) vagy létezik olyan i pozitiv
egész szam, hogy o, = 3; (1<j<i—1)és o < f.

13. DEFINICIO. Legyen < egy megengedett rendezés az z1,%s,...,z, valtozék
monomjainak halmazan. A Kz, 2,,...,,] polinomgyfirti egy I idedljdnak egy
nemiires G véges részhalmazat, akkor mondjuk az I idedlnak a < rendezésre
vonatkoz6 Grobner bdzisinak, ha az idedl minden polinomjanak az adott rendezésre
vonatkoz6 f6tagja oszthat6é a G valamely polinomjanak f6tagjéval.

A polinomrendszerek megoldhatésdga szempontjdb6l fontos szerepet jatszik a
Grobner bazisok elmélete. Mivel egy P polinomrendszer &ltal generdlt I idedl és
annak G Grobner bézisa is az I idealt generdlja, igy a P = 0 és G = 0 polinom
egyenletrendszerek egyszerre megoldhatok (vagy sem), illetve megolddshalmazuk
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is azonos. 1965-ben B. Buchberger vezette be a Grobner bézis fogalmdt, az elne-
vezését PhD témavezetSje W. Grobner (1899-1980) tiszteletére adta. Egy ehhez a fo-
galomhoz nagyon hasonlét mar H. Hironaka is bevezetett 1964-ben, de Buchberger
algoritmust is adott a Grobner bazisok meghatdrozdsara. Az algoritmus egyszerre
ltalanositasa az euklideszi algoritmusnak és a Gauss eliminéciénak is.

Szdmunkra a kérpakolds struktirdjanak létezése szempontjabdl elssorban az
a tétel jatszik fontos szerepet ebben az elméletben, amely azt mondja ki, hogy
egy P polinomrendszer pontosan akkor megoldhat6, ha az 1 nincs benne a P
altal generélt ideal Grobner bazisdban. Emellett egy korpakolds nemlétezéset agy
is igazolhatjuk, ha a strukttrdjdhoz tartozé polinomrendszer Grébner bazisanak
(komplex egyiitthatos polinomokkal dolgozva) polinomjainak gyokei valamelyik
véaltozora nem egy valos [0,1] intervallumbeli értéket adnak.

A Grobner bazisok elméletének hasznalatat egy példan keresztiil, demonstraljuk
a Maple 9 szimbolikus algebrai programcsomag tdmogatdsaval.

K-\ /.\ P 9(x_9,y_9) P_10(x_10,y_10)

P_8(x_8y_8)

P 7(x_7y_7)

P_6(x_6,y_6)

v vl

m=0.42127954398390 n=10 m
r=0.14820432256522 c=21 *—
d=0.69003578526417 f=0 PIx 1Ly D P2x2y2)P3x3y.3)

14. dbra: 10 kor optimadlis pakoldsa az egységnégyzetben.

1. PELDA. Igazolds egy korpakolds nemlétezésére.

A bevezetésben emlitett sokat vizsgélt 10 koros probléma optimalis megolddsa
lathaté a 14. dbrdn. A korpakolds struktirdjdnak egyik érdekessége, hogy a
bal als6é saroknédl 1évd kor nincs pontosan a sarokban. A kor a négyzet egyik
oldaléat érinti a mdsikat viszont nem. A Grobner béazisok elméletén keresztiil
kénnyen igazolhatjuk, hogy olyan struktardval rendelkez6 kirpakolds, amely csak
annyiban tér el az el6z56t6l, hogy a bal als6 sarokndl 1év kér pontosan a sarokban
van, nem létezik. G. Valette korpakolasi cikkében [105] a P; pont ugyan a sarokban
van, de ndla a P; és a Ps pontok tdvolsdga m-nél nagyobb. A téma egyik nagy
monografidjadban a Handbook of Discrete and Computational Geometry kotetben [27] a
26. oldalon a 10 kor optimélis pakoldsat bemutaté abra téves, mivel ott az emlitett

kort pontosan a négyzet sarkaba illeszti a szerzd.
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A moédositott “korpakolds” strukttirdja egyenletrendszerrel, a 14. Abran hasz-
nalt jelolésekkel az aldbbi médon adhaté meg;:

(11— 22)* + (1 — 42)* = m? (21— 24)* + ( — a)* = m?
(x2 — 553)2 + (Y2 — y3)2 =m? (22 — 555)2 + (y2 — ys)g =m’
giCs - 1'6%2 + gys - yﬁ%z = mz giﬁa - 556%2 + gy?, - yﬁ%z = mz
Ty —2Z7)"+Ysa—y7)"=m Ts —Z7)"+Ys —Yy7)" =m
(z7 — 29)* + (y7 — yo)* = m? (27 — 210)* + (Y7 — 10)* = m*
(x5 — 1610)2 + (ys — 3/10)2 =m? (1 — 238) ?

TN =Ty =Tg=Yo=Y3=y1 =0 Tg =Ty =Yg = Y10 = L.

A vastagon szedett y; véltozonak nulldva tétele az, amely itt a médositast je-
lenti, vagyis, hogy a kor pontosan a sarokban van.

Hasznaljuk ki a "korpakolds” néhany olyan geometriai sajatossagat, amellyel
redukélhatjuk az egyenletrendszert. Konnyfi észrevenni, hogy 2o = m, ys =
Yy1+m, x3 = xo+m és ys = yg+m. A PPy Ps P négyszog rombusz, igy x5 =1—m
és ys = ys. A Py PPy és PP Py egyenld szara hdromszogek, igy a Py, P; és
Py, pontok egy egyenesen vannak, ami azt jelenti, hogy y; = (1 + y1 +m)/2 és
Ty = Zq9 / 2.

Felhaszndlva az el6bbi megfigyeléseket, az x9,x10,y5 és m kivételével minden
valtozot elimindlhatunk az egyenletrendszerbdl, igy az az aldbbira redukalodik:

(1- 2m)2 + y§ = m?

2o+ (1—m)* = (2m)?,
(1 - .’I’l())g -+ (1 — Y5 — m)g mg,

2—2m—210)%+ Q2ys — 1 —m)* = (2m)2

AP={0-2mP+yi-—m’aiy+ (1 -—m)®— (2m)* (1 —z10)* + (1 — y5 —
m)? — m?, (2 — 2m — 219)® + (2ys — 1 — m)? — (2m)?} polinomrendszer Grébner
bazisa G = {m,y? + 1,210 + y5} lesz, ami azt mutatja, hogy a kiindul6 struktdra
nem egy négyzetben val6 korpakoldsi struktara, hiszen akkor yZ+1 nem lehetne 0.

Masrészt ha egy korpakoldshoz tartozé polinomrendszernek van olyan megol-
dasa, amely kielégiti a véltozékra adott azon feltételeket is, hogy az (i, y:)
véltozék csak a [0,1] intervallumbél, az m csak a (0,+/2] intervallumbél veheti
fel értékét, akkor a megoldds 1étezése a pakoldsnak a megadott strukttraval valé
létezését jelenti egyben.



5. fejezet

Ismétl6d6 mintdk a korpakoldsokban

Az optimalis és az eddig ismert legjobb korpakoldsok struktardinak 6sszehasonlita-
sa alapjan kideriilt, hogy bizonyos esetekben ismétl6dé mintdk fedezhet&k fel. Az
ismétl6dd mintdk és a korok darabszdma kozott gyakran kapcsolat van. Ezen
kapcsolat alapjan bizonyos kérpakoldsokat mintaosztdlyokba sorolhatunk.

5.1. Véges mintaosztialyok

A mintaosztdlyokra és a hozzdjuk tartozé mintdkra haszndlni fogjuk a PAT(f(k))
jelolést, ahol f: N—N egy adott fliggvényt és f(k) a korok szdmat jelenti (n =
f(E)).

51.1. APAT(k*—1) (I =0,1,2) mintaosztilyok

PAT(k?) Taldn alegszembet{inbb mintdtaz n = 4,9, 16, 25 és 36 négyzetszamok-
hoz tartozd, a koroket k x k-s (n = k?) négyzetes strukttraban elhelyez6 korpako-
lasok adjék (15. dbra). Az ezeknek a kérpakoldsoknak megfelel$ pontelhelyezések-
ben a pontok koordinatéi (il, jly) lesznek, ahol 0 < i,j < k — 1 egészek, és
= 75-

2. ALLITAS. A PAT(k?) mintdjii pontelhelyezésekben minden k > 2 esetén

1
my, =l = ——.

k-1
BIZONYITAS. Az (i1lg, j1lk) és (ialy, jali) koordindtaja pontok tdvolsaga

Vi — i)’ + (i = j2)*
k—1 =

hiszen a szdmlédl6ban 1évd kiilonbségek négyzetei koziil legaldbb az egyik nem
0. Az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha az |iy —iz] = 1ésa |j; —jo| =1
egyenldségek koziil pontosan az egyik teljestil.

g

45
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A A

m=1.00000000000000 n=4 m=0.50000000000000 n=9 n=
r=0.25000000000000 c=12 r=0.16666666666666 c=24 r=0.12500000000000 c=
d=0.78539816339744 =0 d=0.78539816339744 f=0 d=0.78539816339744 f=0

N Y Y Y YN

!

m=0.25000000000000 n=25 m=0.20000000000000 n=3
r=0.10000000000000 c=60 r=0.08333333333333 c=84
d=0.78539816339744 f=0 d=0.78539816339744 f=0

15. dbra: PAT (k?) mintdju korpakoldsok, ahol k = 2,3,4,5 és 6.

A k =2,3,4 és 5 esetekben bizonyitottan (és a k£ = 6-ra sejthetben) az optimalis
korpakoldst ez a minta adja. A k£ = 7 esetre viszont biztosan nem. A fiiggelékben
taldlhat6 korpakoldsban mge nagyobb mint 0.1673, mig a PAT(%?) elrendezésben
k = T7-re a pontok kozotti minimélis tévolsdg ¢ ~ 0.1667. Erdemes megfigyelni,
hogy az ebbe az osztdlyba tartoz6 korpakolasok sfirtisége dlland6. Val6ban, hiszen

1\? s
9y _ 1.2 _
dy (1, [0,1]°) =k (_Qk) T = I

PAT(k* — 1) Helyezziink el a négyzetben n = k* darab koért (k > 3) a PAT(k?)
mintdnak megfeleléen, majd vegyiink ki egy olyan koért a pakoldsbél amely nem
érintkezik a négyzet egyetlen oldaldval sem. Az igy megmaradt k* — 1 darab kor
mar elhelyezhet6 egy kisebb oldalhossztisdgti négyzetben is, ha a kivalasztott kor
oszlopéban (illetve sordban) 1év6 koroket az egységnégyzet (0,0)-(0,1) (illetve (0,0)-
(1,0)) oldalaival parhuzamosan beljebb toljuk és az egész kirpakolast 6sszenyom-
juk Ggy, hogy a kivett kort érintd korok kozéppontjai egy rombuszt alkossanak.

Az ekvivalens pontelhelyezésben ha a (£=2, =2

. 11 . 1B _ _ 1 A
kort vettiik ki, akkor a pontok koordinétéi: |J;_, C;, ahol [ - Vorvs és

) koordinataji ponthoz tartozé
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C\ £

@
K
N/

m=0.51763809020504 n=8 m=0.34108137740210 n=15

r=0.17054068870105 c=20 r=0.12716654751512 c=36

d=0.73096382525390 =0 d=0.76205601092668 f=0
] * A %

\
>
N

O,

'
4
I8
Ie
;

m=0.25433309503024 n=24 m=0.20276360086322 n=35
r=0.10138180043161 c=56 r=0.08429071212235 c=80
d=0.77496325975782 f=0 d=0.78122721299871 f=0

16. dbra: PAT (k* — 1) mintdja korpakoldsok, ahol k£ = 3,4,5 és 6.

Cy = {(il, jli)| 0 < i,j < k— 3},
Co={(1,1l)| 0 <i <k -3},

Cs = {(ily, 1)| 0 < i < k -3},

Cy= {((i +sin15°)lk, (k — 2+ cos 15°)1;)| 0 < i < k — 3},

Cs = {((k — 2+ cos 15y, (i +sin 15°)[;)| 0 < i < k — 3},

Cs = {(1,1),(1 = I 5in 15, (k — 2 + cos 15°)1z), ((k — 2 + cos 15°)Iy,, 1 — I, sin 15°)} .

3. ALLfTAS. A PAT(k? — 1) mintdjii pontelhelyzésekben minden k > 3 esetén

m, =

1
Iy = .
k—3+v2+3

BIZONYITAS. A W darab pontpar tdvolsdganak végigvizsgaldsat tsszevon-
tan is elvégezhetjiik, ha rendre megmutatjuk, hogy egy C; (1 < i < 6) halmazon
beliil barmely két pont tdvolsdga nem kisebb mint [, illetve, ha két kiilonb6z6 C;
és C; (1 < 4,5 < 6) halmazbdl valasztunk két pontot és azok tdvolsdgdra mu-
tatjuk meg, hogy az nagyobb vagy egyenldé mint [;,. Ez 33 eset targyaldsat jelenti,
amelybdl kettst példaként igazolok, a tobbi analog médon elvégezhetd.
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a) Tekintsiik az (i1lk, j1li) és (iolk, jolx) Ci-beli pontokat. Ezek tdvolsdga

Vi — 2B+ Gy — o) > 2 =1,

hiszen az (i1 — i) és (j1 — J2)? koziil legaldbb az egyik pozitiv négyzetszam.

b) Tekintsiik az (ill/ﬂjllk}) C4 -beli és ((ZQ + sin 150)lk, (k — 2+ cos 150)lk) 04-beli
pontok tdvolsagat:

Lo/ (iz + sin 15° — )2 + (k — 2 + cos 15° — j1)2.

Itt azt kell megmutatni, hogy a négyzetgydk alatti 6sszeg 1-nél nem lehet
kisebb. Koénnyen lathat6, hogy mdar az 6sszeg masodik tagja is 1-nél mindig
nagyobb, hacsak j; # k — 2, illetve az elsd tagja is nagyobb mint 1, ha iy > ;.

Legyen j; = k — 2 és i, = i;. Ekkor a gyokjel alatti érték pontosan 1. Tegyiik
fel, hogy ji1 = k — 2 és iy < iy. A gy0kjel alatti 6sszeg ekkor

1+ (iy — i9) (i — is — 2sin 15°),

ami nyilvan nagyobb mint 1, hiszen 0 < 2sin 15° < 1.
g

Igazolhat6, hogy a k£ = 3,4 és 5 esetekben az igy kapott korpakoldsok op-
timalisak lesznek (16. dbra). Ez a minta sejthetden ad egy optimadlis korpakoldst
ak =6 (n = 35) esetben is, az n = 48-ra azonban biztosan nem. Van olyan
pontelhelyezés, ahol m4s nagyobb mint 0.1694 (lasd a fiiggeléket), mig az el6bbi
mintdban a pontok k6zo6tti minimaélis tdvolsdg ekkor csak ; ~ 0.1685.

444/2+V3

Az n = 16 korszdmra a szimmetrikus esetek miatt csak egy olyan kort vdlasztha-
tunk, amelyet kivehetiink a négyzetb6l. Az n = 25 esetben azonban két olyan
kor adodik amelynek egyenkénti kivétele kiilonbdzd optimdlis pakolasokat ered-
ményez. Az n = 36 esetben harom ilyen koriink van.

PAT(k?—2) Az el6bbi mintaképzés anal6gidjara a PAT(k?) korpakolésbol eltévolit-
hatunk egyszerre 2 kort is. Itt két tovabbi alosztélyt kiilonboztetiink meg.

a) PAT;(k? — 2) Tekintsiink a PAT(k*) mintanak megfelel6 korpakoldsban egy
olyan kort amely a négyzet valamelyik sarkaban van. Vegyiik ki azt a két kort
a pakolasbdl amelyek érintik a kivélasztott kort. A sarokban 16vd kor sordban és
oszlopédban igy egyardnt £ — 1, k — 1 kor marad, a sarokban 1év6 kort pedig sem-

milyen kor nem érinti, igy az tin. szabad korré valik.

14. DeriNicIO. Egy korpakoldsban egy kort szabad kornek mondunk, ha a kor
kézéppontjdnak van olyan kérnyezete, amelyen beliil a kézéppontot mozgatva a
kor a négyzet belsejében marad és nem lesz kdzds pontja més korrel.
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/

.

r

1 1 1
m=0.53589838486224 n=7 m=0.34891526037401 n=14
r=0.17445763018700 c=14 r=0.12933179371003 c=32
d=0.66931082684079 =1 d=0.73567925554268 =1

17. dbra: PAT, (k? — 2) mint4jui kérpakoldsok, ahol & = 3 és 4.

A kivélasztott kor sordban és oszlopdban 4ll6 2 x (k — 1) kort a megmaradt
(k—1) x (k—1)-es négyzetes korpakolds rendre megfelels szélein 4116 koreihez tgy
tudjuk hozzéatenni, hogy minden két egymasutani szélen 4ll6 korhoz illesztiink
egy-egy kort. Az igy kapott kdrpakoldst (a szabad korrel egyiitt) egy a korabbinal
kisebb oldalhosszisdgt négyzetben is elhelyezhetjiik. Az ennek a kérpakolasnak
megfelel6 pontelhelyezés koordinatai, haa (£=2,1) és (1, £22) pontoknak megfele-

k=1 ' k-1
16 koroket vessziik ki: U?:l C;,ahol I}, = k-zi 7 és
Co={(& +ily,1)| 0 <i < k—3},
Cs={(1,% +ily)| 0 <i<k-3},
Cy = {(1,1)} (szabad kor).

4. ALLITAS. A PAT, (k* — 2) mintdjii pontelhelyezésekben minden k > 3 esetén
1
k—2+%8

BIZONYITAS. Most is csak egy-egy esetet vizsgdlunk meg alaposabban, mivel a
tobbi 7 hasonléan elvégezhetd.

mn:lk::

a) Legyenek (% + ijly,1) és (% + isly, 1) Co-beli elemek. Mivel iy # iy, igy
tavolsaguk /(i1 — i2)2(; nyilvdn nem kisebb mint Ij.

b) Tekintsiik az (i1lg, jily) Ci-beliésaz (% + isly, 1) Cp-beli pontok tdvolsagit:

b . Y .
\/(gk + g9l — zllk) +(1- jllk)g.

Ha ji1 # k — 2, akkor mdr a négyzetgyok alatti 6sszeg masodik tagja nagyobb
mint {7, igy elég azzal az esettel foglalkozni, ha j; = £ — 2. Hasonl6é médon, ha
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(. N
W N ¥
4 N
4 K )
\ / . ()
(| N
1Y - Y PR <
= UNWNT=OT==OO
m=0.25881904510252 n=23 m=0.20560464675956 n=34
r=0.10280232337978 c=56 r=0.08527034435052 c=80
d=0.76363103212612 =0 d=0.77664906433227 =0

18. dbra: PAT, (k* — 2) alaku korpakoldsok, ahol k£ = 5 és 6.

iy # i €s iy — iy # 1, akkor az 6sszeg elsd tagja lesz nagyobb mint 2. Ha iy = iy
vagy i1 — g = 1 és j; = k — 2, akkor a két pont k6zotti tdvolsdg pontosan Ij,.
O

A k = 3 és 4 esetekben a PAT; (k* — 2) minta adja az optimdlis pakoldsokat
(17. dbra). A k = 5 és 6 értékekre az optimadlis és a legjobb ismert (18. dbra)
pakolasok struktirai az elébbihez nagyon hasonl6 szabély szerint megkaphatok.
A kiilonbség csak az, hogy a PAT(k?) kérpakolasb6l a két kivett kort nem a pakolés
szélér6l, hanem annak belsejéb6l véalasztjuk.

b) PAT,(k? — 2) Tekintsiik a PAT(%?) mintanak megfelel6 korpakolast, ahol k > 5.
Vegyik ki a (=2 £=2) ¢s (£=1,5=1) pontoknak megfelelé koroket a pakolasbol
és a kivett korok sordban és oszlopaban 4116 koroket toljuk beljebb a kivett korok
iranyaba. Ha a korpakoldst most a négyzet oldalai mentén dsszenyomjuk, akkor
korok elférnek egy a kordbbindl kisebb oldalti négyzetben. A kivett két kort egyen-
ként érintd négy kor kozéppontjai egy-egy nésgyzetet fognak alko‘mli. Akorpakolas-
nak megfelel6 pontelhelyzés koordinétéi: | J;_; C;, ahol [, = PR és
Co = {(lg(k —5) 4+ 2l cos 15°% jlg) | 1 <i < 2; 0 < j < k— b},
Cs = {(jl, lx(k — 5) 4+ 2ilicos15°) | 1 < i< 2; 0< j <k — 5},
Cy = {(lk(k e 5) +ilkC0815o,lkSiH15o+jlk>] 1<i<2,0<5<k— 5},
Cs = {(lpsin 15° + jly, lx(k — 5) + il cos15°) | 1 <i <2, 0 < j <k -5},
Cs = {(1 — il cos15°,1 — (i mod 2)l;sin 15°)| 1 <14 < 3},
Cr = {(1 — (i mod 2)lsin15°,1 — il cos 15°)| 1 < i < 3},
Cs = {(lg(k — 5) + 2} cos 15°, [ (k — 5) cos 15° + 21}, cos 15°),

(Is(k — 5) + ly cos 15°, I, sin 15° + (k — 5)1j, + v/21)

(1 — U sin 75°, 1 — Iy sin 15° — /20 ) , (1 — Ly sin 15° — v/20g, 1 — I sin 75°)
(Lesin15° + (k — 5)l + /20y, le(k — 5) + I sin 75°)

ek = 5) + B, 1 = Bl ) (1= Bl bk — 5) + 2Fhs) (1, 1)}
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5. ALLITAS. A PAT,(k? — 2) mintdjii pontelhelyezésekben, minden k > 5 esetén

mn:lk::

1
k—5+2V2+3

BIZONYITAS. A végigvizsgdlandé 98 eset koziil most is csak kett6vel foglalkozunk,
a maradék esetek hasonléan bizonyithatok.

a) Legyenek (lk(k - 5) + 2i1li cos 150,j1lk) és (lk;(k - 5) + 2iqly, cos 150,j2lk) Cs-beli-
ek. A két pont tdvolsdga igy

\/4l,’“; cos? 15°(iy — i9)? + £ (j1 — Jo)*

Ha i; # iy, akkor a négyzetgyok alatti 0sszeg els6 tagja nagyobb mint 2, mivel
cos 15° > 0.9. Hasonl6an kénnyen ldthatd, hogy az 6sszeg masodik tagja min-
denképpen nagyobb, mint {7, ha j; # jo. Mivel két kiilénb6z6 pontot tekintettiink
Cy-bdl, igy a két tag koziil legaldbb az egyik nem 0.

b) Tekintstik a (i1lx, j1lx) Ci-beli ésa (Ix(k—5)+ialy cos 15, I sin 15°+ jal) Cy-beli
pontok tdvolsagat:

vV (le(k = 5) + idgly, cos 150 — i11,)2 + (I sin 15° + joly, — j1li)2-

Mivel 0 < 7y < k-5 6s1 < iy < 2,1gy a négyzetgydk alatti Osszeg els6 tagja
sosem lesz kisebb mint [} cos® 15°. Vildgos, hogy a mdsodik tag sem lehet kisebb
mint £ sin® 15°, ha j, > j;. Ugyanez a helyzet akkor is, ha j; < j;, mivel ekkor
bevezetve az u = j; — js jelolést, a méasodik tag (3 (sin 15° — u)? alakd lesz, ahol a
masodik tényezd
sin? 15° + u? — 2usin 15° > sin? 15°,

mivel v > 1 > 2sin 15°.

O

A k = 5 esetben ez a PAT, (k*—2) minta adja az optimalis korpakolést és k = 6-
ra a ma ismert legjobb kozelitést. A k = 7 esetben, vagyis az n = 47 korszdmra a
4.2.1. fejezetrészben targyalt TAMSASS-PECS algoritmussal sikeriilt jobb pakolést
taldlni mint amit a PAT, (k* — 2) minta szolgaltat (14sd a fiiggelékben m4; nagyobb
mint 0.1712, mig ———— =~ 0.1705).
242/ 2+v3
Természetesen meriil fel a kérdés, hogy lehet e felfedezni az elSbbiekhez
hasonl6 ismétl6d6 mintdkat a korpakoldsokban az n = k* — [ alaka korszdmokra
ha [ > 3. A vélasz az, hogy latszolag talalhatunk hasonlé struktdrdkat, de
val6jaban azok itt mar olyan bonyolultak, hogy a korok pontos elhelyezésének
az elébbiekhez hasonlé algoritmikus megadédsa nagyon nehéz feladat. Nem is
adott meg eddig még senki ilyet. A tovdbbiakban ha nem is from le pontosan, de
legaldbb kozelitem ezeket a mintdkat alkalmasan bevezetett strukttraosztalyokkal
[84].
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5.1.2. Az STR(k*—1) (I = 3,4,5) struktaraosztilyok

Az STR(f(k)) jelolést a PAT(f(k)) jeloléshez hasonléan fogjuk haszndlni, tehat
f: N—N egy adott fiiggvényt és f(k) a korok szamaét jeloli (n = f(k)). Az el-
nevezés megvaltoztatdsat (mintaosztdly-struktiraosztily) az indokolja, hogy itt az
optimdlis és a legjobb pakoldsok koordinatdinak megaddasat (a pakolds mint4jat)
nem adom meg, helyette csak egy azt jol kozelit6 struktarat definidlok.

Ha megnézziik az n = k* — 3 (k = 4,5, 6,7, 8) alaka korpakoldsok optimélis és
a ma ismert legjobb elrendezéseit, azt talaljuk, hogy azok struktiirdlis szempontb6l
hasonlitanak egymasra (19. dbra).
- e A

LYY
/\

N AN TR T KA A
m=0.36609600769623 n=13 m=0.26795840155000 n=22 m=0.21132838414240 n=3
r=0.13399351349895 c=25 r=0.10566529675675 c=43 r=0.08723001413527 c=6
d=0.73326469490355 f=1 d=0.77168011209496 =1 d=0.78885230392860 f=1

Y Y

A A A A
m=0.17445936087156  n=46 m=0.14854412669441  n=61
r=0.07427219990911 c=91 r=0.06466626890598 c=121
d=0.79718713198590 f=1 d=0.8013741245855 f=1

ANANNT

19. dbra: STR (k* — 3) struktaraju kérpakolasok, ahol k& = 4,5,6,7 és 8.

A fenti pakoldsok kozel édllnak egy olyan esethez, amikor a PAT(%?) minté-
bol kivessziik az (1,0), (£=2, %) és (£=2, .1;) pontoknak megfelels kordket és a
pakolast 6sszenyomjuk. Ezzel a kordbban mar alkalmazott 6tlettel kapott pakoldsok

struktarédja ugyan nem azonos, de j6l kozeliti azt.

STR(k*-3) Tekintsiik az alabbi koordinatdkkal megadott pontelhelyezésnek megfelels
U?Zl C; korpakolast, ahol [, = m és
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Cy={(Lily)| 0<i<k—2},
Co={(1- Y2 b 4il) | 0<i<k—4},

Cs = {(%+zlk, —@lk)]()gzgk—él},

Cs = {(1 — I sin 75°, 1 — [ sin 75°) } (szabad kor).

6. ALLITAS. Az STR(k? — 3) struktiirdjii pontelhelyezésekben minden k > 4 esetén

—z—;@m)
Pk —3yy3 Y

Mp

BIZONYITAS. A 20 lehetséges eset megvizsgéldsa a kordbbiakhoz hasonléan torté-

nik.

O
STR(k*—4) Az n = k* — 4 (k = 5,6, 7) kérszdmt optimalis és a ma ismert legjobb

pakolésok struktirdlis hasonlésdga szintén szembettind (20. dbra).

m=0.27181225535873 - m=0.17571631417546 n=45
r=0.10686021235188 c=39 r=0.08785815678799 c=63 r=0.07472734368693 c=94
d=0.75335770288719 f=2 d=0.77600411917856 f=3 d=0.78944426849399 =3

20. dbra: STR (k2 — 4) struktaréja korpakoldsok, ahol k& = 5,6 és 7.

A fenti pakolasok egy kozelitését tigy kapjuk meg, ha a koroket a PAT(%?)

mintdnak megfelel6en tessziik le és a hozzétartoz6 pontelhelyezés (£2,0), (1, 5

k=17

).

(k=2 .3.) ésa (&2, . 2) pontoknak megfelel6 koreit kivessziik és a pakoldst dssze-

E—17 k-1 k—17 k-1
nyomjuk. Ekkor a pontelhelyezés koordinatai | JI_, C; lesznek, ahol I, = p S

(ilk,l—jlk)]ogigk’—?),ogjSk—4},
(1,1— )| 0 < j <k -3},
(1= 1 - B 0 < j <k -5},

(Bt (k= 1= P 0 < i < k- 1},
(
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Cs = {(B21;,0)| 0 < i< k -3},
G = {(1 0, ((k — 3)lk + 2y, 1 — (k — 4)ly + %zk)} (szabad korok).

7. ALLITAS. Az STR(k? — 4) struktiirdjii pontelhelyezésekben minden k > 5 esetén

m-—l————L——(<mJ
n k k— 3+ \/g > Titp J-
BIZONYITAS. A 34 lehetséges eset megvizsgdldsa a kordbbiakhoz hasonléan torténik.

O

STR(/Yc2 — 5) Hasonl6 struktarai vannak az n = k? — 5 alaka pakoldsoknak is a
k =6,7,8 esetekben (21. dbra).

*
N N
; Q0= "‘ j ] z
E AT 00&0 QO

payeyaray O

m= 021754729161820 n=31

m=0. 17863924567043 n=44 m=0.15156191831644 n=59
r=0.08933833335092 c=55 r=0.07578198601762 c=82 r=0.06580710767946 c=115
d=0.77729747872388 f=4 d=0.79384280783603 f=4 d=0.80268933180269 f=4

21. dbra: STR (k? — 5) strukturaju korpakoldsok, ahol k = 6,7 és 8.

Itt is kozelithetjiik ezeket a pakoldsokat azzal a struktardval amit tgy kapunk,
hogy a PAT(k*) mintaja korpakoldsnak megfelelé pontelhelyezésbdl elhagyjuk a
(51), (52, 52), (1,428) (34, 59) (522 £=1) koordinatj pontokat és a pa-
kolast 6sszenyomjuk. Ezek a pakoldsok négy szabad kort tartalmaznak és a pakolds
szimmetrikus a négyzet (0,0)- (1 1) atl6jara. Ekkor a pontelhelyezés koordinatai
UZ , Ci lesznek, ahol [, = W és

zlk,Jlk)10<H<k 4},
(2, (k— 4+ B))|0<i<k - 5}
(

%

:{(k 4+ 29“l)]0<j<k—5},
Cy = {(ily, (k — 4+\/_)lk)10<z<k 3},
Cs = {((k - 4+\/_lk7]lk>]o<]<k 3},
06: (ZH,1),0<i<k—4

(1,2”11 0<i<k—4

08_{(, Dy (1 1), 1), (1,1 — le), (b — 4+ P, (k =4+ E)le) }
(szabad korok).
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2020 PN

./'

N

AN

N
VNN

N VAR,

m=1.41421356237309 n=2 m=0.60092521257733 n=6 m=0.38873012632301 n=12
r=0.29289321881345 c=5 r=0.18768060114747 c=13 r=0.13995884403842 c=25
d=0.53901208445264 f=0 d=0.66395690946413 =0 d=0.73846822388404 f=0

=
N
N

=

22. dbra: PAT, (k(k + 1)) mintdja korpakoldsok, ahol £ = 1,2 és 3.

8. ALLITAS. Az STR(k* — 5) struktiirdjii pontelhelyezésekben minden k > 6 esetén

_;(<m>
T k—av 33

BIZONYITAS. A 62 lehetséges eset megvizsgéldsa a kordbbiakhoz hasonléan torté-
nik.

My = |

O

Ismétl6d6 mintak azonban nem feltétleniil csak a PAT(k?) négyzetes struktira-
bél szarmaznak. Vannak egyéb rdcspakoldsok is az optimalis és a legjobbnak
ismert pakoldsok kozott.

5.1.3. A PAT(k(k + 1)) mintaosztaly
Ezen a mintaosztalyon beliil két tovabbi alosztalyt kiilonbdztetiink meg:

PAT, (k(k + 1)) Helyezziik el a pontokat egy téglalaprdcson az aldbbiak szerint:
Osszuk fel a négyzet egyik oldalat £ egy az el6bbire meréleges mdsik oldaldt
2k — 1 egyenld részekre. Az osztépontokon keresztiil htizzunk parhuzamosokat az
oldalakkal. A kapott téglalapracsnak tegyiink minden mdsodik rdcspontjdba egy
pontot igy, hogy az els6 pontot a négyzet (0,0) koordindtaja sarkédba tessziik (22.
dbra). Az igy lerakott k(k + 1) pont koordindtéi az aldbbiak lesznek:

(1 3242+ 52h), ahol 0 < <k &80 < k=1,

Koénnyt latni, hogy a pontok kozotti minimadlis m,, tdvolsdg csak akkor lesz

L S
2T 2k— 1)




5. ISMETLODO MINTAK A KORPAKOLASOKBAN 56

<
<
<
<
L

m=0.28661165235168 n=20 m=0.22450296453108 n=30

r=0.11138234751247 c=44 r=0.09167105798598 c=65

d=0.77949368686760 =0 d=0.79201902646073 f=0
'\_//'\ LN (N (Y
N i
Lg > <
e i
2 <
b i

TN |

m=0.18427707211709 n=42 m=0.15615650046214 n=56

=0.07780150289816 c=90 r=0.06753259632226 c=119

r
d=0.79868427865342 f=

o

d=0.80235172950297 f=0

23. dbra: PAT; (k(k + 1)) mintdja koérpakoldsok, ahol k£ =4,5,6 és 7.

vagyis pontosan egy téglalap dtl6hossza, ha 1 < k < 3. Viszont ezekben az e-
setekben ez a minta adja az optimdlis pakoldsokat, mig £ novekedtével azonban
mar egy masik mintaosztalyba tartoznak az optimdlis és az ismert legjobb elhe-
lyezések.

PAT, (k(k + 1)) Tekintsiik most az aldbbi koordinatdkkal adott pontelhelyezést:

(z'\/z,‘i—(1—kzk+zk)2,imod2+(—1)ijzk),ahologigk, 0<j<k—1,k>4,

Bk
B2k
A pontok kozotti minimalis tdvolsagra itt m, = [, adoédik. A k = 4 és 5
esetekben az optimdlis, a £ = 6 és 7 esetekben a ma ismert legjobb korpakoldst
a fenti minta adja (23. dbra).

514. APAT(k*+ |k/2|) mintaosztaly

A PAT (k(k+1)) mintaképzéshez hasonl6an tekintsiik most azt a pontelhelyezést,
amikor nem £ és 2k —1 részre osztjuk a négyzet oldalait, hanem £ és 2k —2 egyenld
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/'\ /'\f'\/;\f:\/'\__/'\/'\/'\/'\/'\_
9 i i _k /\ ° e . e /
\ / 7l ™
4 LA A A A
K / ® { ] [ ] [ ]
a I\ VSN ST
- ® 2] - K \ K /
. N TS
m=0.70710678118654 n=5 m=0.30046260628866 n=18 m=0.23584952830050 n=27
r=0.20710678118654 c=12 r=0.11552143246399 c=38 r=0.09542000174763 c=55
d=0.67376510556580 =0 d=0.75465335787566 =0 d=0.77231145646250 f=0
& AR A f'\_;\ A A /'\\
—{ « D ' . .
42898900t 2
s Qﬁ.@é@ pitke <
028990 (Ve .
02092090 D
W AA B A | =B =B =B
m=0.19436506314440 n=39 m=0.16538623796934 n=52
r=0.08136752704097 c=80 r=0.07095769307243 c=105
d=0.81117902717206 =0 d=0.82253084206527 =0

24. abra: PAT (k% + | £|) mint4ja korpakoldsok, ahol k = 2,4,5,6 és 7.

részre. Ekkor a pontelhelyezést az alabbi koordinatdkkal adhatjuk meg:

(L,555),ahol 0<i<k,0<j<2%k—2ésk<T.

N S S
M=\ 2T k=22

A pontok kozotti tdvolsdg minimuma azonban csak akkor lesz egyenld a téglala-
pok atléival, ha k* — 8k + 4 < 0. Amint az kénnyen ellendrizhet, ekkor k < 7,
ahol k pozitiv egész szam. A k = 2,4 és 5 esetekben az optimadlis,a k =6 és 7 e-
setekben a ma ismert legjobb pakoldsokat ez a minta adja (24. 4bra).

Ekkor

A bemutatott mintdk nyilvdn nem fedik le az optimdlis korpakoldsoknal el6for-
dul6 6sszes lehetséges strukttrat. Az optimalizal6 algoritmusok és a szamitogépes
hardver fejlédésével varhatéan egyre tobb optimdlis korpakoldst fogunk megis-
merni, igy nagyon valészinfi, hogy a jovében szdmos tovdbbi mintaosztdlyt fognak
még feltdrni a kutatok.
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5.2. Egy végtelennek sejtett mintaosztily

Az eddig targyalt mintaosztdlyoknak egy kozos sajatossdga, hogy mindegyikiik
csak véges sok esetben adja az optimalis kérpakolast, vagy a ma ismert legjobb el-
helyezést. Az ember intuicidja azt sejteti, hogy ez igy is van rendjén, hiszen azt
varjuk, hogy a korok szdmanak névekedésével az optimadlis kdrpakolasok strukta-
rdja egyre nagyobb hexagondlis részstruktardkat fog majd tartalmazni. Ez pedig
azt jelenti, hogy az elébbi mintdk mindig csak egy bizonyos korszdmig adhatjak
a legjobb elhelyezéseket, utdna azokat mds véltja fel. Egy ilyen strukttravaltdst
figyelhetiink meg akkor, ha tekintjiik az n = k(k + 1) korszdmu pakoldsokat. A
k = 1,2 és 3 esetekben a PAT(k(k + 1)) minta adja az optimdlis pakoldsokat,
majd ahogy k novekszik k£ = 4,5,6 és 7-re mar a PAT, (k(k + 1)) mintaosztdlybol
kertilnek ki a legjobb elhelyezések.

Az el6bbiek ellenére azonban vannak, akik tgy gondoljdk, hogy taldn mégis
létezik végtelen mintaosztdly is. K. J. Nurmela és munkatdrsai az aldbbi sejtést
kozolték 1999-ben [68]: Tekintsiik a g egyszerfi ldnctortbe fejtésekor el64llé app-
roximadl6 tortsorozat azon részsorozatat, amely minden mésodik tortet tartalmazza
a sorozatbol. Tehat a

? —[0:1,1,2,1,2,1,2,1,..]

perodikus lanctort
0113411 15 41

approximdl¢ tortsorozaténak vegyiik az

1 3 11 41

1’6719 717
részsorozatat. Rendeljiink ezen részsorozat minden egyes Z tortjéhez egy pont-
elhelyezést a kovetkez6 médon: Osszuk fel a négyzet két egymdsra merdleges
oldalét rendre p és ¢ darab egyenld részre és htizzunk parhuzamosokat az oldalak-
kal az osztépontokon keresztiil (25. 4bra), igy kapunk p x ¢ darab téglalapot.
Tegyiink le egy pontot a négyzet bal als6 sarkédba (a (0,0) pontba), majd tegyiink
minden mésodik téglalapracspontba egy-egy tGjabb pontot. Nem nehéz ldtni, hogy

& [(p%— 1)(q+1>]
2

darab pontot tudtunk lerakni. A sejtés az, hogy az el6bbi tortsorozat minden egyes
tortjéhez tartozé pontelhelyezés optimaélis lesz.

Az elbbi sejtés arra 6sztonoz benniinket, hogy vizsgaljuk meg alaposabban az
ilyen tipusti pakoldsokat, amelyeket a tovdbbiakban réviden csak racspakoldsoknak
fogunk hivni.
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25. abra: A 2 torthoz tartoz6 racspakolds.

5.2.1. Racspakolasok

Mindenekelétt felhivjuk a figyelmet a rdcspakoldsok egy sajdtossdgdra: a pontok
kozotti minimdlis tdvolsdg minden esetben rdcstéglalap atl6jaként adédik. Ha p
és ¢ tetszbleges természetes szdmok lennének, akkor az elébbi tulajdonsdg nem
feltétleniil lenne garantdlva. Amint az koénnyen lathato, ez pontosan akkor teljesil,

ha
f_’e(ﬁ \/§>
q 37 '

(Elég mindkét oldalrél nyilt intervallumot tekinteniink, mivel az intervallum vég-
pontjai irraciondlis szdmok.) A tovédbbiakban [[p, ¢]]-val fogom jel6lni az olyan
rdcspakoldst, amelyre p és ¢ olyan természetes szdmok, hogy ! benne van az
elébbi intervallumban, valamint GP-vel fogom jeldlni az ilyen [[p, ¢]] elemekbdl
4116 halmazt (GP= 'Grid Packing’).

9. ALLITAS. GP-ben az aldbbi miiveletek j6l definidltak:

[P @u]] + [[p2, @e]] == [[p1 + P2, @1 + 2],
Allp, al] = [[Ap, Ad]],
ahol A pozitiv egész szdm, tovdbbd, ha py < py és go < q1 akkor

[[p1, @1l] = [[p2; @ol] = [[P1 — P2 1 — @]l
és ha A osztéja p-nek és g-nak, akkor

1 _ub g
el = (15,31
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BIZONYITAS. A j6l definidltsdg értelmében azt kell igazolnunk, hogy végrehajtva

rs

az operandusokon a mfiveleteket az eredmény is GP-beli lesz. Egy esetben a bi-
zonyitast részletesen lefrjuk, a tébbi analég médon elvégezhetd.

Tegyiik fel, hogy 2 € (@, \/3) és 2 € (?, \/3) . Igazolandé, hogy

D1+ P2 c (ﬁ \/?:)
3 )

QL+ Qe

A feltételek értelmében egyrészt

Pt <3¢, ps <34,
tehat p? + p3 < 3(qf + ¢2) és pip2 < 3q1g2, amibol kvetkeztleg

(m +p2)2 < 3(q1 + Q2)27

masrészt

ai <3pl. ¢ <3p
tehat ¢ + ¢3 < 3(¢? + ¢3) és q1g2 < 3p1pe, amibdl az adédik, hogy

(g1 + C]z)g < 3(m +p2)2-

5.2.2. Optimalisnak sejtett raicspakolas sorozatok

Az el6bb targyalt optimélisnak sejtett racspakolés sorozat megadhato egy rekurzié
segitségével is.

10. ALLITAS. Tekintsiik a g periodikus egyszerii lanctortbe fejtésével el6dllé approximdld
tortsorozat azon részsorozatdt, amely a mdsodik torttll kezdve, minden mdsodik tortet tar-
talmazza a sorozatbol. Az ezen tortekhez hozzdrendelt rdcspakoldsok azonosak lesznek az
alabbi rekurziv modon generdlt racspakolds sorozattal:

S = Hl? 1“7 Sy = [[375“7
Sy =481 — Sua (n>3).

BIZONYITAS. A ldnctortjegyek és az approximélé tortsorozat szdmléléi és nevezéi
kozotti 6sszefiiggés a @ kozelitd 2= sorozataban

Po = 07 Go = 17
b = 17 g1 = 17
Dok = Dak—1 + Pak—2, DPok+1 = 2Pk + Dak—1,
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Gok = Qo1 + Qak—2, Gok+1 = 2Gok + Qok—1-

5

Vegyiik észre, hogy az elébbi tortsorozatban a péaratlan indexekhez tartozé
sorozat els6 eleme 1/1, méasodik eleme 3/5. Igy ha azt igazoljuk, hogy

Pok+1 = 4P2k—1 — Pok—3,
akkor készen vagyunk. Ez viszont valéban igaz, hiszen
Pokt1 = 2pok + Pak—1 = 2(Pak—1 + Pak—2) + Pag—1 = 3Pag—1 + 2Pop—2 =

3pak—1 + (Pak—1 — P2k—3) = 4Pak—1 — Pop—3-
g
A kombinatorikdbdl j6lismert generatorfiiggvény médszerrel konnyen meghaté-
rozhatunk zart formulét is az S, = [[pn, ¢,]] értékekre.

11. ALLfTAS. A 10. ALLITASban megadott S,, = [[pn, ¢n]] sor0zat elemeire teljesiil, hogy

pn:3—\/§Un+3+\/§Vm
6 6
3—1 341

Gn = \/_2 Un_ \/_2+ Vm

ahol U, = 2+ V3)", V,, = (2—V3)",és n > 0.

BIZONYITAS. Tekintsiik a {p,},.., sorozathoz tartozé
o0
F(x) = Z a;r" =1+ 3z + 112 + 412% + ..
i=1

hatvanysort. Ekkor az

o0

zF(x) =Zaixi = x4+ 322+ 112° + ...
i=1
o0

2’ F(z) = Z a;x' = 2?4323 + .
i=1

hatvanysorokbdl, kénnyen adédik, hogy F(z) = 42F(z) — 22F(z) —z + 1. Igy

F(z) 11—z 11—z ( 1 1 )
)= = — )
z2—4r+1 23 \2z-2-v3 z-2++3
amibél kovetkezéleg (|z| < 1) a formula p,-re mér kénnyen levezethetd. Hasonlo

gondolatmenettel kaphatjuk, meg a g,-re vonatkoz6 formulatis a G(z) = 22—
generatorfiiggvény felhasznaldsdval.

O
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Az emlitett végtelen rdcspakolds sorozat optimalitdsdnak sejtése abbdl a felis-

A

merésbdl szarmazik, hogy a pakolds sorozat elemei rendkiviil sir{i korpakoldsok.
A sorozat kérpakoldsainak stirfisége —=-hoz konvergdl. A bizonyitottan optimalis
pakolasok struktardjanak ismeretére, valammt az eddigi legjobb pakoldsokra ta-
maszkodva, tovdbbi négy olyan korpakolds sorozatot adhatunk meg, amelyekrdl

szintén azt sejtem, hogy optimadlis pakoldsok minden elemiikben.

12. ALLfTAS. Tekintsiik a kovetkezs {A;}, {B;},{Ci}, {D;} ricspakolds sorozatokat,
ahol (i € Z)

A; =28, C;:= B;/2,
B; .= 5;+ Sii1, D; = C; +[3,5].
Ekkor -
A dxi =

ahol X € {S, A, B,C, D} és dx; jeloli a korpakoldsok sfiriiségét.

BIZONYITAS. Haszndlni fogjuk az n(X;) és m(X;) jeloléseket, amelyek rendre az
az X, korpakolds koreinek a szdmat, illetve a korpakoldsnak megfelelé pontelhe-
lyezésben a pontok kozotti minimdlis tavolsagot jeloli.

a) lim dg, =
£1—+00

2
™o

S s1%+s27
Mivel Sz = [slh Sgi], TL(SZ) = 7(81i+1)2(82i+1), m(Sﬂ = Vostiteep

8514824

1 1 81; , 825
2 _ oy x ) Gt SR s
ezért lim dg; = lim (ST iomis 7 = lim pABC AT o, 2148
T
vz
b) 1 =T
)L =Jm

N
Mivel A; = [251,,285,], n(Ai) = 28180, + 81 + 59, + 1, m(A;) = Yoo I

2s51;82; 7
ezért lim dA = hm (2812322 + 81, + S9; + 1) 5124857 =
e (o2
Slg gy %24 V3
i L L 1 524 814 3 +f 7w
zlggo (2 + 524 + S14 + 811821) W4(2+m(5i))2 2 422 T 12
¢) limdp = L.
)z—mo Bi = V12
i b+ 1) (b2 +1)+1 T -
Mivel B; = [bi;, bai], n(B;) = %7 m(Bi) = /57 + 5,7
; 4 21 py?
ezért hm dp, = lim TGt AT b2+ bs _

i—oo 4 2 (\/ bl?erQerbubQi)Q
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HmZ (Hhi) (1+$)+51;’321 :;i+:fi e 1 L3»+\/§ — T
100 4 2 (L+m(B))Y: — 42 1 T 12
; Miq) (i
Mivel C; = & b, n(C) = CE ) i) — 2,
ezért lim d — @ (b1i+2)(b2;+2) b1f+bof _
N O
byj | ba;
lim Z (Hm) (H%i) Bith  _a (f+‘/_)
o0 4 2 (1+m(c e = 73
T
e) zlifg) dD Vi

Mivel Dz = [Cli -+ 3, Coy -+ 5] , n(DJ = 7(Cli+4)2(62i+6), m(Dz) = \/(C”}H;)Q -+ (C%}H;)Q,

ezért lim dp, = lim T(@t)c2it6) (01i+3)" +(ci+5)" 7 =
00 i=$00 (\/(Cli+3)2+(021+5)2+(01i+3)(52i+5))
(eg;+4)(co;+6) eg;+3 | co;+5 1 +V/_

hm T (e1;+3)(cg;+5) eg;+5 T ey +3 — w13 — T

S 2 Arm(D))E — 42 1 Vivh

O

Az 5. Tablézatban olyan racspakoldsokat foglaltam Gssze, amelyek bizonyitottan
optimalisak. Feltiintettiik aztis, hogy az egyes pakolédsok a 12. ALL{TASban térgyalt
sorozatok koziil melyiknek elemeként szerepelnek.

P q n  Sorozat
1 1 2 Sy
2 2 5 Ay
2 3 6 C
3 5 12 So
4 6 18 By
5 8 27 Dy

5. Tablazat. Optimalis racspakoldsok.

Az 5. Tabldzatban lathatd, hogy az [[1,1]] és [[2, 2]] rdcspakoldsok optimalisak.
A kovetkezd allitasban igazoljuk, hogy rajtuk kiviil més [[p,p]] alakd optimaélis
rdcspakolés nincs.

13. ALLiTAS. Ha p > 2, akkor [[p, p]] nem lehet optimilis.

BIZONYITAS. Jel6lje a [[p,p]] pontjainak szdmét n([[p,p]]), a pontok kozotti
minimdlis tdvolsagot m([[p, p]]). Ekkor

V2

p

ol = [ ZEE] ) -
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a) Ha p péaros szdm, akkor p = v/2n —1 — 1. Ha p > 14 (vagyis n([[p,p]]) > 112,
akkor rovid szdmoldssal a 2. Tételt felhaszndlva kaphat6, hogy

V2 2
m([[p, pl]) = =11 < ’/\/ﬁn < my,.

Ha p = 4,6, 8,10 vagy 12, akkor a 6. Tabldzatbdl lathaté, hogy [[p, p|]] nem lehet
optimélis, mert a p = 4,6 esetekben m([[p,p]]) < m, ésa p = 8,10, 12 esetekben

m({[p, pl]) < my [9].

p_ o(ppl)  mlp.pl)  ma

4 13 0.35355  0.36609

6 25 0.23570  0.25000

8 41 0.17677  0.18609
10 61 0.14142  0.14854
12 85 0.11785  0.12511

6. Tdbldzat. A [[p, p]] rdcspakoldsok adatai, ha 2 < p < 14 pdros szdm.

b) Ha p pératlan szdm, akkor p = v/2n — 1. Ekkor ha p > 15 (vagyis n > 104),
akkor a 2. Tételt felhasznélva

[
mlllepll) = 257 <\ 75, <™

Ha p = 3,5,7,11 és 13 akkor a 7. Tdbldzat alapjdn [[p, p]] nem lehet optimadlis,
mert a p = 3,5 esetekre m([[p,p]]) < M,és a legjobb ismert p = 7,11 és 13

m([[p, pll) < mn [9].

p_ nllp.pl)  m(lp.pl)  ma

3 8 0.47140  0.51763

5 18 0.28284  0.30046

7 32 0.20203  0.21313
11 72 0.12856  0.13569
13 98 0.10878  0.11610

7. Téblazat. A [[p, p]] racspakoldsok adatai, ha 2 < p < 15 pératlan szdm.
O

5.3. Javitott als6 korlat mintaosztilyok felhasznalasaval

A mintaosztdlyok j6l hasznalhatok arra is, hogy az elméleti titon kapott alsé korlatokat
tovabb javitsuk.
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4, Tétel. Az m,, érték nem kisebb mint

max (Ll (n>7 LQ(”); L3a (n>7 L3b(n>7 L4(n>7 L5(n>7 LG(”)? L7(n>7 L8(n>7 LQ(an

ahol )
Li(n) = T/nl=1
L _— 1
2(n) [VatT]—3+y/2+v3’
Lya(n) = ——1 1~
sa [Vat2]-24 53!
L =
»(n) [VAt2]-5+2v/2+v3
Ly(n) .
[V+3]—3+v3’
Ls(n) .
[Vat+d]—3+v3’
Le(n) = .
6 [yni5]-1+3V3/2'
Li(n) = ¥5Ev2 han = k(k + 1), kiilonben 0,
Lg(n) = max; {ﬂ [+ ;1;} Jhan = [(Pfrl)g(qﬁl)] 2 < 32 és
q? < 3p2,i € N, kiilonben 0,

BIZONYITAS. A bizonyitds konstruktiv. Tekintsiik a kordbban tdrgyalt valamennyi
mintaosztaly, struktdraosztaly, GP-beli rdcspakolds dltal és a 2. Tételben megadott
als6 korldtok maximumadt. Rendre kifejezve az n = f(k) formuldkbol k-t n
fiiggvényében az egyes mintaosztdlyokndl és struktiraosztidlyokndl, és azokat
behelyettesitve az adott [, formuldba rendre a tételben felirt fliggvényeket kapjuk.
(Az Lg definici¢jdban azért van sziikség a maximumképzésre, mivel egy n pozitiv

egész szédmnak lehet tobb n = [W] pf < 3¢7 és ¢ < 3p} alaka felirdsa
is.)
g
A 4, Tételben kapott als6 korldtnak és a 2. Tételben szerepl6 fels6 korldtnak
(T, -re felirt) egymashoz val6 viszonydt lathatjuk a pontok szdménak fiiggvényében
a 26. dbran. A fliggvény gréfja természetesen diszkrét pontokbol 4ll, az attekinthe-
t6bb megjelenités kedvéért dbrazoltam azt tortlinedris fiiggvényként.

5.4. Eles alsé és fels6 korlatok a kirpakolasok sfir(iségére

A meghatdrozott alsé és fels6 korlatok segitségével éles konstans (a korok szdméatol
fliggetlen) als6 és fels6 korldtok adhatok a korpakoldsok stirfiségére. Az élességet
itt gy értem, hogy az alsé korldtndl nem lehet nagyobbat, a fels6 korldtndl nem
lehet kisebb olyan értéket megadni, hogy minden n > 2-re azok als6 és fels6
korlatok legyenek.

5. Tétel. Minden n > 2 egész szdmra

(3=2V2)1 < dp(Fa, [0,1]) < T
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0145

0.14F

0135

0.13
50

26. abra: Az T, -re adott alsé és fels6 korldtok megjelenitése az n = 2 — 100 korre.

és ezek a korlitok élesek.

BIZONYITAS. A 2. Tételben igazoltuk, hogy /2~ < .. Ez az als6 korlét a

o

stiriségre az

nmw -
< dy (T, [0, 17
o Vi < Tl (011)
als6 korlatot adja.
Az optimélis korpakoldsok sfirfisége az n = 30 korig ismert, igy koénnyen

A

ellendrizhetd, hogy n = 13 korig az optimélis pakolédsok sfir{isége nagyobb vagy
egyenld mint
dn(72,[0,11%) = (3 — 2v2)7m ~ 0.539

(lasd a 8. Téblazatot).
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~ dp(Tn, [0,1]%) | = dn(Ty, [0, 1)
0.5390120845 | 8  0.7309638253
0.6096448087 | 9  0.7853981634
0.7853981634 | 10  0.6900357853
0.6737651056 | 11  0.7007415778
0.6639569095 | 12 0.7384682239
0.6693108268 | 13  0.7332646949

NEON U WS

8. Tédblazat. Az optimdlis pakolasok sfir(isége az n = 2 — 13 korszdmra.

Ha n > 13, akkor viszont igazolhat6, hogy

(3—2v2)r < (T, [0, 1]7),

2+ \/12n2)
és az als6 korlét éles, mivel d,, (7, [0, 1]?) = (3 — 2v/2)7.

o~

A stirtiségre adott felst korlt ekvivalens az

2+ v/2v3n
V3n —2

egyenl6tlenséggel. Mdsrészt tudjuk a 3. Tétel alapjan, hogy

m, < fl(n) =

1+,/1+(n— 1)
n—1
Rovid szdmoldssal igazolhato, hogy f2(n) < fi(n), minden n > 2 esetén.

Sl

A korlat élessége itt azt jelenti, hogy akarhogy is adunk meg —=-nél kisebb
konstanst, mindig lehet taldlni olyan kérpakoldst, amelynek sfi rﬁsége nagyobb
a megadott értéknél. Az élesség megmutatéséhoz igy elég megadni egy olyan
korpakolds sorozatot, amelynek stirtisége —=-hoz konvergal. A 12. ArLfrAsban

tobb ilyen sorozatot is megadtam.

O



6. fejezet

Korpakolasok minimalpolinomjai

Adott struktirdji korpakoldsok egzisztencidjanak vizsgalatdndl lathattuk, hogy a

korpakoldsokhoz — pontelhelyezésekhez — hozzarendelhet6 egy kvadratikus egyen-
letrendszer. Ha az egyenletrendszernek van algebrai megoldésa a [0, 1]** x (0, v/2]-

ben, akkor az egyenletek alapjan meghatarozott polinomok &ltal generdlt idedl

Grobner bazisai véltozéiban fels trianguldris alaktiak lesznek. Ha a polinomok-

ban szerepld valtozokat gy rendezziik, hogy ebben a rendezésben a legkisebb

az m véltozé legyen, akkor a Grobner bdzis tartalmazni fog egy olyan csak m-

t6l fliggd polinomot, aminek legkisebb pozitiv gytke a pontelhelyezésben ad6dé

minimdlis tdvolsdg. Az elébbi tulajdonsaggal rendelkezd minimadlis fokszdm poli-
nomot a korpakoldshoz tartozé minimdlpolinomnak nevezziik [71, 72].

6.1. Egy korpakolashoz tartoz6 minimalpolinom meghatarozasa

El6fordulhat, hogy egy pontelhelyezéshez tartoz6 minimdlpolinom meghatdrozasa
nagyon egyszerfi feladat. Az aldbbiakban felsorolunk néhany ilyen esetet:

a) a PAT(%?) mintaosztalyba tartoz6 pakoldsok minimdlpolinomja
(k—1)m-—1,
b) a PAT, (k* — 2) mintaosztélyba tartoz6 pakoldsok minimélpolinomja
(4k* — 16k + 13)m? — (8k — 16)m + 4,
c) a PAT,(k(k + 1)) mintaosztdlyban tartoz6 pakoldsok minimdlpolinomja

Bk —2)ym? — 2k*(k — )m + k* + 1.

A minimédlpolinomok felirdsdnak nehézsége a korpakolds struktidrédjanak bonyo-
lultsdgédn alapul.

A tovébbiakban azt az egyszerfibb esetek kozé tartozé szitudciét fogjuk alapo-
sabban megvizsgalni, amikor egy korpakolds tartalmaz optimalis részstruktiradkat.
Ilyenkor a pakolds minimélpolinomja meghatdrozhat6 a részstruktiirak minimél-
polinomjaibél rezultdnsképzéssel [91].

68
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6.1.1. Optimalis részstruktarak

Mindenek elbtt tisztazzuk az optimalis résztruktardk és az dltaldnositott minimal-
polinomok fogalmat.

15. DeRINICIO. Egy korpakoldst/pontelhelyezést optimilis részstruktiirdnak mon-
dunk az X C [0,1] kompakt halmazban, ha a d,(r,, [0,1]*) siirliség maximalis
X -ben, ahol n' jeloli az X -beli korok szamadt,

A 27. dbrén lathatunk egy példat arra, amikor X egy a négyzet oldalaival
parhuzamos oldalakkal rendelkezd (tin. igazitott) négyzet, illetve egy olyan példat,
amikor az X halmaz kor. A 24 koros pakolds bal fels6 sarkdban taldlhaté6 egy op-
timdlis részstrukttra 15 korrel, mig ha a 23 koros pakolasnal tekintjiik a négyzetbe
frhaté maximadlis (1/2) sugart kort, az tartalmazni fog egy optimdlis részstruktiirat,
mivel ismert, hogy 19 kornek az el6bbi konfigurdcidja adja korben a legstirtibb el-
rendezést [20].

NN ¥

|
1

A A e

V]
V]
Jghen Erens

g

< .V
m=0.25433309503024 n=24 m=0.25881904510252 n=23
r=0.10138180043161 c=56 r=0.10280232337978 c=56
d=0.77496325975782 =0 d=0.76363103212612 f=0

27. dbra: Két példa optimadlis részstruktirdkra (optimélis pakoldsokban).

Erdekes megfigyelni, hogy az optimélis részstruktirak eléforduldsa optimalis
korpakoldsokban nem ritka esemény. A 28. dbrdn ldthaté irdnyitott graf azt mu-
tatja, hogy az n = 2 — 27 kérpakoldsokra milyen optimadlis részstruktara tartal-
mazésok teljesiilnek. A graf pontjai szdmok, amelyek az adott értékhez tartozo
optimélis kérpakoldst szimbolizaljadk. Ha az a-bol nyil mutat b-be, akkor az azt
jelenti, hogy a b ponta optimélis korpakolds optimadlis részstruktaraként tartal-
mazza az a korszamu optimédlis pakoldst, ahol X egy négyzet.

16. DERINICIO. A pl(z) polinomot dltalinositott minimdlpolinomnak mondjuk, ha
rendre x € {r,m,s,c} és I € {S,%,R,M},, 7, alegkisebb pozitiv gytke a p}(x)
polinomnak, és a polinom fokszama minimalis. Legyen P,(z) = pj(z).
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10 23« 3 < 3 > 11
A X
13 24 (2) l 21 22 6
R — 15 20
v 24 (3)
14— 9 > 24(1) 2

!

19 17(1.2) |

12 16—>25— 36 5

28. dbra: Az n = 2 — 27 es az n = 36 korpakoldsok tartalmazasi gréfja.

70

13. ALLTAS. Az dltaldnositott minimdlpolinomok kozotti kapcsolatok a 9. Téablizatban

megadott formuldkkal irhatdk le:

PR = S T(mi=20) [plm) = PG )
p=S(s =) pM=2(5 := m)

=5 (0 1= 2 PG = )

pa(s) = p T (0 =2r) | pyl(o) = prMH(r=9)
Py =R (r .= s) p=M(m .= o)

P = 2) PN (s = )

9. Téblazat. Kapcsolat az 4ltaldnositott minimdalpolinomok kozott.

BIZONYITAS. A megadott Gsszefiiggések konnyen meghatdrozhaték az 1. KOVET-

KEZMENY felhasznélésaval.

A 13. ALLfTAS formuldinak haszndlatdra tekintsiink egy példat.

O

2. PELDA. Hatdrozzuk meg a p{, (r) altaldnositott minimélpolinomot, ha tudjuk,

hogy

Pii(m) = m® + 8m” — 22m® + 20m® + 18m” — 24m® — 24m* + 32m — 8.
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Konnyfi ellen6rizni, hogy pZ(m) = P,(m/X)x%e M, igy pfi(m) = m® + 8m'Y —
22mS%2 + 20m°Y? + 18m1T! — 24m3%5 — 24m338 + 32mX7 — 8%8.

Felhasznélva a p (r) = pZi=572"(m := 2r) sszefiiggést,
pi(r) = P (m = 2r) =

= (2r)% +8(2r)7(S — 2r) — 22(2r)%(S — 2r)? + 20(2r)%(S — 2r)3 + 18(2r)*(S — 2r)* —
24(2r)3(S — 2r)® — 24(2r)2(S — 2r)5 + 32(2r)(S — 2r)" — 8(S — 2r)® = —181767r% +
45056778 —63360r° 52 +56192r°5% —30432r* 54 4+9920r35° — 18881256 +192rS7—8S55.

A kapott polinomot -8-cal osztva a keresett minimalpolinom igy

pS. (1) = 227278 — 5632175 + 79207552 — 70247553 + 3804715 — 12401355 + 2367256
24rS7 4+ S8,

6. Tétel. Tekintsiink egy pontelhelyezést az egységnégyzetben. Tegyiik fel, hogy a
pontelhelyezésnek van N > 2 darab optimdlis részstruktiirdja, rendre ¥1,%,,..., Xy
oldalii 1gazitott négyzetekben. Ha f egy olyan polinom, hogy vannak olyan 1 <1i,j < N
indexek, hogy ¥; = f(X;), akkor a pZ;(m) minimdlpolinom kiszimolhaté az i. és j.
optimilis részstruktiira minimdlpolinomjaibdl az aldbbi médon:

p'rzz) (m) = Res(p,zlf (m>7pr{g2j)(m>7 zj) =
det(Syl(p} (m), pi) (m), ;).

BizZONYITAS. A bizonyitds kozvetlentil ad6dik a rezultdns fogalmdbdl. Ha az f
polinommal meg tudjuk adni két olyan igazitott négyzet oldalhossztisdga kozott
a kapcsolatot, amelyben optimadlis részstrukttra van, akkor a [0, 1]*-ben megadott
korpakolds minimdlpolinomjat megkaphatjuk a részstrukttrdk minimélpolinomai-
bél (amelyeknek két kozos gyoke m és 3;) tgy, hogy felirjuk a rezultdnsukat,
eliminédlva ezzel ¥;-t.

g

3. PELDA. Hatdrozzuk meg a Pi4(m) minimdlpolinomot, a pyi(m) és py*(m)
minimélpolinomok felhasznéldsdval (29. 4bra).

Ebben a példédban
fla)=1~-z,

o (m) = 16m' — 16m?02 + 1, p(m)=m—Ty=m— 1+,
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e

‘m=0.20560464675956  n=34 m=0.20276360086322 =35

n
r=0.08527034435052 c=80 r=0.08429071212235 c=80
d=0.77664906433227 =0 d=0.78122721299871 =0

29. dbra: Korpakoldsok n = 34 és n = 35 kérszdmra.

P34(m) - Res(p§§ (m)7pz11—21 (m)7 21) =
1 0 0 0 1
m—1 1 0 0 0
= 0 m—1 1 0 —16m? | =m* + 28m® — 10m® —4m + 1.
0 0 m-—1 1 0
0 0 0 m-1 16mt

A kovetkezd dllitasban szerepld Gsszefiiggést szintén felhaszndlhatjuk minimadl-
polinomok el6allitdsdhoz.

14. ALLITAS. Tekintsiik a P,(m) minimdlpolinomot és tegyiik fel, hogy

_amy +b vagvis m _ b—dm,
emyy +d 8y " em, —a’

My

ahol a, b, c, és d valds szimok. Ekkor a P, (m) minimdlpolinom meghatdrozhaté az alibbi

modon:
am-+b

cm+d

Py (m) =P, ( ) (em + d)%e& .

BIZONYITAS. Konnyti latni, hogy P, (2242} (cm 4 d)?% ™ val6ban polinom, és m,,
gyoke lesz ennek. De ez egy minimdlpolinom is, mert ha nem az volna, akkor
lenne egy mdsik olyan R polinom, hogy R(m, ) =0 és

am-+b

deg Py,
deg R < deg P, (7cm ) (em + d) X

+d
De ez nem lehetséges, mivel ekkor

b—dm
cm — a

(deg R =)deg R ( ) (em — a)%8 R < deg P,

teljestiilne, ami ellentmond annak, hogy P,(m) miniméalpolinom.
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4. PELDA Hatdrozzuk meg a P35(m) minimélpolinomot (29. ébra).

Két kiilonb6z6 médon is megadjuk Ps;(m)-t, elébb a 6. Tételen alapulva, majd
a 14. ALLITAS segitségével.

a) A 6. Tételen alapulva, felhasznélva a p}:(m) és py?(m) minimélpolinomokat,
fle)=1-=,

P (m) = 2m" — 4m?S,; — 2m?%2 + dmT} - T,

PP (m) = 2m — %y = m 1+ 3,

Pys(m) = Res(pi—)1 (m),p})'El (m), %) =

1 0 0 0 -1

2m — 1 1 0 0 4m
0 2m — 1 1 0 —2m? | = 46m* — 84m® + 50m? — 12m + 1.
0 0 2m — 1 1 —4m3
0 0 0 2m—1 2m?t

Ugyanezt az eredményt kapjuk természetesen akkor is, ha a 13. ALL{TAst hasznaljuk
fel.

b) Mivel
Pyy(m) =m* — 16m® + 20m* — 8m + 1

és mgs = 2rqy, ezért

Mas = 2ros = — 20 vagyis mgy = —
35 24 Mgr + 1 gy 24 1= mas’
ami alapjan
Pys(m) = Py (%) (1 —m)* = 46m* — 84m? + 50m* — 12m + 1.

6.1.2. Az altaldnos eset targyalasa

Az 4ltalanos esetben, vagyis akkor, ha a korpakolds nem tartalmaz olyan a jel-
legzetességeket, mint példdul szimmetria vagy optimdlis részstruktiirdk, akkor
elvileg tovabbi médszer lehet még a minimélpolinom meghatdrozdsara a polinom-
rendszer Groébner bdzisab6l kivéalasztani a csak m-t8l fiiggs polinomot (olyan ren-
dezés mellett, amelyben m a legkisebb). Ekkor a teljes Grébner bazis meghataro-
zdsa nem sziikséges (és felesleges is), mivel bizonyos szimbolikus algebrai prog-
ramcsomagok (pl. Maple, Mathematica) timogatjak is azt, hogy csak a minimélpo-
linomot hatdrozzdk meg a Grébner bazisbol. Bizonyos esetekben hasznalhat6 ez a
mddszer is a minimélpolinom megadéséra.
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5. PELDA. Hatdrozzuk meg Pj,(m) minimélpolinomot.

Az n = 10 korpakoldsnak megfelel$ kvadratikus egyenletrendszer (ldsd a kordbbi
14. &brét):

(11— 22)> + (3 — y2)* = m° (xy — z4)* + (1 — )* =m?
(x2 — 553)2 + (Y2 — y3)2 =m? (22 — 555)2 + (y2 — ys)g =m?
(5 — 26)° + (Y5 — ys)” = m* (z3 — 26)” + (ys — yo)* = m”
(x4 — 27)* + (ya — y7)* = m? (x5 — 27)* + (g5 — y7)*> = m?
(z7 — x9)* + (y7 — yo)* = m? (x7 — 210)* + (y7 — Y10)* = m?
(25 — 210)* + (ys — Y10)* = m? (z6 — 28)* + (Yo — ys)*> = m™.

s

Felhasznélva a 44. oldalon leirt egyszertisitési lehetségeket, az el6bbi kvadrati-
kus egyenletrendszer redukélhat6 az aldbbira:

2 2 __ 2
oty = m7,

i+ (- —m)® = (2m)?,
(1—z10)*+(1—ys —m)> = m?

-z —m)P+y: = m?
2—2m—z)?+2ys — 11—y —m)® = (2m)>

Az egyenletrendszer egyenleteinek tagjait baloldalra rendezve nulldra redukaljuk
ajobboldalakat. A baloldalon el64ll6 polinomok 4ltal generaltidedl Grébner bazisa-
ban szerepld minimdlpolinomot a Maple 9 Grobner bazist meghatérozé csomagja-
val az aldbbi médon kaphatjuk meg:

>with (Groebner) :univpoly (m, [polinomok], {:cg, yl,xlo,yg,,m});

ahol természetesen a polinomok helyére az el6bb meghatdrozott polinomokat
kell vessz6vel elvalasztva felsorolni. A megolddst 1dsd a 6.1.4. részben.

6.1.3. Minimalpolinomok megsejtése kisérleti tton

A Maple 9 programcsomag segitségével egy pontelhelyezéshez tartozé minimal-
polinom meg is sejthet®, ha kell6 szamu értékes tizedesjegyét ismerjiik az m,, nu-
merikus értéknek. Felhaszndlva a Maple

>Digits:=a;
>with(PolynomialTools) :MinimalPolynomial (m, b);

eljdrasat, ahol a az m, értékes tizedesjegyeinek a szdma és b a fokszdma annak
a minimélpolinomnak, amellyel interpoldlunk. A 10. T4dbldzatban taldlhaté az
my, érték meghatdrozdsdhoz sziikséges azon pontossdg, amellyel a Maple mar
megadja a keresett P, (m) minimdlpolinomot. Ennek a médszernek a haszndlaté-
hoz viszont garantédlt megbizhat6sdggal kell ismerni az m,, tizedesjegyeit, igy az
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n fokszdm pontossdg | n fokszdm pontossig
2 2 3118 2 10
3 4 10| 19 10 58
4 1 3120 2 10
5 2 4|23 4 10
6 2 9|24 4 10
7 2 6|25 1 4
8 4 5|27 2 15
9 1 3|30 2 13
10 18 193 | 34 4 10
11 8 20 | 35 4 13
12 2 11 | 36 1 4
13 40 1217 | 39 2 13
14 2 7|42 2 13
15 4 7152 2 14
16 1 4156 2 14
17 8 19 | 99 2 17

75

10. Téblazat. A sziikséges pontossdg a minimdélpolinomok meghatdrozasdhoz.

intervallumos szdmoldsokkal nyert, vagy azzal ellen6rzott eredményeknek itt fon-
tos szerep jut.

6.1.4.

A meghatarozott minimalpolinomok

Az eddig meghatédrozott minimdlpolinomok listdja:

n =2
n=3
n=4
n=>5
n==~0
n=7
n==~§
n=29
n =10
n=11
n=12
n=13

m? —2

m* — 16m? + 16
m—1

2m? — 1
36m? — 13

m? —8m+4
m* —4Am? +1
2m—1

11801298 — 11436428m17 + 98015844m % — 462103584m1°
+1145811528m!* — 1398966480m ™ + 227573920m'? 4+ 1526909568m !
—1038261808m!% — 2960321792m° + 7803109440m°® — 9722063488m7
+7918461504m° — 4564076288m° + 1899131648m* — 563649536m°
+1140387841m2 — 14172160m + 819200

m® + 8m7 — 22mb + 20m® + 18m* — 24m> — 24m?* +32m — 8
225m? — 34
5322808420171924937409m %0 + 586773959338049886173232:m3°

+13024448845332271203266928m>® — 12988409567056909990170432m37
—66972175395892949739372512m3¢ — 271451157211281654252175360m>5
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+1438322342979585076139742976m>* — 335429895467663916497996800m 33
—6543699259726848821592216832m>2 + 9441371361011345362166468608m°!
+10182180602633501397232254976m3° — 42246019864541071922661621760m2°
+37620100408876038921186476032m2® + 28699095956807539331396009984m"
—102587608293645346411004952576m % + 103509313296807875445571190784m35
—23909360523055293307841740800m%* — 62735581440162634955836358656m
+88454871551963142041952583680m 22 — 53012494559549527012040245248m 2!
+2135173605242212884072628224m2° + 26378985900767549703436894208m7
—26497225761631816480192462848m!® + 12731474183761933022491836416m!7
—398432339928038268662185984m 1% — 4422001291286852186186711040m15
+3658751900977247115934695424m 4 — 1429726216634427968279543808m >
+57770773621828718826618880m 1% + 275582370688699861317976064m !
—171632310725283375512289280m ' + 4697491515589986005024 7680m°
+1760067432596599241441280m® — 7491112055212411797372928m”
+3652998504696614282592256m° — 1072642406499215430647808m°
+217086289997205686190080m* — 30811405631471617048576m>
+2960075719794736758784m? — 174103532094609162240m
+4756927106410086400

n=14 13m? — 16m + 4

n=15 2mt —4Am?® —2m? +4m — 1

n =16 Im—1

n=17 m® —Am” + 6m® — 14m® + 22m* — 20m? + 36m® — 26m + 5

n=18 144m? — 13

n=19 242m'0 — 1430m°® — 8109m?® + 58704m” — 78452m°®
—2918m® + 43315m* + 39812m® — 53516m? + 20592m
—2704

n =20 128m? — 96m + 17

n =23 16m* — 16m? + 1

n =24 m* —16m3 + 20m? — 8m + 1

n =25 dm — 1

n =27 1600m? — 89

n =30 1202m? — 252m + 13

n=234 m* 4+ 28m3 — 10m? —dm + 1

n=235 46m?* — 84m3 + 50m? — 12m + 1

n = 36 bm—1

n =39 1732m? — 68m — 17

n =42 864m? — 360m + 37

n =52 7056m? — 193

n = 56 1715m? — 588m + 50

n =99 28900m? — 389

Az n = 19-es esetre a [110] dolgozatban 14-ed fokd minimdlpolinommal
taldlkozhatunk. A szerz6k eredménye nem téves, de taldn nem vették észre, hogy
az a polinom maradék nélkiil oszthat6 az m?(2m? + 2m — 1) polinommal. Ha ezt
tessziik, megkapjuk a tényleges minimélpolinomot, ami itt valéjdban 10-ed fokda.
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6.2. A korpakoldsokhoz és pontelhelyezésekhez tartozé egzakt
értékek

A minimalpolinomok birtokdban a kérpakoldsok paraméterei tetszleges pontos-
sdggal numerikus tton meghatdrozhaték. A minimdlpolinomok segitségével sok
esetben megadhat6 a pakoldshoz vagy pontelhelyezéshez tartozo egzakt érték is

3
<

7 mn

2 1@2-V9) V2
3 %(8 5V24+4/3-3v6)  V6-2
4 1 1
5 L-14v2) )
6 ~(—13+613) §vV13
7 5(-+3) 423
8 1(1+v2-3) 5(V6—+2)
9 & 3V2
11 (lasd alul) (lasd alul)
12 382( 34 4 15v/34) %\/3_4
14 55(6-+3) 54 =3)
15 %(8 5v2 + 4v/3 — 3v/6) %(1+\/_ V3)
16 1 :
18 %( 13 4+ 124/13) ilg\/ﬁ
20 415(65 — 8v/2) L(6 -2
23 3(-7-5V2+4/3+3V6) ;(V6-?2)
24 91—2(21—5\/5—#3\/?:—4\/5) %( — 5v2 4+ 4v3 — 3v6)
25 & 1
27 ;222( 89 + 40v/89) }—0\/@
30 1555(126 — 54/10) 25(20 — v/10)
34 :(V6-v2) ~7-5v2+4v/3+3V6
35 (lésd alul) (21 — 5v2 + 33 — 4V6)
36 15 5
39 Si( 17 + 15v/34) ;4( 34 + 15v/34)
42 2522(217 12+/3) 25(15 — V/3)
52 13726( 193 + 844/193) V193
56 7o (344 — 7V/14) %/%izm V14)
V389

99 =1-5(1701/389 — 389)

s
i~
O

= e (176 9v2 — 14v3 - 13v6 — 2\/-16523+ 12545v/2 — 9919\/_+6587\/_)

mu_%( 4— 3\/_—1—2\/_—1-3\/_-1-(4—1-\/_ 2x/§-x/6) V1+2v2)

735 = =5(112 — 17v/2 + 8v/3 — 15+/6)
11. Téblazat. Kérpakolasok egzakt értékei.
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gyoOkjelekkel felirva. Ez természetesen nem meglepd, hiszen ha 4-nél nem ma-
gasabbfokt a polinom, akkor jol ismertek a megoldéképletek annak gydkeinek
algebrai tton valé meghatdrozasara. Frdekes viszont, hogy el6fordulhat, hogy
4-nél magasabbfokd minimdlpolinomnak is meghatdrozhatjuk a gyotkeit algebrai
aton és a segitséget ehhez éppen a minimélpolinomhoz tartozé kérpakolds strukta-
rdja adja. A 11. Tédblazatban megadtam az eddig kiszdmolt egzakt értékeket 100
korig.

Az my; egzakt érték meghatdrozédsara most kiilon kitériink, hiszen a P (m) =
0 egyenlet szimbolikus megoldédsat szamitégépes algebrai programmmal is csak
gy tudtuk meghatdrozni, hogy hozza er6sen kihaszndltuk azt, hogy az adott
egyenletben szereplt fliggvény egy pontelhelyezésnek a minimalpolinomja.

6.2.1. A Pj;(m) = 0 egyenlet algebrai megolddisa

Az m® + 8m™ — 22mb + 20m® + 18m* — 24m?3 — 24m? + 32m — 8 = 0 egyenlet
azok kozé a 4-nél magasabb fokszdmu algebrai egyenletek kozé tartozik, amelyek
gyoOkjelekkel megoldhatok. A megoldds megtaldldsa azonban még szimbolikus
algebrai programcsomag segitségével sem egyszeri. Ha kozvetleniil pl. a Maple
roots megoldéjat meghivjuk erre az egyenletre a program semmilyen szim-
bolikus megoldast nem fog adni. Ennek ellenére az egyenlet mégis megoldhato, és
a Maplel segitségével meg is lehet taldlni a megoldést, de ehhez az kell, hogy el6re
meg tudjuk mondani a rendszernek, hogy milyen kvadratikus testben keresse az
egyenlet gyokeit. Az el6bbi egyenlet esetén ez a kvadratikus test a

Q[\/i,x/ﬁ, 14+ 2v2].

Ha el6re megsejtjiik, hogy ebben a testben kell a megolddst keresni, a Maple megadja
a keresett egzakt értéket.

Természetesen adédik a kérdés, hogy honnan tudjuk a megoldés ismerete nélkiil
azt megmondani, hogy melyik az az alkalmas kvadratikus test, amelyikben a gyokot
keressiik. A P;;(m) = 0 egyenlet szimbolikus megoldasa esetén ehhez a segédeszkozt
éppen a Py;(m) minimdlpolinomhoz tartozé korpakolds struktaréja fogja szolgdl-
tatni. Az otlet az, hogy vizsgdljuk meg, milyen radikdlok jelennek meg akkor,
ha a pontelhelyezés pontjai kozotti tavolsdgokat 71, segitségével probaljuk meg
felirni, majd az igy el64llé radikalokkal b&vitsiik a raciondlis szdmok testét.

Az el6bbi testb&vitésnél haszndlt gyokoket igy taldlhatjuk meg a pontelhelyezés-
ben (a 30. dbra jeloléseit hasznédlva):

a) P,P; = V2,
b) PiPs = V/3mu1,
) A P,P;P,P; trapéz magassiga pedig 1v/1 4 2v2m; .
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1
m=0.39820731023684 n=11
r=0.14239923769580 c=20
d=0.70074157775610 f=2

30. dbra: 11 kor optimdlis korpakoldsa négyzetben.

6.3. Minimalpolinomokon alapulé osztilyozas

Az 5. fejezetben targyalt mintaosztdlyokat az alapjdn hatdroztuk meg, hogy az
egy osztdlyba tartoz6 pakoldsok struktiirdi hasonlitottak egymdshoz, igy egységes
moédon, algoritmikusan leirhatéak voltak ezek a pakoldsok. Az egy osztidlyon
beliili pakoldsok koreinek szdma kozott szamelméleti kapcsolat volt, amelyet jol
hasznélhattunk az osztdly azonositdsara.

Természetesen addédik a kérdés, hogy milyen médon osztdlyozzuk a tébbi
olyan korpakolast, amelynek struktardi algoritmikusan nehezen felfedheték. A
minimalpolinomok itt is segitségiinkre lehetnek. Az alapétlet az, hogy kertiljenek
egy osztdlyba az azonos tipusd minimdlpolinommal rendelkez6 pakoldsok. Ha ezt
megtessziik, tobb kordbban definidlt mintaosztdllyal fogunk ismét taldlkozni. Az
itt kovetkez6 felsorolds az els6é 100 korpakoldsra terjed ki, és természetesen csak a
ma ismert, a 6.1.4. részben leirt eseteket targyalja.

6.3.1. A linedris osztaly

Bizonyitottan linedris (P,(m) = am + b) minimalpolinommal az n = 4,9, 16,25
és sejthetben a 36 korszdmokhoz tartozé pakoldsok rendelkeznek. Ezek éppen a
PAT(k?) mintaosztdly elemei lesznek, a minimélpolinomjuk 4ltalanos alakja igy

P,(m)=(k—-1)m— 1.

6.3.2. A kvadratikus osztaly

A kvadratikus osztdlyba azok a pakoldsok tartoznak, amelyek kvadratikus mini-
malpolinommal rendelkeznek. Itt azonban megkiilonboztetek két alosztalyt asze-
rint, hogy a kvadratikus polinom tartalmaz-e linedris tagot vagy sem.
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1. alosztily

Az 1. alosztdlyba azok a kvadratikus minimélpolinommal rendelkez6 pakoldsok
tartoznak, amelyek P,(m) = am? + b alaktak, vagyis polinomjukban a linedris tag
egyttthatdja 0.

Egyrészt ilyen pakoldsok lesznek bizonyitottan az n = 5,18, 27 és sejtheten a
39 és az 52 korszamuak, vagyis éppen a PAT (k* + |£]) mintaosztdly elemei. A

2
hozzajuk tartozé minimélpolinom 4dltaldnos alakja
P,(m) = 4k*(k — 1)m?* — 5k + 8k — 4.

Madsrészt ilyen pakoldsok lesznek bizonyitottan az n = 2,6,12 korszdmtak,
vagyis éppen a PAT, (k(k + 1)) mintaosztdly elemei. A hozzédjuk tartozé minimdl-
polinom 4altalanos alakja

P,(m) = k*(2k — 1)*m® — 5k* + 4k — 1.

Tovabba sejthetéen ebbe az alosztdlyba tartozik még az n = 99 eset is.

2. alosztily

A 2. alosztdlyba azon kvadratikus minimélpolinommal rendelkez6 pakoldsok
tartoznak, amelyek P,(m) = am? 4+ bm + ¢ alakdak, ahol a,b és ¢ nem 0.

Egyrészt bizonyitottan ilyen pakoldsok lesznek az n = 7, 14 kérszdmuak, vagyis
éppen a PAT, (k* — 2) mintaosztdly elemei. A hozzéjuk tartozé minimélpolinom
altaldnos alakja

P,(m) = (4k* — 16k + 13)m* — (8k — 16)m + 4.

Madsrészt bizonyitottan ilyen pakoldsok lesznek az n = 20, 30 és sejthetben még
a 42 és az 56 korszdmuak, vagyis éppen a PAT;, (k(k + 1)) mintaosztaly elemei. A
hozzajuk tartozé minimélpolinom 4ltaldnos alakja

P,(m) = k3 (k —2)m? — 2k*(k — )m + k* + 1.

6.3.3. A kvartikus osztily

A kvartikus osztdlyba azok a pakoldsok tartoznak, amelyeknek minimalpolinomja
negyedfokt. A kvadratikus esethez hasonléan itt is megkiilonboztetiink két
alosztdlyt aszerint, hogy a minimdlpolinom tartalmaz-e kobos és linedris tagot
vagy sem.

1. alosztaly

Ebbe az alosztdlyba azokat a pakoldsokat soroltam, amelyek minimdlpolinomja
am? + em? + e alak. Ilyenek lesznek az n = 3,8 és 23 kérszamokhoz tartozé
esetek.
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31. dbra: Korpakoldsok osztdlyozésa.

2. alosztaly

Itt a minimdlpolinomok am* 4+ bm? + cm? + dm + e alaktak, ahol (a, b, ¢, d és e nem
0). Egyrészt ilyen minimdlpolinommal rendelkeznek bizonyitottan az n = 15, 24
és sejthetéen az n = 35 korszamokhoz tartozé pakolasok, vagyis a PAT(k? —
1) mintaosztdly k£ = 4,5,6 értékekhez tartoz6 esetei. Ekkor a minimélpolinom

ltaldnos alakja igy adhaté meg:

P,(m) = (k* — 12k3 + 50k? — 84k + 46)m* + 4(—k® + 9k* — 25k + 21)m>+

+2(3k* — 18k 4+ 25)m? — 4(k — 3)m + 1.

Sejthet6en idetartozik még az n = 34 eset is.

A 31. dbrédn az el6bb meghatdrozott osztalyokat és a hozzdjuk tartozé pakoldsokat
tekinthetjiik meg.
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6.3.4. Néhany magasabb rendii osztaly

Az eddig ismert minimdlpolinomok kozott taldlhatunk két 8-adfokt polinomot
(n =11 és 17), valamint egy-egy 10-ed foka (n = 19), 18-ad fokd (n = 10) és egy
40-ed fokt (n = 13) minimdlpolinomot is. Arra, hogy milyen més kérpakoldsok,
osztalyok és milyen egyéb mintdk frhatok még itt le, tovdbbi kutatdsok derithetnek
majd fényt.

Befejezésiil megemlitem, hogy a disszertdcié benytjtdsdval pdrhuzamosan
késziil P. G. Szab6, M. Cs. Markét, T. Csendes, E. Specht, L. G. Casado and I. Garcia,
New Approaches to Circle Packing into the Square (With Program Codes) cimi kotettink
is [98], amelynek alapjat Markét Mihdly Csaba doktori értekezése [52] és a jelen
disszertaci6 adja.



Osszefoglalis

A

Ez az értekezés a négyzetben vald legsfir(ibb korpakolds problémaéjdban a dok-
tori tanulmanyaim és az azt kovetd néhany év alatt elért legfontosabb kutatdsi
eredményeimet tartalmazza. Igyekeztem a teljességre valo torekvés igényével 6sz-
szedllitani és naprakészen tartani a témakor bibliogréfidjat és ennek alapjan fel-
dolgozni a korabbi eredményeket. A torténeti hattér bemutatdsa kozben sikertilt
néhany, a matematikatorténet szdmadra addig nem ismert megéllapitast is tennem.

A vizsgalt korpakolési feladatnak az 1. Tételben tobb kiilonb6z6 geometriai
alakjat is megadtam és igazoltam azok ekvivalencidjat. Mivel a problémadval, mint
globdlis optimalizéldsi feladattal is foglalkoztam, igy a feladat matematikai mo-
delljeit besoroltam a matematikai programozés megfelel6 problémaosztélyaiba is.
Kutatdsaimnak egyik fontos tapasztalata volt, hogy a probléma optimalizaldsi fela-
datként valé megkozelitései koziil csak olyan eljdrdsok hatékonyak, amelyek er6sen
kihasznaljék a feladat geometriai sajdtossagait is.

El6szor azzal foglalkoztam, hogy elméleti tton, szdmitégép felhaszndldsa nélkiil
milyen korldtokat tudok megadni az optimum értékére. A 2. és a 3. Tételben
bizonyitott korlatok segitségével igy kevesebb, mint 2/(n — 1) abszolat hibaval
kozelitettem meg az optimélis értéket.

Természetesnek tlint a gondolat, hogy javitsuk alsé korldtainkat valamilyen
globalis optimalizdldsi médszernek szamitégépes alkalmazdsdval. Tobb probalko-
zés utdn végiil a TA (Threshold Accepting) eljdrdsnak az SASS (Single Agent Stoc-
hastic Search) lokélis keresGvel a feladatra valé specializdldsa ttint jol hasznalhat6-
nak, amit bizonyit az is, hogy a szakirodalom tobb kordbbi eredményét sikeriilt
megjavitanom vele.

A numerikus eredményeket a PROFIL/BIAS C++ konyvtar intervallum mate-
matikai eljdrdsainak felhaszndldsaval garantalt megbizhat6vé tettem, igy azok ma-
tematikai szigordsaggal, szdimitégéppel bizonyitottak. Megvizsgdltam a korpakolé-
sok struktiirdja egzisztencia problémdjat is a Grobner-bédzisok elméletének felhasz-
naldsaval, vagyis, hogy szdmitégéppel hogyan lehet igazolni egy kérpakoldsnak
adott struktaraval val6 1étezését. Egy a témakér neves monogrédfidjdba tévesen
bekertilt korpakolds példdjan keresztiil azt is megmutattam, hogy hogyan lehet

céfolni egy pakolds nemlétezését.
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A bizonyitottan optimdlis, és a ma ismert legjobb korpakoldsok segitségével
tanulmédnyoztam azok struktarajat. Tobb minta- és struktiraosztdlyt hatdroztam
meg és soroltam be azokba a konkrét eseteket. Az osztdlyozdst itt az azonos médon
algoritmikusan lefrhat6 struktiira, és az ezen leirdsoknak eleget tev$ pakoldsok
korszdmainak szdmelméleti kapcsolata adta. Kiilon kitértem a szakirodalom egy
végtelen korpakolds-sorozatdra vonatkozoé sejtésére, amelynek alapjdn vizsgdltam
a rdcspakoldsok osztdlydt és a bizonyitott rdcspakoldsokra tdmaszkodva tovébbi
négy olyan korpakolds-sorozatot adtam meg, amelynek elemei stirisége —-hoz
konvergdl. A mintaosztdlyok felhasznaldsdval a 4. Tételben tovabb javitottam az
elméleti titon meghatédrozott alsé korldtokat. Az 5. Tételben éles konstans alsé és

A

fels6 hatdrt is adtam a stirtiségre.

Az értekezés utolso fejezetében a kdrpakoldsokhoz rendelhet minimdlpolino-
mokkal foglalkoztam. Itt arra a kérdésre kerestem a vélaszt, hogy amennyiben egy
korpakolds tartalmaz optimdlis részstruktirakat, akkor a részstruktardk altalano-
sitott minimélpolinomjaib6l hogyan hatdrozhaté meg a pakolds minimdlpolinomja.
A problémidt egy rezultdnsképzést haszndld technikdval oldottam meg a 6. Tétel-
ben. Az eljards haszndlatét tobb példan keresztiil is demonstrdltam. A dolgozat-
ban az els6 szaz esetre vonatkozoélag kézoltem az eddig meghatdrozott minimélpo-
linomokat és a korpakoldsokhoz tartozé egzakt értékeket. Itt kiilon kitértem a
P;1(m) = 0 egyenlet algebrai megolddsdra, amely szdmitégépes algebrai program-
csomag segitségével is igy volt lehetséges, hogy a kérpakolds strukttrdja alapjan
megsejtettem, hogy melyik az az alkalmas kvadratikus test, ahol a gyokot keresni
kell. A disszertdciét a kérpakoldsoknak egy a minimdlpolinimokon alapulé oszté-
lyozasa zarja, amelynek sordn linedris, kvadratikus és kvartikus osztalyainak és a
kordbban targyalt mintaosztalyok kapcsolatdra hivtam fel a figyelmet.



Summary

The dissertation contains the results of my research on the densest packing of equal
circles in a square problem, during my PhD studies and the next few years. I tried
to compile and update the complete bibliography of this topic, and to evaluate the
earlier results based on the literature. In the presentation of the historical back-
ground, I have highlighted some previously unknown facts too.

In Theorem 11 gave some geometrical forms of the problem and I proved their
equivalence. Since I worked on the problem as a global optimization problem so I
classified its mathematical models into the suitable problem classes of the mathe-
matical programming. An important experience of my research was to realize that
those methods were efficient which strongly used the geometrical properties of the
problem.

First of all, I investigated how theoretical bounds can be determine for the opti-
mum value. I have approximated the optimum with less than 2/(n — 1) absolute
error based on the bounds of Theorem 2 and 3.

It was a natural idea to improve the lower bounds by applying a computer us-
ing global optimization technology. After some trials, the TA (Threshold Accept-
ing) method with the modified SASS (Single Agent Stochastic Search) local search
appeared to be useful, and I could improve some previously known results with
this method.

I checked the numerical results by interval arithmetic computations using the
procedures of PROFIL/BIAS C++ library, so their reliability is now proved by com-
puter. [ have investigated the problem of the existency of the structure of the circle
packings based on the theory of Groebner bases, namely how the existency of a
circle packing can be proved with a given structure. I showed the refutation of a
circle packing based on the mistake of an example of a famous monograph.

Using the proven and the best known circle packings, I have investigated the
structures of the packings, determined some pattern- and structure classes and in-
cluded the special cases into them. The classification was based on a common
algorithmical description of the structures and a the number theoretical relation-
ship of the number of the circles. I studied separately a conjecture on an infinite
circle packing sequence of the literature and I investigated the grid packing class.
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I have determined four new circle packing sequences, the densities of which tend
to . Based on the pattern classes in Theorem 4, I have improved the theoretical
bounds too. I gave sharp constant lower and upper bounds of the density in The-
orem 5.

In the last part of the dissertation I worked on the minimal polynomials
of the packings. I have investigated the question whether a circle packing
contains optimal substructures, how the minimal polynomial of the packing can
be determined based on the general minimal polynomials of the substructures. I
solved this problem by using the resultants in the Theorem 6. I demonstrated some
examples, how the method can be used. I published here the minimal polynomials
and the exact values for some cases until 100 circles. I studied separately the
algebraic solution of the Pj;(m) = 0 equation, where I guessed the suitable
quadratical field based on the structure of the packing and I have found the exact
value by a CAS (Computer Algebra System). The is dissertation finished by a
classification of the linear, quadratical and quartical classes and the connection is
explained with the previous studied pattern classes.
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Fiiggelék
Optimalis és kozelit6 korpakolasok abrai

Az ébrdkon hasznalt jelslések:

a pontok/korok szdma,

a pontok kozotti minimdlis tdvolsdg maximuma,
a kongruens korok sugara,

az érintkezési helyek szdma,

a pakolds stirtisége,
a szabad korok szdma.

A szabad koroket sotét sziirke jeloli.
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32. dbra: Optimadlis korpakoldsok dbrai az n = 2 — 21 darab korre.



5000000000000

m=0.25881904510252 m=0.25433309503024 n=2 m=0.2 n=2
r=0.10280232337978 c=56 r=0.10138180043161 c=5 r=0.10000000000000 c=6
d=0.76363103212612 =0 d=0.77496325975782 =0 d=0.78539816339744 =0
.
.

A A 4

m=0.23584952830050 n=27 m=0.23053549364266 n=; m=0.22688290074420
r=0.09542000174763 c=55 r=0.09367283383278 c=57 r=0.09246314404030
d=0.77231145646250 d=0.77185411140367 f=1 d=0.77890624177970 =1

m=0.23873475724121 n=2
r=0.09636233900988 c=5
d=0.75846909048393 f=2

C
1Y
>
>
N

o .
m=022450206453108  n=30 m=0.21754729161820  n=31 0.21317456258979
r=0.09167105798598 =65 r=0.08933833335092 =55 r=0.08785815708776 =63 r=0.08723001413527 =65
d=0.79201902646073 =0 d=0.77729747872388 =4 d=0.77600412447400 =3 d=0.78885230392860 f=1

m=0.20560464675956 = m=0.20276360086322 n=35 m=0.20000000000000 n=37
r=0.08527034435052 c=80 r=0.08429071212235 c=80 r=0.08333333333333 c=84 r=0.08208976642850 c=80
d=0.77664906433227 f=0 d=0.78122721299871 =0 d=0.78539816339744 =0 d=0.78330272371948 =0

- W

:
10=0=0:
> 4‘> 4‘> <

oc020
P> 4‘» 4‘» <
02020
> 4‘» < P

P >~

> 4‘» 4‘» =

o2of0!
m/= .19:;646314&0/ \‘\

n=39
r=0.08136752704097 c=80
d=0.81117902717206 =0

m=0.18609951184753 n=41
r=0.07845021011670 ¢=100
d=0.79272389930074 =1

w u

n=3
r=0.08170977612521 c=7
d=0.79704255683087 =0

33. dbra: Optimdlis és kozelité korpakoldsok abrdi az n = 22 — 41 darab korre.
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34. dbra: Kozelit korpakoldsok dbrdi az n = 42 — 50 darab korre.



