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1. Bevezetés

A disszertéacio hurrezgésekkel kapcsolatos megfigyelési problémék megold-
hatosagaval, illetve a megoldasok simasagéval foglalkozik.

A megfigyelési problémak eredete az iranyitaselmélet témakorébe nyulik
vissza, mely kiterjedt szakirodalommal rendelkezik, és ahol valtozatos kontroll-
feltételek mellett sikeriilt meghatarozni egy adott rendszer kezdGallapotat.

Az altalunk vizsgalt megfigyelési probléméak kittizése a kovetkezs: két 1d6-
pontban ismerjiik (megfigyeljiik) a rezgs hir részleges allapotat, és ez alapjan
kiséreljiik meg leirni a teljes rezgést, vagy legalabb megadni a har olyan kez-
Ilyen kittizésii problémék vizsgalata egészen 1j keletii, az altalunk tekintett
problémékhoz a [3] cikk kittizése 4ll legkézelebb, melyben L. N. Znamenskaya
a standard véges hur rezgéseihez kapcsolodd megfigyelési problémat vizsgalta
homogén peremfeltételek mellett. Ezenkiviil az értekezés téméjahoz hasonld
tovabbi munkék a [4], [5] és [6] dolgozatok, amelyek rezgs rudakkal, lemezekkel
és membranokkal kapcsolatos megfigyelési probléméakat targyalnak.

A disszertacio 2. fejezetében altalanositott fiiggvények korében Kkittizott
megfigyelési problémakat vizsgilunk. Vizsgalodéasaink kiindulépontja a Klein-
Gordon egyenlet altal leirt rezgés, de késébb az ehhez kapcsolodé eredményt
sikeriilt altalanositanunk mind a rezgést leir6é egyenletet, mind a peremfelté-
teleket, mind a megfigyelt allapotokat tekintve.

A 3. fejezet a végtelen rezgd htrra vonatkozé Duhamel-elvet dltalanositja.
Ez az eredmény a kovetkez6 fejezetbeli allitasok minél élesebb megfogalmazasa
céljabol sziiletett, de akar onmagaban is érdeklGdésre tarthat szamot.

A 4. fejezet a végtelen rezgd hir megfigyelési problémaéajaval foglalkozik, a
klasszikus targyalasmodra tamaszkodva. Eredményiinkbdl a tiikkrozések mod-
szerének segitségével félvégtelen hurok megfigyelhetGségére is tudunk kovet-
keztetni.

A disszertacio a szerz6 [7]-[10] publikacioin alapul. A tézisflizetben hasz-
nalt jelolések, tovabba az egyenletek és tételek szamozasai (az irodalomjegy-

zéket kivéve) megegyeznek az értekezésben hasznéltakkal.



2. Harrezgések megfigyelési problémai dltalanositott fiigg-
vények korében

Az ebben a fejezetben hasznalt altalanositott fliggvények az alabbi, [1]-ben
megtalalhato D*(S), s € R terekbdl szarmaznak.

Legyen adva egy {X,(x)}o2, teljes ortonormalt bazis az Lo(S) térben.
Tetsz6leges valos s szam esetén tekintsiik az X, (z) fiiggvények altal kifeszitett
linearis D alteret, ahol n € Ny = N({J{0}, = € S. Tekintsiik ezen a téren a

% 3
= (Z n2scn|2> .
s n=0

Teljessé téve a D teret erre a normara nézve egy Hilbert teret kapunk, melyet

kovetkez6 euklideszi normét:

Z enXn(x)
n=0

D*-sel jelolink. A htrrezgésekkel kapcsolatban mi az S = (0,1) intervallu-
mot hasznaljuk. A D* terek tulajdonsagairdl a [2] konyvben talalhaté tovabbi
informécio.

A 2.1. Alfejezetben egy, a Klein-Gordon egyenlettel kapcsolatos egyszertibb

megfigyelési problémat vizsgalunk. Erre vonatkozo tételiink a kdvetkezs:

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy adottak f1, fo megfigyelt dllapotok és ty, to
megfigyelési iddpontok gy, hogy

flEDS+27 f2€DS+27 SGRa
€s l
2
t2_t1:£77 p7q€N7
q a

ahol p és q relativ primek. Tovdbbd tegyiik fel, hogy

sin <(t2 —t1) (Z—Wa)Q + c) #0, Vn € N.



Ekkor egyértelmien meghatdrozhatok olyan
(0,0) = (u(x,0),us(2,0)) € DT x D*
kezdeti fiigguények, melyekkel inditott
g (2,1) = a®uge (x,t) — cu(z,t), (z,t) € [0,l] xR, 0<a,ceR.

egyenletd,
u(0,t) =0, u(l,t) =0, teR.

régzitést rezgd hir a ty, to iddpontokban az
u(z,t1) = fi(z), wu(z,tz) = fo(z), 0<z<l,
eldirt poziciokat veszi fel.

A bizonyitas konstruktiv, a kezdeti fiiggvények Fourier soros reprezentaci-
0ja a bizonyitasban megtalalhato.

Hasonlo allitas teheté azokra az esetekre, amikor a két id6pontban tett
megfigyelésiink egyszer a hur pozicidjara és egyszer a sebességére, illetve ami-
kor mindkét idépontban a sebességére vonatkozik.

Kutatasunk soran ezt az eredményt sikeriilt altalanositanunk, mely altala-
nositas a 2.2. Alfejezetben taldlhato meg és a kovetkezs megfigyelési problémat

oldja meg:
Tekintsiik a kovetkezs vegyes feladatot :

Ut = (p(w)um)z - Q(x)u = Lu,

(2.29)
(2,8 € [0,]] xR, 0<p.geC>(0,]]),
(2.30) uli=0 = (), utl=o = Y(z),
(231) uz[u] = ui(u|:r:0; u|w:la uw|a::0; ua:|w:l) =0, 1 =1,2,



ahol Uy, Us fliggetlen, 6nadjungalt linearis kifejezések, az u, ¢, ¢ fiiggvények
a D?® altalanositott fliggvénytérbdl szarmaznak.
Tegyiik fel, hogy barmely s € R és barmely (p,v) € D*T(0,1) x D*(0,1)

esetén ez a vegyes feladat rendelkezik az alabbi j6 tulajdonsagokkal:
(2.33)  J'u megoldas és u € C(D*T,R)NCY(D*,R)nC*D* 1, R),

tovabba u felirhato a kovetkezd alakban

oo

(2.34) ule,f) = nz:% [an cos (wnt) + B sin (wat)] X (z),  (2,t) € [0,1] X R,

LX, = —w’X,, UX,=0, i=12.

Megfigyelési feltételeink a t1 és to id6pontokban a pozicié és sebesség va-

lamely ismert, tetsz6leges linearis kombinacidjat tartalmazzak:

Avuli=t, + Biutli=t, = f1, |A1| + |B1] > 0,
(2.32)

Aogui|y=1, + Boty|i=1, = fo, |Az| + |Bz| > 0,

ahol az A1, As, B, Bs € R egyiitthatok és az f1, fo fliggvények adottak.
Legyen

(2.35) fi € D2 f, € D52, s € R,

és tegyiik fel, hogy léteznek 0 < A € Q, B € R, 0 < M; € R konstansok és
C, € R\{0} sorozat tgy, hogy

Wn<t2 _tl) + Tn — 0 :nﬂ-A'i_B'f'Cfm

(2.36) u
1 ) .
0< —<|Cphl, YneN & C, — 0 amint n — oo,
n
és
(2.37) sin(wy,(t2 — t1) + v — dn) # 0, n € Ny.

A 2.10. Lemmaéat a fentebbi szinuszfiiggvény értékeinek megbecsiilésére

hasznaljuk elég nagy n esetére:



2.10. Lemma Legyen az r,, szdmsorozat olyan, hogy 0 < M/n < |r,| — 0
valamely M pozitiv valos konstanssal és legyen xg > 0 raciondlis szam. Ekkor

barmely rogzitett d € R szamra létezik eqy N hatdrszdm, hogy
) M
|sin (nwxg +d+ 1) | > 2 Vn > N-re.
n

Ez a becslés biztositja majd, hogy a keresett kezdeti fliggvények Fourier sorai
konvergensek és a megkéveteltnek megfelel simasagu fiiggvényeket allitanak
elé.

A (2.36), (2.37) feltételekben szerepls vy, 0, € [0,27) szogek az alabbi

egyenletek altal egyértelmtien meghatéarozottak:

. Ay Biwy
SN Yy = —Fm——x, COSYp = )
" VA2 + Biw2 " VA2 + Biw2
A B
sind,, = 2 cos d, = 2%

VAZ + B2’ VAZ + B2u?
Allitasunk (mely egyben a 2. fejezet f6 eredménye) a kivetkezd:

2.11. Tétel. Az itt vdzolt (2.29)—(2.37) megfigyelési problémanak létezik pon-
tosan eqy (p,1) € D51 x DS megolddsa, azaz egyértelmiien meghatdrozhatéak
azon kezdeti figgvények, amikkel inditott hirrezgés sordn a (2.32) feltétel dltal
megadott megfigyelt dllapotok elddllnak.

A 2.3. Alfejezetben a 2.11. Tétel alkalmazhatosaganak illusztralasara meg-
adunk harom példat a Klein-Gordon egyenlet esetén, kiilonb6z6 peremfelté-
telek mellett. A 2.3.1. Szakaszban a rogzitett végpontu, a 2.3.2. Szakaszban
a szabad végpontu, a 2.3.3. Szakaszban a Sturm-Liouville régzitést hart te-
kintjiik. Ezen vizsgalatok soran lathatjuk, hogy a 2.11. Tétel technikai jellegti
feltételei konkrét példa esetén jelentGsen egyszertisodhetnek, vagy akar auto-
matikusan teljesiilhetnek. A 2.3.4. Szakaszban megnézziik mi toérténik, ha a

t1, to megfigyelési id6pontokra nem tesziink megszoritasokat a 2.11. Tételben.



3. A Duhamel-elv egy valtozata végtelen rezgdé hurra

A disszertacio 3. Fejezetében a Duhamel-elv egy 4j valtozatat mutatjuk

be végtelen rezgs hir esetére, amely a kdvetkezs:

3.1. Tétel. Amennyiben f(x,t) € C(R?) és az f figguény t irdny szerinti f;
derivdltja létezik, tovdbbd f, € C(R?), akkor a

v(z,t) € C*(R?),

Utt(xat) - a2vxm($7t) = f(‘rvt)v (.’L’,t) € R27
V]t=0 = Vt|t=0 = 0

kezdeti érték problémdnak van megolddsa. A megoldds egyértelmi és felirhato

a kovetkezd alakban :

t z+a(t—T)

v(x,t) = f&, m)d¢ | dr, (z,t) € R?.

1
2a
0 z—a(t—T)

A szokasos kittizés f(z,t) € C'(R?) simaségi feltételét élesiti ez a tétel,
és a v ezen reprezentacidja megegyezik azzal, amit a szokasos kitiizés esetén
kapunk. A bizonyitas alapja az, hogy az igy definialt fliggvény értelmezve van
és O%-beli akkor is, ha csak az altalunk tett enyhébb megkotéseket tessziik az

f ercfiiggvényre.

Megjegyzés. Megemlitjiik még, hogy a 3.1. Tétel (és igy az azt felhasznalo
4. Fejezetbeli tételek is) igaz marad akkor is, ha
2 _of 2
f(x7t)€O(R )7 fv(xat) —560(]:& )a
ahol f, az f fliggvénynek egy v = (v1,1) irdny szerinti derivaltja, feltéve,

hogy v transzverzalis a karakterisztikdkhoz. Ennek a bizonyitasa hosszadalmas



szamolést igényel, ami szamos részesetre bomlik a v iranytol fiiggéen, ezért
azt az értekezés nem tartalmazza. Ezen eredmény részletes bizonyitasat egy

kés6bbi, el6késziiletben 1évs dolgozatban szeretnénk k6zolni.

4. Klasszikus kittizési megfigyelési problémak

A 4. Fejezetben klasszikus eszkozoket alkalmazunk megfigyelési probléméak
vizsgalatara, s ekdzben a minél élesebb allitasok megfogalmazasahoz felhasz-

naljuk az el6z6 fejezet eredményét. A fejezet {6 tétele a kovetkezs:

4.5. Tétel. Tekintsiik az
u(z,t) € C*(R?)

utt(xat) - GQUQW(.%, t) = f(]?,t), (.li,t) € RQa a>0,

mddon megadott hirrezgést, ahol f(x,t) folytonos, és az fi irdnymenti derivdlt

létezik és folytonos. A megfigyelt részleges dllapotokat pedig a

Aq(2)uli=t, + Bi(z)u|i=t, = f1(x), z €R,
Aa(z)uli=t, + Ba(T)utli=t, = f2(x), r €R,

feltételek irjdk le, ahol az adott egyiitthatokra és jobb oldalakra teljesiil, hogy
Ai(z), Ax(x), Bi(z), Bo(x) 0, z € R, Ay, Ag, Bi, By, f1, f2 € C'(R).

Az igy kitdzott megfigyelési problémdnak létezik megolddsa, azaz taldlhatoak

olyan

uli=t, (7) = ©(2),  Utli=t, (z) = P (), ¢ € C*(R), ¥ € C'(R)

kezdeti fiigguények, amikkel inditott hirrezgés sordn a megfigyelt dllapotok eld-

dllnak. A megoldds nem egyértelmi.



Ez az eredmény a tiikkrozések modszerének segitségével félvégtelen rezgs

hiarokra is kiterjeszthets. Tekintsiik a félvégtelen (z > 0) rezg6 hir egyenletét :

(4.19) u(z,t) € C%([0,00) x R),

(4.20)  wp(w,t) — aPuge(z,t) = g(x, 1), (x,t) €[0,00) xR, a >0,
ahol

(4.21) g(z,t) € C([0,00) x R), gi(x,t) € C([0,00) x R).

Legyen a végpont rogzitett:
(4.22) u(0,t) =0, t eR,
és legyenek a megfigyelt részleges allapotok a kovetkezGek :

(423) u|t:t1 = gl($)a u|t:t2 = gg(l’), 91,92 € CQ([Oa OO))

4.3. Tétel.

A (4.19)—(4.23) megfigyelési problémdnak létezik u megolddsa minden olyan
g1, g2 €s g fiiggvények esetén, amelyek teljesitik a kévetkezd illeszkedési felté-

telt :
9(0,t) = g1(0) = g7(0) = g2(0) = g5(0) =0,  teR.

A megoldds nem egyértelmi, viszont barmely u megoldds felirhatd a kovetkezd

alakban :



z+a(t—ty1)
T L T
z—a(t—t1)

t zta(t—T)

+;J [ e ar

z—a(t—T)

ahol a jobb oldalt megszoritjuk x > 0-ra. Az f1 és f fligguények a g1 €és g
fiiggvények pdaratlan kiterjesztései a valds szamok halmazdra az x = 0 pontra,

illetve egyenesre nézve, a

x

U(x) = /w(s)ds € C*(R)

0

fiigguény pedig tetszdlegesen vdlaszthatd a [0,T] intervallumon belsejében.
Rogzitett végpont helyett az
(4.26) u,(0,t) = 0, t eR,

Neumann tipusu peremfeltétel esetén paros kiterjesztéseket hasznalva a ko-

vetkez6 eredményt nyerjik:

4.4. Tétel. A (4.19), (4.20), (4.21), (4.23), (4.26) megfigyelési problémdnak
létezik u megolddsa minden olyan g1 €s go fligguények mellett, melyek kielégitik

a kévetkezd illeszkedési feltételt:



A megoldds nem egyértelmi, viszont felirhato a kévetkezd alakban :

zta(t—ty)
u(z,t) = fl(x_a(t_tl));fl(x—i_a(t_tl)) + % / Y(s)ds,
z—a(t—t1)

t zta(t—T)

s / [ e ar

z—a(t—T)

ahol a jobb oldalt x > 0-ra tekintjik. Itt az fy fiiggvény g1, az f(x,t) figgvény

pedig g(x,t) pdros kiterjesztése az x = 0 pontra, illetve egyenesre nézve. A
xr
U(x) = /w(s)ds c C*(R)
0

fligguény tetszdlegesen vdlaszthatd a [0, T intervallum belsejében.
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