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1. Bevezetés

Az elmilt évtizedek sordn az integralhato, egzaktul megoldhato rendszerek vizsgéilata a
matematikai fizika egy jelentGs adgava valt. Szamos példat taldlhatunk integralhato rendszer-
ekre a hidrodinamika, a nemlinearis optika, a részecskefizika és az altalanos relativitaselmélet
teriiletén. Fontossaguk egyik oka az, hogy gvakorta alkalmas kiindul6é pontot nytjtanak bo-
nyolultabb nemlinearis jelenségek vizsgilatidhoz. Realisztikus modellek gvakran targyalhatok
egzaktul megoldhatoé problémék perturbacioiként. Az integralhato rendszerek felhasznalhatok

numerikus modszerek pontossaganak ellenérzésére is.

Az integralhatosagot egyszertibb példékkal illusztralni, mint precizen definidlni. Klasszikus
térelméleti integralhatd modellre jol ismert példa a Korteweg—de Vries (KdV) egvenlet [5, 14].
A KdV egvenlet sekély csatorndban mozgd egydimenziosnak tekinthetd vizhullamokat {r le.
Ilyen hullimokat elGszor Scott—Russell figvelt meg 1834-ben [5]. A térben lokalizalt hullamok
alland6 sebességgel haladtak, mikézben magassaguk és alakjuk valtozatlan maradt. Az ilyen
megoldasokat szolitonoknak nevezziik. A KdV egvenletben a nemlinearis tag kompenzélja a
diszperziv tag hatisat, igy a hullaimcsomag nem folyik szét. Egyv mésik nevezetes, szoliton
megoldasokkal rendelkezd integralhaté modell a sine-Gordon egyenlet, amely elGszor a kons-
tans negativ gorbiiletd feliiletek elméletében jelent meg. A sine-Gordon egyenlet rugalmas
gumiszalaghoz rogzitett fizikai ingadk sorozataval is modellezhets. A sokszoliton megoldasok
egy érdekes tulajdonsaga, hogy a szolitonok képesek ,Athaladni” egyméson, az dthaladas utan

a kolesonhato szolitonok fazisa megvaltozhat, de az alakjuk valtozatlan marad.

A két legismertebb klasszikus fizikai integralhato rendszer a harmonikus oszcillator és a
Kepler probléma. Integralhato sokrészecske rendszerekre jol ismert példat jelentenek a Toda
lancok, Calogero—Sutherland és Ruijsenaars—Schneider tipusi rendszerek [3, 9]. Az emlitett
sokrészecske rendszerek szdmos fontos esetben szirmaztathatoak szimmetria redukci6 segit-
ségével.

A Calogero—Sutherland tipust modellek a véges dimenziés dinamikai rendszerek azon cso-



portjaba tartoznak, amelyek integralhatoak mind klasszikus, mind kvantum szinten [3, 9, 15].
Ezek a modellek tetszéleges szama (n > 2) pontszerd részecskét irnak le, melyek egyenesen
vagy koron mozognak és egymassal parkolesonhatasban allnak. A koztiik felléps kolesonhatas
tobbféle alaka fliggvény lehet. A legfontosabb esetekben ez a kolcsonhatas a részecske ko-
ordinéta kiilonbségek racionalis, hiperbolikus, trigonometrikus vagy elliptikus fiiggvénye. Az n
részecskés racionélis modell integralhatosigaval Calogero el6szor kvantummechanikai kontex-
tusban foglalkozott [2], késébb Moser bizonyitotta a klasszikus modell integralhatosagat 7).
A Ruijsenaars—Schneider modellek [3, 13] szintén n darab egy térdimenzidoban mozgo koleson-
hat6 részecskét irnak le. A részecskék kozti dltalanositott parpotencial a legfontosabb esetekben
ugvancsak a pozicid valtozok racionalis, trigonometrikus, hiperbolikus vagy elliptikus fliggvénye.
A Ruijsenaars—Schneider Hamilton-fliggvények nem-relativisztikus limeszeként visszakapjuk az
Calogero—Sutherland Hamilton-fiiggvényeket. Ezek a modellek rendelkeznek egy eltolas és egy
,boost” generdtorral, amelyek a Hamilton-fiiggvénnyel egyiitt az 1 + 1 dimenziés Poincaré al-
gebrat generdljak a Poisson zarojelen keresztiil. A fenti modellek egves véltozatai alkalmasak
szoliton egvenletek megoldasainak vizsgélatara. A Calogero-részecskék” mozgasanak megfelel-
tethetd bizonyos KAV megoldasok polusainak és zérohelyeinek iddfejlédése [4]. A Ruijsenaars—
Schneider modell is kapcsolatba hozhato6 integralhato parcialis differencidlegvenletek szoliton
megoldéasaival. Példaul az n részecskés hiperbolikus Ruijsenaars—Schneider modell alkalmas a

sine-Gordon modell n-szoliton megoldasainak leirasara [11, 13].

2. Kutatasi célok és modszerek

Munkam {6 célja a klasszikus integralhaté sokrészecske rendszerek néhany érdekes as-
pektusdnak tanulmanyozasa volt. Vizsgélataim kozéppontjaban a Calogero—Sutherland és a
Ruijsenaars—Schneider tipusi integralhaté rendszerek egves valtozatai &lltak. Munkamban
konkrét rendszerek szuperintegralhatosagéra, hamiltoni redukeiés szdrmaztatasara, valamint

dualitasi tulajdonsigaira koncentraltam.



A sokrészecske rendszerek leirdsa sordn a szimmetria redukeiéra tdmaszkodtam. A tanul-
manyozott rendszereket kivétel nélkiil valamilyen magasabb dimenziés ,szabad rendszer” reduk-
ci6javal nyertem. Az igy kapott redukélt rendszer megfelels feltételek teljesiilése mellett integ-
ralhato. A redukeids modszer a dolgozatban kulesszerepet tolt be, ezért néhany mondat erejéig
kitériink a szimmetria értelmezésére. A szimmetria kiilonosen fontos szerepet jatszik az elméleti
fizikdban, azon til, hogy matematikai szépséggel is rendelkezik. Sok esetben megmaradéasi
torvényeket eredményez és redukeid révén gvakran dsszetett probléméak lényeges egyszerisitését
teszi lehetGvé. A szimmetria szot a Hamilton-féle dinamikai rendszerek vonatkozasaban fogjuk
hasznalni, azaz feltételezziik, hogy a rendszer Hamilton-fiiggvénye és Poisson zardjel struktaraja
invaridns valamely Lie-csoport fazistéren értelmezett hatésara nézve. Ilyenkor a szimmetriat
generald megmaradd mennyiség, a momentum leképezés értékét rogzitve a rendszert a Marsden—
Weinstein-féle redukeid alkalmazéséval egy alacsonyabb dimenzioju faktortérre vetithetjiik [1],
igy csokkentve a szabadsagi fokok szamat. Masként szblva: a szimmetria ,kifaktorizalasaval’

nyerjiik a redukalt rendszert.

3. Vizsgalt témakorok

1. Az olyan Liouville integralhato rendszereket nevezik szuperintegralhatonak, amelyek a
Poisson kommutalé mozgésallandokon kiviil extra idsfiiggetlen mozgésallandokkal rendelkeznek
[16]. Egy nevezetes klasszikus fizikai szuperintegralhatd rendszer a Kepler probléma. Az iro-
dalomban gvakran idézett érdekes példat képvisel a racionélis Calogero modell szuperinteg-
ralhatoséga [17]. A dolgozatban tanulményoztam a racionélis Calogero modell relativisztikus
altalanositdsanak tekinthetS racionalis Ruijsenaars—Schneider modell szuperintegralhatosagat.
A vizsgalathoz felhasznaltam a racionélis Ruijsenaars—Schneider modell szimmetria-redukcios
targvalasat [6]. A redukeid altal nydjtott geometriai nézépontot felhasznaltam mind az extra
mozgasallandok explicit konstrukei6janal, mind a globalis nem-kompakt hatas-szog leképezésen

alapul6 érvelésnél.



2. A Sutherland modell bizonyos altalanositasai ,toltott” részecskéket irnak le, melyek-
ben az azonos toltésid részecskék kozott vonzd, mig az ellentétes toltéstiek kozott taszitd kol-
csonhatas 1ép fel. Az els6 ilyven &ltalanositas Calogero nevéhez fizddik [3], melvet agy ért
el, hogy az n részecskés hiperbolikus modellben m < n részecske koordinatajat (i%5)-vel el-
tolta. Ebben a modellben az ellentétes toltést részecskék kozott a pozicié kiilonbségek cosh™
fiiggvényével aranyos vonzo, mig a megegyezs toltésd részecskék kozott a pozicio kiilonbségek
sinh™2 fiiggvényével aranyos taszitdo potencial lép fel. Ezt a modellt késébb Olshanetsky és
Rogov targvalta szimmetria-redukcios nézépontbol [8]. A dolgozatban bemutattam egy harom
fiiggetlen csatolasi allandot tartalmazo, toltott részecskéket lefrd altalanositott Sutherland

modellt, melynek levezetéséhez a hamiltoni szimmetria redukciét hasznéltam fel.

3. Ruijsenaars nagy hatasa [10, 11, 12] cikksorozataban kiilonboz6 Calogero tipusua integ-
ralhato rendszerek dinamikajat és dualitési relacioit vizsgalta. A dudalis parok kozott létezik
egy olyan szimplektomorfizmus, ami azonositja az egyik rendszer hatas valtozoit a mésik rend-
szer részecske koordinataival és forditva; ezt a transzformaciot dualitasi transzformacionak
nevezziik. Ismert, hogy az n részecskés trigonometrikus Sutherland modell harom kiilonb6z6
fizikai interpreticiot enged meg attol fiiggen, hogy miképpen valasztjuk meg a pozicid val-
tozok értelmezési tartomanyat. A modell altal leirt részecskékre tekinthetiink n megkiilonboz-
tethetetlen részecskeként a koron, illetve megkiilonboztethets részecskékként a koron vagy az

egvenesen. Az emlitett konfiguracios tereknek a kovetkezd harom halmaz felel meg

Q(n), U(l)x SQ(n), R x SQ(n).

Ruijsenaars egy direkt modszert alkalmazva megkonstrudlta a trigonometrikus Sutherland
modell harom lehetséges konfiguracios teréhez tartozo fazisterek és duélisaik kozti kanonikus
transzformaciokat, valamint az emlitett harom fizikai interpretacidhoz tartozo6 fazisterek kozti
fedsleképezéseket [12]. Munkamban részletesen megvizsgaltam ezen dualitési és fedSleképezések

halojanak csoportelméleti értelmezését.



4. Uj tudomanyos eredmények

Az integralhato sokrészecske rendszerekkel kapcsolatos, f6ként szimmetria-redukcios mod-

szerekkel kapott eredményeim a kovetkezSképpen foglalhatok dssze a vizsgalt témakorok szerint.

1. Leirtam a racionalis Ruijsenaars-Schneider modell maximélis szuperintegralhatosagat
garantalo extra mozgasallandok explicit konstrukciojat [Al]. Az ismertetett konstrukcio a

Wojciechowski [17] &ltal a racionélis Calogero modell esetén megfigyelt
(I Lhw =0, {5 L = G = Wy AL Litu = L5k

Poisson algebra altalanositasan alapszik. Bemutattam, hogvan hasznalhato fel a fenti algebra
tovabbi mozgasallandok elGallitasara, amennyiben a Hamilton-fiiggvény kifejezhets a Liouville
integralhatosagot biztositdé Poisson kommutélo [ fliggvényekkel. A fenti Poisson zarojel rela-
cibknak a racionélis Ruijsenaars—Schneider modell esetén egy 4j realizaciojat talaltam. A
Poisson zarojel relaciok ellendrzéséhez a Ruijsenaars—Schneider modell szimmetria-redukeios
levezetését hivtam segitségiil, amely a T*GL(n,C) koérinté nyaldb redukciojat hasznalja.
Az eljaras soran alkalmas invaridns fliggvények Poisson zardjeleit vizsgaltam. Tovabba az
[A1,A2] publikéiciok alapjan bemutattam, hogyvan kovetkezik a globélis nem-kompakt hatas-szog
leképezés létezésébdl a szuperintegralhatosag, és lefrtam tisztan szorasi mozgasokkal rendelkezd

Calogero—Sutherland tipust rendszerek dualitadsdnak és szuperintegralhatosaganak kapesolatat.

2. Az |A3] cikkben a hiperbolikus Sutherland modell egy altalanositasat vizsgaltam, amely
LLOltott” részecskéket ir le és harom fiiggetlen csatolasi &llandoval rendelkezik. A modellt a
G = SU(n,n) csoporton torténd szabad geodetikus mozgas hamiltoni redukciéjaval nyertem.
A vizsgalatokhoz a G csoporton két kommutélod involicidt vezettiink be, melvekhez a G, és
G fixpont csoportok tartoznak. A redukcidhoz a G x G1 szimmetria csoportot hasznéltam
fel, ahol G} a G maximalis kompakt részcsoportja. A T*G koérinté nyalab redukci6jinak
leirdsdhoz felhasznaltuk a G csoport altalanositott Cartan felbontasat. A redukilt modell

Hamilton-fliggvénye n darab toltott részecskét ir le, melyek mozgisa megszorithaté a pozitiv



felegvenesre és kolesonhatnak a tiikorképeikkel, valamint egy az origbban lerégzitett toltéssel is.
Az ellentétes toltést részecskék kozott a pozicio kiilonbségek cosh™ fiiggvényével aranyos vonzo,
mig az azonos toltést részecskék kozott a sinh™ fiiggvénnyel aranyos taszitod potencial lép fel.
Megmutattam, hogy a modell Liouville integralhatosaga a szimmetria-redukeios eljaras direkt
kovetkezménye. A szabad folvamokhoz két6d6 geometria kép segitségével egy linearis algebrai
eljarast adtam a részecske pozicidk és a kanonikusan konjugilt impulzusok idéfejlédésének

meghatarozasara.

3. Az |A4] cikkben egy csoportelméleti nézGpontbdl megvizsgéltam a trigonometrikus

Sutherland modell harom lehetséges fizikai interpretaciéjihoz tartoz6 duélis parokat, és lefrtam

a Ruijsenaars [12] munk&jaban direkt modon megkonstruélt fedsleképezések kapcesolatéat a

Gy = R x SU(n) — Gy == U(1) x SU(n) — G = U(n)

csoportelméleti homomorfizmusokkal. Ehhez levezettem a megfelel6 modellparokat a T*G,
T*G,, T* G, fazisterek szimplektikus redukciojaval, melyhez a G = G /Zg ~ G/ Z¢q, ~ G/ Zq,
szimmetria csoportot hasznaltam fel (ahol Z¢g a G csoport centruma). F6 eredményem az alabbi

kommutativ diagramm csoportelméleti értelmezése:

ido X Rg

T*R x T*SQ(n) T*R x €1
w%l lwél
T*U(1) x T*SQ(n) —2E0 o pepy(1) x ¢r-t
w%l lw?
P =T*Q(n) R P, = Crl x C*

A diagramm baloldalan a lehetséges Sutherland fazisterek lathatoak, mig a jobboldalon
a megfelels Ruijsenaars—Schneider fazisterek. A fiigg6leges nyilak jelolik a szimplektikus
fedsleképezéseket és a vizszintes nyilak a duélis modellparok kozti szimplektomorfizmusokat.
Az els6 sorban az egvenesen mozgd megkiilonboztethets, a méasodik sorban a koéron mozgod

megkiilonboztethets, mig a harmadik sorban az koron mozgd megkiilonboztethetetlen részecs-



kéket leir6 Sutherland modellhez tartozd duélis parok szerepelnek. A diagrammot eredeti-
leg Ruijsenaars konstrudlta meg [12| direkt modszerek segitségével. Munkdmban megadtam

a diagrammon szerepls leképezések csoportelméleti-geometriai interpretaciojat, ami nagyban

egyszerisitette a dualitasi transzformaciok Poisson zar6jel 6rz6 tulajdonsiganak bizonyitasat.
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