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1. Bevezetés

A kombinatorikus strukturédk klasszifikaciéja mar régéta egy koz-
ponti kutatdsi teriilet, mi a t = 2 és a A = 1 paraméter{i dizdjnok-
kal foglalkozunk. Az ilyen 2-dizdjnok alapvet6 osztalyai az affin
és projektiv sikok, a Steiner-rendszerek és az absztrakt unitalok. A
disszertaci6 foként absztrakt unitdlokat, ezeknek a klasszikus pro-
jektiv sikba val6é bedgyazhatésdgat, valamint tin. paramodifikaciok
segitségével Gj unitdlok keresését targyalja. Az 1. fejezet bevezetés-
ként szolgdl: vazolja a disszertaci6 szerkezetét.

Ebben a szakaszban az unitdlok definidldséhoz elengedhetetlen
fogalmakat és allitasokat irjuk le, az olvasé tovabbi részleteket a
tézis 2. fejezetében, illetve a [1, 2, 3] monografidkban taldl.

1.1. Definicié. Legyenek t és A pozitiv egészek, és legyen D =
(P,B,I) egy véges illeszkedési struktira. Pontosan akkor nevez-
ziik D-t t-dizdjnnak k és A paraméterrekel, ha

(i) a P ponthalmaz barmely t-elemti Q részhalmazara pontosan

A blokk illeszkedik, és

(ii) barmely blokkra pontosan k pont illeszkedik.
A v ponton definidlt t-dizdjnt S, (¢, k, v)-nak vagy t-(v, k, A) dizdjn-
nak nevezziik. Ha A = 1, akkor S(t,k,v) Steiner-rendszernek ne-
vezziik. A v ponton definialt 2-diz4jn neve blokkrendszer.

1.2. Tétel. Legyen D eqy 2-(v,k, A) dizdjn. Ekkor
(i) minden P pontra r illeszkedik, ahol

Alv—1)
k—1 7

(ii) a blokkok szdmdt |B|-vel jelolve

_,v(@=1)
Bl =M =1

A PG(2,F) projektiv sikot, amelyet valamely (ferde)test feletti
haromdeimenzids vektortérbdl szdrmaztatunk, klasszikus projektiv



sitknak nevezziik. Véges esetben F = GF(g) valamely g primhat-
véanyra. Ebben az esetben PG(2, F)-et PG(2, )-val jeloljiik.

1.3. Definicié. Legyen I1 egy projektiv sik, és jelolje IT* a dudlis
sikjat. Ekkor egy a: II — II* bijekci6ét, amely meg®6rzési tartal-
mazasi reldciét, korreldcionak neveziink. Barmely a korreldcié egy
IT* — IT korrel4ci6 is. Ha az « korrelacié rendje kettd, azaz a o w
az identikus kollinedcié IT-n, akkor a neve polaritds.

1.4. Definici6. Legyen p egy unitér polaritdsa PG(2,4%)-nek. A p
polaritds autokonjugalt pontjainak halmazat nemelfajulé Hermite-
gorbének nevezziik és H(q)-val jeloljtk.

A nemelfajulé Hermite-gorbék kombinatorikus tulajdonsagait
felhaszndlva definidljuk az n-edrendi absztrakt unital fogalmat.

1.5. Definicié. Legyen n > 3 egész. Egy 2-(n® +1,n +1,1) diz4jnt
n-edrendil unitdlnak neveziink.

2. Unitalok paramodifikacioi

A disszertacio 3. fejezete Mez6fi és Nagy New Steiner 2-designs from
old ones by paramodifications dolgozatan [6] alapul.
Legyen D = (P, B, 1) egy t-(v,k,A) dizdjn. Az

B[ k
Y =
n

egész az egy pontra illeszked6 blokkok szama. A x: B — X leké-
pezést D egy jd blokkszinezésének nevezziik, ha kiilénb6z6 b, b’ blok-
kok esetén ahanyszor b Nb' # @, mindannyiszor x(b) # x(V'). Ha
|X| = m és D-nek létezik egy x: B — X jo blokkszinezése, akkor
azt mondjuk, hogy D blokk-m-szinezhetd.

2.1. Lemma (Lemma 3.1.1 (iv)). Legyen D = (P, B, I) egy t-(v,k, A)
dizdjn. D pontosan akkor blokk-r-szinezhetd, ha feloldhaté.



A tovébbiakban D = (P, B, I) jeloljon egy 2-(v,k,1) dizajnt. Le-
gyen az illeszkedési reldcié I = €, azaz D blokkjai k méret(i rész-
halmazai P-nek. Rogzitsiink egy b € B blokkot, és tekintsiik a
blokkoknak

C(b)={t e B: [t'nb| =1}
részhalmazéat. A (P \ b,C(b),I) részrendszert jelolje Dy,. Definidl-
juk a xp: C(b) — b leképezést a kovetkez8képpen:

Xp: b= b N

ez nyilvan egy blokkszinezése Dj-nek.
2.2. Lemma (Lemma 3.1.2). Dy, egy feloldhaté 1-(v — k, k — 1,k) di-
zdjn.

A disszertéci6 3.1. szakaszdban megmutatjuk, hogy D, barmely

parallelizmusa egy olyan D’ blokkrendszerre vezet, amelynek pa-
raméterei azonosak D megfelel paramétereivel.
2.1. Definicié. Legyen D = (P, B,1) egy Steiner 2-(v,k, 1) dizéjn.
Legyen b € B egy blokk, és legyen x: C(b) — b D;, részrendszer
egy blokkszinezése k szinnel. Definidljuk az [* C P x B illeszke-
dési relaciét a kovetkezSképpen:

PI Y o PIV, if b/ ¢ C(b)or P ¥b
P=x("), ifPIband V' € C(b).

A
D* = D!, = (P,B,I")

illeszkedési strukturat D (), b)-paramodifikdciéjinak nevezziik.

2.2. Tétel (Theorem 3.1.4). Legyen D = (P, B,I) egy 2-(v,k,1) di-
zdjn. Legyen b € B egy blokk, és legyen x: C(b) — b a Dy, részrendszer
egy blokkszinezése k szinnel. Ekkor D , ey Steiner 2-dizdjn ugyanazok-
kal a paraméterekkel.

A 3.2. szakasz a paramodifikdci6é hatasat irja le a D 2-(v,k, 1)
dizéjn illeszkedési matrixan.



2.3. Allitas (Proposition 3.2.1). Legyen D egy Steiner 2-(v,k,1) di-
zdjn, és legyen D* = D}, a (x, b)-paramodifikiciéja D-nek. Legyen
r = (v—1)/ (k—1). Ekkor a megfelel§ illeszkedési mdtrixok, M and
M*, legfeljebb k x k(r — 1) méretii almdtrixban kiilonboznek.

A Proposition 3.2.2-ben megmutatjuk, hogy a switching operacié
a paramodifikaci6 egy specidlis esete. Egy 2-(v, k, 1) dizdjnban egy
Pasch-konfigurdci6 hat Py, ..., Ps pontbdl agy, hogy a {P;, P3, P4},
{P1,DP5,Ps}, {P2, P5,P5}, { Py, Py, Py} harmasok kollinearisak. A di-
zajnt anti-Paschnak mondjuk, ha nem tartalmaz Pasch-konfigura-
ciot.

2.4. Allitas (Proposition 3.2.3). Legyen D egy anti-Pasch 2-(v,k,1)
dizdjn. Ha

v < 2k — 8k* + 13k — 6,
akkor nem lehet switching operdcidt elvégezni D-n.

A dolgozat 3.3. szakasza a Steiner 2-dizdjnok néhany j6l ismert
osztalydnak paramodifikaciéit ismerteti.

2.5. Allitas (Proposition 3.3.1 (i)). Egy véges projektiv stk paramodifi-
kdcioi izomorfak. Azaz a véges projektiv stkok merevek a paramodifikdcicra
nézoe.

Egy STS(v) Steiner-rendszer egy 2-(v,3,1) dizdjn; STS(v) pon-
tosan akkor létezik, ha v = 1,3 (mod 6). A Steiner-rendszerek,
a 3-reguldris grafok és az élszinezések szoros kapcsolatban 4ll-
nak kiillonb6z6 néz&pontokbol. Legyen T = (P, B,1) egy STS(v),
és rogzitsik a b = {x,y,z} € B harmast. Ekkor T, egy egysze-
rti 3-reguldris graf, amelynek élei harom szinnel szinezhet6k. A
T Steiner-rendszer merev a paramodifikdciéra nézve, ha a Tj 3-
regularis graf éleinek egyértelmfien létezik 3-szinezése barmely b
blokkra. A Steiner-rendszerek paramodifikdci6it a paramodifikéci-
Ora nézve merev Steiner-rendszerek létezésének nyitott probléma-
jénak megfogalmazésaval zarjuk.

Sok transzlaciés kozépponttal rendelkezd unitalok konstrukciéi-
val (csak a véges esetben) foglalkozik Grundhofer, Stroppel és Van



Maldeghem [4]-ban: az 6 mddszeriik motivélta a Steiner 2-dizajnok
paramodifikacidit.

A disszertaci6é 3.3. szakaszét egy a véges Hermite-féle unitalo-
kon tett megfigyeléssel zarjuk.

2.6. Allitas (Proposition 3.3.4). Véges Hermite-féle unitdlokra nem vé-
gezhetd el a switching milvelet, azonban létezik nem-trividlis paramodi-
fikdciojuk.

A 3.4. szakasz egy D, részrendszer blokkszinezéseinek kisz4-

mitdsdra mutat be tobb médszert. Az dsszes blokkszinezésre va-
gyunk kivdncsiak, hogy 1j Steiner 2-dizdjnokat szerkeszthesstink
paramodifikacié segitségével. A feladatot egyszer(i grafok cstics-
szinezéseként fogalmazzuk meg, amelyrél ismert, hogy altaldno-
san egy NP-nehéz probléma. Legyen a I' = (V, E) vonalgrdf csucs-
halmaza V = C(b), és (b1,b2) € E pontosan akkor, ha b; és by
egy egyértelmti P ¢ b pontban metszik egymdst. A 2.2. Lemma
kozvetlen kovetkezménye, hogy T egy (k — 1)*-reguléris egyszerti
graf.
2.7. Definicié. Legyen G = (V,E) egy egyszerii graf, és legyen
X:V — Cjo csticsszinezés. A v € V cstcsot domindnsnaknevezziik,
ha barmely ¢’ € C\ {x(v)} szinre létezik v-nek egy v’ szomszéd-
ja ugy, hogy x(v') = ¢’. A x szinezést b-szinezésnek mondjuk, ha
létezik legaldabb egy dominans cstcs minden szinosztalyban.

2.3. Lemma (Lemma 3.4.2). A x: C(b) — b leképezés egy jo blokk-
szinezés Dy-nek pontosak akkor, ha egy b-szinezése a Dy-hez tartozo T
vonalgrdfnak.

AT graf osszes b-szinezése meghatdrozhatd, ha megtalaljuk egy
fuggetlen ponthalmazok halmazlefedési problémadjanak dsszes meg-
oldasat. Egy szinosztély val6jdban egy K = (v — k) / (k — 1) mére-
ti fiiggetlen ponthalmaz, és a x szinezés k darab szinosztalya pa-
ronként diszjunkt. A GRAPE GAP-csomag segitségével ez a mod-
szer konnyen implementélhato.

A b-szinezési feladat egészértéki linedris programozasi feladat-
ként (ILP, integer linear programming) is felirhaté. A legtobb ILP-
megoldé szoftver a probléma egy megolddsdnak meghatarozasara



van optimalizdlva. Azonban mi a blokkszinezési feladatunk osszes
megoldasara vagyunk kivancsiak: erre a SCIP MILP-megoldé szoft-
ver képes. Tobbféleképpen is megfogalmazhatunk egy grafszine-
zési problémat ILP-feladatként. Az an. assignment-based modell a
csticsszinezési feladat standard megfogalmazésa. Ez a modell csak
bindris valtozékat haszndl: egyet minden szinre valamint egyet
minden cstcs-szin pérra, és a minimalizdlandé célfliggvény a hasz-
nélt szinek szdma. Vannak mas megkozelitések is, példaul részben-
rendezésen alapuléak, mint a POP és a POP2. Az étlet az, hogy
részbenrendezést vezetnek be a csticsok és a szinek uniéjan.

Az ILP feladatok hatuliit6je, hogy a halmazfedési médszerrel
szemben nehezen kihaszndlhaté a szébanforgd graf szimmetrid-
ja. Mivel a GRAPE rendkiviil hatékonyan aknazza ki a vonalgraf
szimmetridit, igy arra jutottunk, hogy ez alkalmasabb Steiner 2-
dizdjnok 0sszes paramodifikaciéinak meghatdrozédsara.

A dolgozat 3.5. szakasza legfeljebb hatodrend{i unitalok para-
modifikdcidinak szdmitdsi eredményeit mutatja be. Ezzel a méd-
szerrel 173 G4j harmad- és 36 878 1ij negyedrendi unitalt talaltunk.

Egy adott n rend esetén a Y, paramodifikdciés grdf cstcsai n-
edrendi unitdlok ekvivalenciaosztélyai, és két cstcsot éllel kotiink
Ossze, ha az egyik ekvivalenciaosztalybdl megkaphaté a mésik pa-
ramodifikdciéval. A paramodifikacids graf osszefiiggd komponen-
seit paramodifikdcié osztdlyoknak nevezziik.

Szamitasokat végeztiink Y3 és Y4 azon paramodifikdcié oszté-
lyainak meghatadrozasédra, amelyek legaldbb egy unitélt tartalmaz-
nak a BBT, KRC vagy KNP konyvtarak valamelyikébdl. A harma-
dadrendi esetben megtaldltuk az 6sszes paramodifikdci6 osztalyt,
azaz Y3 ezen részgrifja teljes abban az értelemben, hogy minden
cstics Osszes paramodifikacidja ismert, 1d. 2.1. tadblazat (Table 3.1 a
dolgozatban).

Mivel a switch-ek a paramodifikacidk specidlis esetei, a switch-
ing graf Y3 részgrafja. Megszoritva a transzfirmdciokat a switch-
ekre 623 élt veszitiink az unitdlok kozott a paramodifikdcidhoz ké-
pest, és csak 131 Gj unitdl érhet6 el a a 173-bdl szigordan csak
switchinget alkalmazva.

A negyedrendii unitdlok esetében az 1777 KNP-unitalbol 1458



2.1. tdblazat. A paramodifikacié osztdlyok méreteinek eloszldsa

Osztilyméret Y3 Y4

1 3182 1458

2-5 466 99
6-10 35 13
11-100 13 16
101-1000 14
1001-2000 2
2001-7595 2
7596 1"
12887 1"

unitdl izolalt csticsa'¥4-nek. A paramodifikdciét ismételve 36 878 gj
negyedrend(i unitalt taldltunk. Azonban a részgraf hianyos, mert
vannak befejezetlen csticsai: ezen unitdlok paramodifikdciéi nem
lettek kiszamolva. Az izol4lt csticsokat nem szamitva a teljes para-
modifikdcié osztdlyok szdma 146. Két osztdly hidnyos (ldsd a csil-
laggal jelolt sorokat a 2.1. tdblazatban), sszesen 16 518 befejezet-
len csticcsal. A legnagyobb komponensnek 12 887 csticsat ismerjik,
ezek koziil hat darab KNP-unitdl, és a komponens novekedése a
szélességi keresés fajaban szintenként az 6todik szintig

6, 28, 445, 3008, 9400,

azonban a keresés itt ledllt, és valdszintileg tobb unital taldlhat6 a
tovéabbi szinteken.

Az A fuggelék tartalmazza a paramodifikdcié implementdcidja-
nak forraskédjat az UnitalSZ csomagot haszndlva.

3. Absztrakt unitalok teljes pontjai

A disszertaci6 4. fejezete Mez6fi és Nagy On the geometry of full
points of abstract unitals [7] c. cikkének eredményeit ismerteti.



3.1. Definicié. Legyen U = (P, B) egy n-edrendi absztrakt unitl,
és rogzitsiik a by, by blokkokat. Azt mondjuk, hogy P € P teljes
pont (b1, by)-re nézve, ha P ¢ by Ub, és minden Q € by esetén a P-t
és Q-t 0sszekotd blokk metszi by-t.

Mas széval létezik egy 7y, py, joldefinidlt P kdzéppontd pro-
jekci6 b1-r6l by-re. Fy(by, by)-vel jeloljik a U teljes pontjainak hal-
mazat a by, b, blokkokra nézve. Definicié szerint a by, b, blokkok
bérmely P teljes pontja egy 71y, pp,: b1 — bo bijektiv leképezést
definidl; ezt P kozéppontii perspektivitisnak nevezziik.

3.2. Definicié. Legyenek by, b, az U unital blokkjai. Definidljuk b,
perspektivitdsi csoportjdt a kovetkezSképpen:

Perspbz(bl) = <7Th1,P,b27Tb2,Q,b1: P,Q e Fu(bl, b2)> .

A 4.1. szakasz a teljes pontok halmazainak néhdny kombinatori-
kus tulajdonsdgat mutatja be és bevezeti a bedgyazott dudlis k-net
fogalmat.

3.1. Lemma (Lemma 4.1.2). Legyen U = (P, B) egy n-edrendii abszt-
rakt unitdl, ahol n > 2. Ekkor

n%> —n  ha by, by egy pontban metszik eqymdst,

[Fu (b, b2)| < {n2 — 1 ha by, by diszjunktak.
3.3. Definici6. Legyen U = (P, B) egy n-edrendti absztrakt uni-
tal, és legyen k > 3 egész szam. Azt mondjuk, hogy a by,..., by
blokkok bedgyazott dudlis k-netet alkotnak U-ban, ha a kovetkez6k
teljestilnek minden 1 <i < j < k esetén:

(i) b;N b] = Q.

(ii) Minden P € b;, Q € b;j esetén a P-t és Q-t Osszekotd blokk

by, ..., by mindegyikét metszi egy pontban.

Bedgyazott dudlis k-netekre k < n + 1 egy trividlis korlat. Meg-
mutatjuk, hogy k < n —1 is teljestil, amib6l kovetkezik, hogy
harmadrend(i absztrakt unitdloknak nincsenek bedgyazott dudlis
3-neteik.



3.4. Allitas (Proposition 4.1.7). Legyen U egy n-edrendii absztrakt uni-
tdl, ahol n > 3.
(i) Ha U-ban a {by, ..., by} blokkhalmaz egy beigyazott dudlis k-net,
akkor k <n —1.
(ii) Bdrmely by, by blokkok esetén Fj(b1,by) nem tartalmazhat tobb
mint n — 3 blokkot.

Az absztrakt unitdlok projektiv sikokba valé bedgyazhatésdga
egy régota vizsgalt probléma, kiilonos tekintettel a g-adrendi abszt-
rakt unitdlok bedgyazhat6sdgdra a PG(2, q%) Desargues-féle sikba.
Korchmadros, Siciliano és Szényi [5] bevezették a teljes pont fogal-
mét a bedgyazhat6sag vizsgédlatdhoz, és a blokkok perspektivitasi
csoportjait vizsgaltdk.

3.5. Definicié. Legyen U = (P, B) egy absztrakt unitdl, legyenek
by, by € B diszjunkt blokkok.

(i) Az (U, by, by) harmas teljespont-reguldris, ha a teljes pontok
halmazéra Fi;(by,bp) C ¢ valamely ¢ € B blokk esetén gy,
hogy bjNc=byNc=Q.

(i) Ha (U, by, b2) egy teljespont-reguldris hdrmas és Persp,, (b1)
egy ciklikus szemiregularis permutaciécsoportja bi-nek, ak-
kor (U, by, by)-t erbsen teljespont-requldris harmasnak nevez-
ziik.

(iif) Az U absztrakt unitalt erdsen teljespont-reguldrisnak nevezziik,
ha barmely by, by diszjunkt blokkok esetén az (U, by, by) har-
mas erdsen teljespont-reguldris.

A disszertdci6 4.2. szakaszdnak {6 tétele az absztrakt unitalok
PG (2, 4%)-be val6 bedgyazhatosaganak egy sziikséges feltételét ad-
ja meg.

3.6. Tétel (Theorem 4.2.6). Ha a q-adrendii U unitdl bedgyazhaté a
PG(2,4?) sikba, akkor U erdsen teljespont-reguldris.

A dolgozat 4.3. szakaszdban megmutatjuk, hogy g paros prim-
hatvany esetén a #(q) Hermite-unitédl egy polaris hdromszogben
szerepld blokkjai bedgyazott dudlis 3-netet alkotnak (vo. Propo-
sition 4.3.1 a disszertaciéban), valamint, hogy a bedgyazott dualis



3-netek és a Baer-részegyenesek szorosan kapcsolédnak egymds-
hoz.

3.7. Allitas (Proposition 4.3.3). Legyen U = (P,B) egy q-adrendii
absztrakt unitdl bedgyazva PG(2,q?)-be. Ha a by, by, by blokkok beigya-
zott dudlis 3-netet alkotnak, akkor by, by, by Baer-részegyenesek.

A dolgozat 4.4. szakasza kis unitalok teljes pontjainak struktara-
jara vonatkoz6 szamitdsi eredményeket mutat be. Tabldzatos for-
maban jelenitjiik meg a harmad- és negyedrendi unitdlok szdmat a
teljes pontok szdma és a perspektivitdsi csoport struktirdja szerinti
bontdsban. A vizsgalt konyvtarakban talalhato (er6sen) teljespont-
reguldris unitdlok szdma a 3.1. tdbldzatban (Table 4.4 a disszer-
taciéban) taldlhat6. Megjegyezziik, hogy a nem erGsen teljespont-
reguldris unitdlok nem 4gyazhatok be PG(2, ¢2)-be.

3.1. tdblazat. Teljespont-regularitds
Koényvtar Unitalok FPR SFPR

BBT 909 815 815
KRC 4466 4081 4081
P3M 173 166 166
KNP 1777 1586 1582
P4M 25641 9196 8980

4. Az UnitalSZ GAP csomag

A dolgozat 5. fejezete az UnitalSZ [8] GAP-csomagot mutatja be,
melyet a jelen disszertdci6 szerzdje, valamint témavezetdje, dr. Nagy
Gabor Péter feljesztett. A csomag jelenlegi verzidja 0.6, a kiadds el-
érhet6 a https://nagygp.github.io/UnitalSZ honlapon, illetve a
forraskéd elérhetd a GitHubon a GNU General Public License v3.0
alatt. A csomaghoz haszndlatdhoz a GAP legaldbb 4.8-as verzidja,
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https://nagygp.github.io/UnitalSZ

valamint a GAPDoc, Digraphs és az IO GAP-csomagok sziiksége-
sek. A fejezet sordan példa GAP-kédok illusztriljak az ismertetett
fuggvényeket.

Az 5.1. szakasz betekintést ad, hogy miként lehet unitél objek-
tumokat létrehozni igaz-hamis, és illeszkedési matrixok, valamint
blokklistdk &ltal. Az 5.1. Algoritmusban lathatd, hogy az unitalok-
ra vonatkozé feltételek hogyan vannak a csomagban implemental-
va. Ismertetiink az unitdlok néhany alapvet6 tulajdonsdgdara, att-
ribatumdra vonatkozé metédust, példdul hogyan lehet az unital
pontjait, blokkjait, automorfizmus-csoportjat lekérni, illetve hogy
ellenérizhets, hogy két unitdl izomorf-e. Az 5.2. szakaszban az
elérhet6 unitalosztilyokhoz és -konyvtarakhoz kapcsolédé paran-
csokat mutatjuk be. Az 5.2. és 5.3. Algoritmusok a Hermite- és a
Buekenhout-Metz-unitdlok implementdacidjat illusztraljak.

Az 5.3. szakaszban ismertetjiik az unitalok teljes pontjaira vonat-
koz6 parancsokat: meghatarozhat6 egy U unital teljes pontjai két
kiilénb6z6 blokkra vonatkoztatva, s6t, kiszdmolhat6 a perspekti-
vitdsi csoport is (vo. 5.4. és 5.6. Algoritmusok). Az 5.5. Algorit-
mus bemutatja, hogy egy unitdl teljes pontjainak kiszdmitdsa az U
unital automorfizmus-csoportjdnak erejéig hogyan van implemen-
tdlva a csomagban. A bedgyazott dudlis 3-netek, illetve az (er6s)
teljespont-regularitds meghatdrozdsara szolgal6 fliggvények lefra-
sa a szakasz végén taldlhato.
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