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Chooser-Picker jatekok

Absztrakt

Ennek a munkanak ad ttélja, hogy minél mélyebben megértsik a Picker-Chooseyy(v
Chooser-Picker) jatékokat és Beck sejtését. A dolgozdiaatm B részidl all:

El6szor a Picker-Chooser(P-C) és a Chooser-Picker(C-Rojatéomlexitasat vizs-
galtuk meg. Itt azt talaltuk, hogy mind a P-C és a C-P jatékeadtében NP nehéz el-
donteni, hogy melyik jatékos a ny®f24]. Ezutan bemutattuk néhany ismert példan
keresztul a Picker-Chooser jatékokat, hogy felfedezzidkzanossagokat és eltéréseket a
kilonbod jatékok kozott. Megvizsgaltuk a CPx 4 tic-tac-toet, a P-C valtozatat az
altalanositott Shannon-féle kapcsoléjatéknak, a C-Poxalat ak-amdbanak, valamint
a C-P, M-B és P-C torusz jatékoknak. Egy kicsit javitottun®-& jatékokra vonatkoz6
“Erd6s-Selfridge” tételen is [21].

A masodik részben a Chooser-Picker 7éda jatékot oldottuk meg. Ez a jaték azért
is nagyon érdekes, mert a legutolso igazan értékes eredan@mndba jatékra mar toébb
mint 30 évvel ezditti (a végtelen négyzetracsos papiron a masodik jatékobetl a
dontetlent). A 7-ariba megoldasara tett kisésletek mindeddig sikertelenédzid ennek
a jatéknak a Chooser-Picker valtozataval foglalkozik. étbl fejezetben belatjuk, hogy
a Chooser-Picker 8-abbhat és a Chooser-Picker 7-ab@t Picker nyeri. A bizonyitas
egy kissé hosszadalmas, nem trividlis esetvizsgalat.nHetéaazolunk egy elképzelést,
hogyan lehetne boldogulni az eredeti (M-M illetve M-B) e@ataval ennek a jatéknak
[22].

Az utolsé részben a P-C atnigatékkal foglalkozunk. Itt nagyon érdekes megfigyelni
az M-B és a P-C jatékokra kapott eredmények kulodlségét [2, 23]. Megmutatjuk,
hogy a valdszinliségi intuicionkhoz kozel all6 eredmérmg & Picker-Chooser valtozat,
csakugy, mint a felgyorsitas..



Chapter 1

Definiciok, egy sejtés es néhany eszkoz

1.1 A jatékok gyenge valtozata

A jatékok gyenge valtozatanak azt nevezzik, amikor a mikgatékos akkor nyer, ha
dontetlent tud elérni. Ez azt jelenti, hogy a kéjétékosnak nem kell félnie/védekeznie
az ellen, hogy a masodik jatékos elfoglalhat egy Giaimazt. Itt a kezdljatékost Maker-
nek (épib), a masodikat Breaker-nek (rombold) hivjuk. Konnyi beldz aldbbi allitast,
lasd [7].

Allitas 1.1. Ha Breaker nyeri a a jaték gyenge véltozatat, akkor az r@ték dontetlen.

1.2 Chooser-Picker és a Picker-Chooser jatekok

Beck [6] az igen nehéz klikk jatékok tanulmanyozasara betetizegy Uj tipusu heu-
risztikat, mely igen sikeresnek bizonyult. Definialt®igker-Choosewragy réviden P-C
és aChooser-Pickel(C-P) valtozatait a Maker-Breaker jatékoknak, mely igeadmo

a kétszemélyes torta felosztas problamahoz, (lasd [7QGgkiel a valtozatoknal Picker
mindig kivalaszt két md#, majd Chooser valaszt kozlilik egyet, a masik Pickerhei.ke
A Picker-Chooser jatékokban Picker felel meg Maker-nek ésdSer Breaker-nek, mig
a Chooser-Picker jatékoknal forditva. Ha| paratlan, akkor az utols6 elem Chooser-é€.
Beck azt tapasztalta, hogy Maker igen sok esetben pontdsan ayeri meg a Maker-
Breaker jatékot, amikor Picker a Picker-Chooser valtaz&éadasul Breaker nyerései a
M-B jatékban, illetve Picker nyerései a C-P jatékban ugykiihogy egybe esnek.

Ezen jatékok tanulmanyozasa felbecstlhetetlen ratedtiméged a Maker-Breaker
valtozatra. Néhany hipergrafra a végeredménye a MakekBreés a Chooser-Picker
véltozatnak ugyanaz [6, 21]. Altalaban Ggy tlinik, hogykBichelyzete legalabb olyan jo,
mint Breaker-€. Ezt az alabbi sejtésben mondhato ki:

Sejtés 1.2.Ha a Maker-Breaker jatékot Maker nyeri, akkor a Picker - GGawgatéekot
(mint masodik jatékos) Picker nyeri; ha a Maker-Breakeglat Breaker nyeri, akkor a
Chooser-Picker jatékot szintén (mint masodik jatékoskdtiayeri [21].

Szukséges a Chooser-Picker jatékok végtelen valtozahasakalhatosagahoz az alabbi
megszoritas: Az elején Chooser kivalaszthatja egy karl@szhalmazat a tablanak, ahol
majd jatszanak. Erre azért van szikség, mert egy végtadmt&icker mindig kérhet
egymastol tavolgspontokat és ez trivialis nyerés Pickernek.
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1.3 Eszkoztar

1.3.1 Parositasi lemma

Lemma 1.3(Cs-P) Ha egy Chooser-Picker jaték soran (akar mar a jaték elepmpyy
két eleml nyeshalmaz{x,y}, akkor Picker-nek van olyan optimalis ngstratégiaja,
amely{z, y}-nal kezddik.

1.3.2 Monotonitasi lemma

Kordbban belattuk, hogy végtelen tabla esetén Chooserkek kdlasztania egy korlatos
részhalmazat a tdlanak. Ez a gyakorlatban azt jelenti, Kbgppser valaszt eg¥ € V
részhalmazt, éa jatszik az igydukalt rész-hipergrafonmely csak azokat ad € F
éleket tartalmazza, ahol C X. Formalisabban: egy adotV, F) hipergréafra legyen
(V\ X, F(X)) az arész-hipergraf, ahdl(X) = {A e F, AN X =0} .

Lemma 1.4.[21] Ha Picker nyeri a Chooser-Picker jatékbt F)-on, akkor Picker nyeri
a(V \ X, F(X)) hipergrafon is.

Ez alemma hasznos lesz a kdvetkégiezeteknél, ugyanis, ha egy korlatHhalmazt
nem tudunk egyforma részekre feldarabolni, akkor megm@lk S'-re, amit mar fel
lehet darabolni egyedilrészekre. Es ha Picker nygrn, akkorS-en is nyerni fog.

1.4 Néhany eredmeény a Chosser-Picker jatekokrol

1.4.1 A Chooser-Picker jatékok komplexitasa

Miutan a Maker-Breaker jatékok (és a Maker-Maker) jatek8IPRCE-teljesek, lasd [63],
ezért mind a(z) 1.2 sejtés, mind a fenti heurisztika alapjRicker-Chooser és a Chooser-
Picker jatékok sem igérkeznek kdnyebbnek. Jatékok PSRAIpSségének belattasa
tobbé-kevésbbé standard lasd [63, 62, 16]. Most mi ennédabbet mutatunk be a
vizsgalt jatékok asszimetrikus természete miatt.

Tétel 1.1. A Picker-Chooser jatékoknal NP-nehéz elddnteni, hogy krny
Tétel 1.2. A Chooser-Picker jatékoknal NP-nehéz elddnteni, hogy krny

Mindkét bizonyitasban & — SAT-ot vezetjuk vissza Chooser-Picker, illetve Picker-
Chooser jatékokra.

Fontos megjegyezni, hogy a Chooser-Picker jatékok NPzemég azokra @/, F)
hipergrafokra is, ahdl4| < 6 mindenA € E.

4 x 4 tic-tac-toe

Allitas 1.5. Picker nyeri a Chooser-Pickerx 4 tic-tac-toe jatékot.



Chooser-Picker jatekok

1.4.2 Az altalanositott Shannon-féle kapcsolojaték PickeChooser
valtozata

Belattuk a(z) 1.2 sejtést az altalanositott Shannon-fépe&oldjaték Picker-Chooser val-

tozatéra, hasonléan ahhoz, ahogy Lehman tette [41]. Legyeh) egy matroid, aholF

a bazisok halmaza, és Picker nyer ha elfoglal gy F elemet. Jegyezziik meg, hogy ez

ekvivalens egy(V, C)-on jatszott Chooser-Picker jatékkal a, atich (V, F) matroidbdl
kivagot halmazok egy gyljteménye mindére F ésB € C, AN B # (-re.

Tétel 1.3. LegyenF a bazisok egy gyljteménydacsucshalmazon értelmezett matroid-
nak. Picker akkor és csak akkor nyeri meg a jatékotF)-en, ha van olyam, B € F,
hogyANn B = 0.

A bizonyitas Oxley [50] irdsaban talalhatd Maker-Breaksgtebizonyitdsahoz ha-
sonlo.

1.4.3 Erdds-Selfridge tipusu tételek P-C és C-P jatékokra

Maker-Breaker(V, F) jaték esetén az Eéd-Selfridge tétel [25] nagyon jol hasznalhato
kritériumot fogalmaz meg Breaker nyerésére. A Choosekepit), F) jaték esetében
Beck [6], j6val ebsebb feltételt hasznalva, bebizonyitotta Picker nyérggeP-C val-
tozatra éles eredményt bizonyitott, melyet szintén bglaftunk az alabbi tételbe) Legyen
|| F|| = maxacr |A| a(V, F) hipergraf rangja.

Tétel 1.4.[6] A (V, F) hipergrafon jatszott Chooser-Picker jatékban, ha

A 1
AGZ: < SIETED (1.1)

akkor Pickernek van explicit nyérstratégigja.
HaT(F) < 1, akkor Chooser nyeri a Picker-Chooser jatékovar) hipergrafon.

Ezt az eredmény megjavitottuk avval, hogy belattuk a kdadtk
Tétel 1.5. A (V, F) hipergrafon jatszott Chooser-Picker jatékban, ha

S oM< B —
AEF 3v/IIFI+ 5

akkor Pickernek van explicit ny@rstratégigja.

(1.2)

Erdemes kiemelni egy specidlis esetét a(z) 1.2 sejtésrakEsbs-Selfridge tételnek
a Chooser-Picker jatékokra.

Sejtés 1.6.Ha
1
—-lAal o~ =
SERARED
AeF
akkor Picker nyeri a Chooser-Picker jatékdtia.F) hipergrafon.
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1.4.4 Torusz jatékok

Beck paradigmajat leellémiztilk a4 x 4-es téruszon definialhat6 jatékokon. A téruszt
a tovabbiakban?-nek jeloljuk. Itt 6sszeragasztjuk a négyzethald szemldadalait és
az 0 és+1 meredeksegl vonalakbdl allo halmazokat tekintjuk éjiaimazoknak. A
térusz jatékok altalanos definicija megtalalhaté [7]-b&mrellakra tovabbiakban ugy hi-
vatkozunk, mint ahogyan a sakkban szoktaki?A6rusz hipergrafjaban az élek t6bbszor
is metszhetik egymast. Példaul a kdvetk&et nyedbhalmaznak két kbzos eleme is van:
{a2,b1,c4,d3} és{a4,bl,c2,d3}. Négy lehetséges jatékot definidlunk®ahipergrafon.
Ezek a Maker-Maker, a Maker-Breaker, a Chooser-Picker éskaiPChooser valtozatok.
[7]-6l ismert, hogy a Maker-Maker valtozat dontetlen, a [21kbi, hogy Picker nyeri a
Chooser-Picker jatékot. Valojaban, a Maker-Breaker valteredményéh kovetkezik a
Maker-Maker valtozaté is, valamint a Chooser-Picker byf@sa is.

Allitas 1.7. Breaker nyeri a Maker-Breaker valtozata$*dorusz jatéknak.

Beck sejtésével (1.2 ) dsszhangban, Breakernek konnydgh dan a Maker-Breaker
véltozatban, mint Choosernek a Picker-Chooser valtopattizar a4 x 4 téruszon a
kimenetele ugyanaz mindkét jatéknak, ez utdbbit mégisalatdhezebb bizonyitani.

Allitas 1.8. Chooser nyeri a Picker-Chooser valtozatat-a4 torusz jatéknak.

Bizonyitas (vazlat) A teljes bizonyitashoz egy hosszu esetvizsgalatra vanssgiik
Noha néhany agat a teljes jatékfanak le lehet vagni Beckkeggidmeénye alapjan [6]:
Chooser nyeri a Picker-Chooser jatékdtdalmazon, hd'(H) = _ 1 ppy 27 < 1.

Fontos megjegyezni, hogy fent lathattunk egy rendezéstsgalt jatékvaltozatok
komplexitasara: kbnnyebb a C-P jatek eredményét, mint & j&tekét megkapni, habar
(afenti esetben legalabbis) ugyanazt adjak. és sokkazebbe P-C esetet meghatarozni,
mint a Maker-Breaker valtozatét.



Chapter 2

A Chooser-Picker 7-antba

2.1 A k-amoOba jaték

A k-amdba olyan hipergraf jaték, ahol a graf cslcsai egy végtetsgyretracs 4?)
medinek feleltethdik meg, illetve a nyérhalmazoki darab egymas utani cellanak (viz-
szintes, fliggleges, vagy atlos) felelnek meg. Ha az egyik jatékos megsagyk hosszu
vonalat, akkor nyer - maskulonben a jaték dontetlen. Jetijemeg, hogy tokéletes
jatékot feltételezve vagy az élgatékos nyer, vagy a jaték dontetlen John Nash stratégia
lopasos érvelését alkalmazva [13]. Tovabbi részletékaabba jatékrol a [57, 58]-ben
talalhatok.

A k-amBbanak mind a Maker-Maker, mind a Maker-Breaker valtozata 6, 7-re
nyitott kérdés. Mindenki azt gondolja, hogy ezen jatékoktdtienek (Breaker nyer), de
a sok ebfeszités ellenére jelers eredményt eddig nem ért el senki.

2.2 A C-P k-amdba jaték

Miel6tt bebizonyitottuk a C-P-ambbéara vonatkoz6 zételt, igazoltuk hogy Picker nyeri a
konyebb C-Ps-amdba jatékot - ehhez a 12 @l 4ll6, Zetters altal alkalmazott (lasd
[32]) "Z" alaku résztablat hasznaltunk fel.

Allitas 2.1. Picker nyeri a8-ambba jaték Chooser-Picker valtozatat, barmBlyC 7>
halmazon.

Tétel 2.1. Picker nyeri ar-ambba jaték Chooser-Picker valtozatat, barmelyészhal-
mazanz?-nek.

A korabban mar emlitett 1.4 lemmat alkalmazva, Choosiegsd#r kivalaszt egy véges
S halmazt. Tekinkjuk az egész sik felbontasat résztablékrazéken jatszunk kulon-
kilon segédjatékot. Konnyil belatni, hogy ha Picker megrgz 6sszes segédjatékot,
akkor Picker nyer minden olyali' tablan jatszott jatékot, ahdl ezen segédtablak unio-
jaként all 6ssze. A 1.4 lemmabdl kovetkezik, hogy PickerrnyeC K -enis. Egy
megfeleb segédjatékokra torténfelbontast kellett taldlnunk. A felbontds garantélja,
hogy ha Picker nyer minden részjatékban, akkor Chooser néimét egymas utani cellat
elfoglalni K-n.
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Minden résztabla egy x 8-as méretli téglalap, ahol a ngbalmazokat (a kénnyebb
megértés kedvéért) négy kuloniddablan abrazoltuk:

RERIRNN

Figure 2.1: Ezek a x 8as téglalap nyé&halmazai. KénnyU latni, hogy pontosan egy
szimmetria van benne (a dupla vonal mentén). Ezt a bizahatdhasznositjuk.

DA RaseY A
77
Y az7Z4
72

Figure 2.2: Lathatjuk, hogy hogyan kovetkezik a segédidindortérd jatékbol a don-
tetlen az egész tablara: sem vizszintesen, senbfaggsen, sem atlésan (most csak egy
atlés iranyt részleteztiink), nincsen egymasutani héa caejly, hogy ne tartalmazza egy
nyedhalmazat valamelyik segédjataknak.

Tehat a kulcs-lemma a bizonyitasunkhoz a kdveikez
Lemma 2.2. Picker nyeri al x 8-as tablan definialt segédjatékot.

Megjegyzeés 2.3A M-B esetre “brute-force” szamitogépes vizsgalattal néegjilk ugyanezt
a segédtablat, de az Maker nyerést adott! Tehat mi nem hagzhgyanazt a tablat, hogy
beldssuk, hogy a jaték gyenge valtozatat Breaker nyerirmabara. Természetes gondo-
lat, hogy akkor keressiink mas segédjatékokat, de ez nekeigiekdnnyl vallalkozas-
nak. Mindenesetre dkdlszabalyként érdemésair mindig a C-P esetet megvizsgalni.



Chapter 3

A Picker-Chooser atmerojatek

3.1 Graf jatékok

Szamos Maker-Breaker jaték van definialvaazsucsu teljes grafon. A jatékosok felvaltva
foglalnak el éleket; Maker akkor nyer, ha a részgrafjaresél egy ebre meghatarozott
P (gyakran monoton) tulajdonsag, lasd [8, 5, 12, 17]. Baloghéésai [2] bevezették
az(a : b) d-&tmeo jatékot, roviderD,(a : b)-t, ahol Maker pontosan akkor nyer, ha a
részgrafjanak az atm@e legfeljebhi. A [2] cikk legmegle@bb eredménye az volt, hogy
noha Maker elveszti @,(1 : 1) jatékot, de Maker megnyeriB,(2 : in'/®/(logn)%/®)
jatékot.

Ez azt jelenti, hogy a jaték felgyorsitasa dramaian meggtdthatja a jaték kimenetelét,
[57]. A végeredmény szintén sokat moédosul, amikor ugyamgék Picker-Chooser val-
tozatat vesszik gorésla. © eredmeényunk a kovetkémedfigyelés, illetve az azt kodre
tétel:

Medgfigyelés.Picker nyeri a P-@,(1 : 1) jatékotK,-en, han > 22.

Tétel 3.1. A Chooser-PickeD,(1 : b) jatékot Picker nyeri, had < /n/log, n/4, mig
Chooser nyer, ha> 3./n, han elég nagy.

A Chooser-Picker jatekok 6nmagukban heurisztikai a Mdkeaker jatékoknak. Ah-
ogyan a(z) 1.5 tétel mutatja, a Maker-Breaker és a Chodskejatékok nyerésifeltételei
gyakran egybeesnek. Réadasul Breaker nyerése a MakekeBlidgdeékban és Chooser
nyerése a Picker-Chooser jatékban gyakran ugyanakkesiitlj lasd [6]. Hogy tovabb
vizsgalhassuk ezt a kapcsolatot, szikségunk volt a(zgiebdlfogult valtozatara is. Nem
kiséreltiik meg a legjobb alakot leirni, a céljainkhoz elégeetked lemma.

Lemma 3.1. Picker nyeri a Chooser-Pickét : b) elfogult jatékot aH = (V(H), E(H))

hipergrafon, ha
v —|Al/b
] E 2 <1,

AEE(H)

aholv = |V (H)|.

3.1.1 Atmérd és fokszam jatékok

Balogh és tarsai a [2] cikkben észrevették, ho@él : 1) nem esik egybe a valoszinliség-
szamitasi intuicionkkal: Ugyanis, ha d@ graf élei véletlenszeriien kertilnek Makerhez

9
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és Breakerhez, akkor majdnem biztosan 2 lesz a graf ajeénig Breakernek van egy
egyszerl péarositasi stratégidja, amivet 3, [2]. EI6sz6r vesznek egy olyam élt, ahol
semelyikux vagyvz élt nem foglalta el Maker; majd ha Maker elfoglal egy élt, akkor
Breaker avx élt foglalja el (havx-et mar korabban elfoglalta, akkor egy teéikeges élt
valaszt), illetve forditva .

A D,(2 : 2) jatékot jatszva nincsen ilyen parositasi stratégidja lBreeek, és Maker
nyeri a jatékot, 8t aD,(2 : b) jatékot is, ahob polimonikusan B n-nel, han elég nagy:

Tétel 3.2.[2] Maker nyeri aD,(2 : ¢n'/®/(Inn)3/®) jatékot. és Breaker nyeriBy(2 :
(2 + €)y/n/Inn) jatékot, mindere > 0-ra, amennyiben elég nagy.

A 3.1 Tétel bizonyitasdhoz, szikségefokszam jatékoksmerete. Székely, Beck,
Balogh és tarsai [71, 5, 2] megmutattak, hogy ezen jatékokaiyukban is érdekesek.

Ezeknél a jatékoknal az egyik jatékos probal éleket minggdeletesebben elfoglalni,
mig a masik célja hogy minél tébb élet foglaljon el valamlelgsticsnal. Egy adott
grafnél és egy ére megadott fokszamnal, Maker és Breaker ey, b) elfogult jatékot
jatszanalG élein. Maker akkor nyer, ha legaldbl&le van minden csucsnal.

Minket aG = K, eset érdekel. Balogh és tarsai [2] belattak a kovetkemmat:

Lemma 3.2. [2] Legyena < n/(4lnn) ésn elég nagy. Maker nyeri a@ : b) fok-

szémjatékok,-en had < -4yn — %vnln n.

Nem akarjuk a teljes P-C (C-P ) fokszam jaték elméletet fed@p csak egy egyszer(
allitast mondunk ki, mely céljainknak megfelel.

Lemma 3.3. Legyenb < n/(8Inn) ésn elég nagy. Chooser nyeri 4z : b) Chooser-
Picker fokszamjatékak’,,-en, had < n — 1 — 3n/b.

A 3.1 tétel bizonyitdsahoz, legelzor a 3.1 lemmaét lattuk be.

A 3.3 tétel méasodik felét lattuk be@zor, vagyis, hogy Chooser nyer, ha 3,/n,
ami a 3.3 lemmabdl jon. Jatszon Chooser a lemma szerinty &kkkernek legfeljebb
(3n/b) — 1 éle lesz barmelyik csucsot is nézziike K,,-re, tehat a csicsok szama, mely
z-hez van kapcsolva (2-atné#yire) kevesebb, min(3n/b) — 1) < n — 1.

A tétel el felének belatasahoz tébb munka kellett. Felbontjuk aggatsait harom
kordlbellil azonos méreti részi;, X, és.X3. (Tovabbiakban legyeX; = X; .04 3, ha
i > 3.) Az X, csUcsai legyenek rendte2, ..., n/3. * E(X;, X;) legyen az élek halmaza
Két kulon jatékot jatszunk az egyes részeken bellli, ez egyes részek kozotti
0sszekotés érdekében. Azjatakban 6sszekdtjuk a¢;-n bellli pontokat a2 ( X;, X;1)
éleket hasznalvai(= 1, 2, 3-ra). A masodik jatékban 6sszekotjik-et X, ,-vel azX;
élein jatszva.

1EZ lehet|n/3] és[n/3] is. A bizonyitasban mi &n/3]-vel szamoltunk és &n/3| eset kdnnyen jon
eblpl.

10
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