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1. Bevezetés

A csoportbovitések alapvetd szerepet jatszanak mind a csoportok struktira-
elméletében, mind a csoportok varietdasainak elméletében. Kaloujnine és
Krasner ([6]) 1950-ben bebizonyitotta, hogy egy N csoport H-val vett bovi-
tése beagyazhaté N-nek H-val vett koszoruszorzataba. Megjegyezziik, hogy
a koszoruszorzat egy specidlis szemidirekt szorzat.

A félcsoportok a csoportok természetes altalanositésai. Az egyik olyan
félcsoportosztaly, ahol a Kaloujnine-Krasner-tételnek jelentos hatasa volt, a
regularis félcsoportok osztalya.

Az inverz félcsoportok az egyik legtermészetesebb altalanositasai a cso-
portoknak. A Cayley-tétel alapjin a csoportokra (izomorfiatdl eltekintve)
ugy tekinthetiink, mint adott halmaz permutéciéinak olyan halmazaira, me-
lyek zartak a kompoziciéra és az inverzképzésre. Egy hasonlé eredmény,
a Wagner—Preston-tétel azt éllitja, hogy az inverz félcsoportok (izomorfiz-
mus erejéig) éppen egy adott X halmaz parcidlis permutéciéinak (azaz X
részhalmazai kozotti permutédcidinak) halmazai, melyek zértak a parciélis
leképezések szorzasara és az inverzképzésre.

Egy félcsoportot teljesen egyszerinek neveziink, ha el6all, mint maximalis
részcsoportjainak egyesitése, és egyetlen D-osztalybol all. Egy teljesen egy-
szerl félcsoportban a maximalis részcsoportok izomorfak egymassal. A telje-
sen egyszeri félcsoportok is a csoportok altalanositasai, csak mas irdanyban.

Legyenek K.,T félcsoportok. A K-nak T-vel vett szemidirekt és koszoru-
szorzatait a csoportok esetéhez hasonléan definidlhatjuk, és K x T-vel, vala-
mint K ! T-vel jeloljik. Ha K félcsoport, T' pedig csoport, akkor K x T és
K T pontosan akkor reguléris [inverz, teljesen egyszerti] félcsoport, ha K is
az. Altaldban viszont K x T nem reguldris félcsoport még akkor sem, ha K
és T is inverz félcsoport. Ez vezette el Billhardtot [2] a konstrukcié inverz
félcsoportokra torténd adaptalasdhoz. Ezt a konstrukciét K-nak T-vel vett
A-szemidirekt szorzatdnak nevezziik.

Egy S inverz félcsoport kongruenciajat idempotens-szétvalaszténak ne-
vezziik, ha minden kongruenciaosztaly legfeljebb egy idempotenst tartalmaz,
azaz minden részfélcsoport kongruenciaosztaly részcsoport S-ben. Billhardt
és Szittyai bebizonyitottak, hogy ha S inverz félcsoport és o idempotens-
szétvalaszto kongruencia S-en, melyre minden idempotens p-osztaly egy V
csoportvarietasbdl szarmazik, akkor S bedgyazhat6 egy V-beli csoport S/ -
val vett A\-szemidirekt szorzataba.

A disszertacio E-tomor lokalisan inverz félecsoportokkal foglalkozik, me-



lyek olyan inverz félcsoporttal vett bovitések, ahol a részfélcsoportosztalyok
teljesen egyszert félcsoportok. A f6 probléma, amelyre valaszt adunk, az,
hogy bedgyazhaté-e minden ilyen bovités teljesen egyszeri félcsoportnak in-
verz félcsoporttal vett A-szemidirekt szorzataba. Ez az eredmény Billhardt
és Szittyai tételének altalanositasa.

2. Eloismeretek

Egy o kongruenciat csoportkongruencidnak [félhalé-kongruencidnak, .. .| ne-
veziink, ha S/o csoport [félhald, ...]. A kongruencia magja, melyet Ker o-
val jelolink, S/p egységelemének inverzképe. Ha o félhalé-kongruencia és
p: S — Y sziirjektiv homomorfizmus, mely g-t indukélja S-en (azaz Y =
S/o), akkor S-et az S, (a € Y') részfélesoportok félhdldjinak nevezzik, ahol
So az a elem inverzképe. Ha léteznek bizonyos tulajdonsagokkal rendelkez6
homomorfizmusok ezen osztalyok kozott, melyeket struktirahomomorfizmu-
soknak neveziink, és az S-beli szorzas kifejezheté az S,-beli szorzasokkal és
a struktira-homomorfizmusokkal, akkor S-et az S, (a € Y') részfélcsoportok
eros félhdlojanak nevezzik.

Egy félcsoportot teljesen requldrisnak neveziink, ha el6all a részfélcsoport-
jai egyesitéseként. Jegyezziik meg, hogy S teljesen egyszeri, ha teljesen re-
guldris és egyetlen D-osztalyt tartalmaz. Minden teljesen reguléris félcsoport
teljesen egyszert félcsoportok félhaloja.

Rees-mdtrixz félcsoportnak egy olyan S = M|G; I, A; P] félcsoportot ne-
veziink, ahol G csoport, I, A nemiires halmazok és P = (p,;) egy A x I tipusi
matrix G elemeibdl, melyet szendvicsmdatriznak neveziink. Az S félecsoport
alaphalmaza I x G x A, melyen a szorzast a

(i, g, >‘) (]7 h7 /L) = (Za gp/\jh7 M)

képlet definialja. Minden Rees-matrix félcsoport teljesen egyszerti, és forditva,
a Rees—Suschkewitsch-tétel értelmében minden teljesen egyszerii félcsoport
izomorf egy Rees-matrix félcsoporttal. Azt mondjuk, hogy P normalizdlt, ha
létezik olyan @ € I és A € A, melyekre p,; = py; = 1g minden j € I-re és
i € A-ra. Minden Rees-matrix félcsoport izomorf egy olyannal, melyben a
szendvicsmatrix normalizalt.

Egy teljesen egyszeri félcsoportot centrdlisnak neveziink, ha barmely
két idempotens elem szorzata, az 6ket tartalmazo leghévebb részfélcsoport
centrumaban taldlhaté. Jol ismert tény, hogy az M[G; I, A; P] Rees-matrix
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félcsoport a P normalizélt szendvicsmatrixszal pontosan akkor centralis, ha
P minden eleme G centrumaban van.

A normalizalt szendvicsmatrixi Rees-matrix félcsoportok kongruenciait
a kovetkezo allitas karakterizélja.

2.1. Allitds. Legyen S = MIG; I, A\; P] olyan Rees-mdtrix félcsoport, mely-
re P normalizdlt. Tegyik fel, hogy N olyan normdloszté G-ben, melyre P
minden eleme N-beli. Definidljuk a o reldciot a kovetkezéképpen: minden

(ivgv A); (.]; hy,u) € S-re
(i,9,\) 0(j, h, ;) pontosan akkor, ha gh™' & N.

Ekkor o csoportkongruencia S-en, melyre S/o izomorf G/N-nel és Ker o =
M[N; 1, A; P).

Forditva, az S félcsoport dsszes csoportkongruencidja ilyen alaki G vala-
mely N normadalosztojara, ahol P osszes eleme N -beli.

Egy S félcsoportot inverz félcsoportnak neveziink, ha S minden a elemének
pontosan egy inverze létezik, és ezt a~!-zel jeloljiik. Ekvivalens médon, egy
félcsoport inverz, ha reguléris, és az idempotensek részfélhalét alkotnak. Egy
S inverz félcsoport pontosan akkor csoport, ha |Eg| = 1.

Legyen S félcsoport, K pedig félcsoportok egy osztalya. Ha p inverz
félcsoport kongruencia S-en (azaz S/p inverz félcsoport), akkor azt mond-
juk, hogy o kongruencia IC felett, ha minden idempotens p-osztdly, mint S
részfélecsoportja, C-beli. Ebben az esetben az idempotens p-osztalyok egye-
sitése, melyet p magjanak neveziink, és Ker p-val jeloliink, K-beli részfélcso-
portok félhaléja. Ha S regularis, akkor minden idempotens p-osztaly és Ker o
is regularis.

Egy S regularis félcsoportot lokdlisan inverznek neveziink, ha minden eSe
(e € Eg) alaki lokalis részmonoidja inverz félcsoport. Jegyezziik meg, hogy
minden inverz félcsoport és minden teljesen egyszerti félcsoport is lokalisan
inverz.

A lokélisan inverz félcsoportokon bevezethetiink egy 1j kétvaltozos mi-
veletet, a A-et, melyet az S félcsoport szendvicsmiveletének nevezzik. Jol
ismert tulajdonsédga, hogy sAt idempotens minden (s,t) € S x S-re, valamint
s At =ss* At*t minden s,t € S és minden s* € V(s) és t* € V() esetén.

Egy S regularis félcsoportot E-tomor félcsoportnak hivunk, ha az S idem-
potensei altal generdlt részfélcsoport teljesen regularis. Specialisan az inverz
és a teljesen regularis félcsoportok E-tomor félcsoportok. Ismert, hogy egy re-
guldris félcsoport pontosan akkor E-tomor, ha a legkisebb inverz félcsoport



kongruencidjanak részfélcsoportosztalyai teljesen egyszeriiek, lasd Yamada
(és Hall) [8]. Ebbol kovetkezik, hogy egy E-tomor lokélisan inverz félcsoport
legkisebb inverz félcsoport kongruenciajanak magja teljesen egyszerii félcso-
portok erds félhaléja.

Legyen K félcsoport, T' pedig inverz félcsoport. Ha S olyan félcsoport,
melyen van olyan o kongruencia, melyre S/p izomorf T-vel és Ker ¢ izomorf
K-val, akkor az (S, o) part K-nak T-vel vett bévitésének nevezziik.

Legyenek K.,T tetszoleges félcsoportok, és jeloljik K endomorfizmus-
monoidjat End K-val. Azt mondjuk, hogy 7" hat K-n, ha adott egy ¢: T" —
End K, t — &; antihomomorfizmus, azaz olyan leképezés, melyre €,6; = €y,
barmely t,u € T-re. Az egyszerliség kedvéért a szokdsos a jelolést fogjuk
hasznélni ag; (a € K,t € T') helyett. A K x T halmazt az

(a,t)(b,u) = (a- b, tu)

egyenloséggel definidlt szorzassal igy nevezziik: K szemidirekt szorzata T -vel,
jelolése: K x T.

Ehhez kapcsolddd konstrukeid a kovetkezo. Tetszoleges K, T félcsoportok
esetén T hat a KT direkt hatvanyon a kovetkezé médon: minden f € K7
ést € T esetén 'f az az elem KT-ben, melyre u(*f) = (ut)f minden u € T
esetén. Az ennek segitségével definialt szemidirekt szorzatot K-nak T-vel
vett koszoriszorzatdnak nevezzik, és K ¢ T-vel jeloljiik. Abban az esetben,
ha K és T csoportok, az el6z6 két definicié a csoportok szokasos szemidirekt
és koszoruszorzatanak definicidjaval azonos.

Ha K félcsoport, T pedig csoport, akkor K x T és K T pontosan ak-
kor reguldris [inverz, teljesen egyszertdi| félcsoport, ha K is az. Altaldban
viszont K x T nem regularis félcsoport még akkor sem, ha K és T is inverz
félcsoport. Ez vezette el Billhardtot [2] a konstrukeié inverz félcsoportokra
torténé kovetkezo adaptaldsahoz. Legyen K félcsoport és T olyan inverz
félcsoport, amely hat K-n. A K-nak T-vel vett \-szemidirekt szorzatdn azt
a félcsoportot értjiik, melynek alaphalmaza

{(a,t) € K xT: " 'a = a},
és amelyen a szorzas igy van definidlva:
(a,t)(b,u) = (W g . %, ty)

minden a,b € K, t,u € T esetén.



Reguléris félcsoportok egy osztalyat egzisztenciavarietisnak, vagy roviden
e-varietasnak neveziink, ha zartak a direkt szorzasra, homomorftkép képzés-
re és a regularis részfélcsoport képzésre. Példaul LZ, £S és CS e-varietast
alkotnak. Jegyezziik meg, hogy inverz félcsoportok vagy teljesen egyszeri
félcsoportok egy osztdlya pontosan akkor alkot e-varitast, ha varitast alkot-
nak a ~! hozzdadott miivelet segitségével.

Ha S regularis félcsoport, akkor -t unér inverz miveletnek nevezziik, ha
adott egy T: S — S leképezés, melyre s € V(s) minden s € S esetén.

Bindris félcsoportnak neveziink egy félcsoportot, ha adott egy extra két-
valtozds miivelet, melyet A-tel jeloliink. Binaris félcsoportok homomorfiz-
musai és kongruencidi megorzik a szorzas miivelet mellett a A miiveletet
is. Ahogy fentebb megjegyeztiik, minden lokalisan inverz félcsoport binaris
félcsoport a szendvics mivelettel, és lokdlisan inverz félcsoportok esetén a
homomorfizmusok és kongruencidk ugyanazok a bindris és a szokdsos eset-
ben.

Legyen X nemiires halmaz. Az X halmazon vett szabad félcsoportot
X+-szal jeloljiik. Az X halmaz ,megdupldzasin” olyan X = X U X’ halmazt
értiink, ahol 2’ ,formalis” inverze z-nek minden x € X esetén, és amelyre '-t
igy definidljuk z’-re: (2')" = x.

Legyen S reguléris félcsoport. Egy v: X — S leképezést kapcsoltnak
nevezink, ha z'v inverze xv-nek S-ben minden x € X esetén. Legyen I re-
guldris félcsoportok egy osztalya. Azt mondjuk, hogy egy K-beli B félcsoport
a &: X — B kapcsolt leképezéssel egyiitt szabad objektum K-ban X felett,
ha minden S € K félcsoport és minden v: X — S kapcsolt leképezés esetén
létezik egyetlen olyan ¢: B — S homomorfizmus, mely v kiterjesztése, az-
az £&o = v. Yeh [9]-ban bizonyitotta, hogy egy e-varietds pontosan akkor
tartalmaz szabad objektumot barmely abécé felett (vagy ekvivalensen egy
kételemti abécé felett), ha LZ-beli vagy £S-beli félcsoportokbdl all.

A szabad bindris félcsoport Fia0(Y) azY dbécé felett a kévetkezéképpen
interpretalhatd. Az alaphalmaza a legsziikebb azok a W halmazok koziil,
amelyek teljesitik a kovetkezo feltételeket:

HYCwcu{tA )b,
(ii) ha u,v € W, akkor uv € W,
(iii) ha u,v € W, akkor (u Av) € W.

A - és a A miiveletek a konkatenacid és a kovetkezo miuvelet
F<272> (Y) X F<272>(Y> — F<272> (Y) , (U, U) — (U N 'U) .
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Egy u = v formdlis egyenldséget, ahol u,v € Flo9 (Y), LI-beli bi-
azonossdgnak nevezink Azt mondjuk, hogy az S € LI félcsoport kielégiti
az u = v bi-azonossdgot, ha uv = v teljesiil minden v: X — S kapcsolt
leképezésre. A bi-azonossdg teljesiil eqy K lokdlisan inverz félcsoportbol dllo
osztalyban, ha minden egyes KC-beli félcsoport teljesiti azt. Lokalisan inverz
félcsoportok egy V e-varietasara defindljuk a kovetkezo relaciot:

®<V7 X) - {(u7 U) € F<272> (7) X F(272> (y) :
az u = v bi-azonossag teljesiil V-ben}.

Ekkor az X feletti biszabad objektum V-ben éppen Fiao (X) /O(V, X).

A kovetkezokben sziikségiink van a CS e-varietasban telJesulo bi-azonos-
sagok lefrdsara, mely [1]-ben jelent meg.

Minden w € Fo (X) kifejezésre, jelolie ww [wr] az elsé [utolsd] betiit
(azaz X-beli elemet) w-ben; itt w-t mint X U {(,A,)}) dbécé feletti sz6t
balrél jobbra olvassuk. Hasonldéan a szabad csoportok ismert modelljéhez,
redukaldsi szabdlyokat lehet definidlni Fis ) (7)—011. Bebizonyithato, hogy
minden w € F (7) kifejezésnek van egy egyértelmiien meghatarozott re-
dukélt alakja, melyet s (w)-vel jeldliink.

Az egyik redukéldsi szabaly (uAv) ~ (tuAvT) bdrmely u,v € Figa)(X)-
ra. Vegyiik észre, hogy ezt alkalmazva minden F<2 2) (X ) beli kifejezésbdl az
X szabad félesoport egy elemét kapjuk, ahol X = X U(X A X) és (X AX)
az {(x Ay) : m,y € X} halmazt jeloli. Ez azt jelenti, hogy elég X+-beli
szavakkal foglalkozni Fis o) (7) -beli kifejezések helyett.

2.2. Allitas. Barmely nemires X halmaz esetén teljesul a kovetkezo:
0(CS, X) ={(u,v) € X* x Xt :s(u) =s(v)}.
A redukalasi szabalyok figyelembe vételével a kovetkezot kapjuk:

2.3. Lemma. Az X' halmazon értelmezett O(CS, X) kongruencidt, mint
félcsoport kongruenciat generdlja az 1 U Y reldcio, ahol

[={(za'x,2) 2 € X},
é¢s T a kovetkezd hdrom reldcio eqyesitése:

Ts = {((zAy)(xAz),(xA2)): $,y,zez},
Ti={((zAz)(yAz),(z2A2)) 3,y 2 € X},
Ts = {(2'z, (2’ Az)) : 2 € X}.
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Egy X grdaf objektumokbol &ll, melyeket ObjX-val jeloliink, és min-
den g,h € ObjX par esetén adott egy ¢g-bol h-ba mend élhalmaz, melyet
X (g, h)-val jelolink. A kiilénb6z6 objektumparokhoz tartozé élhalmazokrél
feltessziik, hogy diszjunktak, és az Osszes élek halmazat Arr X-szel jeloljiik.
Ha a € X(g,h), akkor az a(a) = g és w(a) = h jeloléseket hasznaljuk.

Egy X gréafot szemigrupoidnak neveziink, ha adott rajta egy kompozicio,
mely minden egyes a € X(g,h), b € X(h,i) csatlakozé élparhoz hozzarendel
egy X(g,1) élet, melyet a o b-vel jeloliink, és a kompozici6 asszociativ, azaz
minden a € X(g,h), b € X(h,i) és c € X(i,]) élre, (aob)oc=ao (boc)
teljestil.

Legyen X szemigrupoid, S pedig félcsoport. Ha ¢: X — S egy olyan
szemigrupoid-homomorfizmus, melyre £(aob) = {(a)-¢(b) teljesiil minden a, b
csatlakozé élparra, akkor l-et gy hivjuk: X cimkézése S felett. Az a € Arr X
él esetén l(a)-t az a €l cimkéjének nevezzik.

3. Teljesen egyszeri félcsoportok bovitései cso-
portokkal

Ebben a részben a disszertacio 3. Fejezetének eredményeit mutatjuk be, mely
[4] alapjén késziilt.

Legyen TV H a T = M|G; I, A; P] Rees-métrix félcsoport H-val vett ko-
szoruszorzata. Mutatunk egy T ! H-val izomorf Rees-matrix félcsoportot,
melyben a szdmoldsok elvégzése egyszertibb. Ellendrizhetd, hogy a TH di-
rekt hatvény izomorf M[G™; I, A", PH]-nal, ahol P¥ = (pfl) a kovet-
kez6 szendvicsmatrix: minden & € AH és n € I7 esetén legyen Apg7 =
Pac.ay (A € H). Tovabba, a koszoruszorzatban hasznélt hatas a kovetkezo
hatdst hatdrozza meg, ha TH-t lecseréljik M[GH; [ AH; PH]-ra: minden
A€ Hés (n,f,6) € MGH I AT PH] esetén Ay, £,€) = (7, %),
ahol az “p € I, 4f € G és 4¢ € AH a leképezéseket a B(4n) = (BA)n,
B(4f) = (BA)f és B(¢) = (BA)¢ egyenléségek definidljak minden B € H
esetén.

Jegyezzilkk meg, hogy minden A € H esetén

A("pey) = (AB)pgy, = Piapie,(aByn = PA) A5y = APl 5,

és
B H _ _H
Pen = Pre.3,



minden B € H-ra.

Legyen az S = M|[G; I, A; P] félcsoport az U teljesen egyszerti félcsoport
bbvitése H-val, ahol P normalizalt. A 2.1. Allftés alapjan feltehetjiik, hogy
létezik olyan N normaloszté G-ben, melyre a P szendvicsmatrix minden
eleme N-beli és H = G/N, valamint U = M[N;I,A; P| C S.

Eloszor tegyiik fel, hogy S centralis, azaz P minden eleme a GG csoport
centrumaban van. Jegyezziik meg, hogy ekkor U is sziikségszeriien centralis.
Ebben az esetben a Kaloujnine-Krasner-tétel bizonyitdsdhoz hasonlot tu-
dunk adni. Rutinfeladat ellendrizni, hogy a

V: S—)UZH:UHN[—L (Zaga)‘)'_)( ;/\’gN)

leképezés, melyre

R H U, Avs (i, Afy, M),
bedgyazas. fgy kaptuk a kovetkezd tételt.

3.1. Allitas. Minden centrdlis teljesen egyszerd félesoport, mely eqy (sziik-
ségképpen centralis) U teljesen egyszert félcsoport bévitése eqy H csoporttal,
beagyazhato U-nak H-val vett koszoriszorzatdba.

Ezutén azt az altalanos esetet vizsgaltuk, ahol S tetszoleges teljesen egy-
szer félecsoport. Tegytk fel, hogy létezik egy S — U ! H beagyazas, azaz
egy

©: S — M[NH. 17 A", PH] s H
bedgyazds, ahol M[NH; [H AH: PH]x H a fentebb definidlt U H-val izomorf
Rees-matrix félcsoport. Ebben az esetben ¢ sziikségképpen

(iaga )‘)90 = [(7727 ;A7€gN7)\)7gN]

alakl, ahol a jobb oldalon 1év6 indexek jelolik, hogy az egyes komponensek
mitdl fliggenek. Megmutattunk tobb tulajdonsagat az ilyen beagyazasoknak.
A két legfontosabb koziilitk

fir = f’\pgmff“, teteszbleges i,j € I és \, u € A esetén

Pxj
és ‘
f;%l = (pel,) ", teteszbleges i € I és A € A esetén.
Megadtunk egy megfelel6 G csoportot, egy G-beli N normalosztot, és
egy S = MIG; I, A; P] Rees-matrix félcsoportot, amelyekre nem létezik az
el6zoekben leirt ¢ beagyazas.



Legyen G a nemkommutativ 21 rend csoport. A szamoldsok megkonnyi-
tése érdekében G-t G = Z7 x [5] alakban reprezentéljuk, ahol Z; a modulo
7 maradékosztalyok gyfirijének additiv csoportja, [2] = {1,2,4} a 2 4ltal
generalt multiplikativ részcsoportja, és [5] a szorzassal hat Zr-en. Ekkor
G az N = {(a,1) : a € Z;}-nek [2]-val vett bbvitése. Definidljuk S-et a
kovetkezOképpen. Legyen I = A = {1,2}, és jeldlje P azt a normalizalt
szenvicsmatrixot, melyben p1; = p12 = pa; = (0,1) a G csoport egységeleme,
és pyo = (1,1) € N egy T-edrendii elem.

A fent emlitett tulajdonsagokat alkalmazva az S félcsoport egy megfelel6
elemét kifejezziik szendvicselemek segitségével, és ellentmondasra jutunk ¢
injektivitasaval. Ez bizonyitja a kovetkezo tételt.

3.2. Tétel. Létezik olyan teljesen egyszeri félcsoport, mely eqy U teljesen
eqyszeri félcsoport H csoporttal vett bovitése, és nem agyazhato be U-nak
H -val vett koszoriszorzatdba.

A kovetkezokben bemutatjuk a Kaloujnine—Krasner-tétel egy médositasat,
mely teljesen egyszerii félcsoportok csoporttal vett bovitéseire is fenn all.

Legyen S egy U teljesen egyszerii félcsoport H csoporttal vett bovitése. A
célunk, hogy megadjunk S-nek olyan bedgyazasat valamely V' teljesen egy-
szeri félcsoport H-val vett V' x H szemidirekt szorzatdba, amelyre abban
a speciélis esetben, ha S csoport (azaz I és A egyelemii halmazok), vissza-
kapjuk a Kaloujnine-Krasner-tétel bizonyitasaban szereplo beagyazast. Az
U ! H koszoruszorzattal ellentétben, a V' x H szemidirekt szorzatban szaba-
don megvalaszthatjuk az R- és L-osztalyokat V-ben, a szendvicsmatrixot, és
H-nak a hatasat V-n.

3.3. Tétel. Barmely U teljesen eqyszert félcsoportnak H-val vett bovitése
bedgyazhato eqy V teljesen eqyszeri félcsoport H-val vett szemidirekt szor-
zataba, ahol a V-beli mazximdlis részcsoportok az U-beli maximalis részcso-
portok direkt hatvdnyaz.

Pontosabban, legyen S az U-nak H-val vett bovitése. Ahogy korabban
is, most is feltessziik, hogy S = M|G; I, A; P] és a P szendvicsmétrix norma-
lizalt, tovabba a 2.1. Allitas értelmében adott egy olyan N norméloszté G-
ben, mely tartalmazza P elemeit, valamint H = G/N, U = M[N; 1, A; P] C
S. Vegyiik H-nak azt a hatdsat N¥-n, amely a koszortszorzatot definidlja,
és tetszOleges g € G esetén legyen f;, € N a Kaloujnine-Krasner-tétel bi-
zonyitasakor definialt leképezés.



Az S félesoport segitségével, definidlunk egy megfelel6 V' félcsoportot, H-
nak egy hatasat V-n és S-nek egy beagyazasat V-nek H-val vett szemidirekt
szorzataba. Legyen V. = M[N; [ H x A; Q], melyre a Q-beli elemek N¥-hol
valok, és qp ) ,; = prM teljestil tetszéleges (B,\) € H x A és j € I esetén.

Definialjuk H hatdsat H x A-n a kovetkezdképpen: 4(B,\) = (AB,\)
((B,A\) € Hx A, A€ H). Ezek utdn H hatdsa V-n a kovetkez6 médon
adhaté meg: legyen (i, f, (B, \)) = (i,f,AB,\)) tetszbleges A € H és
(i, f, (B, \)) € V esetén. Bebizonyitottuk, hogy a

V: S — MINT,I,H x A;Q] < H

leképezés, ahol
(2, 9, ) = ((2, fg, (9N, A), gN),

bedgyazas.

4. Teljesen egyszeri félcsoportok bovitései in-
verz félcsoportokkal

Ebben a részben a disszertacié 4. Fejezetének eredményeit mutatjuk be, mely
[5] alapjan késziilt.

A disszertacié f6 eredménye a kovetkezo:

4.1. Tétel. Legyen S E-tomor lokdlisan inverz félcsoport, o inverz kongruen-
cia S-en, melyre minden idempotens p-osztdly teljesen eqyszeri részfélcsoport
S-ben. Ekkor az (S,0) bévités bedagyazhato egy teljesen egyszeri félcsoport
S/ o-val vett \-szemidirekt szorzatdba.

Emlékezziink vissza, hogy ha E-tomor félcsoport legkisebb inverz félcso-
port kongruencidja esetén az idempotens osztalyok teljesen egyszert félcso-
portok. A [7] eredményeinek figyelembe vételével, valamint abbdl, hogy az
E-tomor és a lokdlisan inverz félcsoportok is zartak a regularis részfélcsoport
képzésre, az E-tomor lokélisan inverz félcsoportok kévetkezo karakterizacidjat
kapjuk.

4.2. Kovetkezmény. FEqy requldris félcsoport pontosan akkor E-tomor lo-
kdlisan inverz félcsoport, ha bedgyazhato teljesen eqyszeri félcsoport inverz
félesoporttal vett A-szemidirekt szorzatdba.
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Lényegében ez az allitas strukturatételt ad E-tomor lokalisan inverz fél-
csoportok konstrudldsara teljesen egyszerti félcsoportokbdl és inverz félcso-
portokbdl két relative egyszerli konstrukcidval: A-szemidirekt szorzat kép-
zéssel és regularis részfélcsoport képzéssel.

A kovetkezdkben Osszegytjtjik a tétel bizonyitasdban hasznalt konstruk-
cié elemeit, és leirjuk a bizonyitas f6 ctletét.

Legyen (S, 0) olyan inverz félcsoporttal vett bévités, ahol S E-tomor
lokalisan inverz félcsoport és o inverz félcsoport kongruencia S-en, amely-
re minden idempotens osztaly teljesen egyszerti részfélcsoport S-ben. Az
egyszerliség kedvéért jeloljitk az S/p félcsoportot T-vel, az elemeit pedig kis
gorog bettikkel.

El6szor definidljuk az (S, o) bOvitésbdl szdrmaztatott C szemigrupoidot.
Legyen ObjC = T és minden «, 8 € T esetén legyen

Cla,B) ={(a,s,8) €T x SxT:a-sp=Pp¢é - (so)" =a}.

Tovabba definidljuk ¢(a) = s-t minden a = («, s, 3) € ArrC élre, igy C egy
cimkézését kapjuk S felett.

,Duplézzuk” meg a C grafot a C = C U C’' graf képzésével, ahol C' az o’
alaki ,,formalis inverzeib6l” &ll az a € ArrC éleknek. Ekkor a(a’) = w(a)
és w(a’) = a(a) minden a € ArrC esetén, és legyen (a') = a (a € ArrC).
Legyen A = ArrC, A’ = ArrC’. Ekkor A = AU A" = ArrC. Tetsz6leges
olyan a,b € ArrC élekre, ahol a(a) = w(b), hozzadadunk C-hoz egy (a Ab) élt,
amelyre a(a A b) = w(a A b). [gy kapjuk a C grafot. Tovéabba C* jeldlje a C
feletti szabad kategériat, amelynek élei a C-beli sétak, amit igy is neveziink:
C-beli , bindris sétak”.

Vilasszunk és rogzitsiink egy T unér inverz mfiveletet S-en. Ez meg-
hataroz egy unér inverz miiveletet C-n, amit szintén f-tel jeloliink, és amely-
re (a,s,8)" = (B,s",a) minden (a,s,3) € ArrC esetén. Vegyiik azt a 6

kongruencidt a A félcsoporton, amelyet
O(CS,A) Uz, U=,
generdl (1asd: 2.2. Allitas), ahol

= = {(d.d'):a€ A},
Ey = {(ab,c) :a,b,c€ Aésaob=c teljesil C-ben }.

A kovetkez6 fontos tulajdonsag kovetkezik [7] £6 eredményébdl:
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4.3. Eredmény. Legyen S E-tomor lokdlisan inverz félcsoport, és legyen
o olyan inverz félcsoport kongruencia S-en, amely CS feletti. FEkkor az
(S, 0) bévités pontosan akkor dgyazhatd be teljesen eqyszerid félcsoport in-
verz félcsoporttal vett A-szemidirekt szorzataba, ha minden s,t € S-re az s ot
és a (so(so)™',s,50) 0 (to(to)™', t,to) relacidkbol kovetkezik, hogy s = t.

Megmutatjuk, hogy a szemigrupoidban vannak bizonyos specidlis élek,
melyeket stabil éleknek neveziink. A stabil élek fontos szerepet jdtszanak a
bizonyitasban. A stabil élek halamazat ArrC-pal jeloljiikk. Tovabba barmely
a € ArrC élhez hozzérendelhetiink egy a-pal jelolt stabil élet.

A f6tétel bizonyitasanak lényege tehat, hogy igazoljuk: a #-osztalyok-
ban legfeljebb egy (so(so)™!,s,50) (s € S) alaki sz6 van. Ehhez vizsgdljuk
az ilyen egybetiis szavak konguenciaosztalyaiban 1évo szavak kombinatorikus
tulajdonsagait. A szemigrupoid sétaihoz viszonyitva ezekben a szavakban
,szakadasok” lépnek fél. Ezeknek a jelolésére zardjelezést vezetiink be a
szavakon, és ezek segitségével irjuk le a bizonyitasban fOszerepet jatszé tu-
lajdonsdgot.

Vegyik a (AU{[,],[,]})* szabad monoidot, ahol az iires szét ¢ jeloli,
és legyen W a legsziikebb olyan részhalmaz, amely teljesiti a kovetkezd négy
tulajdonsagot:

(i) e € W;
(ii

) a € W minden a € A-ra;
(ill) wwe € W minden Wy, Wy € W-ra;

(iv) [w],[w] € W minden w € W-ra, ahol w # .

Jegyezziik meg, hogy A+ C /I/Z Hogy meg tudjuk kiilonboztetni A* eleme-
it, amit szavaknak neveziink W elemeitdl, az utobbit zdrdjelezett szavaknak
fogjuk nevezni. .
Definidljunk harom részhalmazt W,-et, Wiieht ot és Wief et W-ben min-
den n € Ny-ra. Ezzel egy id6ben ezen hdrom részhalmaz minden w eleméhez
hozzérendeliink egy p(w) € ArrC™ | bindris sétat”. Ha p(w) definidlt, akkor

o(w) jelolést hasznaljuk p‘/@?) helyett az egyszertiség kedvéért.
Legyen Wy = ArrCt, W§ = Wy U {e}, és minden w € Wy-ra, legyen

o(w) = w. Tovabbd, legyen
Wo" = {p(y A ) :p € W5, aly) # w(x), é, hap # ¢ akkor w(p) = a(y)},
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és minden w = p(y A z) € Wi re, legyen p(w) = p(y Ay'). Az eddigiek

alapjén ez valéban Arr Ct eleme. Hasonldan, legyen

Wéeft ={(xAy)p:pe W}, alx) # w(y), és, ha p# e akkor w(y) = a(p)},

és minden w = (z A y)p € Wlttre, legyen p(w) = (v A y)p. Vegyiik észre,
hogy Wy U WEEM U Wkt ¢ A+

Tegyiik fel, hogy W, [W:ieht Wleft] mar definidlt valamely n € Ny-ra,
és hozzéarendeltiink egy p(w) € Arr C* sétat minden w eleméhez. Az egy-
szerliség kedvéért jeloljik C idempotens éleinek halmazat E-vel. Definidljuk
a W, [W;iflft, W] halmazt gy, hogy alljon az Gsszes olyan zdrdjelezett
W,-beli [Wrsht  J1/1eft] 576h6], tovabba az Gsszes olyan w € W sz6bol, melyek
a kovetkez6 alakuiak:

w = poB1C1p1 BoCa - - ByCrpr  (k € N), (4.1)
ahol a kovetkezo feltételek teljesiilnek:
(E0)

(E0a) p1,...,pk1 € Wo, po € WE [WE, WM, pp € WE [WE™ ) W], és
w(pi—1) = a(p;) minden i-re (1 < i < k),

(EOb) B1C’1, c. ,Bka 7é g,
(E1) minden i-re (1 <1 < k) teljesiil, hogy
(Ela) B; = |w||ws] - |ws], ahol s € Ny és w; € Wreht (1 < j < s),
és
(E1b) minden j-re (1 < j <'s), ha w;T = (y; A x;), akkor
(E1bi) p(w;) € E és 5; R p(w;), és
(E1bii) z; £ 9(pi—1) (specidlisan, py # ¢ ha By # ¢);
(E2) minden i-re (1 <1 < k), teljestil, hogy

(E2a) C; = [wi][wz] - -+ [ws], ahol s € Ny és w; € Wit (1 < j <), és
(E2b) minden j-re (1 <j <s), ha lw; = (z; A y;), akkor

(E2bi) (w;) € E és §; L p(w;), és

(E2bii) z; R 9(p;) (specidlisan, py # ¢ ha Cj, # ¢).
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Bebizonyitjuk, hogy a 6 kongruencia alkalmazasdval ez a tulajdonsag
megdrzddik. Pontosabban, ha egy w € A1 sz6 ,zardjelezhetd” 1gy, hogy
UneNo W,-beli zardjelezett szét kapjunk, akkor a vele egy 6-osztdlyban 1évo
Osszes sz0 is ,zardjelezhetd” igy, és O konstans az egész f-osztélyban. Ez
az a fentebb emlitett tulajdonsdg, aminek segitségével a 4.3. Eredményben
talalhaté implikaciot igazoltuk.
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