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1. FEJEZET BEVEZETES

1. Bevezetés

Ha nagy vonalakban attekintjlk a matematika tudoni@téneti fejbdését, akkor jol
lathatdéan kirajzolodik a diszciplina féflésében két, egymassal szoros ¢sszefliggésben lév
tendencia. Egyrészt ez a tudomanyag a logikus dbod@s szigoru szabalyai szerint, magas
fokl absztrakcioval fogalmakat definial, axiomatedttet le, torvényszéségeket allapit meg,
tételeket bizonyit, sejtéseket fogalmaz meg, o8gpEseket ir le, azaz folyamatosan U] és (j
konkrét matematikai eredményeket mutat fel, névedzzel az emberiség matematikai
tudasanyagat. Masrészt e folyamat soran a feladath@roblémahoz igazodd ismert és (j
modszereket hasznal fel, allandéan megujitia aelkedésre all6 metodikai apparatust, s
ezzel fokozatosan gazdagitja sajat tudomanyos esuid Egy matematikai probléma
megoldasa és az ahhoz &dit médszerhasznalat tulajdonképpen ugyanannak a tutas
munkafolyamatnak két egymasba fonddé, egymast@teizakithatatlan oldala. Talan nem
tévedink nagyot, ha azt allitjuk, hogy a modszdositossaga a matematika tudomanyanak
mivelése soran nem megkéjelezhed. Hiszen a matematikus szamara a modszerek
széleskdl ismerete éppen olyan nagy jeles#ggel bir, mint a fejében l&vmegszerzett
tudasanyag, az elmélyilt gondolkodas, vagy éppemetéeqz esetleg felhasznalhato
matematikai intuicié. Példak sokasaga igazoljayhogéliranyos és helyes modszerhasznalat
nemcsak hogy fontos ténygzde adott esetben akar a legfontosabb zaloga &eheétizott
feladat sikeres megoldasanak.

1.1. Témavalasztas

Jelen dolgozat témavalasztdsa a ,megoldasra vdadate — felhasznalt moddszerek”
dichotomia egységének, illetve maganak a metodikdaa fontossaga okan Kkertilt
meghatarozasra. Vizsgalatunkat egy konkrét, megmdéaré feladat, az

S,=1"+2°+3%+..+n", aholn,p0ON, n21

hatvanyodsszegek kiszamitasanak problematik4ja @nopz alabbiakban fogalmazzuk meg:

1. Munkankban tomér summazatat adjuk a fenti problétorténeti fefidési
aspektusanak, s itt leirjuk, hogy az egyes koroklgsn a Fold kulonbdz
tarsadalmaiban kik meddig jutottak el a megoldaspaityen részeredményeket
értek el), ki, mikor és hogyan oldotta meg a fetatiteljes kotien.

2. A matematika kulonb&z terileteil szarmazé hét moédszer felhasznalasaval —
matematikai alapossaggal — rendre kiszamitjuk S3z hatvanyosszeget, minden

esetben bemutatva nemcsak az eredményeket, hanexddszer, a gondolkodas
logikajat is, végigvezetve az olvasot a részletst@sokon és megadva a kapott
végeredmeényt is.

3. Mindegyik médszernél bemutatjuk a kapott altatformula néhany konkrét esetét,
tobbek kozott ezzel is szemléltetve tobb ,kozistemt kozépiskolai matematikai
tananyagban is szerépbsszegzési kepletet.
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4. Tobb mobdszer bemutatdsanal altalanositasokarzim&g (szamtani sorozatok,
alternalé 0sszegek esetére), illetve kapcsolodasiiat kerestink a matematika mas
terlletei felé.

5. Kdzreadunk 32 olyan matematikai feladatot, amlelgegitségével bemutathatjuk a
hatvanyosszegek képleteinek sok#zifelhasznalhatésagéat, izélit adva ezen
matematikai tudasanyag empirikus hasznosithaté&aigajterjedelmi korlatok okan
ezek a flggelékbe kertilnek).

1.2. Célkitiizés

A fent emlitett megoldandd feladathoz és a vizsgiiaterllethez, azaz a modszertani
apparatusok hasznosithatosaganak vildgahoz igazaddéértekezés céliizései az alabbiak:

1. Egyik legfontosabb célunk atfogdé moédon targyabm S, kiszamitasanak

modszertanat — részben tdmaszkodva a szakirodakdmmeényeire, egyes esetekben
kiegészitve azokat. Masrészt bemutatjuk az Aaltalteikutatott Uj moddszertani
eredményeket.

2. A hét alkalmazott modszer leliekegteljesebb kdr ,kortljardsaval” bizonyitani
kivanjuk egyrészt e tertleten a moédszerek gazddmpdenalasanak lelésiegét,
masrészt azt, hogy egy-egy probléma megoldasa sgyakran nagyon eltér
problémamegkdzelitések is helyénvaldak lehetnekzes differencialt gondolkodasi
utak, ,0svények” véds soron ugyanahhoz a végeredményhez vezetnek — minde
egyutt egyuttal Gjabb bizonyitékat is adja a matédma,szépsegenek”. diskolas
hallgatoink korében végzett felméréseink igazolgy adott témakdorhodz tartozo
matematikai probléma kulonb®modszerekkel val6 megoldasanak hasznossagat, ez
nagyban segiti a megértést, a matematikai tuddgarmyezdagodaséat, és a
rendelkezésre all6 modszerakhlését [25].

3. Részben a kutatasi folyamatbdl addédodan, résahelen disszertacié megirasa soran
szerzett tapasztalatok eredményekeént, részben pedigrabbi szakmai-oktatasi
.elééletink” tapasztalataibdl (k6zépiskolai és egyetakiatoi gyakorlatunkbdl)
taplalkozva rovid éertékelését adjuk az egyes madkzebnyeinek és hatranyainak —
igyekezvén értékitéletinkben mértéktartoak marawkm) feledve azt, hogy ezek az
ertékelések nem matematikai igazsagok, hanem nagyoritathatok, hiszen az
emberi szubjektumtol flggenek.

4. Az egyes modszerek attekintésénél — ahol errd mgdlik — 6sszekottetéseket,
Lhidakat” szandékozunk talalni a matematika masiléetei felé (pl. Bernoulli- és
Stirling-szamok).

5. Didaktikai vonatkozasban pedig célunk annak tébkisa, hogy mely modszerek,
miért és miként hasznalhatok fel a kdzépiskolaiematika vilagaban, és melyek
azok, amelyek inkdbb @igkolai, egyetemi matematika oktatas koérébe valok.
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1.3. Modszerek

A matematika az a tudomany, ahol egy adott probiéukféle, olykor nagyon kiilénb6z
szemlélettel lehet megvizsgalni, s megoldani. Hreiiséget teremt egyrészt a kulonboz
terlletek Osszekapcsolasara, méasrészt az adottafetédbbféle uton valdé megoldaséaval
lehetivé valik a megoldasi modszerek eléniisszehasonlitasa is. Ennek okan értekezeéstink
bevallottan hatarterileti munka kivan lenni a fismatematika” rivelése és eqgy klasszikus
matematikai modszertani munka kozott. Hiszen eglfegyeksziink a matematikai
tudomanyos ismeretanyaghoz valamelyest hozzajaazlral, hogy — egy konkrét probléma
kapcsan — Uj mddszereket, alkalmazasokat mutatenktml lehet altalanositasokat teszink,
valamint kapcsolatot keresiink a matematika madeteiifelé. Ugyanakkor az értekezés
jelents részben maodszertani karakités, hiszen — egy konkrét probléma megoldasa kapcsa
— a felhasznalt matematikai modszerek alkalmazhg#isebnyeit, hatranyait elemzi.

A matematikan beldli integracionak tulajdonképpemtpsan az a lényege, hogy az adott
problémat kilénbdz iranyokbdl vizsgaljuk, probaljuk megoldani, ezhltkllonbdz
terlleteket kapcsolunk 6ssze. Egy probléma, egqd&ltobbféle Gton tértémmegoldasanak
Osszevetése leliste teszi a megoldasi mddszerek elénisszehasonlitasat is. Epp ezért
erdemes egyfajta ,modszertani kincsestarat” 6ssgemy, €s 0sszehasonlitani az alkalmazott
modszereket.

Kbzelebb6l az értekezés a széles matematikai modszertadilakiddl két modszerfajtat
vizsgal: egyrészt rekurzids 0sszefliggésre vezmetodikdkat mutat be, masrészt nem
rekurziés képletekre vezemodszerekkel operal.

El6szor a rekurziés modszerekkel kertl a probléma tdégaa. Itt 6t modszert mutatunk be a
kovetkedk szerint:

1. az el§ a matrixos (tAblazatos elrende@ésnodszer (ezen belll haromféleképpen
0sszegzink),

2. masodikként egy specidlis azonossag felhasznéliekurzids dsszefiiggésre vézet
modszer kovetkezik,

3. harmadszorra a binomidlis tétel segitségévedtjigzle a rekurziot,
4. a negyedik modszert a szimmetria felhasznalas#éllo rekurzio fémjelzi,
5. az 6todik metodikank pedig a derivalassal faliblrekurzios formula megadéasa.

A masodik nagy moddszercsoport a nem rekurziés firauwezet eljarasok. Ezek kozdl
kettsvel foglalkozunk, éspedig:

1. ebszor a differenciasorozatok segitségével felirzéggest adjuk meg,
2. masodjara pedig a linearis algebra eszktzesvelzetett formulat irjuk fel.

A disszertacio médszertani vonatkozasainal mindepéé meg kell még emliteni azt a tényt
is, hogy értekezésiink metodikailag szélesebb tetifieg at, mint a matematikaban hasznalt
modszerek. Ugyanis ,tisztan matematikai” moddszereiellett felhasznaltunk mas
tudomanyagaknal szokvanyos modszereket is. Igy eterdk munkankban a
forrasfeldolgozas és -Ujraértelmezés, az elemzezebasonlitdas modszere (a kulorboz
modszerek ényeinek, hatranyainak taglalasa), valamint az adésrechnikai médszer is.

Ez utobbi mddszer kilénbésen fontos szamunkra, ugyanmatematikatanitas altalanosan

képd céljai kozott olyan fontos képességek fejlesztgsdenik meg, mint példaul a
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problémamegold6 képesség, az indoklasi, kovetkesitetizonyitasi képesség vagy a
matematikai kapcsolatok, 0sszefliggések felismeefséképessége. E képességek
fejlesztésében nagyon fontos szerepe van (leheghaetek képi (ikonikus) bemutatasanak.
Képi reprezentaciok segitségével a tanuldk jobbagériik a fogalom, az elv, a probléma
Iényegét, jeleriiségét, tdbbségiik jobban emlékszik az adott dolagalis megjelenésére,
mint az analitikus aspektusokra. A nemzetkdzi matém didaktikai szakirodalomban
er6sodik az a felfogas, hogy a vizudlis reprezentacikbzépiskola fetsob osztalyaiban,i a
felséfokl oktatasban is alkalmazni kell, ezzel is segitv jobb megértést. Ennek okan
sziikségesnek tartottuk, hogy tobb fejezetben islstetes bizonyitasokkal (itzerezzik” az
adott anyagrészt.

A problémamegold6 képesség fejlesztésében taldegfontosabb rész a mar megoldott
feladattal, problémaval valo ,bildglés”. Ha nem elemezzik tovabb a mar megoldott
feladatainkat, akkor nem jutunk konnyen magasabbtrez Attekintve a mar megoldott
feladatot, problémat és a megoldas vegalakjat, sokféle megfigyelést tehetlnk:
felkutathatjuk a megoldasban a ddmfondolatot, esetleg tudatosithatjuk, hogy 0j médsz
talaltunk, amelyet a koradbban leirtakkal, alkalmtadkal 6sszevethetiink. A mar megoldott
feladatokon, problémakon valé tovabbi munka, a nrdfghan vald elmélyilés
eredményeképpen Uj és jobb megoldasokra bukkarhatutekes teényeket fedezhetiink fel,
illetve rendezett, alkalmazhaté tudasra tesziinkt.sEppen ezért a mellékletben szebepl
feladatgyijtemény szamos feladataban igyekeztiink altalarsmdiéd vegezni, altalanosabb
allitdsokat is megvizsgalni.

1.4. A disszertacio szerkezeti felépitése

A dolgozat szerkezetileg 6t fejezetre tagolddikmééy fejezetek tovabbi alfejezetekre, illetve
kisebb részfejezetekre oszlanak. Az értekezés addgik a kovetkedképpen épul fel: a
bevezeh fejezet utan ékzor a hatvanyodsszegek kiszamitasa problematikagma atteking
torténelmi bemutatasat kapja az olvasé. A harmdeéjkzet a rekurziés osszefliggésekre
vezeth metodikadkat targyalja. Ezutdn a nem rekurzios foékra vezet moddszerek
kovetkeznek, majd a munka zar0 fejezetében az egyédszereket 0Gsszehasonlitva
megvizsgaljuk azok &hyeit, hatranyait, valamint 6sszegezzik az értekdegfontosabb
megallapitasait, eredményeit, s végezetll a széddiomnbol atvett ismeretakltelhataroljuk
sajat eredményeinket.

A munka két 8 fejezetében — a harmadik és negyedik fejezetbarmel$ (fejezeten belili)
logikai rend a kovetkéképpen alakul: az egyes moédszerek targyalasatgdl mindig
levezetjuk azS, -t megadé altalanos formulat, majd ezutan bemkatiu 0sszegzési képlet
néhany specidlis esetét. Egyes modszereknél atitank a szamtani sorozatok, illetve az

alternalé 6sszegek eseteire, tovabba kapcsolatekasink a matematika kulonksoteriletei
felé. Minden modszer targyalasa végén rovid éréséladjuk az adott moédszernek.
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2. Tudomanytorténeti attekintés

A hatvanydsszegek kiszamitasanak problematikadkarg nyulik vissza. A csillagaszat, a
foldmérés és a geometria természetdegrigényeltek matematikai ismereteket. Az Okori
potamikus kultirdkban a matematikat az irnokiskoddktanitottak. Azt, hogy milyen fokon
kezdték a tanitast, és hogy milyen volt egy atldgosk tudasa, nem tudjuk megmondani, de
mind tobb bizonyitékot talalunk az &babiloni és yptpmi kor irnokainak komoly
matematikai jartassagara. Az egyiptomiak csak ek@&meket hasznaltak, kulon eljarasokat
alkalmaztak a szorzas és osztdwetetére, melyeket papiruszokon, tablakon tartattgk/an
(lasd [21]). A babiloniak tablakat hasznaltak ayray, a négyzetgyok, a kob és a kdbgyok
szamitasara, tablazatokat a négyzetek és kobolegmark meghatarozasara stb. (lasd [5]
41-64. 0.). A kutatok olyan tablakat is talaltamedyek adott szamok egymas utani hatvanyait
tartalmazzak, & olyanokat is, amelyek a négyzetszamok Osszegeagly a szamtani
sorozatokkal foglalkoznak.

Az elss, igazan komoly eredményeket az okori gorog tudéésdék el. PUTHAGORASZ
(PITAGORASZ) (i.e. 569-475) tudomanyos eredményedlaszthatatlanul dsszekeveredtek
tanitvanyai munkaival, éppen ezért legtobbszor letike jarunk az igazsaghoz, ha a
puthagoreusokra gondolunk akkor is, amikor Puthegir emlegetjik. Puthagorasz
iskoldjaban szembi@6 az a hajlanddsag, hogy a szamokat a geometriggatkossek; igen
sok szamtani problémat a geometriai abrazolas ssegivel oldottak meg, igy példaul a
szamtani sorozatok 6sszegének kiszamitasat. Idészidi, hogy az un. figuralis (poligonalis
és piramidalis) szamok fogalma mar ebben az iskolaimegjelent. A pithagoreusok a
figurélis szamok segitségével kulonBasszefliggéseket allapitottak meg. Példaul:

- azn-edik haromszo6gszam az &ls pozitiv egész szam 6sszege (2.1. abra),

o o (] o o o o] o o o o o o o (]

1 1+2=3 1+2+3=6 1+2+3+4=10 1+2+3+4+5=15

2.1. abra

Altalanosani1+2+3+...+n :@.
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- azn-edik n(n+1) alakd téglalapszam az éls pozitiv paros szam ésszege (2.2. abra),

(o] (] o (] (]

[e] o o o] [e] [e] [e] [e] (o]

o o o [e] (o] (o] o [e] (o] [e] (o] o

o (] o o o o o o o o o o o (o]

2 2+4=6 2+4+6=12 2+4+6+8=20
2.2. dbra

Altalanosan:2+4+6+...+ 2n = n{n +1).

- azn-edik négyzetszam az éla pozitiv paratlan szam 6sszege (2.3. abra).

(o} o o o o

(¢} o (¢} o (o} o o (o} o
(o} o (] o o o o (o} o o o o
(¢} o (o} o o o o (o} o (o} o o (o} o
(o} (o} o (o} o o o o (o} (o} (o} o o (o} (o}
1 1+3=4 1+3+5=9 1+3+5+7=16 1+3+5+7+9=25
2.3. dbra

Altalanosand+3+5+...+(2n-1) = n?,

A piithagoreusok a figuralis szamok kozott sok nmréekies kapcsolatot is felfedeztek. igy
példaul:

- minden haromszdgszam kétszerese téglalapszam,
- két egymas utani haromszégszam 6sszege négyzetszam,

- a6 az egyetlen szam, amely héromszbgszénﬁrésl) alaku téglalapszam is,

- minden haromsz6gszam nyolcszorosanak eggyel nisstege négyzetszam stb.

ARKHIMEDESZ (i.e. 287-212) majdnem biztosan ismegenégyzetdsszegre vonatkozo
képletet, hiszenA konoidokrdl és a szferoidokr@imi koényvében a forgasellipszoid
térfogatanak kiszamitasanal felhasznalta a - mai lolégekkel -
(n+2)n2 +(L+2+3+..+n)=d12+2° +F +_.+n?) osszefiiggést. Azonban nem az
0sszegképletet — amit mate is jol ismertek —, hanem mas utat valasztvalbst adott ra
3 (n+1)3
3

(igazolas nélkill), éspedig a kovetkez % <I?+2°+3*+..+n°< (lasd [9]

189-194. o0.). Valoszin hogy ez a keét egysitlenség valamilyen geometriai
meggondolasbol szarmazott.

HUPSZIKLESZ (HYPSZIKLESZ) (i.e. Il.sz.) egyfél a szamtani sorozat ©sszegének
kiszamitasara ad 0sszefliggést a sorozat kézaggnak (paratlan szamu tag esetén) és a két
kozép$ tag 0sszegének (paros szamu tag esetén) segibapdgreszt pedig ezen szamtani
sorozatok 6sszegét, mint poligonalis szamokat iadig.

Ennek bemutatdsahoz tekintette mindazon sorozataketlyeknél az ebselem 1:
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- ha az allando differencia) 1, akkor az 6sszeg haromszdgszam lesz,
- had =2, akkor négyzetszam,
- had =3, akkor 6tszdégszam stb.,

- altalanosan pedig a sz6gek, valamint az oldalaknazketbvel nagyobb, mint a
kulonbség.

Tehat minden 1-gyel ke#d6é szamtani sorozat tagjaibél szabalyos sokszdgdketost az
alabbi modon (2.4. abra):

[ ]

2.4. abra

NIKOMAKHOSZ (l.sz.) legfontosabb five a két konyvbl allé Bevezetés az aritmetikaba

Il. kbnyv a figuralis szamokrél tesz emlitést. Ezel szdmokat az 1-gyel kéxd szamtani
sorozatok 6sszegzésére hasznalja fel és igy Vezegyes tételeit, mint példaul azt, hogy 1-
tol kezdbdéen tetsdleges szadmia egymas utani paratlan egészek Osszigkg nteljes
négyzetet ad. A kdbos szamokrdl is nevezetes dagggest allapit meg, amelyet valdsitay

6 maga fedezett fel, éspedig hogy a kdbds szamokligniparatlan szamok szomszédos
tagjainak 6sszegéb szarmaznak, ugy hogy annyi tagot kell venni, mahtinyadik szam

kobét akarjuk. Azaa® = 12° =3+5; 3 =7+9+11; 4° =13+15+17+19 stb.

Szintén jeleris eredményeket konyvelhet el ebben a témakorbei @8 kdzepkori kinai
matematika. Ennek megismeréséhez tanulsag@mian csing (Matematikakdnyafjapozasa
amely®l megismerhét Kina egész matematikaja. Amig a konyv véglegdaltaat és alakjat
elnyerte (ez a folyamat tobb évszazadon keresziiibtt), addig tobben atdolgoztak és
kiegészitették. A konyv kérdés-felelet formaban 2#8adatot tartalmaz. Mindegyik
feladatnak kozli a megoldasi modjat és megfogalmazz olykor altalanosan is — az
eredményhez vezetitat is (magyarazat és indoklas nélkiil). A Viefsjtben — melynek cime
Az aranyos osztas, megjelenik a szamtani sorozat altalanos tagjdnatkozo szamitasi mod
is, ami azonban bonyolult aranyos osztason alapdidszerrel torténik.

JANG HUJ (XIII. sz.) niivei sajnos csak részben maradtak féhndbbek kozott magasabb
fokd egyenleteket oldott meg a Horner-moédszerreghégadta a paratlan szdmok 6sszegét 1-
tél (2n+1)-ig. Nala is megtalalhatjuk a négyzetszamok égrarhszdgszamok 6sszegét is. Ez
utébbi:1+3+6+...+ n(n+1) = n(n+1)(n+2)'
2 6

CSU SI-CSIE (1270?-13307) egyebek mellett sokalafkgzott a sorozatokkal is (lasd [9]
343-344. 0.). ASze juan ju csien (A négy elem jaspis tukma)i munkajaban szerepel azéls
n pozitiv egész szamnak, valamint a kdvetksarozat elé n elemének az 6sszegképlete:

n?(n+1)(n+2) _ n(n+1)(n+2)(n +3)(4n+1)

1+8+30+80+...+ .
1203 5!
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Konyvel®sl az is kitinik, hogy a kodzépkori kinai matematikusok ismertgk el$ n
négyzetszam osszegképletét is (2.5. abra):

XPXXIX XX

X
X
in

X X
X X
X X

XXX
XXX XX
X X X X X
XX XXX
XXX XXX X
XXX XXX X
[ X XXX XX X X
2n+1

1+2+3+...

12 +2° +3 +..+17)= (2n+1)1+2+3+...+n)

2.5. dbra

Az Okori és kozépkori hindu matematikardl jellegzetességként elmondhato, hogy a kor
tuddsai az algebrai médszereket jedeninértékben fejlesztettékilég az egyenletmegoldasi
eljarasokkal. Matematikusai tisztaban voltak a daamsorozat 6sszegzésével, meg tudtak
hatarozni az etsn pozitiv egész szam négyzetdsszegét, és ismeRakaal-haromszoget is.

ARJABHATTA (476-550?) neves indiai matematikus ésillagasz Arjabhatija cimi
miivében kitér a szamtani sorozatokra, hoz példat sszej és az elemek szamanak
meghatarozasara is. Ezenkivil megtaldlhatéak rkelsh n négyzetszam, illetve kdbszam
0sszegzeésére vonatkozo dsszefliggések is.

ACSARJA BHASZKARA (1114-1185?) egy nagy Osszefoglainivet irt Sziddhanta
Sirdmani(A csillagaszat korondjagimen, mely négy résgball. Az els) rész 6nalloé rtinek

is tekinthed, és Lilavati (Elbivols) a cime. Ennek feladatai felblelik a mértékegységek
ismertetését, az egész és tortszamokkal valgelati szabalyokat a néegyzetgydkvonasig
bezardlag, valamint a sorozatok dsszegzését is.

A kozépkori arab-perzsa matematika sajatos algdtaaikteti volt. Ennek az algebranak
tovabbi jellem#je, hogy geometriai modszerekkel bizonyit és nukoeri példakkal
szemléltet. Az arab-perzsa algebrdban a gorog elméeometriai €és a hindu-kinai
gyakorlatias iranyzatok dsszeolvadasat lathatjuk.

AL-KARADZSI ABU-BAKR MUHAMMAD IBN AL-HASZAN (953-10 29) bagdadi perzsa
matematikus egy nagy aritmetikai targyu tanulmaay&gy megfelé konyv az aritmetika
tudomanyardl Ebben a munkajaban foglalkozott bizonyos sordzati® n elemének az
0sszegzésével, nevezetesen a négyzet- és a kolksesatével.



2. FEJEZET TUDOMANYTORTENETI ATTEKINTES

Az aldbbi négyzet (2.6. abra) tertletét két modaanstotta ki, igy igazolta, hogy
1P +2°+3%+..+10° = (1+2+3+...+10)°, majd ebbl altalanositott (lasd [46] 5. 0.).

10

1+2+3+4+5+6+7+8+9

I |

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
2.6. abra

ABU ALI AL-HASAN IBN AL-HASAN IBN AL-HAYTHAM (ALHAZ EN) (965-1039)

orvostudomannyal is foglalkoz6 matematikus és figikolt. Optikacimii kdnyvében egyebek

kozott foglalkozik az etsn pozitiv egész szam masodik, harmadik és negyeatikihyainak

0sszegével. A négyzetdsszeg kiszamitasahoz egyadiay hasznalt (2.7. abra), amely az
4 4 4 kK

alabbi osszefiiggés leiraséra szolg@itt 1)[3.i = >i2 + 3> (lasd [46] 6. 0.).

i=1 i=1 k=1i=1

1+2+3+4 1
1+2+3
1+2 2
4
1 3?
22
12
1 2 3 4
2.7. abra

A téglalap terlletét ketféleképpen kiszamolva jut a el$ négy pozitiv egész
negyzetosszegéhez. A 4 helyakpest irva megkapjuk azt az 6sszefuggést, amivebaz

felirhatjuk. Al-Haytham ténylegesem= 4 -et hasznalta fivében, azutan pedig szavakkal irta
le az altalanos eredményt. Ezek utan hasonld gatrdehettel élt a harmadik és a negyedik
hatvanyok esetére.

A kozépkori Europabol emlitést érdemel LEVI BEN GERN (1288-1344), aki az
Alhazenéhez hasonlé eljarassal bizonyitotta (82 2+3+...+n)° =1° +2° +3% +_..+n°
Osszefliggést.
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LUCA PACIOLI (1445-1517) & miive aSumma de arithmetica, geometria proportioni et
proportionalita (Az aritmetika, a geometria, az ay@k €s aranyossagok summazdtdd4-

ben jelent meg Velencében. A kdnyv algebrai rédzéae olyan egyenletmegolddsa, amely
megkivanja a kbbszamok dsszegzését is (lasd [948290.). A megoldandd egyenlet az

(L+2+3+..+x)+(1°+2% +3% +..+ x°) = 20400, amelylsl a megoldas soran az alabbi

2
egyenlethez jutunk:x(xz+ 1) +[X(X2+ 1)} =20400. Innen a kijel6lt niveletek elvégzése utan
az x* + x+1=+/81601 masodfok( egyenletet kapjuk.

Az el n pozitiv egész szarp-edik hatvdnydsszege sokat foglalkoztatta a 16s¥@zad

kutatoit is. Az angol THOMAS HARRIOT (1560-1621),neémet JOHANN FAULHABER

(1580-1635), a francia PIERRE DE FERMAT (1601-16@&5) a szintén francia BLAISE
PASCAL (1623-1662) fontos szerepet jatszottak atastfejpdéseben.

Harriot sohasem adta ki matematikai, illetve tudoyes munkait, de fennmaradt utana tébb
mint 5000 kézirat kilonbdiz témakkal kapcsolatbarn) volt az el$, aki matematikai
szimbolumokkal irt fel hatvanydsszegekre vonatkogszefliggéseket, azonban tette mindezt
csak a negyedik hatvanyig.

Faulhabernek sikertlt messzebbre jutni, minittel barkinek. Egy 1614-ben megjelent
miivében a hetedik hatvanyig, majd az 1617-ben kihdotpedig a tizenkettedik hatvanyig
irta fel a hatvanyodsszegeket. Az 1631Aesdemia Algebraeimii mivében megadta az éls
n pozitiv egész hatvanyosszegeit a tizenharmadiktfizenhetedik hatvanyig, az és az
n(n+1) o .

————— segitségevel. Igaz ugyan, hogy megadta a# @&l kitewre a pontos S,

hatvanydsszegeket, de nem sikertilt altalanos fahadnia ezek kiszamitasara.

Akarcsak Harriot, Fermat sem publikalta tudomanyesiményeit, de mas matematikusokkal
tortérd levelezéseit, illetve sajat feljegyzéselth fennmaradt tébb értékes matematikai
észrevétele. Példaul biztosan ismerte a hatvanggsket a negyedik hatvanyig, hiszen az
egyik ilyen levelében szerepel a kdvetkemondat:,ha a legnagyobb szam négyszereséhez
ketist adva megszorozzuk a haromszbégszam négyzetétszawzatbdl kivonjuk az egyéni
szamok négyzeteinek dsszegét, megkapjuk a netpdehikyok 6sszegének otszoroésd
[46] 9. 0.). Mai jel6léssel efdn +2) (87 - S, =5[5,.

Egy 1636-0s levelében Fermat a hatvanyok Osszegzéz®lgaldo képlet megtaladlasanak
problémajat talan minden aritmetika legszebb probléméjdnakvezte, és kitalalt egy — a
figuralis szamokat hasznél6 — rekurziv megolda@sd[[27] 4. 0.):

Az utols6 szadm megszorozva a kovétkeagyobb szammal duplaja a kollateralis
haromszognek;

az utols6 szam megszorozva a kovétkexmyyobb szamhoz tartozé haromszdégszammal
haromszorosa a kollateralis gulanak;

és igy tovabb végtelenil ugyanigy.

Bar Pascal Osszekottetésben volt (levelezett) Revala a két tudds valésziteg nem
osztotta meg egymassal a sajat eredményeit a héissaegekre vonatkozéan. Pascal
megkozelitései meglelisten kiulénboztek Fermat-éitdél. A hire$raité du Triangle
Aritmétique (Ertekezés az aritmetikai haroms#t)gri665-ben kiadott fivében Pascal
szavakban irt le altalanos szabalyt egy szamtamoizab el$ n tagjanak hatvanyodsszegeére,
melynek specidlis alesete azéetspozitiv egész szam hatvanydsszege.

10
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Pascalnak sikerllt rekurziés 0sszefliggést felélitazs,, S,,...,S, hatvanydsszegek kozott,
az alabbiak szerint:

pi_(on (P L [P+ p+1 p+1
e N R LT LG LR A g =8

Ez a rekurziés Osszefugges a legismertebb es leghyean hasznalt formula a8,
kiszamitaséra.
JOHN WALLIS (1616-1703) aZArithmica infinitorum (A végtelenek aritmetikajajmi

0% +1X + 2% +3“ + .. .+nX

N +n+n* +n+...+n"

1655-ben megjelent imében k =9-ig kiszamitotta a aranyt,

majd altalanossagban ki is mondta, hogy ez az aié%x, ami pedig megfelel a késbi
1

[x“dx = 1 hatarozott integral értékének.

0 k+1

A svjci JACOB BERNOULLI (1654-1705) szivesen fdgtezott a figurélis szamok, illetve
ezek reciprokainak sorozataival. Felhasznalvatatidezések szerint Fermat-nak tulajdonitott
modszert, sikerllt egy nem rekurzion alapulé ossppdst felirnia a pozitiv egészek
hatvanytsszegeire. Aznevehezifzédik az S, felirasa minden kiteire az alabbi modon:

1 p(p+l ok
= B, [(n+1)"~™,
P p+1DI<§)( k j Hn+d)

ahol az Osszefliggésben szeted,,B,,B,,... konstansokat (Abraham Moivre javaslata

nyoman) Bernoulli-szamoknak nevezziik. Bernoulldenényét halala utan publikaltak Ars
Conjectandiban 1713-ban. A Bernoulli-féle o6sszefliggés a legh@batébb és
legaltalanosabb formula jelenleg is, amellyel avdaytsszeg kiszamitasa sokkal egyiéieé
valt.

Végeredményben: a hatvanydsszegek problematikéjmt-fentebb leirtuk — tébb szaz éven
at foglalkoztatta a matematikusokat. Az antikvitésra Ota az egymastol elszigetelten
miikddo, kulonbosd helyeken és itben élt tudésok szamos szébeli leirast adtak avrels
pozitiv egész szam 6sszegére, négyzetosszegérabék losszegére. A 10. és 11. szazad
kezdetére mar léteztek altalanos moédszerek ezedarkisdsara. Azonban mivel ezek az
ismeretek csak szavakkal voltak leirva és a madjasatvanyokhoz sziikség volt a megél
hatvanyok 0sszegeinek ismeretére, a gyakorlatban készlltek formulak a magasabb
kitevok esetére. Thomas Harriot volt az &laki matematikai szimbolumokkal operalva a
negyedik hatvanyig formulakat adott. Johann Fawghabszimbolikus jel6léseket hasznalva —
mar eljutott a 17. hatvanyig. Blaise Pascalnakrsikeekurzidés 6sszefiiggést felallitania az
S, S;.....S, hatvanyosszegek kozott. Vegul is torténetileg BaRernoulli volt az els, aki

altalanos képletet adott a hatvanytdsszegek kisadard.

11
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3. Rekurziés modszerek

Matematikai problémak megoldasa sokszor vezet rgbuar. A rekurziok eseténdlyos lehet

az, hogy a rekurziés 6sszefiiggés felirasaval ,kénhgballithatd egy tag a medad tagok
segitségével. Epp ezért bizonyos esetekben ezerasgk viszonylag egys#en
programozhatéak, s a szamitdgépiveleti gyorsasdganak kihasznélasaval messzire
eljuthatunk a konkrét szamitasokban. Ugyanakkotgsam ebben all a mddszer hatranya is,
hiszen egy tetsiteges tag kiszamitdsahoz ismerniink kell nem csapékurziés formulat,
hanem a®t megebzo tagot (tagokat) is.

A hatvanyosszegek kiszamitasadhoz — mint ebbeneadigjen lathatd lesz majd — kivaléan
felnasznalhatok a rekurziok. Toébbféle gondolkoddtsin is rekurzidora vezétformulakat
tudunk eballitani. Ezek soran kilénb6zmddokon jutunk el a rekurzidés 6sszeflggeshez,
viszont a képletben szerépégyutthatokat mas-mas uton kell kiszadmolni. A Zejben 06t
rekurzios modszer kerll bemutatasra.

3.1. Matrixos (tablazatos elrendezé&g modszer

Az el modszer hasznalatanal nagy konnyebbség, hogy ehéer szikségesek sem
kombinatorikai ismeretek, sem pedig kombinatorikeszk6zok. A maétrixaritmetikai
alapismeretek segitséget nyujtanak ugyan, de — majtl latni fogjuk — lényegében ezek
ismerete sem szikségszeOlyannyira nem, hogy a ,matrix” szé helyett a hlézat”
megnevezest is hasznalhatjuk.

A ismertetend modszer lényege, hogy egy adott matrix elemeit oikibD
csoportositasokban 6sszegezzik és igy jutunk isateekurzidhoz.

3.1.1. Rekurziés 6sszefluiggés az@lmoddszer segitségével

Az alabb kifejtésre kertil médszer targyaldsa 6 eloszor ismerkedjink meg néhany
matrixaritmetikai alapfogalommal.

Egy nxr-esnégyzetes (kvadratikus) matesetén an-et amatrix rendjénelnevezzik. An-
edrendi Amatrix a;, (i = 1,2,..,n) elemei alkotjak anatrix ©vatlojat (fédiagonalisaj. Azokat
a specialis négyzetes matrixokat, amelyekbefatddn kivil alléo elemek mindegyike @tlos
(diagondlig matrixoknaknevezzikHaromszog-vagytriangularis matrixoknaknevezzik az
olyan kvadratikus matrixokat, amelyekben vagybatld feletti, vagy a datlo alatti elemek

mind nullak. Az el§ esetben alsé haromszogmatrixrol, a masodikban gpéddish
haromszdgmatrixrdl beszéllnk.

Ratérve a vizsgalandé mddszerre a kivant rekuragszefiggés felirasdhoz mindenéiel
vezessuk be a kovetkeplolést:

Scp =1" +2° +3° +.. +KkP,

ahol p= 0;1,23,... ésk=1,2,3,... .

12



3. FEJEZET

REKURZIOS MODSZEREK

Az S, kiszamitasaval nem foglalkozunk kulon, hiszen k@mbelathato hogs, .,

Vilagos az is, hogys, , =1° +2° +3° +..+n” =S

P

Tekintsuk a kovetkéznxr-es négyzetes matrixot:

o
1P
1P

1P

2°
2°
2°

2°

3
3t
3

3

nPt |
nP?
nP*

nP?

(3.1.9)

Ezek utan koncentraljunk azS, hatvanyosszeget megado rekurzios
meghatarozasara! E célbol kétfélekeppen irjukZélla@lemeinek dsszegét.

El6sz6r, soronként 6sszegezzukMzelemeit, s ekkor adodik, hogy:
NIP* +2°1 +3° 1+ +nPt)= ns, ;. 3.1.9

A masik 6sszegzéshez tekintsik a koveikmatrixokat:

- legyen M, azM-hez rendelt fel$ haromszogmatrix,
- hasonloképpen legyel, azM-hez rendelt als6 haromszégmatrix,
- mig M, azM-hez rendelt diagonalis matrix.

Az M, matrix elemeit oszloponként 6sszegezve kapjukyhog

10°PH +22P +30B° +..+nPH =17 +2P +3° + .. +nP =S _.

; 3.1.3

Az M, matrix elemeit soronként 0sszegezve:
1P 4 (100 4+ 200 )4 (1P 4 2P0 430 )4+ (171 4+ 207 4390 4 4P )=

n
= Sppa *Sopa tSspa et Sy = kz_lsk;p—l - (3.1.9

Végil azM, matrix elemeinek az dsszege:
1P +2P 1437+ 40Pt =S

(3.1.9
Felhasznalva, hogy a¥l =M, + M, —M,, a (3.1.2)-(3.1.5) 6sszefliggések alapjan felirhatd

p-1-

ns,, =S, + kZ:;LSk;p_l =S,
melyet atrendezve az alabbi 6sszefliggést kapjuk:
S, =(n+1)B,, - Y Scp - (3.1.9

Belathatd, hogy azS, kiszamitasa azS,S,,...,S,, eredmenyeinek felhasznalasaval

torténik, azaz akarmilyepre is akarjuk meghatarozni a hatvanydsszegekeh ,s@orolhato
meg” az 6sszegnek a megg p-kre tortérd kiszamitasa.

13
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3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

3.1.2. Specidlis esetek a kapott rekurzids 6sszefjigre

Ha p =1, akkor a (3.1.6) 6sszefliggés alapjan

S, =(n+1)5, - XS, = (n+1n- >k =(n+1n-S,. EbKI kapjuk, hogy 2L, = n(n+1),
n(n+1)
=

Tehat S esetén, a kozépiskolai tananyagban is széregt el$ n pozitiv egész szam
0sszegére vonatkozo ismert 0sszefliggést kapjudsiiel

n(n +1) |

ahonnanS, =

S =1+2+3+..+n=

Ha p =2, akkor a (3.1.6) 6sszefliggést alkalmazva

s, :(n+1)E51—§13K;1 :(n+1)Eﬂ(n2+1)_ék(k2+1) =

_nn+1® 1 a0, o nn+l 140, ”]‘
2 2%(k +k)_ 2 2 kzzlk +kz:1k B
_nn+1)? 1 1

4 2DSZ 2ES”

Ezt atrendezve, majd felhasznalva$zre kapott eredményt, adédik, hogy

35 - nn+1)?* 1

3 _n(n+2)* nln+1) _ nn+2) -
5 2 > 5 [5 = 5 i 2 [(2n +2 1) =
_ n(n + 1)(2n + 1)
4
ahonnan, az egyefiég bal- és jobboldalagt -del osztva,S, = w

A kapott eredmény szintén ,isnés’ lehet. A kétszint érettségit megéko érettségi esetén
az egyik ,elméleti” tétel épp az élsn pozitiv egész szam négyzetdsszegére vonatkozo
0sszefliggés bizonyitasa volt, azaz hogy teljestil

S, =12 +2°+ 3 +..+1’ :—”(”Jrl)(j(zn+ )

Ha p =3, akkor a (3.1.6) 0sszefliggés szerint

s, =(1+)55, - £5,, = (e AN Kertlakrt)

_ n(n+1)2(2n+1)_£DZﬂ:(2k3+3kz+k):

6 6 k1
— n(n+1)2(2n+1)_lté2[i‘:k3+3m“k2+Z“:k):
6 6 k=1 k=1 k=1

14



3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

_nn+1f(n+1) 1 1 1
- 6 3> BT
Atrendezve, majd felnasznalva 8 és S, hatvanyosszegekre kapott eredményeket,
4 nn+1)?*(2n+1) 1 1 nn+1)?(2n+1) n(n+1)(2n+1) n(n+1
Sog ) 1o 1 et lenes)_sloesnsd)_roed)
= _n(n ) [ﬁ4n2 +6n+2-2n —1—1) = _n(n +1) [64”2 + 4”) = n(n+1) [h(n +1),
12 12 3
2 2

ahonnan% -dal végigosztvas, = % .
Tehéat:

S, =+2°+3+.+n° :@.

Ha p =4, akkor ismételten a (3.1.6) 6sszefliggés alkalndazés

S, =(n+1)s, _éSKB =(n+1)EP2(n4+1)2 _ékZ(k4+1)z _

3 n 3 n n n
_n*(n+1) —EEE(k4+2k3+k2):—”2(”+1) 1 Zk“+2EEk‘°’+Zk2j=
4 4 =1 4 4 \i=1 k=1 k=1

_nfh+1® 1 1 1
4 PR

Atrendezve, majd felhasznalva & és azS, hatvanyosszegekre kapott eredményeket,

55 - n?(n+1)° _1[53_1[5 _n*(n+1° _n*(h+1)° nn+1)2n+1) _

4 * 4 2 47 4 8 24

(n+1)2n+1) _n’(n+1)°(2n+1) _n(n+1)(2n+1) _
24 8 24

_n(n +12)E]2n +1) fan(n+1)~1] = n(n +12)an +1) fan? +3n-1),

ahonnan, a kapott egyéskg bal- és jobboldalait -del végigosztva, kapjuk hogy

01 45y

n+1)(2n+1)3n? +3n-1) |

S L 30

Tehat:

n(n +1)(2n+1)(3n* +3n -1) |

S, =1"+2"+3"+..+n* =
30

15



3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

Ha p =5, akkor Ujbol a (3.1.6) dsszefliggést felhasznalva

S :(n+1)ES4 _kZZ:lSq;; =

(n+1) i +1)2n +1)(3n® +3n-1) . klk +1)(2 +1)(3Kk? +3k-1) _
30 o] 30
2 2 _ N
_n(n+1?(2n+1)3n% +3n-1) _ (6k° + 15+ +10° —k) =
30 0 «a
2 2 —_— n n n n
_ n(n+1)*(2n +1)(3n +3n 1)—i[€6EEk5 +1503k* +1003K° - Zk) _
30 30 k=1 k=1 k=1 k=1
nn+1’(n+1)En2+3n-1) 1 . 1 __ 1 1
= ~2[8, -2[5, - >[5, +—[5,.
30 5> 5T B

Atrendezve, illetve a5, S, és S, eredményeinek felhasznalasaval kapjuk, hogy

6 s, = n(n+1)(2n+1)(3n° +3n-1)

1 1 1
-5, = + — =
5 30 2 3[53 30ESl

_ nn+1*(2n+ )32 +3n-1) n(n+1)(2n+1)3n% +3n-1) n*(n+1)° . n(n +1)
30 60 12 60

= n(ré; 1 (2(n+1)(2n +1)(3n2 +3n-1)- (20 +1)(3n2 + 3n 1)~ 5n(n +1) +1] =
2
= n(n +1) E(|12n4 +24n° +6n° —6n): n’(n+1) EﬂZn3 +4n® + n—l):
60 10
2
= (1nO+1) ffn+1)(2n* +2n-1),

n2(n+1)2(2n? + 2n-1)
12 '

ahonnan,g -del végigosztvas, =

Tehat:

S, =1+2°+3°+..+n° = nz(n+1)2(2n2 *2n- )
T .

Nyilvdnvald, hogy a bemutatottakhoz hasonléan dkdel a megfeld O0sszefliggések a
p=6 esetekben is, természetesen felhasznalva az mdétt kisebb pozitiv egész szamok

esetén kapott eredményeket.

1. Megjegyzes
A tovabbi fejezetekben bemutatasra kérithodszerek esetén a¥ és S, 0sszegeket

,KOzismertséguk” miatt mar nem fogjuk felirni, mitgbze azS;-re és azS,-re kapott
eredményeket fogjuk felhasznalni a szamitasainkban.

16



3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

2. Megjeqgyzés
Szemléletes bizonyitds & kiszamitasara (3.1.1. abra):

0000000
0000000
0000000
0000000
000000
O00000|e@

n+1

142434, 4n=101+D)

3.1.1. 4bra

Szemléletes bizonyitas & kiszamitasara (3.1.2. abra):

n+1
12+22+3% +...+n? :%n(n+1)(n+%j

3.1.2. bra

17



3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

Az eldzéekben kiszamitot§ 0sszegek kozott tobb kilonkhzrdekes kapcsolat teremihet
Ezek kdzll néhany példakeént:

3[S, = (2n+1)[S,

S, =5 (Nikomakhosz)
5[5, = (4n+2)(8, - S, (Fermat)

S =S, 405 -1)

Az osszefliggések bizonyitasa egysdmhelyettesitéssel tortenik.
Felhasznalva a tovabbip > 6 esetekben kiszamitott eredményeket is, nyilvararalgjabb
0sszefluggések készithktezek segitségével.

3.1.3. A ,matrixos” modszer alkalmazasa alternal6 §szeg esetére

Ugyancsak érdekes matematikai feladat aé elpozitiv természetes szapedik hatvanya
Laltakozo ebjelii 6sszegének” kiszamitasa. Ennek meghatarozasé&zoekgy ,klasszikus”
eljarast ismertetiink, amely az @&la pozitiv egész szam-edik hatvanya dsszegeére vald
visszavezetésen alapszik, majd egy masik médszbamutatunk, amelynek gondolatmenete
hasonlit a 3.1.1. fejezetben ismertetettnél, aze& akiszamitasanal megvalositottra.

A feladatunk tehéat, hogy szamitsuk ki az
£ _ n-1 _< k-1
S, =1°-2°+3° -4 + .+ (-1)"' h* = k2:1(—1) kP
alternal6 0sszeget, ahptermeészetes szam gpozitiv egész.

Ennek végrehajtasanal as, kiszamitasaval kilon nem foglalkozunk, mivel koemy
belathato, hogy:
0, han paros

S=97=|

1, han paratlan

4\t
Masképp felirva:s, = #

Mint emlitettiik, a probléma egyik ,klasszikus” médgsa a feladat visszavezetése a# Bls
pozitiv egész szamedik hatvanya 6sszegének megkeresésére. Itt &tttd®ll vizsgalnunk,
az aldbbiak szerint:

1. eset: ha paros, azan = 2k, aholk pozitiv egész szam, akkor
S, =5 (-1) " P =17 - 27 +3° -4+ + (2k-1)" - (2k)° =
i=1
=1° +2° +3° + ...+ (2k -1)° + (2k)° —2Eﬁ2p +4P + .+ (2k - 2)° +(2k)p]:
=1° +2° +3° + ...+ (2k -1)° +(2k)°? - 212" E[Ilp +2° +..+(k-1)° +kp]:

P

=}

=SiP_piyir =g, -2M[B =S -2PI[S
_él Dé' _SZk;p k;p — “np

n
2

=S, -2"[5

p

N

18



3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

aholS, azel$ > pozitiv egész szamedik hatvanya dsszegét jeldli.
2P

2. eset: ha paratlan, azan = 2k +1 alaku, ez esetben

S, =3 (-1 mP =17 - 27 +3° -~ (2K)° + (k +1)° =

i=1
=1° +2P +3° + ...+ (2k)? +(2k +2)° —2Eﬁ2p +4° + ..+ (2k - 2)° +(2k)p]=
=1° +2° +3° + ...+ (2k)° +(2k +1)° - 2[2° E[[lp +2° +..+(k-1)° +kp]:

—9optl — _op+l
p =Sy, ~2°08,, =S,-2"[5,, ,
=L 2P 2P

_2k+1-p p+l k'p_ p+l —
—él =2 1P =8,,,, 2" 5, =S

ahol S,
—P

n-1 . . . . . . sl
azel$ > pozitiv egész szamedik hatvanya dsszegét jeldli.
2

Osszefoglalva a fenti eredményeket, kapjuk hogy
S’; =S, - 2P By p (3.1.9
1 n
n-5+( % _2n-1+(-1)
1 :

ahol k =

A feladatot meg lehet kdzeliteni mas modon is. Avdtkedkben egy olyan modszert
mutatunk be, amelynél szintén egy rekurzidos OsggEst vezetlnk le, ezuttal azonbanSéz

sorozat tagjai kozott. Itt nagy éely, hogy az eredményekhez nincs szlkséglnkSaz
hatvanydsszegekre.

Tekintsik tehat a kovetkénxr-es matrixot:

1t et oged (- P

I A L L G A Lk

M=|2rt —2et 3pt (-t P (3.1.9
et -2t gt (-t

Ha soronként osszegezziik Bz matrix elemeit, akkor az elemek dsszege
nOP - 20+ + (- 1) P = nis) (319
lesz.

Ezutan tekintsik a kdvetkématrixokat:
- Iegyenml az M -hez rendelt fels haromszogmatrix,
- azM2 azM -hez rendelt als6 haromszogmatrix,
- mig M3 az M -hez rendelt diagonalis matrix.
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3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

Az M1 matrix elemeit oszloponként 6sszegezve kapjukyhog

107 + 20274+ 4 ng(-1)" P =10 - 27+ + (-1)" P = S (3.1.19
Az M > matrix elemeit soronként 0sszegezve:

1P+ (10 - 20t (1P - 27 43P )4 P - 2rt g (- e =

=S 1 tSppu t et S = és;p_l , (3.1.19)

ahol S, =1° —2° +...+(-1)" k".
Veégul azM s matrix elemeinek 0sszege:

1P -2t 4+ (-] P =S (3.1.19

Felhasznalva, hogM =M1 +M:—-Ms, a (3.1.9)-(3.1.12) §sszefiiggések alapjan adodik
hogyn(s,, =S, + kz_lsﬁ;p_l -S

*

o1, Melyet atrendezve az alabbi 0sszefliggest kapjuk:

S; = (n +1) ES:)—l - kZ_;LS;;p—l . (3.1.13

Belathaté, hogy azS, kiszamitdsa azS,S,...,S,; eredményeinek felhasznalasaval

torténik. A matrixos modszer tehat jol hasznalhatdalternalé 6sszegek kiszamitasara is —
annak minden éhyével és hatrdnyaval egyitt.

3.1.4. Specidlis esetek az alternal6 6sszeg esdt@pott dsszefliggésre

Az alabbiakban bemutatunk néhany érdekes eredméspedig négy konkréb érték (
p = 1,2;3,4) esetére.

Ha p =1, akkor a (3.1.13) 6sszefliggés alapjan

S =(n+1)s; - $.5, =(e)s; - $ 1007
~ 110 n k-1 ~ 1 S\_2n+l .
= ()8 -5 021 20 = ()8 S e )= 2 s -

_ 2n+151+(—1)“‘1 _n_2n+1+(=0)"" f2n+1)-2n _1+(-1)"" {2n+1)
2 2 2 4 4 '
Tehat:

n-1
S =1—2+3—4+...+(—1)n_1m:1+(_1) 4[(2n+ ).

>
+
[EEN

, han pératlan
Masképp felirva:s, =
, han paros.

NI N
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Ha p =2, akkor ismét csak a (3.1.13) 6sszefligges alagphdtjuk, hogy

S, =(n+1)5 —i_s;;l =(n+1)s ‘i_“(_l)k:[ﬂzkﬂ) _

= (n+1)rs; -5 i_1+zcﬁ(—1)k-lm+i(—1)k-l}=(n+1)ts:—itﬁn+zﬁs;+s;)=
2n+1[Sl [s; n+1D1+ ”1[ﬂzn+1 1D1+

_n_
4
=2n+1+(— )”1[ﬂ2n+1) —1—(—1) —2n_(— ”1[ﬁ4n +4n+1—1):

8 - 8
_ (1) dn? +n)
2
Tehat:

S =12-22+3 42+ +(-2)""m? = (-1 [_E(n+1)'

2

Ha p =3, akkor megint a (3.1.13) 6sszefuggeést felhaszrféhrato, hogy

S, =+ - 55, = (1)1 - $ (-4 K -

=(n+1)E352-1 i_(-l)k'lEk“i(-l)k'lEkJ (n+1)cs; lEﬁS +5))=
2n+1 * 2n+1 ~)"dn® +n) 1 1+(-2)" don+1) _
;- [Sl = 2 2El 4 -

_(- )n  [fon + 1)(2n + 2n) ~1-(-1)"" tfen+1) _ -1+ (=" dfon+2)2n® + 2n-1)
8 8

Tehat:

S =1°-2%+3 -4 _l_m_l_(_l)n—l e = —:|.+(—1)n_l E62n8+1)(2n2 +2n—1).

x s 7 ~F -1+ n-t + 2 .
Természetesen &, atirhatosS, = 1+{-d E£4n én 1) alakra is.

Ha p =4, akkor ugyancsak a (3.1.13) ¢sszeflggés alapjadilachogy

n n — kl 3 2 _
S = (1) - £, = s - § o C 6 )

=(n+1rs, —%Eﬁ— §11+4%(—1)k‘1 Kk +6D§(—1)k‘1 K2 —En:(—l)k'l} -

k=1

2n+1

=(n+1)cs;—icﬁ-n+4cs;+ezs;-s;) 5 -3+ 2o 4 -

_2n+1 F1+(-1 “[ﬂ4n +6n” ~1) 35 “[ﬁn +n) 1D1+ “+n_

2 8
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_-2n-1+(-1)"" f2n +1)(an°® +6n° —1)- (-1)"* tlen? + 6n)+ 1+ (-1 + 2n

16
_(=9™ Eﬂ8n4 +16n° —8n) _ (9™ D1(n3 +2n° —1)
16 2 '
Tehat:
5 =12 43 -4t it =y P2 )

2

n +1)(n2 *n _1) alakban is.

Az S, nyilvanvaléan felirhatds, = (-1)"* Ep(

3. Megjegyzés
Szemléletes bizonyitas & kiszamitasara (3.1.3. abra):

Q000 Q000

000 0000 Q00
— Q0 +0O00QO—00Q0Q =— Q0
©O 00 OO0 000e o
P22+ -4+ ()" = (1) [.E(n2+ )
3.1.3. 4bra

4. Megjegyzés
A tovabbi fejezetekben targyalandé modszereknéBazs S, ésszegeket mar nem fogjuk

felirni, azonban az ottani szamitdsainkban fel ukgjhasznalni a rajuk vonatkozo
eredményeket.

Akarcsak azS Osszegek esetén, & 0Osszegekre is tudunk ,egysierisszefliggéseket
felirni, S5t kapcsolatot talalni bizonyoS, és S; Osszegek kozott. Peldaul:

4rS, = 2[5, ({2n? +2n-1)-n? -n
S, =S, ffn® +n-1)
* * \2
s =[s;| = s2=(s;) =5,
Az 0sszefluiggések bizonyitasa itt is egyédmhelyettesitéssel torténik.

Folytatva az S; (p=5) 6sszegek felirasat és felhasznalva a fenti eragek@t is, ezek
segitségeével tovabbi 6sszefliggések késsithet

22
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3.1.5. ,Lépcds” 6sszegzes

Ha egyaltalan nem akarunk matrixaritmetikai fogdtata hasznalni, akkor az &b
modszerhez képest szignifikhnsan mas uton - azlémesis modszer segitségével — is
eljuthatunk a (3.1.14) tablazat alapjan a (3.18géfliggéshez a kdvetké&&ppen:

1')‘1\ 2"‘1\ sp‘l\ .. n"t
101 el 3 L oo

M= 11  op1 gpit et (3.1.19
(L L S L S

Az i-edik (i =12...;n) lépc$ elemei a tablazam,,m,,..m,,m;,,m, ,...m_, elemei,
vagy masképp fogalmazva mindazon ésm; elemek, amelyekrg< j <i.

Ha soronként 6sszegezzikMzablazat elemeit, akkor az elemek 6sszege

NP +2°1 437+ +nPt)=nis .
Ha a |épcézetes kiszamitast végezzik el, akkor az egy ,@pcpl. ak-adikon) |éw elemek
dsszege:

1P 4277 437+ kP + (kDK =S, + (k-1 K" =S, +k° -k

Mivel k ,végigfut” az 1,2,...,n szamokon, felirva mindegyik-ra a Iépcén 1éw elemek

0sszegét, tovabba elvégezvek azerinti 6sszegzést, megkapjuk Mztablazatban szeredpl
elemek 6sszegét, amire az

N8, = > (S, + kP —k")= S, ., + 2 kP =2 kP,
k=1 k=1 k=1 k=1
vagyis azn(5 , = i Scpa+S, =S, Osszefugges adodik.
k=1
Ez utobbi egyeidiséget atrendezve a mar ismert (3.1.6) 0sszeflgg@siak.
Tehat:

S, =(n+1)5,, > Scpu -
k=1

Végul is a lépass 6sszegzési modszer egy szép és j6l hasznalteidzesamelynek nagy
elénye, hogy — mint lattuk — csak elemi matematikanasetekkel operal, nem hasznal
matrixaritmetikai fogalmakat és eszkdzoket. igy gen tanithatd, akar kozépiskolai
diakoknak is, gazdagitva ezzel matematikai médaaedpparatusukat.

5. Megjeqgyzés
Az S, kiszamitasa a lépés modszer alkalmazasaval két konkpedrték (p=2 es p=3)

esetében megtalalhat6 a [38]-ban 211-212. o.

6. Megjeqgyzés
Analég médon juthatunk el a (3.1.13) 6sszefliggedhea |épass modszer alkalmazasaval a
(3.1.8) matrixnak megfeléltablazatbél indulunk ki.
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3.1.6. ,Terlletes” 6sszegzés

A (3.1.6) Osszefiiggés az aldbbi abra segitségegekbimléltethét(3.1.4. bra):

1P+ 2P 43P+ 4+ nPt 1
lp_l + 2p_1 + 3p_1
1Pl 4 opt nP n
p p
1 2P 3
1P
1p—1 2 p-1 3p-l n p-1
3.1.4. dbra

A téglalap teruletét kétféleképpen kiszamitva jutaha kivant rekurziéhoz.
Egyfeldl

T=(n+2)" +2°" +37 4+ +nP?)= (n+1)18,

masrészt pedig felhasznéalva, hddy=1"" kapjuk, hogy

T=1"+2°+3" +...+n° +

+1P7 + (1"‘1 + 2"‘1)+ (1"‘1 +2°7 +3"‘1)+ Lt (1"‘1 +2P+ 3P+ L+ n"‘l) =
= Sp + (Sl:p—l + SZ:p—l + S3:p—1 tot Sn;p—l) = Sp + kZ::lSk:P—l'

n

Innen (n+1)(5,, =S, +>.S,,,, amit atrendezve a mar ismert (3.1.6) Ssszefuggésh

k=1
jutunk.
Tehat:
Sp = (n +1) [Sp—l Z Sk:p—l '
k=1

Végs kovetkeztetésként elmondhatd, hogy hasznos — poomekurzidos dsszefliggések
felirdsara kivaléan alkalmas - metodikdnak bizongulmatrixos (tablazatos) maédszer,
amelynél raadasul az 6sszegzés kétféleképpen égediiei. Ha fel akarunk hasznalni
matrixaritmetikai alapismereteket is, akkor az &duoatrix elemeit soronként dsszegezve,
illetve specialis matrixok segitségével jutunk ekigant rekurzidés osszefliggésekhez, de
mindez el is kerulhét az un. ,lépc8s” Osszegzés alkalmazasaval. A fent leirt mdodszer
ismerete, alkalmazdsa nagyon hasznos lehet olyarkréip szamitdsi és bizonyitasos
feladatokndl is, ahol a végeredményhez véges Oskzikigzamitdsan keresztll jutunk el,
illetve olyan feladatok esetén is alkalmazhato,l @ oél bizonyos rekurzios dsszefliggések
felirdsa.
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3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

3.2. A rekurzids 6sszefliggés levezetése egy SpecaE#ON0SSag
felhasznalasaval

A formula levezetéséhez a masodik mdodszernél koatdmitkai eszk6zok szikségesek. Itt egy
kevésbé ismert 6sszefliggést hasznalunk fel argy, teikurzios dsszefliggest allapitsunk meg
([29]). A felirt azonossagba rendre behelyettesétxd,2,...,n természetes szamokat, majd a

kapott eredményeket tagonként Gsszegezve juturde 68, hatvanydsszeget meghatarozo
rekurzios képlethez.

3.2.1. A moddszer és az@&ll6 rekurzids dsszefliggés

A kivant formula levezetéséhez induljunk ki az hli&lsszefliiggésih, aholk valos szam ég
pozitiv egész:

(k+1) kP -k fk -12)° =

kP KP _k[Ekp -[gj[k”‘w[gjtkp‘z —[gjwp‘3+...+(—l)p EEEH =

= k" + kP —kp+1+(§)]ka —(gjmﬂ(gw—z - (-0 ]Dk:

{
oo g

Mivel (E} = p, ezért

(k+1)k? -k Ok -1)° = (p+1) k’ —(S][kp-l +(p][kp'2 —(p][kp-s Fot (-1 [E'OJD;(.

3
Ekkor

il|+1 —|[ﬂ| )]

z{(pﬂ) (;]mp_l+@mp_z_(ijp_s+'"+(_1)p+ltﬁgjm}:
:(p+1)%ip—(gj%ip‘l+(gj%ip‘z—(ZJ%ip‘3+...+( )pﬂ[E jﬂﬁu

A bal oldalon egy teleszkopikus 0sszeg talalhatdelg az 6sszevonasok utzén+1)np -0
lesz, vagyis

(n+2)n” =(p+1)CS, —(pJ (S, +(pj [S,., —(p] [, +..+ (-1 [Epjtsl.

2 3 4 p
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Atrendezve
(p+)s, =3+ )5, ()5, v (0 P, 621
ahonnan

(n+1)n’ +{SJ S, ., —(pj 8, , +...+ (1) [ﬁpJ[sl

3
S, =
p+1

(3.2.2)

Lathato, hogy azS, kiszamitasahoz ezuttal is szikség van a njegel, S, ,...,S
0sszegekre kapott eredményekre.

p17

3.2.2. A kapott 6sszefliggés néhany konkrét esetben

Felhasznalva a8, e€s S, 0sszegeket, a kovetkikben megallapitjuk a5,;, S, és S, esetéen
érvényes 0sszefliggéseket.

Ha p=3, akkor felhasznalva a5 és az S, esetén kapott eredményeket, a (3.2.1)
0sszefuggés alapjan felirhato, hogy

ALS, = (n+1)n? +@ S, —@[ﬁl = (n+1)n° +3E“(”+1)6(2”+1) _nln+1) _

2

:@[ﬂmz +2n +1—1):@[62n2 +2n): n(n+2)n(n+1),

2 2
ahonnanS, :%.
Tehat:
2 +1 2
S,=1+2%+3°+ +n*=12072 (n+1)
4 :

Ha p=4, akkor felhasznalva azS, S, és S, eredményeit, a (3.2.1) 0Osszefugges
felhasznalasaval

508, = (n+1)n* +@Eﬁ3 —(4) S, +(ij51 =

3

= (n+1)n* codt D) in+afan+d) nin+1)
4 6 2

:_n(n6+1) Jon? +9n(n+1)—4(2n+1)+3]=@[66n3 +9n +n-1)=

_ @ EﬂZn +1)(3n2 +3n- 1),
n(n+1)(2n +2fan’ +30-1)

ahonnans, = 30
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Tehat:

n(n +1)(2n+1)(3n* +3n -1) |

S, =1"+2*+3"+..+n* =
30

Ha p =5, akkor azS, -re kapott eredményt is felnasznalva, a (3.2.13éfsggés alapjan

xi{x (o

— (n+1)n° +10En(n +1)(2n +1)(3n? +3n—1)_10d12(n +1)? +5Ep(n +1)(2n+1) _n(n+1) _
30 4 6 2

:@[ﬁen“ +2(2n +1)(3n2 +3n—1)—15n(n +1)+ 5(2n+1)—3] =

2

= _n(n6+ ) E(Gn“ +12n° +3n® - 3n) = @ EﬁZn3 +4n” +n —1) =

_@[ﬂn+l)(2n2 +2n—1),

n2(n+1)(2n + 2n-1)

ahonnanS; = 1

Tehat:

S, =1+2°+3%+..+n° = nz(n+1)2(2n2 *2n- )
T .

Lathatéan ez a modszer is szépeaialitja a 3.1.2. fejezetben mar levezetett képleteks
hasznalata szerencsére nem igényel ,tdl mély” koatbrikai tudast. Epp ezért a modszer
akar egyfajta ,kitekintésként” alkalmazhat6 a kdzgkplai oktatasban is, persze a tudasszint
flggvényében.

7. Megjegyzés
Ha a (3.2.1) 0sszefliggést atirjuk a
- p p p
(o), =20 w02+ 2)is, [ 2)os, v (0 4o 623

alakra es rendre behelyettesitjllp anegfeled értékeit, S, -t felirhatjuk csak an és azS

segitségével, s ezaltal lIényegesen egiybbér valik az Sl‘ S, oszthatosagra vonatkozo

bizonyitas is.
igy példaul:
2n+1 +1
S, = n3 [S;; S, :%[ﬁl;
2 _ 2 _
S, = (2n+1)(3;15 +3n 1)[51; s, = n(n +1)(2ré +2n 1)[51;
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Az itt bemutatott osszefuiggesek segitségével soggadhatd azS,, csupan azS es S,

flggvényében, minderp = 3 természetes szdm esetén. Ezt szemlélteti az at@idiny
feliras:

S, = §¢; 5, =22, s =12

Megemlitjiik, hogy e tekintetben tovabbi eredményddélhatéak a [44]-ben.

8. Megjegyzés
Szemléletes bizonyitas & kiszamitasara (3.2.1. abra):

I } I
n? n

_n’(n+1°

13+23+33+...+n3:%1tﬁn2+n)2 4

3.2.1. dbra

Szemléletes bizonyitds & = S’ igazolasara (3.2.2. 4bra):

(1+2+.+nf =12 +2%+ . .+n®

3.2.2. 4bra
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3.2.3. Rekurzids osszefuggeéselballitasa a masodik mddszer segitségével

Felvetdik a kérdés: nem tudnank-e a moddszer segitsegevés Ujabb Osszefiiggéseket
késziteni vagy a mar megléket bizonyitani? Az alabbiakban latni fogjuk, hogy
lehetséges. Erre vonatkozoan a tovabbiakban ka#tastj mutatunk be, az egyiket a paratlan
indexi, mig a masikat a paros inde$, -k esetére (lasd [7] 93-94. o.).

Rekurzid paratlan index esetére:

Itt a gondolatmenet abban all, hogy az adott edgab O6sszefliggéseket allapitunk meg a
paratlan indek S hatvanyosszegek kozott, illetve kifejezzik ezelsek azS, segitségével.

Induljunk ki a kbvetked 6sszefuggésth ( pOZ*, adR):

[alfa+1)]” -[(a-1)@]° =a® dfa+1)° -a® (fa-1) 1”—apEt(a+1 (a—l)”Jz

N
e )
i et

)

azaz
[affa+1)]" -[(a- 1@]"—2[{ &Zp'l+2EE Jm2p3+2tﬁgjmzr’*‘>+..., (3.2.9)

ahol a jobb oldali utols6 taga® vagy Ztﬁp?lj AP attol figdhen, hogyp paratlan vagy

paros szam.
Ekkor a (3.2.4) egyefiség alapjan

i o[-} §| 2 P w2 D sz P o |-
= ZEETJ%PH +2[E§j i +2[€2J£éi2p'5 ¥

A bal oldalon egy teleszkdpikus 6sszeg talalhatielg az 6sszevonasok utan nem mas, mint
[n(n+1)]° -0, vagyis

[n(n+2)]" = 2[EEJ (8,4 + 2[E§J (8,5 + 2[{2} [B,ps + e - (3.2.9

Figyelembe véve, hog;n(n +1) =2[S,, igy a (3.2.5) 0sszefuggés a kdvethkezmaodosul:

p p p
2° [Slp = ZEE:J [SZp—l +2[ﬁ3J ESZp—S +2[€5J[sz—5 +
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Innen 2-vel tortéé osztassal kapjuk, hogy

2P [BP = (]Fj (5,51 +(2] [5,,-3 +(§J (8,55 + s (3.2.6

P ]E&Sp+1 = p[B,,, attol fugden, hogyp

ahol a jobb oldalon az utolso ta§, vagy(

paratlan vagy paros szam.

A kapott (3.2.6) formula segitségével Gjabb ossypéek irhatok fel a% hatvanydsszegek

kozott, illetve kifejezhetjik a paratlan indexS-ket az S segitségével. Ennek
szemléltetésekeént lassuk az aldbbi példakat!

Ha
p=1  S=5
p=2 2E55=@E83
s’ =S, illetve S, =S~.
_3 22 3 - 3 + 3
p= el PR
A[S} =3[5, +S,, illetve ss=%2[64tsl—1).
3 ré 4 4
e e oo
2[8) =S, +S,, illetve S7=Sl?2Eﬁ6ESf—4[Sl+1).
e (5 5 5
p=s 2= o[ fm (]
1608’ =5[85,+10(5, +S,, lletve
:%Zt(aetsf—zo[sfﬂxsl—e:).
9. Megjegyzés

A p=4 esetre kapott eredmény azért is érdekes, meriniféla ,hasonlosagot” mutat a
p =2 esettel. Mig ez utébbi szerint a pozitiv egésamaakodbeinek 6sszege mindig egy
teljes négyzet lesz, addig adlahi alapjan a pozitiv egész szamok 6tddik és hetealivanyai
0sszegeének a fele (az& és S, szamtani kdzepe) egy egész szam negyedik hatvasya
minden esetben, vagyis

2P+ an®)+ (7427 437+ 407

(1+2+3+..+n)' = > = +2°+3 4 +n).
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Rekurzié paros index esetére:

Ahogy az a péaratlan index esetében tortént, azbalivezetésre Kkerdl eljarassal
Osszefuggéseket allitunk fel ezudttal a paros iidé& hatvanydsszegek kozott, illetve

kifejezzlk ezeket a8 és S, segitségével.

Ezdttal induljunk ki a kovetkézosszefuggésth (pOdZ*, alR):

(2a+1)farfa+1)]" - (2a-1)d(a-1)m]" =
= 2a[{[a[ﬂa+1)]p —[(a—l)ﬁl]p}+té([a[ﬂa+1)]p +[(a—1)m]P}=

= 2@ EE(a+1)p —(a—1)"]+ a® [a+1)° +(a—1)p].

Felhasznalva a péaratlan indexre vonatkozo eljaémskapott részeredményeket:

22 e 1) - (a-1)] - 2020 EEZEEEJEH +2[E§Jtap-3 +2[EEJEM‘5 +} _

=4 P @2 +4 P @22 +4 P @™ + ...,
1 3 5

illetve

a® fa+1)° +(a-1°]=a° [Eztﬁgjw +2[E2Jmp‘2 +2[EZJ P +} =
- 2[E8J P +2[E‘2)J P +2[EZJ P

Mindezek alapjan kapjuk:

(a+1) fatfa+1)" - (2a-1) fla-1)&]" =22 %(SJZEEEH

r2mee [E(;}ﬂﬁgj}mm—ﬁt [E(gjzgﬁgﬂ 629

ahol a jobb oldali utols6 tag@a® vagy 2[E(p?1j+2} AP attol fligden, hogyp paros

vagy paratlan szam.

Ekkor a (3.2.7) 6sszefliggés alapjan

{(2i+ )l o+ 0] - i -9l -y} =
e Rt S HIERG W S
2o = 2] vt o o2 E) ) e
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A bal oldalon egy teleszkdpikus 6sszeg talalhatélynek eredménye az 6sszevondsok utan
(2n+1)[n(n+1)]" -0, vagyis

(2n+1n(n +1)]" -0= 2%{2}2[@3} S, +
+2[E(2J+2[E§ﬂ S, +2EE(ZJ+2[EEH B0+ . (32.9

Figyelembe véve, hogyl(n +1)(2n +1): 6(S,, illetve n(n+1): 2[S,, a (3.2.8) 0sszefuggés
atalakul:

605, (2" (5" =

[

amelyldl 2-vel tortérd osztas utan kapjuk, hogy
3RS, Bt =

L O

ahol a jobb oldali utolsé ta§, vagy Hprilj + 2} By = (p + 2) [5,,, attol figdgsen, hogyp
paros vagy paratlan szam.
A kapott (3.2.9) egyetibég segitségével Ujabb 0Osszefluiggések irhatok fel Saz

hatvanydsszegek kozott, illetve kifejezbet a paros indéx S hatvanydsszegek a3 -gyel
és S, -vel. Lassunk erre néhany példat!

Ha

S, =S,.
2 2 2
vz omis=][2)vafdms(Ys
6[S,[S, =5[S,+S,, illetve 84:%[66[81—1).
pma 125,57 Glea|m oGl s
12[8, [82 = 7[5, +5[5,, illetve :%[(HZESf 65, +1).
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e senm ot

24(5, [8’ =9[8, +14(5, +S,, illetve

s, :%[@0[53 — 40752 +18[S, -3).

o st et Jef]o

485, [5! =115, +30[8, +7[5,, illetve
S, :%[(48[5;‘ 808’ + 6857 — 305, +5).

10. Megjeqyzés

+1 -
Figyelembe véve, hog P + Pz P , ahol 0k < p-1 és kON, a (3.2.9)
2k 2k +1 2k +1 2

Osszefliggés atirhato

3 o

alakra is, ahol a jobb oldali utolsé t&) vagy (p+ 2) [5,,, attdl fuiggen, hogyp paros vagy
paratlan szam.

Végeredményként a fenti modsz#relmondhatd, hogy a rekurzids 6sszefiiggés altalano
alakja egy - viszonylag ritkan alkalmazott — ktlééf kombinatorikus kifejtésébadodik. A
p= 34,5 pozitiv egészekre felirt konkrét esetek pedig rdgda az el§ modszer

segitségével mar megismert képleteket. Emelleti kimkrét 6sszeg kozott is megmutattunk
szép Osszeflggéseket. Ezek kozil is kiemélhet hogy az etsn pozitiv természetes szam
0sszegének 4. hatvanya&@l e szamok 5. hatvanyai és 7. hatvanyai dssz&gsr@mtani
kbézepeként.

3.3. A binomidalis tételen alapulé6 mbédszer

A binomialis tétel segitségével tortérekurzio eballitas a legismertebb metodika. A legtobb
konyv, tanulmany ezzel a médszerrel szamol (1437 §780. o. vagy [17]). ErtelemsZan
ennek alkalmazasdhoz is szlikségeltetnek kombikatorieszk6zok (kombinacidk
kiszamitasanak maédja, Newton binomialis tétele).

A szamitas gondolatmenete a kovetkddewton binomialis tétele alapjan kifejtjuk éa+1)
kifejezés(p+1) -edik hatvanyat. Az eredményt atrendezve egy obzmnossaghoz jutunk,
amelybe rendre behelyettesitjik ax2,...,n természetes szamokat. Az igy kapott
Osszefliggéseket tagonként Osszeadva és az egyramuokat 0sszevonva, egy rekurziés
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Osszefliggest kapunk. Ez a rekurziés képlet adja aed@, hatvanydsszeget azdéeb
Osszegek (vagyis,, S,.,...,S,.,) figgvényében.

3.3.1. Rekurzids 6sszefiiggés a binomialis tétel gsggével

Induljunk ki tehat az

(a+1)P+1 :ap+1+(p+1jmp +(p+1j[}p—l+(p+ljmp—2+”.+(p+1jm+(p+lj
1 2 3 p p+1

azonossagbol, ah@ 0N ésallR, melyet atrendezve kapjuk, hogy

(a+1)p+l—ap*1:(plﬂjmp+(p;1]mp‘l+(p;1]mp—2+...+(p;1jm+(giﬂ.
Ekkor
L PRV ni(p+l P+1) oy [P+ o p+1 p+1
+1)7 " = o° + 0"+ 0°7% +..+ 0+ =
s (FV s Pyt (Y L (R s
:(p+1)iip+(p+1]iip‘l+(p+ljiip‘z+...+(p+1]ii+(p+1)il.
1 i=1 2 )ia 3 ) in p )iz p+l) iz

A baloldalon egy teleszképikus 6sszeg talalhatéelaraz 6sszevonasok utzén+1)'°+l —-1r
alakra modosul, vagyis

(n+2)"* -1= Pl g 4 P*L 5, + P+l B, +..+ p+d (S, + P
1 P 2 P 3 P p p+1

Atrendezés utan adodik, hogy
p+1 4 (p+1 p+1 p+l
( 1 J[sz(nﬂ)pl_( 2 JES’H_( 3 JESH_'"_( p j[sl_(nﬂ)'

) p+l o[ PTl .
ahonnan - felhasznélva, ho yl =p+ é% 0+1 = 1- kapjuk, hogy

(p+1s, =(n+1)™ ‘(p;rlj (5, -(p;rlj (S, —...—(pﬂJESl —(pﬂj [fn+1). 3.3.0)

p p+1l
Innen

LA 3 Ly v R T

vagy

S, = . (3.3
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Az S, kiszamitasa lathatoan ez esetben is §7S,,...,S,; hatvanyosszegekre kapott

eredmények felhasznéalasaval torténik.

p-1

3.3.2. A kapott dsszefliggés néhany specialis esete

A kovetkedkben felhasznalva azS és S, 0sszegekre esetén kapott eredményeket,
megallapitjuk azS,, S, €és'S, 0sszegekre érveényes 0sszefliggéseket.

Ha p =3, akkor azS, és S, eredményeit felhasznalva a (3.3.1) 6sszefiggegala

excor-{fo{a s

3
=(n+1)* _GEp(n+1§2n+1) —4En(n2+1)—(n+1):

= (n+1)[ﬂn3 +3n% +3n+1-2n? —n—2n—1): (n+1)[ﬁn3 +n2): n?(n+1)%,

2 2
ahonnanS, :#.
Tehat:
4

Ha p =4, akkor azS, S, és S, eredményeit felhasznalva, a (3.3.1) 6sszefuggmsz

508, =(n+1)° —@[53 —@ (S, —@[ﬁl —@ [n+1)=
= (n+1)° —1od“2(”47+1)2—105“(”+1§2”+1) —55“(”2”) ~(n+2).

, n+1 B fr . . . .
KlemelveT-t, a miveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan kamgk, h

SL5, ——[ﬂﬁn +9n® +n? n)=@[ﬂ6n3+9n2+n—l):

(”6+1) [{2n+1)(3n? +3n-1),

n(n +1)(2n +1)(3n* +3n-1)
3¢ '

ahonnans, =

Tehat:

n(n +1)(2n +1)(3n* +3n -1) |

S, =1"+2"+3"+...+n* =
30
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Ha p=5, akkor az S;-t megebzé S -ket felhasznalva, a (3.3.1) Osszeflug@edtapjuk,
hogy

excbr-{Js{ o (-

= (n+1)° _155p(n +1)(6n3 +9n° + n—l)_zod"nz(n +1)? _155p(n +1)(2n+1)
4 6

30
-6 EL(n;l) ~(n+1).

EzuttalnTl-t kiemelve, a riveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan kaggl, h

2

605, :nTJrlEﬂZn5+4n“ +n3—n2):@j2n3+4n2+n_1):

2
= @ fn+1)2n% +2n-1),
2 2 2 _
ahonnanS; = n(n+1) (12; ) 1).
Tehat:

S, =1+2°+3°+..+n° = nz(n+1)2(2n2 *2n- )
T .

A modszer nagy éhye, hogy azS,, S, és S, 0sszegek nem bonyolult és nem is
hosszadalmas szamitdsokkal viszonylag konny&ilighatok.

3.3.3. Altalanositas a szamtani sorozatok esetérdmomialis tételen
alapulé moédszer segitségével

A fent leirt modszer segitségével elvégzink egl&ibsitast a szamtani sorozatokra. Ehhez
tekintstink egy onar{an}nZl szamtani sorozatot, melynek &lslemea, differencidja pedigl,

ahola ésd valés szamok. Vizsgaljuk meg, hogy mit lehet mandasorozat etsn tagjap-
edik hatvanyanak 6sszeg#gr

Legyen
S,(ad)=a’ +af +af +..+a’ :éaip :é[a+(i -1)m]”,

ahol p= 0,1,2... .
Az S (a,d) kiszamitasaval nem foglalkozunk kuilén, hiszen k@m belathatd hogy
S,(a,d) =n, mint ahogy azzal az esettel sem kell kulon faglizhi, amikord =0, azaz a

sorozat allando, hiszen ilyenk&; (@,0) =n[&” =n[a®.

Legyen tehad # 0. Az alabbi gondolatmenet megegyezik $z kiszamitasara hasznalt, mar
megismert eljarassal.
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Ebben az esetben kiindulunk az

N +1 p+1 _ p+1 p+1
art=(a +d)™ =" +| P P o+ PR 4 T L el **
= +d)=a (1Ea , |3 . | o1
azonossagbol, ahgd O N ésd R, amelyet atrendezve kapjuk, hogy
abt—aft = P+l &P [ + P+l P +..+ P+l @ P+ P o

1 2 p p+1
Ekkor

+1 al_af(ptl p+l -1 2 p+1) _, p+l +|
e L S e S L R

(pﬂjm iqp +(p+1jm2 iaﬁ‘%...{pﬂjmp ia} +(p+1jmp+an§1 :
i 2 i p p+1 =0

i=1

A baloldalon egy teleszkdpikus 6sszeg talalhatéelgraz 6sszevonasok utan nem lesz mas,
mint 8% -a”* = (a+nd)”"* -a*, vagyis

. +1 +1 +1
(a+nd)"l—a"+1=dtﬁ'o1 ]Eﬁp(a,d)+...+d"[ﬁpp ]Eﬁl(a,d)+dp+1tﬁp Jﬁh.

p+1
Figyelembe véve, hog$, (a,d) = n és atrendezve az egyéséget

+1 . . +1 . .
N e L

— A2 p+l . _Ap p+l _ A p+l p+1
d [ﬁ , j[Sp_l(a,d) .—d [ﬁ . j[Bl(a,d) d [ED+JESO(a,d).

+1
Felhasznalva, hogE/lol J= p+ HRapjuk, hogy

(p+1)@ 5, (a.d) = (a+nd)"™ -a"" - A{ pﬂ_k(a,d)}=(a+nd)”“-a”“-
_adptl o o1y PT1

d EE ) ] [(5,,(a,d) EE ] a,d)-d E€p+1][50(a,d), (3.3.3
ahonnan

(a+nd)"* —a" - [E ] (&)= _dpﬂ[ﬁgiﬂ[&)(a’d)

Sp(a'd): p+1
Tehat:
+1 +1
(a+nd)™ -a"* -d? [ﬁpz jESp_l(a,d) —.—dr? Eﬁgﬂj[ﬁo(a,d)
S (ad) =
i (p+1)rd
vagy
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(a+nd)"* -af* - %A[d k [ﬁ pljlj (S, (a d)}

k=2

@0 dtfp+3

(3.3.4)

Végeredményben ismételten egy hasznos formulatinkcidni a hatvanyosszegekre, és az is
belathato, hogy a5, (a,d) kiszamitasahoz — akarcsak & 0sszegek eseten — ezdttal is

szikség van az &6, azaz azS(a,d), S,(a,d),..., S,,(a,d) Osszegekre vonatkozd
eredményekre.

A tovabbiakban lassunk a formula alkalmazasaramébédekes példat.
3.3.4. Specidlis esetek a szamtani sorozatokra vakazoan kapott

rekurziés osszefliggésre

A specidlis esetek vizsgalatat logikailag a kovetképpen végezzik: d = 1;2;3-ra torténik
a 16 felosztas, majd ezen belll megnézzik a kiep = 1,2;3 eseteit, s harmadikként ez
utdbbiakon belil felirjuk aa = 1;2;n +1 eseteket.

Legyen tehat ész6rd =1, ekkor:

(a+ n) p+l _ Pt — El{lk [ﬁplz'lj [Sp+l_k (a,1)}

k=2
S. (a1 = =
» @) 1{p+1)
+ + Rl p+1
(a+ n)p L_grt— ,(Z:“ZH ) J[Spﬂ_k (a,l)}
_ ) '

Figyeljik meg, hogy mit kapunk eredményil néhanyikétp érték esetén!

Ha p =1, akkor

2 .2 (2
(@+n)-a (ZJ[SO(a’l)=a2+2an+n2—a2—n:n(2a—l+n)

S@d= 2 2 2

azazS (a,l) =a+(a+1)+...+(a+n-1) :g[ﬂn+2a—1).

Ezen belll specidlis esetek:

Haa=1, akkorS (11) =S =1+2+...+n= n(n2+1)_
Haa=2, akkorS, (21) = 2+3+...+ (n+1) = ”(”2+3).

Haa=n+1, akkorS,(n+11) = (n+1)+(n+2)+...+(2n) = n(3r;+1) .
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11. Megjegyzés
Szemléletes bizonyitas & (1,1) kiszamitasara (3.3.1. abra):

142+ +n="2+1
2

2
3.3.1. 4bra

Ha p = 2, akkor

(@+n)’-a° —@ (S (1) —ﬁ (S, (1)
2 3 )
. =
3a’n+3an’ +n° —BEE [n+2a-1)-n

= 3 :gtﬁ2n2+3n(2a—1)+6a2—6a+1],

S @n=

azazS, (@) =a* +(a+1)° +...+ (a+n-1) :gEﬁan +3n(2a-1)+6a’ —6a+1].

Itt a specialis esetek a kovetk&z

Haa=1, akkorS, L) = S, =1 +2% +...+n? :g[ﬁ2n2+3n+1):w_

Haa=2, akkorS, (21) =22 +32 +..+ (n+1)? =%[ﬁ2n2 +on+13).
Ha a=n+1, akkor

S,(n+11) = (n+1)2 +(n+2)? +...+ (2n)? :g[(mnz +on+1)= n(

2n+1)(7n+1) .

Ha p =3, akkor

(a+n) -a' —(;‘jtsz(a,l)—(gjta(a,l)—(jjtso(a,l) :

S@l)= 2
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4a’n+6a’n? + 4an’® +n* —6[«Etﬁ2n2 +3n(2a -1) + 6a® —6a+1]—4[£2 [fn+2a-1)-n

4
A zarojelek felbontasa és az dsszevonasok utanikappgy

S, @) = 2 n® + 2n2(2a-1) + n(6a® - 6a+1)+ 4a° - 6a? + 2a),
azaz
S@n=a*+(a+1)°’+..+(a+n-1° zg[ﬁn3 +2n(2a-1)+ n(6a? - 6a+1)+ 4a° - 622 +2a].

Ezen feliras specidlis esetei:

Haa=1, akkorS,(1) =S, =1*+2° +...+n° :g[ﬁrﬁ +2n% +1)= nz(n4+1)2 |
Ha a =2, akkor
S, 21 =2°+3+..+(n+1)° :ggﬁns +6n° +13n+12)= n(n+3)(nj1 +3n+ )
Ha a=n+1, akkor
n?(3n+1)(5n+3)

S,(n+11) =(n+1° +(n+2)° +...+(2n)’ :n?rz[(%n2 +14n+3)= .

Legyend =2, ekkor az 6sszefliggésiink az alabbi alakot olti:

+ +1
Al i Y]

k=2

2mp+D
Ez esetben is figyeljik meg, hogy mit kapunk ereayii€néhany konkré értek mellett!

S,@2) =

Ha p =1, akkor

2
2 2 2
(a+2n)"-a® -2 [EZJESO(&Z) a’+4an+4n°-a’-4n
202 B 4

azazS (@,2) =a+(a+2)+..+(a+2n-2)=nln+a-1).

=nln+a-1),

S(a2)=

Ekkor a specialis esetek az aldbbiak szerint k@zzték:
Haa=1, akkor S, (12) =1+3+...+(2n-1) = n.
Haa=2,akkorS (2,2) =2+4+..+(2n)= n(n+1).
Ha a=n+1, akkor S, (n+1,2) = (n+1)+ (n+3)+..+ (3n-1) = 2n.
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12. Megjegyzés
Szemléletes bizonyitas & (1,2) kiszamitasara (3.3.2. abra):

Q0000000
CO0000O0O

000000
0000000

~—

1+3+5+..+(2n-1)=n?
3.3.2. dbra
13. Megjeqyzés

Az S (a,2) eredmeényének felhasznalasaval a pozitiv paradamekhoz kapcsoldédoan ket
igen érdekes tulajdonsag bizonyithatd egyisaeréspedig:

1) az elg n darab pozitiv paratlan szam Osszegéne(ﬂélsl) -tél kezdidéen minden masodik
szam (szintén n darab) 6sszegének aranya allando.

Azt kell belatnunk, hogy az(n +1§i?n+;.é;£2n; gn—l)

tort értéke minden pozitiv egénz

esetén allandd. Mivel

1+3+..+(2n-1) _ §@2 _ nln+1-1) _n
(h+1)+(n+3)+..+(3n-1) S(n+12) nln+n+1-1) 2n

N~

igy tehét az allandé érték;e.

2) az elg 2n darab pozitiv paratlan egész szam esetén, dznetiarab szam 6sszegének és
az utols6 n darab szam 6sszegének aranya allando.

Tehat azt kell belatnunk, hogy a(5n+1;i:(3+---+(2n‘1)

tort értéke minden pozitiv
2n+3)+...+(4n-1)

egésa esetén allandd. Ez kdnnyen bizonyithatd, mivel
1+3+..+(2n-1) _ S@2 _ nn+1-1)
(2n+1)+(2n+3)+..+(4n-1) S @n+12) n(n+2n+1-1)

n_1
3n 3’
azaz a keresett allandé érté%elesz.

A pozitiv paratlan szdmok ez ut6bbi tulajdonsag&smdmléletes bizonyitasa (3.3.3. abra):
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'@
000
- 100000
0000000
1000000000

0000
000
©0

-1 90000

3.3.3. 4bra

Ha p =2, akkor

(a+2n)’ -a® -2 [@ 5, (@2 -2° [@ (S, (@,2)

S,@2)= 203

_ 6a’n+12an’ +8n° -12n(n+a-1)-8n
6

azazS, (@,2) =a’*+(a+2)* +..+(a+2n-2)? Eﬁéln +6n(a—1)+3a? —6a+2]

”[ﬁAn +6n(a-1)+3a2 -6a+2),

E véltozat specialis esetei:

Haa=1, akkor S, (1,2) =12 + 3% +...+ (2n - 1)’ n[ﬂ4n2 1): (2n+1§(2n 1)

Haa=2,akkorS, (2,2) = 22 +4% +...+(2n)? :—E(4n +6n+2):2n(n+1)(2n+1)_

Ha a=n+1, akkorS,(n+12) = (n+1)° +(n+3)? +...+ (3n-1)? ”[(&3:12—1)

Ha p =3, akkor
(a+2n)* -a*-22 [@ (S, (@,2) -2° [@ (S (a,2) -2 [@ (5, (@,2)
S;@.2) = > =

_8a’n+24a’n’ +32an’ +16n* ~8n4n’ + 6n(a-1) + 3a* - 6a+2|-32n(n+a-1)-16n
: .
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A zarojelek felbontasa és az 6sszevonasok nthatvanyai szerint rendezve kapjuk, hogy
S,(a,2) =n[2n® + 4n?*(a-1)+n(3a® - 6a+2)+a’ - 3a® + 2a,
azaz
S,@2=a’+(a+2)°’+..+(a+2n-2)°=
= n[2n3 +4n?(a-1)+ n(3a2 -6a+ 2)+ a’-3a’ + 2a].
Itt a specialis esetekre vonatkozo ,elagazasoldlabiak:
Haa=1, akkor S, (1.2) =1° +3° +...+ (2n—1)° = n(2n® —n) = n?(2n? -1).
Haa=2, akkorS, (2,2) = 2* + 4% + ...+ (2n)* = n(2n° + 4n® + 2n) = 2n(n +1)2.

Haa=n+1, akkor S,(n+12) = (n+1)* +(n+3)* +...+(3n-1)° = 2n*(5n - 1).

Legyend =3. Ennél a valtozatnal az 6sszefliggés az alabhi lesz

+ +1

k=2

3mp+ﬂ

Ebben az esetben az &lddrom pozitiv egész értékre vonatkozéan a kovetkez
eredmeényeket kapjuk:

S, @73 =

Ha p =1, akkor

2
a+3n)-a°-3*0_|(5,@3
( ) [€2j b )_a2+6an+9n2—a2—9n_n(3n+2a—3)

S@3)= 32 6 2 ’

azaz$, (a,3) :a+(a+3)+...+(a+3n—3):g[ﬂ3n+2a—3).

Az ide tartozé harom specidlis eset:

Haa=1,akkorS (1,3) =1+4+..+(3n-2)= ”(32_1).
Haa=2, akkor S, (2,3) = 2+5+..+(3n-1) = ”(32”).
Haa=n+1, akkor S (n+13) = (n+1)+(n+4)+..+(4n-2)= ”(52_1).
Ha p =2, akkor
, 3 3
(a+3n)-a*-3 EEZJESl(aB)—Ss EESJES)(a,B)
Sz(a,B): =

303

43



3. FEJEZET REKURZIOS MODSZEREK

9a’n+27an’ +27n° - 27 (3n +22a -3)_ 27n

= 5 :g[ﬁ6n2+3n(2a—3)+2a2—6a+3],

azazS,(a,3) =a? +(a+3)° +..+ (a+3n-3) :g[ﬁen2 +3n(2a-3)+2a% - 6a+3).
Ennek specidlis valtozatai:

Haa=1, akkor S, (13) =12 + 4% +...+(3n - 2)° :gtﬁ6n2 ~3n-1).

Haa=2, akkorS, (2,3) = 2% +52 +...+ (3n-1)’ :g[ﬁanz +3n-1).

Ha a=n+1, akkor

S,(1+13 = (n+1) +(n+4)" +..+ (4n-2)° = 1 fuan? ~5n-1)-= n(2n-1)(7n+1)

S végul, hap = 3, akkor

(a+3n)' -a* -3 [@ (S, (a,3) -3 [@ (S, (a,3) -3 [@ (5, @,3)

S;@3) = 32

_12a°n+54a%n? +108an® +81n* - 27n[6n? +3n(2a - 3)+ 2a? - 6a + 3|~ 54n(3n + 2a - 3)-81n
12 '
A miiveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan, ishadvanyai szerint rendeziink. igy

S,(a3) = 2 (o7n® +18n2(2a - 3)+ 9n(2a2 - 6a + 3)+ 4a® ~18a? +18a),
azaz

S,@3=a’+(a+3)°’+..+(a+3n-3)° =

= 2 (o7n? +18n2(2a - 3)+ 9n(2a? - 6a + 3)+ 4a° 1842 +18a).

Az ehhez tartozo specialis esetek a kdvdikez
Ha a=1, akkor

n(3n-1)on’ ~3n-4)

S, L3 =1+4+.. +(3n 2 ——[(27n -18n° - 9n+4): y

Ha a=2, akkor
n(3n +1)(on’ +3n - 4)
; .

83(2,3):23+53+...+(3n—1)3=2E(27n3+18nz—9n—4)=
Ha a=n+1, akkor
S,(n+13) = (n+1° +(n+ 4 +..+ (4n-2)° Eﬂ85n3 4207 150 +4) =

_n(5n-1)17n* -5n-4)
y .
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Habar ,csak” a legkisebb pozitidkkre, p-kre és harona-ra irtunk fel sszesen 27 esetet,
meégis tébb nevezetes 6sszegképlet ,kdszont vissztlaul, hogy az d@sn darab pozitiv
paratlan szam 6sszege teljes négyzet, @malarab pozitiv paros szam kobeinek 6sszege egy
teljes négyzet kétszerese stb. Tovadblire, p-kre ésa-kra felirva az 6sszegzési képleteket
Ujabb szép 6sszefliggéseket lehetne meghatarozni.

3.3.5. A binomialis tételen alapulé médszer alkalnmisa alternalé 6sszeg
esetére

Az el modszer leirasandl a 3.1.3. fejezetben mar vdltagzzel$ n pozitiv egész szamp-
edik hatvanya valtakozo@eli 6sszegének kiszamitasarol, vagyis az

S, =17 -2 +3° 4% + .+ (-1 P = 3 (1) k?
k=1

0sszeg meghatarozasarol. A megjeldlt fejezetben nkétiszert is bemutattunk az ezen
0sszegek kiszamitasahoz szukséges rekurziok taiiras

A tovabbiakban egy U(jabb moddszert mutatunk be %; kiszamitasara, amelynek
gondolatmenete hasonlit a 3.3.1. fejezetben istettliez, az S, kiszamitasanal

bemutatottra. Itt is egy rekurzios 6sszeflggéstuak fel, ezuttal azS’; kifejezések kozott.

Vagyis az eredményekhez — akarcsak a 3.1.3. fezdtemutatott egyik modszer esetén — a
most targyalando metodikanal sincs szllksé§ asorozat tagjaira.

Legyen pON ésallR. A levezetéshez induljunk ki az
(a+2)p+1_ap+1= p+1 mpm_'_ p+1 [}p_lE22+,..+ p+1 mlmp+ p+1 mpﬂ_
1 2 p p+1

azonossagbol és helyettesitsiik beaaelyére rendre a természetes szamokadi h-g.
Ekkor adddik, hogy

3 _1m =(pilj 1’ [2+(p;1j 1P (2 +...+[p+1j 1 (2P +[p+1j[2*’+1

p p+1
o et =[PP e [ PP e o[ PP e 4 PP o
1 2 p p+1
5o gt =[P e o[ P e e PP mr e o P o
1 2 p p+1
6vt—art = P [ PP e e o[ P e o[ P | oo
1 2 p p+1
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Szorozzuk meg a felirt Osszefliiggéseket felvaltvgyel- és (—1)-gye| (az elét 1-gyel

szorozva), majd osszegezzilk az igy kapottakata flggloldalon egy teleszkopikus dsszeghez
jutunk és az 6sszevonasok utan a kovétleedmeényeket kapjuk:

Han paros, akkor
" " . +1) . +1) . +1) .
(n+1)”1—1—(n+2)”1+2"1:(|01 )ESPDH(IOZ JESp_1E22+...+(pp JESl 2",

+1
amelyet atrendezve és felhasznél\{ap% ) = p+ eg¥enbséget, kapjuk hogy

p+1

2[ﬂp+1)[8;:(n+1)p+l—1—(n+2)p+1+2p+1—( ) ][s;_l mz—...—(pgljts; 2",

Han paratlan, akkor

(n+2)P+1_1_(n+1)p+1+2p+1 — p+1 EB* D+ p+1 ES*_ Dzz TR p+1 ESI PP +2p+1'
1 P 2 Pt p
e, L [ ptl , , L
amelyet szintén atrendezve és itt is felhasznaﬁlgla j = p+1 egyenbséget, adodik hogy

2f{p+1)c8; = (n+2)"* -1-(n+1)™ —(p;rlj (s, , 2 —...—[pgljtsj [2°.

Osszegezve:

20{p+1)r8, = (-1 n+2)"* - (n+1)" - 2° |+ 2° ~1-

+1) . +1) . +1) .
—(pz jﬁsp_lmz—[ps j[sp_zm?’—...—(pp j[ﬁ 2°, (339

ami masképpen felirva

2{p+1s8, =(-1)™* Ekn+2)”+l ~(n+2)*" —2*’]+2p —1—;;( pljlj (5, 2 (339

egyenbségbe megy at.

Mint lathato, ezuttal is egy olyan rekurziés 6ségeest kaptunk, ahol aS’;, kiszamitasa az

S.,S ....S,, osszegekre vonatkoz6 eredmények felhasznalasatéhet.

A tovabbiakban alkalmazva a 3.1.4. fejezetben letetz azS és S, Gsszegekre megadott
eredményeket, a (3.3.5) 0sszefliggés alapjan kigpératz S, és S, 6sszegeket.

3.3.6. Az alternél6 6sszegre kapott 6sszefligges pbs esetei

E részfejezetben az alternalé O0sszegre levezetetirzios képlet segitségével két konkrét
esetet mutatunk be, éspedigpa 3 és p = 4 eseteket.
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Ha p =3, akkor

2rars; =) e 2) oo 2o 2o s s ez
=(—1)”_1Eﬁn4+8n3+24n2+32n+16—n4—4n3—6n2—4n—1_8)+7_
—2arf-1) ! D+ o, (-1 den+1)+1

2 4

A zarojelek felbontasa, az 6sszevonasok és a neftgbsoportositasok utan, kapjuk hogy
808, = (-1)"* (f4n® + 6n* —1)-1.
Tehat:

g -0 [ﬁ4n38+ 6n’ -1)-1
(-1 f2n+1)(2n? + 2n-1)-1

Emlitstik meg, hogy a8, atirhat6s; = 3

alakra is.

Ha p =4, akkor

(g 5) . 5) . 5) .
258, = 1[[(n+2 (n+1) —24]+24—1—(2j[53 Ezz—@Esz E23—(4JE81 @24 =
= (-2)™ EﬂnS +10n* +40n° +80n” +80n+32-n° —5n* —10n° —10n? —5n —1-16)+15-

oY) dan® +6n” -1)-1 _gorf-1" n+1) g ()" den+)+1
2 4

8
A miiveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan a kibetkezefliggéshez jutunk:
1008, = (-1 [ﬁSn“ +10n° - 5n) =(-1) [5n(n3 +2n? - 1) _
Tehat:

\ na nin® +2n? -1
s, =(-1) sl 20 -1).

2

2 —
Itt is megemlithetjiik, hogy a8, atirhatés, = (-1)"* En(n+1)(n n 1) alakra is.

3.3.7. Altalanositas a binomialis tételen alapul6 éuszer hasznéalataval a
szamtani sorozat alternalo dsszegére

A kovetkedkben 6tvozve a szamtani sorozatnél és a valtakidgélie 6sszegzésnél leirtakat,
az e fejezetrészeknél alkalmazottakhoz hasonld @atidenettel altalanositunk, s igy jutunk
el a szdmtani sorozat alternalé 6sszegére megadatziohoz.

Mindenekebtt tekintsiink egy szamtani sorozatot, és vizsgaljpn&g, hogy mit tudunk
mondani a sorozat éls tagjap-edik hatvanyanak valtakozoo@li 6sszegéil.
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Legyen {an}nZl egy szamtani sorozat, amelynek a® edlemen, =a és differencigjal, ahol
a,ddR.

Legyen tovabb&s, (a,d) =a” —af +af —af +...+(-1)"" &P = (-1

A p=0, illetve d =0 trivialis esetekkel killon nem foglalkozunk, hiszg@gmnyen belathatd,
hogy

S, (a,d) ={

0, han péaros 0, han péros

) illetve S| (a,0) =
1, han paratlan

a’ , han paratlan

Legyen tehad # 0. Induljunk ki az
+1 +1 +1 +1
ey =apt o[ P e o P e e o P e o P )
1 2 p p+1
azonossaghol — aho]p0dN™ ésa,, =a +2d -, melyet atrendezve kapjuk, hogy
+1 +1 +1 +1
af —a7 = [pl jm{’ fea)’ +(p2 jmip-l ed)? +...+[pp jml od)? +(E+J fod)".

Helyettesitsiik be aizhelyére rendre a természetes szamokét a-ig. igy n db dsszefiiggést
kapunk a kévetkdképpen:

art—art = Py o) +[ P e doa) | P e oa) +| P | foa)
1 2 p p+1

pHl _ o p+l — p+1 p 1 p+1 p-1 2 p+l 1 P p+1 p+l

aft-af" =\ " 7| [{2d)" + , | [{2d)” +...+ ) 2l ifd)” + o1 [{2d)

o -a =[P el o P) g o oo P )+ P foa)

p p+1

p+l _ o p+l — p+1 p 1 p+1 p-1 2 p+l 1 P p+1 p+l

at-apt=| T ed) | T dad) | T o) +| L Jof2a)

ot et =[P e o) o P e e o P o T )

ari-art = P @y ded) + Pt cfaa) | P cfaa)? + [ P fea)

n+2 n 1 n 2 n p n p+1

Szorozzuk meg a felirt egyéségeket felvaltva 1-gyel éé—l)-gyel (az elét 1-gyel

szorozva), majd 0sszegezzik a kapottakat. A batidayy egy teleszkopikus 6sszeghez
jutunk. Az 6sszevonasok utan a kovetkeredmények lehetségesek:

Han paros, akkor

A AR
B N N =(p1 jESp(a,d)EQZd)l+[p2 j[Sp_l(a,d)EGZd)z -

+(p;1JESj(a,d) fod)” {p;l} 5 (a.d) t20) ¢ i{p:l} 5. (a2,
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+1
amelyet atrendezve - é{gl j = p+ edyenbséget is figyelembe véve — kapjuk, hogy

p

& l *
2d [{p+1)TS; (a,d) = ~al + a7t +ap" — a3 - Z[ p: jESpﬂ_k (a,d)f2d)".

k=2

Han paratlan, akkor

+1 * +1 *
APl —aP - aP 4 gt = ( pl j[sp (a,d) ff2d) +(p2 jESp_l(a,d) f2d)? +..+
+1 * + + +1 * +1 *
+(pp Jtsl (a,d)ff2d)” +(2d)* = (2d)*" +2d Eﬁpl Jtspw,d) + i(pk ]ES (a,d){2d)",
k=2!
e +1 .
amelyet atrendezve — és itt is figyelembe vé{é)zil j = p+ egyenbséget — adadik, hogy

2ddp+1)05; (a.d) =af; -aly +af" —af™ - (2d)"™ - Z( p 1] (5, (a,d) [{2d)"

k=2
Osszegezve:
2d f{p +1) 8, (a,d) = (1) daf - a? —d if2d)? |+
+af"-at-df2d)’ - i( p;’lj [S,... (a,d)f{2d)*, (8.3.7
k=2
ahonnan

(-0 ot -zt - drfed)? |+ ar - ~d feul)’ - z[p; l} (5, .. (2d) ff2d)

=2
2d [{p+1)
A kapott formulardl lathatd, hogy ezuttal is egykuezidés Osszefliggést kaptunk, azaz
S,(a,d) kiszamitasa a8, a(d, ,)S; (@,d)....,S, ,(a,d) dsszegekre vonatkozé eredmények
felhasznalasaval lehetséges.

S, (a,d)=

3.3.8. Specidlis esetek a szamtani sorozat alteradisszege esetén kapott
dsszefliggésre

A tovabbiakban a szamtani sorozat alternalé dsseég@pcsolatban lassunk néhany érdekes
konkrét esetet.

Ha p =1, akkor

2d (208, (a,d) = (1) a2, - a2, —d [{2d)|+ a2 ~a? - d (f2d)' =
= (-1 {[a+ (n+2)d]* - (a+ nd)? - 2d2}+ (a+d)? - a2 - 2d2.

A miiveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan kamjgk, h

4d (8, (a,d) = (-1)"* ff2ad + 2nd® - d2)+ 2ad - d? = d [}(~1)"* [{2a+ 2nd - d) + 2a-d|,
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ahonnan

(-1)" fend + 2a-d)+2a-d
y :
A kapott valtozat néhany specialis esete:

S (a,d) =

1\
a=1l,d=1lesetén: S @L)=S :( ) [ﬂ2n+1)+1'

4
1\
a=1,d=2esetén: S (L2) :MT@J]:(—l)“‘lﬂh.
— n_l — —
a=1,d=3esetén: S (L3 = (-1 Eﬂ:in ) 1.
4\t
a=2, d=3 esetén: SI(2,3):( ) [anﬂ)ﬂ.

Ha p =2, akkor
24 375) (a,d) = (1) T3, ~ak, ~d {20 a2 - a8 - d faul)’ -
—@[s;(a,d) 2d)? = (-1 f[a+ (n+1)d]’ - (a+nd)® - 4d}+ (a-+d)’ -a® - 4d? -

—12d25( 1)"* [{2nd + 2a-d)+2a-d |
4
A zarojelek felbontasa és az dsszevonasok utan

6d (5, (a,d) = (-1)™ f3a’d + 6and? + 3ad? +3n°d® +3nd® - 3d°) +
+3a%d +3ad? —3d° - (-1)"* ffead? + 6nd* - 3d°) - 6ad?® +3d° =
=3d Eﬁ(—l)”_1 fn’d® +2and-nd? +a? - ad) +a® - ad] ,

ahonnan figyelembe véve, hogy# 0 kapjuk, hogy

n-1
S (a.d) = (-1 dfn?d? + 2and—;d2 +a’-ad)+a’ - ad |
illetve azn hatvanyai szerint rendezve

. _ (1) gn%d? + nd(2a-d)+a* - ad|+ a2 - ad
S;(a,d)= :
2
Az itteni felirdsnak négy specidlis esete az alabbi

a=1, d =1 esetén: SLY=S = (_1)n_l ;ﬁnz + n) _ (_1)n—1 ED(n2+ ) .

a=1,d=2esetén: S (1,2) = (9™ [(‘;nz -1)-1 _ (=19 2n ;1)(2n+1)—1.
a=1,d=3esetén: S, (L3 = (-9™ E(9n22— 3n- 2)— 2 _ (-2)™ [ﬂsnz— 2)3n+1) L
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_ n-1 2 _ _ _ n-1 _
a=2, d =3 esetén: S;(2,3):( 1) [69n2+3n 2) 2_(-1) Eﬂ3n2+2)(3n 1)_1'

Ha p =3, akkor
2d (8 (a,d) = (-1 at., - a%, ~d ({2d)’|+af -af —d f2d)* -
—@ S, (a,d) (f2d)* —@ S (a,d) [2d)* = (-1 {[a+ (n+1)d]* - (a+nd)* -8d*}+

+(a+d)’-a®-8d* -24d” 5(_1)n_1 [ﬁnzdz +23”d‘2d2 ta’ —ad)+a2 —ad _

a8 E(—l)”'1 [{2nd +2a-d)+2a-d |
4
A lehetséges egysamitések elvégzése és a zarodjelek felbontasa utan
8d (S, (a,d) =
= (-1)"* ff4a’d +12a%nd? + 6a%d? +12an?d® +12and® + 4ad® + 4nd* +6n2d* + 4nd* - 7d* )+
+4a°d +6ad? +4ad® - 7d* - (-1)"* fi2n’d* + 24nad® —12nd* +12a°d? -12ad®)-
~12a%d? +12ad® - (-1)"* fi6nd* +16ad® -8d*)-16ad® +8d* =
=d Eﬁ(—l)”‘l fan’d® +12an’d? - 6n°d® +12a°nd - 12and® + 4a° - 6a’d +d*) + 4a* - 6a’d + ds],
ahonnan

343 242 _ pn2A43 204 2 3 _pAa2 3
S (a,d) = ()" D4nd +12an°d” -6n°d +12a8nd 12and” +4a” —6a’d +d”
,da’-6a’d+d’

8

vagy azn hatvanyai szerint rendezve

S (a.d) = (-1)™* un’d® + 6n%d?(2a—d)+12and(a - d) + 4a° - 6a’d + d*] + 4a° — 6a%d + d
] 8 .

A fenti 6sszefliggés négy konkrét alesete:

_1\n1 3 2 _1)_
a=1, d =1 esetén: S;(ll):SQ:( 1 [ﬁ4n +on 1) L

8
—1\1 3 _
a=1,d=2 eseten:  5,02)= Y Eﬁ382n 20n) gy (4n? -3).
_4\n1 3_ 2
a=1, d =3 esetén: S, (1,3) = ( 1) [(ﬂ-om 524'1 72n +13)+13.
_1\n1 3 2 _ _
a=2,d=3esetén: S, (23) = (=2) E(ma“ +5;1n 72n 13) 13

14. Megjeqyzés

Megemlitjik, hogy a tizennyolcadik hatvanyig bezagd az S; (L2) specialis eset
eredményei megtalalhatéak a [48]-ban.
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Az e fejezetben targyaltak rovid 6sszegzese adalab S, hatvanydsszegek kiszamitasara

vonatkozo rekurziot a binomialis tétel segitségél@ottuk eb, bemutatva a képlet néhany
specidlis esetét. A modszer alkalmazasaval relarkdmulat vezettiink le a szamtani
sorozatok el$ n tagjanak azonos kitéji hatvanyodsszegeire, tovabba felirtuk 27 konkrét
esetben a kapott eredményeket. A bemutatott modsggtségével rekurzids dsszefliggést
irtunk fel az el§ n pozitiv egész szanp-edik hatvanya valtakozé @eli 6sszegének
kiszamitasahoz, majd a fejezet végén a szamtarozawa bemutatott Aaltalanositast
elvégeztilk a szamtani sorozat alternaléo hatvanggssz is, kozreadva 12 konkrét eset
formuldit. Mindezekbl a legfontosabb lesizhe® tanulsag, hogy mind a rekurzi6é altalanos
képletei, mind pedig a specialis esetek szeml@ategazoljak azt, hogy a binomialis tételen
alapulé rekurziés eljaras széleském és hatékonyan alkalmazhaté. A mddszetinkit
lehetiséget biztosit bizonyos dsszegzési feladatok vidagregyszer €s gyors megoldasara,
illetve ezek kapcsan érdekes Osszefiiggések faltaras

3.4. Rekurzios 0sszefliggés levezetése a szimmetria
felhasznalasaval

A hatvanydsszeg kiszamitasara alkalmas rekurziédgdlra vezét negyedik modszer nem
igényel kulondsebb ismereteket a kombinatorikaléégi!, de a rekurzidk és a teleszképikus
0sszegek elmélet8bigen.

Ennél a problémamegkdzelitésnél a gondolatmendivatkes: elészér egy adott sorozat

tagjai kozott allapitunk meg rekurzios kapcsolatogjd a kapott eredményt felhasznalva a
sorozat tagjait sszegezziik. igy egy teleszképilaszeghez jutunk. A teleszkopikus 6sszeg
eredmeényével és a2|,2,...,(p—1) szamokhoz rendelt szimmetrikus 0sszegek segitségév

végul rekurzios osszefluggest allapitunk medas, ..., S, kozott.

3.4.1. Arekurziés 0sszefiiggéesadllitasa

Miel6tt magaval a problémaval foglalkoznankosdor egy definiciét, majd egy tételt
ismertetiink: ezek szikséges ,kellékek” mind a reiésr probléma megoldasahoz, mind
pedig a kédbb bevezetésre ketillin. Stirling- és Bell-szamok targyaldsahoz.

Vezessik be a kévetk&ftogalmakat és jeloléseket:

1. Definicio
Hai ésk természetes szamok, akkor legyen

i€ =i +2)i+2)...(0 + k-1) és]i], =i(i -2)i-2)...[i —~k+1)

agy, hogy definicié szerirt]” =[i], =1.
Az [i]* szorzatoemelked faktoridlisnak mig [i]. -t stillyeds faktorilisnaknevezzik.

Az értelmezés alapjan belathato, h(@()a =%.

Mielétt ratérnénk a rekurzidos 6sszefliggés levezetée@snk egy fontos tulajdonsagot az
emelked és sullyed faktorialissal kapcsolatban.
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1. Tétel
Teljesulnek a kovetkézegyenbsegek:
sl = 8 bl .. (043
o by = 3 1) o (043
Bizonyités:

Az allitas igazolasa mindkét esetben a teljes inmukiddszerével torténik szerint.
a) Han =1, akkor

[+ vl = x+ y =10y + xi1=[x, vl + [, o = 3 (jzﬁxlkzﬁyllk

tehat az egyetitég igaz.

Tegyuk fel, hogy az a) 6sszefliggés teljesitl minbem < m-1 esetben, ahain> 2.
Ekkor

[t vl =[t vl x+ y-ma =5 ( ]z@x] yl,as Cox+y—m+1) =

- m-1

3

[ﬁx]k [ﬁy]m—l—k x-k+y-m+k+1) =

3 ~
-
3

| ~
=

=~
il
o
~

B s 03] "l s Ty -k

s i3] e =

g S R ey B | S R R T O

= ol + £ e+ e o= 8 e
b) Han =1, akkor
oos] = xsy =10y xn=b i+l il = 6
tehat az egyetibég igaz.

Tegyuk fel, hogy a b) 6sszefiiggés teljesil mintlgsm < m-1 esetben, ahain> 2.
Ekkor

i
I
3
[
=

=

i
o
-~

[X+y]m:[X+y [x+y+m-1)= ‘( JEﬁx] Eﬁy]ml"EQx+y+m 1=

m-

= z‘(m_lJ Ox]* dy]™™ ™ x+k+y+m-k-1) =

z‘[ }tﬁx] tﬁy]m“cax+k>+z( jzﬁxlkzﬁym“uwm -1 =
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(or oo oo (s o

= (b bl « 31 ol o = 8 b

3 o 5l -

3

Ezek utan térjink ra a rekurzids dsszefliggés leeszm!

Legyen azA, =Y [i]"*, aholk = 0,1,2;... ési = 1,2;.. .
i=1
Ha azi = 0, akkor nyilvanvalé, hogyo]*** =
Az A  konnyebb kiszamitasa érdekében vegyik észrﬁ]ké% megfeleb tagjai kozott az
alabbi rekurziot:

M“lﬂG+DG+3mG+@=E%EmG+DG+ﬂ”ﬁ+ka+Q:
=$[ﬂ(i #2)i+ 2. (i +K)i +k+1)- (i -1)] =

Lo+ ()i + kD)= (-2 +20fi+2)...( +K)] =

T k+2

L)
Tehat:
]k+1 k+2|:6[|]k+2 [l ]k+2) (3.4.3

Ezek alapjan felirhatd, hogh, = Zn:[i]k+1 = k—iz Q?‘,([i]lﬁ2 . ‘1]k+2)-
= =

A i([i]'“z—[i —1]'”2) egy teleszképikus 6sszeg, amely az 6sszevonésok[n]*** - [0]**
i=1
lesz, és igy

R

azaz

A =3[ =3[+ +2). (+k)]:n(n+1)(n1i).2..(n+k+1)’

aholk = 0;1,2,... .
Ha k =0, akkor A, :i[i]1 :ii =S, de A = n(n2+1), ezérts, =
i=1 i=1

(3.4.9

n(n +1)'
2
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15. Megjegyzés
A k =1leset két szemléletes bizonyitasa:

n-1
- elsszora) [i]* esetre (3.4.1. 4bra),
i=1

0 .
D\\Uz
1
EI12 i 1§1

‘n+2

[’n+1
n-1 n
n-1 N [’n+1_ 1 1
3 +1 n 3

(ii)

n+1

E[i]2 =1E2+2[3+3|31+___+(n_1)n:w2(n+1)

3.4.1. dbra

- majd aZn:[i]2 esetre (3.4.2. abra).

i=1

BEZ;:[i]Z =312 +23+3@+...+ n(n+1)]= n{n+1)(n+2)

3.4.2. bra
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Legyen p=>2 egész és jeldlies,, s, ,.. az 1,2,...(p-1) szdmokhoz rendelt alabbi tn.

szimmetrikus dsszegeket:
s, =1+2+3+..+(p-1)
s, =12+13+..+(p-2){p-1)

" p -1

___________________ (3.4.9
s,, =120380.0{p-1)
Ekkor
= i[i]p = g[i (i+1)+2..(i+p-1)=
Zn:( P+ 0P +s, MP2+..+s, Eﬂ2+sp_1[i]):
:il”+leE|”1+s Q}l”2+ +sp2EZ| +sp1@| =
=S, *s5 5, +s5, 5, ,+..+s,,[5,+s, [5.
Innen
S, =AL-SBL -85, 75,5, -5, 5 =A, gs (5,
vagyis
S <A, - ipg—ll% 5, = [B]J: _ 213' s, _n(n +1)(n;+21...(n+ p) ga s,
Osszefoglalva a rekurziés dsszefiiggés az alabhbiakbab:
p [g]:: éls s, (n +1)(n;+23...(n+ p) lel s, (.49

ahol azs;, s,,...,s,, szimmetrikus 6sszegek a (3.4.5) 0sszeflggéseksekr

Belathatd, hogy azS, kiszamitasa azA
felhasznalasaval torténik.

illetve az S, S,,...,S,, eredmeényeinek

p-17 p

16. Megjeqyzés

Felhasznalva, hogy a8, :@, azaz2(S = n(n +1), a (3.4.6) egyenikég atirhatd az
alabbi alakra:

s, - 2085 [n+ ZI)O(ZI 3..(n+p)_ _pZ__ZlS. s, . (3.4.7)

Bebizonyithaté (példaul a teljes indukcié modszéelitasznalva), hogy

a) az Sl‘ S, minden p pozitiv természetes szam eseten (a 3.2.2. fejezet

7. megjegyzésében mar felirtunk egy masik 0©sszéfiggezen oszthatdsag
bizonyitaséara);
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b)az S, egy (p+1)-edfoki polinom n-ben, amelynek degyutthatoja pi+1 a
p -edfoku tag egy[]tthatéje;r és a konstans tag 0.

Ugyancsak teljes indukciéval bebizonyithatd, hogydilN* ésp paros szam, akkor
S, = n(n+1)(2n+1)@(n)

alaku, aholQ(n) egy (p - 2)-edfoki polinomn-ben.

3.4.2. A kapott dsszefliggés néhany specialis esete

Az alabbiakban felhasznalva a3 és S, Osszegeket, megdllapitjuk a3,, S, és S
0sszegekre érvényes formuléakat.

Ha p =3, akkor
s =1+2=3
s, =12=2
Felhasznalva a (3.4.6) alatti 6sszefliggest €S a5, eredményeit, kapjuk hogy

S,= A -3[5, - 2[5, = n(n+1)(n;r2)(n+3)_BEp(n+1)6(2n+1)_ZEp(n2+ )

:@[ﬂ(n+2)(n+3)—2(2n+1)—4]=@[ﬁn2 +5n+6—4n—2—4)=

:@Eﬁn2+n)= n (n+1) '

4
Tehat az elsn pozitiv egész szam kdbeinek 6sszege:

n?(n+1)°

S, =0+2°+3+..+n° = 2

Ha p =4, akkor
s =1+2+3=6
S, =1[2+1[B+2[3=11
S, =1[2[3=6

Ismét csak felhasznélva a (3.4.6) 6sszeflggést &,&5,, S; eredményeit, kapjuk hogy

S, =A,-6[8,-11[8, -6[5, = n(n+1)(n+25))(n+3)(n+4)_quZ(r:rl)2 4 (n+125(2n+1)_

- En(n2+ - ”(Zg Y e+ 2n + 3n -+ 4)- 450 +1) - 552 +1) - 90] =

57
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= (ggl ffen® +54n% +156n +144- 45n° — 450 —110n —55-90) =
= (ggl ffon® +9n2 +n-1)= (g+1)[(2 +1)(3n2 +3n-1).

Tehét adddik, hogy:

n(n +1)(2n+1)(3n* +3n -1)
30 '

S, =1"+2*+3"+..+n* =

Ha p =5, akkor

s =1+2+3+4=10

S, =1R2+13B+14+2[B+24+34=35
S, =1R2B+1R2H#A+13B[4+23BM4 =50
s, =1[2B4 =24

A kapott ertekeket behelyettesitve a (3.4.6) 0sgggisbe és ag, S,, S;, S, eredményeit

felhasznalva
A _ _ _ B _ n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5) _
S, = A, —1005, —-35[5, -50[5, -24[§ = 5

_105[1(n+1)(2n+1)(3n2 +3n-1) _?)quz(n+1)2 _go E(n +1)(2n+1) o4 E(n +1) _
4 6 2

30
tl2(n+2)(n+3)(n +4)(n +5) - 4(2n+1)(3n* +3n -1) ~105n(n+1) - 100(2n +1) - 144

_n(n+1)
12
A miiveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan, kapgyk h

S = r11+1 [ﬁZn +4n® +n? n) %ﬂ[ﬁZn +4n* +n- 1)

= ”2(12 Y g+ 2)en +2n-1).

Tehat:

2 2 2
S, =1°+2°+3 4. 4n° = (n+2)(en +2n—1).
12
Ez a modszer — mely mint lathatd, a kézépiskolaatgagon tulnyuld ismereteket is igényel
— egy kissé hosszabb levezetést var el, de szztEpen éallitjia a kivant rekurziot.

3.4.3. A Bell- és Stirling-szamok megjelenése

Az emelked és a sullyed faktoridlisok nemcsak az élsn pozitiv egész szadm azonos
hatvanyainak kiszamitasdhoz szikséges rekurzidktanhetnek meg. Fontos szerepet
jatszanak példaul abban, hogy hogyan lehet kghatvanyai szerint felirt polinomot
atalakitani binomidlis egyutthatokkal felirt polmma. Az ebben a transzformaciéban
szerepd egyultthatokat nevezik Stirling-szamoknak.
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Az un. el$faju és masodfaju Stirling-szamok értelmezését hbeden bevezetink néhany
szlikseéges fogalmat.

Legyen A egy tetsédleges véges halmaz és legyé,),B,,...B, az A halmaz valamely
diszjunkt felbontasa, vagyi&-nak egy olyan felbontdsa, amelyben az emlitettggnonem
Ures részhalmazok, amelyek egyesitésA halmaz és kozulik barmely kétek a metszete
az Ures halmaz (paronkent diszjunktak). Ebben atbes azt mondjuk, hog®,,B, ...., B,

halmazok az A halmaz egy osztalyfelbontas@tagy particiojat) alkotjak. A B,

részhalmazokaisztalyoknakagyblokkoknaknevezzik.
LegyenA egyn elenti (véges) halmaz. Aa barmelypermutacidjaegy o : A —» A bijekcio.
Mindenn-edfokd permutacio fixen hagyhat egyeseketlZz...,n elemek kozul, mig masokat

ténylegesen athelyezhefiklusnakneveziink egy olyan permutaciot, amelyet elég soksz
megismételve az altala ténylegesen éathelyezetteddenmindegyikét atvihetjik ezen elemek
barmelyikébe.

Mindenn-edfokd permutacio felbonthaté ciklusokra és eglladntas egyértelti eltekintve a
ciklusok sorrendjél és a ciklusok keziklemébl.

Azt mondjuk, hogy ao n-edfok( permutacié tipusék,,k, ....k,), ha o felbonthat6k,
darab 1 hosszUsag#, darab 2 hosszusagu, ..k, darabn hosszusagu diszjunkt ciklusra,
aholk, +2[k, +...+nlk, =n.

Tétel (Cauchy)
A (k,,k, ,....k,) tipustn-edfok( permutaciok szama:

_ n!
kR, 0.k, 6 2 0.0

(a tétel bizonyitasa [14] 32. 0.)

T(k,. K, ,... k) (3.4.9

Ezek utan ratérink a Stirling-szamok értelmezégése [14] 30-35. 0.).

2. Definicié
Legyenl<k < n. Elsdfaju Stirling-szamnakevezzik azoknak aredfokl permutacioknak
a szamat, amelydkdarab ciklust tartalmaznak. Jel6lésén, k) .

3. Definicio
Legyenek n>1 és k=1. Masodfaju Stirling-szamnakevezzik egyn-elemi halmaz k
részhalmazra val6 osztalyfelbontasainak szamdiledel: S(n, k).

4. Definicio
n

Az Osszes particiok szamabBgn) -nel jel6lt un.Bell-szam amelyreB(n) = Y. S(n,k) (a B(n)
k=1

voltaképpen nem mas, mint egyelen halmazon értelmezhietkvivalenciarelaciok szama).

A 2. definiciébdl azonnal kovetkezik, hogs(n,n) =1 (az identikus permutacio, amelyben
minden elem a helyén marad).
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Teljestil tovabba egyfél, hogy s(n,1) =(n-1)! (mert, ha egy ciklus van, azaz ciklikus
permutaciérél van szé, akkor a tipu§00,..,01) és a Cauchy-tétel alapjan

7(0,0...,01) :%! =(n-2)1).

n
Masrészts(n,n-1) = (2} hiszen, ha a ciklusok szanma-1, akkor a tl’pus(n— 2,],...,0,0) €s

a Cauchy-tétel alapjan(n- 21...,0,0) = ( r;!)l[zl _ n(nz—l) _ [2]
n-2)!

Megallapodas szering(n,0) =0, mindenn>1 esetén €%5(0,0) =1.

Az elsifaju Stirling-szam értelmezéséltkdvetkezik, hogyﬁnj gnk)=nlaholn>1.
k=1

Megallapodas szering(n,0) =0, mindenn>1 esetén é$(0,0) =1.
Az elobbiek alapjanB(0) = S(0,0) =1.

A masodfaju Stirling-szadm definicigjdbdl azonnalvé&tkezik, hogy han<k, akkor
S(n,k) = 0. Fennallnak tovabba a&(n,1) =1 €s S(n,n) =1 egyenbségek, han=>1.

Megemlitjik, hogy az etdaju Stirling-szamokn elemk ciklusba val6é rendezhiégeinek
szadméat adjak meg, mig a masodfaju Stirling-szamelemk nemires részhalmazba toén
elrendezéseinek szamat mutatjak.

2. Tétel
Ha n= 2, akkor

a) S(n,2) =2""-1. (3.4.9

b) S(n,n—1) = @ (3.4.10

Bizonyités:

a) Az A halmazt két nemires valédi részhalmazra kell bantk. Egy valddi részhalmazt
(2" - 2)-féleképpen lehet kivalasztani (az tres halmazzés mem jok), ekkor a masik
(kiegészid) részhalmaz meghatarozott. Azonban a két részhals@mrendje nem

lényeges, ezért a leléstgek szama" -2 fele lesz, aza2"™ -1.

b) Hasonl6 médon eljarvaA minden n—1 osztalybdl 4llé particidja tartalmaz egy kétetem

n
és n—2 darab egyelethosztalyt. Figyelembe véve, hogyelemldl két elem(ZJ maodon

valaszthato ki, megkapjuk a bizonyitand6 dsszefsiggé
Q.e.d.
Példak két részhalmazra torégparticionélasra:
1) Ha A={a,bc}, akkor a particiock{a} O{b,c}, {b}0{ac}, {O{ab}, ezek szama
2t -1=3.

2) Ha A={a,bcd}, akkor a particiok {a} O{bcd}, {bj0O{acd}, {c}O{ab,d},
{d}O{a,b,c}, {a,b} O{c.d}, {actO{b,d}, {a,d} O{b,c}, ezek szama** -1=7.
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3. Tétel
Hal<k <n, akkor

{nk)=(n-1)s(n-1,k) +s(n-1,k -1). (3.4.1)
Bizonyitas:
Ha k =1, akkor s(n,1) = (n —1) [(n—-11) +s(n—-10) kell, hogy teljesuljon.
Ha n=1, akkors(,1) =1=0+1, tehét igaz.
Ha n=>2, akkor s(n,1) =(n-1)'=(n-1)i(n-2)+0=(n-1)[s(n-11) + n-10), tehat
igaz.
Legyen2<k<n.

Tekintstik ak ciklust tartalmazén-edfokd permutaciokat. Szamoljuk meg ezeket az
alapjan, hogy fixpont-e (azaz(n) ciklus-e), vagy sem.
Ha (n) ciklus, akkor marach—1 elem, amelyk —1 ciklust alkot. Az ilyen permutaciok
szamasn-1k -1).
Ha (n) nem ciklus, akkor am tagja egy legalabb 2 hosszusagu ciklusnak. Legyesgy
k ciklusu (n—l)-edfokt] permutacio. An ilyenkor beirhatd barmely szam utan ao
ciklusokra valo felbontasaban és igy eggdfokd permutaciét kapunk, amelyben raz
nem fixpont. llyenkors(n—1k) lehetség van ac kivalasztasara één—l) lehetség
van azx szam megvalasztasara. Az ilyen permutaciok széh"éat(tn —1)[s(n -1,K).
Osszefoglalva, tehat & ciklust tartalmazon-edfokd permutaciok szama egyénl
n-1k-1)+(n-1)Is(n-1,k).

Q.e.d.

A 3.4.1. tablazatban az éfaju Stirling-szamok szerepelnekQa k,n < 6 esetén,

sn,k) k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
n=0 1 0 0 0 0 0 0
n=1 0 1 0 0 0 0 0
n=2 0 1 1 0 0 0 0
n=3 0 2 3 1 0 0 0
n=4 0 6 11 6 1 0 0
n=5 0 24 50 35 10 1 0
n=6 0 120 274 225 85 15 1

3.4.1. tdblazatElssfaju Stirling-szamokp < k,n < 6 esetén

illetve a 3.4.2. tablazatban ugyancsak a#zfajgd Stirling-szamok azZl<k,n<6 esetén,
ezuttal a nullak elhagyasaval.
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n s(n,)) s(n,2) s(n,3) s(n,4) s(n,5) s(n,6)
1 1

2 1 1

3 2 3 1

4 6 11 6 1

5 24 50 35 10 1

6 120 274 225 85 15 1

3.4.2. tablazatElIssfaju Stirling-szamoki < k,n < 6 esetén a nullak elhagyaséaval

17. Megjegyzeés

Az elssfaju  Stirling-szamoknal kapott rekurziv képlet nagy hasonlit a binomidlis
egylitthatok addiciés képletéhez, itt azonban megjelegy (n—1)-es szorzétényéas.

A (3.4.11) rekurziv képlet alapjan mindesin k) ,belss szam” egyerd a felette all6 szam
(n —1) -szeresének és annak baloldali szomszédjaval sszegevel.

A ,féatld” minden eleme 1, mig agAtlo alatti atlé” elemei a haromszégszamok.

4. Tétel
Ha l<k <n, akkor

S(nk) =kI(S(h-1k)+S(h-Lk-1).

Bizonyitas:
Ha k =1, akkor S(n,1) =1IS(n-11) + S(n—-1,0) kell hogy teljesiljon.

Han=1, akkorS(1,1) =1=0+1=S(0,1) + S(0,0), tehat igaz.
Ha n=> 2, akkor S(n,1) =1=1+0=S(n-11) + S(n-1,0), tehat igaz.

(3.4.19

Legyen2<k<n.

Tekintsuk egyn elemi halmazk részhalmazrak(blokkra) valé osztalyfelbontasait. A[}
vagy egy blokk, vagy nem.
Ha {n} egy blokk, akkom-1 elemet kell méck —1 blokkra osztani és e$(n-1,k -1)-
féleképpen lehetséges.
Ha {n} nem blokk, akkor particionaljuk &zor az{lZ,...,n—]} halmaztk blokkra , ezt
S(n -1 k) -féleképpen lehet megtenni. Aztan minden blokkhegyik hozz4 am elemet,
ezt pedigk-féleképpen tudjuk megtenni.
Osszefoglalva a particiok szarsén -1k -1) +k[S(n-1Kk).

Q.e.d.
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A 3.4.3. tablazatban a masodfaju Stirling-szamekegzelnek, @ < k,n < 6 esetekben,

S(n, k) k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
n=0 1 0 0 0 0 0 0
n=1 0 1 0 0 0 0 0
n=2 0 1 1 0 0 0 0
n=3 0 1 3 1 0 0 0
n=4 0 1 7 6 1 0 0
n=5 0 1 15 25 10 1 0
n=6 0 1 31 90 65 15 1

3.4.3. thbldzatMasodfaju Stirling-szamok < k,n< 6 esetén

illetve a 3.4.4. tablazatban ismét a masodfajuligiiszamok talalhatok ad<k,n<6
esetén, a nulldk elhagyaséaval.

n S(n,) S(n,2) S(n,3) S(n,4) S(n,5) S(n,6)
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

3.4.4. tabldzatMasodfaju Stirling-szamok< k,n< 6 esetén a nulldk elhagyaséaval

18. Megjegyzeés

Akarcsak az efffaju Stirling-szamoknal, a mésodfaju Stirling-sz&nesetén kapott rekurziv
képlet is nagyon hasonlit a binomialis egyutthadkicios képletéhez, itt azonban megjelent
egy k szorzotényeaz is. A (3.4.12) rekurziv képlet alapjan mind&gn,k) ,belss szam” a
felette allo szank-szorosa és annak baloldali szomszédja 6sszegguehis.

A ,f6atlo” minden eleme 1, mig agAtld alatti atldé” elemei a haromszégszamok lesznek.

A folytatasban a Bell-szamokra mutatunk be egy rakt

5. Tétel
Ha n=> 0, akkor
B(n+1) = zm B(K). (3.4.13
k=o\ K
Bizonyitas:

Vizsgaljuk meg az{lZ,...,n,n+]} halmaz particioit az alapjan, hogy éz+1)-edik elem
blokkja hany elemet is tartalmaz!
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Tegyik fel, hogy az(n+1)-edik elem blokkjaban az elemek szaimaahol 1<i<n+1.
n
llyenkor a blokk tébbii —1 elemét(_ :J -féleképpen lehet kivalasztani. Ha ez megtoértént,
I —
akkor a tovabbin+1-i elemetB(n+1-i)-féleképpen lehet particionalni (ha az n+1,
akkor n+1-i=0, ezért van szikség @(0)=1-re). Figyelembe véve azt is, hogy

n n
_ = |, az aladbbi ,harmas” egyefdéget kapjuk:
-1 n+1-i

B(n+1) = le(' ?J B(n+1-i) :ril(

i=1

] B(n+1-1) :z@ (B(K),

n+1-i

ahol az utols6 & = n+1-i indexcserének megfet@n adodott.

A 3.4.5. tabladzat az didiz Bell-szam értékét tartalmazza.

n=0| n=1|n=2|n=3|n=4| n=5| n=6|n=7| n=8 | n=9
B(n) 1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147
3.4.5. tdblazatAz els) tiz Bell-szam
6. Tétel
Ha n>1, akkor
[, = > (-2)™ oxn k) X", (3.4.19
k=1
ahol [x]n = x(x—])...(x— n+1).
Bizonyitas:

Az osszefliggés igazolasa a teljes indukciéo moédgekt@rténik.
Han=1 [x]l =s(1,1) X', azazx =1[x, ami igaz, tehah =1 esetben teljesuil.

Han=2 [X, =-s@)D¢+s(22)x?, vagyis x(x-1)=-1k+1x?, ami egy
azonossag, teh&it= 2 esetben szintén igaz.

Tegyuk fel, hogy az 0Osszefluggés igaz(n—l)-re, azaz fenndll, hogy
n-1

[X],. = > (-2)""* In-1,k) X" . Igazoljuk, hogy hasonlé teljestiire is.

Felhasznalva a (3.4.11) Osszefliggést és azt isy By 0) =0, minden n>1 esetén a
kovetkedket kapjuk:

S (- I k) O = s m) B + 3 (+2)™ Cn k) X =

= (n, ) X" +:z:(—1)“‘k f(n-1)En-1k) + n-Lk -] x* =

= s(nn) X"+ 5 (-2)™ B(n -1k -1 B + (n-1) 05 (-2)™ Cn - 1K) B¢ (3.4.19
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Figyelembe véve, hogn>1 esetérs(n,n) = s(n-1,n-1) =1 és a (3.4.15) dsszefliiggésben a
j =k -1 egyenbség szerint cserélve:

3 (-1)™ O k) 5 = 3 (1) n -1k -0 X + (n-1) 03 (- 1) Cn -1, k) X" =

k=1 k=2 k=1
=5 (-1 in-1 ) 50 + (- B (1) n- 1K) ¢ =
j=1 k=1

= x[rg(—l)”‘l‘j Hn-1 j)x! —(n—1)[rklz:(—1)”‘1‘k B(n-1k) x* =

n-1

= (x=n+1) % (-2 n-1k) X* = (x-n+1)(fx],, =[],

k=1
ahol felhasznaltuk azt is, hogy az indukciés feltéterintnf(— D™ n-1k) X< =[x], .

k=1

Q.e.d.

19. Megjegyzés
Egyes szeik a (—1)”'k [§(n,k) szamokat ebfaju Stirling-szamoknak, mig az(n,k)
szamokat elffaju abszolut Stirling-szamoknak nevezik.

7. Tétel
Ha n=>1, akkor
X" = 3 s(n k) X, (3.4.18
k=1
ahol [x]" = x(x +1)...(x + n-1).
Bizonyitas:

A (3.4.14) osszefiiggésbensabelyére irjunk(- x)-et: [- x|, = ( 1) &(n,k) O{- x)".
Azonban

[- ], = (%) (- x=1)(-x=2..(-x=n+1) = (-1)" D(x +1)(x + 2)...(x + n-1) = (-1)" ix]",

illetve

S (-2)™ T k) 0 ) = 32 (- D k) 1) 5 = 3 (1) k) [ =

= (-1 EE N k) X~

Mindezek alapjan

(-2 " ==, = 20 k) ) = (1) B Lk e
1) " = s(n k) X,

ahonnan(x]" = s(n k) X~
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8. Tétel
Ha n=>1, akkor

X" = 3 S(n k) Ifx, . (3.4.17)

ahol [x]k = x(x—])...(x—k+1).

Bizonyités:
Az osszefliggés igazolasa a teljes indukcio moédgekt@rténik.

Han=1 x' =S@1) [ﬁx]l, vagyis X =1[x, tehatn =1 esetben igaz.

Han=2 x2=5@2)0x, +S22)x],, vagyis x?=1Xk+1k(x- 1, ami egy
azonossag, teh&t= 2 esetén szintén igaz.

Tegyuk fel, hogy az dsszefliggés ig(arz—l)-re, tehatx"™ = nfS(n—],k) [ﬁx]k . lgazolando,
k=1
hogy hasonlé teljesii-re is.

Felhasznalva a (3.4.12) 6sszefliggést és azt, Bayg) = 0, mindenn =1 esetén
35k 0, = Sum thd, + E s(nk) o, =

= s(n,n) ], + :Z:(k S(n-1K)+ S(n-1k-1) ], =

= s(n,n) O], + kzik rs(n -1 k) ], + :z::S(n ~1k-1)0x, . (3.4.18

Mivel n=1 eseténS(n,n)=S(n-1n-1)=1 es [x]k = [x]k_1 [(x -k +1), ezért a (3.4.18)
0sszeflggés atirhat6 a kovetélezppen:

kﬁile(n, K) Ox], = S(h-1n-1) 0], +:zik [S(n-1,k) O], + :iS(n—lk—l) (., x—k +1)=
. kzik s(n-1k) O], +S(n-1n-1) ], + k”z:zsm ~1 k-1 ], fx—k+1). (3.4.19
A (3.4.19) 6sszefiiggésbenjas k —1 egyenbség szerint cserélve az alabbiakat kapjuk:
350 e = Sk =10 ], + S-1n- e, + T s-1. 1), - ) =

. kzik (s(n-1k) ], +';Z:S(n—l DX, dx-j)=

=S k-1, +xEstn-1 1), -5 -1y, =xE sn-1.)) ] =
=xX" =x",

ahol felhasznaltuk azt a tényt, hogy az indukceitetel szerint:ZjS(n -1j) [ﬁx]j =x"".

Q.e.d.
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9. Tétel
Ha n>1, akkor
H, :iIES(nH,Z), (3.4.20
n!
11 1. . : )
ahol H :1+§+§+...+— jeldli az an.harmonikus szamokat
n
Bizonyités:
Az Osszefliggés igazolasa a teljes indukcio modsektérténik.
Han=1 H, :%[3‘5(2,2):1E|.:1, tehat igaz.
1 1
Han=2 H —5&(32) —[:B 1+§ tehat igaz.

Tegyiik fel, hogy az osszefiiggés igaw—1)-re, tehatH :ﬁ&(n,Z). Bizonyitando,
n-1)

hogy hasonlo teljesiil-re is, azaz fennall &, = i' (§n+1,2) egyenbség.
n!

50.2) + nis(n,2) +(n-1)! |
(n- ) n!

Felhasznalva azt, hogs(n,1) —( ) a(3.4.11) osszerggés alapjan

nismn,2)+(n-1)! _nisn,2)+sn,1) _ sn+12)
n! - n! - n!

Felirhatd, hogyH, =H _, + 1o
n

H

n—

€s ez az, amit bizonyitani akartunk.

Q.e.d.

20. Megjeqgyzés
A Bell- és a Stirling-féle szamokkal kapcsolatbanébbi tulajdonsadgok és 6sszefliggések
taldlhatdak, a [3]-ban 49-52. 0. és 65-72. o.,makk [13]-ban 45-54. 0. és 138-142. o. .

21. Megjeqgyzés
Ha H jeloli az el$ n pozitiv egész szam reciprokainak alternalé osszegéagyis

H = i(—l)"‘lDE — , akkor teljestll az UCatalan-osszefliggés

n
k=1
H,, =H,, —H,,

azaz
1 1 1 1 1 1 1 1
T+ -4+ = + +..+

1_ - _

23 4 7 2n-1 2n n+l1 n+2 T on’

A Catalan-6sszefliggés bizonyitdsa, néhany alkakaazss kulonbdyr altaldnositasok
megtalalhatok [23]-ban és [24]-ben.
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Ebben a fejezetben éslzor bevezettik az emelkeés sillyed faktoridlisok fogalmat. Az
emelked faktorialis, valamint a szimmetrikus 06sszegek tségievel levezettik a
hatvanyosszegek kodzotti rekurziot, tovabba haronkiét eset vizsgélataval ,kiprobaltuk” a
kapott Osszefiiggést. Bevezettik a Bell-szamok &tiring-féle (el$faju és masodfaju)
szamokat, majd ezekre ismét felirtunk egy-egy raktr Ezutdn kapcsolatot teremtettiink a
Stirling-féle szamok, valamint az emelkéslillyeds faktorialisok kozott. Az emelkeéd
faktorialis segitsegével egyrészt fel tudtuk imi§y Gsszeget megadod rekurzids osszefuggest,
masreszt az emelkéds a sillyed faktorialis felhasznalasaval eljutottunk a Stiglirés Bell-
szamokhoz, melyek a matematika egy masik résztéridk fontos alkot6 elemei. S végul
emlitsik meg, hogy e részvizsgalatok kisebb, detoforhozadéka, hogy kapcsolatot
teremtettlink a matematika két kulonBoterilete kdzott. Az ilyen fajta 6sszekottetések,
,hidak” felfedezése mind a kozeépiskolai, mind pedigfel$ifoki matematikaoktatasban
fontos gondolkodéas- és szemléletformalo tédyez

3.5. Rekurzids 0sszefiiggés felirasa derivalassal

A kovetkedkben némi kombinatorikai és flggvénytani ismeretekalamint a
differencialszamitas felhasznalasaval kiséreljig m&orabbiakban mar megismert rekurzios
O0sszefliggéseket meghatarozni.

A levezetés gondolatmenete a kdvetkesgy specidlis szorzatfliggvénynek vessziﬁp al)-

edrend derivaltjat, melyet a szorzatfliggvényre vonatkbedbniz-féle 6sszefliggéssel irunk
fel. A lehetséges 6sszevonasok utan a kapott daggpefben ax helyébe nullat irunk és a
binomialis egyutthatok kozo6tti azonossagokat fethabsa jutunk el a kivant rekurziéhoz.

3.5.1. Rekurzids osszefuggesidllitasa differencialszamitas segitségével

Az ismertetésre keréilmodszer levezetésestl ket tételt mutatunk be, melyekre sziikségink
lesz a szamitasainkban.

10. Tétel
Ha c#0 egy valos szam, akkor aZz: R -~ R*, f(x) =e®* fuggvénym-szer derivalhatd az

R-n és f (™ (x) =c™ [@%*, aholm egy tetséleges pozitiv egész.

11. Tétel (Leibniz)
Legyenekg ésh m-szer derivalhat6 fuggvenydkn. Akkor aglh: R - R szorzatfliggvény
szinténm-szer derivalhat6 aR-n és teljesul a Leibniz-féle 6sszefliggés:

o3[ o, oo

barmelymON esetén.

A tételek bizonyitasa, mely a teljes indukcié mdaaéxel torténik megtalalhat6 a [10] 201. o.,
illetve [11] 134. o. .
Ezek utan térjunk ra a rekurzids dsszefliggés léeseee.
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Legyen adott a kdvetkéAlggvény:F,: R - R*, F (x) = ie'& ,aholnd2Z".
1=1
Ekkor( x —1)[Fn(x) :( )Qje'Dt Z[e'+1 '5"].
A i[e('”)ﬁ’K - e'ﬁ*] egy teleszkopikus osszeg, amely az 6sszevonadnlelit’® —e* és igy
1=1

(ex —1) [F, (x) = ™% — g%, (3.5.9

mindenn pozitiv egész szam eseteén.
Ha a (3.5.2) dsszefluiggés mindkét oldalan szérgpigvenyeknek vessz[]k(ap +1)-edrencﬁ
derivaltjat, aholp O N, akkor a (3.5.1) figyelembevételével felirhatogyno

(n+12)""* el = %l[ P +1j [(ex —1)(p+l_i) gF, (x)]®. (3.5.9
Egyfebl (e -1)*"" =¢*, ha p+1-i21 - azaz0<i<p - és (" -1)*"" =e* -1, ha

i = p+1, masrészt pedlg

[Fn(X)](i) - (ex +e2 4 o™ +___+enm)(i) —e +2 B +3 % 4. +n @™ = iki s

k=1

+1
Mindezek alapjan és figyelembe véve, h{ B/+1j = , aX3.5.3) dsszefliggés atalakul

(n +1)P+1 @(nﬂ)& —e* = §‘|:( pl‘l'lj [ﬁex _1)(p+1—i) Zn:kl @k&):| —
i=0 k=1
(e b

: p+1 n

( . ] K @kﬁ} +(e ) z_kpﬂcemj:
b KX g% DL pH kX
z()kz( j[k e [ + (e —1)E€kz:1kp & )

Tehat:

I
Mo

I
o

1
Mo

I
)

(n +1)P+l Ga(nﬂ Z Z( I J Dki |]3(k+1)5k + (ex _1) Zn:kp+l @kﬁk) . (3.5.4)

i=0k=1 k=1

Ha a (3.5.4) dsszefliggésbenxdrelyébe 0-t irunk és felhasznalva, hagy=1 kapjuk hogy

(n+1)"* 1-1= ii( 1][11(' a+(1-1) i:kpﬂmj,

" P, N , 1 p 1
e Lo I LA | B <o L}

azaz
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" p+l p+1l p+l p+1l p+l
n+1)"* -1= (8 + + +...+ 8+ (8.
e L L R P R T e
: p+l . (p+l , .
Mivel S, =n, 0 =1lés 0 = p+ 1 atrendezés utan

(p+1Cs, =(n+2)*" _(n+1)_(li>;fljt131 _(p;lj (S, ——(Eiﬂ 5,,. (359

+1 +1 +1
Figyelembe véve, hong j= ,dilletve (p_ j=[ P j aholi=12,...,p, a (3.5.5)
p+1 I p+1-i

Osszefliggés atirhat6é az aldbbi alakra is:

(p+1)rs, = (n+12)"* —(pﬂJ S, , —(pﬂJ S, , —...—(p”][sl —(pﬂj i +1),

2 3 p p+1

ami pontosan a 3.3.1. fejezet (3.3.1) 6sszefliggése.

3.5.2. Altalanositas a differencialszamitason alapiimoédszer segitségével
a szamtani sorozatok esetén

A fent leirt mddszer segitségével a kovethden altalanositunk a szamtani sorozatok
esetére.
Ehhez tekintsink egy olyal{lan}nZl szamtani sorozatot, melynek azdelslemea és a

differenciaja pedigd, ahol a,d O R. Vizsgéaljuk meg, mit tudunk mondani a sorozab eis

tagjap-edik hatvanyainak dsszegérvagyis egyp-edrendi szamtani sorozat egymast kdvet
tagjainak osszegélt

Legyen

s,@0)=a¢ +ag +af +.+af =3¢ =$fa+ (-]
i=1 i=1

ahol p=012... .

S(a,d) kiszamitasaval ezuttal sem kell kilon foglalkoZnuhiszen kdnnyen belathato,
hogy S (a,d) =n.

Az az eset, amikod =0, tehat amikor a sorozat allandé, szintén kdnnyeméehet, hiszen
ilyenkor S, (@,0) =nl@&° =nl@aP.

Legyen tehatd #0. Az alabbi gondolatmenet megegyezik &, kiszamitasara az
el6zéekben mar részletesen bemutatott eljarassal.

Legyen adott a kdvetkéZAiuggvény:F,:R - R", F, (x) = iem ,aholnd2Z".
1=1

Ekkor (e“& —1) [F.(x) = (ed& —1)Diea X = i[e(é‘ ) _ ga D‘] = i[e*“””‘ -e? m‘].
1=1 =1

=1
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n

A Y (e —em] egy teleszkopikus 0Osszeg, amely az 0©sszevonasoln ut
1=1

ghaX — gu = glatnd)x _ g2% glakot §lti és igy
(e‘” —1) [F, (x) = el®nd)x — g2 (3.5.6

mindenn pozitiv egész szam esetén.
Ha a (3.5.6) dsszefliggés mindkét oldalan szérgpigvenyeknek vessz[]k(ap +1)-edrencﬁ
derivaltjat, aholp O N, akkor a (3.5.1) figyelembe vételével adodik, hogy

(a+ nd)p+l [eland)x _ g+l gtk — E‘( pi'*'lj [(edgk _1)(p+1—i) [ﬁFn(X)](i) ' (35.9)
i=0

Egyrészt(e“& —1)(p+1_i) =d"* @™, hap+1-i=21-azaz0<i<p -és
(edDk —1)('”1_” =e™ -1, hai = p+1, masrészt pedig

[Fn(x)](i) = (eaiﬁk +e® 4 gl +...+ea“&)(i) _

=]

=a [&* +a, (&% +a, (> +..+a, @Y =) a &%,

=~
|

+1
Mindezeket és azt figyelembe véve, hoé;ZJr:J: , d (3.5.7) 0Osszefliggés atalakul a
kovetkedk szerint:

(a+ nd)P+1 (at+nd)x —aPl ™ = Z‘|:( p+1} E(edﬁk _1) p+1-i) Zak Gaaklikjj|

i=0 |

Ip_ﬂ} s —q)r+ [ém Wﬂ {Eiﬂ s - 1)[@lakpﬂ Eew) _

Z”: (pl 1jmp+l—| R Zi:a‘.( @akskﬂ+(ed5k_1) z p+1@akﬁk):

1
Mo

1
o

o

p

i\ M:

( Jmpﬁl.— mk@akﬁk@dﬁk ( dD(_l) iakpu@akﬁkj_
k=1

Tehat felirhatd, hogy

(a+nd)™ [gland)i _ g P+l gk =

[pl 1}@1“‘ 2, 6% + (e -1) Za"*l Eea*@‘) (359

0

Mo
11

Ha a (3.5.8) dsszefiiggésbernxdmlyébe 0-t irunk és felhasznalva, hagy=1 kapjuk hogy

i=0k=1!

(a+nd)"™ n-a* 0= ZZ( | ]mpﬂ" & 0+ (1-1) Za'”l )
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(a+nd)"™ —ar = gp(:)él( pi‘"lJ WP [ = é{( pi'*l) g PH éla"(ﬂ =

:_Zp:(p‘-'-l)mpﬂ_i [S (a,d) ’

+1 p+1 p+1
(a+nd)” —apﬂ:( 0 ]E}Ip+1E50(a,d)++( ) ]B}IpEﬁl(a,d)+...+

p+1 3 p+1 ) p+1
+ D—2 d [Sp_z(a,d)+ -1 d EBp_l(a,d)+ 0 EthEBp(a,d).

+1
Mivel (pp ) = p+1, atrendezés utan a kovetkezgyenbséghez jutunk:

(p+1)re csp<a,d>:(a+nd>*>“—a"”‘(iii]m2Esp-1<a,d>-
(P+1) 4 (P, (Pt _ o
(p_zjm (S, ,(a,d)-... ( . ]m [5,(a,d) ( 0 ]m [5,(a,d) . (3.5.9

| p+1-i
0sszeflggés atirhat6 az alabbi alakra is:

. p+1 p+1 . ) .
Felhasznalva, hog = , aholi = 01...,p—-1, ennek kdvetkeztében a (3.5.9)

(p+1) @ 5, (a,d) = (a+nd)*™ —a"* —[pzﬂj [@° 8, ,(a,d) -

_ p+l 3 _ p+1 p _ p+l p+1
( ; jm (5, (a,d) - ( ) Jm [S(a,d) (pﬂjm (5 (a,d),

ami pontosan a 3.3.3. fejezet (3.3.3) 6sszefliggése.

3.5.3. A differencialszamitast felhasznalé moédszatkalmazasa az
alternal6 6sszeg esetére

Mind az el$ként leirt moédszer esetén a 3.1.3. fejezetben, midiy a harmadikként targyalt
modszernél a 3.3.5. fejezetben mar volt sz6 aZ elpozitiv egész szamp-edik hatvanya
valtakozo6 ebjelii dsszegének kiszamitaséarol, vagyis az

S =1°—2° +3° —4° + . +(-1)" P = 3 (-1) (kP
k=1

0sszeg meghatarozasarol. Ezekben a fejezetekbenbemutattunk olyan modszereket,
melyek segitségével az alternalé dsszegek kiszéahiva szikséges rekurzidkat fel tudjuk
irni.

A tovabbiakban egy UGjabb moddszert mutatunk be S; kiszamitasara, s ennek
gondolatmenete is hasonlit — a 3.5.1. fejezetben ismertetett —, azS, kiszamitasanal
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bemutatottra. Itt is egy rekurzidés 6sszefiggestuak fel, ezuttal is csak as; kifejezések
kozott, tehat az eredményekhez ismételten nindsssgiink azS, sorozat tagjaira.

Legyen adott a kovetkéZiggvény: F. : R — R, F.(x) = % ()" @™, aholnDZ".

Ekkor (¢* —1)F, (x) = (¢ _1)% (1)@= % (1) et - (1) ],

A i[( 1) "l Ax — (-1) Ee'&] egy teleszkdpikus 6sszeg, amely az Gsszevon&sok u
(-1)"" @ 2x 4 (—1)"? MU 4 62 — ¥ lesz és igy

[ -1)F, (x) = —e* + &% + (~1)2 i) 4 (- 1) 2 (3.5.10

mindenn pozitiv egész szam eseten.
Ha a (3.5.10) oOsszefuggés mindkét oldalan szérefilggvényeknek vesszik a
(p+1)-edrend derivaltjat, aholp O N, akkor a (3.5.1) figyelembe vételével

X 4 2P 4 (_ 1)n—2 [qn +1)p+l |]3(n+1)5k + (_ 1)n—l [qn + 2)p+1 @(n»fz)ak -

_ %l( p.+1J Eﬁem _1)(p+1—i) [@Fn(x)](i) . (35.1)

i=0 |
Egyfebl (e25t —1)(p+l_i) =27 @, ha p+l-izl - azaz O<isp - és
(em —1)(p+1_i) =e”™ -1, hai = p+1, masrészt pedig
[F (X)](') _[ X _ 2% 4 o3 _ o3 +...+(—1)n_l @nﬁ](i) -

X -2 % +3 [ — 4 @™ +m+(_1)n—1 ' @™ = Zn:(_l)k—l Tares

k=1

+1
Mindezekre tekintettel és azt is figyelembe vévegm(gﬂ) =1, a (3.5.11) Osszefiiggés

atalakul és adodik hogy
AT (_ 1)n—2 [qn +1)p+l Ba(nﬂ)ljk + (_ 1)n—1 [Qn + 2)p+l Ba(mz)m —

([P g g ) -
J

o

=~

i=0 | =1

p+l ox (P+1—i)[€n YKL i kX |
i e -1) TP

P+L) pon gen Eé ki:l(— ) @kﬁkﬂ (e —1)[E kizl(— 1) kP Eekﬂ =

1
Mo

1l
o
=

I
Mo

T|
o

i=0k=1 k=1

ii( p +1) [ﬂ—l)k_l P i [elkr2) 4 (eza _1)[EZ”:( )k 1get @km} _
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Tehét felirhatd, hogy
X 4 2P 4 (_ 1)n—2 [qn +1)p+l |]3(n+1)5k + (_ 1)n—l [qn + 2)p+1 Ba(n+2)5k -

_ Z”: Z”:( pi‘l‘lj [q— 1)k—1 rpPi-i i [k 4 (eZDk _1) Z”:(_ 1)k—1 kP l]akaJ . (3512
i=0k=1 k=1
Ha a (3.5.12) 6sszefiiggésberxdmrlyébe 0-t irunk és felhasznalva, hagjy=1 kapjuk hogy
—1+2°7 A+ (-2)"2 n+2)P" @+ (-2)" g+ 2)" =
— Zplzn:( p +1j |:q_l)k—l mpﬂ—i [u(i M1+ (1_1) Zn:(_l)k_l |:kp+1 D.j|
k=1

i=0k=1

o

L2 ) e (e ) = £ P ) o -

i=ok=1\ |

Pl k-1 i 1) ppai = & i

e PR e L
azaz

_1+2p+l _(_1)n—l [qn_i_l)pﬂ +(_1)n—l [qn+2)p+1 -
:(p;rl}[zp”[a’;{p;l)[zp[g: +...+(p+ﬂmz E5;_1+(p;1jt?_[8;. (3.5.13

p_
+1 . _1\n1
Mivel (po ]:1 és%:#,igy

(pgl] 2[5, = 27 o (‘zl)n_l =2° +(-1)"" 2P,

+1
Fentieket felhasznalva és figyelembe véve, h{é)yp j: p+ , al(3.5.13) Osszefluiggés

atrendezés utan atirhaté az aldbbi alakra:
2[{p+1)5, =

= + +: n-. — +1 +1-i *
=—1+2° + (-1 fn+ 2P - (1) 20 - () e - § pi jtzp g
i=1
mely dsszefliggés az 6sszevonasok utan és felheazhaby
Y p+1 . 1 Y p+l = i p+1) __.

mp+1| [S — |2|+1 = . |2|+1 — [S e mk ’
E( i J ' .Z;(p J Z(HJ P k ) P
atalakul és a kovetkéaégs — kivant — alakot olti:

2[(p+1)[35’;:(—1)”‘1[ﬁ(n+2)"*1—(n+1)"*1—2p]+2p -1- z(p 1J (5, 2, (35.19

ami pontosan a 3.3.5. fejezet (3.3.6) 6sszefliggése.

T
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3.5.4. Altalanositas a derivalast alkalmaz6 modszeegitségével a szamtani
sorozat alternalé 6sszegére

A kovetkedkben 6tvozve a szamtani sorozatnal és a valtakbdjélie 6sszegzésnél mar
leirtakat, ebben a fejezetben a korabbi — idezKed5 — részeknél megismerthez hasonlo
gondolatmenettel altalanositunk.

Kiindulasként tekintsiink egy szamtani sorozatot, vésgaljuk meg, hogy mit tudunk
mondani a sorozat él$ tagjap-edik hatvanyanak valtakozas@li 6sszegéil!

Legyen{an}nzl egy szamtani sorozat, amelyneksedéemea és differencigjal, ahola,d O R.

Legyen tovabbés, (a,d) =af —af +al —af +..+ (-1 @&’ = ki(_l)k—l P

=1
A p=0,illetve d =0 esetekkel kilon nem foglalkozunk, hiszen kénnyelathatd, hogy

1+(-2)"* _{ 0, han péros
2 1, han paratlan,

0, han péaros

S, (a,d) = illetve S, (a,0) :{

a’ , han paratlan

Tegyluk fel tehat, hogyd #0. Az ebz6 fejezetekhez hasonléan ismét keressiink egy
megfeleb fliggvényt, mely segitségéveballithatjuk a kivant rekurziés 6sszefiiggést.

Legyen adott a kovetkéAiiggvény:F, :R — R, F,(x) =3 (-1) " @**, aholn0Z".
1=1
Ekkor

(€ - 1), (0 = (9 - 1) 3 (1) (et ™ = $ (- 1) e - (- 1) ) =

A i[(—l)"1 [ﬁea“zEt —ew)] egy teleszképikus Osszeg, amely az Osszevonadék u
1=1
- + 2% 4+ (-1)"? (@™ +(-2)"" [@*" alakra irhat6 és igy
(em —1) [F, (X) = —e*™ +e®* +(-2)"* EﬁeawDt - e%lﬁ‘), (3.5.19

mindenn pozitiv egész szam esetén.
Ha a (3.5.15) 0Osszefiiggés mindkét oldaldn szérefilggvényeknek vesszik a
(p+1)-edrend derivaltjat, aholp 0 N, akkor a (3.5.1) figyelembe vételével

+1 X +1 X n-1 +1 X +1 X ) —
_alp |]3a1 +a2P @az + (_1) [ﬁar?+2 @aﬂ ’ _arf)+l Gaaﬂ ' )_

_ %A( p.+1] Eﬂem _1)<p+1—i) dF (0]°. (3.5.19

i=0 |
Egyfebl (2 -1)**” =(2d)™ @, ha p+1-iz21 - azaz O<isp - és
(e2dﬁk —1)('”1_0 =e?™ -1, hai = p+1, masrészt pedig
[F.(0]® = [ef’f"jt —e¥M 4R — et 4 4+ (- &"""5"]“) =

=g %% -a %" +a 8% —a B +..+(-1)" @ B =3 (-1) @ B,
k=1
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+1
Mindezek alapjan és felhasznalva, h({gﬁ/+ j = , aX3.5.16) osszefuggés atalakul

_ a1p+l @ai& + a2p+1 @azﬁt )n -1 [ﬁ p+l @aﬂ 2 p+l E}aﬂﬂﬁk) —

pal (p+1 2dx _4\(PH) £ & k-1 i &j
= -1 ~1) 7 | |=
(7 e ;( e
_ o[(p+1 2dx _ 4)\(P¥) kl i akljtj P+1) ¢ rux & (KL o pi akmjz
20 i e -1) @) @ Ser e -1) > () e
_g[(prt ffod)P 2o z ) mﬁ*j e~y (1) Eeak&j
i=o| \ | k=1

Z”:Z“:(p+lj [qzd)pﬂ— [ﬂ 1)k lml roe |]32d&+(62d5t 1)[€Z”: k lmpﬂ_ @ak&j

k=1

alp+1 @a% 4 a2p+l %> 4+ ( 1)n -1 [ﬁap+1 @2 ar?:ll @aﬂﬂﬁt) —

n+2

szn:(pr]j [qzd)ml—i [q_l)k—l mli( BE(ak+2d)m +( 2dx _ ) i( )k 1 mlf+1 @%&).(3.5.17)

Ha a (3.5.17) 6sszefiiggésberxdrlyébe 0-t irunk és felhasznalva, hagy=1 kapjuk hogy
a1p+1 D_+ap+1 D.+ n l[ﬂapﬂlj- ap+l )

n+2 n+1l

P Zn:( I0+1] ff2d)P (-1 @ o+ Q-0 > (-1 @pe ﬂj'

k=1

_ A Pp¥l p+1 n -1 [( p+l _ p+1)
al + a an+2 a'n+1

£3( P e ey =

izok=1\_ |

=i{(i(—1)k-lca;j e E T e

i=0

-aft et + (-1 el -al) = (po+ 1) [{2d)"" 55 (a,d) +
+(p;1J [{2d)’ (5[ (a.d) + +(Ei3 [{2d ) 5, , (a,d) +(p;1J [{2d) 5, (a,d). (3.5.19

Mivel (pglJ=1 ésS(ad)=5 :ﬂ,

i
5 gy

( p(‘)" 1J [qzd)pﬂ [Sg(a,d) — (Zd)pﬂ B'_L'i' (_21)”—1 — 2P [P+ (_1)n—1 [PP [P,
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+1
Mindezek felhasznalasaval és azt is figyelembe vénagy (pp j= p+1 a (3.5.18)

Osszefliggés atrendezés utan atirhatd az alabbaalak

2d [{p +1) (8, (a,d) = —aP™ +af™ +(~1)" ffa’s —aP?) - 2° @ > -

_ (_1)n—1 PP (g P — pil[( pi"'lJ [ﬂzd)p+l—i s (a,d)} '

i=1

Ez az 0sszefliggés az 6sszevonasok utan és felhaszrayy

p—‘(pi-"lj [ﬂzd)lhl—i 'S (ad) = ’i‘(gtﬂ [ﬂZd)iﬂ [S;—i (ad)=

= ”z‘( l.D: ﬂ (8, (a,d)f2d) ™ = il p:lj [5,.,.(a,d) (f2d )",

atalakul a kdovetkezszerint:
2d ({p+1)(8,(a,d) =

=(-7)™ p:;—quj—d[ﬂzd)p]+a;+1-af+l—dmzd)p—i(p:1j$;l_k(ad)m2d)k, (3.5.19

ami pontosan a 3.3.7. fejezet (3.3.7) 6sszefliggése.

Ennek a fejezetnek |ényege abban foglalhaté Odsagy egy specidlis fuggvény és a

differencialszamitas felhasznalasava@aditunk egy olyan 6sszefliggést, amelyben a valtozé
helyére 0-t irva, viszonylag egysieés rovid szamolassal a kivant rekurziés formulahoz
jutunk. A modszer hasznossagat, szeélesebbii kélkalmazhatésagat mutatja, hogy

altaldnosithaté az alterndld 6sszegre is, valamiszamtani sorozatok normal és alternald
0sszegére is.

Végezetll a disszertacio rekurziokkal foglalkoz&zes az aladbbi altalanos gondolatokkal
zarhato:
1. a hatvanydsszegzés problematikjanak megoldddhtsasznalhaté metodikanak
bizonyulnak a rekurzidra veZemaodszerek,
2. rekurziés Osszefiiggések a gondolkodas sokfédm,Uszamos, egymastdl nagyon
elté matematikai tudasanyag felhasznalasaval nyékhet
3. a rekurziés mobdszerek egy része j6l altalanai€itla szamtani sorozatokra, ezek
alternalé 0Osszegére, valamint a hatvanyodsszegekottkbfennallo tovabbi
osszefliggések@llitasara is.
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4. Nem rekurzidos modszerek

Szamos olyan matematikai feladat létezik, amely oftbatd mind rekurzios formulakkal,
mind pedig azok nélkil. A nem rekurziéra vézetddszertani eljardsok alkalmazasa azért is
nagyon fontos a matematikdban, mert ezek segitskg@onnal ,kész” eredményekhez
jutunk. Ezeknek a modszereknek pontosan az a lggbhgebnye a rekurzidkhoz képest,
hogy itt nem kell megéké tagok — gyakran hosszadalmas — kiszamitasavakdguaes, a
kapott eredmény egybmegadja a probléma végleges megoldasat.

A hatvanyodsszegek kiszamitasanak problematikdja irt mlabb lathatdé lesz majd -
szerencsére olyan termédgethogy a megoldasban nem rekurzids modszerek is jol
alkalmazhatok. A kdvetkékben két ilyen mddszert mutatunk be.

4.1. Osszefuiggés levezetése a differenciasorozagelitségével

Hatvanydsszegek kiszamitdsara alkalmas 0Osszefifgigsatdo az un. differenciasorozatok
felhasznalasaval is. Az aldbb bemutatasra kenibdszer részleteiben a kombinatorikai
alapfogalmak, a szdmtani sorozatok és a differsnoi@atok fontosabb tulajdonsagainak
ismeretét igenyli.

Az ismertetend metodika gondolatmenete a kovetkezeloszér megismerkedink a
differenciasorozat fogalmaval, majd annak néhangjdansagaval, ezutan bemutatjuk egy
tetsdleges p-edrend szamtani sorozat altalanos tagjanak felirasat azdrvendelt
differenciasorozat segitségével (lasd [12] 82-83. Wéglul egy olyan (nem rekurziés)
Osszefuggést adunk meg, melynek segitségével kudhatd egy tetsdeges p-edrend
szamtani sorozat éisn tagjanak 0sszege az egymas utan koveétkdfferenciasorozatok
kezd tagjainak segitségével.

4.1.1. Bevezetés a differenciasorozatok vizsgalatb

Legyen adott afa,} , valés szamsorozat. Képezziik azt a sorozatot, amsomszédos
tagok a,,, —a szerint szamitott kulénbségéilall, azaz allitsuk élaz

a,—a =Aa; a,—a, =Aa,;...; a,, —a =Aa,; ... (4.1
specialis sorozatot.
Ha a kapott szamsorozat mindegyik tagja ugyanaazalllatél kulonboé valos szammal
egyenb, akkor az{a } , sorozatotelssrendi szamtani sorozatnakevezziik (ha a (4.1.1)

altal képzett sorozat minden tagja nulla, vagyig§aa# , sorozat tagjai egyetek egymassal,

akkorO-adrendi szamtani sorozatrdeszélink).
Nevezzik el a (4.1.1) szerint 64ll6 sorozatot, az adott{a,} , sorozat el

differenciasorozatanak. @ Hasonl6 elgondolassal Kegigk a (4.1.1) sorozat
differenciasorozatat is, melynek tagjai

nx1
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Na, - Na, = A(Da,) = Na,; Aa, - Da, = Na,;...; Aa,,, —Dha, = A, ... @12

Az igy kapott (4.1.2) sorozat z{an}nzl sorozat masodik differenciasorozata.

Hasonlbéan értelmezhetjuk a harmadik, negyedik sfifferenciasorozatot is azzal a
megallapodassal, hogy ha mé( pa—l) -edik differenciasorozat értelmezve van, akkor &nne
elss differenciasorozatat nevezzik az eredeti sonpzatik differenciasorozatanak.

Példakeént tekintsik a pozitiv egész szamok négymsdtsorozatat:

a 1 4 9 16 25 36
Aa, 3 5 7 9 11
Na 2 2 2 2

Eszrevehét hogy itt a masodik differenciasorozat mar allagdoigy a harmadik (valamint
minden magasabb reiddifferenciasorozat mindegyik tagja nulla.
A felirt sorozatra kbénnyen bebizonyithaté ez azttapidenség, hiszen ebben az esetben az

adott sorozat k-adik tagja k®, ezaltal az ets differenciasorozat k-adik tagja
(k +1)2 -k? =2k +1, a masodik differenciasorozat k-adik tagja pedig
2(k +1)+1-(2k +1) = 2, barmelyk 0 Z* esetén.

1. Definicio
Az olyan szamsorozatot, amepredik differenciasorozatdnak minden tagja ugyanaaza
Zérotol kulonboé szammal egyef) p-edrend szamtani sorozatnakevezzik.

1. Megjegyzes
Fenti példank szerint a négyzetszamok sorozata drésdi szamtani sorozat, mert a

masodik differenciasorozat minden tagja 2.

A példaban leirt gondolatmenettel teljesen analdgdon belathatd, hogy minden olyan
sorozat, amelynek-adik tagjak-nak egy

f(k) =c,k?+c, kP +..+ck®+ck+cy, ¢ OR (413

p-edfokd polinomjaval adott, azzal a tulajdonsaggatdelkezik, hogy a sorozat-edik
differenciasorozata allandé - ezérp@él magasabb refiddifferenciasorozatok mindegyik
tagja O lesz — azaz az a szamsorozat, ameliwakk tagja a (4.1.3) 0sszefiiggéssel van
megadva, egp-edrend szamtani sorozat (feltéve, kg # 0).

Hasonlé médon az is kijelentldethogy haP(x) egyp-edfokd polinom és aa, a,,...,a, ...
egy olyan szamtani sorozat, melynek differencidjaakkor a P(a,), P(a,),..., P(a, ),...
sorozatp-edik differenciasorozata alland6 és ennek az dflaak az értékepld® (A, ahol

A, az x" egyutthatdja &P (x) polinomban.

A tovabbiakban bebizonyitunk egy tételt, amely gggdrend szamtani sorozat altalanos
tagjara vonatkozik.
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1. Tétel
Barmely p-edrendi szamtani sorozat-adik tagjak-nak egyp-edfokd polinomjaval adhaté
meg.

Bizonyitéas:
Az adott allitast ugy fogjuk bizonyitani, hogy kisaitjuk egy tetsdlegesp-edrend szadmtani
sorozatk-adik tagjat.

Belathato, hogy p-edrend szadmtani sorozat egyértdlen meghatarozott az

a; ba; Ma,;...; Oa; (419
szamokkal. E szamok ismerete annyit jelent, hoggndiezésiik mindegyik soranak kézd
tagja egy adott szdm. Az utolsé sort azonnal feljuk, hiszen ennek minden tagja
megegyezik a keZdtaggal. Az utolso étti sor masodik tagjat megkapjuk, ha dsszeadjuk az
ugyanabban a sorban és az alatté wrban dle kozvetlendl balra allé — mar ismert — két
szamot. Ugyanigy kaphatjuk meg a az utoldiitieor t6bbi tagjat is, majd ha mar ezeket
megkaptuk, akkor a felette allé sor tagjait stb.

Lassuk most szamitasokkal is a télegesa,, a,,...,a, ,...p-edrend szamtani sorozat ezen
felirasat a (4.1.4) altal adott szamokkal!

A magasabbrernidszdmtani sorozat értelmezéékkovetkezik, hogy az etssorban az adott
a,, a,,...,a,,... p-edrend, a masodikban ala, Aa,,...,Aa, ,...(p—l)-edrencﬁ, és igy
tovabb, a(p-1+1)-edik sorban pedig a\""'a,, A’"a,,..., A" "a,,... I-edrend szamtani
sorozat all, aholl = 0,1...,p. Azért, hogy megéallapitasunk dz= p esetben formailag is
érvényes maradjon, az élsort A’a,, A’a,,...,A’a,,... alakban irjuk fel (hiszen az adott
sorozatot tekinthetjik 6nmaga 0-adik differenciagatakeént is).

Az (p+1) -edik sorban all6 0-adreficGczamtani sorozat minden tagja egyest el$ taggal.

Allapodjunk meg abban, hog@<u<v esetén(uj— Olegyen. igy ap-edik sorban &ll6
v

elssrendi szamtani soroz&tadik tagja
k-1 k-1
A a, = A" a, +(k—1)[DPa, :( 0 Jmp‘la1 +( . ]mpal, (4.19

aholk = 1,2... (a (4.1.5) alatti képlet helyes eredményt adklal és minden tovabbi tagot
e sorozatban ugy kapunk meg aizéltagbol, hogy hozzaadunk’a, -et).

Az a sejtésink, hogy (ap—l +1)-edik sorban allé-edrend szamtani soroz&tadik tagja

Aa, = [k(;lj D""a, + (kilj D" "a, +...+ [k I_lj [APa, (4.1.9

képlettel szamithatd. Mivel ez a képlet bz 0 és| =1 esetekben (barmelgra) igaznak
bizonyult, ezért a fent felirt ,sejtés” bizonyitas&zerinti teljes indukcioval végezzuk.

Tegyuk fel, hogy a (4.1.6) rogzitett esetén (barmelk-ra) igaz, és vizsgaljuk meg a
helyességéfl +1)-re, azaz hogy teljesiil-e a
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1= k- . k-1 ) k-1
AP, =( 0 jm” | 1a1+( 1 jmp'a1+...+(l+ljmpa1 (.19

0sszeflggés (barmekyesetén).

A (4.1.7) igaz k=1 esetén, ezért a (4.1.7) altalanos igazolasarab Ujales indukciot
alkalmazhatunk — ezuttdt szerint — feltételezve, hogy a (4.1.@—1)-re mar igaznak
bizonyult (aholk = 2), azaz teljesul, hogy

- k=2) ., (k-2)_ k-2
Ap'lak_f( 0 Jw'laﬁ( L ]mp'a1+...+(l+ljm"al. (4.1.9

Mivel a kilonbségképzés elve szerinf™a, , :A(Ap"'lak_l):Ap"'lak —-AP"a, ,, innen
A", =AP"Ma,, +APa,,, ahol a jobboldalon szergplmindkét tagot az indukcids
feltevés értelmében mar helyes képlet adja. A jaladoelss tag értekét a (4.1.8)-bdl, mig a
masodik tagét a (4.1.6)-b6l kaphatjuk meg, ez Ltobhy, hogy ak helyébe (k —1)-et
helyettesitiink. Mindezek alapjan

k-2 k-2 k-2
i, =N’"‘1ak_1+N’"ak—1:( 0 jw_'ﬂaﬁ( 1 Jw_'af( 2 jw_'+1a1+---+

(k-2 APa k-2 - k-2 AP, k-2 A s 4 k-2 APa -
1+1) AT o S ] S EREE %=

e [ e

o7

_ k-1 g, + k-1 g, + k-1 g+t k-1 v,
0 1 2 o+ ’
k-2 k-1 +1
ahol felhasznaltuk, hog = , illetve hogy ) + Y=[" :
0 0 v+1 v v+l

Ez éppen azt jelenti, hog@<—1)-r6l k-ra a (4.1.7) helyessége kovetkezik, azaz a (4.1.7)

0sszefluiggés barmelyesetén igaz. Ezzel egyiden pedig befejeztik a (4.1.6) dsszefliggés
bizonyitdsat is barmelly értékre, mivel azt kaptuk, hogy a (4.1.6)-bdl kireeik a (4.1.7),
vagyis a (4.1.6) helyessége is teljefiii 1) -re.

Ha a (4.1.6) 0sszefluiggésben aelyébep-t irunk, akkor azt kapjuk, hogy
Aoy = k-1 Na + k-1 Na + k-1 Na .+ k-1 "

K 0 a 1 a 2 a .. 0 a,
azaz

B A AT s A FTY Lo AT 1o
O EMETERPEE P

81



4. FEJEZET NEM REKURZIOS MODSZEREK

Osszefoglalva tehat a fent leirtakat: ha ismerjik agymas utdn kovetkéz
differenciasorozatok (4.1.4) altal megadott Ketagjait, akkor az altaluk meghatarozpit
edrend szdmtani sorozdt-adik tagjat a (4.1.9) dsszefliggés alapjan szathith&i. Az is
belathatd, hogy ha a (4.1.4) alatti szamokat tetsazerint irjuk fel, akkor a (4.1.9) alatti

Osszeflggés segitségévebddlitott szamsorozat mindig-edrend: lesz, ha aAPa, # O

APa, =0 esetén a szdmtani sorozat rendje kisebb lesz pnint
Ha a (4.1.9) alatti 6sszefliggést atirjuk az

a, =2, +(k-1)Da, +—(k_1)2(|k_2) [DNa, +...+ (k-2)k —p2')...(k— P)
alakra, akkor belathato, hogy a téiegesp-edrend szamtani sorozaa, tagjat a kijelolt

miveletek elvégzése utan ténylegesen egy (4.1.3)i akkra hozhaték-ban p-edfoku
polinom adja meg.

&

Q.e.d.

Az itt ismertetett elmélet gyakorlati alkalmazéasaraalabbiakban kézreadunk két példat.

1) Tekintsuk azt a masodrehdzamtani sorozatot, ahal =1; Aa, =3; A’a, = 2.
Ekkor

a, =1+3[€k; ]+2[ﬁk;1] =1+3(k—1)+2[.§_k‘1)£k—2) -

=1+3k-3+k? -2k -k +2=Kk>.
Tehat a masodrefidzamtani sorozat épp a pozitiv egész szamok ntegpyek sorozata.

2. Megjegyzés
Az eldbbiek alapjan az is belathato, hogy télsgesa,, a,,...,a, szamok esetén, mindig van

olyan legfeljeblp-edrendi szamtani sorozat, amelynekdfstagja éppen az adgitszam.

2) Keressiuk meg azt a legfeljebb harmadiiesthmtani sorozatot, amelynekdéefstagja:
2,3 -1 -1
Az alabbi tablazat” (véges differenciatabla) ss@@ével kiszamitjuk a differencia
sorozatok kezdltagjait:

2 3 -1 -1
1 -4 0
-5 4
9

Azt kaptuk, hogya, =2; Aa, =1; A’a, =-5; N’a, = 9. igy a (4.1.9) dsszefliggés alapjan:

. :2+1[Ek;1j_5tﬁk—1j+gtﬁk;ﬂ:2+k_1_55(k—1)2(k—2)+9D(k—1)(k—2)(k—3) _

2 6

2 _ 3 _ 2 _
:k+1—5d< §k+2+3d< 6k2+1]k 6 _
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_ 2k+2-5k* +15k~10+3k’ ~18&” +3%-18 _3 , 23
2 2 2

Tehat a keresett sorozaadik tagja:a, :§k3 —?kz +25k -13.

k*+25k -13

3. Megjeqgyzés
A véges differenciatablakrol, altaldban a diffeianperatorrdl és ezek kapcsolatarol a 3.4.3.
fejezetben bemutatott Stirling-szamokkal, tdbbehegtudhatunk a [3]-bdl 72-76. o. .

4.1.2. A modszer segitségéveballithatd dsszefliggés

A tovabbiakban megvizsgéljuk, hogy — hasonlo elgoasl alapjan — hogyan nyerfiet
O0sszefliggés a magasabb fesdamtani sorozat €l tagjanak 6sszegére.

Jeloljuk a (4.1.9) altal adott,, a,,...,a, ,.p-edrend szamtani sorozat €lsn tagjanak
Osszegéu, ,-vel, azaz legyew, , =a, +a, +...+4a,, illetve legyeno, , = 0.

Ekkor Aoy, =0\, =0y, =8, aholk =12..., ami azt jelenti, hogy @, ,, 0,.,, T, ...
sorozat el§ differencia sorozata éppen a kiindulasul szolgaloa,,...,a,,... p-edrend
szamtani sorozat. Azt kaptuk, hogya,,, 0,,,0,,,,... sorozat(p +1)-edrend1 szamtani

sorozat, amelyhez a kovetkeza (4.1.4) felirds szerinti meghataroz6 adatokozaak,
osszesel{p +2) darab:

0., =0; Aoy, =a,; No,, =Da;...; A0, =N, (4.110)

Ezek segitségével a keresett,, 0, ,, 0, ,,... sorozat (n +1)-edik tagja a (4.1.9) alapjan
azonnal felirhato:

o =", +["mo, + "o, +.+ " @i
np 0 o;p 1 o;p 2 op p+1 o;p?

ahonnan

=M+ " | +| e | | 4.1.1
an;p—[l®1 5 a, [3 a, +... [p+1 a,. (4.1.19

Tehét a (4.1.4) alatti adatokkal meghataropeétdrend: szamtani sorozat €lsn tagjanak
O0sszegét a (4.1.11) osszefluggés adja meg, azasniexjiik az egymas utan kovetkez
differenciasorozatok keddagjait, ezek segitségével kiszamithatjuk g, -t.

Belathato, hogy ao,, kiszamitasanal nincs szikseg ézmegebzé o,,0,,,....0,
0sszegekre és igy ebben rejlik az ismertetett neddtinye az ez fejezetekben bemutatott
moddszerekhez képest, azaz nem kell ,bajlodni” aetéed 6sszegek kiszamitaséval, hiszen

sikerult egy zart formulat felallitani &, , kiszamitasara.
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4.1.3. Specialis esetek a kapott 6sszefliggéesre

A kapott dsszefliggés azoeb fejezetekben mar megismert hatvanydsszegek ,egiydze
kiszamitasat teszi letiete. Ehhez lassuk néhany konkpétrték esetén azt az esetet, mikor a

0., =S, =17 +2° +3° +..+n°,

Ha p =3, akkor

a 1 8 27 64 125
Aa, 7 19 37 61

Na 12 18 24

Na, 6 6

vagyisa, =1; Aa, =7; Na, =12; N’a, =6.

soc( (g gfaa-{ o oo o

=n+ n(n_l)EV+ n(n-1)n-2) 12+ n(n-1)n-2)(n~ )[5:
2 6 24

=£Eﬁ4+l4n—l4+8n2 —24n+16+n° -6n? +11n—6)=2[(n3 +on? +n)=

:n_zl:ﬂnz + 2n+1): nz(n +l)2 .
4 4
Tehat:
S, =1°+2°+3+...+n’ _n*(n+1)° .
4
Ha p =4, akkor
a, 1 16 81 256 625 1296
Aa, 15 65 175 369 671
Na 50 110 194 302
Na, 60 84 108
A'a 24 24

vagyis a, =1; Aa, =15; A’a, = 50; A%a, = 60; A'a, = 24.

5,0~} o v o [ v+ -
< (ae{ s g moe 5 rso+{ ) 2=

n(n-1) n(n-1)(n-2) n(n-1)(n-2)(n-3) — n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)
2 6

24 12C
A zarojelek felbontasa és az 6sszevonasok utanikappgy

=n+ A5+ (50+ [24.
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8, = Y oo 4 9nz 1 n-1)= 0D o 1)fane 4 3n-1).

30 30
Tehéat:

S '+t 43t e +nt o n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)

1 ™ ,
Ha p =5, akkor
a, 1 32 243 1024 3125 7776 16807
Na, 31 211 781 2101 4651 9031
Azai 180 570 1320 2550 4380
A3ai 390 750 1230 1830
Aa, 360 480 600
Na 120 120

vagyisa, =1; Aa, =31; Aa, =180; A’a, = 390; A'a, = 360; A°a, =120.

e o g
3 @ 1+ @ 31+ (gj 180+ (Z‘J [390+ (2] [360-+ (gj 120=
—n+ ”(”2‘ D gy, N0 ‘123(” ~2) 1o, 1N ‘1)(“2;2)(” ~3) 390+

L Nn-2)n-2)n-3n-4) .. nn-2)n-2)n-3(n-4)n-5)
12C 72C

A miiveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan kagigk, h

2

%:%[ﬂzn3+4n2+n—l) %[ﬁzn +2n - 1)

Tehat:

n?(n+1)(2n? + 2n —1).

=1°+2°+3°+..+n° =
S 12
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4.1.4. Specialis esetek a kapott 6sszefliggésre stamsorozatok esetén

A kovetkedkben az el néhanyp érték mellett tanulmanyozni fogjuk azt az esetstikor
o,,=S,(ad)=af +af +af +..+a] = Enj[a+(k—1)m]” ,
k=1

ahol {an} egy szamtani sorozat, melynekdetagjaa, differencigjad ésa,d O R.

n21

A specialis esetek vizsgalatat logikailag a kovetképpen végezzik: @ = 1,2;3 kitevokre
torténik a 6 felosztas, majd ezen belll megnézzikaazl esetben al =1;2 eseteket, majd
harmadikként aa = 2, d = 3, mig negyedikként aa =5, d =6 eset eredményeit irjuk fel.

Ha p =1, akkor

a a a+d at+2d
Aa, d d
vagyisa, =a; Aa, =d.
Ekkor
n n n n n(n-1)

L= [Na, = @a [d = d =
RN

n

:E[ﬁ2a+(n—1)d] :g[ﬂnd+2a—d).

Tehat:
S(ad)=0,, :g[ﬂnd +2a-d).

4. Megjegyzés
Szemléletes bizonyitas & (a,d) kiszamitasara (4.1.1. abra):

a+(nTl)d

1

a+(a+d)+(a+2d)+...+[a+(n—1)d]:g[ﬂ2a+ nd-d)

4.1.1. abra
Ezen 6sszefiiggés specialis esetei:

a=1,d=1
S (L) :1+2+3+...+n:g[ﬂn+1).
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a=1,d=2

81(12)=1+3+5+...+(2n—1):gD?n:nz.
a=2,d=3

81(2,3):2+5+8+...+(3n—1)=2[63n+1).
a=5,d=6

81(5,6)=5+11+17+...+(6n—1):g[ﬂ6n+4)=3n2+2n.

5. Megjegyzés

Szemléletes bizonyitas & (1,2) kiszamitasara (4.1.2. abra):
QOO OOOOO
QOOOOOO|0
Q0000000
Q000000
00000000
CEC[GXGXGI[* X+ X+
QOOO00O000 0
O000000|0
1+3+5+..+(2n-1) :%[@n)2 =n?

Ha p =2, akkor

a a’ (a+d)? (a+2d)? (a+3d)’

Na, 2ad+d? 2ad +3d? 2ad +5d°

Na 2d? 2d*?

vagyisa, =a*; Aa, =2ad+d?; A’a, =2d°.
Ekkor

Tz =@@1 +@ [Da, +@ N2, =® EY +@ EﬁZad+d2)+(2j [2d” =

=n[&? +@[ﬂzad+d2)+_”(“'1€)s(n‘2) pd? =

:g[ﬁsaz +3(n—1)(2ad +d2)+ 2(n2 —3n+2)d2].
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A miveletek elvégzése és az dsszevonasok utan kagk, h
T :gEﬁandz +3nd(2a - d)+6a? - 6ad +d?].
Tehat:
n 242 2 2
S, (ad)=o,, :E[ﬁZn d? +3nd(2a - d)+6a? - 6ad +d?].
A kapott feliras specialis esetei:

a=1,d=1
S, LY =1"+2"+3+..+n :gEQZnZ +3n+1):w_

a=1,d=2
2_
S,(1,2)=1> +3% +5% +...+(2n-1) :gtﬁsnz —2):un4n3 e

a=2,d=3
S, (23 =22 +52+8 +...+(3n-1)? =g[(u8n2 +9n—3)=g[ﬁ6n2 +3n-1).

a=5,d=6

S, (5,6) =5° +112 +17° +...+ (6n 1)’ =g[ﬁ72n2 +72n+6)=nfl2n® +12n+1).

6. Megjegyzés
Szemléletes bizonyitas & (11) kiszamitasara (4.1.3. abra):

%,

°§5\. ;“§§§§Sx g

Tonel

12 +2°+3 +..+07)= (2n+1)1+2+3+..+n)
4.1.3. abra
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Ha p =3, akkor

a a° (a+d)® (a+2d)’ (a+3d)’
Aa, 3a’d+3ad®+d°® 3a’d +9ad® +7d° 3a’d +15ad* +19d°

Na, 6ad® +6d° 6ad’ +12d°

N 6d°

vagyisa, =a’; Aa, =3a’d +3ad® +d°*; A’a, =6ad” +6d°; A’a, =6d°.
Ekkor

SENCRCI,
:m @° +@ ({3a%d + 3ad? +d3)+@ fead? +6d3)+@ Bd° =

=n@ +@Eﬁsazd +3ad? +d3)+—n(n_1g(n_2) {oad? + 6d°)+ ”(”_1)(2;2)(”_3) Bd° =

:gtﬁélae' +2(n-1)(3a%d +3ad? +d?)+4(n? - 3n+ 2)(ad? + d*)+ (n* - 6n2 +11n - 6)d?

A miiveletek elvégzése és az dsszevonasok utan kaggy, h
Ops = 2 (jnd* + 2n%d?(2a - d) + nd(6a? - 6ad + d2)+ 4a° - 6a*d + 2ad?.
Tehat:
s,(ad)=0,, = 2 (Jn*d® + 2n%d?(2a - d)+ nd(6a® - 6ad + d2) + 4a® - 6a’d + 2ad?.

A kapott 6sszefliggés specialis esetei:
a=1,d=1

2
S =+2°+3+..+n° :2[(n3 +2n? +n): nz(n4+1) _

a=1,d=2
S, (L2 =1 +3F +5+..+(2n-1) :Etﬂ8n3 ~4n)=n?(2n? -1).

a=2,d=3
S,(23)=2°+5°+8° +..+(3n-1)° zg[ﬂzms +18n0° ~9n—-4)= n(3n+1)(922 +3n—4)'
a=5,d=6

S,(56) =5 +11 +17° +...+ (6n-1)° :2[621&13 +2887 +36n-40) =
=n(3n+2)18n2 +12n-5).
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7. Megjegyzés
Szemléletes bizonyitas &  (LR)szamitasara (4.1.4. abra):
1 =101" =g
e I
33:3[32:@+ﬁ + /= rnir
1+2I[3
5° =5B°= + + + B T A :;(H

(;n—l)g —(2n-1)2n-1) =... - J
ﬁfi
L
2l
ﬂjﬁ (.2n -1)°

P+3 45+ .+ (2n-1P =1+2+3+ ...+ (2n? -1) = n?(2n* 1)
4.1.4. bra

(n-1)+n(2n-1)

(n-1)+n(2n-1)

A korabbi fejezetekben leirtakra valé tekintettelnyilvan csak ap = 1;2;3 kitevokre felirt
0sszesen 12 sajatos esetet mutattunk be, mégitdbkes eredményt kaptunk. Ezek kozil
megemlitjuk példaul, hogy az éI, hattal osztva maradékul egyet ado pozitiv egészek
négyzeteinek és kobeinek az 6sszege mindig oszthagl, az el§ n paratlan szam
négyzeteinek 6sszege harom egymast koegész szam szorzatanak a hatoda stb. Togabbi
kre, a-kra ésd-kre felirva az 6sszegzési képleteket Ujabb szé&zedisggéseket lehetne
meghatarozni.

Az e fejezetben targyaltak fmondanival6ja abban foglalhatd 6ssze, hogy aréiffeiasorozat
fogalmanak bevezetése utabslor leirtuk, hogy hogyan értelmezzilp-adrend szamtani
sorozatot, majd bebizonyitottunk egy fontos tétediatva azt, hogy egy-edrend szamtani
sorozat k-adik tagjat egyk-ban p-edfokd polinom adja meg. Ezutan megadtunk egy
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Osszefliggést a magasabb ferstamtani sorozat élsn tagja 0sszegének kiszamitasara,
leirtuk a képlet alkalmazasat harom specidlis esépr= 3,4;5), s végezetil felirtuk a

szamtani sorozatra valé alkalmazas 12 specialigtedez a moédszer azért nhagyon hasznos,
mert a végeredmény megadasahoz nincs sziksegualotizdsszeget megeb 0sszegek
eredmeényeire, azaz sikerilt megadni a hatvanytskaey zart alakos felirdsat.

4.2. Osszefliggés levezetése linearis algebrai egzikixel

A hatvanyosszegek kiszamitasa megvallsithatd Isealgebrai eszkdzokkel is. A
kovetkedkben a lineéaris egyenletrendszerekre vonatkozo ristele és a Cramer-szabaly
segitségével fogjuk a meghatarozandd 6sszegek nkitg@ra szolgald osszefliggéseket
megkeresni ([15]). Az emlitettek mellett ide mardaterminansokra vonatkozo alapiet
ismeretek is sziikségeltetnek.

Ez a modszer akar kdzépiskoldban — természetesésodian emelt szifitcsoportokban,
tagozatos osztalyokban vagy szakkéron - is bemattatrés targyalhaté a diakok
tudasszintjéenek fuggvényében.

4.2.1. Osszefuggés felirasa lineéris algebrai eszké segitségével

Legyenk egy természetes szamagsgy tetséleges valos szam.
Induljunk ki az

(a+1) = k1 @+ K+l @ + K+l @ +..+ K+l [a+ K+l
0 1 2 k k+1

k+1
azonossagbol, melyet atrendezve és felhasznéalgy, (ho0 ] =1 kapjuk hogy:

(a+2)* -a** = R PO Ll [P S Lk T (4.2.9)
1 2 k k+1

A kapott (4.2.1) dsszefuggésben rendre helyettéstie aza helyére azl,2,...,n természetes

szamokat, majd a kapott egyéstgeket oldalanként 6sszegezziik.
Ekkor

R

:(kil)%ik J{k;l)%ik_l N (k +1)D_le {E:B Dle

A baloldalon egy teleszkopikus 6sszeg talalhat&lgraz 6sszevonasok utén+1)
lesz, vagyis

(h+1) 1= k+1) o (k+1 o () g LKD)
_15‘ 2E5k‘1"' k[Bl k+1

Atrendezve kapjuk, hogy

k+l 1k+1
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(n+2)<* =(E:j [qn+1)+( ljﬂi +...+(k;1j 5., +( 1][&.

Vezessuk be a kovetkgelolést: legyenX, =n+ 1

Rendeljink a (4.2.2) 6sszefliggéshez egy [ineéryserégtrendszert, amelyet agy kapunk,
hogyk-nak rendre0,1,2,...,p értékeket adunk. Igy az aldbbi egyenletrendszgthenk:

k +
k

k +

1 (4.2.2

el

(n+1)° = QD(O+GJ[51

ned)'= jD(”@[S”@[BZ @29
(n+1)p=(pJD<0+(pril][sl+. +(2][S”‘2+G]ES"‘1
o e

Az igy kapott(p+1) egyenletBl all6 egyenletrendszerben tekintsik ismeretlenkkaz

S, »szimbolumokat”. Az X,-t csak azert tekintjlk ismeretlennek, mert ezaltal

,egyszefibb” az egyenletrendszer felirasa, megoldasa peitigyebben algoritmizalhato.
lgy az egyenletrendszer egyutthatomatrixa egy lededmszogmatrix, melynek determinansa:

g oooo o

J L)oo e
6l e

(T Y

) (5 G5) - (5[5
- B[@[@D"[ﬁﬂtﬁpiﬂ=(|o+1)!.

Mivel D=(p+1)!#0, alkalmazhaté a Cramer-szabaly. A megtelésmeretlenekhez

hozzarendelt determinansokat megkapjuk,Créen az oszlopvektorokat rendre a szabad
tagok oszlopvektoraval helyettesitjuk. Igy mindpnesetén a megfekeldeterminansokat
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kiszamitva, megkapjuk nemcsak a3, -t, hanem az Osszeg-nel kisebb indek
(Xo,Sl,S2 ..... Sp_l) 0sszegeket is.
Belathato, azonban az is, hogy ha rendre minxiesetén csak a8, -t szamoljuk ki, akkor

ennek eredményét megkaphatjuk agy is, hogy a tésdzeget nem ismerjuk. Itt mutatkozik
meg a modszer &hye a 3. fejezetben targyalt modszerekhez képegfanis itt az'S,

kiszamitasahoz nem kell ismerniink a mégelS,,S,,...,S,, 0sszegeket, azaz nincs szikség
rekurziés osszefliggés felirasara.

Az S, -nek megfeldl determinans:

e
S H e e e
Do " @ @ @ 0 (n+ry

(2 - () e
FAEICE - (Y e

2
A Cramer-szabaly szerint:

D, 1
= = D
> 7 (p+a) ™

ahol p=123,... (az X, kiszamitasaval nem foglalkozunk).

Tehat:
1
(j 0 0 0 n+1
1

I
e 1 I I v

(20 - () e

(Eii} (pglj (Ej (pzﬂj o

—

n+1)°

—

n+1)°

(4.2.4

ahol p=123,....

93



4. FEJEZET NEM REKURZIOS MODSZEREK

4.2.2. Specialis esetek a kapott 6sszefliggéesre

Vizsgaljunk meg harom konkrét esetet awbiekben felirt formulara.

Ha p =3, akkor
|
0O O n+1
1
2) (2 ) 100 1
112 1 0 (n+1) n+l11 2 0 n+l
:—[J\ =— 5| =
403) (3) (3 Jf 240 3 3 (n+)
(n+21) ;
3) (2) 1 146 (n+1)
44 (4] (n+2)*
4) (3) (2
100 1
020 n | el o "ol et Yt
=0+l =— 3 n(n+1) = 1 n+1 (=
24 10 1 3 nn+1)| 24 13 nn+l) 8 [ . (h+1)
0 1 3 n(n+1)?
2 0 1 )
_ n(n8+1) 1 n+il= n(n8+1) E‘i n(nl+1) _ n(n8+1) EﬂZn(n+ 1)—O]= n (n4+1)
0 0 n(n+1)
Tehat:
S, =1°+2°+3+..+n’ = nz(n4+1)2
Ha p =4, akkor
.
0 0 0 n+1
1
21 (%] o o (n+1)? 10 0 O 1
1 z ; 3 11 2 0 0 n+l
S, == 0 (+1="""m 3 3 0 (n+1)|=
50 03) (2) (1 120 2
A (D (N (a 1 4 6 4 (n+1)
(n+1)* 15 10 10 (n+1)
4) \3) (2) (1
5\ (5) (5) (5 (n+1)
5) \4) (3) (2
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1000 1
2 00 n
10200 " +111 3 0 n(n+l
=" 1 3 0 np+y)|=" | =
120 , 1201 3 4 n(n+1)
0 1 3 4 nln+)) ,
. 1 4 6 n(n+l)
01 4 6 nn+l
2 00 1 2 00 1
_n(n+1)[]1 30 n+1| nhn+1)l-1 30 n o |_
120 1 3 4 (n+1? 120 |0 0 4 nn+1)|
1 4 6 (n+1)° 0 1 2 nn+1)?
2 00 1 0 6 0 2n+1
:n(n+1)[]—l 30 n :n(n+1) -1 3 0 n _
60 [0 0 2 n(n+1) 60 [0 0 2 n(n+l)
0 1 1 n(n+1)? 0 11 n(n+1)?
6 0 2n+1 6 0 2n+1
) enm 2 nnsd) = o o —nnen)2n+) =
60 | 60 )
1 1 n(n+1) 11 n(n +1)
n(n+1) 6 2n+1 n(n+1) 3 1
= -1 =- 2{-1)fen+1 =
60 1 )#—2 ~n(n+1)(2n+1 60 Rl n+)E~]1 n(n+1)‘
:w[ﬁgn2+3n_1),
30
Tehét:
S, =1'+2*+3"+..+n* = n(n+1)(2n+1)(3n2 +3n—1).
30
Ha p =5, akkor
5
0 0 0 0 n+l
1
2\ (2 )
| [{] 0 0 O (n+1) 100 0 0O L
33300(+1)3 12 0 0 0 n+1
_143) (2) 1 " _n+14 3 3 0 0 (n+1)?| _
STaa) (4] (4) (4 J 72001 4 6 4 0 (n+1P
0 (n+1) ,
4) 3) |2) 1 1510 10 5 (n+1)
5) (5) (5) (5 (SJ (n+1f 1 6 15 20 15 (n+1)°
5) 4) \3) 2) 1
6) (6) (6) (6 (6} (n+1)
6) (5 4 \3) (2
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100 0 O
200 0 n
02000 130 0 nn+1)
n+110 1 3 0 0 nn+1)| n+1 ey
=— =[] J=—=m 3 4 0 nn+1)=
72010 1 3 4 0 nn+1?’ 720 ,
. 1 4 6 5 nn+l)
014 6 5 nn+l) .
. 1 5 10 10 n(n+1)
0 1510 10 n(n+1)
200 0 1 2 000 1
130 0 n+l -1300 n
= n(;12+01) Mm 3 4 0 (n+1)?]= n(;l2+01) M0 0 4 0 n(n+1)|=
14 6 5 (n+1)’ 0 125 n(n+1)
1 5 10 10 (n+2)° 0 1 45 nn+1f
2 000 1 0 6 00 2n+1
-1300 n -1300 n
:n(;';ol)[z[as[]o 020 nn+l) =n(r;;’1)mo 020 nn+))l=
0 111 n(n+1y 0 111 nn+1
0 121 nn+1’ 0 121 nn+1°
6 0 0 2n+1 6 0 0 2n+1
_nn+1) . v 10 2 0 nn+1)|_nn+1) 10 2 0 nn+1) | _
72 ) 111 nn+2? 72 1 n(n+1)?|
1 2 1 nn+1)’ 010 n*(n+2)?
6 0 2n+1 1 0 2n+1
:n(r;;’l)cm 2 nn+1) =n(r;;1)E6 2 nn+1) |=
0 1 n?(n+1) 0 1 n?(n+1)
2 2 2 2
_nn+1) 12 ?(n 1)2 _nP(n+2° 2 1 | _n?(n+1) Eﬁ2n2+2n—1).
12 1 n?(n+1) 12 1 nln+1 12
Tehét:

S =1°+2°+3%+..+n° = nz(n+1)2(2n2 t2n- )
T :

A modszerrel kissé hosszadalmas és ,helyigényeghasokkal ugyan, deédlllithatdék az
el6zéleg mar ismertetett eljarasok segitségével leveazigezefliggések.

8. Megjegyzés

Létezik olyan eljaras, amelyben linearis egyentatszer altal hatarozzuk meg egy adott
polinom egyutthatéit, majd a kapott polinom hat@tbantegréljat véve eljutunk a megfeiel
formulaig ([20]), illetve van olyan is amikor az ysmletrendszer révén kiszamitott
egyutthatok segitségével kozvetlentl felirhatjpdaek azt a polinomjat, amely a kivant
hatvanydsszegnek megfdigisszefliggést adja meg ([28]).
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4.2.3. A modszer altalanositasa szamtani sorozateketére

A tovabbiakban bemutatjuk azt, hogy mi térténik @klha egy tetsteges szamtani sorozat
egymast kovét tagjaival dolgozunk.

Tekintstink egy olyada,} . szamtani sorozatot, melynek &lslemea, differenciaja pedigl,

ahola ésd val6s szamok. Vizsgaljuk meg, mit tudunk mondasbeozat el$ n tagjap-edik
hatvanyainak osszed@ér vagyis egyp-edrend szamtani sorozat egymast kdveagjainak
0sszegél!

Legyen
S,(ad)=a’ +af +af +..+a’ =éaip :é[a+(i -1)]”,

ahol p= 0,1,2,... .

S, (a,d) kiszamitasaval ezuttal sem kell kiilon foglalkoznuriszen kdnnyen belathaté hogy

S, (a,d) =n.
Azzal az esettel, amikod =0, azaz a sorozat allando, szintén nem kell kild@tafkozni,
hiszen ilyenkorS, (@,0) =n[@&° =n@&".

Legyen tehatd #0. Az alabbi gondolatmenet megegyezik &, kiszamitasara az
el6zéekben, mar részletesen bemutatott eljarassal.

Tekintsik tehat az
k+1 k+1 k+1 k+1
k+1 +d k+1 - ‘k+1 m 1|]jk + mkﬂ
4=(a+d) ( 0 ]m ( jm NI

k+1
azonossagot, melyet atrendezve és felhasznélva(hogyJ =1 kapjuk, hogy:

a1"++11 aikﬂ:(k;-']j@ikm_l_(k;'l]@ikﬂmz+m+(k:1]@ilmk+(E11Jmk+1,(4_2-3

aholi = 1,2,...,n ésktetsdleges természetes szam.
Ekkor

k+1 k+1 k+1 k+1
Z[a.kff a!]= ZH : jtaikm{ ;J@ik‘1m2+... ( : Jm " + (k:Jmkﬂ}:

k+1 k+1 n k+1 n k+1 n

[l @20 a“t+..+ nk !t [ 01
(e o o o[
A baloldalon egy teleszkopikus 6sszeg talalhat&lgmz 6sszevonasok utan

a<? —a! = (a+nd)“"* —-a** alakot 6lt, vagyis

(a"'nd)kﬂ_akﬂ:d[Ek 1J[5k(a d)+..+d* EEk:leSl(a,d)+dk+l[€:i:}[5)(a’d)-

97



4. FEJEZET NEM REKURZIOS MODSZEREK

Atrendezve a kapott egyéskget, felirhatd, hogy:

(a+nd)<*t -akt =

=(tiﬂ [S, (a,d) [ +(k:1j[51(a,d)ﬁuk +...+(kzlj[a((a,d) [l (4.2.6

Rendeljink a (4.2.6) 6sszefliggéshez egy [ineéryserégtrendszert, amelyet agy kapunk,
hogyk-nak rendre0,1,2,...,p értékeket adunk. Igy az aldbbi egyenletrendszgthenk:

2

1
3 3
BJESO(a'd)WJr(Z

(a+nd)? -a? :@[so(a,d)mz +( JESl(a,d)ml

(a+nd)3—a3:( ]ESl(a,d)m2+G][82(a,d)m

(a+nd)” -a” =(E) 08, (a,d) d® +(p‘il][sl(a,d) Pt +,,,+(3 S, , (a,d) @

+1 +1 +1
(a+nd)™ -2 =(E+J[so(a,d)mpﬂ+(pp ]ESl(a,d)mI” +...+('D1 jESp(a,d)Bj.

Az igy kapott(p+1) egyenletBl all6 egyenletrendszerben tekintsik ismeretlenkkaz

S (@,d), S (a,d), S,(a,d),...,S, (a,d) »SZzimbolumokat”. Az egyenletrendszer
egyutthatomatrixanak determinansa:
1
Um 0 0 0 0
1
2 2
jmz Um 0 0 0
2 1
3 3 3
S - T T
= 3 2 1 =
Pl P e P ez Py 0
p-1 -2 1

P

P
e L L 1 P L Y
= ﬂmt@mt@mu.[ﬁjm[ﬁpiﬂm:(p+1)!mp+1.

Mivel D' = (p+1)!i@ " # 0, alkalmazhat6 a Cramer-szabaly.
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Az S, (a,d)-nek megfelel determinans:

1
(J [d 0 0 (a+nd) -a*
2 2
(2 [0l (JE{H 0 (a+nd)?* -a?
3 3
D = (3 [l (thdz 0 (a+nd)’-a®
P
[p [P [ P jmp-l pj (a+nd)® -a”
Y p-1 1
S (e - (P e
p+1 p 2
A Cramer-szabaly alapjan
s@ad=-_ 1 (427
P D (pr)@rt 20
ahol p= 0;1,23,... .

Jollehet a (4.2.7) képlet talan egy kissé ,ijéaek” tiinik, azonban a konkrét szamitasokban
kénnyen és hatékonyan alkalmazhato.

9. Megjegyzés
Az S, (a,d) kiszamitasa ap =2 esetére, valamint negy specialis eset felirasaatatigato

[26]-ban.

4.2.4. A Bernoulli-szamok megjelenése

A Bernoulli-szamok fontos szerepet jatszanak todtiEdott az analitikus szamelméletben, a
kombinatorikdban és az approximacidoelméletben. Fgm#rt meghatarozasuk fontos
matematikai szamitasi részteriilet. A hatvanyotsszdgezamitasanél alkalmazott linearis
algebrai modszer felhasznalhaté a Bernoulli-szameighatarozasahoz. Ugyanis azefs
pozitiv egész szam azonos hatvanyai 0Osszegénelankissanal felhasznalt lineéris
egyenletrendszerhez hasonlé egyenletrendszer nésgold van szikségunk a Bernoulli-
szadmok kiszamitasahoz is.

2. Definicié

Tekintstk az XX

fluggvény hatvanysorba fejtését, vagyis:

X _ wﬂg(k
e -1 «=ok!

(4.2.9

A hatvanysor egyutthatoiban szeieB, -k az tgynevezeBernoulli-szamok
(lasd [4] 128-133. 0.).
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4. FEJEZET NEM REKURZIOS MODSZEREK

3. Definicié
Az el (p+1) Bernoulli-szélm(Bo,Bl,B2 ,...,Bp) ertékét megkapjuk, ha megoldjuk az alabbi
egyenletrendszert:

(4.2.9

(I4sd [11] 680-685. 0.).

A (4.2.9) egyenletrendszerhez rendelt matrix detnmsa megegyezik a (4.2.3)
O0sszefliggések altal felirt egyenletrendszernek ehadgfmatrix determinansaval, azaz

G} Z 0 0 0
@ @ g 00
o=l ) ) -0 ol
I P B (Y
oo NG N IoH I G N

=[J2)d0)n4 )47 = e
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NEM REKURZIOS MODSZEREK

A B,-nek megfelal determinans:

y

|

p+

|

HINH
o ld) ) [

) |
oo (

P

p+
Y

) |
i

0

0

Y
p-2

p+l
p-1

igy a Cramer-szabaly szerint:

oo,

—~
©

[ —

+
[EN
~="

—

5

o

|

p+

|

) |
i |

il |

Y
p

0

)
) G

J
i

P

—+

P

|

HE

p+
2

]

0

P

p-ZJ
p+

1
p-1

0 1
0 0
0 0

(4.2.10

WA

+1
pjo

2

|

ahol p=0123,... (a B, kiszamitasaval kilon nem kell foglalkoznunk, hiszaz el$
egyenletdl azonnal kovetkezik, hogi, = )1

Példaként lassuk két konkrét esetben a megfeBdrnoulli-szam kiszamitasat, jelesul
szamitsuk kiB, és B, érteket!

5

N

w N

w

(3]

(92}

R e
A D

A W AN WOWE DN O

0

w anNn APk W O

0

101

120 0
1101 3 of_
T12000 2 6 4|

0 310 1



4. FEJEZET NEM REKURZIOS MODSZEREK

1 t 30 1 too 1 10 4 1 1
"0 > AT120p 28 1204]1 1J “120 07" 50
3101 311
1
(j O 0O o0 o0 1
1
2 2
0O 0O 0 o
g :1)’ ; 120 0 0
113 5 1 0 0O O 1 13 3 0 O
B, =—1] =— M 4 6 4 0|=
6 [(4) (4) (4) (4 007201510105
4 3 2 1
5 5 5 5 5 . 1 6 15 20 15
5 4 3 2 1
6) (6) (6) (6) (6 0
6 5 4 3 2
12 0 0 O
1 3 0 O 10 0 O
01 3 0 O
1 1 2 6 4 0 1 12 0 4 0
=— 0 2 6 4 0/=— = =0,
720 7203 10 10 5/ 7203 1 10 5
0 3 10 10 5
4 15 20 1 4 3 20 1
0 4 15 20 15
ugyanis az utolsé determinans masodik és negyedibpa aranyos.
Az el néhany Bernoulli-szam értéke:
1 1 1 1 1
B,=1,B=-—,B,=—-;,B,=0;B,=—; B.=0; B,=—,; B, =0; B, =——.
0 1 2 2 6 3 4 30 5 6 42 7 8 30

Ugy tinik, hogy a paratlan indéxBernoulli-szamok, az elskivételével mind nullak.
Bebizonyithatd, hogy ez az éllitas igaz.

2. Tétel
A B, kivételével minden paratlan indéBernoulli-szam O.
Bizonyitas:
Mivel
X x " Eﬁ xj X
X L x_ 14"+ 1 ) _1xi+e )zlg-X(_li),
e'-1 2 2 2 1- 2 e*-1

ef-1 2 [El_lj
e

ezéltal belathatd, hogy azxx—1+§ fluggvény paros.
e —
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., = B . .
A 2. Definicié alapjan azxL1 = Zr': x*, melyet kifejtve kapjuk hogy
e - k=0 K!

X X_ 1 2 3 4 5 6
+§_BO+(BI+EJ%+BZ%+53%+B4QZ_!+Bsg;_!+56[i;_!+,,, _

e -1

Felhasznalva azxil+§ fliggvény paros voltat kapjuk, hogy a paratlan #dksu tagok
e -—

egyltthatéi mind zerok, aze®, +% =B,=B,=B,=..=0.

Q.e.d.

A B,-nek letezik masik determinans segitségével fetithkja is ([45]), azonban
bebizonyithatd, hogy a két feliras egyenéditéek

3. Tétel
1 0 0 0 1
2| 1i 0 0
3j 2i 1 0 0
B, L o ' ! , (4.2.1)
pi | ——-— - - ——= -
pi (p-Di (p-2)i 2i
(p+2i  pi (p-2); 1i
ahol nj az n! reciprokat jeloli, aza;nizﬁ.
Bizonyitas:
Induljunk ki a (4.2.10) 6sszefliggédb
1
( ] 0 0 0
1
2 2
0 0
2 ()

wetl) O 0 - o ol
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4. FEJEZET
L 0 0 0
10!
2 2 0 0
210! 1

BRI A 0

(p+a) | ZZC S I o -
p! p! p! p!
pi0  (p-1m@ (p-2)= 1{p -1)!
(p+1)t  (p+1)  (p+1) (p+1)!
(p+1)@  pm  (p-2)= 2fp -1)!

Minden sorbdl és minden oszlopbdl — az utolsé lalétel — emeljink ki a kdvetkéképpen:

azi-edik sorbdl emeljiink ki!-t, aholi = l2,3,...,(p +1), aj-edik oszlopbdl pedlg(—-t,
j-1)!

ahol j =1,23,...,p.
igy adodik, hogy:

1 DUQ!B!D.[p![(]p +1)!

Bp_(p+n! o2l fp -1)!

1i 0 0

2i 1; 0

iy 3i 2 1i
oJ--- ---  ---
pi (p-2)i (p-2)i
(p+2i  pi (p-2)

1i 0 0

2i 1; 0

1l 3 2i 1i
pi |-—— --—- ---
pi (p-2)i (p-2)i
(p+2i  pi (p-2);

ahol felhasznaltuk, hog§!=1 és azt, hogy anj= i' jelolést vezettik be.
n!

= T

| W RN |RR| -

|

0 0
1
1 0
11
2! 1
1 1

(p-1) (p-2)
1 1
pt (p-1)

0 1

0 0

0 0 |_

2i 0

1i 0

0 1

0 0

0 0

2i 0

1i 0
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10. Megjegyzés
A Bernoulli-szamok kozott kilonbdzrekurzios dsszefiiggések allithatok fel (lasd [48])
teljesség igénye nélkil néhany példa:

Ha n>1, akkor teljestlnek

nn
Y 1 E(kj (B, (B, +B,, =-B, (Euler)

n k=t
nfn+l .
2) Z[ ) j[ﬂn+k+1)[Bn+k =0 (von Ettingshausen)
k=0
nt1(=1)K +1) n
3)B, = —Zlﬂ n D" (Kronecker)
k=1 k k j=1
n(n B B
4 D k - n+l .
)kgo(kj n-k+2 n+1

4.2.5. A Stirling- és Bernoulli-szamok kozotti kapsolat

A 3.4.3. fejezetben definialt Stirling-féle szamék a Bernoulli-szamok kozott kapcsolat
teremthet (lasd [18], [45]), éspedig:

ha n> 0, akkor teljestilnek a kovetkéz

B =3 (-1)" E—Ik—![S(n+],k+1) , (4.2.19)
k=0 k+1
illetve
n |
—1)¢ K+1)B, = 2.
2 (-1 Sn+1k+D B = (4213

ahol S(n,k) a masodfaju Stirling-szamot, migin,k) az eléfaju Stirling-szamot jeldli, azzal

a megjegyzéssel, hogy ez utébbi t‘)sszefug@lés%-et ad eredményiil.

Létezik mas oOsszeflgges is az é&§l Stirling-szamok és a Bernoulli-szamok kézott,
éspedig:

han=>0 ésmz=0, akkor
1 m K _
— (1) M+ Lk 1) By = Ay, (4219

ahol A, az un. Akiyama-Tanigawa szam (lasd [16], [18],][45

Az Akiyama-Tanigawa szamokat a kovet&eekurzidval kapjuk:
1 |
= es =m+dA, ., — A , 4.2.1
AO,m m +1 A1+1,m (m )[Q nm n,m+1) ( 5

aholn,mON.
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Az elsh néhany Akiyama-Tanigawa szam a 4.2.1. tablazdéihato:

n\m 0 1 2 3
0 R
2 3 4
N
2 3 4 5

5 1 1 3 2
6 6 20 15

5 o | L [T ] 2
30 20 35

. | L 13| _1
3C 3C 14C 10¢&

s | o | -L|-L -2
42 28 10¢&

s | L | L[ L] 1
42 42 14C 10¢&

4.2.1. tablazatAz elss néhany Akiyama-Tanigawa szam

Az adott (4.2.15) rekurzio segitsegevedatiitott szamok kozul azA ,-k pontosan aB -t
adjak eredményiil, azzal a megjegyzéssel, hogy s&idi (4.2.13) esetén ebben az esetben is

aB, értéke% lesz.

4.2.6. Kapcsolat az efsn pozitiv egész szam-edik hatvanyanak 6sszege és
a Bernoulli-szamok kozott

A kovetked allitas kapcsolatot teremt & es a Bernoulli-szamok kozott.

4. Tétel (Jakob Bernoulli)
Az el n pozitiv egész szanp-edik (p=1) hatvdnydnak 0Osszege déllithaté a
kovetkedképpen:

ar 1 $ p+1 +1-k
— P — B +1) Pk 4.2.1
s, =30 p+1ag( k] G+ 4219
Bizonyitas:

A bizonyitasp szerinti teljes indukcidval torténik.
Legyenp =1.

S =% Dkiﬁ] B, [{n+1)"* =% Eﬁ(é) [10{n +1)° +(ﬂ [E-%J n +1)} -

n(n+1) |
2

=”T+1[6n+1—1)=
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Tehat az allithp =1 esetén igaz.

Tegyuk fel, hogy az allits igaz minddrx k < p—1 esetén. Bizonyitandd, hogy la= p
esetben is igaz.

| '+1 j+1- . ,
reavent, :j_ilmkiljk )EBK fn+1)""", aholi< j < p, éslegyed =T, -S,.

A T, definicioja alapjan kévetkezik, hog$, =T, mindenl< j< p-1 esetén. Azt kell
bizonyitanunk, hogys, =T,.

Mindezek alapjanfelhasznalva a\ definiciojat:

p+1 Y p+l p+l i p+1l p+l
(8 = (8 + (8, = T + +A)=
Nt R (R iae
- 1 1 1 1
:le(p-*' j[rj+(p+ jlzrp.}.(p'l- jm:i(p-*- j[rj+(p+1)m
=) p p =)

Tehat:
i(pj 1]E5j=§(p;lJUj+(p+l)m. (4.2.19
=1 j=1

Mo

A kivant S, =T egyenbséget megkapjuk, ha sikerll bebizonyitani, hay¥ 0. Ehhez

j=1

+1
elébb a Z( J )Er kifejezést fogjuk egyszébb alakra hozni.

A T, definicioja alapjan:

o (p+1 p+1 i(j+1 .
= 0= (B, [n+1)""*™* =
E(JJJE(JjHlka]k[ﬂ )
p+1 ifj+1 K+1 p+1) i 1 j+1 K+l
J— n+1 = [B. n+1 ,
,2( j j j+1D|<§)(j—kj Jk[ﬂ ) Z( j j%j+1tﬁj—kj J_k[ﬂ )

ahol mivel véges sok tagbdl all6 6sszegekman sz0, felcserélhettiik az 6sszegen belil az
0sszegzes sorrendjét.

gy
i(p;ljtr Z(pﬂ]j [E J B, dn+1)<". (4.2.19

j=1 k=0 ] +1

Figyelembe véve, hogy

1 (i+1)_ 1 (j+1r  _ j! ! 1 _ 1 (]
j+1 j—kj_j+1D(j—li)![(jk+1)!_(j—k):[Ck+1)!_(j—Jk)![R!Dk+1_k+1EEkj'
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a (4.2.18) dsszefliggés alapjan:

z":(pt"lJi-l [Ej+i.j Jk[qn_l_l)kﬂ Z”:(p‘*‘ljmzl: 1 liJEBj—k[ﬂn*'l)kﬂ:

j=1 J k=0 | +1 J j=1 J k=ok +1
P J p+1 1 J k+1
= O0— (B n+1) -,
zz( j Jk+1tﬁkj i)
vagyis
P p 1 p+1 J K+1
[r — (B n+1 . 4.2.1
]Zl( j J Z—lkzo( j )k+1[€k] e+ 219

Mivel O0<sk< j< p, ezért ha vesszik ésj 0sszes lehetséges péarositasat az adott feltétel
mellett, akkor a (4.2.19) 6sszefliggés jobb oldaliintsszeg atirhatd a kdvetkealakra:

pi(p+l) 1 j K+l _
,zlkzo( j ij+1[EkjEBj‘k )™ =

1 k+1_ p+1 O _
J[—lleDSj_k [fn+1) ( 0 J[EO]EllEBo[ﬂn+1)_

k=0j=k\ ] k) k+1
0+ e P+ 1) 5 (n+1)
ko kK+1 Al ] k)

ahol a kivonando mennyiségka= O; j = 0 parositas hianya miatt jelentkezik.
Mindezeket felhasznalva a (4.2.19) 6sszeflggésaaap

p(p+1 o (n+1) " _o(p+1) (] _
Z( . jU 2T D,Zk( _ JEEKJEBH (n+1). (4.2.20

=1\ ) k=0 J

Tovabba az is felirhat6, hogy

p+1) [])_ (p+)! j! (p+1)! _
i) )T i1 1) ki —K) T (pei- R k)
_ (p+1) (p+1-k) _(p+1)(p+1-k
 kifp +1-kK)! p+1—j)![(]j—k)!_( k jEE j—k j

és igy
p(r|+j|_)""l p(p+1) (]

B._, - 1)=
kzzé) K+1 EE(( j k) ¥ (n+1)
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P.(p+1-kK X p+l1-K
ahol felhasznaltuk, hogyteljesUIE pj K ][Bj_k: (p j ]EBJ. egyenbség.
j=k - j=0
Tehat:
p(p+1 b (n+1)* (p+1) e p+l-k
0 =Y B, —(n+1). 4.2.2
)= £ ) -0 w2

P +1
A Bernoulli szamok definiciojabdl kovetkezik, ho@[p_ jEBj =0 (kivéve, hap=0).
j=0
Ez alapjan a (4.2.21) Osszefiiggés jobb oldalanhtd 6sszegben minden tag jelik”,
kivéve ap-k =0, azazk = p esetet.

Tehat:
p(p+1 _(n+1)erl p+1) (1 ~ _(n+1)”+l _ 3
(P = B 4P gl ()= O -4
=(n+2)"" - (n+1),
vagyis
é{ p;rlj T, = (n+1)"" - (n+2). (4.2.29

Azonban, ha a (4.2.2) 6sszefliggésbé&rnalyérep-t irunk, akkor
(n+1)™ = p+l fn+1)+ P+l [ + p+1 (S, +...+ P+l 5, + P s :
p+1 P p-1 2 P 1 P

+1 +1
amely 0sszefliggést atrendezve és felhasznélva,(hg y j = ( p_ j kapjuk, hogy
J

1-]
p+l _ — b p+1 — p p+l
(n+21)"* - (n+1) jz:l(pﬂ_j}[sj ]zl( j jtsj.
Tehat:
i{pjﬂj (8, =(n+1)"" - (n+2). (4.2.23
=

A (4.2.22) és (4.2.23) alattiakat behelyettesityé.2.17) alatti egyefikégbe, kapjuk hogy:
(n+1)" -(n+12)=(n+1)"" - (n+1)+(p+1)B,
azaz(p+1)[A =0.

Ez a kezdeti feltételek figyelembe vétele mellesgk akkor lehetséges, a= 0.
Q.e.d.
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Lassuk néhany konkrét esetbengzfelirasat a (4.2.16) 0sszefliggés alapjan!

Ha p =3, akkor
s =2 )m e -

:%[E(gjﬂ[ﬂn+1)4+(ﬁ[€ jmm Ugl_[qn+1 +o}

2 2 2
=_(n4;1) E[(n+1)2—2(n+1 +1] Eﬂn +2n+1-2n-2+1)=" (n+1) .

4

Tehat:

n?(n+1)°

S, =0+2°+3+..+n° = 2

Ha p =4, akkor

[fmer]
S (e (emrs (-

") St s Sefoay -2 =

1
S4:g

I

=T J;l Eﬁ6n“ +24n° +36n° +24n +6-15n° = 45n° — 450 —=15+10n° + 20n +10-1)=

n(n+1)(2n+1)(3n° +3n-1)
30 '

:ns_J;]l[ﬁ6n4 +9n° +n” - n)z_n(r:;gl) Eﬂ6n3 +9n? + n—1):
Tehat:

n(n +1)(2n+1)(3n* +3n -1) |

S, =1"+2*+3"+..+n* =
30

Ha p =5, akkor

Eﬁ EL[Qn+1 ]Eﬁ—%) [{n+1)° +(§J%[ﬂn+1)4 +O+GJ [ﬁ—s_loj [fn+1)° +o} -

EE(n+1) -3n+1°+2 [Qn+1) 1}:

2

2
:%E@n“ +8n° +12n* +8n+2-6n° -18n* =181 - 6+ 5n° +10n+5—1):
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= o1y [ﬁZn“ +2n° - n2)= n’(n +1)2(2n2 *2n _1)
12 12 '
Tehat:

n?(n+1)(2n? + 2n —1).

=1°+2°+3°+..+n° =
S 12

Ebben a fejezetben az azonos kjévhatvanydsszegek kiszamitdsanak problematikajat
linearis algebrai eszkdzokkel kozelitettik meg. @arérdekében ébzor felirtunk egy
.alkalmas” osszefliggést, majd ehhez hozzarendelgmk lineéris egyenletrendszert. Az
egyenletrendszert Cramer-szaballyal megoldva, egyt Zormulat kaptunk az S,

hatvanydsszegre, melynek felirhsa egy determindagarkitasara vezetléetvissza. A
modszer altalanosithatd volt szdmtani sorozatakra i

A linearis egyenletrendszerrel valdé problémamegold@apcsolatot teremt a Bernoulli-
szamokkal is. Megmutattuk, hogy az altalunk isntetteeljaras alkalmas a Bernoulli-szamok
kiszamitasara. Kapcsolatot irtunk fel a 3.4.3. Zefben bemutatott Stirling-szamok és a
Bernoulli-szamok ko6zoétt, majd a fejezet végén agd et pozitiv egész szanp-edik
hatvanyainak dsszege és a Bernoulli-szamok k&zott.

Ez ismét szép példajat adta a matematika kiléhbtertletei kozotti ,atfedések”,
.hatarterileti 6sszekapcsolhatdsagok” igazolaséiedtérasanak.

A nem rekurziés médszerekkel kapcsolatban altaEagizan elmondhatd, hogy ezek:

1. az azonos kitéyti hatvanyok o0sszegének kiszamitasanal nagyon has#os
bizonyulnak, mert a rekurziés 0Osszefliggésekkel n&tben nincs szikség
.megebzé” 6sszegek ismeretére, alkalmazasuk azonnali enegaé&ezet.

2. kénnyen algoritmizalhatok s ennek okan — szaggftésegitségével — akar nagyon
magas hatvanykitékre is formulak nyerhék.
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5. Osszegzés, a kutatbmunka eredményei

Munkankat a disszertacio 1ényegi részének osszafigglval és a sajat kutatasi eredmények
azonositadsaval zarjuk.

5.1. Bevezetés

Az értekezés bevezetészében azonositottuk a vizsgalt témat (hatvéazgiek kiszamitasa
kulonb6® modszerekkel), meghataroztuk az elvégseridladatokat és célkizéseket,
felsoroltuk az alkalmazasra kefiuimoédszereket, tovabba leirtuk a dolgozat szerkezsté
logikai rendjét.

5.2. Tudomanytorténeti vizsgalat

A 2. fejezetben megvizsgaltuk a probléma tortéagpiektusait, azt a folyamatot, amelyben a
kulénbo® korok tudosai [€épéétIépésre kozelebb jutottak a megoldashoz.

A hatvanydsszegek kiszamitasa targykorébetkéid az okori gorog tudosok (Puthagorasz,
Arkhimédész, Hupsziklész, Nikomakhosz) értek ednéls eredményeket, felhasznéalva tébb
esetben is a figuralis szamokat. Az 0- és ujkarakmatematikaban mar megjelent a szamtani
sorozatok 6sszegzése, illetve a sorozat altala@aypdnak kiszamitasa. A tobbségében algebrai
modszereket alkalmazé hindu matematikusok szint&pesek voltak a szamtani sorozat
tetsdleges tagjanak kiszamitaséara, ad elmégyzetszam, illetve kbbszam 6sszegzésére, s ez
utobbi elmondhaté az arab-perzsa matematikusokrOAiprobléma megoldasa kapcsan a
kozépkori és kora ujkori eurdpai gondolkoddk k@iébevi ben Gerson, Thomas Harriot,
Johann Faulhaber, Pierre de Fermat, valamint BR&szal emlithét akik mind kdzelebb
jutottak a végé megoldashoz. A hatvanytsszeg kiszamitdsa mindenékesetén Jacob
Bernoulli nevéhez iizédik, aki ezzel a probléma végleges megoldasat adégil is a
feldolgozott matematikatdrténeti forrasmunkak tamdbysaga szerint a hatvanydsszegek
kiszamitasanak problematikaja torténetileg szépdgp@l az emberi tudas fokozatos
gyarapodasanak, a gondolkodas éfdflsének és a matematikai modszertani apparatusok
gazdagodasanak

5.3. Rekurziés modszerek

A 3. fejezetben azS, =1° +2° +3° +...+n® (n,pON, nx1) 6sszeg meghatarozasanak

rekurzios képletre vezetmegoldasat analizaltuk. Ot olyan megoldasi moéddzaettiink
részletes vizsgalat ala, ahol efté&takon jutottunk a kivant rekurziés formulahozelkgzek a
modszereknek a kdzos tulajdonsaga, hogy egy konkrét felirt 6sszeg kiszamitasahoz
szliikség van a medeb indexi 6sszeg/6sszegek ismeretére.
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5.3.1. Eredmények

1. A matrixos (tabldzatos elrende#gsmodszerhez matrixaritmetikai fogalmakat is
felhasznaltunk. E metodikanal megadtunk egy speci&hes matrixot, éspedig:

o
17
1P

17

2
2
2

2

3
3
3!

3

nP |

nP=
nP?

nP=

Az elemeket élszor soronként 6sszegeztik. Ezutan specialis métsegitségével
(fels6 haromszog matrix, als6 haromsz6g matrix, diagenafiatrix) egy Ujabb
0sszegzest elvégezve és az edisaget felirva, a részletszamitasok utan megkaptuk
az

Sp = (n + 1) |:Sp—l - kzr;lsk;p—l

rekurzios formulat.
Felirtuk a képletnek az €It pozitiv egész hatvanyra vonatkozé eseteit. Expk
része a kozépiskolabdl mar jol ismert formula.

Sl:1+2+3+...+n:M.
S, =1 +2°+3 +..+n _ nin+1)an+1)
6

83:13+23+33+ +n3:n2(n+1)2

—
S, =1 +2°+3"+..+n* = n(n+1)(2n+1)(3n2 +3n—1)
3 o _
S =1°+2°+3+ +n5:n2(n+1)2(2n2+2n—1)

" ,

Megmutattuk, hogy a megoldas gondolatmenete alkdiaté az alternalé 6sszeg —
azaz azS, =1° ~2P+3P —4P +..+(-1)"" P - esetére is. Ebben az esetben a
kovetked specialis matrixot hasznaltuk:

L L L ()" P ]
I L L L (-2)™* e
M = 1p—1 _ 2p—1 3p—1 (_ 1)n—1 mp—l

|17t —2et 3Rt ()" et

Az igy nyert rekurziés képlet végslakja:

S:) = (n +1) [S:)—l - kzr;:ls;:p—l .
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Ezt koveben bemutattuk a formula alkalmazhatésagat néharscidps eset
kozreadasaval (az élségy pozitiv egésg-re).
_1+(-9""2n+1)

2 :

S; =12 -2 +.32 —4? +___+(_1)”‘1 2 = (_1)n—1 |j|(r12‘|'1)

S; :13 _23 +33 _43 +”'+(_1)n—l mg — _1+ (_1)n_1 [ﬂzn8+1)(2n2 +2I’]—1)

3 2 _
S =1 -2t 3t -t e (A = (o 20

2

Elvégeztik a kiindul6 matrix (tAblazat) elemeind&pcgs” dsszegzését is, s igy
matrixaritmetikai fogalmak hasznalata nélkil juthak el az élbbiekben megismert
Osszefliggésekhez. Ezen tuldem egy ,alkalmas” abra felhasznalasaval
szemléltettik a kivant rekurzidohoz toréésljutést.

S =1-2+3-4+.+(-1)""

2. Az Osszegzési feladat masodik fajta megoldasanétkarzios formuldhoz egy
specialis azonossagbol, mégpedig a

(k +1) kP -k {k -1)° =

(oo {FJar [ ot {fJar e o

azonossagbdl kiindulva jutottunk ek[UR, pOZ"). A szamitasok végén kaptuk,
hogy:
p Y p
(p+3)5, = v o D) B ot (O s,

Alkalmaztuk a képletgd néhany konkrét esetére.

A rekurzidhoz vezét gondolatmenethez hasonlé Uton két masik Osszesigigé
kiindulva 6sszegképletek kdzotti 6sszefliggésekdtunk meghatarozni a paratlan,
illetve a paros indexek esetére. Altalanos formalédtunk meg és ezeket néhany
specidlis esetre konkretizaltuk.

Az altalanos formulak:

- paratlan index esetén:

_ p p Y
L -

- paros index esetén:
3RS, B =

[(2)eam (2o o2 e

A képletek segitségével nyert néhany specialis eset
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A[8? =3[5, +S,, illetve %[64[&5l 1).
2B =S, +5,, lletve S =2 Eﬂ6[81 ~ 4[5, +1).
6[S,[S, =5[S,+S,, illetve 4:?2[&5[51—1).
128, [8? = 7[5, +5[5,, illetve 2%[(112[512—6[51+1).

3. A rekurzios formula éallithato a binomialis tétel segitségével is. lkead |épés az
alabbi 6sszefuggeés felirasall R, pON):

(a+1)™ -ar* = Pl e o [P ey o[ P [ P
1 2 p p+1)

Az a helyébe rendre behelyettesitve 42....,n természetes szamokat, a kapott

Osszefliggéseket 6sszegezve, az 0sszevonasokreeaések utan viszonylag rovid
részletszamitasokkal a kdvetkezredmenyt kaptuk:

(p+1)CS, = (n+1)"" —[p;rlj S, , —...—(pglj[sl (p+1j fn+1).

Ezutan felirtuk a kapott 6sszefliggés harom spea@sktét.
Hasonlé eljarassal altalanositast végeztink a saansorozatok esetére is, igy
rekurzios formulét irtunk fel az

S,(a,d)=af +af +af +. +ap-2ap=i[a+(i—1)m]"
i=1

6sszeg meghatarozasara, ahohz {a,} , szamtani sorozat éseleme, migd a
sorozat differenciajag,d O R). Ez esetben az

p+l p+l= p+1 .p[]j+ + p+1 _1[]:1,3_'_ p+1 []jpﬂ
a%' -, (1m | De1

Osszefliggési indultunk ki és a szamitasok végén a kapott fdanaz alabbi:

k=2

(p+1)@ (8, (a,d) = (a+nd)™ -a®" - Z{d Eﬁp: 1] (Sperk (a,dﬂ'

Ezutan felirtuk ennek a formulanak néhany konkrét ésp-re vonatkoz6 altalanos,
majd néhany konkré-ra vonatkozo6 specialis esetét (0sszesen 27 edetet)lik itt
bemutatunk néhany érdekeset. Példaul:

s @3 :g[ﬁsm 2a-3).

S (@l :g[ﬁzn2 +3n(2a-1)+6a% -6a+1]

S,(@2) = n[2n3 +4n*(a-1)+n(3a® -6a+2)+a’ —3a> + Za].
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S(n+12) =(n+1)+(n+3)+...+(3n-1)=2n2.
S, 13 =1 +47 +..+(3n-2)’ =2[ﬁ6n2 ~3n-1).

S?. (112) =13 +33 +.__+(2n_1)3 — n2(2n2 _1)
S,(23)=2°+5°+..+(3n-1)° = n(3n +1)(9n2 +3n—4)'
4

Kidolgoztuk a probléma megoldasat azéetspozitiv egész szam-edik hatvanya
valtakozo ebjelit 6sszegének esetére is. Ennek gdgamulgja:

2{p+1Ls, =

A (CE SR ESEER IS L S

Kk

Ezutan felirtuk az alternalé 6sszeg két specidltét (p = 3;4 kitevokre).

A tovabbiakban elvégeztik az 4ltalanositast a sadirsbrozat alterndlé 6sszegére is.
Ez esetben az@llitas eredménye az alabbi:

2d [{p+1)(S, (a,d) = (-1)" daf - P - d [f2d)? |+

+af? -af?t -d{2d)’ - i(pl:lj (5,14 (a,d) [{2d)".

k=2

Az értekezésben szeré@ altalanos és 12 konkrét es#tht az alabbiakat mutatjuk

be:
. _ (-1 d2nd + 2a-d)+2a-d
S (ad)= 2 :
S (a.d) = (-1)"* n?d? + nd(2a-d) + a2 - ad|+ a* - ad

2

S (1,2) =1-3+5-7+..+(-1)"" f2n-1) = (-2)"* .

(-2 ffon® +3n-2)-2
. .

S, (12) =1° -3 +5° - 7* +..+ (-1 f2n-1)° = (-2)"* m(an® - 3).

S (23 =22-5+8 -1 +..+(-1)"" {3n-1)* =

4. Hatvanyosszegek kiszamitasara vézekurzios formulat a szimmetria segitségével
is el lehet allitani. Ehhez &zo6r definialtuk az emelkédés stllyed faktoriélis
fogalmat, majd ismertettiink egy tulajdonsagot eeeklpcsolatban.

Az emelked faktorialishoz egy sorozatot rendeltiink, melynagjai k6zott edbb
egy rekurzios kapcsolatot teremtettiink, majd ezalkeigokat 6sszegeztiik. A kapott
teleszképikus 6sszeg eredménye é4,8z..(p-1) szamokhoz rendel, s, ..., s, ,

szimmetrikus 6sszegek segitségével eljutottunkankirekurziés formuldhoz, amely
a kovetke#d:
_nn+1)n+2)..(n+ p)

s, "

p-1
- ES |:Sp—i '
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Akéarcsak az élz6 modszereknél, itt is ismételten felirtuk a kapotmula p = 3;4;5
specidlis eseteit.

Bevezettik a Bell- és Stirling-szdmokat, rekurzidsszefiiggéseket irtunk fel
kozottik, majd kapcsolatot teremtettiink tobbek kibzédz emelked/sillyeds
faktorialis, a Stirling-szamok, valamint az hatarozatlan pozitiv egész Kkitgir
hatvanyai kdz6ttMegadtuk az etsn pozitiv egész szam reciprokainak 6sszegét az
elsbfaju Stirling-szamok segitségével, majd ismertetiiilCatalan-6sszefliggést — s
ezzel sikertlt ,hidakat” Iétesiteniink a matematikas teriletei felé is.

5. Az azonos kitetjii hatvanyok 6sszegzéséenek feladata megkozélithetanalizis
modszereinek felhasznalasaval is. A kivant rekumm@kaphaté egy arra ,alkalmas”
fuggveny derivalasa segitségével. Itt a kiindulgzésiiggés az

(eX —1)[Fn(x) = ™% —eX ahol F,(x) = ie'& ,n0Z".
1=1

Kiszamolva az 6sszefiiggés mindkét oldalafpkt1)-edrend derivaltjat, majdx

helyébe 0-at irva és a sziikséges szamitasokatekegnegoldasként az alabbi — a
binomialis mdédszer esetén mar megismert — rekukapset adodott:

(p+1)CS, = (n+1)"" —[pﬂj S, , —...—(pﬂj[sl —[pﬂj fn+1).

2 p p+1

Egy masik specialis fuggvény F, (X) = iem - felhasznalaséaval elvégeztik az
1=1

altalanositast a szamtani sorozatok esetére. Eradiniéaptuk, hogy

(p+1) @ s, (ad)=(a+nd)™ -a _(pzﬂmz (8, (ad)-

(P YNars L @d) - P e s @ - P e s, ad
s |2 s - P @ s e[ ] | s @)

A metodikat azF, (x) =Y. (-1) " @™ fuggvény segitségével alkalmaztuk azels
1=1
pozitiv egész szamedik hatvanya alternalé 6sszegeére is. Itt a §égsnulara a
2({p+1)rs, =

=(-1)™* [ﬁ(n+2)"*1 —(n+2)*" —2‘)]+2p —1—2(‘?? (8}, (2

adddott.
Megvizsgaltuk, hogy a mddszer hogyantkidik” a szamtani sorozat alternald

n - s 7 = 7 Ve 7
0sszegére. A specialis fuggvenk,(x) = Z(—l)' '[@3™) felirdsa, a derivalasok és
1=1

az elvégzendlrészletszamitasok utén a rekurzids képlet a kézétklakot oltotte:

2d [{p+1)(5; (a.d) = (-1) a3 - a2t - d of2d)’ |+

+ a2p+1 _ a1p+1 -d [ﬂZd)p - Zp:( pljl) [S;+1_k (a,d) EQZd)k :

k=2
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5.4. Nem rekurziéra vezed megoldasi modszerek

A 4. fejezet a hatvanydsszegzés nem rekurzios fdnawezet modszereivel foglalkozik. Itt
két olyan — nagyon hasznos — megoldasi eljarasttumk be, amelyek olyan képletekre
vezetnek, amelyek az éIs1 db pozitiv egész szamedik hatvdnyanak O6sszegét azonnal
megadjak, s ez esetben nincs sziikség ugymond eeltm&y(p-nél kisebb indek) 6sszegek
kiszamitasara.

5.4.1. Eredmények

6. A kituzott feladatot egy, a differenciasorozatok felhasxsan alapulé modszer
segitségével oldottuk meg. Ehheészlr értelmeztilk a differenciasorozat fogalmat,
majd definialtuk mit értiinkp-edrendi szamtani sorozaton. Bebizonyitottuk, hogy
barmelyp-edrendi szdmtani sorozdt-adik tagjak-nak egyp-edfokd polinomjaval
adhaté meg. Ez utébbit szemléltettik két konkrédg@is.
0,,-Vel jelolve ap-edrend szamtani sorozat él: tagjanak 6sszegét, megadtuk
o,,-taz egymas utan kovetkedifferenciasorozatok keddagjainak segitségevel a

kovetkedképpen:

_(n A Maa +[Maza + +[ ™ )
o[ e{a) gl L

ahol a; Aa,; Na,;...; APa, a megfeled differenciasorozatok elgtagijai.
Mint a fejezet bevezetésében elmondtuk, a moddsZénye hogy o,
kiszamitadsahoz nem kell meghatarozpitanegebzo6 indexi 6sszegeket.
Ez esetben is felirtuk a kordbbrol mér jol isme¥plieteket ap = 3;4;5 kitevokre.

Tovabba megadtuk a formula segitségével a szarmstanoizat esetére &&zor a
p = 1,2;3 kitevokre érvényes éaltalanos eseteket, majd specialislesertunk fel az

alabbiak szerint: aa =1 esetben al =1;2 eseteket, majd az = 2,d =3, illetve az
a=5d =6 szamok esetén érvényes Osszefliggéseket. Itt lalzi &ét altalanos és
két specidlis esetet mutatjuk be:

s,(ad) =g[ﬁ2n2d2 +3nd(2a-d)+6a? - 6ad +d?].
s,(a.d) =£[ﬁn3d3 +2n2d?(2a-d) +nd(6a? - 6ad + d2)+ 4a® - 6a’d + 2ad? |

S, (5,6) =52 +117 +17% + ..+ (6n-1)? = nfl2n® +12n+1).

S, (23 =22 +5%+8%+...+(3n-1)° = n(3n +1)(922 +3n—4).

7. A probléma megolddsa megadhaté linearis algebranernstek/eszkdzok
felhasznaldsaval is. E modszernél kiindulaskémtted az

(a+1) -at = K+l @ + K+l @+ + K+l [a+ K+l
1 2 k k+1
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azonossagot, ah@JR ésk[IN.
Az Osszefiiggésben azhelyére rendre behelyettesitettilk B2,...,n szamokat. Az
egyenbségeket oldalanként 6sszegeztik, majd atrendeZégsek, hogy

(n+1) :(E:ﬁ [ﬂn+1)+(k:1j[51 +...+(k;1] s, {k”][sk.

1

Ehhez az 6sszefliggéshez hozzarendeltiink egy spduiéfris egyenletrendszert,
melyet Ggy kaptunk, hogy & helyére rendre behelyettesitettik @1,2,...,p

ertékeket. Az igy kapott (p+1) egyenletbl all6 egyenletrendszerben
ismeretleneknek tekintettlk &, S, ,...,S, ,szimbo6lumokat”. Bebizonyitottuk, hogy

a linearis egyenletrendszer megoldhaté a Cramdratiyal.
lgy az S, -re a kdvetked formula adédott:

1
(j 0 0 0 n+1
1

Y,
sz(pimm_@_ @ @ o0 )
(20 () e

p+1) (p+1) (p+l
p+1 p p-1
Ismételten elvégeztik a konkrét 0sszeg kiszamitsgt= 3;4;5 esetekre, s itt is

megkaptuk a korabban mar tébbszar felirt megbetebdmenyeket.
Altalanositottuk a modszert a szamtani sorozatokeaelvégzett szamitasok utan a
kapott formula a kovetkéz

1

(p+1] (n+1)"

2

S (a,d)=+—S5—-[D_,
o(ad) (p+1)!p+l p
ahol
1 1_ .1
L/ 0 0 (a+nd) -a
2 2
(2 [l (JE{H 0 (a+nd)? -a?
3 3
D = (3 [0l (Zjﬁblz 0 (a+nd)’-a®
P
Yo (e T [
(E:ﬂ - (pgljmp (pzﬂjmz (@+nd)™ - a®
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Erdekes kapcsolodo eredmény, hogy a médszer jahkisato a Bernoulli-szamok
kiszamitasara is. Ennek illusztralasaképpen murba@mibe is mutattuk a modszer

alkalmazasat a fenti szamok kiszamitasara.

igy a (p+1)-edik Bernoulli-szam az alabbi képlettel szamitHaté

5
B

(o | 8

) |

:
;

0

0

B

) (o7

o) () G

Kiprébaltuk a fenti eredmény alkalmazhatosdgat kénkrét Bernoulli-szam
kiszamitasaval. Ezen talm&mn bebizonyitottuk, hogyB, kivételével valamennyi
paratlan inde& Bernoulli-szam nulla, illetve hogyB, egy masik — szintén
determinanssal tortén- elballitasa egyenértékaz altalunk megadottal.

A fejezet végén oOsszeflggéseket mutattunk be #n§tirés a Bernoulli-szamok

kozott, illetve bebizonyitottuk az élsn pozitiv egész szarp-edik hatvanyanak
dsszege és a Bernoulli-szamok kozott fenndlld lalptst, amely a kovetkéz

ahol p= 0123... .

1 p p+1 +1-k
S = B, ({n+1)"~".
P p+1Dk§o( K ] Hn+D

S végezetll ezen eredmények mellett megemlitjugy lrokonnyebb érthéség okan és az
alkalmazott médszereket gazdagitando tobb fejemettadamint a fliggelékben is szemléletes
bizonyitasokkal kivantuk valtozatosabba tenni a daoivalot.

5.5. Sajat kutatasi eredmények

A dolgozat egy bizonyos logikai fonalra figtive komplexen mutat be szakirodalmi és sajat
kutatasi eredményeket. Ennek okan mindenképpenségiéknek latjuk elhatarolni, hogy
melyek a sajat és melyek a szakirodalombol felr@senedmények.

5.5.1. Sajat kutatasi eredmények a rekurziés modsmk korében
A matrixos metodika esetében a moédszer egésze d&tbght akarcsak az ezzel kapcsolatos

alkalmazasok (specialis esetek). Szintén 6nallé kaum modszer adaptalasa az alternald
0sszegre, illetve annak konkrét eseteire. A lépassszegzés alkalmazédsa két konkrét

120



5. FEJEZET OSSZEGZES, A KUTATOMUNKA EREDMENYEI

ertékre (p = 2;3) megtalalhato a [38]-ban. A rekurzié altalanokj@aak lépcés modszerrel
valo felirdsa sajat kidolgozas (mind az 6sszegdrmpadig az alternalé 6sszeg esetében).

A specidlis azonossag felhasznalasat igémghsodik mddszernél maga a metodika Kiss
Sandortdl [19] valdé atvétel. Itt a szamitasok ékomkrét esetekre valéo alkalmazasok
jelélhetbtk meg sajat munkaként. Két masik specidlis azomgossgitsegével rekurziokat
irtunk fel a hatvanyosszegek paros/péaratlan &itegeteire. Ennél az otlet Pélya Gyoérgy [7]
egyik feladatabodl adddott. A szamitasok és a speasetek p = 1,2;3;4;5) mindkét tipusu
kitevo esetén szintén sajat eredmények.

A binomidlis tételen alapulé modszer kdzismert. &ranfejezetrésznél a szamtani sorozatra,
az alternaldé Osszegre, tovabba a szamtani sordEahad Osszegére vald altalanositas,
valamint a specidlis esetek felirasa szamit omallakanak.

A szimmetrikus 6sszegek segitségevéblitott rekurzid esetében mind a mddszer, mind
pedig az alkalmazasok sajat munkaként udheszamitasba. Az emelk&gillyed
faktorialisrol, a Stirling- és Bell-szamokrol irakt Hajnal Péter [3], loan Tomescu [13] és
Toth Laszlo [14] niveire alapozddnak azzal a megjegyzéssel, hogy @gtedek bizonyitasa
sajat munka eredménye.

Ami a differencialszamitast felhasznalé6 modszddtijl itt a teljes fejezet 6nallé kutatas
alapjan irodott.

5.5.2. Sajat kutatasi eredmények a nem rekurziés nigzerek esetén

A differenciasorozatokon alapulé modszetadlitdsat a Szele Tibor [12] konyvében leirtak
alapjan végeztik. E fejezetrészben sajat munkan&kil@bo® specialis esetek felirasa
valamint a modszer szamtani sorozatokra téredkalmazasa tekinthiet

A linearis algebrai eszkdzokkel operald metodikariitu Acu [15] jegyzete alapjan készult.
E téma kapcsan sajat munkanak szamithato:
- a modszer altalanositasa szamtani sorozatokra,

- a Bernoulli-szamoknak a - fenti médszer alapgtatdboz hasonlé6 moédon valé -
kiszamitasa, tovabba

- annak igazolasa, hogy a Bernoulli-szamok deteansnk segitségével torten
kiszamitasanak kétféle felirasa egyenérték
A Bernoulli- és Stirling-szamok, valamint &, kozotti kapcsolatok kilonbézszakirodalmi
forrasokbdl szarmaznak.

5.6. Zaro6 gondolatok

Kutatasaink soran sem a kulféldi, sem a hazai sazd&iomban nem talaltunk olyan atfogo,
rendszeref munkat, ami azS, kulénbo® metodikakkal valo kiszamitasara iranyul. Tobbek

kozott ez is arra batoritott benniinket, hogy e téhdehatébban foglalkozzunk. E
tekintetben reményeink szerint jelen dolgozat gtyfhianypotld, atfogo jelldg munkanak
szamit — nyilvan a teljesség igénye nélkil. Szaaihdkszerint azt kivantuk bemutatni, hogy
hogyan juthatunk el — a gondolkodas sokféle Utjarieémészetesen valtozatos matematikai
modszertani apparatusok felhasznalasaval — egy piadtiéma megoldasahoz.
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Miért is lehet fontos egy ilyenfajta ,mddszertagiigemény”?

Talan leginkabb annak okan, hogy a matematika asdédian a kilonbézmegoldasi 6tletek
tudatositasat, 6sszehasonlitasat igen joOl szolj@llegy-egy feladat, probléma tobbféle
modszerrel tortéh megoldasanak vizsgalata. Mind a kézépiskola madmassfolyamain,
mind pedig az egyetemi oktatasban szamos deégtkinalkozik a matematikai gondolkodas
€s az ahhoz szorosan kapcsolodé megoldasi folydibbtéle maddjat bemutatni, hiszen itt
mar sokréi ismeretanyag all a tanulék/hallgatok rendelkezésElgyanakkor fennall egy
masik leheiség is. Espedig: a tanulokkal ugyanazon problémas-mas modszerekkel
megoldatjuk kulonb&z évfolyamokon, majd — a nagyobb ismeretanyag béafbak —
0sszehasonlitds céljabol visszatérink a mar medismaddszerekhez. Barmelyik
megkozelitést valasszuk is torekvesink kozéppomjab matematikai és moddszertani
ismeretanyag dvitése, a gondolkodas és a problémamegoldo képésesytese, s vegul, de
nem utolsésorban az Uj tertletek bemutatasa, vateamiahhoz kapcsolddé felfedezés 6rome
kell alljon.
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Osszefoglalas

Egy matematikai probléma megoldasa soran nagyotosak a modszerek. A céliranyos
modszerhasznalat fontos tén§eza sikerhez vezét Gton, igy a hatvanydsszegzési
feladatokban is.

A disszertaci6 témaja azS, =1 +2° +3° +..+n” (ahol p,nON, nx1) Osszeg

kiszamitasa kulonbézmatematikai modszerek alkalmazasaval. Ezen bglifaga attekind
0sszefoglalasat adtuk a konkrét probléma tortée&tém megoldas féjtiési aspektusainak.
Het kalonbod modszerrel kiszamitottuk &&, -t és bemutattuk annak néhany konkrét esetet.

Tobb esetben altalanositasokat végeztink az dlbedsdzegekre és a szamtani sorozatokra,
valamint kapcsolddasokat kerestiink mas matematidiletek felé (Bell-, Stirling- és
Bernoulli-szamok). Ezen talméan 32 feladat kdzreadasaval szandékoztunk illusztea
kapott képletek gyakorlati alkalmazhatésagat. Afdetpsabb célunk azS, kiszamitasa

modszertananak atfogé jelleggel vald targyalasaabiod, hogy rovid értékelését adjuk az
egyes modszerek d@lyeinek, hatranyainak. Igyekeztink azt is behatarahogy mely
modszerek hasznélhatok fel a kozépiskolai oktatasisa melyek azok, amelyek inkabb a
felsboktatas vilagaba valok.

A munka soran sokféle moddszert alkalmaztunk. Ezéktgén matematikai modszerek
(rekurziora vezé, illetve nem rekurzios Osszefiiggést adéo metodjkdk) felhasznaltunk
egyéb modszereket is (forrasfeldolgozas, ezen hmtékelés, elemzés és Osszehasonlitas,
valamint abrazolastechnikai médszerek).

Az értekezés masodik fejezetében attekintettiiky laagegyes korok matematikusai meddig
jutottak el az S, kiszamitasa tekinteteben. &kent az oOkori gorogok értek el tobb

részeredmeényt, lényegében a figuralis szamok fetté@dsaval. A forrasok szerint a kinai, a
hindu és az arab-perzsa matematikusok is komolgristek birtokaban voltak a szamtani
sorozatokkal, valamint a négyzet-, illetve kobszkmisszegzésével kapcsolatban. A
problémat a matematikai gondolkodas egy hosszghinési folyamata soran a kdzépkori és
kora ujkori europai gondolkoddk oldottak meg (Thaeniarriot, Johann Faulhaber, Pierre de
Fermat, Blaise Pascal, Jacob Bernoulli).

A harmadik fejezetben 6t rekurziora vezatodszert mutattunk be.

» Az elssben a megoldast egy méatrixos (tdblazatos elrentlpnéddszerrel kerestik, ahol
matrixaritmetikai ismereteket is felhasznaltunkyEgecialis matrixot irtunk fel, melynek
elemeit kétféleképpen dsszegeztik. A kapott reksrimrmula:

%=m+ﬂ$ﬁ—égwy
Levezettik az alterndlé 6sszeg S, =1° -2 +3° -4° +..+(-1)"" " - rekurzi6s
képletét is. Ennek alakja:

g=m+ﬂ$;—égwy

Elvégeztik a kiinduld matrix (tablazat) elemeinelépess” Osszegzését is, s igy
matrixaritmetikai fogalmak hasznalata nélkil jutbhaek el az débbiekben megismert
osszefliggéshez.
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Megoldottuk a problémat egy specidlis azonossagdiékil a

(k +1) kP -kfk -1)° =

T K Ko

egyenbségll kiindulva (kOR, pOZ™).
Ennél a megoldasanal a szamitasok utan a rekuiggrefliggésre adodott, hogy

(p+1)C8, = (n+1)n° +(2J S, , —(2} S, , +...+(-1)° [ﬁgjtsl.

A rekurzi6hoz vezét gondolatmenethez hasonld Gton két masik 6sszesbigéindulva
dsszegképletek kozotti 6sszefliggéseket hataroriegka paratlan, illetve a paros kibkv
esetére.

A kituzott feladat elvégezhet a legismertebb modszerrel, a binomidlis tétel
felhasznaldsaval is. Itt a kiindulé 6sszefliggés:

. +1 f1) +1 +1
(a+1)™ -am =| P @+ P @t w4 P @ P T, anolanR.
1 2 p p+1

Az a helyébe behelyettesitve d2,...,n szamokat, a kapott 6sszefliggéseket 6sszegezve,
valamint a szliikséges részletszamitasokat elvégadik, hogy:

(p+1)r8, = (n+12)"* —(p;rl] S, ., —...—(pﬂ][sl —(pﬂj n+1).

p p+1

Hasonlé eljarassal altalanositottunk a szamtarozsarel$ n tagja p-edik hatvanyanak
0sszege, azaz az

S,(ad)=af +af +af +..+a’ = é[a+ (i-1) @]’
esetére, ah@ a sorozat etseleme, migl a sorozat differenciaja. A kapott rekurzié:
" a ¥ p+1
(p+1) 15, 0 = ) - - S P15, a,

Kidolgoztuk a megoldast az éla pozitiv egész szamedik hatvanya alternalé 6sszegére
is. Itt a végs formula:

2{p+1)CS, =

AL CESEESEER LS L S

Elvégeztik az altalanositast a szamtani sorozetnald dsszegére is. Ekkor a rekurziés
Osszefliggés felirhatd az alabbiak szerint:

2d [{p+1) 5, (a,d) = (1) s - a2 - d rf2d)’ |+
+af? —af" -df2d)’ - i( pljlj (S, .. (&, d) [{2d)“.

k=2
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Az 6sszegzés elvégezBad szimmetrikus dsszegek segitségével is. Ehhezzbtuk az
emelked és sillyed faktorialisok fogalmat. Az emelkédfaktorialishoz egy sorozatot
rendeltiink, melynek tagjai kozott rekurzios kapasul teremtettiink, majd az adott
sorozat tagjait 0sszegeztik. A kapott teleszkopikisszeg eredményével és az
12,...(p-1) szamokhoz rendelts,s,,...,s,, szimmetrikus Osszegek segitségével

megkaptuk a keresett rekurzids formulat, melynekjat

= n(n+1)(n+2)...(n+ p) p-1

S ->s [B ..
p+1 E' P

p

Bevezettik a Bell- és Stirling-szamokat, rekurziGszefliggéseket irtunk fel kdzottuk.
Kapcsolatot teremtettiink tobbek kozott az emdikadlyed faktorialis, a Stirling-
szamok, valamint ax hatérozatlan pozitiv egész kitgtr hatvanyai kozo6tt. Megadtuk az
els n pozitiv egész szam reciprokainak 6sszegét @fagisStirling-szamok segitségével,
majd ismertettik a Catalan-6sszefliggést.

A probléma megoldhato a differencialszamitas felhaksaval is. It az
(ex _1) EFn(X) - e(n+l)5k —e

0sszefuggési indultunk ki, aholF, (x) = ie'& ,ndZz".
1=1

Felirva az 6sszefuiggés mindkét oldalél(lpklrl) -edrend: derivaltjat, majdk helyébe 0-at

irva és a szikséges szamitasokat elvégezve, ergdinaébinomialis modszer esetén mar
megismert eredményt kaptuk, éspedig:

(p+1)C8, = (n+1)"" —(pﬂJ S, , —...—(pﬂJ[sl —(p“] fn+1).

2 p p+1

- n
Altalanositottunk a szamtani sorozatok esetére.oEkkz F (x) =3 e** fiiggvényt
1=1

hasznaltuk fel, s a szamitasok végén a kovétkezdmenyre jutottunk:

(p+1)(d (5, (a,d) =(a+nd)”“-ap+l‘[p;1jm2 (8,4 (a,d) -

_ p+1 3 _ p+1 p _ p+1 p+l
( ; Jm (5, (@d)-... ( ) jm [S,(a,d) {pﬂjm [S, (a,d).

Az altalanositast elvégeztilk az éels pozitiv egész szarp-edik hatvanya valtakoz6
eléjeli 6sszegére, majd a szamtani sorozat alternalo giszes.
Az el n pozitiv egész szamp-edik hatvanya alternalé Osszegére az

F.(X) = Zn:(— 1) @™ fiiggvény segitségével irtuk fel a rekurziét, mek alakja:
1=1

2({p+1)s, =

p

AL CEREESEER LS L S

A szamtani sorozat alternalé 0sszege esetében peligmduld specidlis fliggvény az

F.(x) =3 (-1 @, s a rekurziés képlet pedig a kivetiez
1=1
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2d [{p+1) (S, (ad) = (-1)"* da? - aP? —d [f2d)” |+

+ a2p+l - a1p+1 -d EQZd)p - Zp:( pljlj [S;+l—k (a!d) EQZd)k :

A negyedik fejezet a nem rekurziora vézetét megoldasi modszert taglalja. Ezek a
modszerek azeért nagyon hasznosak, mert a probl2ommali megoldasara vezetnek, ezeknél
nincs szukség az adgtnél kisebb kitetkre felirt 6sszegekre.

Az 0Osszegzési probléma megoldhaté a differenciasto@ felhasznalasavaEhhez
ertelmeztik a differenciasorozat fogalmat, majdnii@ftuk mit értiinkp-edrends szamtani
sorozaton. Bebizonyitottuk, hogy barmehedrend: szamtani sorozdt-adik tagjak-nak
egy p-edfoku polinomjaval adhato megr, ,-vel jelélve ap-edrend szamtani sorozat

elss n tagjanak 6sszegeét, megadtak , -t az egymas utan kovetkedifferenciasorozatok
kezd tagjainak @,; Aa,; A%a;...; APa,) segitségével a kovetki@ppen:

_(n Mg +[Maa + +f " o
GRS HEEE LS

* A masodik nem rekurzios modszer linearis algelsakézoket hasznal fel. E mddszernél a
binomialis tétel segitségével édllitott metodikahoz hasonlé gondolatmenet alapjan
jutottunk el a kdvetkezdsszefliggéshek (1N ):

(n+1)< = k+1 1)+ k+1 5, 4 k+1 5 + k+1 5
k+1 k Tl 2 Tl K

A kapott relaciohoz hozzarendeltiink egy speciatisdris egyenletrendszert, melyet ugy
kaptunk, hogy & helyére rendre behelyettesitettikod,2,...,p értékeket. Az igy kapott

(p+1) egyenletll allé egyenletrendszerben ismeretleneknek tekiikeaz S, S,,...,S,

»szimbdllumokat” és bebizonyitottuk, hogy a line&tgyenletrendszer a Cramer-szaballyal
megoldhaté.

lgy S, -re a kévetked formulat kaptuk:

(ﬂ 0 0 0 n+1
@ @ 0 0 (n+12)?
=L @ @ @ 0 (a1

p p p p (n+1)p
p p-1 p-2 1
p+1 p+1 p+1 p+1 (n+1)p+1
p+1 p p-1 2
Elvégeztik a feladat &ltalanositasat ezzel a moaddzzamtani sorozatokra is. Ekkor a
kapott formula az alabbi:
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1 .
S, (a,d)= ,
»(a,d) (p+1)!p+l P
ahol
1 L
L/ 0 0 (a+nd) -a
2 2
) [0l (JE{H 0 (a+nd)? -a?
3 3
o (ol [dl? 0 a+nd)’-a’
D, = 3 (2] ( )
(E o (p‘iljmp_l @m (a+nd)” ~a’
(Eiﬂm (prjljmp (pzﬂjmz (ac+ ) -av

A moédszer alkalmazhaté a Bernoulli-szamok kiszéasait is. A(p +1)-edik Bernoulli-
szam alakja:

Joooo e o
o) o
B (lerl)! | @ @ @ S

p

p p p 0
p 1 p-2 1
p+1 1 p+1 1
p+1 p-1
Osszefiiggéseket mutattunk be a Stirling-szamok &eraoulli-szamok kozott, illetve

bebizonyitottuk az efsn pozitiv egész szamp-edik hatvanyanak 6sszege és a Bernoulli-
szamok kozti kapcsolatot, amely a kdvetkez

|

p+
2

p_
p+
p

+1
S _ 1 mp(pk jl:Bk mn+1)p+l—k.

p

B p+1 «=0
A munka 6sszegzéssel zarul, illetve a disszerféigggelékében tébb feladatban megmutatjuk

a hatvanyosszegzeési képletek alkalmazhatosagatiud példamegoldasi tipusokban. Ezek
nagy része bemutathaté a kdzépiskolai oktatasddmeatis.
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Summary

Methods are very important in solving mathematipedblems. A purpose-driven use of
methods is an important factor on the road to ss@nd in exercises about the sums of
powers as well.

The dissertation is about calculating the sunSpf=1° +2° +3" +...+n® (where p,nON,

n=>1) with the application of different mathematical timeds. Within this we have given a
sort of overview of the history of the particulanplem and of the developmental aspects of
its solution. We have calculates}, via seven different methods and presented somereten

examples. In several cases we have made gendmlgzafor the alternating sums and
arithmetic progressions, and have sought connectiath other mathematical areas (Bell,
Stirling, and Bernoulli numbers). Beyond this wevéadntended to illustrate the practical
applicability of the obtained formulas by presegtB2 exercises. Our main objective is to
discuss the methodology of calculati®y comprehensively, and to give a short assessment

of the advantages and disadvantages of each met®dave also tried to ascertain which
methods can be used in secondary education, arahwhies are more apt to be relied upon in
higher education.

During our work we have used many different methddese are mainly mathematical ones
(methods resulting in recursive and non-recurselations), but we have also used other
methods as well (presentation of sources, and nwitiis, evaluation, analysis, and
comparison, and also illustration methods).

In the second chapter of the dissertation we haaenaed how far the mathematicians of
different periods advanced in calculatigy. First the ancient Greeks came to know some

partial results, essentially through the use aifirfige numbers. According to the sources, the
Chinese, Hindu, and Arabo-Persian mathematiciass bhadd deep insights into arithmetic

sequences, and into the sums of squares and cilibes. the problem was solved by

mediaeval and early modern thinkers during a lomgelopmental phase of mathematical
thought (Thomas Harriot, Johann Faulhaber, Pieree Féermat, Blaise Pascal, Jacob
Bernoulli).

In chapter three we have presented five recursethodls.

* In the case of the first one we have looked for ¢bkition through a matrix method
(tabulation), where we have also leaned on the leohye of matrix artihmetic. We have
drawn up a special matrix and summed up its elesnenttwo ways. The obtained
recursive formula is:

Sp = (n +1) |:Sp—l - kzr;:lsk;p—l .

We have also obtained the recursive formula for tladternating sum,
S, =17 -2° +3° 4% +...+(-1)"" 1", the form of which is:

* * n *
Sp = (n +1) |:Sp—l - kZ::lSk;p—l .
We have also done the ‘staircase-like’ summinghaf €lements of the initial matrix

(table), and thus we could get the above formuldnaut using the concepts of matrix
arithmetic.
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We have solved the problem starting from a spedeaitity, namely the identity
(k +1) kP -kfk -1)° =

oot

Here the calculations led to the recursive relation
p p p
(p+)5, =3+ )15, [ )15, +r2 § 1s.

Similar to the way of thinking that led to recursiand starting from two other relations,
we have established relations between summing flasifar odd and even exponents.

Solving the problem at hand can also be done byb#st-known method, the binomial
theorem. Now the starting point is:

+1 +1 +1 +1
(a+1)"* -af = P e+ P @t v+ P70 e[ P, whereanR.
1 2 p p+1

Substituting a with 1,2,....,n summing up the relations, and doing the necessary
calculations, we get that

(p+1)78, = (n+2)"" -(p”j s, —...—[pﬂjusl -(p”j fn+1).

2 p p+1
With a similar method we have made a generalizdbothe
S,(ad)=af +af +af +..+a’ = é[a+ (i -1 @]’
case of arithmetic progression, wheres the first term of the progression, whilas the
differential. Thus we get this recursion:

p+l1

(p+1)d (5, (a,d) =(a+nd)"”—a"”‘:§jdk Eﬁ k ]E5p+1_k<a,d>.

We have also worked out the solution for the alitng sum of thgth power of the first
n positive integers, where the final formula is:

2({p+1)Cs, =

=(-9)m [ﬁ(n+2)"*l ~(n+2)"" —2P]+ 2° —1—2( pljlj (8. (2°.

We have made a generalization for the alternatimg sf arithmetic progression. Here the
recursive pattern can be described as follows:

2d [{p+1)(S, (a,d) = (-1)"* daf - aP? - d [f2d)” |+

+ a2p+l - a1p+l -d EQZd)p - Zp:( pljlj [B:)+l—k (a!d) [ﬂ2d)k :

k=2

Summing can also be done with the help of symmstrios. For this we have introduced
the concepts of rising and falling factorials. Wavé assigned a sequence to the rising
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factorial and established a recursive relation betwits terms, and then summed up the
terms of the given sequence. With the result of ab&ained telescopic sum and the

S, S, S, SYmMmetric sums assigned to the,...(p—1) numbers, we have obtained
the pursued recursive formula:

- n(n+1)(n+2)...(n+ p) p-1

S -Ys 5, .
p+1 IZ:;T-% p-l

p

We have introduced the Bell and Stirling numbersg) arawn up recursive relations
between them. We have established a connectioma@uotbers, between the rising/falling
factorial, the Stirling numbers, and the powersxofvith indefinite positive integer

exponents. We have given the reciprocal sum ofiteen positive integers with the help
of the Stirling numbers of the first kind, and traescribed the Catalan relation.

The problem can also be solved with differentidcalus. Here we have started from the
relation that

(e -1)F, (x) = ™ — e,

where F, (x) = ie'& ,nOZ*.
1=1

If we derive both sides to ran(<p +1), put O in the place ok, and then make the

necessary calculations, we will arrive at the sapmilt that we determined using the
binomial method, that is:

B e (PT1 _(p+l (p+1
(p+1)5, =(n+1) ( ) ][sp_l ( . (S, D1 [n+1).
We have made a generalization for arithmetic pregjom. In this case we used the

n
function F,(x) =3 e**, and at the end of the calculations we had ¢Heving result:
1=1

(p+1)mtsp<a,d>=(a+nd)”“-ap+l‘[pz+ljm2ESp-1<a,d>-
_ p+1 3 _ _ p+1 p _ p+1 p+l
( 2 Jm 5, ,(ad)-.. ( ) jm [8,(a,d) {pﬂjm [, (a,d).

We have also made the generalization for the atamgm sum of theth power of the first
n positive integers, and then for the alternating s arithmetic progression.
For the alternating sum of thgth power of the firstn positive integers we have

established recursion with the help of the functigix) = i(—l)"l [&'™ , which led to:
1=1

2({p+1)s, =

AL CEREESEER LS L S

As for the alternating sum of arithmetic progressithe initial special function is

F.(X) = é(_l)l_l [©** | while the recursive formula is the following:
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2d [{p+1) (S, (ad) = (-1)"* da? - aP? —d [f2d)” |+

+ a2p+l - a1p+1 -d EQZd)p - Zp:( pljlj [S;+l—k (a!d) EQZd)k :

The fourth chapter discusses the two non-recunsigthods. These methods are very useful
because they lead to the immediate solution optbblem, and there is no need for the sums
generated by exponents that are smaller than Wea i

* The summing problem can be solved by using diffe@esequences. For this we have
interpreted the concept of the differential seqeermnd then defined what we mean by
arithmetic progression of ordgxr We have proved that tHeéh term of any arithmetic
progression of ordgy can be given with thpth polynomial ofk. Denoting the sum of the
first n terms of the arithmetic progression of orgevith o, we have definedr,, , with

the help of the first termsa(; Aa,; Aa,;...; APa,) of the consecutive differential

sequences in the following way:

_(n A Mapa (M za+ +f M o
R W WAES

« The second non-recursive method uses linear algebngans. With this method,
following a similar train of thought to the methdogy prompted by the binomial
theorem, we have arrived at the following relatféri N ):

(n+1) =(Eiﬂ [qn+1)+(k:1j[sl +...+(k;1j (S, +(k+1j (S, .

1

We have assigned a special linear system of eaqusatathe obtained relation, which we
got by substituting in turns the value§l,2,...,p into k. In the resulting system of
equations, consisting c(fp +1) equations, we have considered the ‘symb8&isS,,...,S,

as unknowns, and proved that the linear systemqoft®ns could be solved with
Cramer’s rule.

Thus we got the following formula fd8, :

1
(j 0 0 0 n+1
1

D e o e
rggl] ) - o s
O (22 - () e

p+1 p+1 p+1

p+1 p p-1
We have also generalized the problem with this oektlor arithmetic progression. Here
the formula is:

(p+ﬂ (n+1)7"

2
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1 .
S (a,d) = ,
»(a,d) (p+1)!p+l P
where
1 1 1
L/ 0 0 (a+nd) -a
2 2
( [0l ( ]m 0 (a+nd)? -a?
2 1
3 3
. |]j3 l]jz 0 + d3_ 3
o = (3 (2] (a+nd) -a
(p iR ( P jmp-l (pjm (a+nd)” -aP
p p-1 1
(p+1J|]jp+1 (p'l'ljl]jp (p"‘ljl]jz (a+nd)p+1_ap+1
p+l P 2

The method can also be applied to calculate Belinnumbers. The formula for the

(p +1)th Bernoulli number

TR
B () o -0
Bp:(pil)!“_@_ @ @ oo
o) (o) (%) - () o
G (50 (65 - (3 o

is:

We have highlighted interconnections between theirgf and Bernoulli numbers, and
proved the connection between the sum ofpiiepower of the firsh positive integers
and Bernoulli numbers, which is the following:

+1
— 1 p jl:Bk mn_'_l) p+1-k .
p+1 k

p

E
k=0
The paper ends with a summary, and in the Appetadike dissertation we show via several
exercises the applicability of the formulas of sushgpowers for different problem types. All
of these problem types are presented in higheragung and the majority of them can be
presented in secondary schools just as well.

p
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FUGGELEK A TEMAKORHOZ KAPCSOLODO FELADATOK

Flggelék: A témakorhdz kapcsolddo feladatok

Oszthatosag, szamelmélet

1. Bizonyitsuk be, hogy
2z - 22 43 - a2+ 4 () P4 it - 20 430 -4t 4 (1) |
egy teljes négyzet.

Megoldas
A 3.1.4. fejezetben levezettik, hogy:

12 _22 +32 _42 +."+(_1)n—1 |]]2 — (_1)n—1 |:EI(I']+:|_) .

2

R Y S o =L e L

Ezek alapjan:
202 -2 + 3 -4 4 (U [ it -2 43 - ek () =

oty ) ot

2

=2 [.I— ) G@ fi+n®+n —1)| =[(-2)* t{n+1)(n? + n)| =|(-2)* m2(n+1)°| =

=n2(n+1)? = (? +n).
Tehat:
2[‘{12 - VLS Loy, 3 P (L S S L | Dh“” =(n2 +n).

2. Legyenn tetsdleges pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, ho@l%+ 25+3+ ..+ n5)
szam oszthato a(13 +2° 43+ .+ n3) szammal.

Megoldas
Felhasznalva a&; -re ésS;-ra bizonyitott 0sszefliggéseket:

(n+1)(2n? +2n-1) _

2
J1°+2°+3° +..+n°) =305, =30 2

- n*(n+1)° [ﬂan +2n—1): S, [ﬂan +2n—1): (13 +28+3 4.+ n3)(2n2 +2n—1).

Tehat:
J°+2°+3° +..+n°)= (1P +2%+3% +...+n*)2n® + 2n-1),

amelyl®| — felnasznalva, hogy haZ"*, akkor 2n* + 2n-1 szintén pozitiv egész szam
lesz — azonnal kdvetkezik a bizonyitando allitas.
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3. Bizonyitsuk be, hogy darab egymast kduepozitiv egész szam kébének 6sszege mindig
oszthaté a szamok 6sszegével.

Megoldas
Legyenek az adott szamo&+1, a+2..., a+n, aholalON.

Felhasznalva a&, -re ésS,-ra bizonyitott dsszefuggéseket, a felirt szamsizége:

X =(a+1)+(a+2)+..+(a+n)=[1+2+..+a+(a+1)+..+(a+n)-(1+2+..+a)=
(a+n)a+n+1) ala+1)

2 2
mig a szamok kobosszege:

Y=(a+1)’+(a+2)° +..+(a+n)’ =
= [13 +2°+..+a’+(a+1)’ +..+(a+ n)3]— (°+2°+..+a%)=
:{(a+ n)(a+n+1)}2 _[a(a+1)}2
2 2
Figyelembe véve aA? - B> = (A+ B)[{A- B) azonossagot kapjuk, hogy:

Y:[(a+n)(a+n+1)}2{@y _

2
[larnfarnry, dard) flarrkacnd_davd)
={(a+ nfa+n+1) a(a+1)}D<'

2 2

ahonnan mivel mind afa+n)(a+n+1), mind pedig aza(a+1) paros szam, azonnal
kovetkezik, hogyX|Y .

4. Ha A=1>+2*+3%+..+n”> nem oszthatd 5-tel, akkor mennyi BiI=1+2+3+...+n
szam 5-tel val6é osztasi maradéka?

Megoldas

Felhasznalva a%, -re ésS -re bizonyitott 6sszefliggéseket:
A=1?+2*+3F +..+n° =S, :—n(n+123(2n+1) :
B=1+2+3+..4n=S =@.

A feltétel szerintA nem oszthat6é 5-tel, ez azt jelenti, hogy5k +1 vagy n=5k +3
alakd, aholk 0N (han=5k alaku , akkor am, han =5k + 2 alaku, akkor &2n+1, mig
ha n=5k +4 alaku, akkor ann+1 lesz oszthaté 5-tel).

(5k +1)(sk +2) _ 25k +15k+2 _ 55k +3k)

Ha n=5k +1, akkor B = 1.
2 2 2
2 2

Mo n =5k +3. akkor B = (5k+3)2(5k+4) _ 25 +25k+12: 5(5k +27k+2)+1_

Tehat mindkét esetben azt kaptuk, h@gyek 5-tel vald osztasi maradéka 1.
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5. Mely pozitiv egész n szamokra lesz azl+2+..+n 0©sszeg osztdja az
112+2(3+...+(n-1)n 6sszegnek?
Megoldas
Az 1[2+2[3+...+(n—1)n 0sszeghez még hozzaadjukOal-t (az dsszeg értéke nem
valtozik). Ezaltal:
0m+12+2B+..+(n-Dn=3 (k-Dk=3(k* -k)= 3k’ -3 k=S, -S,.
k=1 k=1

k=1 k=1

Mivel S, = n(n +1L(2n +1) 6sS, = n(n2+1)’ iy

o _nn+1)2n+1) n(n+1)_nln+1) {2n+1 \_ . 2n-2 _ -1
S,-S = A L [ES 1)_51G2T_2[51d’?,
vagyis

1E2+2[3+...+(n—1)n:2[51d%1.
Tehat az1[2+2[3+...+(n-1)n 6sszeg akkor és csak akkor oszthat6la2+...+n

0sszeggel, ha?g;l nemnegativ egész szam, arez 3k +1 alakd, aholk N .

6. Adjuk meg azokat az egynél nagyobi természetes szamokat, amelyekre az
1" +2" +3" +...+(n-1)" +n" szdm oszthatd-nel.

Megoldas
Elegend csupan aa" +2" +3" +...+ (n-1)" oszthat6sagat vizsgalni, hisqumn .

a) Han paratlan szam.

Ebben az esetbegg—l természetes szam. Legykrolyan természetes szam, ahol
1<ks ”T'l Ekkor

K"+ (n=K)" = (k+ n= k)K" + k"2 fn— k) +...+ ki{n— k)™ + (n—k)"™| =

= n[k”‘l +k"2fn-k)+...+k{n-k)" +(n- k)”‘l].

igy r{[k“ +(n- k)”].
n-1
Megfeleben csoportositva af’ +2" +3" +...+(n-1)" = i[k“ +(n- k)”] és mivel
k=1
minden zaréjelben |évkifejezés oszthatd-nel, igy az 6sszeg is oszthatd leszel.
Tehétn[l” +2"+3" + .+ (n—l)”].

b) Han paros szam.
Legyent az a legnagyobb természetes szam, amé]&}na
Ha k paros szam, akkoBk-bol kévetkezik, hogy2"
k".

k" . Figyelembe véve, hogy

2'|n és mivel2' >t, kdvetkezik, hogy2'
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Ha k péaratlan szam, akkor az Euler-Fermat tétel alakj%{ﬁzl(modZ‘) €s mivel
2'|n kovetkezik, hogyk" =1(mod 2 )

igy innen1" +3" +...+(n-3)" +(n-1)" E%EL (mod2').
Mivel 2"+4"+..+(n-2)" =0 (mod2'), akkor a kapott eredmények alapjan
1"+2"+..+(n-2)" +(n-2)" Eg (mod2').

Ha teljesilne az n[1”+2“+3”+...+(n—1)”], akkor a 2'|n alapjan

2t

[1” +2"+3" + ..+ (n—l)”] is fennallna, azazrzl =0(mod2') . Innen 2! g vagyis

2t +1

Parosn esetén tehat a + 2" +3" +...+(n-1)" nem oszthaté-nel.
Osszegezve tehat a keresett szamok az 1-nél nagyohtian szamok.

n, ami ellentmondas eértelmezésével.

7. Legyen A=)k ésB=>) k*, aholn pozitiv egész sz&m. Hatarozzuk meB a A szam
k=1 k=1

utols6 szamjegyét.

Megoldas
n n 2 2
Felhasznalva, hog) k = n(n +1) és> k° :M kapjuk, hogy:
=i 2 =i 4
o _n?n+1’ nn+1)_nln+2) ¢, y_nn+1)
B- A= = dn® +n-2)= , -1 +2).
B A= (n-2)n(n+1)(n+2)
2 .

JeloljukSZel a B - A szamlaldjat. ASZnégy egymast kovétegész szam szorzata, s igy
oszthato 8-cal, teh&@ — A minden esetben paros szam lesz.

Ha n =5k, akkor SZ= (5k - 1)5k(5k +1)(5k + 2), tehat5SZ.

Ha n =5k +1, akkor SZ=5k(5k +1)(5k + 2)(5k +3), tehat5SZ.

Ha n =5k +3, akkor SZ = (5k +2)(5k + 3)(5k + 4)(5k +5), tehat5SZ.
Ha n =5k +4, akkor SZ= (5k +3)(5k + 4)(5k +5)(5k + 6), teh&t5SZ.

Ezekben az esetekben a szamlal6 még 5-tel is ¢8ztehat aB — A tdbbszordse lesz a
10-nek.
Ha n=5k+2, akkor SZ=(5k+1)(5k +2)(5k +3)(5k +4), vagyis a szamlalé
5M, + 24 alaku. Ugyanakkor a szamlaBM, alaku is, igy azM, =8M alaku is.
Mindezek alapjan a szamlaBM, + 24=40M +24= 410M +6) alakU lesz, tehat a
B - A pediglOM +6 alaku.

Osszefoglalva, aB- A utols6 szamjegye 6, ha=5k+2 alaka és 0, han =5k,
n=5k+1, n=5k +3 vagy n =5k + 4 alaku.
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8. Bizonyitsuk be, hogy 35 egymast kdve@iozitiv egész szam négyzetének dsszege mindig
oszthat6 35-tel.
(K6MaL, B 4300, 2010/7)

Megoldas
Legyenek az adott szamo&;, a+1, a+2,..., a+34 és legyen

s=a’+(a+1)’+(a+2)*+..+(a+34)*, aholanz".
A 3.3.4. fejezetben levezetett 6sszeflgges alapjan:

a?+(a+1) +..+(@+n-17 =S, (@) :g[ﬁan +3n(2a-1)+6a2 -6a+1].
Mivel n=35, ezért
s:%5[ﬁ2[352 +3[35[62a—1)+6a2—6a+1]:%5[66a2+204a+234é:

= 35(a” +34a+391)

Innen figyelembe véve, hogypozitiv egész kdvetkezik, hog.:;as.

Megjegyzés

Altaldnosan is vizsgaljuk meg a feladatot, azazzitiéaneg, hogy milyea ésn pozitiv

egészek esetén teljeslil az, hoggarab egymast kouepozitiv egész szam négyzetének
0sszege mindig oszthaténel.

Az 612+(a+1)2+...+(a+n—1)2:g[ﬁ2n2+3n(2a—1)+6a2—6a+1], azaz azt Kkell

tanulmanyoznunk, hogy @n? +3n(2a-1)+6a-6a+1 kifejezés milyena ésn esetén
lesz 6-nak tobbszoérose.
Mivel

2n +3n(2a-1)+6a” -6a+1=6(an+a? —a)+2n2 —3n+1,
elegend azt vizsgalni, hogy &n* -3n+1 milyenn esetén lesz oszthat6 6-tal.
Legyen A=2n? -3n+1=(2n-1)(n-1).
Ha n =6k, akkor A= (12( —1)(6k —1), tehatA nem oszthato 6-tal.
Ha n=6k +1, akkor A= (12k +1)[6k , teh&tg/A.
Ha n=6k +2, akkor A= (12k +3)(6k +1), tehatA nem oszthat6 6-tal.
Ha n=06k +3, akkor A= (12( + 5)(6k + 2) , tehatA nem oszthat6 6-tal.
Ha n=06k +4, akkor A= (12( + 7)(6k + 3) , tehatA nem oszthat6 6-tal.
Ha n=6k+5, akkor A= (12k +9)(6k + 4) = 6(4k + 3)(3k +2), tehatgA,
ahol mindegyik esetbek (1N .

Osszefoglalva, tehat hm=6k+1 vagy n=6k+5 alakd, ahol kON, akkor a-tol
flggetlenliln darab egymast kouetpozitiv egész szdm négyzetének O0sszege mindig
oszthatdn-nel.

9. Legyen ap haromnal nagyobb primszam. Bizonyitsuk be, hpglarab egymast kouet
pozitiv egész szam négyzetének, illetve kbbénekegesmindig oszthayé-vel. Igaz-e ez
a tulajdonsag a negyedik hatvanyok 6sszege esfén i

Megoldas
Legyenek az adott szamo#&;, a+1, a+2,..., a+ p-1,ahola0Z".
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i) négyzetdsszeg esetén
Felhasznélva afA+ B)* = A% + 2AB+ B? azonossagot, mivel
a’+(@+1+(@+2)?’+..+(a+p-17°=
—a’+a’+2a+l+a’+2al2+22 +..+a*+2alf{p-1)+(p-1)° =
= p@d®+2alfl+2+..+ p—1)+[12 +2? +...+(p—1)2]:
- +2aE(|o—21)|o+ (p—l)%(Zp-l) - p? +(p-1)pa+ p(p—lza(Zp—l),

elegend azt belatni, hogy oszthatop-vel. Ez azonban azonnal

p(p-1)(2p-1)
6

belathatd figyelembe véve azt az ismert tényt, hagy~nal nagyobb primszamok
mindegyike vagy6k +1 (ekkor p—-1 6-nak tdbbsztrdse) vagik —1 (ekkor p-1

paros szam és 2p -1 pedig haromnak tobbszorése) alakd, akhdlZ " .

Tehat, ha @ haromnal nagyobb primszam, akkpdarab egymast kouwepozitiv egész
szadm négyzetének 6sszege mindig oszthatel.

(Az, hogy p darab egymast kowuetpozitiv egész szam négyzetének dsszege mindig
oszthatop-vel, ha p>3 primszadm, a 8.-as feladathoz tartozé megjegyzaégjaal is

azonnal belathatd, hiszen a 3-nal nagyobb primskamadegyike 6k +1 vagy 6k —1
alakd, aholk 0 Z™).

i) kbbok 6sszege esetén

Felhasznalva afA+ B)® = A® +3A?B +3AB? + B® azonosséagot, azéab pontban
mar megismert gondolatmenet alapjan kapjuk, hogy

a®+(a+1)°’+(@+2’+...+(a+p-1°=

=p@° b3 PP e, p(p—l)(zp—l)m[ p(p_l)T.
2 2

2
Figyelembe véve, hogy >3 és primszam, ezért p—1 paros szam lesz, igy az
eredményként kapott 6sszeg minden tagja oszthse@-eel.
Tehat, ha @ haromnél nagyobb primszam, akkpdarab egymast kduepozitiv egész
szam kobének 6sszege mindig osztipat@!.
iil) negyedik hatvanyok dsszege esetén
Ebben az esetben a kért tulajdonsag nem teljesizeinha példauh =1 és p =5, akkor
1* +2* +3* + 4* +5* =979, ami nem oszthato 5-tel.
Megjegyzés
Bebizonyithaté egy altalanosabb allitas is, éspedig
Ha p paratlan primszam és k egy olyan pozitiv egédm, amely nem t(‘jbbszdr(‘(:pe—l)

-nek, akkor p darab egymast kavebzitiv egész székradik hatvanyanak 6sszege mindig
oszthato p-vel

Legyenek a,, a,,...,a, az egymast kovétpozitiv egész szamok es,r,,...,r, ezen
szamoknakp-vel valdo osztasakor keletkézmaradékok. Belathato, hogy,r,....,r
szadmok épp a0,1,2....,p —1 szamok lesznek nem feltétlenil ebben a sorrendben.

Legyens=a; +a, +..+a;, +a; €s

p
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s =0 +1 + 2%+ .+ (p-1)* =1 + 2" + ..+ (p-1)~. Mivel a =r, (modp),
kovetkezik hogya® = r* (mod p), mindeni D{lZ,...,p} esetén, teha=s, (modp .)
Legyen k:(p—l)[q+r, ahol az 0O<r<p-1. A ,kis” Fermat-tétel értelmében
a’* =1(modp), ha al{12....p-1}, ahonnana® = alP¥%*" =a" (modp). Ez utébbi
0sszefliggésbe rendre behelyettesitva aelyére az12,...,p—1 értékeket, majd ezeket
0sszegezve kapjuk, hogsg, =s, (modp . )Figyelembe véve, hogys=s, (modp ,)
kapjuk hogys=s, (modp).

Har =0, akkors, = p— 1 tehats= p-1(mod p) .

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy @z 0 esetén, vagyis hi # (p-1)[q, akkor az
s, =0(modp).

A bizonyitas a teljes indukcié médszere segitsdgévienik.

Minden valosh esetén:

(h+1)™ =h™ +(r IlJ [h' +(r ;1} th™* +(r ;ﬂ [h'? +...+(r +1j[lh+(r :ﬂ =
r r

=h* +(r +1) ' +(r+1)r h' +W[ﬁf‘2+_.+(r+l)ﬂh+l,
12 1203

ahonnan

(h+ 1)~ = (r+2) o+ L e (2K (1)
12 1203

A h helyére rendre behelyettesitve d2...,p—-1 értékeket, a kapott 6sszefliggéseket

dsszegezve, az 0sszevonasok és az atrendezésappak, kogy

o= ()i + U O vp )

1203
Figyelembe véve, hogy primszam es mives, :@, kovetkezik hogydsl.

2 +..+(r+1)h+1.

Tegyik fel, hogyds , mindenl<| <r -1 esetén. Azt kell belatnunk, hog|§*sr .
Az indukcios feltételt és a (*) Osszefuggeést fetmdva kovetkezik, hogyp| (r +l) (S, .
Azonban az r < p-1, tehét (p,r +1):l, ezért kovetkezik, hogy QSr vagyis

s, =0(modp). Mivel s=s (modp) éss, =0(modp), innens=0(modp) és ez az,
amit bizonyitani akartunk.

Egyenletek

10.0ldjuk meg azx® + (x +1)°> + (x+ 2)* = (x+ 3)° egyenletet a valés szamok halmazan.

Megoldas
A 3.3.4. fejezetben levezetett 6sszefliggés alapjan:

S (%, :EEEh"' +2n?(2x-1)+ n(6x2 —6x+1)+ 4% —6X° + 2x].
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A mi esetiinkben am = 3, tehat a megoldando egyenlet atirhaté az

(x+3) :%[ﬁ27+18(2x—1)+ Pox? - 6x+1)+ 4x* - 6x + 2x]
alakra.
A miveletek elvégzése és az 6sszevonasok utan:

X* +9x? +27x+27:%Eﬂ4x3 +12x2 + 20X +12) = 3x° + 9x +15x+ 9.

2x® -12x-18=0.
Ez utébbi egyenletet végigosztva ketl, majd megfelélen csoportositva:
x®-6x-9=x>-3x*+3x*-9x+3x-9=0.

(x-3)(x? +3x+3)=0.

Figyelembe véve, hogQ < x* + 3x + 3 minden valdsx-re, a kapott egyenletnek csak egy
megoldasa van a valés szamok halmazan, éspedig-&

11.Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egesz szamra az
x® +(x+1)* +...+ (x+ n-1)° = y* egyenletnelk-re ésy-ra van egész megoldasa.
Megoldas
Mivel x°*+ (x+1)3 +..+ (x+ n —1)3 =S,(x,1]), igy a megoldand6 egyenlet atirhaté az
Yy’ =S,(x,) = 2 Eth3 +2n?(2x-1)+ n(6x2 - 6x+1)+ 4% —6x° + 2x]
alakra.
Végigszorozva 4-gyel, majd az egyenlet jobb oldaiat hatvanyai szerint rendezve:
4y* = n[ax® +6x3(n-1)+ 2x(2n* = 3n +1)+ n* - 2n% +n|.
ay* = nifax +6x2(n-1)+ 2x(n -1)(2n -1) + n(n - 1.
a) Hanparatlan szam, azaz=2k +1, aholk O N.
4y® = (2K +1)|4x® +12x%k + axk(4k +1) + 4k (2k +1)].
ay® = 42k +1)(x® +3x°K + 4xk? + xk + 2k° +k?).
y? = (2K +1)(x® +3xk + 3xk? + xk? + xk + k® +k® +k?).
Atrendezve és megfetian csoportositva kapjuk hogy
y® = (2 +1)[(x+ k)® +k?(x+k)+k(x+ k)]
Y = (2k+1)(x+ K)|(x+ k) +K? + k]
E felirasbdl lathato, hogy az= -k, y =0 megoldasa az egyenletnek.
b) Han paros szam, azaz= 2k, aholk ON".
4y® = 2k|ax® +6x? (2k — 1) + 2x(2k —1)(4k — 1) + 2k(2k —1)?].
4y® = 4k(2x° + X2k — 3x2 +8xk? — 6xK + X+ 4k — 4k + k).
Végigosztva 4-gyel, atrendezve és megéarlcsoportositva kapjuk hogy
y® = k(2x® + 6 X2k + 6xK? +2k® —3x% — 6xk — 3k? + 2xk? + 2k* + X + k —k?).
y® = k[z(x +k)* —3(x +k)? +2k?(x + k) + (x + k) — k2].
y? = k(x+ k)[2(x+ k)? —3(x+k)+2k? +1]— ke,
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12.

13.

E felirasbdl lathatd, hogy az= -k, y = -k megoldasa az egyenletnek.
Osszefoglalva, ha paratlan szamrn(=2k +1, kON), akkor azx=-k, y=0, ha azn
paros szamr{=2k, kON"), akkor pedig azx=-k, y=-k biztosan megoldasa az
egyenletnek.

Oldjuk meg 17 +2% + 3% +...+ x> = X" egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan,
ahol p > 2 természetes szam.

Megoldas
Felhasznalva, hog§® + 2% +3? +...+ x° ZW’ aholx pozitiv egész szam, a

megoldandd egyenlet a kbvetkdesz:
x(x+1)(2x+1) _ (P
5 :

Mivel x>0 az adott egyenlet megszorozha(tstéel, igy:
X

2x% +3x+1=6x".

6xP —2x* -3x-1=0.

Eszrevehét, hogy az adott egyenletnek az= 1 megoldasa. Akar polinomosztassal, akar
a Horner-féle elrendezés segitségével felirhatgy ho

6x° —2x* —=3x—1= (x—l)(6x”’l +6XP7? +...+6x +4x+1).

Figyelembe véve, hogy0<6xP™+6x°?+...+6x>+4x+1 minden x pozitiv egész
esetén, az adott egyenletnek csak egyetlen megolddésaZ * -n, éspedig ax =1.

Bizonyitsuk be, hogy 55 darab egymast kéveyész szam négyzetének 6sszege nem
lehet négyzetszam.
(OKTV Il. kategoria, Il. forduld, 2009-2010)

Megoldas
Jelblje az 6tvenott szam kozul a ko zétpesz X.

Azt kell belatnunk, hogy afx-27)° +(x—-26)" +...+ (x+27)* = y? egyenletnek nincs
megoldasa egész szamok halmazan.
A 3.3.4. fejezetben levezetett 6sszefliggés alapjan:

a’+(a+1f +..+(a+n-17 =S,(a) =g[ﬁ2n2 +3n(2a-1) + 6a —6a+1].

A felirt 0sszefiuiggést felhasznalva, lee=x—27 és n=55, a megoldandd egyenlet
atirhat6é az alabbi alakra:

y? = %5[ﬁ2[552 +165[{2x —54-1)+ 6 [{x - 27)° -6 {x - 27)+J].
Y2 = 5_: {6050+ 330~ 9075+ 6x? — 324x + 4374- 6x +162+1).

y? = 5—: fex? +1512) = 55(x* +252).

Az 55(x2 +252)-nek egy egész szadm négyzetének kell lennie. Bz (apa lehetséges, ha
x* +252=55k*, azazx® = 55k* — 252, aholk egész szam.

144



FUGGELEK A TEMAKORHOZ KAPCSOLODO FELADATOK

Figyelembe véve, hogy az 5 egész tobbszorosei Gragy 5-ben védgmnek, igy azx?
utols6 szamjegye 8 vagy 3 lenne. Ez azonban neetsiépes, mert egy egész szam
négyzetének utolsé szamjegye csak 0, 1, 4, 5, ¥ Ydehet.

Tehat az (x-27)°+(x-26)* +..+(x+27)° =y? egyenletnek nincsenek egész
megoldasai, vagyis 55 darab egymast kdegjész szam négyzetének dsszege nem lehet
négyzetszam.

14.Adjuk meg azt a legkisebb tizenegy egymast kévmizitiv egész szamot, amelynek a
négyzetdsszege egy pozitiv egész szam negyzete!
(Egyetemi felvételi feladat, 1992)

Megoldas
Jeldlle a tizenegy szam kozul a koz#ps az x. Megoldanddé az

(x-5)° +(x-4) +...+(x+5)° = y? egyenlet, ahak ésy pozitiv egész szamok, illetve az
X>5.
A 3.3.4. fejezetben levezetett 6sszefliggés alapjan:

a’+(a+1f +..+(a+n-1F =S,(a,1) :g[ﬁan +3n(2a-1) + 6a —6a+1].

A felirt 6sszefiiggést felhasznalva, aa& x—5 ésn =11, a megoldandé egyenlet atirhatd
az alabbi alakra:

y? :%izmz +33[{2x -10-1) + 6 [{x - 5)* —6[ﬂx—5)+1].
y? = %1[(242+ 66x — 363+ 6x° — 60x +150~ 6x +30+1).
y2 = 1—61[(6x2 + 60):11(X2 +10)

A 1](x2 +10)-nek egy pozitiv szam négyzetének kell lennie. §akaigy lehetséges, ha

x*+10=11k?*, ahol k egész szam (elegehdchzzal az esettel foglalkoznunk, mikkr
pozitiv egész).
Készitslink tablazatétegymast kovét ertékeire, a kezdeti feltételek figyelembevételéve

k 1 2 3 4 5 6 7
x? =11k? -10 1| 34| 89| 166 265 386 529
X 1 nem egesz szam 23

Az x=1 nem felel meg, hiszen nem teljesiti az 5 feltételt (a tizenegy szam kozott
lenne negativ is).

Az x=23 esetén a tizenegy szam a 18; 19; 20; 21; 22; 2323; 26; 27; 28; ezek
négyzetosszege 5929, és ez valdban négyzetszapedigd7>, azazy = 77.

Megjeqyzes

Tanulményozvax lehetséges értékeit, egysieszamitasokkal meggyodhetink rola,

hogy azx-nek 1Im+1 alaktnak kell lennie, ahomON™*. Ha nincs dlirva, hogy a
legkisebb ilyenx-re van sziikségiink, akkor a feladatnak léteznek mégoldasai is,

L X =43 X =461
példaul az vagy stb.
y =143 y =1529
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15.Keressik meg azt a legkisebiz 2 természetes szamot, amelynek kdbe felirhalarab
egymast koveéttermészetes szam négyzetének dsszegével.

Megoldas

Megoldand6 aza®+(a+1)* +...+(a+n-1)* =n® egyenlet, ahola és n természetes
szamok, ugy hogy = 2.

Mivel a?+(a+1f+..+(a+n-1°=S,(al), igy a 3.3.4. fejezetben levezetett
0sszefliggés alapjan a megoldandd egyenlet atiaaato

EEﬁZnZ +3n(2a-1)+6a? —6a+1] = n’
alakra.
Tudva, hogy azn=2, az egyenletet végigszorozzu%-nel, majda hatvanyai szerint
rendezzuk:

2n* +6na-3n+6a’ —6a+1=6n>.

6a’ +6a(n—1)-4n>-3n+1=0.

Felirva aza-ban masodfoku egyenlet diszkriminansat:

D =36(n-1)° - 24~ 4n® - 3n+1) = 36n> - 72n + 36+ 96n* + 720~ 24=13N° +12.

D = 433’ +3).
A kapott 33n*> +3 egy telies négyzet kell legyen, azaz olyaregész szamot kell

keresniink, amelyre fennalltd = 33n* + 3 egyenbség.

Egyfeldl t*>=33n"+3= illn2 +1), ezért at oszthatdé kell legyen 3-mal, tehét=3
alaku, ahol egész szam.

Masrészt pedig? —3=11[Bn?, ezért al][(t2 —3). Figyelembe véve lehetséges felirasait

(a 11-gyel val6é osztds maradékai szerint), majddetikiprobalva azt kapjuk, hodwagy
1k +5 vagyllk +6 alaku lehet, vagyi$ =11k 5 alaka, ahok egész szam.

Osszefoglalva a kapott eredményeket:
t=3
t=1k+5; =t =33nx6 alakd, aholmJZ.
k,10Z

igy 33n2 +3=1t2 = (33m+6)" = 33? [In? + 33[12m+ 36,
ahonnann® = 33m? £12m+1.

Az m helyére rendre pozitiv egész szamokat helyets{ negativ egészeket
behelyettesitve ugyanazokat az értékeket kapnamlgzéeredményeket egy tablazatba
foglalva a kovetkedket kapjuk:

146



FUGGELEK

A TEMAKORHOZ KAPCSOLODO FELADATOK

m | n? =33m%* +12m+1 n n? =33m? -12m+1 n

1 46 ON 22 ON
2 157 ON 109 ON
3 334 ON 262 ON
4 577 ON 481 ON
5 886 ON 766 ON
6 1261 ON 1117 ON
7 1702 ON 1534 ON
8 2209 47 2017 ON
9 2782 ON 2566 ON

Tehét a legkisebb természetes szadm, amelynek kdbe felirmattarab egymast kouiet
természetes szam négyzetének 6sszegével a 4 Eldsem az esetben (ésdaregyszeii
szamitasokkal meggyodhetiink) aza =22, azaz

222 + 23 + ...+ 68* =103823=47°.
Megjegyzes
Ha nincs alirva, hogy a legkisebb ilyenre van sziikséglink, akkor a feladatnak létezik
mas megoldasa is, példaul az 2161 (a =989).

16.0ldjuk meg a primszamok halmazan a koveikegyenletet:
ji]« 2+ ]+ e =1]= .,
ahol [a] -val aza valos szam egész részeét jeldltik.

Megoldas
Belathato, hog){%/ n®+ kJ =n, barmelyndZ* és barmelyk 0{ 01,...,3n(n+1)} esetén.

3n(n+1)
Ekkor Y [3\/ n®+ k] =n@Bn(n+1)+n=3n°+3n? +n, barmelyn0Z"-re.
k=0
Tehat:

Rl ]+ ] . fioe o] =Bl el o [gfe -] )+
+( [%/§]+[%/§]+...+[WLD+...+([§/(x—1)3]+[§/(x—1)3 +1]+...+[3 x® —1]):
= :Z:(:%ks +3k? + k)=3@:k3 +3D§k2 +:z:k =

:3D(X_2)2XZ +3D(x—1)xé2x—1) LoDk (X_41)X f3x? - 3x+4x-2+2) =

2

=@Eﬁ3x2 +x): X (x—t)(3x+ )

2 —_—
A megoldando egyenlet tehat é(z(x 1ex+1)

=y, aholazx,yOZ" primszamok.

Ha x=2, akkory = % =7, tehat megoldas.
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Ha x # 2, akkorx paratlan szam, azaz e@n+1 (mOZ") alakd primszam. Ekkor az
(2m+1)° 2m(6m+ 4)
4

lesz. Kovetkezésképpen ebben az esetben az adgthletnek nincs megoldasa a
primszamok halmazan.

Osszefoglalva, az egyenlet egyediili megold&sa2, y=7.
Megjegyzes
2(y
A feladatbél nyert [§/1]+[§/§]+[‘°{/§]+...+[3\/ x3—1]= x*(x Z)(BXH) osszefliggést,

illetve altalanosan a{M]p +[K/§]p +...+[K/ﬁ]p alakl 6sszegelt tobbet megtudhatunk a
[17]-bél.

:m(2m+1)2(3m+ 2), amely egy Osszetett természetes szam

Osszegek, @allitasok

17.Szamitsuk ki az aldbbi 6sszegeket:
a)1[2+2(5+3[8+...+n(3n-1).

b) 12 2+ 22 (B+3L B+..+ n(n+1j(n+1).
2 2 2 2
Yyl
i=1j=11=1
d) P h+2°n-1)+3*[fn-2)+...+n° 0.
e) 102+ (1+2)[3+(1+2+3)[4+...+ (1+2+3+..+n)[(n+1).

Megoldas
a)

12+205+3B+...+n3n-1) = >k(3k-1) = 3 (3k* -k) =3y k* -3k =38, - §, =
k=1 k=1 k=1 k=1

n+1)2n+ nin + nin + nin + 2
e 1)6( 1) (2 ) (21)[Q2n+1—1):%[ﬂ2n):n(n+l).

b)

1P 2+ 202 B+3L @+ + n(n+1j(n+1): ik(k+1j(k+1)=liﬁk(k+1)(2k+1)=
2 2 2 2 k=1 2 2 ka1

lEﬁ(Zk3 +3k? +k): ik3 +§[ﬁk2 +1[§n;k=s3 +§[52 +1[5l -

2 k=1 2 2 2

k=1 k=1 2 ka1

_n*(n+1)? +§Ep(n+l)(2n+1) +EEp(n+l) _n(n+1) fn +n+ 2n+141)=
4 2 6 2 2 4
n(n+1)

; fn +3n+2)= n(n+1) fn+1)n+2) = n(n+1)2(n+2)'

4 4
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c)
$3di- éj'ij(2+1)=%%]'Z:1(i2+j):%Dé(j'Z:112+j':1jJ:

1 ofii +1)2i +1) ii+)} 1

-1 [ L -t Siea)airied =2 Fif 42+ 2).

Felhasznalva a 3.4.1. fejezet (3.4.4) dsszefliggélsét 2 esetben:

£t =L S A0_siinene)

d)
i+ 22 -1+ 3 fn-2)+..+n° 0= 3 [ fn+1-K)] = T [0+ o - k¢ =

= (n+1) 2k - 2k* =(n+1)5, - S, =

= (n+1) Epz(n +1)* _n(n+1)(2n+1)@n* +3n-1) _
4 30

2;1 ({L5n° +30n2 +15n-12n° —12n? + 4n—6n? —6n +2) =

2” fan® +12n° +13n+2)= ”(”+1) f3n® +6n° +6n +12n+n+2)=
n(n +1)
60

(n + 1)(n + 2)(3n +6n+ 1) '

(n+ 2)(3n2 +6n+ 1) = a0

e)
12+ (1+2)B+@+2+3)@+..+(1+2+3+...+n){n+1) = Z[1+2+...+i)[ﬂi+1)]:

_1{( )[ﬂ| )} _1(| +2i2 +|) §i3+2%i2+§ij=

- 2ifs, +2r5, +Sl)=5tﬁ” e +2d‘(”+1§2”+1) : “(”2+1)} _

=£G'%Eﬁ3n2 +3n+8n+4+ 6): n(r;l) [ﬁ?»n2 +1]n+10)=

2
_rlo+3fp s 2Yan+s)
24
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Megjegyzes:
A feladat a) pontjanak szemléletes bizonyitasa @bfa):

%[[U.D?+2[5+3[8+...+ n(3n-1)] :%th(n+1)

F.1. dbra

18.Bizonyitsuk be, hogy egymast koGepozitiv egész szdmok O6sszege nem lehet 2-nek
pozitiv egész kiteds hatvanya.
Megoldas
Legyenek az egymast kovepozitiv egész szamola; a+1; a+2;...; a+(n—1), ahol
a,ndZ";n>2. Az adott szamok Osszege a szamtani sorozat dsgdete alapjan

szg[ﬂn+2a—1). Azt kell belatnunk, hogg nem lehet2 alak(, ahok pozitiv egész

szam.
Ha s=2" lenne, akkor2s = n(n+ 2a—1) a 2-nek szintén pozitiv egész kibsvhatvanya
lenne. Mivel a kezdeti feltételek miatt=2 és n+2a-1>1, az n(n+2a—1) szorzat

csak akkor lehetne 2-nek valamilyen pozitiv egétavés hatvanya, ha mindkét ténygz
ilyen tulajdonsagu, tehat paros szam lenne.

De a két tényey kUI(‘jnbsége(n+2a—1)—n:2a—1 paratlan szam, vagyis mindkét
tényed nem lehet egyszerre paros szam. E®értem lehet2* alaku és ezt kellett
bizonyitanunk.

19.Legyenk egy tetséleges pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hog§ aeldall 3“ szamu
egymast koveéitermészetes szam 6sszegeként.

Megoldas
Ha 3* = a+(a+1)+...+(a+3k —1), akkor egy olyan szamtani sorozatéeB tagjanak
0sszegédil van sz0, mely sorozat élsagjaa, differenciaja pedig 11N ).
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20.

A 3.3.4. fejezetben levezetett 6sszefiiggés alagjém,1) :g[ﬂn+2a—1). Mivel ebben

az esetben am =3, igy

k
3% :%E(sk +2a—11 933

k

23 =3 +2a-1,

k

ahonnana = , ami természetes szam.

Tehat a3* valoban aéall 3 szami egymast kouvettermészetes szam osszegeként,

k
amelyek kozl a |egkiseb§2i1.

Példaul: hak =1, akkor3?> =2+3+4.
hak =2, akkor3* =5+6+7+...+13.
Megjegyzés
A feladat altalanosithatd olyan formaban, hogy leeBett tetséleges, egynél nagyohb

paratlan szam allhat, azaz hogyrz elsallithatd n szamua egymast kovetermészetes

n® +1

szam Osszegekeént, amelyek kozil a Iegkisebzle—

Példaul: han=5 ésk =1, akkor5*> =3+4+5+6+7.
han=7 ésk =2, akkor7* = 25+ 26+ 27+...+ 73.
Legyenn egy tetséleges pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogyhzlsall n darab
egymast kovét pozitiv paratlan egész szam dsszegeként!
Megoldéas
A 4.1.4. fejezetben levezetett dsszefiiggés alaBjémd) = g [{nd +2a-d).
Mivel paratlan szamok o0ssze@ér van sz0, igy d=2, azaz

S@.2)= g [{2n+2a-2)=n(n+a-1), ahola egy paratlan szam.

igy n(n+a-1)=n®, amit végigosztva-nel, majd atrendezve kapjuk, hogy
a=n?>-n+1=n(n-1)+1.
Figyelembe véve, hogy(n —1) minden pozitiv egésa esetén paros szam és nemnegativ

is, ezaltal aza:n(n—1)+1 pozitiv is és paratlan szam is, azaz teljesitiedat
feltételeit.

Tehat a keresett darab szam, amelyne® elsall n darab egymast kouepozitiv paratlan
egész szam 0sszegeként:

n>-n+1:n*-n+3;....n*+n-3;: n>+n-1,
azaz
n(n-1)+1; n(n-2)+3;...; n(n+1)-3; n(n+1)-1.
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Megjegyzés
A feladat szemléletes bizonyitasa (F.2. abra):

=1
23 =3+5
F=7+9+11

F.2. dbra

21.Adjuk meg azt a legkisebb >1 természetes szamot, amelyre a#lIig terjeds szamok
négyzeteinek 6sszege valamely természetes szameatégy

Megoldas

6
természetes szamot kell megkeresniink, amelyf@+1)(2n+1)=6m?, ahol m
természetes szam. Agnek 6-tal vald osztasi maradékai szerint hat es@lénbodztetlink
meg:
1) n=6k, aholk természetes szam.
Egyenletiink ekkor k(6k +1)(12k +1)=m? alak(i lesz. A baloldalon szerépl
tényedk paronként relativ primek, tehat az egyeelh érdekében mindegyiknek
négyzetszamnak kell lennie.
k=1 = 6k +1=7 nem négyzetszam
k=4 = 6k +1=25 és12k +1=49 is négyzetszam

Tehatn = 64 = 24 teljesiti a feltételt é4” + 2> + 3% +...+ 24° = 4900= 70°.

Azt az n>1 legkisebb
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2) n=6k +1.

Egyenletiink ekkor(6k +1)(3k +1)(4k +1)=m? alaka lesz. A baloldalon szerépl
6k +1, 3k+1, 4k+1 szamok kozul (amelyek paronként relativ primek),
mindegyiknek négyzetszamnak kell lennie.kAnem lehet nulla, hiszen igy nem
teljesiiine an >1 feltétel.

k=1 = 6k +1=7 nem négyzetszam

k=2 = 6k +1=13 nem négyzetszam

k=3 = 6k+1=19 nem négyzetszadm

k=4 = 6k +1=25 négyzetszam
A legkisebbk természetes szam, amelyredla+1 négyzetszam & =4, de ekkor
méar azn=6k +1=25>24.

3) n=6k+2.
Egyenletiink ekkor(3k +1)(2k +1)(12k +5)=m? alakt lesz. Ekkor &k +1, 2k +1,
12k+5 szamok mindegyikének (mint paronként relativ = pkinek),
négyzetszamoknak kell lennitik.
k=0 = 12k+5=5 nem négyzetszam.
= 2k+1=3 nem négyzetszam
= 2k+1=5 nem négyzetszam
= 2k+1=7 nem négyzetszam
= 2k+1=9 négyzetszam
A legkisebbk természetes szam, amely2k +1 négyzetszam & =4, de ekkor mar
azn=6k+2=26>24.

4) n=6k+3.
Egyenletiink ekkof2k +1)(3k + 2)(12k +7) = m? alaki lesz. Amellett, hogy 2k +1,
3k+2 ésl2k +7 szamok paronként relativ primek, még négyzetszaaiois kell
lennitk. Hak =0, akkor 12k + 7 nem négyzetszam. Felhasznalva dzéehkleset
eredmeényeit, a legkisebb 0-t6l kulonBdg amelyre a2k +1 négyzetszam szintén a
4 lesz, de ekkor mam = 6k +3=27> 24.

5) n=6k +4.
Egyenletiink ekkor(3k + 2)(6k + 5)(4k + 3)=m? alakd lesz, ahol mivel &k +2,
6k +5 és 4k +3 szamok péronként relativ primek, ezért négyzetekaak kell

~N XN XX
I T
ArWpEF

lennitk.
k=0 = 6k+5=5  nem négyzetszam
k=1 = 6k+5=11 nem négyzetszadm
k=2 = 6k +5=17 nem négyzetszadm
k=3 = 6k +5=23 nem négyzetszadm
Tehéatk = 4-nek kell lennie, de igy man=6k +4 =28> 24.
6) N=6k +5.

Egyenletiink ekkor6k +5)(k +1)12k +11) = m? alakl lesz, ahol #k +5, k+1 és
12k +11 szamok péronkeént relativ primek, tehat négyzetekéak is kell lennilk.
Felhasznalva az &6 aleset eredményeit, itt ik > 4-nek kell lennie, de igy mar
n=6k+5=29>24.
Osszegezve bebizonyitottuk, hogy a legkisebb1 természetes szam, amelyre az
1° + 2° + 3% + ...+ n® Osszeg négyzetszam, az 24.
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22.

23.

Megjegyzés
G.N. Watson 1918-ban bebizonyitotta, hogy1az 2° +3* +...4+ n> = m® egyenletnek

n=1 n=24
csak két megoldasa van a pozitiv egész szamok hélméspedig{m 1 és{m —0°

Bizonyitsuk be, hogy minden 6-tl kulonkioparos tokéletes szam felirhaté egymast
koveb paratlan szamok kobének az 6sszegeként.

Megoldas

Felhaszndlva a 4.1.4. fejezetben levezetdttr3° +5° +..+(2n-1)° = n?(2n? -1)
Osszefliggést, azt kell belatnunk, hogy minden 6#ejyobb péaros tokéletes szam
felirhatdo megfelélen megvalasztott természetes szémni(an —1) alakban.
Felhasznaljuk azt az ismert tényt, hogy égparos szam akkor és csak akkor tokéletes
szam, ha A=2"" [ﬁZp —1) alaku, ahol mind g, mind pedig a2” -1 primszam
(bizonyitasat lasd [2], 234-235. 0.).

Mindezek alapjan:

A=2rt(f2r -1)= 20t (212t -1)=2" 2 [Ezmz%l —1] =

) o

p-1
aholazn=22 .
Példak:

A=28 D
A=496 p
A=8128 p=
A=33550336 p

I
© AN

5 O 35 5

64.

Létezik-e 2n+1 (n pozitiv egész) egymast kovaermeszetes szam ugy, hogy az
a) el n+1 szam dsszege egyérdz utolstn szam O6sszegével?
b) el n+1 szadm négyzeteinek 6sszege egyeat utolsOn szam négyzeteinek
dsszegével?
c) elss n+1 szam kbbeinek 6sszege egyeair utolstn szam kobeinek 6sszegével?

Megoldas
Legyen a2n+1 egymast kovéttermészetes szam:

X; X+1; X+2;...; x+n; x+n+1;...; x+2n-1; x+2n, ahol xON.
a

T)eljesUInie kell az alabbi 6sszefliggésnek:
x+(x+2)+(x+2)+...+(x+n)=(x+n+1)+...+ (x+2n-1) +(x+ 2n).
Atrendezve:

x+n=(x+2n)-x+(x+2n-1)- (x+1)+...+(x+n+1)-(x+n-1).
x+n=2n+(2n-2)+...+ 2.
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x+n:2Eﬂn+n—1+...+2+1):2Ef@:n2+n.

Innen x = n?.

b)
Teljestlnie kell az aldbbi 6sszefliggésnek:

X2+ (x+21) +(x+ 2 +..+ (x+n)? = (x +n+2)* + ...+ (x+ 2n -1)* + (x + 2n)*.
Atrendezve, majd alkalmazva @ - B> = (A+ B)(A- B) azonossagot kapjuk, hogy
(x+n)* =(x+2n)* = x* +(x+2n-1)* = (x +2)* +...+ (x + n+1)* = (x + n —12)*.

(x+n)* = (2x+2n)2n +(2x+ 2n)[{2n - 2) +...+ (2x + 2n) (2.

(x+n)? :2[@2x+2n)(n+n—1+...+2+1):2[@2x+2n)B@:2(x+n)(n2 “n)

Mivel x+n>0, ezért végigoszthatunk vele, igy+ n = 2n® + 2n, ahonnanx = 2n° +n.
Tehat a keresetn+1 szam, barmelywJZ* esetén:

C)

Teljestlnie kell az aldbbi 6sszefliggésnek:
X2+ (x+2)° +(x+2)° +..+(x+n)® = (x+n+1)° +...+(x+2n-1)° + (x+2n)°.
Atrendezve:
(x+n)® =(x+2n)° =x® +(x+2n-1) = (x +1° + ..+ (x+n+1)* = (x + n-1)°* =
:an[(x+n+i)3 —(x+n—i)3].

i=1
Alkalmazva az(A+ B)’ - (A-B)’ = 6A2B + 2B* azonosségot kapjuk, hogy
(x+n)® :Zn][(x+n+i)3 —(x+n—i)3]=§n)[6[ﬂx+ n)? D‘J+2[ﬂ3]:

i=1 i=1

:6(X+ n)2 Qs:i +2Qs:i3 =6(x+n)2 En(n2+1)+2d“2(”4+1)2 |

Innen 2(x +n)* = 6(x+ n)* Ch(n +1)+ n?(n+1)°.

Legyeny = n(n +1). igy a kdvetked (y-ban méasodfokil) egyenlethez jutunk:

y? =6(x+n) Oy-2(x+n)*=0 (*)

A (*) egyenletnek csak akkor van egész megoldaaaiszkrimindnsa négyzetszam. Az
egyenlet diszkriminansab = 36(x + n)* +8(x + n)° = 4(x + n)? fo(x+ n)* +2(x +n)|. A
diszkriminans csak akkor lesz négyzetszam9fet n)’ +2(x +n) is az. Tehéat léteznie
kell egyz természetes szamnak ugy, hogy a

9(x+n)* +2(x+n)-z2=0 (**)
egyenlet (amelyx + n)-ben masodfoku) rendelkezzen egy pozitiv egész iagsal.

Ehhez a (**) egyenlet diszkriminansanak négyzetsmkrkell lennie. Az egyenlethez
tartoz6 diszkriminansA = 4+362° = 41+ 92?), ahonnan kovetkezik, hogy alz+92’
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négyzetszam kell legyen. Ez viszont nem teljesiilhgyanis figyelembe véve, hogy
természetes szafBz)’ = 9z° <1+9z° <1+6z+92% = (1+32)°.

Tehat nem létezikkn+1 egymast koveét természetes szam ugy, hogydels+1 szam
kobeinek 6sszege egyérdz utolstn szam kobeinek 6sszegével.

Megjeqgyzeés
A feladat a) pontjanak szemléletes bizonyitasa @b&a):

» N +n+2
n“+n+1

n? +(n2 +1)+...+(n2 +n):(n2 +n+1)+(n2 +n+ 2)...+(n2 +2n)
F.3. abra

24.Legyen p=3 egy primszam. Jeloljika, -val a kP szamnak p*-tel valo osztasi
maradékat mindek-ra 1-6l (p—l)-ig.

p° - p?
>

Bizonyitsuk be, hogw, +a, +...+a,, =

Megoldas
A kezdeti feltételek alapjan -1 egy paros szam lesz. Mivel & +a, +...+a,,

0sszegben p—-1 tag van, ezeért csoportosithatjuk kettesével a kiago éspedig

. . -1
(a1 + ap_l)+ (a2 + ap_2)+ ... modon, azaz bsszesen - daraba, +a,, csoportunk lesz.
2

Bebizonyitanunk, hogy, +a,, = p?, minden kD{LZ,...,pT_l} esetén, ezéltaipT_l

3_ A2
darab p?-es tagunk lesz és ezek 6sszege pont&agp— -vel egyenb.

A feladat feltételei alapjark” = Mp? +a,, illetve (p-k)* =Mp” +a,, ahol azMp* a
p? tobbszorosét jeloli.
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p
p-
egyenbségben ap?®-et azért nem csatoltuk allp?-hez, mert a maradék nem lehet
negativ, vagyis csak ak® nem lehet ap®-tel valo osztas maradéka).

A binomialis tétel alapjan(p-k)” =Mp? +( J [(p-kP =Mp? + p2-kP (a kapott

Mivel az a,, >0, ezért aza -t a p? —kP-bdl kapjuk p*-tel tortérb osztassal, vagyis
p? —kP = p? —(Mp2 +ak): Mp®+p®’-a = a,, =p°-a, ahonnan azonnal
belathato a bizonyitandd, +a, , = p® dsszefuiggés.

Megjegyzés

Ha g, -val jeloljik ak? szamnakp?-tel val6 osztasi hanyadosat, akkor

1° = 0, Epz ta,
2P =q,p° +a,

(p-1)° =q,, P> +a,,

A felirt egyenbségeket 6sszegezve:

1°+2°+. . +(p-1)" = p? g, + 0, +..+ 0, )+ (@ +a, +.. 4 a,,).

3_ A2
Mivel a, +a, +...+a,, = u, a kapott 6sszefligges atirhatd az alabbi alakra is

1P +2° +..+(p-1)° p-1
G+ +.t 0, = ~+(p )_p2_

p

Sorozatok

25.1gazoljuk, hogy a haromszdgszamok sorozatabanagduszamjegyek ismétinek!

Megoldas

Legyen{s,} ., a haromszégszamok sorozata.
— +

A sorozamn-edik tagja:s, =1+2+3+...+n= n(n2 1) )

A sorozat(n+ 20)-dik tagja: s, ,,, =1+ 2+3+...+ (n+20) = (n+20)(n+21)

2
Az {s.} sorozat(n+ 20)-dik tagjanak és am-edik tagjanak kiilonbsége:

s g = (n+20)(n+21) _n(n+1) _n*+4In+420-n°-n _ 40n+420

e 2 2 2 2
Tehat azs,,,, —S, kulonbség oszthaté 10-zel. Ez azt jelenti, hoggoeozat tagjainak
utols6 szamjegyeih allé sorozat 20-asaval ismédiik.

=10(2n+21).
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26.Tekintstinkn darab olyan szamtani sorozatot, amelyeknek &lgja megegyezik és az

27.

alland6 kulonbség rendrd;2;...;n. lgazoljuk, hogy ezen sorozatok &ls tagjanak
dsszegei egy szamtani sorozat egymast kdegfjai.

Megoldas
Legyen az adott szamtani sorozatok eégyjaa.

A 4.1.4. fejezetben levezetett 6sszefiiggés alafjéam d) :g[ﬂnd +2a-d). Jelélje i,
azon szamtani sorozat &ls tagjanak az 6sszegét, melynek allandé kulonbkggagyis
@, :g[ﬂnk+ 2a-k), aholk = 1;2;...;n. Ekkor:

o =@ = il +2) + 22 (k1] - Tk + 22— k) =

n2

-n

>

azaz aza,,, —«, kuldonbség ertéke fuggetldatol (mindig allandod), tehat az,, a,,...,
@, egy szamtani sorozat egymast kéveigjai.

= {nk+n+2a-k-1-nk-2a+k)="r{n-1)=
2 2

Az igy kapott{w,} ., sorozat el n tagjanak dsszege:

nx1

3 _E :D E — D 2 — :n_2 2 _
I(Z:la)k—ztﬂwﬁwn) 2[E2[ﬂn+2a 1)+2[ﬁn +2a n)} 4[ﬁn +4a-1).

Legyen adott egfa,} , sorozat Ggy, hogw, =a, = @sa,, —2a,+a,, =n, minden

nON" esetén. Szamitsuk ki az alabbi hatérérté!}lhe?}' ﬁ :

(I1l. Hegyi Lajos Emlékverseny, 1999)

Megoldas

Az a,, —2a,+a,, =n rekurzids 6sszefliggésben rahelyébe rendre helyettesitsik be
az 12..,n-1 értékeket, majd az igy kapott Osszefliggéseket kadjssze. Az
dsszevonasok utan kapjuk, hogy:

a,-a,, —a+a,=1+2+.+(n-1).

Figyelembe véve, hogg, =a, = 6s1+2+..+(n-1)= (n —21)n kapjuk, hogy:
o —a =nn-1)
2

Ha az igy kapott rekurzids Osszefliggésbem drlyébe Ujbdl rendre behelyettesitjik
ezuttal az1,2,...,n értékeket és az igy kapott dsszefliggéseket isssgeadjuk, akkor az
dsszevonasok utén:

n k(k -1)
a1 2
Mivel a, =0 és felhasznalva a 3.4.1. fejezet (3.4.4) Osszéfggg mely alapjan

i(k—l)k:—(n_l)n(mrl), azt kapjuk, hogy aza :lﬁ(n—l)n(n+1):(n—1)n(n+1)
3 "2 3 6

k=1
lesz.

a,-a = =1 > k(k -1).
k 2 k1
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28.

Tehat:

Hatarozzuk meg azokat &, a,,...,a, pozitiv egész szamokat, amelyek barmely N "
esetén teljesitik a kovetkeépsszefliggest:

a+ai+..+a’=(a +a,+..+a, ).

Megoldas

A szamok megkeresése a teljes indukcié médszeagitségeével tortenik.
Az Osszefliggés az alabbi ismert dsszefliggésekekentét:

142434, +n="0+1)

n?(n+1)°
—
P+2°+3%+..+n° =(1+2+3+...+n).

P+22+3F+..+n°=

Az igazoland6 Osszefiiggésnek minden N* esetén teljesulnie kell, ezért legyarr 1.
Ebben az esethem’ = a’ egyenbséghez jutunk, de mivel &g pozitiv szam kovetkezik,
hogy aza, =1 lesz.

Legyen n=2. Ekkor 1+ad = (1+a,)’. Atrendezés és a imeletek elvégzése utan az
al —a’ - 2a, =0 egyenlethez jutunk, amelynek megoldéaaF 0, a, =-1 ésa, = 2.

Az el ketis az a, pozitiv volta miatt nem lehetséges, tehataz 2 lesz.

Tételezzik fel, hogy, = n és bizonyitsuk be, hogy,,, =n+ .1

A feltételben adott 6sszefiiggést felima-» n+1-re és felhasznalva az indukcids feltételt
(a,=1,a,=2,...,a,=n):

P+22+3F+..+n*+a° —(1+2+3+...+n+an+1)2.

n+l —

P+22+3+..+n*+ad, =(1+2+3+..+n) +21+2+..+n)@&,, +a%,,

ahonnan:

ad, =2 Ln; ) @, +a’

n+l n+l*

r?+1 - n(n +1) (&, =0.
A kapott egyenlet megoldasad,,, = , @&, =-n ésa, =n+ 1 A megoldasok kozl

csak aza,,, = n+ Ipozitiv és ez pontosan az, amit bizonyitani akéxtu

2
an+1

a

Tehat mindemON™ eseténa, =n.
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Megjegyzés
A feladat megoldasanak szemléletes bizonyitasa &br4):

1+2+3+...+n :%m(nﬂ)

2
P+2°+3F+.+n° =[%D1(n+l)j

1 101
2 2022
3 33
nh?
n \
n(n+1)
F.4. abra
Megjegyzés

Bebizonyithaté egy ennél élesebb allitas is, egpedi

ha a, <a, <..<a, pozitiv egészek, akkal +aZ +..+a’ >(a, +a, +..+a,)’, ahol az
egyendiség akkor és csak akkor all fenn, aa= mindenk = 1,2,...,n esetén

Az egyenébtlenség igazolasa szintén a teljes indukcio moésettortenik.

Ha n=1, akkor az a, >1-bdl kovetkezik, hogy a’>a’, illetve hogy aza’=a/
egyenbség csak akkor teljesul, feg =1.

Tegylk fel, hogy az allitas igaz, lme= k és lassuk be, hogy igaz=k +1 esetén is.
Tekintsunkk +1 darab pozitiv egész szamot ugy, hagyx a, <...<a, <a,,,.

Mivel a, ,, > a, +1, ezért(a"+1 _21) Bea 5 & [qazk +1) =1+2+3+..+4a,.

Az 1+2+3+...+a, 0sszeg az 0sszes-nal nem nagyobb pozitiv egész 0sszege, ezért ez
az 0sszeg biztosan nagyobb vagy egyea a, +a, +...+a, 6sszegnél, melynek tagjai
killonbod egészek az,2,3...,a, egészek koziil. igy

(ak+1 _1) (&,

1
= 2>a +a, t...ta,
2
amit végigszorozva&a, ,,-gyel és atrendezve az

3 2
a'k+1 = 2(a1 + a'2 +"'+ak)|}k+1 + a'k+1
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egyenbtlenséghez jutunk.

Felhasznélva, hogy az indukciés feltétel szerjt+al +..+a’>(a, +a, +...+a )
kapjuk, hogy

al+ay .t tag, 2(a va, rra) a2

2 (a:L ta, t..ta, )2 + 2(31 ta, t.. 7t ak)lja‘kﬂ +ay, = (a:L ta, t..ta ak+1)2 ,

azaz, hogy az egysditlenség igazn =k +1 esetben is.

Nem nehéz belatni, hogy a fenti 6sszefliggésbegyeméség csak akkor allhat fenn, ha
a.,=a +tlésa’+a+.+a’=(a +a,+..+a ).

Ez utdbbi egyeriiségben az indukcids feltétel alapjan az egis¥d csak akkor all fenn,
haa =1, a, =2,..., a =k. Mivel a,, =a, +1 adodik, hogya,,, =k + lazaz minden
k=12...,n esetéma, =k.

Megforditva, haa, =1, a =2,..., a, =k, a., =k+1, akkor az egyetiség fennall,
hiszen ha asS,-ban az helyére(k +1)-t irunk:

P+28+ 4k +(k+1)° =[1+2+.. .+ k+(k+1)].

29.Az a,, a,,...,a, szamok kulonbdz pozitiv egészek. Bizonyitsuk be, hogy:
(af +aj +..+ a,f)+(af +a) +..+ aﬁ)z 2(a13 +ad +..+ aﬁ)z.

Megoldas
A bizonyitandé egyefitlenség a 3.2.3. fejezetben levezet@tfs' =S, +S =2[8

osszefliggés egy ,élesebb” valtozata.
Mivel az a -k kilonbodek, feltehetjik, hogya, <a, <...<a,. A feladatot azn-re
vonatkozo teljes indukciéval fogjuk megoldani.

Ha n=1, akkor aza/ +a’ = 2a} bizonyitando. Ez belathatd, hiszen migek>1, ezért
al +a - 2a) = ffaf +1-2a,)= a7 (fa, -1 20,
ahol az egyeidség csak akkor all fenn, e =1.

Tegylk fel ezutan, hogy valamekyra teljesil a feladat allitdsa, majd mutassuk meg,
hogy ekkor teljesul a kovetkézs (tetsdlegesa, <a, <...<a, <a,,, pozitivegészekre):

(317 +a) +.+a) +alf+1)+ (315 +a+..+a; + alfﬂ)z 2(af +a+..+al+ alfﬂ)z,
azaz

(a17 +a +..+ alZ)+(a15 +ad +..+ af)+az+1 +al, >

22(a13 +a23+.._+as)2 +4(a13 +a§+...+a,f)mf+l+2af+l,

Az indukcios feltevés kovetkeztében a bal oldalévs Ikét zarojeles kifejezés 6sszege
nem kisebb, mint a jobb oldal élsagja, ezért elegefichzt bizonyitani, hogy

7 5 3 3 3 3 6
ak+1 + ak+1 2 4(a1 + a2 oot ak)[]a‘kﬂ + 2ak+l '
Osszuk el mindkét oldah?’,, -nel, és rendezziik at a kovetkképpen:

4 2 3 3 3 3
ak+1 +ak+1 _2ak+l 2 4(a1 + a2 +"'+ak)'
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Tehéat azt kell belatnunk, hogy:

4 2 3 2 2 2
ak+1 + ak+1 B 2ak+1 - (ak+1 B ak+1) - |:(ak+1 _1) Ijik+1:|

Srad+...+a’<
qTe K 4 4 2

2
Felhasznalva, hogy? +2° +...+n® = [@} és am helyébe(a, ,, —1)-et irva:

2
Mivel a, <a, <..<a, <a,, és azl’ +2° +..+(a,,, —1)° 6sszeg az 6sszés,,, —1)-nél
nem nagyobb pozitiv egészek kdbeinek dsszege, ezét 6sszeg biztosan nagyobb vagy
egyend az a’+a’ +...+a’ 0sszegnél, melynek tagjai ax2,3...,a, egészek kozul vett
kilonbdd egészek kobei. igy:

2

€s ez az, amit bizonyitanunk kellett.

Az eloz6 feladat megjegyzésében leirtakhoz hasonl6 modbattabe az a tény is, hogy
az egyeriség akkor és csak akkor all fenn, #ia=k mindenk = 12,...,n esetén.

2
13+23+...+(ak+1—1)3 :{M} 2a13+a§+___+as,

30.Szamitsuk ki az

p
xn:(1+ 11j[€1+ 2 j[ﬁn 3 jm..tﬁu n j
np+ np+]_ r_]p+]_ np+1

altalanos tagl{xn}n21 sorozat hatarértékét, ahokésp pozitiv egész szamok.

Megoldés
LegyennZ" rogzitett szam.
Megmutatjuk, hogy

%ﬂ&sln(ﬂx)s X, (*)

barmely x[ {Oi} eseten.
n

Tekintsiik a kovetkezfliggvényt: f (x) = nLJrth In(1+ x), ahol xD[O,ﬂ . Az adottx-

ek mellett azf/(x) = d 1 mx2l )s 0 és mivel f,(0) =0, kovetkezik hogy

n+l 1+x (n+1)(x+1

f,(X) <0, azaz teljesill, hog%nTlD(s In(1+ x), mindenxD[O,ﬂ esetén.

1 1 X
Legyen mostf,(xX) = x—=In(1+ x), ahol x| 0,= |. Ekkor f,(X)=1-——=——-2>0 és
ayen mostf, (9 = x~Int+x), ahol x(1| 0.3 . Ekkor 1109 =171 =-

f,(0) =0, tehat f,(x) =0, ahonnan kovetkezik, hogyzln(1+ x), ha XD[O,Ejl (ez
n

utébbi egyertdtlenség barmely = 0 esetén igaz).

162



FUGGELEK A TEMAKORHOZ KAPCSOLODO FELADATOK

1 2 3 n®

Mivel —=,——=,—,....— 7| 0,= |, ezeket az értekeket rendre behelyettesitjik a (*)
n”= nP™ nP n® n

egyenbtlenségbe:

N gl et )t
n+1 np+1 np+1 np+l
N 52 142 )2
n+1 np+1 np+1 r]p+l
BLLNNEIC IS I I PR
n+1l nP* nP?t ) nrt

A kapott egyerditlenségek megfeléloldalait 6sszegezve, felirhatd, hogy

n D1+2+3+...+np 1+2+3+...+n°"
<Inx, <
n+1 nP* n"*
n® ¢,
1+2+3+...+n° ZEﬁn +1) n+1 , . nP+1 1 ,hap=1
De - = T o és Lm; on 2
: n : o,hap=>2
1 hap=1
Innen (a rendr-elvet felhasznalva) felirhatjuk, hogiyn(ln xn)= 2’ P ,
) w, hap=2
ahonnanlim x,, = Ve, hap :1.
n-e o, hap=>2
31.Adott p pozitiv egész szam esetén legyen=1° + 2° +...+ n® —k [h"** barmely pozitiv
egésa esetén. Melk [JR esetén konvergens §a,} ., sorozat?
Megoldas
Ha p=1, akkora, =1+ 2+...+ n—-k[h’ :M—kmz.
Ebben az esetben:
n®+n 1 1 e haks%
lim a, =lim -kh* |=lim n Eﬁ——k+—j: :
nooo n-oo 2 n-oo 2 2n 1
o , hak >

Tehat p =1 esetén a sorozat egyetlen vatés sem konvergens.

A teljes indukcido médszerének segitségével be foltni, hogy barmely pozitiv egégz
esetén hasonlé a helyzet.
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LegyenS, =1° +2° +3° +..+n".
Teljes indukcioval igazoljuk, hogy a8, azn-nek(p+1)-edfokd polinomja tgy, hogy a

(p +1)-edfokt] tag egyUtthatéjalTl, mig ap-edfoku tagé%.
p

n(n+2) :%mz +%Dh, az allitasp =1 esetben igaz.

A folytatasban felhasznaljuk a 3.3.1.fejezetberimiett azonossagot:

+1 +1 +1 +1 +1
(n+1)P*-1= P s 4| P B, , + P B, , +..+ P [, + i
1 P 2 P 3 P P p+1

A kapott Osszefliggés bal oldalara alkalmazva Newtbnomialis tételét, majd

Mivel 1+2+3+...+n=

+1
felhasznalva, hog{p1 j: p+ ,kapjuk, hogy

nP+1+(p+1J|]]p +(p+]jmp—l+."+(p+1]m:
1 2 p

: p+1 p+1 p+1 p+1
L o LS LT (A

Tegyuk fel, hogyp-nél kisebb kitebkre igaz az éllitas és fejezzuk ki a kapott 6ssppdsiél
az S -t
p

{n"*ﬂ(pﬂjﬁh” +(p+ljﬁh”‘l+...+(p+1jm—(p+ljﬁ5p_l-...—(pﬂjﬂi}
1 2 p 2 p _

p+l1
+1
=1 Dt]"ﬂ{l— 1 p2 j[—ll}ljh“R(n).
p

S =

p

p+l p+l

+1
ahol az R(n) legfeljebb (p—l)-edfokl] polinom. Felhasznalva, hoa(fz j: (p+21)p a

ilm”ﬂ +% (hP + R(n) alakra, tehat az allitas iggzre
P

kapott 0sszefliggés atalakg|, =
IS.
Mindezek alapjan:

iim a, = lim (S, ~k®™)=1im (me*%mumm—km"”}:
p

n-oo n-o n-oo +1

+ 000, hak < 1

+1
=lim npﬂ[ﬁ—il—k+2i+Rf,Tl)]= p1 :
P nn — o, hak >

p+l

n-oo

Ezzel az allitast belattuk.
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32.Tekintsik azt am-edrend determindnst, amelynek oszlopaiban kulob&zamtani
sorozatok egymast kovetagjainak azonogpfedfokl) hatvanyai szerepelnek, azaz

X! X; Xy
(Xl +al)p (X2 +a2)P (Xn -'-Crn)p
Dy = (x +2a,)" (x, +2a,)° (%, +2a,)" |,
[X1+(n_1)m1]p [X2+(n_1)m2]p [Xn'*'(n_l)RIn]p

ahola; # 0,i =12,..,n.
Bizonyitsuk be:
a)Hap<n-1, akkorD =0.

n
b) Ha p=n-1, akkor D" felbonthat6 [2] darab masodrerid determinans

szorzatéra.
c) Ha p > n-1, akkor D determinans oszthato@"*-gyel.

Megoldas
a)

Mivel a;, #0 (i :l2,...,n), ezért rendre kiemelhetjik a megfélebszlopokbdl a
megfeleb szamtani sorozat differenciajapaedik hatvanyon.

Igy:
X’ X5 X

p p p
G - G
al az an

p P p
DY =a P 0.0 | X 4o %249 Fn 4o 1)
a, a

X *(x P X P
—1+n—1] (—2+n—1j (—”+n—1j
al aZ an

Ha az (1) alatti determinanst kifejtjik az éeleszlopa szerint, akkor egy legfeljelpb

edfokd polinomot kapun&aﬁj -ben.

1
Az is észrevehét hogy ha fennall azﬁ =% egyenbség, akkor az (1) alatti
determinans értéke nulla, hiszen a deterrr:inéni;le’i‘soszlopa megegyezik. Hasonlban
belathatd, hogy a determinans értéke szintén Q I&szteljesﬂla%:;—z,..., %:2—:
egyenbségek valamelyike. Ez azt jelenti, hogy a determsrigerd Ies{aﬁlj -nek (n—l)

darab értéke esetén.
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Figyelembe véve, hogy <n-1, azt kaptuk, hogy az adott polinomnak a fokszamana
tébb zérushelye van. Ez csak akkor lehetségespbbireom a zéruspolinom.

TehatD, =DZ=...=D])? =0.

b)
Az a) pont bizonyitdsaban leirtak alapjan az adetérminans oszthatE)ﬁ——zj-gyel
1 2

vagy (x [a,-x,la,)-gyel. Hasonléan oszthaté lesz afx, [r, —x, [@r,),...,
(x, @, -x @), (x@,-xm,), (la,-xla,),... (x&, -x, &, sth.
mindegyikével, tehat felirhatd, hogy

Dn—l =c Xl X2 Xl X3 []Xl X4 |:| X1 Xn X2 X3 X2 X4 D X2 Xn |:|
" a, a,|la, aslla, a,| oy a,|)\|a, aslla, a,| o, a,
X3 X4 D [‘]XS Xn |:| Xn—l Xn (2)
aS a4 a3 an an—l an

€s ez az amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzeés
Az (1) alapjan belathat6, hogy egyfelD"* egy (n—l)-edfoku polinom mindegyik
Xis Xpyeees Xy, Ay, Oo,..n, @, Valtozéjara nézve, masreszt pedig a (2) Osszefigoeb

LAY ]
oldalan szerepl masodrend determinansok szorzata szintén e(gyl) -edfoku polinom
mindegyik x,, X,,...,X,, a,,Q,,...,a, valtozojara nézve. Innen kovetkezik, hogy a (2)

AR

0sszefuggésben szerépltényesd nem fuggx,, X,,..., X, Ay, do,...,a, Valtozoktol.

AR

Ahhoz, hogy meghatarozzukcaénye®t, a valtozéknak konkrét értekeket adunk.

Legyeneka, =a, =...=a, = lilletve x, =n, X, =n-1,..., x, =1. Felhasznalva a (2)
alatti 6sszefuggést:
n"* (n-n"* 1
(n + 1)n—1 nt on-1
(n+2)™* (n+1)" 3t |=cn-1)ith- 2)0.2m. ©)
(en-9"*  (2n-2 .. n"

A (3) alatti determinans — melyet nevezziinkdelnak - kiszamitasahoz felhasznaljuk a
4.1.1 fejezetben mar ismertetett tényt, éspedigy @ P(x) egyp-edfokd polinom és az

a,a,,..,a,,... egy olyan szamtani sorozat, melynek differencidga akkor a
P(a,), P(a,),...,P(a,),... sorozat p-edik differenciasorozata &alland6 és ennek az
allanddnak az értékd, (p'id *, ahol A, az x” egydtthatéja &P(x) polinomban.

Legyen P(x) = x"™ és tekintsik a kovetkézsorozatot:a, =1""; a, =2"*; a, =3"";...;

a,=n"% a,, =(n+1)"";....
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igy azt kapjuk, hogy:

an an—l an—2 a'2 a:l.

an+1 an an—l a3 a2

5 = an+2 an+1 an a4 a?.
a'2n—1 a2n—2 a'2n—3 an+1 an

Vonjuk ki minden oszlopbdl &le jobbra €% oszlopot, igy minden sorban a sor tagjaibél
allo sorozat els differenciasorozatat kapjuk. Az igy kapott deteramsban ismételjik
meg az dbbi eljarast az utols6 oszlop kivételével, az Gpmhkapott determinansban Ujra
megismételve ezuttal az utolso két oszlop kivétdlés igy tovabb, addig, amig azéels
oszlopban az(n —1)-edik differenciat kapjuk. Ezaltal:

An_lai An—Zai Aﬂ—3a1 Alai al
Aa, A?a, Aa, Na, a,
0=|A""a, A%a, A’a, Na, a,
Aa, A"fa, A"Ca Aa a,

Figyelembe véve a differenciasorozat tulajdonsagait kapott determinans 8ls
oszlopanak minden elen{a —1)! lesz.

Alkalmazzuk az dlbbi algoritmust erre az 0j determinansra, azzahlozassal, hogy
ezUttal minden sorbdl vonjuk ki a felette &vigy egy olyan determinanst kapunk,
melyben az etsoszlop minden eleme — az &l&ivéve — 0. Az igy kapott determinansban
ismételjuk meg az é&bbi eljardst az ets sor kivételéevel, az Ujonnan kapott
determindnsban Ujra megismételve ezuttal ad ledt sor kivételével stb., mig végul a
kovetked determinanshoz jutunk:

Na  ATa AT Na, &
0 Aa, APa Na,  Na
5= 0 0 A, Na,  Na
0 0 0 A, APa
0 0 0 0 Aa

Mivel a kapott determinans egy félearomszégmatrix determinansa, ezert:
5=(aa) =[(n-D)]"
A kapott érteket behelyettesitve a (3) 6sszeflgg&apjuk, hogy
[(n-1)]" = cqn-1)(n - 2) 1.2
IS (L L () iy
(h-1)ih-2).2m  (h-2)0. 2o

A kapottc egyutthatdt behelyettesitve a (2) dsszefliggéslykapguk aD[™ tényezdkre
bontott alakjat.

(4)

167



FUGGELEK A TEMAKORHOZ KAPCSOLODO FELADATOK

c)

Tetsdleges p > n—-1 esetén D, determinans tartalmazzaly ™ mindegyik tényedjét,

mivel zérova valik, haﬁ:ﬁ; ﬁzﬁ; stb. A D! determinans egy-edfoku
al a2 al a3

polinomja x -nek, mig D" pedig egy(n—l)-ed foku polinomja leszx, -nek, ezért

azokon a tényekon kivil, amelyek tartalmazzék ax;-et és szerepelnek @™

felbontasaban, még létezik,-nek egy [p—-(n-1)]-edfoki tényedie is. Hasonlé

elgondolas alapjan létezik,-nek is egy[p—(n—l)] -edfoku tényedje stb. Mivel mind

DP, mind pedig D! homogén polinomok mindegyikx,, X,,...,X., @y, dy,...,Q,

véltozora nézve, igy a hanyadosuk szintén homogéngm ezen valtozék szerint, mely

polinom fokszama - minden valtozéra néZ\{qe)-— (n —1)] :

Megjegyzés

Ha mindegyik szamtani sorozatnak ugyanaz az all&kitinbsége (legyen af), akkor a

(2) és (4) alapjan:

n-1 [(n _1)!]n_l @
D, :m M 2 Ox, —x,)0x = %) CL.0x, = x, ) Hx, = %) fx, = x,) 0.0
[qxz - Xn)[ﬂXS - X4)D"[qx3 - Xn)D"[an—l - Xn)'
Figyelembe véve, hogy
(x1 —xz)[(x1 —xs)[...[(x1 —xn)[(x2 —xs)[(x2 —x4)[...[(x2 —xn)[...[(xn_1 —xn) =

(n-1)n

= (_1) 2 [ﬂxz - Xl)[qXS - Xl)D"[an - Xl)[qXS - XZ)[QX4 - Xz)D--[an - Xz)D--[an - Xn—l)’
ahol az (Xz - Xl)[ﬂxs - XI)D"[GXn - Xl)[qxli - xz)[ﬁx4 - XZ)D--[an - XZ)D"[GXn - Xn—l) szorzat
éppen egy-edrendi Vandermonde determinans kifejtése, azt kapjuk hogy
(0 [(n-1)]"* - (n=t)n

D™ = (=1 2 [y . 5
=) n-2)0.20 " ®)

Ha ezen felll az, x,,..., X, ugyancsak egy szamtani sorozat egymast kaefiai, egy

olyan sorozaté, amelynek differenciajp, akkor a Vandermonde determinans
(n-1)n

vV, =120.0n-2)th -1 2 és az (5) 6sszefiiggés atirhato a kovétiedakra:

(n-1)n

o =(-1)"2" d(n-1)]" cfrd) "2 (6)
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