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1. fejezet

Bevezetés

A populécidédinamika biologiai populaciok méretének és Osszetételének ids-
beli valtozasat modellezi. A tudoményteriilet gyokerei nagyon régre nytlnak
vissza: az egyik legkorabbi populaciodinamikai téméaji munkanak tekinthet-
jiikk Fibonacci 1202-es modelljét, amelyben egy nytlpopulacié névekedését
vizsgalja.

Daniel Bernoulli a XVIII. szazad kozepén differencidlegyenletes modellt
allitott fel a himlé terjedésének vizsgalatara, amelyet késGbb d’Alembert fej-
lesztett tovabb.

Pierre Frangois Verhulst belga matematikus 1838-ban publikalta a né-
pesség novekedésének modellezésére az N = rN(1 — N/K) tn. logisztikus
egyenletet, ahol K a kornyezet eltartoképessége. Ha a populacié mérete jo-
val kisebb a kornyezet eltartoképességénél, akkor a populécié gyakorlatilag
exponencialisan ng, majd egyre lassuldo novekedéssel tart a kornyezet eltar-

toképességéhez.

Az 1920-as években Vito Volterra olyan modellt keresett, amely megma-
gyarazza, hogy az I. vilaghdboru idején lecsokkent haldszat miért okozta a
ragadoz6 halak ardnyanak novekedését az Adriai-tengerben. Alfred J. Lotka
hasonl6 egyenletet kozolt egy névény és egy ndvényevs allatfaj mennyisége
valtozasanak modellezésére. Az altaluk felallitott Lotka—Volterra-egyenlet az

els6 ragadozo—zsdkmany modell.
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A populéaciodinamika azota is fejlédik, ahogy azt Bacaér monografidja [2]
is mutatja. Ez a fejlédés kiilonosen felgyorsult a szamitogépes szimulaciok

lehetGségének megjelenésével.

A disszertacioban két populaciddinamikai modell stabilitasi és bifurkacios
tulajdonsigait tanulméanyozzuk, illetve ismertetiink egy dinamikus rendsze-
rek attraktorainak szidmitésara szolgald algoritmust és az algoritmust megva-
16sit6 szamitogépes programot, amelyet a két modell vizsgalatahoz alkottunk

meg.

Az értekezés a szerz6 kiovetkezG publikacioin alapul:

e Dénes, A., Neimark—Sacker bifurcation in a discrete dynamical model of
population genetics, FElectronic Journal of Qualitative Theory of Dif-
ferential Equations, Proc. 8th Coll. Qualitative Theory of Diff. Equ.,
No. 6. (2008), 1-10.

e Dénes, A., Hatvani, L., Stacho, L. L., Eventual stability properties in
a non-autonomous model of population dynamics, Nonlinear Analysis
73 (2010) 650-659.

e Dénes, A., Makay, G., Attractors and basins of dynamical systems, Fi-
ectronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, No. 20.
(2011), 1-11.

1.1. A dolgozat felépitése és tartalma

A bevezetést kovetd masodik fejezetben néhany alapvets fogalmat definialunk

a dinamikus rendszerek elméletébdl.

A harmadik fejezetben Tusnady Gabor egy populdcidédinamikai modelljé-
vel foglalkozunk. Ez a genetikai modell, amely egy nemlinearis, négy fiiggetlen
valtozot tartalmazo differenciaegyenlet-rendszer, egy populacioban az ivarsej-
tek eloszlasanak valtozéasat irja le egy lokusz és négy allél esetén a szelekcio

és a mutacié hatasanak figyelembevételével. Tusnady Gabor szamitogépes
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kisérletezéssel talalt olyan eseteket, amelyekben a rendszer attraktora nem
egy pont (vagyis az eloszlasok kozott nem &all be dinamikus egyensily), ha-
nem periodikus pélya, s6t, valamilyen kaotikus halmaz. Azt kérdezte, hogy
ez a jelenség torvényszert, vagy esetleg csak a numerikus kozelités hibajabol
adodik. Hatvani Laszlo, Tookos Ferenc és Tusnady Gabor [11]-ben megmu-
tatta, hogy a folytonos esetben tapasztalhaté hasonlé jelenség magyarazata

egy Hopf-bifurkacio.

Bebizonyitjuk, hogy a jelenség a diszkrét esetben is torvényszerd: belét-
juk, hogy a rendszer bizonyos paraméterek valtoztatasakor Neimark—Sacker-

bifurkdcion megy keresztiil.

Ennek a modellnek a vizsgalatahoz sziikségiink volt egy olyan program-
ra, amellyel dinamikus rendszerek attraktorait és azok medencéit lehet ki-
szamitani és abrazolni. A kordbbi, dinamikus rendszerek vizsgalatara szol-
gal6o programcsomagok azonban altaldban nem rendelkeznek ilyen eljarassal,
vagy algoritmusuk pontatlansidgokhoz vezethet, illetve a programok régen
késziiltek, igy ma méar nehezen hasznalhatoak. Ezért sziikségiink volt egy
1j, az eddigieknél pontosabb algoritmusra és az algoritmus alapjan késziilt
programra, amelynek segitségével tetszéleges dimenzioju dinamikus rendszer

attraktorait tudjuk abrazolni.

A dolgozatban ismertetjiik az 1j algoritmust és az algoritmus alapjan ké-
sziilt programot, és néhany ismert dinamikus rendszer attraktorat bemutato

abraval szemléltetjiik a program miikodését.

Az 6todik fejezetben egy populaciodinamikai modellt vizsgalunk. Ez a
modell a Tanganyika-toban él6 két halfaj (egy ragadozo és egy névényevo),
valamint a névényevd halak taplalékdul szolgdldo névényzet mennyiségének
valtozasat irja le. A modell két részbél all: év kdzben egy differencidlegyen-
let-rendszer irja le a fejlédést, mig minden év végén egy diszkrét dinamikus

rendszer irja le a halak szaporodésat.

Az év kdzbeni fejlédést leir6 nemautonom differencidlegyenlet-rendszernek
nincs egyensiilyi helyzete, azonban van hataregyenlete, és a hataregyenletnek

van egyensiilyi helyzete. Ilyen esetben az tin. eventudlis stabilitasi tulajdon-
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sagokat (eventual stability properties, Yoshizawa [22|) szokték vizsgalni. F6
eredményiink, hogy a nemautoném rendszer minden megoldésa tart a ha-
taregyenlet egyensilyi helyzetéhez, éspedig bizonyos értelemben egyenletes
modon. A bizonyitas 6tvozi a linearizalds modszerét, a hataregyenletek mod-

szerét és Ljapunov direkt modszerét.



2. fejezet

Dinamikus rendszerek

A fizikai, kémiai, biologiai, gazdasagi folyamatok jovs- és miltbéli allapotai
bizonyos mértékig kiszamithatok, ha ismerjiik jelenlegi allapotukat és a fejls-
désiiket szabalyozo torvényeket. Amennyiben ezek a torvények nem valtoznak
az id6ben, az ilyen rendszerek viselkedését teljesen meghatéirozza kiindulési
allapotuk. A dinamikus rendszerek fogalma az ilyen determinisztikus folya-
matok matematikai modelljét jelenti. Vagyis a dinamikus rendszer fogalma
magéaban foglalja a lehetséges allapotok halmazat és a fejlédés térvényeit az

id6 fiiggvényében.

A rendszer minden lehetséges allapotat valamilyen dllapottérnek nevezett
X halmaz egy pontja jelzi. Egy x € X pont nem csak a rendszer jelenlegi
helyzetét irja le, hanem a fejlgdését is meghatarozza. Az allapotteret a klasszi-
kus mechanikabol ered6 hagyoméanyokat kdvetve gyakran fdzistérnek is neve-
zik.

Az allapotok kozti atmenetet egy leképezés adja meg, ez el6irja, hogy a

rendszer valamely allapotbol ¢ id6 alatt mely allapotba megy at.

Ezek utan megadhatjuk a dinamikus rendszer fogalmanak pontos definicio-
jat:
2.1. Definicid. Legyen X C R™ ésY C R. Az (X, m) pdrt dinamikus rend-

szernek nevezziik, ha a m : X XY — X leképezés rendelkezik a kovetkezd

tulagdonsdgokkal:
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e 7(x,0) =z minden x € X esetén (kezdetiérték-tulajdonsdg),

o m(m(x,t),s) =m(x,t+s) minden x € X ést,s €Y esetén (csoporttu-

lajdonsdyg),

o 7 folytonos az X XY szorzattéren.

X-et nevezziik allapottérnek, Y pedig az id6t jelenti. Y valamilyen szam-
halmaz, leggyakrabban ¥ = R vagy Y = Z. Ha Y a valés szamok halmaza,
akkor folytonos, ha Y az egészek halmaza, akkor diszkrét dinamikus rend-

szerr$l beszéliink.

2.2. Definicié. Legyen x € X tetszileges. Ekkor a
&Y = X, &t m(x,t)

leképezést az x pont orbitalis fliggvényének vagy mozgasanak, a ,.(Y) € X

Tz 2

pottér pdalydkra particiondldsdt a dinamikus rendszer fazisképének nevezziik.

Az xg € X pontot egyensilyi helyzetnek vagy fixpontnak nevezzik, ha
7(xg,t) = o minden t € Y esetén. Az elnevezést az indokolja, hogy ezzel a

kezdeti értékkel indulva a mozgas dllando, vagyis a trajektoria eqy pontbol dll.
Egy Lo palydt periodikusnak neveziink, ha minden o € Ly pontra és

minden t €Y esetén mw(xg,t + Ty) = 7(xg,t) teljesil valamilyen Ty > 0-ra.

2.3. Példa. Legyen adott az

kozonséges, autonoém differencidlegyenlet, ahol g : R™ — R" folytonos fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy a rendszer barmely megoldésa folytathato a (—oo, 00)
intervallumon. Jelolje z(-,tp, x9) : R — R™ az x(to, to, x0) = zo feltételnek

eleget tevG megoldast. Definidljuk az f fiiggvényt a kdvetkez6 modon:

fiR"xR—R"
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fi(z,t) = x(to+t, 1, 2)
Ebben az esetben f egy folytonos dinamikus rendszert hataroz meg.

2.4. Példa. Legyen F : R™ — R™ folytonos, invertalhato leképezés. Az
Tpr1 = F(xy)

differenciaegyenlet egy diszkrét dinamikus rendszert definiél: a 2.1. definicio

jeloléseit hasznalva:
w(x,n) = F"(z),

ahol F'" az F leképezés n-edik iteraltjat jeloli.
Az alabbiakban ismertetjiik a kaotikus halmaz, az attraktor, illetve né-

hany kapcsolodo fogalom definiciojat a [24] monografia felhasznalasaval.

2.5. Definicié. Legyen A kompakt részhalmaza R™-nek. A A halmazt in-
variansnak nevezzik a mw(x,t) dinamikus rendszerre nézve, ha mw(A,t) C A

minden t €'Y esetén.

2.6. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a w(x,t) dinamikus rendszer érzékenyen
fiigg a kezdeti feltételektsl A-n, ha létezik olyan € > 0, hogy barmely x € A-
hoz és x barmely U kornyezetéhez megadhato olyan y € U ést > 0, amelyre
|m(z,t) — m(y,t)| > e.

2.7. Definicié. Egy invaridns zdrt A halmazt topologikusan tranzitivnak
neveziink, ha barmely U, V' C A részhalmazokra létezik olyan t € Y, amelyre
m(U, )NV # O teljesiil.

2.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy a A invaridns halmaz kaotikus, ha a

kovetkezd harom tulajdonsdg teljestil:
o (x,t) érzékenyen figg a kezdeti adatoktsl A-n,
o w(x,t) topologikusan tranzitiv A-n,

o 7(x,t) periodikus pdlydi siriek A-ban.
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2.9. Definicié. Legyen F': R™ — R™. Azt mondjuk, hogy az A C R™ halmaz

attraktor, ha rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

e invaridns, azaz F'(A) = A,

o sirid, azaz létezik A-ban olyan kezdeti pont, amelynek a pdlydja siri

A-ban,

o A-hoz kézelrdl induld trajektoriak kézel maradnak és aszimptotikusan
tartanak A-hoz.

2.10. Definici6é. Az A C X attraktort kiilonos attraktornak nevezziik, ha

kaotikus.

2.11. Definicié. Egy attraktor medencéje azon pontok halmaza, amelyekbdl

indulo trajektoridk az attraktorhoz tartanak.



3. fejezet

A Tusnady-modell

3.1. A Tusnady-modell

Az él6lények sejtjei — kevés kivételtdl eltekintve — sejtmagot tartalmaznak,
amelyben a genetikai program kromoszomdk formajaban tarolodik. A kromo-
szomak szama fajonként kiilonb6z6 (az embernél ez a szam 46). A kromoszo-
mék egyik fele anyai, a masik apai eredett, tehat a kromoszémak parokban
jelennek meg, és egy-egy par két tagjat nevezziik homolog kromoszoémaknak.
Amikor egy ilyen diploid sejt osztodik, minden kromoszéma megkett6zadik,
és a két szarmazéksejt mindegyike megkapja a teljes kromoszomakészletet.
A szervezet tartalmaz haploid sejteket is, amelyekben csak feleannyi kromo-
szoOma taldlhato, minden parbdl az egyik: ezek a sejtek a csirasejtek vagy
gamétak. E sejtek a diploid sejtekbdl jonnek létre a meidzis folyamata so-
ran, amely kettéhasitja a kromoszomaparokat. A kiilonb6z6 kromoszémapa-
rok egymastol fiiggetleniil bomlanak fel. Megtermékenyitéskor a gamétaparok

egyesiilnek, igy helyreéll az eredeti kromoszémaszam.

A kromoszoma azon szakaszait, amelyek a kiilonb6z6 tulajdonsagokat
meghatarozzak, génnek nevezziik. A géneknek kiilonboz§ véltozatai lehet-
nek, ezeket a valtozatokat alléloknak, a kromoszéman beliil elfoglalt helyii-
ket pedig lokusznak nevezziik. Haploid sejtekben minden génnek egy, diploid

sejtekben két allélja lehet jelen. A genotipust a valoban jelen 1évé allélpar ha-
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(5

a) kiesés

) megfordulds d) dchelyezddés

3.1. dbra. A mutaci6 tipusai

tarozza meg. Ha a két allél megegyezik, akkor az adott génre nézve az egyed
homozigdta, ha a két allél eltérs, akkor heterozigota. A genotipusok eloszlasa-
nak valtozasat tobb tényezd is befolyasolja, amelyek koziil a legfontosabbak

a mutéacid és a szelekcio.

A szelekcio azt jelenti, hogy a kiilonb6z6 genotipusoknak kiilénbo6z6 az
esélye a felnGttkor megérésére és utodok létrehozasara. Valamely genotipus si-
kerességét a fitness, vagyis a genetikai ratermettség mutatja meg, amit tobb-
féleképpen is mérhetiink. A legegyszertibb a Wright-féle fitness, amely az

utodok varhato szamat jelenti.

A mutdcio az orokitGanyag, a DNS rendellenes megvaltozasa. Ez azt je-
lenti, hogy a gének nem pontosan mésolodnak. A mutécié leggyakrabban a
meiozis alatt fordul el; valamely allél egy masik allélla alakul at. Valahény-

szor a sejtmag lemésolodik, hiba keletkezhet. Ezt tobbek kozott valamilyen
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3.2. abra. A rekombinéci6 tipusai
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\

sugarzas okozhatja. Az eredmény néha hasznos, néha karos, de a legtobb
esetben kézombos. Mésolasi hibak okozzak a rakot, de a fajok kialakulasat
is a mutaciok eredményezik, és mutaciok tartjak fenn azokat a veliink szii-
letett rendellenességeket, amelyek gyakorisaga a szelekci6 hatésira néhany

generacio soran elhanyagolhatora csokkenne.

A rekombindcio vagy dtkeresztezddés a homolog kromoszomak kozott tor-

ténhet. A rekombinacié — a mutaciohoz hasonléan — a genetikai valtozatossag
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forrasa, de itt nem 1j gének sziiletnek, hanem 1j génkombinéciok: a homolog
kromoszomaparok egyes génjei kicserélgdnek. Igy a keletkezs ivarsejt kro-
moszOmai nem pontos masai sem az apai, sem az anyai kromoszémaknak.
Persze nem cserélédhet ki barmely két gén; minél koézelebb van két 1okusz
egymashoz, annal valoszintibb, hogy alléljaik a meiozis sordn ugyanazon a
kromoszoéman maradnak. Ezt a valoszintiséget a kapcsoltsag mértéke fejezi
ki.
Modellezziik matematikilag az el6bbi fogalmakat:

Jelolje m a lokuszok szamat, az allélok szamét pedig jeloljiik d-vel. Ekkor

az ivarsejtek d dimenzios vektorokként foghatok fel, amelyek elemei az allélok:
V: (Ul,...,vm)

Igy az ivarsejtek lehetséges szama n = d™, jelolje 6ket 1,..., n.

Legyen x;(r) az i-edik ivarsejt aranya az r-edik generacioban, ekkor nyil-

van teljesiil, hogy 1 + -+, = 1.

Jelolje I' a genotipusok halmazéat. Ekkor a v € I' genotipus egy véges
véletlen m x 2-es matrix, ahol m a lokuszok szama, a 2 pedig a nemek szamat

jelenti. A két oszlop fiiggetlen, a sorok nem feltétleniil.
A fitnessfiiggvény egy leképezés I'-rol a [0, 1] zart intervallumra.

A meibzis véletlen leképezés ['-rol az ivarsejtek m dimenzios terébe: I'
v =V, V(p) = v(p,ep), ahol 1 < p < m, V(p) a V p-edik koordinatéja,
v(p, q) a v p-edik sordnak g-adik eleme és €,(p = 1,...,m) fiiggetlen, azonos
eloszlast véletlen valtozok, melyekre P(e, = 1) = P(g, = 2) = 1.

A mutéci6 eredménye Tusnddy Gabor szerint mindkét sziil6i géntdl fiigg
a kovetkezé modon [21].

Jelolje w(7,j) az ij genotipus fitnessét (0 < w(7,5) < 1), és legyen
{yij}?j:]_ a genotipusok eloszlasa egy adott generacioban. Ha csak a sze-

lekciot vessziik figyelembe (eltekintiink a mutaciotol és a rekombinaciotol),
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akkor a kovetkezo szelekcios modellt kapjuk:

w(i, j)xiz;
Yi; = n )
’ Zp,q:l w(p, Q) Ty,

i?jzla"'an'

Vegyiik ezutan figyelembe a rekombindciot és a mutéaciot is. Jelolje M;;(k)
annak a valoszintiségét, hogy az ij genotipusi sejthbdl k tipusi ivarsejt jon
letre. M;;(k) magaban foglalja a rekombinéciot és a mutéaciot is. Ekkor a

meidzis utan az warsejtek 0j eloszlasat a kovetkezGképpen kapjuk meg:
wr(r+1) = > i (r)Mi; (k).
ij=1

Ha behelyettesitjiik y;; helyére a szelekciés modellben kapott képletet és beve-
zetjiik az a(i, j, k) = w(i, 7) M, (k) jelolést, akkor a kovetkezs modellt kapjuk:

2 iy 0, g, k)ai(r)a; (r)
ZZch:l a’(i’ 7, k:)xl(r)x] (T) ‘

xp(r+1) =

Tusnéddy Gabor azt vizsgilta, hogy mit lehet mondani a leképezés itera-
civjaval kapott sorozatok torlodasi pontjairol, illetve hogy egyaltalan van-e
olyan rendszer, amelyben tobb torlédasi pont van. Numerikus kisérleteket
végzett, és azt tapasztalta, hogy az is ritka, amikor valamilyen gorbe a tor-
lodasi halmaz. Ezekben az esetekben mindig ugyanaz volt a torlodasi hal-
maz, akdrmelyik pontbo6l indult ki. Talalt olyan esetet is, amikor a gorbe
két Osszefliggé komponensre esett szét, és az is el6fordult, hogy a torlodési
halmaz véges sok pontbol allt. Néha olyan fixpontokhoz jutott, amelyekhez
mas pontbol indulva nem volt konvergencia. A legtobb esetben azonban ezek
a véletlen keresések egyetlen fixpontu leképezésre vezettek. Sokdig azt hit-
te, hogy egy bizonyos monotonitas biztositja, hogy egyetlen fixpont legyen,
mégpedig az, hogy minden egyes gén ad egy virtudlis skalan valamilyen érté-
ket, ezeket az értékeket Osszeadjuk, és a szelekcios valoszintiség az igy kapott

0sszeg monoton fiiggvénye.

Egy ellenpélda azonban meggy6zte arrol, hogy ez nincs igy: a monotonitas

mellett is lehet a rendszernek tobb fixpontja, sajat vonzasi tartomannyal.
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Végiil hosszas keresés utan a kovetkezd négydimenzios rendszert talalta:

a(2,4,1)= 1042

a(2,4,2)= 18 a(3,4,2)= 113
a(1,2,3)=19 a(2,3,3)=9
a(1,3,4)= 1078 a(2,2,4)= 414

Ez gy olvasando, hogy minden i, 7, k mellett a(i,j, k) = a(j,4,k) és a nem

emlitett egyiitthatok értéke nulla. Vagyis a rendszeriink a kovetkezd:

2084x2x4

38x1xo +414z§+2156x1:03+18x2:03+21003:2334 +226x314

16x2x4+226x374
38m112—1—4141%+2156r1m3+18z213+21001214 +226x314 (3 1)

38x1x24+18x223 '
3821x2+414m§+2156m123+181223+210012x4 +226x314

41423+215621 73
38x1x2+414z§+2156$1a:3+18x2:63+21003:2334 +226x314

z(r+1)=

E rendszer torl6dési halmaza nem egydimenzi6s. Valoszintleg ketts a tor-
l6déasi pontok halmazanak a dimenzidja, és ezen a rendszer viselkedése mar

a kozonséges szemléls el6tt is kaotikusnak tiinik.

3.3. dbra. A Tusnady-rendszer torlodési pontjainak halmaza
Vizsgéljuk, hogy hogyan valtozik a rendszer viselkedése, ha valtoztatjuk
valamelyik egyiitthatot.

A legtobb esetben ha egy paraméter értékét csak egy kicsit valtoztatjuk

meg, akkor a rendszer dinamikaja, a megoldasok szerkezete nem valtozik,



3. FEJEZET. A TUSNADY-MODELL 15

ezt nevezziik strukturalis stabilitidsnak. Vannak viszont olyan esetek, a pa-
raméternek olyan kritikus értékei, amikor a paraméter kis valtoztatasara is
lényegesen megvaltozik a dinamika, a trajektoridk 1ényegesen eltérnek a kri-
tikus érték alatti és folotti paraméterekre. Ezt a jelenséget nevezziik bifurké-
cionak. Ez jelentheti példaul egyensulyi helyzetek vagy periodikus megoldas

megjelenését, illetve eltiinését vagy stabilitdsuk valtozasat.

3.1. Definicio. Az (X1, m) és az (Xa, o) dinamikus rendszerek topologiku-
san ekvivalensek, ha létezik h : X; — X5 homeomorfizmus (azaz h invertdl-
hato leképezés gy, hogy h és az inverze is folytonos), amely az elsd rendszer

palydit a mdadsodik rendszer palydira képezi, megdrizve az 1dd irdnyitdsdt.

3.2. Definici6. Tekintsiink egy paramétertdl fliggd dinamikus rendszert. Azt
a jelenséget, amikor eqy paraméter vdltoztatdsa sordn topologikusan nem ek-

vivalens faziskép jelenik meg, bifurkacionak nevezzik.

A paraméternek azt az értékét, ahol a bifurkdcio bekdvetkezik, bifurkacios

vagy kritikus értéknek nevezzik.

3.3. Definicid. Tekintsik a kovetkezd diszkrét dinamikus rendszert:

z = f(x),

ahol f diffeomorfizmus, azaz f inverzével eqyiitt differencidlhato. Legyen xg
e rendszer fizpontja (azaz xo = f(x0)), és jelilje A a az f(x) Jacobi-mdtrizdt

xo-ban. Jeldlje az A mdtrixz sajdatértékeit py, o, ..., fin.

Azt mondjuk, hogy az xo egyensilyi helyzet hiperbolikus, ha A-nak nincs

sajatértéke a komplex sik origo korili eqységkdrén.

3.4. Definicid. Tekintsiink eqy paramétertdl fiiggd diszkrét dinamikus rend-
szert:
Ty = F(z,,a), F:R"xR—R"

ahol F' sima x-ben és a-ban is. Leqyen x = xg a rendszer nemhiperbolikus

fixpontja o = ag-ra. Azt a jelenséget, amikor o vdltoztatdsakor a g—i(xo,a)

Jacobi-mdtriz sajdtértéker dathaladnak az origo korili egységkorin, Neimark—

Sacker-bifurkicionak nevezzik.
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Amennyiben eqy stabil fitpontbdl eqy stabil zdrt invaridns gorbe bifurkdlo-
dik, mig a fizpont instabilld valik, szuperkritikus Neimark—Sacker-bifurkdciorol
beszéliink, azt az esetet pedig, amikor eqy instabil fizpontbol eqy instabil zdrt
invaridns gorbe bifurkdlodik, mikézben a fixrpont stabilld vdlik, szubkritikus

Neimark—-Sacker-bifurkdcionak nevezzik.

3.4. abra. Szuperkritikus Neimark—Sacker-bifurkacio

Vizsgaljuk elGszor a rendszert kiilénb6z6 paraméterértékeknél a 4. feje-
zetben ismertetett attraktorszamité program segitségével. Valasszuk para-
méternek a p = a(2,4,2) = a(4,2,2) = 8 egyiitthatot.

A 3.6. dbran, amely a rendszert az eredeti, Tusnady Gébor altal megha-

tarozott egyiitthatokkal abrazolja, jol latszik a kaotikus viselkedés.

A 3.7. abra a rendszer globéalis attraktorat mutatja, p = 135 paraméter-
értéknél késziilt és latszik, hogy itt az attraktor egy stabil zart gorbe.

A p = 145 paraméterértéknél a program altal készitett abra azt mutatja,

hogy az attraktor egy stabil fixpont.

A kaotikus viselkedés matematikai bizonyitdsa még varat magéra, de a
paraméter értékének novelésével bekovetkezd jelenséget tisztazzuk a kovetke-

z8kben.
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3.5. 4bra. Szubkritikus Neimar—Sacker-bifurkacio

A program altal készitett abrak Neimark—Sacker-bifurkaciora utalnak, hi-
szen a paraméter valtoztatasaval egy stabil fixpontbol egy zart gorbe kelet-
kezett.

A 3.8. dbra a rendszer teljes dinamikajat mutatja a fazistérben. Mivel az
allélok eloszlasainak Gsszege 1, a rendszert harom dimenziéra redukalhatjuk.
A fazistér a négydimenzids szimplex, vagyis egy tetraéder. A p paraméter
értékének valtoztatadsaval a Jacobi-méatrix komplex sajatértékparja athalad
az egységkoron. Ennek a komplex sajatértékparnak megfelel a fixpont kétdi-
menzios instabil sokasidga. Az invaridns zart gorbe ezen az instabil sokasagon
jelenik meg. A fixpontnak van egy stabil sokasaga is; az instabil sokasag vonz-
za a megoldésokat. A p = 139,455 paraméterértéknél a két sajatérték abszolut
értéke 1. Annak igazolasdhoz, hogy e paraméterértéknél bifurkacio torténik,

be kell latnunk, hogy a rendszer teljesit bizonyos nemelfajulasi feltételeket.

3.5. Tétel. A (3.1) Tusnddy-rendszer a p = 139,455 paraméterértéknél szu-
perkritikus Neimark-Sacker-bifurkdcion megy keresztil, azaz egy stabil fix-
pontbdl eqy stabil invaridns zdrt gorbe bifurkdlodik, mikézben a fixrpont insta-
billa vdlik.
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3.6. abra. A Tusnady-rendszer attraktora p = 8 paraméterértéknél

3.7. abra. A Tusnady-rendszer attraktora p = 135 paraméterértéknél
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3.8. abra. A Tusnady-rendszer dinamikaja
3.2. A 3.5. tétel bizonyitasa

A 3.5. tételben a p = a(2,4,2) = a(4,2,2) paramétert valtoztatjuk. A para-
méter valtozésaval a Jacobi-matrix komplex sajatértékparja athalad a komp-
lex sik origd koriili egységkorén. A paraméter p = 139,455 értékénél a sa-
jatértékpar abszolut értéke 1. A rendszernek azonban bizonyos nemelfajulasi
feltételeket is teljesitenie kell ahhoz, hogy valoban a szuperkritikus Neimark—

Sacker-bifurkacié definicigjaban leirt jelenség jatszodjon le. E nemelfajulasi

feltételek ellenérzése meglehetGsen hosszadalmas szamitast igényel.
Elgszor [14] alapjan ismertetjiik az eljarast, amely alapjan végiil igazol-
hatjuk a rendszer nemelfajulaséat. Az egyszertiibb jelolés kedvéért a (3.1) rend-

szer helyett altalanosan irjuk le az eljarast.

A. Kétdimenzios rendszerek

Mivel az altalanos, n dimenzios esetet a kétdimenzios esetre vezetjiik vissza,
el6szor kimondjuk a két dimenziora vonatkozo, altalanos Neimark-Sacker-

bifurkacios tételt.
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Tekintsiik a kovetkezd kétdimenzios rendszert:
v flz,a), zeR?) ack,

ahol az f sima fiiggvénynek o = 0-ban z = 0 fixpontja a i, » = % 0 < 6§, <
7 egyszeres sajatértékekkel. Az implicitfiiggvény-tétel szerint e rendszernek
minden elegendGen kicsi |« esetén egyetlen zo(«) egyensulyi helyzete van az
origbd egy kornyezetében. Egy paraméterfiiggé koordinatatranszforméacioval
elérhetd, hogy ez a fixpont az origoban legyen. Igy feltehetjiik, hogy minden

elegendden kicsi || esetén x = 0 fixpont. Igy a rendszert az
z— Ala)r + F(z, o) (3.2)

alakra irhatjuk at, ahol F' sima vektorfiiggvény, F' mindkét komponensének
x szerinti Taylor-sora legalabb masodfoku taggal kezdédik, és F(0,a) = 0

minden elegendGen kicsi |a|-ra. Az A(«) Jacobi-méatrix két sajatértéke
pr2 = r(a)e™# @)

ahol 7(0) = 1, ¢(0) = 6. Igy 7(a) = 1 + B(a) valamilyen sima £(a) fiigg-
vényre, ahol 3(0) = 0. Tegyiik fel, hogy 4’(0) # 0. Ekkor a (-t hasznél-
hatjuk 4j paraméterként és a sajatértékeket megadhatjuk [ kifejezéseiként:
11 (B) = p(B), u2(B) = F(B), ahol u(B) = (1 + B)e”? és 6(B) sima fiiggvény
gy, hogy 6(0) = 0.

Ahhoz, hogy a tételt kimondhassuk, egy Gjabb atalakitasra van sziikség.
Err6l a technikai részletek mellGzésével itt elegend6 annyit mondani, hogy
egy komplex valtozo és egy 1j paraméter bevezetésével a (3.2) rendszert a

kovetkezs alakra irhatjuk 4t minden elegendden kicsi |al-ra:

2= uw(B)z + (2% 8),

ahol B € RY,z € C!, u(B) = (14 B)e?® &5 g sima komplex értéki fiiggvénye

z-nek, Z-nek és S-nak, amelynek Taylor-sora csak masod- és annal magasabb
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foku tagokat tartalmaz:

Az eddigiek felhasznalasaval a kovetkezd tételt mondhatjuk ki a Neimark—

Sacker-bifurkéciorol két dimenzioban:

3.6. Tétel (altalanos Neimark—Sacker-bifurkacio [14]). Tetszdleges dltaldnos

kétdimenzios, eqyparaméteres
r— f(z,q)

rendszerre, amelynek o = 0-ban xo = 0 fizpontja a p12 = et sajdtérte-
kekkel, az xo pontnak létezik olyan kérnyezete, amelyben egy zdrt invaridns
gorbe bifurkdlodik xo-bol, mikézben o dthalad a 0-n. Az dltaldnossighoz a

rendszernek a kovetkezd feltételeket kell teljesitenie:

(1) 7(0) £ 0, ahol i 2(6) = r(@)e=, 7(0) = 1,0(0) =
(2) ¥ 21,k =1,2,3,4,
o—if 96100 )o—2i0
(3) a(0) # 0, ahol a(0) = Re <%) —Re <%920911> —slgul*—
1g02]%, ahol gi; = g:;(0)
A (8) feltételben szerepld a(0) érték eldjele hatdrozza meg a Neimark—
Sacker-bifurkdcio tipusdt: ha a(0) negativ, akkor szuperkritikus, ha a(0) po-

zitiv, akkor szubkritikus Neimark—Sacker-bifurkdcio megy végbe.

B. Magasabb dimenziés rendszerek

Magasabb dimenzios rendszereknél lényegében ugyanaz torténik, mint két
dimenziéban: létezik egy kétdimenzios invarians sokasag, amelyen a rendszer
bifurkicion megy at, a sokasagon kiviil pedig a rendszer viselkedése , trivialis”,

mert ott nincs bifurkacio.

Tekintsiik az
z— f(z), xeR"
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leképezés altal meghatarozott diszkrét dinamikus rendszert, ahol f elegen-
d6en sima és f(0) = 0. Legyenek az A Jacobi-méatrix sajatértékei az xg = 0
pontban i1, s, ..., it,. Tegyiik fel, hogy az egyenstlyi helyzet nem hiperboli-
kus, vagyis hogy vannak egységnyi abszolat értékd sajatértékek, jeloljiik ezek
szamat ng-lal. Jelolje az A-nak az egységkoron elhelyezkedd sajatértékekhez
tartozo linearis invarians (altalanositott) sajatalterét 7. Ekkor létezik egy
lokalisan definiélt, ng dimenzios W,.(0) invarians sokasag, amelyet T érint
az r = 0 pontban. Ezenkiviil létezik xo-nak egy U kdrnyezete tigy, hogy ha
f%(x) € U minden k € N, akkor f*(x) — W¢_(0)

A WE.(0) sokasagot centrdlis sokasdgnak nevezziikk. A rendszeriinket a

kovetkezd alakba irhatjuk at:
u Bu + g(u,v)
— 3.3
<v> (Cv—irh(u,v) ’ (3:3)
ahol a B matrix sajatértékei az egységkoron helyezkednek el, a C' matrix

sajatértékei pedig azon kiviil vagy beliil, és a kovetkezd redukcios elvet alkal-

mazhatjuk:

A (3.3) rendszer lokalisan topologikusan ekvivalens az origd kozelében a

(5) - (P i),

C. Eljaras a nemelfajulas bizonyitasara

kovetkezd rendszerrel:

A (3.3) alakot azonban ritkan hasznéljuk, egy hasznos modszer segitségével
elkeriilhetjiik az el6bbi transzformaciot. A gyakorlatban altalaban ezt a mod-
szert haszndaljuk a kiilonb6z6 rendszerek vizsgalatanal. Ennél a modszernél
csak az A matrix és transzponaltja, AT kritikus sajatértékeihez tartozo sajat-

vektorokat hasznaljuk, hogy ,levetitsiik” a rendszert a kritikus sajataltérbe.

Irjuk fel a rendszert

T=Arx+ F(z), zeR" (3.4)
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alakban, ahol F(z) = O(||z||?) sima fiiggvény.

Tudjuk, hogy a Neimark—Sacker-bifurkécio esetében az A Jacobi-méatrixnak
van egy komplex sajatértékparja, amely az egységkorre esik: p11 0 = et 0 <
0y < 7 és ezeken kiviil nincs A-nak maés sajatértéke, amely egységnyi abszolit

értéki. Legyen g € C™" egy py-hez tartozo komplex sajatvektor:

Ag=e"q, Ag=e""g (3.5)

Vezessiik be a p € C" sajatvektort, amely a kovetkezd tulajdonsédgokkal
rendelkezik:
ATp=e"p,  ATp=e"p (3.6)
és
(p.q) =1,
n
ahol (p,q) = > D;q: a szokasos C™-beli skalarszorzas. A (i o-hoz tartozd T°

i=1
kritikus sajataltér kétdimenzios, és Re ¢, Im q kifesziti. A T°" valos sajataltér,

amely az A tobbi sajatértékéhez tartozik, (n — 2) dimenzios.

Igaz a kovetkezs: y € T akkor és csak akkor teljesiil, ha (p,y) = 0.

Jegyezziik meg, hogy y € R™ valos, mig p € C" komplex. Igy az el6bbi
feltétel két megszoritast jelent y-ra: (p,y) valos és képzetes része egyarant

eltiinik.

Ez alapjan felbonthatjuk z € R"-t
r=2q9+7Zq+y

alakban, ahol z € C!, zq +2zq € T¢ és y € T Igy a kovetkez6t kapjuk:

{Z—@w>
y=x—(p,r)q— (P, 7)7

Ezekkel a koordinatakkal a (3.4) leképezést a kovetkezd alakra hozhatjuk:
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( ~

F= ZG°+< F(zq+7Zq+y))
+ F(zq +Zq +y)

<p7 (zq+Zq+Yy))q

(

. (3.7)
. P F(eq+7q+y))q

Ez a rendszer (n + 2) dimenzids, azonban y-ra van két megszoritas.

Irjuk fel F(x)-et a kovetkezd alakban:
1 1 )

ahol B(z,y) és C(x,y, z) multilinearis fliggvények. Koordinatakkal:

T Yk (3.8)

Z 35; 85

‘ £=0
és

Ty (3.9)

(r:2) = 2 asjaskaa

J,k,1=1

és i = 1,2,...,n. Ezek a fiiggvények megkonnyltik a Taylor-egyiitthatok
kiszamitéasat.

A (3.7) rendszert a kovetkezs alakra irhatjuk at Taylor-sorba fejtve:

. 1 1 1
Z :eleoz -+ §G2022 + G112Z + §G0222 + 5021223
+ (G0, )z + (Gor, y)Z + -+ (3.10)

1 1
§=Ay+ SHu2" + Hn2z + 57+,
ahol GQ(), GH, GQQ, G21 € Cl; G(]l, G107 Hij € Cr A (310)—ben SZQI‘Qp]é kOIIlp—

lex szamokat és vektorokat a kovetkez6 formulak alapjan kaphatjuk meg:

Gao= <Pa B(CL Q)> Gu= <p7 B(Q;@))
Goo= (p, B(q, 7)) Go= (p,C(q,4,9))
<G10>y>: <po(Q> y)) <G01,y>: <paB(av y)>
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Hy = B(q,q) — (p, B(¢,9))a — (b, B(¢,9))q

Huy = B(q,q) — (p, B(¢;9))q — (P, B(¢,7))7

(3.10)-ben a centralis sokasag reprezentacitja:

1 1
Yy = V(Z,z) = §w2022 + U)HZ? + 51110222 + O(|Z|3),

ahol (p, w;;) = 0. A w;; € C" vektorokat az

(¥ E — A)yway = Ha,

(E - A)wn = Hy,

(B_MOE — A)woz = Hoo
linearis egyenletekbdl kaphatjuk meg. Az egyenleteknek egyetlen megoldasa
van. Az (F— A) matrix invertalhato, mert az 1 nem sajitértéke A-nak (e?° #

1). Ha
631'90 ?é 17

az (eF2% F — A) matrixok is invertalhatok C"-ben, mert e*2% nem sajatér-

téke A-nak. Igy a megszoritott leképezést a kovetkezs formaban irhatjuk:
s 1 2 R
Z =1wWpz + 5@202’ + Gllzz + éGogz

+ %(Gm +2(p, B(q, (B — A)"" Hn))

+ (p, B(q, (¥ E — A) " Hy)))2*Z + - - - .

Ezt, felhasznalva a Gj;-k és H,j-k korabbi definici6it, valamint a kévetkezd
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azonossagokat:
1 1
(E—-A) " q= 1_citod
(62Z'6|OE i A)_l _ 67i90
€= 1%
1 1 _
(E—-A)'q= 1_ it
(eZiGOE o A)—l— _ ei90 —
q e3i90 _ 1q’
a kovetkezSképpen irhatjuk fel:
5 i 1 2 _ 151 2—
z=e€ Z+5920Z +91122+§g()22 +§g21z Z+
ahol
920 :<p7 B(Q7 Q)>7
g11 :<pa B(q7 q))?
go2 :<p7 B(Ga q))
g =(p, C(¢,4,9) + 2(p, B(q, (E — A)™' B(¢,7)))

(3.11)

ei@o

2l Bl — e | B@.)”
A kétdimenzios esethez hasonléan, ha
ekt £ 1 k=1,2,3,4,
akkor a megszoritott leképezést a kdvetkez6 alakra hozhatjuk:
2= ™ (1+d(0)[2*) + O(l2]"),

ahol az a(0) = Red(0) valos szam hatérozza meg a zart invarians gorbe
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ra)

1.002|-
1.001 -
1.0007:

0.999

-1.0 -0.5

T sz

kaphatjuk meg:

6_100921 (1 _ 2ei90)e—2i90
a(0) =Re ( B ) — Re ( 2(1 — eiho) 920911)

(3.12)
1 2 1 2
- §|911| - Z_l|902| :
Ezt a formulat felhasznalva kapjuk a kovetkezs invarians kifejezést:
1 B _ B _
a(0) =5Re {e™" [{p, C(q,,0)) + 2(p, B(g, (E = A) ' B(g,7))) (3.13)

+(p, B(@, ("™ E — A)"'B(q,)))] }
Ennek az egyiitthatonak a segitségével lathatjuk be n dimenzios (n > 2)
rendszerekre Neimark—Sacker-bifurkacio esetén a nemlinearis tag nemelfaju-
lasat.
D. A 3.5. tétel bizonyitasa

Most az eljaras alapjan kiszamitjuk az a(0) értékét a (3.1) rendszerben.
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A 3.6. tétel (1) feltételének ellendrzéséhez az r’(0) értéket numerikusan
szamitottuk, és a kovetkez6t kaptuk: 7/(0) = —0,00217713. (A transzverzali-
tés kozvetlen igazolasiahoz abrézoltuk r interpolacios fiiggvényét, 1d. 3.9. ab-
ra.) A kritikus sajatértékek 0,561391 + 0,827552i és 0,561391 — 0,8275521,
vagyis nem negyedik vagy annal kisebb rendii egységgyokok, tehat a 3.6. té-
tel (2) feltétele is teljesiil.

Ezutan meghatarozzuk az A Jacobi-matrix sajatértékeit és a (3.5)-ben,

illetve (3.6)-ban bevezetett ¢ és p sajatvektorokat:

¢ = (— 0,67126 — 0,0108908i; —0,0793651 — 0,0499714;
0,0181909 + 0,0608618i; 0,732434 -+ 1)

p = (0,0134851 — 0,03217064; —0,19597 — 0,00610824;
0,97727; —0,0340428 + 0,06423077)

Ezutan kiszamitjuk a (3.8)-ban, illetve (3.9)-ben megadott B és C' fiigg-
vényeket. Itt csak By -et és C}-et mutatjuk meg; a tobbi fiiggvény ezekhez

hasonlo alaku.

0,281071z1y; + 1,3569x2y; — 4,9983 723y, + 0,33701224y,+
1,3569x1ys — 30,0461 x9ys + 42,9415x3ys — 1,51484x 41—
4,99837x1ys + 42,9415x5y3 + 208,644x3y3 + 7,8553924y3+
0,337012x1y, — 1,51484x9y4 + 7,8553923y4 — 2,8086x4Y4

Bl(x7y) =
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Ci(z,y,2) =

0,413396x1y1 21 + 3,40342x9y1 21 — 13,5565x3y121 + 0,961551 241y 21+
3,40342x1y221 + 6,19157x9ys21 + 28,8248 231221 — 1,509991 41521 —
13,5565x1y321 + 28,8248x5y321 — 369,354w3y321 + 10,017424y321+
0,961551x1y421 — 1,50999291y421 + 10,017423y421 + 0,13646524y421+
3,40342x1y1 20 + 6,19157 x5y 29 + 28,8248 x31y1 29 — 1,509992 411 20+
6,19157x1y229 — 696,409x9y229 + 234,52623Yy222 — 13,6853 x4y220+
28,8248x1y329 + 234,52625y320 + 2845,51x3y329 — 41,431624y320—
1,5099921y420 — 13,6853x2y420 — 41,431623y420 — 0,027558224y420—
13,5565x11y1 23 + 28,8248 19y, 23 — 369,354x3y1 23 + 10,01 7424y, 23+
28,82481x1y223 + 234,526x9y223 + 2845,51x3y023 — 41,431624y2 23—
369,354x1y323 + 2845,5129y323 + 8360,9123y323 + 642,894 4y323+
10,017421ys23 — 41,431625y423 + 642,89423y,423 + 0,5985561 49423+
0,961551z1y124 — 1,50999251y1 24 + 10,0174x3y1 24 + 0,13646524y1 24—
1,5099921y224 — 13,6853w91y024 — 41,431623y224 — 0,0275582x 41224+
10,017421y324 — 41,431629y324 + 642,89423y324 + 0,5985561 41324+
0,136465x1y424 — 0,0275582x9y424 + 0,598556x3y424 — 18,9188741424

E két fiiggvény segitségével meghatéarozhatjuk az a(0)-ra vonatkozo (3.13)

formulaban szerepld skalarszorzatok értékeit.

Igy azt kapjuk, hogy a (3.1) rendszerre a p = 139,455 paraméterérték-
nél az a(0) = —13,9966, azaz nem 0, igy a rendszer nemelfajulo, tehat a
megadott paraméterértéknél nemelfajulé Neimark—Sacker-bifurkacion megy
keresztiil. Mivel az a(0) negativ, szuperkritikus Neimark—Sacker-bifurkacio

torténik, vagyis egy stabil fixpontbol egy stabil invarians zart gérbe bifurka-
lodik.



4. fejezet

Dinamikus rendszerek
attraktorainak szamitégépes

vizsgalata

Szamos programcsomag is késziilt ugyan dinamikus rendszerek vizsgalatara,
ezek koziil a 2002-ben megjelent, Mathematici-ban iroédott Dynamica [13]
programcsomag azonban nem ad lehetGséget az attraktorok és medencéik
vizsgalatara, a Dynamics [18| programcsomag medencekirajzolo eljarasa pe-
dig pontatlansigokat eredményezhet, részben az algoritmus miatt, részben
pedig amiatt, hogy az eljaras a képerny6t hasznalja az adatok tarolasara. Ez
magasabb dimenziés rendszerek vizsgélatandl kiilondsen hatranyos, hiszen
ekkor az eljaras mindig csak a kétdimenzios vetiilet alapjan szamol. Ezenki-
viil, mivel a Dynamics DOS alatt fut, a legtébb mai szamitégépen mar nem

miikodik.

Ezért sziikség van egy olyan programra, amely dinamikus rendszerek att-
raktorait rajzolja ki, az eddigieknél pontosabb algoritmus szerint, és a mai

szamitogépeken is futtathato.

30
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4.1. A Dynamacs algoritmusa

Az 4j algoritmus a Dynamics algoritmusanak tovabbfejlesztése, ezért elGszor
meg kell ismerniink a Dynamics medencerajzolo eljarasat, a Basins and Att-

ractors eljarast.

Az eljaras a képerny6t téglalapokra osztja és a téglalapokat paros, illetve
paratlan szamokkal jelzett szinekkel szinezi. A paros szinek attraktorokat, a
paratlanok pedig medencéket jelentenek. Az 1. szin a végtelen medencéjét
jeloli, a 2n-edik szint attraktor medencéjét a program a 2n + l-edik szinnel

szinezi.

Kezdetben minden téglalap szinezetlen és az eljaras el6rehaladtaval mind-
egyik téglalap kap szint. Az eljaras kivilaszt egy szinezetlen téglalapot és
megvizsgalja a kozepébdl inditott trajektoriat. E téglalap szinét az hataroz-
za meg, hogy a beldle inditott trajektoria milyen, koraAbban méar kiszinezett

téglalapot érint.

Jelolje C a legkisebb paros szamot, amelyet még nem hasznéltunk a szi-
nezésnél. A kivalasztott téglalapnak ideiglenesen a C7 + 1 szint adjuk, és
a téglalap kozepén levé pontot elkezdjiik iteralni. Amig a trajektoria szine-
zetlen téglalapokban halad, e téglalapokat szintén C; + 1 szinnel szinezziik.
Az iteracio folytataséval a trajektoria vagy elér egy mar szinezett téglala-
pot, vagy divergal. A tovabbi szinezésnél az eljaras a kovetkezd szabalyokat

alkalmazza:

(1) A trajektoria divergal. Nem tudjuk pontosan ellenérizni, hogy egy pont
palyaja valoban a végtelenbe tart-e, igy akkor mondjuk, hogy egy tra-
jektoria divergal, ha elhagyja a képernyGt (vagyis a vizsgalt térrészt) és
megfelel tavolsidgra keriil téle. Ekkor az 6sszes, Cy + 1 szinii téglalapot
1 szintire szinezziik at és az eljaras ledll az iteracioval.

(2) A trajektoria olyan téglalapon halad at, amelyet koraAbban mar érintett
és igy C' 4 1 szintire szinezett. Ha egymés utan bizonyos szamu lépésen
keresztiil csak C; + 1 szini téglalapokban halad a trajektoria, akkor az
ezutan érintett szinezetlen vagy C; + 1 szini téglalapokat méar C szinnel

szinezi.
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(3)

Mikozben C} + 1 szinnel szineziink, a trajektoria egy Cs szinii téglalapon
halad at, ahol Cy < (', és 5 paratlan. Ez azt jelenti, hogy talaltunk egy
mésik trajektoriat, amellyel az aktualis trajektoria egyiitt halad bizonyos
szamu lépésen at, és az algoritmus feltételezi, hogy ez a két trajektoria
ezutéan is kozel marad egyméshoz és ugyanahhoz az attraktorhoz tart,
igy az eljaras ledll az iteracioval és az Gsszes Cp + 1 szini téglalapot Cy
sziniire szinezziik.

Mikozben C szinnel szineziink, a trajektoria egy Cs szint téglalapokon
halad keresztiil bizonyos szamu lépésen at, ahol Cy paratlan, és Cy <
C;. Ebben az esetben nem valtoztatunk semmit, az iteracio folytatodik,
hiszen az attraktor kozel lehet mas attraktorok medencéjéhez.

A trajektoria egy C5 szind téglalapon halad keresztiil, ahol C3 péaros,
és O3 < (. Az el6z6 esethez hasonléan ez azt jelenti, hogy talaltunk
egy masik trajektoriat, amely aktudlis trajektoriankkal bizonyos szamu
lépésen keresztiil egyiitt halad. Ekkor az eljarés ledll az iteracioval és

minden C és C] + 1 szinii téglalapot C3 + 1 szintire szineziink at.

Ha a trajektoria szamitasa kozben az (1), (3), (4) és (5) esetek egyike sem all

fenn, akkor mindenképpen a (2) eset &ll fenn és végiil eljutunk oda, hogy bi-

zonyos szami iteracion keresztiil sem szinezetlen, sem C + 1 szind téglalapot

nem érintlink. Ez kaotikus attraktor esetén tobb ezer iteraciot is megkivan-

hat. Ekkor az eljaras leall az iteracioval és egy tjabb szinezetlen téglalapot

valaszt, amelyre ugyanezt végrehajtja.

4.2. Az 0j algoritmus

A Dynamics eljarasanak szamos hatranya van:

e Mivel minden szamitast a kétdimenzios vetiileten végez, el6fordulhat,

hogy kiilénb6z6 attraktorokat 0sszevon.

e A gridméretet a képernys felbontasa hatarozza meg, igy a program nem

tud elég pontosan szamolni.
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o Az eljaras a felbontas téglalapjait szinezi, igy kiilonb6zé palyak, att-

raktorok, medencék nem lehetnek tetszdélegesen kozel egyméashoz.

e Az algoritmus nem a palyakat koveti, csak a felbontas téglalapjainak
szinezésén alapul és felteszi, hogy ha azonos szini téglalapokban hala-

dunk, akkor egy masik palyat kovetiink, de ez nem feltétleniil igaz.

Uj algoritmusunkkal megprobaljuk kijavitani ezeket a hibakat.

Legyen n a vizsgalt rendszer dimenzidja. A vizsgalt n dimenziés tégla-
testet felosztjuk egyenld részekre és mindegyik téglatest kozéppontjabol indi-
tunk egy trajektoriat. A 2.4. példaban definialt diszkrét dinamikus rendszer
(vagyis differencialegyenletek) esetén pedig a rendszer diszkretizaltjat vizs-

galjuk.
Ezt a kovetkez6képpen definidljuk:

4.1. Definicié. Tekintsik a 2.5. példdban szerepld kiézonséges differencidl-

egyenlet x(t,ty, o) megolddsdt. Definidljuk a kovetkezd leképezést:
F:R"—R"

Tp1 = F(x,) =2(1,0,2,)

Ekkor eqy differenciaegyenletet kapunk, amely dltal indukdlt diszkrét dinami-
kus rendszert a differencidlegyenlet dltal indukdlt folytonos dinamikus rend-

szer diszkretizdltjanak nevezzik.

Folytonos rendszerek esetén tehét el6szor ki kell szamitanunk az adott

pontbdl inditott megoldast, és ezt kell venniink a ¢ = 1 pillanatban.

Az iteracio soran minden lépés utan eltaroljuk az aktualis pontot és azt,
hogy a felosztas mely téglatestébe esik. A téglalapok szinezésére szamokat
hasznalunk. A divergalo trajektoridkat ugyantugy kezeljiik, mint a Dynamics
eljardsa: ha egy trajektoria elegendGen tavol keriil a vizsgalt tartomanytol,

azt mondjuk, hogy a palya divergal, és a végtelen medencéjének szinét kapja.



4. FEJEZET. ATTRAKTOROK SZAMITOGEPES VIZSGALATA 34

Amennyiben ez nem teljesiil, azaz a palyank kovetkez6 pontja a vizsgalt
tartoméanyba esik, megvizsgaljuk azokat a pontokat, amelyek kozel vannak
az aktudlis ponthoz, vagyis azokat, amelyek a pontot koriilvevs 3" darab

téglatest valamelyikébe esnek.

Ha ezek ko6zott nincs olyan pont, amely bizonyos szami — nevezziik ezt a
szamot kovetési szamnak — 1épésen keresztiil kozel marad az aktudlis trajek-
toriahoz, akkor folytatjuk az iteraciot és jra megvizsgaljuk a kozeli pontokat.
Ha viszont taldlunk olyan pontot, amelynek iterédltjai bizonyos szamu 1épésen
keresztiil kozel maradnak az aktualis trajektoria megfelels pontjahoz (vagyis
szomszédos téglatestekbe vagy ugyanabba a téglatestbe esnek), akkor meg-
allunk az iteracioval és szint adunk az aktudlis trajektoridnak attol fiiggen,

hogy a kozeli pont melyik trajektoridhoz tartozik:

(1) Ha az aktualis trajektoria pontja, akkor ennek a trajektorianak a legki-
sebb, még nem hasznalt paratlan szint adjuk, és eltaroljuk, hogy melyik
volt az a pont, amelyikhez elGszor visszatértiink: ettsl a ponttol kezdve
fogjuk a trajektoria pontjait az attraktor szinével szinezni. Annak érdeké-
ben, hogy ugyanazon attraktor kiilonb6z6, egymastol tavol levs részeit ne
kiilonb6z6 attraktorokként kezeljiik, minden tijonnan megtalalt attrak-
tort megvizsgalunk: Gsszehasonlitjuk a korabban talalt attraktorokkal.
Amennyiben elegend&en sok egyméshoz kozeli pontjuk van, leellenGriz-
ziik, hogy ezek a pontok kozel maradnak-e egymashoz bizonyos szamu
iteracion keresztiil. Ha van ilyen, korabban megtalalt attraktor, akkor az
aktualis trajektorianak e korabban talalt attraktor és medencéje szinét
adjuk.

(2) Hanem az aktualis palya pontja, akkor az aktualis trajektorianak a kozeli

Tz 2z

Ezutan a pontosabb abrazolas kedvéért az attraktorban haladva még bi-

zonyos szamu pontot kiszamitunk.

Az eljaras elénye, hogy joval pontosabb, mint a korabbi algoritmus. Ezt az
biztositja, hogy csak olyan pontokat vizsgalunk, amelyek valoban kozel esnek
az éppen vizsgalt trajektoridhoz, valamint az, hogy csak akkor szineziink

at egy trajektoriat egy masik trajektoria szinére, ha a két palya valoban
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egyiitt halad tobb iteracion keresztiil. A beosztas finomitasaval és a kovetési
szam novelésével tetszGleges pontossag elérheté. A Dynamics algoritmusa a
felosztas minden téglalapjanak csak egy szint ad, noha egy téglalapon tobb
trajektoria is athaladhat. Az j algoritmus viszont egy téglalapon beliil tobb
szinnel is szinezhet, ami pontosabb abrazoléast tesz lehetévé. Az 0j algoritmus

elénye az is, hogy a magasabb dimenziés rendszereket is pontosan vizsgalja.

4.3. A program

Az algoritmus alapjan késziilt programunk elsé valtozata Mathematicdi-ban
késziilt, a konnyebb hasznalhatosag és a nagyobb sebesség érdekében Visual
C++ nyelvre irtuk at. Az 0j program szamos, a dinamikus rendszerek vizs-
galatat megkonnyité funkcioval rendelkezik. A program inditasa utdn meg-
adjuk a rendszer dimenzi6jat, a gridméretet, a ,kovetési szdmot”, valamint
a vizsgalt térrész kezdd- és végpontjainak koordinatait. Az egyenleteket egy
beépitett elemzd segitségével értelmezi a program. A szamitas befejeztével
megjelenik az abra. Tetsz6leges kétdimenzios vetiiletet tudunk dbrazolni, ki-
valaszthatjuk, hogy mely attraktorokat és medencéket szeretnénk megjeleni-
teni, az egér segitségével tudjuk mozgatni és nagyitani az abrat. A képet két
formatumban — egy specialis, a szamitas eredményeit meg6rz6 formatumban,
illetve EPS fajlként — tudjuk menteni.

4.4. Példak

4.4.1. Az Hénon-leképezés
A 4.1. abran a hires Hénon-leképezés [18] kiilonds attraktora lathato.

z) =1 — 2% + 0,475z,

/
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4.1. abra. Az Hénon-leképezés

4.4.2. A Bogdanov-leképezés

A 4.2. dbran a Bogdanov-leképezés attraktorai és azok medencéi lathatok.

2y = x1 4+ 1,002525 + 1,442 (2 — 1) — 0,12129
.’IZ'IQ = 1,0025172 + 1,44.’131(1'1 — 1) — 0,11’11132

Djellit és Boukemara [8] a Bogdanov-leképezés attraktorait és medencéit
pontatlanul adtdk meg, és erre a rendszerre a Dynamics is pontatlan abrat ad
(4.3. abra). A programunk altal készitett rajz (4.2. 4bra) pontosan mutatja
az attraktorokat és medencéiket: az origd koriili 6t vildgoszold pontbol allo
attraktor medencéje a Dynamics abraja szerint egy 6t szigetbdl 4ll6 halmaz,
valojaban azonban — ahogy azt a programunk altal készitett dbra mutatja —
a szigetek altal kozrefogott részben is siiri az attraktor medencéje. E teriilet
a Dynamics rajzan az ot pontbol allo attraktor koriili sotétzold zart gorbe

medencéjéhez tartozik.

Mivel algoritmusunk a pontok és nem a felbontés téglalapjai alapjan sza-
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4.2. abra. A Bogdanov-leképezés

4.3. abra. A Bogdanov-leképezés (Dynamics)
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4.4. dbra. Haromdimenziés Tinkerbell-leképezés

mol, felismeri, hogy egy téglalapba kiilonbéz6 medencék pontjai is esnek.
4.4.3. Haromdimenzi6s Tinkerbell-leképezés

2} =17 — 25+ 0,971 + 0,60132,
Ty = 22119 + 271 + 0,579

= 23
51+ 1623

Ez a példa a kétdimenzios vetiiletek hasznéalatanak veszélyét mutatja: a
Dynamics a fenti rendszernek [18| csak egy attraktorat talalja meg; valojaban
két attraktor van, amelyeknek ugyanaz a kétdimenzios vetiilete. Programunk

mindkét attraktort megtaldlja.
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4.5. 4bra. Maynard Smith ragadozé-—zsakmany modellje

4.4.4. Diszkrét ragadoz6—zsakméany modell (Maynard Smith)

A 4.5. abran az alabbi diszkrét ragadozo-zsdkmény modell (Maynard Smith
[12]) attraktoranak egy része, illetve a teljes attraktor lathato.

o) = 3,6545x1 (1 — x1) — 2129
1
/

Ty = —0,311'11‘2

Amennyiben csak az attraktor egy részét tartalmazo teriiletet vizsgal-
juk, ugyanezekkel a kezdd- és végpontokkal a Dynamics nem taldlja meg az
attraktort.



5. fejezet

Egy nemautoném
populacidédinamikal modell
eventualis stabilitasi

tulajdonsagai

5.1. A modell

A disszertacié harmadik részében egy populdcidédinamikai modellel foglalko-
zunk. A modell a Tanganyika-toban é16 kiilonleges halfajok (egy ragadozo és
egy novényevs) és a novényevok taplalékaul szolgaldé novényzet mennyiségé-
nek valtozasat irja le. A Tanganyika-toban — a vildgon egyediilall6 médon —
aszimmetrikus feji ragadozo halak élnek: a halak egy részének bal felé, mésik
résziiknek jobb felé all a szaja. A balra allo szaju halak tobbnyire balrél, a
jobb felé allo szajuak pedig jobbrol tamadjak meg aldozatukat. Megfigyel-
ték, hogy a zsdkmanyhalak megprobalnak alkalmazkodni a jobbrol, illetve
balrol érkez6é tamadasok eloszlasdhoz: egy résziik elsGsorban a jobbrol ér-
kez6 tamadasokra figyel, més résziik pedig a balrol érkezGkre. Stratégiajuk
meglehetdsen merev: egy adott példany egész életében ugyanazt a stratégiat

koveti.

40
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A fent leirt jelenség szamos, a névények, valamint a névényevs és ragadozo

halak fejlédését leir6 matematikai modell megalkotasat teszi lehetévé.

A tovabbiakban Z és IC két (véges) indexhalmaz, melyek a ragadozok és a
novényevik kiilonb6zé csoportjait jelolik. A fentiekben leirt esetben mindkét
halmaz kételemt: a ragadozok két csoportja a jobbra, illetve a balra allo szaja
halak csoportja, a zsdkméanyhalaké pedig a jobbra, illetve a balra figyel6 halak

csoportja.

Technikai okok miatt nem korlatozzuk a kiilonb6z6 csoportok szamat. A
kovetkezGkben n; = n;(t) jeloli az i € Z tipust névényevs halak szaméat a
t id6pillanatban. Hasonloan, my = my(t) jeloli a k € K csoportba tartozd

ragadozo halak szaméat a ¢t idében.

A novények, a névényevs halak és a ragadozok altal alkotott taplaléklan-
cot a Nap latja el energiaval. Feltessziik, hogy az energia dlland6 intenzitas-
sal dramlik, valamint azt is feltessziik, hogy a novények Osszmennyiségének
a napenergia hatéasara torténs novekedése idGegységenként C. (Ugyanezt a
modellt kapjuk, ha azt tessziik fel, hogy a taplalékot kiviilr6l juttatjuk a
toba egyenls intenzitéssal.) A névényevs halak a novényeket fogyasztjak: fel-

tessziik, hogy egy w stlyt egyed a(w) mennyiséget eszik meg idGegység alatt.

Feltessziik, hogy mindegyik i € Z csoport azonos w; = w;(t) stlyd novény-
evl egyedekbdl &ll, valamint hogy a ragadozok tetszéleges k € K csoportjaba

azonos uy = ug(t) siulyt egyedek tartoznak.

Jelolje K = K(t) a novényzet Osszmennyiségét a ¢ idépontban. A no-
vényekre és a novényevd halakra eddig megadott feltételeinket a kdvetkezd

egyenlettel irhatjuk le:

Feltessziik, hogy az egyéves fejlédési periodus alatt a ragadozé halak nem
pusztulnak, azaz my(t) konstans, a névényevk szama viszont csokken, hiszen

a ragadozok taplalékiul szolgilnak.

Feltessziik, hogy a kiilonb6z6 csoportok eloszlasa homogén a toban, a
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tamadasok szama pedig a stiriiségiikkel aranyos, vagyis egységnyi id6 alatt a k&
tipusu ragadozok pn;my alkalommal tdmadjak meg az ¢ tipusi névényeviket
valamilyen p konstanssal. Feltessziik, hogy egy ilyen tAmadéas soran w suly1, ¢
tipust novényevst S0F) (w, u) valoszintiséggel eszik meg egy u sulyt, k tipusi
ragadozo. Tehat
i == pBYP (wi, wg)nimy.
k

Jelolje v(e,w) azt a stlyt, amellyel egy w sulyt novényevs gyarapodik e
mennyiségii novény elfogyasztasaval. A silyt, amelyet egy névényeve egység-
nyi id6 alatt evés nélkiil veszit, 7 (w)-vel jeldljiik. Igy

w; = y(a(w;) K, w;) — F(w;).

Mivel feltettiik, hogy az egyéves fejlédési periodusban a ragadozok nem

pusztulnak (csak a sulyuk véltozik):
my = 0.
Jelolje §(e, u) azt a stlyt, amellyel egy u stlyt ragadozo gyarapodik e mennyi-

ségii zsakmany elfogyasztasaval. A silyt, amelyet egy ragadozo egységnyi id6

alatt evés nélkiil veszit, o(w)-vel jeloljiik. Igy

U =0 <Z Pﬁ(i’k) (wi, ug )wingmy, Uk:) - S(Uk)~

(2

5.2. A modell egyszeriisitése

Feltessziik, hogy a kovetkezd fiiggvények linearisak: a(w) = aw, y(e, w) = ~e,

§(e,u) = de, R (w,u) = BER) | H(w) = Fw és 0(u) = du. Igy az egyenleteink
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a kovetkezs alakot oltik:
K = C- ZniawiK,

n;, = — Z ﬁ(i’k)nimk/%
k
w; = yow K —jw;,

Uy = 6,02 ﬁ(i’k)winimk — Suk

Vezessiik be az r; := n;w; és yr = myuy valtozokat a névényevdk, illetve a

ragadozok dsszstulyanak jelolésére. Az 0j valtozokkal a kovetkezd egyenleteket

kapjuk:
- Z BB nimypw; + niyow; K — niyw; =
k
= |ovK =5-p>_ B%my | a;
k
és

Y = Myl =

= mzdp Z ﬁ(i’k)wmi — mkguk

= mdp Z BER 2 — Sy

A kovetkezSkben csak a novények és a novényevok fejlédésével foglalkozunk.

Ha bevezetjiik a 57 = 3, pBUH*my, jelolést, a kivetkezs rendszert kapjuk:

K = C’—a(zi:%) K,

i = oK — (7 + ()]
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A masodik egyenletbdl kapjuk, hogy

z:(t) = 2:(0) exp (- (’y + Bi) t) exp (m /0 t K) (5.1)

és

K=C-a (iji(o) exp (— (a+5i) t)) K exp (ow/{fK) .

Ha bevezetjiik az
t
E :=exp (ow/ K)
0

1j valtozot, a kovetkezG egyenleteket kapjuk:

E = exp <a7/tK> avyK = ayEK
0
és
K=C-a« <sz(0) exp <_(f~y+gi)t>> EK.

Vezessiik be az
Aty = o> w0 exp (= (3+5) 1)
fiiggvényt. Rendszeriink a kovetkezs alakot 6lti:

K = C - AEK,
E = avEK.

Az oy konstans kikiiszobdlésére bevezetjiik az 0j t idévaltozot ugy, hogy

RN N ~ A A

t=AM, L(t):=K\M), F({):=E). (5.2)
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Legyen A := 1/ary. Igy a kovetkez6t kapjuk:

d .

L = C — A()F(D)L(1),
d N A

ahol

oy 74 ary ;
(0 5+ 5
:uz:x<)7/\z:,y+ﬁ
Y a”y

Az el6bbi egyenletekbdl a kalapok elhagyasaval a

L = C - AFIL,
F = FL

rendszert kapjuk. A G(t) = A(t)F(t) jelolés bevezetésével

G(t) = A(t)F(t) + A(t)EF(t) = %A(t)F(t) + At F(1).
Vezessiik be a i
A(t) == —% (5.3)
fiiggvényt. Ekkor

L = C-1LG, (5.4)

Q={(L,G): L>0,G >0}
siknegyedben. Egyszertien lathato, hogy @ invarians az (5.4) egyenletre.

Modelliinkben a kiilonb6z6 tipust névényevsk ossztomegeinek, x;(t)-nek
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és a novények mennyiségének, L(t)-nek (1d. (5.2)) dinamikajat az (5.1) és az
(5.4) egyenletek adjak meg. Mint altalaban a populaciodinamikaban, e valto-
70k hosszi tavi viselkedésére vagyunk kivancsiak. Az elsé lépés, hogy megha-
tarozzuk az (5.4) rendszer stabilitasi tulajdonsagait L-re nézve, amit azutan
felhasznalhatunk az x; vizsgalatara az (5.1) egyenlet segitségével. Megmutat-
juk, hogy L(t) bizonyos értelemben egyenletesen tart A*-hoz (t — o), ahol
A* = lmy oo A(2).

5.3. A stabilitasi tétel

F6 tételiink kimondasidhoz sziikségiink van néhény stabilitdselméleti defini-

ciora [15], [22|. Tekintsiik az alabbi differencialegyenlet-rendszert:

i = f(t,x), (5.5)

ahol f : RT x Q@ — R" ahol RT = [0,00) és 2 az R™ nyitott részhalmaza;
0 € Q. Legyen || - || tetsz6leges norma R"-ben. Tegyiik fel, hogy minden
to > O-ra és zp € Q-ra az (5.5) egyenletnek létezik egyetlen x(t) = x(¢;to, o)

megoldésa, amely teljesiti az z(to; to, zo) = x¢ kezdeti feltételt.

5.1. Definici6. = = 0 eventuéalisan stabil pontja (5.5)-nek, ha tetszdleges
e > 0-ra és tog > 0-ra létezik S(e) > 0 és d(g,t9) > 0 gy, hogy ty > S(g)-bol
és ||xol| < 0(g,to)-bdl kivetkezik, hogy ||x(t;to, xo)|| < € minden t > to-ra. Ha
d = d(e) > 0 fiiggetlen to-tol, akkor az eventudlis stabilitds egyenletes.

5.2. Definici6. x = 0 globalisan eventualisan aszimptotikusan stabil pontja
(5.5)-nek, ha x = 0 eventudlisan stabil, és minden megoldds nulldhoz tart, ha

t — oo.

5.3. Definicié. = = 0 globalisan eventudlisan kvéazi-egyenletesen aszimptoti-
kusan stabil pontja (5.5)-nek, ha barmely kompakt T' C 0 halmazra és minden
v > 0-ra létezik S(I',v) és T'(I',y) > 0 dgy, hogy ha xy € T', ty > S(I',v) és
t >ty +T(T,7), akkor ||z(t;ty, x0)| < .
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5.4. Definici6. x = 0 globalisan eventuéalisan egyenletesen aszimptotikusan
stabil pontja (5.5)-nek, ha eventudlisan egyenletesen stabil és globdlisan kvdzi-

egyenletesen aszimptotikusan stabil.
Legyen \* :=min{)\; : i € Z}. A 5.9. lemmaban megmutatjuk, hogy

lim A(t) = A"

t—o0

Ezek utan kimondhatjuk tételiinket:

5.5. Tétel. (\*,C/\*) globdlisan eventdlisan egyenletesen aszimptotikusan
stabil pontja (5.4)-nek.

A tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz néhany fogalomra és egy egyszert

tényre a hataregyenletek elméletébdl.

Az z* € Q pontot az (5.5) egyenlet  megoldasa pozitiv hatdrpontjdnak
nevezzik, ha létezik olyan {¢;} sorozat, amelyre t; — oo és z(t;) — x* teljesiil
(j = o0). Az x pozitiv hatarpontjainak halmazat = pozitiv hatdrhalmazdnak

nevezziik és AT (x)-szel jeloljiik.

Az [ Rt x Q@ — R" fiiggvény a > 0-val vett eltoltja: f,(t,x) =
f(t+a,x). Az f fiiggvényt aszimptotikusan autondmnak nevezziik, ha létezik
olyan f*:Q — R" fiiggvény, amelyre f,(t,z) — f*(z) (a — o0) egyenletesen
R* x  minden kompakt részhalmazan. Az f* fliggvényt hatdrfiigguvénynek,

az & = f*(x) egyenletet pedig hatdregyenletnek nevezziik.

Legyen f(t,z) aszimptotikusan autoném fiiggvény. Az F' C Q halmaz
félig invaridns az (5.5) egyenletre nézve, ha minden (tg,z9) € RT x F-ra
van legalabb egy nem folytathato z* : (a,w) — R™ megoldéasa az & = f*(x)
hataregyenletnek x*(ty) = x¢-ra ugy, hogy z*(¢) € F minden t € (o, w)-ra.

5.6. Tétel (félig invariancia [19]). Tegyiik fel, hogy f aszimptotikusan auto-
ndm. Ekkor (5.5) tetszdleges x megolddsdra a At (x) N Q hatdrhalmaz félig

muarians.

Az 5.5. tétel bizonyitasanak lépései:
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1. Belatjuk, hogy az

L = C-LG, (5.6)
G = (L-X\)G

hataregyenlet (\*, C'/\*) egyensulyi helyzete globalisan aszimptotiku-
san stabil. El6szor linearizaljuk a rendszert a (lokalis) aszimptotikus
stabilitas igazolasahoz, majd konstrualunk egy Ljapunov-fliggvényt, és
a LaSalle-féle invarianciaelv alkalmazasaval igazoljuk, hogy az egyen-

stlyi helyzet globélisan aszimptotikusan stabil.

2. Belatjuk, hogy (A*,C/\*) eventudlisan egyenletesen stabil pontja az

eredeti nemautonom (5.4) egyenletnek.

3. Felhasznélva az eventudlis egyenletes stabilitdst és a félig invariancia-
rol 82010 tételt, bebizonyitjuk, hogy (A*,C/A*) globalisan eventuélisan
aszimptotikusan stabil pontja (5.4)-nek.

4. Felhasznélva az egyenletes stabilitast és a Ljapunov-fiiggvény derivalt-
janak strukturajat, bebizonyitjuk, hogy (A*, C'/A\*) globalisan eventué-

lisan kvazi-egyenletesen aszimptotikusan stabil.

Az exponencialis stabilitas rendkiviil fontos az alkalmazasokban (pl. az
irdnyitaselméletben). Linearis rendszerek esetében az exponencialis stabilitas
ekvivalens az egyenletes aszimptotikus stabilitassal, igy ez utobbit tekinthet-
jiik az exponencialis stabilitds nemlinearis rendszerekre valo altalanositasé-

nak. F6 tételiinket ezért mondtuk ki egyenletes aszimptotikus stabilitésra.

5.4. Bevezets jelolések és lemmak

5.7. Lemma. Az (5.6) hatdregyenlet (\*,C'/\*) egyensilyi helyzete aszimp-

totikusan stabil.
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Bizonyitdis. Az { = L — X\*, g = G — C\* transzforméciok az egyensilyi

helyzetet az origoba viszik, és a kdvetkezd rendszert kapjuk:

(= —%E —X'g— (g, (5.7)
, C
g = ;ﬁ + {g.

A linearizélt egyenlet Jacobi-matrixanak sajatértékei

C C
o T (2/\*) -C

Mivel C' > 0, a (0,0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil. Abban az
esetben, ha \* > v/C'/2, a megoldasok oszcillalnak; ha A* < v/C'/2, a megol-

désok nem oszcillalnak. O

5.8. Lemma. Az (5.6) hatdregyenlet (\*,C/\*) egyensilyi helyzete globdli-

san aszimptotikusan stabil a Q) siknegyedben.
Bizonyitds. Definidljuk a
1 * 2 * C
V(L,G):§(L—)\) —C’lnG—i—)\G—C—i—C’lnF (5.8)

Ljapunov-fiiggvényt az R := {(L,G) : L € R,G > 0} halmazon. Megmutat-
juk, hogy V pozitiv definit. Irjuk fel a V fiiggvényt

V(L,G) = %(L—/\*)2+/\*{<G— g) — Ag {ma-m%}
alakban, és vezessiik be a
h(z) := (z —a) — a[lnx — lna] (a>0; z>0)
fiiggvényt. Mivel

h(a) =0, H(a)= [1 - —} =0, W(a)= Lo
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és h'(x) # 0 (z # a), a h fiiggvény pozitiv definit x = a koriil z > 0 esetén.
Ebbdl kovetkezik, hogy V' pozitiv definit (A*, C'/A*) koriil az R halmazon.

A ‘7(5_6) derivaltra

WLG):(L—Mw—Cg+MG

:(L—MXC—MQ—(g—x)u_wﬂGz
= (L-X\)[C-LG—-C+XNG] =
= —(L-X\)2G<0.

Tetszoleges (L(0), G(0)) € Q pontra létezik olyan p > 0, amelyre a (L(0), G(0))
pont a V(L,G) < p szinthalmazban van, hiszen

G—lnGl—igm—m V(L G) = co.
Mivel a Ljapunov-fiiggvény derivaltja az (5.6) rendszer megoldasai mentén
nem pozitiv, az (L(0),G(0)) pontbol inditott megoldés minden ¢ > 0O-ra a
V(L,G) < p szinthalmazon beliill marad. A LaSalle-féle invarianciaelvbél
tudjuk, hogy a megoldas hatarhalmaza részhalmaza a V(5,6) = 0 halmaznalk,
azaz a mi esetiinkben az L = \* egyenesnek. A (A\*, C'/\*) egyensilyi hely-
zet kivételével (5.6) megoldasai elmozdulnak az L = A* egyenesrdl, igy a
hatarhalmaz az egyetlen ponthol allo {(A*,C/A*)} halmaz. O

Amikor azt bizonyitjuk, hogy a (A*,C/A\*) pont eventuélisan stabil az
eredeti nemautoném (5.4) egyenletre nézve, sziikségiink lesz az (5.3)-ban de-

finialt A\ fliggvény kovetkez6 tulajdonsagéra:

5.9. Lemma. Az (5.3)-ben definidlt X figgvény csékkend és \*-hoz tart (t —

00).

Bizonyitds. Nyilvanval6an

A 3\ e it 3 A~ it
)\(t) - _ (t) — Zz:l ’Llule — 21:1 Zlule — )\*

A(t) i Hie At Sy pie i
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Legyen f = —A és g := A, igy A = f/g, ahol f és g csokkend, pozitiv
fiiggvények. Differencialassal kapjuk, hogy

}\:(f):fngg'
g g

Ellenérizziik a szamlalo elGjelét:

Z >\2,u7,/1/j (ANi+A5) 7 Z s )\],uzﬂj (Ai+A) :

1,7=1 3,j=1

f)gt) — ft)at) = — Z (A2 = A agze C A

ami igazolja az allitast. O

Az (5.8) fiiggvény derivéaltja nem jeltart6 a nemautonéom (5.4) rendszer
megoldéasai mentén, tehat (5.8) erre a rendszerre nézve nem Ljapunov-fiiggvény.
Ennek ellenére — ahogy a kovetkezg allitas mutatja — ,majdnem”-Ljapunov-

fiiggvényként hasznalhato.

5.10. Lemma. Létezik olyan M konstans, amelyre
V(L(t),G(t)) < V(L(0),G(0)) + M (t>0) (5.9)

teljesiil (5.4) minden megolddsdra. Ezenkivil minden € > 0-ra létezik T(g) >

0 4gy, hogy ha to > 7(e), akkor (5.4) minden megolddsdra teljesil a
V(L(t),G(t) < V(L(to),G(to)) +e  (t > to) (5.10)

egyenldtlenség.
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Bizonyitds. Az (5.8) Ljapunov-fiiggvény (5.4) szerinti derivaltja

V(L,G)sa = (L—X)L—-G/G+ NG = (5.11)
= (L=X)(C—=GL) = C(L = X\1t)) + X(L - \t))G =
= (L=M)[C=GL—-C]+C(\t) =\
AL = A) = (M) = A7)
(L = N)(=GL + XG) + CAEt) — X) = X (A1) = \)G
= —(L—=X)?G+ (\t) — \)(C - NG)
< (L= X)?G+ (A1) — \)C.

Az el6z6 becslést felhasznalva kapjuk:
V.G = VE),60) + [ V1), 66
= V0,60 - [ (16 - N Ge)s
+ [ 06 =2 = L))t <

IN

V(L(0), G(0)) + o/t(x(s) ~\)ds <

IA

VL(0), G(0)) + C /0 " (A(s) = A")ds.

Mivel A(t) \y A* exponencidlisan (t — 00), az utolsé becslésben szerepls

integral véges, ami igazolja a lemma els allitasat.
Hasonléan kapjuk, hogy

V(L(1),G() = V(L(t), Glto)) + / V(L(s), G(s))ds

to

< V(L) Glta) +C [ (Ns) = X

to

Ebben az esetben az utolso6 integral tetszGlegesen kicsivé tehetd, ami igazolja

a lemma masodik allitasat. O
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5.11. Lemma. (\*,C/\*) eventudlisan egyenletesen stabil pontja a nemau-

tonom (5.4) rendszernek.

Bizonyitds. p > 0-ra jelolje C'(p) és D(p) a (A*,C/\*) kdzéppontii, p sugari
korvonalat, illetve korlapot. Azt kell belatnunk, hogy tetsz6leges € > O-ra és
to > O-ra létezik S(e) > 0 és 0(e) > 0 gy, hogy to > S(e) és (L, G) € D(d(¢))
esetén (L(t),G(t)) € D(e) minden t > to-ra.

Legyen ¢ > 0 adott. Mivel (5.8) pozitiv definit(A\*, C'/\*) koriil,
m(e) == min{V(L,G) : (L,G) € C(e)} >0

teljesiil és létezik d(¢) > 0 ugy, hogy V(L,G) < m(e)/2, feltéve, hogy
(L,G) € D(6(¢)). Az 5.10. lemma szerint ha ty > 7(m(e)/2) és (L(to), G(to)) €
D(6(¢e)), akkor

VL), G(0) < V(L(tn),Glto)) + "5 < m(e)

ahonnan (L(t),G(t)) € D(e) adodik t > to-ra. Ez azt jelenti, hogy S(e) :=
T(m(e)/2)-vel és §(e)-nal teljesiil az eventualis egyenletes stabilitas definici-

Oja. ]

5.12. Lemma. (\*, C/\*) globdlisan eventudlisan aszimptotikusan stabil pont-

ja az eredeti nemautonom (5.4) rendszernek.

Bizonyitds. Be kell latnunk, hogy (5.4) minden megoldasa (A*,C//A*)-hoz
tart t — oo esetén. Tekintsiik az (5.4) egyenlet egy tetszdleges (L, G) meg-
oldasat. Az 5.10. lemma elsg allitdsa szerint a megoldas prekompakt, igy
pozitiv hatarhalmaza, AT nem iires. Megmutatjuk, hogy At = {(\*,C/\*)}.

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz létezik (A*, C'/A\*)-t6] kiilonb6z6 (Lo, Go)
pontja a hatarhalmaznak. Az 5.6. tétel szerint a A* halmaz félig invarians az
(5.6) hataregyenletre nézve. De (A*, C//\*) globdlisan aszimptotikusan stabil
egyenstlyi helyzete az (5.6) egyenletnek, és At kompakt, igy (A*, C'/\*) € AT.
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S

LO,GO)

A* L

5.1. dbra. Eventudlis egyenletes stabilitas

Legyen €9 > 0 olyan, hogy (Lo, Go) € D(eo) teljesiil, és vegyiik az €q/2-hoz
az eventualis egyenletes stabilitas 5.1. definicidja szerint tartozod S(eq/2) > 0,
d(e0/2) > 0 szamokat.

Mivel (\*, C/X*) € AT, az (L(t.), G(t.)) pontnak D(d(g9/2))-be kell esnie
valamely t. > S(g9/2)-re, és igy (L(t),G(t)) D(eo/2)-ben marad minden
t > t.-ra. Egytuttal viszont nagy ¢ értékekre (L(t), G(t)) tetszblegesen kozel
keriil (Lo, G)-hoz, ami ellentmondéas (1d. 5.2. abra). O

5.5. Az 5.5. tétel bizonyitasa

d(L,G) := \/(L — )24 (G - Ag)2

jelolést. Be kell latnunk, hogy a (\*, C'/\*) pont globalisan eventuélisan kvazi-

Vezessik be a

egyenletesen aszimptotikusan stabil, vagyis azt, hogy minden K > O-ra és
v > O-ra létezik S(K,~v) > 0 és T(K,v) > 0 ugy, hogy to > S(K,~)-bol és
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G
L,G)
¥ )
)\*
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A* L

5.2. abra. Trajektoria és hatarhalmaza
(14 |InGy|) d(Lg, Gp) < K-bol kivetkezik
d((L(t;tQ,Lo,Go),G(t;to,Lo,Go))) <7 (512)

minden t > to + T'(K,~y)-ra. Mivel az eventualis egyenletes stabilitast mar
belattuk, (5.12) helyett elég igazolnunk, hogy létezik olyan T, = T.(K,~y) >

0, amelyre
d ((L(to + T*; to, L(), Go), G(to + T*; to, L(), Go))) < 5(’)/) (513)
teljesiil, ahol §(y) a 7-hoz az eventudlis egyenletes stabilitas szerint tartozo

d (1d. 5.1. definicio).

Tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil, azaz létezik K > 0 és 7 ugy, hogy
minden S > 0O-ra és T > 0O-ra létezik tg > S és olyan (Lo, Gg), amelyre
(1+ |InGol|) d(Lg, Go) < K teljesiil gy, hogy

d ((L(t, to, Lo, G()), G(t, to, Lo, Go))) > 5(7) minden ¢ € [to, to + T]—re.
(5.14)
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A kovetkez6kben megoldasok alatt csakis a fenti tulajdonsaggal rendelkezé

megoldasokat értjiik.

Hz I—I1 Hz
 mm— . e ——
H,
G I
A4 N\ ®
H: ’
|l
A*
' ,
N \ N .

5.3. abra. A Hy,..., Hy halmazok

Ahhoz, hogy ellentmondasra jussunk, az (5.8)-ban definialt Ljapunov-
fiiggvényt fogjuk hasznalni. Egyszeriien lathato, hogy megadhatok olyan szi-

gortian monoton névekvd, O-ban elting a,b : [0,00) — (0,00) fiiggvények,
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amelyekre
a((14+|InG|)d(L,G)) <V(L,G) <b((1+ |InG|)d(L,G)) (5.15)
teljesiil a felss félsikon. (5.4) tetszéleges megoldasara vezessiik be a
v(t) = v(t; to, Lo, Go) :=V (L(t;to, Lo, Go), G(t; to, Lo, Go))
jelolést. (5.15) és az 5.10. lemma szerint
v(t) <bE)+ M  (t>t) (5.16)

teljesiil (5.4) minden megoldasara.

AV fiiggvény (5.4) szerinti derivaltja, (5.11) nem negativ definit, igy meg-
kiilonboztetjiik () részhalmazait aszerint, hogy 1% nagy vagy kicsi. Tetsz6leges

@ > O-ra legyen

S

He(p) = {(L.G) € Qd(L,G) > 5(7), (1 +|nG|)d(L.G)
<™ (W(E) + M), |L— X[ < i},

H>(p) == {(L,G) € Q:d(L,G) 2 4(7), (1+[InG|)d(L,G)
<0 (W(E) + M) . |L = X'| = u}

halmazokat (I1d. az 5.3. abrat).

A bizonyitasnal felhasznéljuk, hogy egy trajektoria nem maradhat tul

hosszi ideig a H; halmazban. Ennek igazolasdhoz alulrol becsiiljiik az |L|
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fiiggvényt.

|L| =|C —GL| = |\ <A9 —G> — G(L - \)|
> XIS -6l oL - X))
C C
> AN |—Z —Gl— =< +6(7
> X5 = 61 (5 0 ) w0

elegendGen kis 1 esetén. Igy létezik w1 > 0, amelyre

IL| >k >0  ((L,G) € Hy). (5.17)

Amikor egy megoldas trajektoridja Ho-ben halad, a Ljapunov-fiiggvény
gyorsan csOkken a megoldas mentén: (5.15)-bél kapjuk, hogy

igy .
a '(b(K)+ M)

G > exp[—

(5.11)-bél a

V(L,G,t) < —%exp[— [+CA(t)—X") ((L,G) € Hy, t > 0)

becslést kapjuk, amibél kivetkezik, hogy létezik olyan t és kg > 0, amelyre

V(L,GH) < —ks  (t>1, (L,G) € Hy). (5.18)

(5.15)-bdl és az 5.10. lemmabol kovetkezik, hogy minden megoldés tra-
jektoridja prekompakt, igy létezik k3 > 0, amelyre

IL(t) < ks (t>to).

Adott T > O-ra és ty > t-re, tekintsiink egy t — (L(t), G(t)) megoldast,
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amely rendelkezik az (5.14) tulajdonsaggal. Ekkor létezik egy
to<s1<t1 <S< - <th1<8, <tp<tog+T
sorozat 1gy, hogy
ha s; <t <t;, akkor (L(t),G(t)) € Hy (1=1,2,...,n),

ha t € [to,to+ T\ (Ul [s:,t:]), akkor (L(t),G(t)) € H;. (5.19)

A bizonyitas fennmaradé részének 6 Gtlete, hogy v legalabb egy konstanssal
csokken minden [s;,t;] intervallumon és n = n(T) — oo, amint 7" — oc.
Mivel v korlatos valtozéasa a [ty,00) intervallumon, ez azt jelenti, hogy 7'
nem lehet tetszélegesen nagy, ami ellentmond K, 7 létezésének. A bizonyités

befejezéséhez ezt az Otletet fejtjiik ki részletesen.
Mivel Hy C H, (5.15)-b6l, az 5.10. lemmabol és (5.18)-bol kapjuk, hogy

n —_

S (k- s0) < Z’(Kl—+M _.T

Ezenkiviil (5.17)-b6l és (5.19)-bdl adodik, hogy s; — t;-1 < 2u/k; minden
1=2,3,...,nre. A két legutobbi becslésbdl kovetkezik, hogy

r — o0 (T — ). (5.20)

Mésrészt, az
[z];+ = max{x,0}, [z]- := max{—=x,0}, (x € R),

jeloléseket hasznalva

to+T n S;
—/ [0(t)]— dt < — Z/ [0(t)]— dt < / o(t) dt
to i—2 Jti—1 (L(®),G(t)€Hs

7]
< —2(n — 2)ky——.
> (n )52%3
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Ebbdl kdvetkezik, hogy

—b(K) = M < v(to +T) — v(to) = /t0+ ([0®)]+ = [o(8)]-) dt

to
<M —-2(n-— 2)/@2ﬂ — —o0 (T = ).
K3
Ez azt jelenti, hogy 7" nem lehet tetszélegesen nagy, ami ellentmond K,

v
létezésének. Ez az ellentmondés bizonyitja az 5.5. tételt. [

5.13. Megjegyzés. Thieme [20] kidolgozott egy modszert, amely elegen-
do feltételeket ad arra, hogy az eredeti aszimptotikusan autondém rendszer
megoldasainak aszimptotikus viselkedése megyezzen a hataregyenlet megol-

déasainak aszimptotikus viselkedésével.

Castillo-Chéavez és Thieme megadta e modszer egy kovetkezményét [4,
2.2. kovetkezmény|, amely a mi esetiinkben is alkalmazhato, és biztositja azt,
hogy (5.4) minden korldtos megoldéasa az (5.6) rendszer egy egyensilyi hely-
zetéhez tartson ¢ — oo esetén. Mas szoval, az 5.12. lemma allitasa kovetkezik
az 5.10. lemmabol és ebbdl a kovetkezménybdl. A dolgozatban mégis meg-
adtuk az 5.12. lemma egy kdzvetlen bizonyitasit annak érdekében, hogy a

dolgozat a fenti kovetkezmény ismerete nélkiil is olvashato legyen.

Az 5.5. tétel bizonyitasanak f6 oOtlete, hogy az (5.6) hatéaregyenlethez
tartozo Ljapunov-fiiggvényt hasznaljuk az eredeti aszimptotikusan autoném
(5.4) egyenlet stabilitasi tulajdonsagainak igazolasahoz. Ezt a modszert Yo-
shizawa 23] és LaSalle [16] vezette be, kés6bb Artstein [1] fejlesztette tovabb.
Példaul az 5.10. lemmabol és [1] 8.3. tételébdl kovetkezik, hogy (5.4) minden
megoldésa tart az {L = \*} egyeneshez.

Fontos azonban hangstlyozni azt, hogy a felsorolt eredmények nem hasz-
nalhatok a (A", C'/\*) pont eventuélis egyenletes stabilitasi tulajdonsagainak

igazolasara.
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5.6. A modell moédositasa

A fentiekben leirt rendszer nem az egyetlen lehet&ség az 5.1. szakaszban be-
mutatott populacié modellezésére. Biologiailag kiilondsen érdekes az az eset,
amikor a novényzet magéara hagyva exponencidlis torvény szerint szaporodna.

A novényzet fejlédésére vonatkozod egyenlet igy a kovetkezd:
K =(C=) no(w))K.
i
Az 5.2. szakaszban ismertetett egyszertisitéshez hasonldéan a rendszer az

L = (C-Q)L, (5.21)
G = (L-X\1)G

alakra hozhato, igy egy aszimptotikusan autoném Lotka—Volterra-egyenlethez

jutunk, melynek vizsgalatan jelenleg is dolgozunk. A szamitogépes vizsgéla-

5.4. abra. (5.22) egy pélyajanak képe Mathematicd-val

tok azt sugalljak, hogy itt a hatarpont helyett egy hatarciklus jelenik meg
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(d. 5.4. abra). Az (5.22) rendszer hataregyenlete, a

L = (C-Q)L, (5.22)
G = (L-X\)G

rendszer a klasszikus Lotka—Volterra-egyenlet |2] egy speciélis esete, igy meg-
oldasai a W(L,G) = G L*e~(@+1) fiiggvény szintvonalai. Sejtésiink az, hogy
az (5.22) egyenlet minden megoldasdnak hatarhalmaza a W(x,y) fiiggvény

egy-egy szintvonala, azaz a hataregyenlet egy-egy megoldésa.



Osszefoglalas

A disszertaci6 harom kiilonb6z§ problémaval foglalkozik: két populéciodi-
namikai modellel és egy, a dinamikus rendszerek attraktorait, illetve azok
medencéit meghatarozo és megjelenitd algoritmussal, illetve az az alapjan

késziilt programmal.

Az értekezés a szerz6 kiovetkezG publikacioin alapul:

e Dénes, A., Neimark—Sacker bifurcation in a discrete dynamical model of
population genetics, FElectronic Journal of Qualitative Theory of Dif-
ferential Equations, Proc. 8th Coll. Qualitative Theory of Diff. Equ.,
No. 6. (2008), 1-10.

e Dénes, A., Hatvani, L., Stacho, L. L., Eventual stability properties in
a non-autonomous model of population dynamics, Nonlinear Analysis
73 (2010) 650-6509.

e Dénes, A., Makay, G., Attractors and basins of dynamical systems, Fl-
ectronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, No. 20.
(2011), 1-11.

A disszertacio 2. fejezetében a dinamikus rendszerekkel kapcsolatos leg-

fontosabb alapfogalmakat definialjuk.

A 3. fejezetben Tusnady Gabor egy diszkrét populacidodinamikai modell-
jét vizsgaljuk. Ez a négydimenziés nemlinearis differenciaegyenlet-rendszer
az ivarsejtek eloszlasanak valtozasat irja le egy populacioban egy lokusz és
négy allél esetén a szelekcio és a mutacié hatasanak figyelembevételével. Tus-

nady Gabor szamitogépes kisérletezéssel talalt olyan eseteket, amelyekben a

63
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rendszer attraktora nem egy pont (vagyis az eloszlasok kozott nem all be dina-
mikus egyenstly), hanem periodikus palya, s6t, valamilyen kaotikus halmaz.
Tusnéddy Géabor azt kérdezte, hogy torvényszerii-e ez a jelenség, vagy esetleg
csak a numerikus kozelités hibajabol adodik. A rendszert elGszor a 4. fejezet-
ben ismertetett attraktorszamit6 program segitségével vizsgaltuk. Az egyik
paraméter értékének valtoztatasakor kapott abrak szuperkritikus Neimark—
Sacker-bifurkaciora utalnak: a rendszer stabil fixpontjabol zart gorbe keletke-
zik, mig a fixpont instabilla valik. A fejezet {6 eredményében, a 3.5. tételben
belatjuk, hogy a rendszer valoban Neimark—Sacker-bifurkacion megy keresz-
tiil. Egy adott p paraméter értékének valtoztatasaval a Jacobi-matrix komp-
lex sajatértékparja athalad a komplex sik origo koriili egységkorén. Ennek a
komplex sajatértékparnak megfelel a fixpont kétdimenzios instabil sokasaga.
Az invaridns zart gorbe ezen az instabil sokasagon jelenik meg. Annak igazo-
lasdhoz, hogy e paraméterértéknél bifurkacio torténik, be kell latnunk, hogy a
rendszer teljesit bizonyos nemelfajulasi feltételeket. [14] alapjan ismertetjiik
az eljarast, amellyel igazolhatjuk a rendszer nemelfajulasat. Elgszor kétdi-
menzios rendszerekre mondjuk ki az altalanos Neimark—Sacker-bifurkaciorol
sz0l6 tételt. Magasabb dimenzios rendszereknél lényegében ugyanaz torténik,
mint két dimenzidban: létezik egy kétdimenzids invarians sokasag, amelyen
a rendszer bifurkicion megy at, a sokasagon kiviil pedig a rendszer viselke-
dése ,trivialis”, mert ott nincs bifurkacié. A disszertacioban ismertetiink egy
modszert, amelynek segitségével — a Jacobi-matrix és transzpondltja sajatér-
tékeit felhasznalva — a rendszert levetithetjiik a kritikus sajataltérbe. Végiil

az eljaras lépéseit kovetve belatjuk a 3.5. tétel allitasat.

A 4. fejezetben egy 1j, dinamikus rendszerek attraktorainak és azok me-
dencéinek &brazolasara szolgald algoritmust irunk le, amely a korabbiaknal
pontosabb szamitasok alapjan miikodik. Uj algoritmusunk a Dynamics prog-
ramcsomag Basins and Attractors eljarasanak tovabbfejlesztése, ezért elst-
ként ezt az eljarast mutatjuk be, majd ismertetjiik az 0j algoritmust és az

algoritmus alapjan késziilt programot.

Az algoritmus alapelve a kovetkezd: a vizsgalt n dimenzios térrészt feloszt-

juk egyenl6 nagysagi n dimenzios téglatestekre, és mindegyik kozepébdl elin-
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ditunk egy trajektoriat. Minden lépésben megvizsgéaljuk az aktuélis ponthoz
kozel esé pontokat (vagyis azon pontokat, amelyek az aktudlis ponttal azonos
vagy szomszédos téglatestbe esnek), és amennyiben taldlunk olyan trajekto-
riat, amellyel aktualis palyank bizonyos szamu 1épésen keresztiil egyiitt halad
(azaz megfeleld pontjaik azonos vagy szomszédos téglatestekbe esnek), akkor
szint adunk a vizsgalt palyanak: ha egy korabbi trajektoriaba iitkoztiink,
akkor annak a szinét kapja az aktualis trajektoria is, ha pedig onmagéiba
iitkozott, akkor 1j, addig nem hasznalt szint kap a palya. Eltaroljuk, hogy
melyik volt az a pont, amelyikhez elGszor visszatértiink: ettél a ponttol kezd-

ve fogjuk a trajektoria pontjait az attraktor szinével szinezni.

A fejezet végén néhany hires diszkrét dinamikus rendszer attraktorait be-
mutato abraval szemléltetjiik a program miikddését, és egy nevezetes példaval
illusztraljuk, hogy algoritmusunk olyan esetekben is pontos attraktorokat és
medencéket tud rajzolni, amelyekben a kordbbi algoritmusok pontatlan ké-

peket szolgaltattak.

Djellit és Boukemara (8] az

.Tll =+ 1,00251‘2 + 1,44ZE1(131 — 1) - 0,11’1372
xh = 1,002525 + 1,442 (21 — 1) — 0,12129

Bogdanov-leképezés attraktorait és medencéit pontatlanul adtak meg, és erre
a rendszerre a Dynamics is pontatlan abrat ad (4.3. abra). A programunk
altal készitett rajz (4.2. dbra) pontosan mutatja az attraktorokat és me-
dencéiket: az origd koriili 6t vilagoszold pontbol allo attraktor medencéje a
Dynamics dbraja szerint egy 6t szigetbdl allo halmaz, valojaban azonban —
ahogy azt a programunk altal készitett &bra mutatja — a szigetek altal kozre-
fogott részben is siirt az attraktor medencéje. E teriilet a Dynamics rajzan

az Ot pontbol allo attraktor koriili zold zart gérbe medencéjéhez tartozik.

Az 5. fejezet egy populaciddinamikai rendszerrel foglalkozik, amely a
Tanganyika-toban él6 két halfaj (egy novényevs és egy ragadozo), valamint
a novényevok taplalékiul szolgald novények mennyiségének valtozasat irja le.

A modell két részbdl all: év kozben egy differencidlegyenlet-rendszer irja le a
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fejlédést, mig minden év végén egy diszkrét dinamikus rendszer irja le a halak
szaporodasat. Az év kozbeni fejlédést leir6 nemautoném differencidlegyenlet-

rendszer — egyszertsitések utan — a kovetkez6 alaki:

L = C-1LG,
G = (L—A1®)G,

ahol A : (0,00) — (0,00) adott folytonos fiiggvény, lim; ., A(t) = A\* > 0

létezik. A fenti rendszernek nincs egyensiilyi helyzete, az

L = C- LG,
G = (L-\)G

hataregyenletnek viszont a (A*, C'/\*) pont egyensiilyi helyzete. Ilyen esetben
az un. eventudlis stabilitasi tulajdonsidgokat szoktdk vizsgilni. F6 eredmé-

nylink a kovetkezd:

5.5. Tétel. (A\*,C'/X\*) globdlisan eventudlisan egyenletesen aszimptotikusan

stabil pontja a fenti rendszernek.

Réviden szolva ez azt jelenti, hogy a fazissik barmely pontjabol inditott
megoldas tart a (A*, C'/\*) ponthoz, éspedig bizonyos értelemben egyenlete-

sen a kiindulasi allapotokra nézve.
Az 5.5. tétel bizonyitasdhoz a kovetkez6 lemmakon keresztiil jutunk:

5.7. Lemma. Az (5.6) hatdregyenlet (\*,C/\*) egyensiilyi helyzete aszimp-

totikusan stabil.

Elgszor linearizaljuk a rendszert a (lokalis) aszimptotikus stabilitas iga-

zolasdhoz, majd megkonstrualjuk a

V(L,G) = %(L—)\*)Z —ClnG+)\*G—C+Cln%

Ljapunov-fiiggvényt, és a LaSalle-féle invarianciaelv alkalmazasaval igazoljuk,

hogy az egyensiilyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabil.

5.8. Lemma. Az (5.6) hatdregyenlet (\*, C'/\*) egyensilyi helyzete globdlisan
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aszimptotikusan stabil a Q = {(L,G) : L > 0,G > 0} siknegyedben.

5.10. Lemma. Létezik olyan M konstans, amelyre
V(L(t),G(t)) < V(L(0),G(0)) + M (t=0)

teljesiil (5.4) minden megolddsdra. Ezenkivil minden € > 0-ra létezik 7() > 0

gy, hogy ha to > 7(g), akkor (5.4) minden megolddsdra teljesil a
V(L(t),G(t)) < V(L(to), G(to)) +¢  (t > to)

egyenldtlenség.

5.11. Lemma. (\*,C/)\*) eventudlisan egyenletesen stabil pontja a nemau-

tonom (5.4) rendszernek.

5.12. Lemma. (\*, C//\*) globdlisan eventudlisan aszimptotikusan stabil pont-

ja az eredeti nemautonom (5.4) rendszernek.



Summary

The thesis investigates three different problems: two population dynamical
models and an algorithm for calculating and representing attractors and
basins of dynamical systems as well as a computer program based on this

algorithm.

The dissertation is based on the following papers of the author:

e Dénes, A., Neimark—Sacker bifurcation in a discrete dynamical model of
population genetics, Electronic Journal of Qualitative Theory of Dif-
ferential Equations, Proc. 8th Coll. Qualitative Theory of Diff. Equ.,
No. 6. (2008), 1-10.

e Dénes, A., Hatvani, L., Stacho, L. L., Eventual stability properties in
a non-autonomous model of population dynamics, Nonlinear Analysis
73 (2010) 650-659.

e Dénes, A., Makay, G., Attractors and basins of dynamical systems,
Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, No. 20.
(2011), 1-11.

In the second chapter of the thesis we define some of the most important

basic concepts from the theory of dynamical systems.

In Chapter 3 we investigate a population dynamical model initiated by
Gabor Tusnady. This four-dimensional nonlinear system of difference equa-
tions describes the change of distribution of gametes in a population in the

case of one locus and four alleles considering selection and mutation. During

68
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computer experiments Gabor Tusnady found parameter values with which
the attractor of the system was not one point (i.e. no dynamical equilibrium
arises amongst the distributions), but a periodic orbit, or even a chaotic set.
Gabor Tusnady asked whether this phenomenon could be established math-
ematically or it was just caused by the errors of numerical approximation.
First we used the program for calculating attractors described in Chapter 4
to examine the system. The figures we obtained changing one of the para-
meters imply the presence of a supercritical Neimark—Sacker bifurcation: a
closed curve arises from the stable fixed point of the system, while the fixed
point becomes unstable. In the main result of the section, Theorem 3.5, we
show that the system indeed undergoes a Neimark-Sacker-bifurcation. When
we change the value of a given parameter, a complex pair of eigenvalues of
the Jacobian passes through the unit circle. To this complex pair of eigen-
values corresponds a two-dimensional unstable manifold of the fixed point.
The invariant closed curve appears on this manifold. To prove that a bifurca-
tion occurs at this parameter value we have to verify that the system satisfies
some genericity conditions. Using monograph [14] we delineate the procedure
that we can use to prove the nondegenericity of the system. First we formu-
late the Neimark—Sacker bifurcation theorem for two-dimensional systems. In
the case of systems with dimension higher than 2 essentially the same takes
place: there exists a two-dimensional invariant manifold on which the system
exhibits the bifurcation, while the behaviour off the manifold is “trivial”, as
no bifurcation occurs there. In the thesis we delineate a method with the
help of which — using the eigenvalues of the Jacobian and its transpose — we
can “project” the system into the critical eigenspace. Finally, following the

steps of the procedure we prove Theorem 3.5.

In Chapter 4 we describe a new algorithm for representing attractors
and basins of dynamical systems which calculates more precisely then the
previous similar algorithms. Our new algorithm is an improvement of the
procedure Basins and Attractors of Dynamics, that is why we present this
procedure first, then we delineate the new algorithm and the program real-

izing the algorithm.
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The principle of the algorithm is the following: we divide the n-dimensional
domain under examination into equal n-dimensional boxes and from the cen-
ter of each box we start a trajectory. In each step we examine the points
near to our actual point (i.e. the points that fall into the same grid box or
neighbouring grid boxes), and if we find a trajectory such that its iterates
remain near to the iterates of our actual point for a given number of steps
(i.e. the corresponding points fall into the same grid box or neighbouring grid
boxes), we give a colour to the trajectory: if we have encountered a previous
trajectory, then we give its colour to the actual trajectory; if the trajectory
encountered itself, then it is given a new, previously not used colour. We save
the point to which we returned first: from this point on we colour the points

of the trajectory with the colour of the attractor.

At the end of the chapter we demonstrate the use of the program with
figures representing the attractors of some well-known discrete dynamical
systems and we give an example to show that our algorithm is able to draw
precise attractors and basins even in cases where previous algorithms provide

an imprecise picture.

Djellit and Boukemara [8] have given imprecisely the attractors and basins

of the Bogdanov map

] = x1 + 1.002529 + 14421 (21 — 1) — 0.12129
xh = 1.002525 + 1.44x1 (21 — 1) — 0.12129,

and also Dynamics gives an imprecise picture for this system (Figure 4.3).
The figure made by or program (Figure 4.2) shows the attractors and their
basins precisely: according to the figure made by Dynamics the basin of the
attractor formed by five light green points around the origin consists of five
islands around the five points, however — as it is shown on the figure made
by our program — this basin is also dense in the area inside the five islands.
In the figure of Dynamics this area belongs to the basin of the green closed

curve around the five points.

Chapter 5 deals with a population dynamical system which describes the
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change of the amount of two fish species (a carnivore and a herbivore) living
in Lake Tanganyika and the amount of the plants eaten by the herbivores.
The model consists of two parts: the development during one year is de-
scribed by a system of differential equations, while the reproduction of the
fish at the end of each year is described by a discrete dynamical system. The
non-autonomous system of differential equations describing the development

during the year — after a series of transformations — has the following form:

L = C-1LG,
G = (L—-\t)G,

where A : (0,00) — (0,00) is a given continuous function and lim;_,. A(t) =

A* > 0. This system does not have an equilibrium, but its limit equation

L = C-1IG,

G = (L-X\)G
has the fixed point (A\*,C'/A*). In such cases usually the so-called eventual
stability properties are studied. Our main result is the following:

Theorem 5.5. The point (\*,C/\*) is an eventually uniform-asymptotically
stable point of (5.4).

In short this means that a solution started from any point of the phase

space tends to the point (A*; C'/A\*) in some sense uniformly.
The proof of Theorem 5.5 is obtained through the following lemmas:

Lemma 5.7. The equilibrium point (\*, C/X\*) of the limit equation (5.6) is
asymptotically stable.

First we linearize the system to prove (local) asymptotic stability, then

we construct the Lyapunov function

V(L,G) = %(L—)\*)Q —ClnG+)\*G—C+Cln%

and using LaSalle’s invariance principle we prove that the equilibrium is
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globally asymptotically stable.

Lemma 5.8. The equilibrium point (A\*,C/\*) of the limit equation (5.6) is
asymptotically stable in the large on quadrant Q = {(L,G) : L > 0,G > 0}.

Lemma 5.10. There is a constant M such that

V(L(t), G(t)) < V(L(0),G(0)) + M (£ =0)

holds for all solutions of (5.4). Moreover, for every € > 0 there exists a
T(e) > 0 such that if to > 7(g) then every solution of (5.4) satisfies the

inequality

Lemma 5.11. (\*,C'/\*) is an eventually uniformly stable point of the non-

autonomous system (5.4).

Lemma 5.12. (\*, C/\*) is an eventually asymptotically stable point of the

original non-autonomous system (5.4) in the large.
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