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BEVEZETÉS

A fuzzy halmazok elmélete alig másfél évtizedes múltra tekint visz- 

sza. Létrehozásának fő célja a humán rendszerek uj szempontú vizsgálata. 

A tudományos elemzések során minél teljesebb, szélesebb körű feladattal 

foglalkozunk, annál több bizonytalansági tényezővel találjuk magunkat 

szemben. Amikor ezeket a feladatokat egzakt módszerekkel tárgyaljuk, az 

ilyen tényezők leírása nagy nehézséget okoz, sok esetben nem is valósít

ható meg.

A valószinUségszámitás igen jó eszköz a bizonytalanságok egy részé

nek leírására. A valószinUség és fuzzy tulajdonság közötti alapvető' különb

ség, hogy mig a valószinUség jól definiált, konkrétan meghatározott ese-
•

mények előfordulásának valószinUségére ad mértéket, addig a fuzzy tulaj

donság azt fejezi ki, hogy maguk az események, elemek, fogalmak bizony

talanok, "rosszul definiáltak".

Dolgozatunkban a fuzzy halmazok elméletének matematikai alapjait

tárgyaljuk. A fuzzy halmazokat úgy tekintjük, mint kiterjesztett karakte

rű, lj két elemű holisztikus függvényeket, ahol az értékkészlet nem a 

máz, hanem a fű, l] intervallum, vagy valamilyen általánosabb halmaz.

Az első fejezetben a fuzzy halmazok elméletének alapfogalmait is

mertetjük. A fuzzy halmaz fogalmának definiálása után áttekintjük, hogy 

milyen műveleteket lehet értelmezni a fuzzy halmazok körében, és milyen 

struktúrát alkotnak a fuzzy halmazok ezekkel a műveletekkel.

Ismertetjük a fuzzy halmazoknak a közönséges halmazok megfelelően 

választott halmazával történő reprezentációját

✓ '

Az első fejezethez szorosan kapcsolódó második fejezetben a fuzzy 

halmazokon értelmezett maximum és minimum műveletek axiómatikus meg-



alapozásának lehetőségeit tárgyaljuk. Több szerző cikkét összehasonlítva 

vizsgáljuk a műveletek jogosultságát.

A harmadik fejezetben a fuzzy mértékkel és a fuzzy integrállal fog

lalkozunk. Először ismertetjük a szükséges mértékelméleti alapfogalmakat, 

majd értelmezzük a hagyományos halmazok fuzzy mértékét. A véges hal

mazokon értelmezett fuzzy mértékek speciális eseteinek az irodalomból is

mert osztályozását kiterjesztjük végtelen számosságu halmazokra is. Defi

niáljuk a fuzzy integrált és ennek segítségével a fuzzy halmazokon értel

mezett fuzzy mértéket. Összehasonlítjuk a fuzzy és a Lebesque mértéket 

és integrált.

A negyedik fejezetben ismertetjük a fuzzy logikát, mint többértékü 

logikát. A mértékelméleti megközelítés után itt a megfelelő többértékü 

logikák összehasonlításával vizsgáljuk a fuzzy halmazok és valószínűség? 

elmélet kapcsolatát.

Az utolsó fejezetben az első és második fejezetben már tárgyalt mű

veletek további elemzésére térünk vissza. Kiválasztva a műveletek bizo

nyos tulajdonságait, nevezetesen a folytonosságot, monotonitást és asszo- 

ciativitást, keressük a hagyományos halmqzelmélet? egyesités és metszetkép

zés fuzzy halmazokra történő általánositását. Az ilyen tulajdonságú művele

tekre megfogalmazzuk és bebizonyítjuk a megfelelő reprezentációs tétele

ket. Ismertetjük ezen tételek következményeit és összevetjük az irodalom

ban található hasonló eredményekkel.

Ezen a helyen szeretnék köszönetét mondani Dr. Dombi József tudo

mányos munkatársnak és Dr. Hunyó Péter tudományos főmunkatórsnak a 

problémák felvetéséért, a hasznos konzultációkért és azokért az észrevé

telekért, amelyeket a kézirat elolvasása után tettek.



1. A fuzzy halmazok elméletének alapfogalmai

A fuzzy halmazok elméletének alapja a halmazelméleti karakteriszti

kus függvény fogalmának kiterjesztése. Legyen X nem üres alaphalmaz, 

és A £ X az X egy részhalmaza, és jelöljük ухд-val az A részhal

maz karakterisztikus függvényét:

0, ha x 4 A , 

1, ha x e A .

■(

А karakterisztikus függvény az X alaphalmazt a {.0,1} kétértékű

halmazba képezi le, azaz /Ад : X -»iű, 1] . Tehát az X halmaz minden 

eleméről pontosan tudjuk, hogy az A részhalmaznak eleme, vagy nem 

eleme.

Ha azonban valamilyen sok bizonytalanságot hordozó fogalomrendszert 

akarunk halmazelméleti módon megközelíteni, akkor a halmazhoz tartozást 

nem tudjuk ilyen egyértelműen eldönteni. Csak olyanokat állíthatunk, hogy 

az X halmaz egy eleme többé vagy kevésbé tartozik az A részhalmaz

hoz.

Az itt leírtak matematikai megfogalmazásához a fuzzy halmazok elmé

letében a karakterisztikus függvény fogalmának általánosításával juthatunk 

el. Az A fuzzy halmaz olyan kiterjesztett karakterisztikus függvény, a- 

mely értékeit a [0,1] intervallumból veszi fel.

1.1. Alapvető definíciók

1.1.1. Definíció. Az A fuzzy halmaz a nem üres X alaphalmazon 

értelmezett tetszőleges

[0,1]: Х-»

függvény. A közönséges halmazok karakterisztikus függvénye ilyen értelem-
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ben speciális fuzzy halmaz.

Megjegyezzük/ hogy Zadeh L43] dolgozatában a fuzzy halmazokat 

(x , ^u^(x)) párok halmazaként értelmezte, ahol az % fuzzy hal

maz tagsági függvénye, és /Л^(х) az x elem Ä fuzzy halmazhoz 

való tartozásának szintje. Az általunk használt definícióban a fuzzy hal

mazokat azonosítjuk a tagsági függvénnyel. Ez a felfogás az utóbbi idő

ben az irodalomban elterjedt, a problémák tárgyalását, és az Írásmódot je

lentősen megkönnyíti. Ezért, vagy 

zokat, és

Ä/B .-vei jelöljük a fuzzy halma- 

.-vel tagsági függvényüket, vagy pedig magát a 

^a,V , ... függvényt tekintjük a fuzzy halmaznak.

f ♦ •

• •

Jelöljük У =,?(X)-szel az X alaphalmazhoz tartozó fuzzy halma

zok halmazát, 0Л~ =Ck.(X)-szel az X -hez tartozó karakterisztikus függvé

nyek halmazát. C*w(X) £*У(Х) .

1.2. Halmazelméleti műveletek fuzzy halmazokon

A közönséges halmazok részhalmazainak metszetét és egyesítését 

Zadeh £43} a következő' módon terjesztette ki:

Ha Ä és H tetszőleges 'S? -beli fuzzy halmazok,1.2.1. Definíció.

akkor

egyesítés: ”

metszet : = тт(/А.£(х) ,A»-/g(x)) ,

ésmax

minden xeX esetén.

A maximum és minimum műveletek elmélet? megalapozását, jogosultságának 

vizsgálatát, a probléma axiomatikus eszközökkel való megközelítését a 2. 

fejezetben tárgyaljuk.

A Zadeh-i műveleteken kivül különböző' indokok alapján másokat is 

javasoltak a halmazelmélet? műveletek általánosítására. Ilyenek például:
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1.2.2. Definíció.

5 +/*rg(x) -/*■%(*) •/A.'gíx) és

vagy

: = min(1/M^(x) +/^g(x)) és

S = max(°//u7;(x) +>A'g(x) “1) •

Ha (©,©) a fenti müveletpárok bármelyike, ókkor tel—1.2.1. Tétel, 

jesül, hogy

(1) © és © monoton, kommutativ és asszociatív,

és© műveleteket a közönséges halmazokra alkalmaz

va a szokásos egyesítést és metszetképzést kapjuk,
(3) ha Ä tetszőleges

xeX elemre teljesül, hogy

(2) a ©

*3P—be I i fuzzy halmaz, akkor minden

X© () = X , X© x = x , 

A © ф = () , X© X = X

A felsorolt három mUveletpár mindegyikében a metszetképzés un.

t-norma.

A t : [0,1] x [0,1] —[0,1] kétváltozós függvényt 

háromszög normának /t-norma/ nevezzük, ha teljesülnek a követkézé' tu

la jdonságok /Schweizer és Sklar [34]/:

(1) t(0,0) = 0, t (a,l)= t(l,a) = a , minden a e [0,1] esetén,

(2) t(a, b) - t(c,d) , hacsak a - c , b - d ,

(3) t(a,b) = Kb,a) ,

(4) t(t(a,b),c) = t(a,t(b,c)) .

1.2.3. Definíció.
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1.2.2. Tétel. Minden t-norma kielégíti a

t (a,b) - t(a/b) = min(a,b)
w

egyenlőtlenséget, ahol

a , ha b = 1 , 

b , ha a = 1,

0 , egyébként.

t (a,b) 
w

Megjegyezzük, hogy a t függvény segítségével is definiálható fuzzy
w

művelet.

A fuzzy kapcsoló műveleteket /fuzzy halmazok egyesítése és metsze

te/ részletesebben a dolgozat 5. fejezetében tárgyaljuk,

Ha X tetszőleges fuzzy halmaz, akkor komplemen-1.2.4. Definíció, 
terét X-val jelölve

M%(x) = / minden x e X-re.

Az itt értelmezett művelet indoklása nehezebb probléma, mint a maximum 

és minimum műveletek jogosultságának alátámasztása. A komplementer kép

zéséhez alkalmazott függvényre Bellman és Giertz [43 a következő felté

teleket adta:

(1) M- ^(x) egyedül a /i.^(x)-től függjön,

>ug(x) e h(>A.^(x)) , minden x e X mellett,

azaz

h(0) =1 és h(l) = 0, visszanyerve a szokásos komplemen

ter képzést, ha A hagyományos részhalmaz,

(2)

h folytonos és szigorúan monoton csökkenő,(3)

h(h(/^(x))) -Mg(x).h involutiv, azaz(4)
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Ezek a feltételek azonban nem határozzák meg egyértelműen h-t. 

hogy a h(u) = l-и függvényt kapjuk, további feltételek szükségesek. 

Ha az (1) - (4) feltételek mellett a

Ahhoz,

(5) minden x]'x2 e X-re 

ha +/W-^X2^

feltételt követeljük meg, akkor h(u) = l-и /Gaines [15]/.

, akkor +/x-^(x2^= 1 = 1

Az 5. feltétel helyett Bellman és Giertz egy sokkal szigorúbb követelményt 

állitva kapta ugyanezt az eredményt:

(6) minden X]/X2 G ^“re

/*£(*!) ~^%(x2) =М^(х2) *

A (©/©) az 1.1*4. definícióban megadott kompié- 

menter képzéssel kielégíti a De Morgan azonosságot, azaz minden 

Ä , 'Ве'УМ-ге

1.2.3. Tétel.

X®T = ^of , és

£o"b = ^ © Ti .

Ha ^(X) az X alaphalmazhoz tartozó fuzzy halmazok

tételeket is figyelembe véve -

1.2.4. Tétel, 

halmaza, akkor - az 1.2.1. és 1.2.3.

(1) ('Эг(Х) ,U,Í\,-) pszeudo-komplementumos disztributiv há

ló, tehát

- U és П idempotensek, kölcsönösen dlsztributivok, és telje

sül az elnyelés? tulajdonság,

teljesül a kizárt harmadik elve, azaz általában nem- nem

teljesülnek az
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А П A = {( , és AU ? = X 

egyenlőségek.

(2) СУ(Х) , , . ,шт) pszeudo-komplementumos, nem disztributiv

struktúra, tehát

- Ф és • nem idempotens, nem disztributiv, és nem telje

sül az elnyelési tulajdonság,

teljesül a kizárt harmadik elve,- nem

(3) ('У(Х) , U , P\ , ““) komplementumos, nem disztributiv struk

túra, tehát

- U és Pl nem idempotens, nem disztributiv és nem teljesül 

az elnyelési tulajdonság,

- teljesül a kizárt harmadik elve.

1 3. További fogalmak

В fuzzy halmaz tartalmazza 

% megelőzi B-t
Akkor mondjuk, hogy a 

az A fuzzy halmazt, vagy másképpen fogalmazva az

1.3.1. Definíció.

/ 2U 3 /, ha
minden x e X esetén.

= reláció parciális rendezés ^-n.A

Két fuzzy halmazt akkor tekintünk egyenlőnek, ha

/*£(*) =Ag(x) / (x e X).
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A , 1 e 3* fuzzy halmazokra teljesül,1.3.1. Tétel.

hogy

Tetszőleges

N _ rO / N ГЧ» / ^ ^ У rJ ^ ^ А. /V ^ ^A C\ В-A. B = AAB-AUB-Aí1-A ^ B.

Az A fuzzy halmaz <* -szinthalmazának nevezzük és1.3.2. Definíció. 

A«* -val jelöljük a

A^ = [x I x e X és /^(x) =

hagyományos halmazt. 

Teljesülnek a következő tételek:

1.3.2. Tétel. Tetszőleges Ae *J(X) fuzzy halmaz előáll

min (<*,/*-£ (x) )= sup
o4eL0,l]

alakban.

1.3.3. Tétel.

а и ^ = А,и г
(a n 1)^ = ?

ésoC 9

«/ de

A fuzzy halmazok fogalmának egy további lehetséges általánosítását 

úgy kapjuk, hogy az értékkészlet [0,lj intervalluma helyett egy általáno

sabb struktúrát választunk. Legyen (L, V,A) teljes disztributiv háló.

1.3.3. Definíció. A nem üres X halmaz L-fuzzy halmaza egy

X -> L

függvény. Jelöljük *^(X)-szel az X alaphalmazhoz tartozó L-fuzzy 

halmazok halmazát. Az L=[0,í] esetben'Í^X) = jj (X) =^(X) 

/Gougen [l8j / .

/л.:
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1.4. A fuzzy halmazok algebrai reprezentációja

A fuzzy halmazokra vonatkozó reprezentációs tétel azt állítja, hogy 

minden fuzzy halmazhoz hozzárendelhet közönséges halmazok egy megfe

lelően választott halmaza. Ehhez a tételhez a következő utón jutunk el 

/Negoita és Ralescu [3l3 / .

Legyen (L, V,A) teljes háló.

A tetszőleges X halmaz L -véletlen halmaza az1.4.1. Definíció.

X részhalmazainak olyan

^ * L e L
oc e L, és amelyben EVe(j U Eo(«L ,

i e I i e I
összessége, ahol & X , minden

Я. L mellett.minden
i el

Az L -véletlen halmazok halmazát jelöljük *3ft^(X) -szel.

Legyen
máz. Akkor mondjuk, hogy £.

?tL(X) -beli L -véletlen hal

tartalmazza £-'-t / £/ = £."// ha

e< e L mel lett.

1.4.2. Definíció. 9 /és L
9 /

Г 9E' £ E , minden

Megadható egy teljes háló az halmazon a következő műve

letekkel:

£' = ÍEVi * £"-íE'«U %(Х) -1.4.3. Definíció. Legyen oCeL

beli véletlen halmaz. Ekkor az L -véletlen halmazokon az egyesítés és 

metszetképzés művelete:

6'U£" - <E'*U E")^£L , és

ahol £.€3\(X), £.= £/, ésd'O 69 9 = U£,
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feltétlenül eleme *ЗД^(Х) -nek.

Belátható, hogy *ЗД^(Х) teljes háló, amelynek a legkisebb eleme

E^ = 0,a legnagyobb eleme

Megjegyezzük, hogy ( Е^П ЕЦ) ^ £ L nem

6

- IM
, ahol minden «*. e L-re 

, ahol minden «><. e L-re X .
UeL

(L , ú) parciálison rendezett halmaztól követel-A továbbiakban az 

jük meg a követkézé' tulajdonságokat:

(Ll) L teljes háló,

minden А Я L-re, ha a é sup A, akkor létezik olyan 

a - b .

(L2)

b £ A, hogy

Tegyük fel még, hogy minden f : L—»3>(X) /3>(X) az X hatvány

halmaza/ függvényre teljesül, hogy

f(o) = gr,
f(Votj) = U f(<x.) , minden {5*.} . e)
i e I i e I

(FI)

Я. L esetén.(F2)

Legyen X^(X) az ilyen tulajdonságú függvények halmaza,

XL(X) = $.f : L—>tP(X) I f-re teljesül

Látható, hogy egy tetszó'leges X. ^(X) -beli f függvénynek egy L -vélet

len halmaz felel meg, és viszont. A

azaz

FI és F23.

xL (X) = [f : L->3>(X) 1 f(0) = X, és f(v*.) =Pl f(ec.)]
iel lel

halmazt szintén használni fogjuk.

és az (Xj_ / V / Д ) struktúraAz (X l / Л / V )1.4.1. Tétel, 

teljes háló, ahol

’ ‘ V
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( UlV^ ul V0^ ' fi £ ^ L '

, és f - f. ,V / ahol f. £ £'l , f eX^= A ff ilel 'i

valamint

9;) M 9j(^) , g,erL' /V{ iel

9 el"L, és g - 9; .A / /= V g , ahol 9; € X L ';ngi
infimum-tel jes, míg ^ szuprémum-tel jesLátható továbbá, hogy 

halmaz, és az -C^(X) és ЗД^(Х) izomorf struktúrák.

A fuzzy halmazok és az L -véletlen halmazok közötti megfelelte

tés két leképezés szorzataként áll eló'. Ezek:

Létezik egy : ^(X) —bimorf leképezés úgy,

f^(*0 = L* e Xl yU-(x) = <*-j .

1.4.2. Tétel, 

hogy

Ф M~) f/A. / ahol

1.4.3. Tétel. Az jj ^(X) és teljes hálók izomorf struktúrák,

mégpedig a

Ф 2 : <£ L ^ L^
izomorfizmus mellett, ahol

ф2<о = g(o0 - X - f(oO .g /

/Reprezentációs tétel/ Létezik egy У izomorfizmus az 

?L(X) és Ji^W teljes hálók között, mégpedig

1.4.4. Tétel.

Ч’=ф2»ф, itfL(X)-»XL(X) .

így megteremtettük a kapcsolatot az L -fuzzy halmazok és az L -vélet

len halmazok között.

0
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Tekintsünk néhány speciális esetet. Legyen tehát

= [f I f : L-V?(X) , f(0) =!< , f( .V-..) = .U «*,) .

(1) ha L = $0,l} , akkor X *>V(X) ,

X részhalmazainak halmaza,az

(2) ha L = [0,1] , akkor X « 'J(X),

az X fuzzy halmazainak halmaza,

(3) ha L teljesiti az L1 és L2 feltételeket, 

akkor X~ ?L(X) , 

az L -fuzzy halmazok halmaza.

;:T::.

feli,;
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2 . A maximum és minimum nr.Uveletek axiómatikus tárgyalása

2.1. A maximum és minimum műveletek axiómarendszerei

Zadeh a fuzzy halmazok elméletének kialakításakor [433 

szerű indoklást adott a maximum és minimum művelet bevezetéséhez. 

A következődet irta:

nagyon egy

két fuzzy halmaz egyesítése legyen az a legkisebb fuzzy halmaz, 

amelyik tartalmazza mindkettó't,

(Zl)

(Z2) két fuzzy halmaz metszete legyen az a legnagyobb fuzzy halmaz, 

amelyiket mind a két fuzzy halmaz tartalmazza.

Ez természetes definíció, mert ekvivalens a hagyományos egyesítésnek 

és metszetképzésnek a halmazok részben rendezett struktúrájában megadott 

értelmezésével. Zadeh bebizonyította, hogy a £0, Q intervallum esetén 

a Zl és Z2 a maximum és minimum művelet.

fejezetben láttuk, a max - min műveleteken kívül má

sokat is javasoltak a halmazelméleti műveletek általánositására. Éppen ezért 

szükségessé vált a különböző' műveletek jogosultságának vizsgálata. Ilyen 

irányú törekvések először a max és min műveletek védelmében történtek. 

Ezeknek a dolgozatoknak az volt a céljuk, hogy olyan érveket soroljanak 

fel, amelyek az illető' műveletek indokoltságát elméleti és gyakorlati szem

pontból alátámasztják. Ezt a célt megfelelően megválasztott axiómarendsze

rek segítségével érték el.

1.Mint az

Valamennyi munkában közös az a feltételezés, hogy a fuzzy halma

zokon értelmezett egyesítés és metszetképzés műveletére érvényes, hogy
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/*•£ и TjM = és

М- А О В(х) =

2
[0,1] —*£Р/^] függvények. Az axiómákat ezekre a függvények-

c(ju.^(x) /yU.'gíx)) , minden x e X esetén,

ahol d,c : 

re vonatkozóan mondták ki.

Az axiómarendszerek közül az elsó' Bellman és Giertz [4] munkájá

ban jelent meg. Cikkükben azt bizonyították, hogy a Zadeh-i definíció 

nemcsak természetes, de egy teljesen indokolt feltételrendszer mellett az 

egyetlen lehetséges is. Ez az a dolgozat, amelyre szinte minden későbbi 

szerző' kiindulásként hivatkozik.

Hamacher [2l] cikkében a fuzzy halmazokon értelmezett műveletek 

különböző' osztályait vizsgálta, és bebizonyította, hogy Bellman és Giertz 

axiómarendszerénél egy szükebb axiómarendszer is a max és min művelete

ket adja.

Trillas, Alsina és Valverde [40] több szempontból közelítette meg a 

fuzzy halmazokon értelmezett egyesítés, metszetképzés és komplementerkép

zés problémáját. Ezek közül azt emeljük ki, hogy ismertették a fenti két 

feltételrendszert, és egy általánosabb müveletosztály vizsgálatának kiinduló

pontjaként közöltek egy - az előzőektől különböző' - axiómarendszert.

Dubois és Prade [ll] a többtényezős döntések elméletében előfordu

ló aggregációs műveletek osztályozását és Interpretálását kísérelték meg. 

Ezen belül közöltek egy feltételrendszert, amelynek egyetlen lehetséges 

megoldása a max és min műveletek.

Fung és Fu Cl43 a többtényezős döntések problémáját fuzzy környezet

ben vizsgálva felállítottak egy - Bellman és Giertz rendszerénél élesebb - 

axiómarendszert, amelyet szintén csak a max és min műveletek elégítenek

ki.
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A fenti öt axiómarendszert jelöljük rendre BG, H, TÁV, DP és FF 

rövidítésekkel.

A továbbiakban elóször - rövid indoklásokkal - leírjuk о lehetséges 

axiómákat, majd összefoglaljuk egy táblázatban, hogy a fenti dolgozatok

ban ezek közül melye!; alkotnak teljes rendszert a max és min műveletek 

szempontjából.

Interpretáljuk a d és c függvények x és у változóit, mint 

elfogadási mértékeket /szinteket/, vagy igazságértékeket.

(Al) A d és c függvények folytonosak, azaz változóik kis 

mértékű változása a közös elfogadási szintet kis mértékben 

változtatja.

(A2) d és c monoton növekvó' mindkét változója szerint, te

hát ha egyik változó igazságértéke sem csökken, akkor az 

összevont érték sem csökkenhet.

(A3) A d(x,x) és 

tehát ha x' < x 

szintekre is teljesül, azaz

c(x,x) függvények szigorúan monoton növekvői;, 

akkor ez az egyenlőtlenség az elfogadási/ /

d(x',x') < d(x / / ,x") ,x").c(x',x' ) < c(x / tés

(A4) kommutativ, azaz a változók felcserélése az elfo

gadási szintet nem változtatja.

d és c

(A 5) d és c asszociativ, azaz 

d(x,d(y,z)) = d(d(x,y) , z) és

c(x,c(y,z)) = c(c(x,y),z), minden x,y,zC [p, l] -re.

Ez az axióma a kétváltozós műveletek többváltozóssá való 

kiterjesztését támogatja.
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(Aó) A d és c kölcsönösen disztributiv, azaz 

d(x,c(y,z)) = c(d(x,y), d (x, z))

c(x,d(y,z)) = d(c(x,y), c(x,z)), minden x,y,z £

esetén.

és

[0,1]

(A 7) d és c idempotens, azaz

d(x,x) = x és c(x,x) = x, minden x e [0,1] -re.

Az A5, Aó és A7 axiómákat Bellman és Giertz úgy indokolta, 

hogy a logikailag ekvivalens kijelentéseknek az igazságértéke legyen egyen

lő.

(A8) d(x,y)> max(x,y) és c(x,y) é min (x,y). Ez az axióma azt 

biztosítja, hogy a »'áltozók számának növekedésével a c függ

vény által meghatározott elfogadási szint nem növekedhet, mig 

a d által meghatározott nem csökkenhet.

(A9) d(0,0) =0, d(l,l) = 1, d(0,l) = d(l ,0) = 1 és

c(0,0) = 0, c(l,l) = 1, c(0,1) = c(l ,0) =0 .

Ez az un. korrespondencia elv, azaz a fuzzy halmazokon ér

telmezett egyesítés és metszetképzés műveleteit a hagyományos 

halmazokra alkalmazva a halmazelméleti egyesítést és metszet

képzést kapjuk.

(A10) d(l,x) - d(x,l) = 1

c(0,x) = c(x,0) = 0, minden

és

[0,1] esetén.x e

(AU) d(0, x) = d(x,0)

c(l,x)

= x és 

= c(x, 1) = x, minden [0, l] -re.x c

Ez az utóbbi két axióma a korrespondencia elvnél szigorúbb feltétel.
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Az axiómarendszerek táblázata

Al A2 A3 A4 A5 A6 A 7 A8 A9 AK) All

XXX x- X X X XBG

XX XX XH

XXXTÁV

XXXDP X X

XXX XX XFF

2.2. A bizonyítások összefoglalása

Az előzőekben ismertetett valamennyi axiómarendszert csak a maximum 

és minimum műveletek elégítik ki. Ezt a szerzői« dolgozataikban külön-külön 

bebizonyították. Most - bizonyítások nélkül - kiemeljük azokat a főbb állí

tásokat, amelyek segítségével aztán minden axiómarendszer esetén a teljes 

bizonyitás felépíthető'.

Az idempotencia - mint azt az 5 . fejezetben még látni fogjuk - a 

maximum és minimum műveletek meghatározó tulajdonsága. Mivel a BG és 

H axiómarendszerekben nem szerepel az idempotencia ezért Bellman és 

Hamacher először ezt bizonyította be más tulajdonságok segítségével. Bellman- 

nal ellentétben Hamacher nem használta ki a folytonosságot /А1/ és a korres- 

pondencia elvet /А9/ bizonyítása során.

2.2.1. Segédtétel. Az A3, A5, Aó és A8 axiómák teljesülése esetén 

a d és c függvény idempotens /Hamacher [2V] /.
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A maximum és minimum műveletek szempontjából egy másik erős tu

lajdonság oz All .

2.2.2 Segédtétel. Ha d és c folytonos /А1/, monoton /А2/, 

asszociativ /А5/ és teljesíti a korrespondencio elvet /А9/, akkor teljesül 

az All axióma /Dubois [lCQ /.

Az All axióma felhasználásával a műveletek idempotens tulajdonsá

gát más módon is megkaphatjuk.

2.2.3. Segédtétel. Ha d és c kölcsönösen disztributiv /А6/, telje

siti a korrespondencio elvet /А9/ és All -et, akkor d és c idem

potens /Trillas [403/ •

Az alábbi két tétel az A8 axiómát és a

min(x,y) = c(x,y) , d(x, y) - max(x, y)

tulajdonságokat adja, amelyeknek már triviális következménye a

c(x,y) = min(x,y) és d(x,y) = max(x,y)

egyenlőségek.

c monoton /А2/ és teljesiti2.2.4. Segédtétel. Ha d és 

akkor

All -et,

c(x,y) £ min(x,y) és d(x,y) ^ (к, у) /А8/ .max

d és c monoton /А2/ és idempotens /А7/,2.2.5. Segédtétel. Ha

akkor

min(x,y) = c(x,y) és max(x,y) = d(x,y) .

Ezekután az egyes axiómarendszerek alapján a bizonyítás menete a kö

vetkező:
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H : 2.2.1. , 2.2.5.

DP : 2.2.2. , 2.2 4. , 2.2.5.

TÁV: 2.2.4. , , 2.2.3. , 2.2.5.■*

FF : 2.2.5. , , 2.2.2. , 2.2.4.

A és jelölésekkel a kővetkező' két egyszerű állítást helyette

sítettük:

A8 =4 d(0,0) = 0, d(l,l) = 1 és 

0(0,0) = 0, c(l,l) = 1.

* :

* * : A10 =*► d(0,1) = d(l,0) = 1 ,

c(0,1) = c(l,0) = 0.

Megjegyezzük, hogy a bizonyítások fent leírt menetei nem minden 

esetben egyeznek meg a szerzőit által megadott levezetésekkel. Célunk az 

volt, hogy a dolgozatokból kiemelt legjelentősebb összefüggések felhaszná

lásával valamennyi axiómarendszer esetén megfelelő levezetést kapjunk.
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3. Fuzzy mérték és fuzzy integrál

A fuzzy halmazok segítségévei olyan objektumok, fogalmak tulajdon

ságait próbáljuk megfogalmazni, amelyekben rejlő bizonytalanságokat egyéb 

matematikai eszközökkel nem, vagy nagyon bonyolult módon lehetne megad

ni. Amikor ezeknek az objektumoknak a viselkedését, mozgását akarjuk vizs

gálni, felmerül a kérdés, hogy c hagyományos matematikai eszközök alkol- 

mazhatók-e? Ezek az egyébként hatékony módszerek sokszor csak olyan 

szigorú feltételek fennállása esetén használhatók, amelyeket egy fuzzy hal

mazok segítségével felállított rendszer nem teljesít.

Ezért felmerül az igény olyan matematikai módszerek kidolgozására, 

amelyek segítségével a fuzzy tulajdonságokat hordozó rendszerek is jól ke

zelhetőek. így született meg a fuzzy mértékek és fuzzy integrálok elmélete. 

A fuzzy mértékek segítségével a fuzzy tulajdonságokkal rendelkező' objektu

mok szubjektív értékelésére nyílik lehetőség.

3.1. Mértékelméleti alapfogalmak

Először azokat a halmazelméleti és mértékelméleti fogalmakat ismer

tetjük, amelyekre a fuzzy mérték és integrál tárgyalásánál szükségünk lesz 

/Halmos £l9] / .

3.1.1. Definíció. Egy X halmaz részhalmazainak & rendszerét hal- 

mazgyürünek nevezzük.

(1) ha esetén A U В e 3L , és

(2) ha A, Be52. esetén A - В e & .

Egy X halmaz részhalmazainak Jc. rendszerét hal-3.1.2. Definíció, 

mazalgebrának nevezzük,
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(1) ha A,Be^

(2) ha АеЛ

AU ВеЛ, és 

Á&jk. .

esetén

esetén

Az 32, halmazgyUrü akkor és csakis akkor halmazalgebra,3.1.1. Tétel, 

ha X€&.

A halmazgyUrUt Boréi féle halmazgyürünék, vagy3.1.3. Definíció.

tf-gyürünek nevezzük, ha

OO

A €32.. 
n

A Boréi féle halmazalgebra /6 -algebra/ hasonlóan definiálható.

esetén UA £ R (n-1,2,...) n n=l

3.1.4. Definíció. Az X halmaz részhalmazainak-И, rendszerét mono

tonnak nevezzük, ha tetszó'leges »Л- -beli monoton ^E } sorozatra
n

U E eM.
n=l n

lim E =nn-too

Minden 6 - algebra monoton rendszer, és ha egy algeb-3.1.2. Tétel. 

ra monoton, akkor 6- algebra.

3.1.5. Definició. Az X halmaz részhalmazainak wA- rendszerén értel- 

«Л.-* R* halmazfüggvény 6- additív,mezett m :

m( kJ A ) — 51 m(A ).
. n . nha А (n=l,2 

n
.) eseténr • •

n=ln=l

3.1.6. Definició. A halmazgyürün értelmezett additiv, nemnegativ

halmazfüggvényt mértéknek nevezzük.

Az 32» halmazgyürün értelmezett m mértéket3.1.7. Definició.

ö - végesnek nevezzük, ha minden Ae 32 halmazhoz található olyan 

,...) halmazsorozat, hogy minden A^ halmaz véges mér-A e 32, (n=l,2
n

tékü, és A £ U A .
n=l n
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3.2. Fuzzy mérték

Legyen az X halmaz részhalmazainak olyan monoton rendszere,

0,X e J4..amelyre

3.2.1. Definíció. Az 34.-n értelmezett g : ~*ÍP^ ti halmazfüggvényt

fuzzy mértéknek nevezzük /Sugeno [37\/, ha

(1) g(0) = 0 , g(X) = 1 ,

(2) ho A,Be34. és A £ В , akkor g(A) = g(B) ,

(3) ha tA j 34.-beli monoton halmazsorozat, akkor
n

lim g(A ) = g (Hm A ) .
n n

n-+oOr\-> oo

Itt az (1) a korlátosságot és nem-negativitást, (2) a monotonságot,és (3) 

a folytonosságot biztosítja. A 3. feltétel csak végtelen X halmaz esetén 

lényeges.

Az (X , J4,, g) hármast fuzzy mértéktémek, g -t a 

mérhető (X ,3*0 tér fuzzy mértékének nevezzük.

Ha A e 34., akkor az A halmaz .M-mérhető.

3.2.2. Definíció.

3.2.3. Definíció. Legyen h : X [0, fj . A h függvényt 34»- mérhető- 

nek, vagy mérhetőnél' nevezzük, ha az

Lx I h(x) = <* 
ö<.e[0,l] -re.

}£»M./ azaz az o< -szinthalmaz mérhető minden

Legyen g az (X,J4.) tér fuzzy mértéke. Ekkor, ha3.2.1. Tétel. 

А, В€34., akkor

(1) g(A U B) =

(2) g(A П B) - min íg(A) , g(B)) .

(g(A) , g(B) ) ,max
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3.2.4. Definíció. Ha g(A U В) = max(g(A) , g(B)) minden A,BeJ4.-re, 

akkor g J4,-additiv.

3.3. A fuzzy mérték speciális esete?

A továbbiakban a 3b Boréi rendszert tekintjük a g fuzzy mérték 

értelmezési tartományának. A 3b Boréi féle halmazalgebra a 3.1.2. té

tel alapján monoton rendszer.

Vizsgáljuk meg most a fuzzy mérték néhány speciális esetét és ezek 

egymáshoz való viszonyát.

Legyen g a 3b Boréi halmazalgebrán értelmezett

fuzzy mérték. A g-t hihetőség! /credibility/ mértéknek nevezzük

/Shafer [293 / , ha te tsz ü leges 3b-beli diszjunkt [A \ halmazsorozatra
n

3.3.1. Definíció.

OOOO

g( U A ) = Y. g(Ap) /szuperadditiv/
n=l n=l

tulajdonság teljesül.

Ha a 3b -n értelmezett fuzzy mérték szubadditiv, azaz 

3b tetszőleges diszjunkt [A^i halmazsorozatára

3.3.2. Definíció.

g( U A ) = Y g(An)
n=l n=l

teljesül, akkor g-t elfogadhatóság! /plausibility/ mértéknek nevezzük.

Mint ahogy a valószinüség matematikai fogalmát a valószínűségi mér- 

ték axiómáival szokás megadni, úgy a Shafer [293 által tárgyalt hihetőség 

és elfogadhatóság matematikai definícióját a megfelelő mértékek axiómáival 

.adjuk meg.
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A valószínűségi mérték az egyetlen olyan fuzzy mérték, amely egy

idejűleg hihetőség! és elfogadhatóság? mérték.

Mivel a klasszikus mértékek additivitósával szemben a fuzzy mérték 

monoton tulajdonsága nem elegendő' ahhoz, hogy két idegen halmaz egyesí

tésének mértékét meghatározzuk az egyes halmazok mértéke alapján, Sugeno 

£373 javasolt egy szabályt, amely elvezet egy további speciális fuzzy mér

ték definíciójához.

3.3.3. Definíció. Legyen 3b az X halmaz részhalmazainak Boréi féle

halmazalgebrája. A 3b-n értelmezett gx halmazfüggvényt megszámlálha-

additivnak nevezzük, ha minden 3b-beli {A } diszjunkt
n

tóan 7- -

halmazsorozatra

9X(U <An)>= -HT? (1 + *9x(An>>- l] .
n=ln=l

X. e(-l ,*>0) és X, jí 0.ahol

A következő' tétel alapján látható, hogy a X. - additivitás a в - additi- 

vitás /3.1.5. def. / általánositása.

a 3b Boréi féle halmazalgebrán értelmezett meg-

—belI diszjunkt hal-

3.3.1. Tétel. Ha 9X

szómlálhatóan X, - additív halmazfüggvény és ÍA i

mazsorozat, akkor

A>- t ík<An).lim
x-*0 n~l n=l

Bizonyítás.

... i í (1 +^gv(A ) ) - 1
X. -*0 ^ x n

oO

!Im fla( и A ) = 
x-0 n=1 n

lim ZZ.

n=l

1 ТГ (1 +Xg (A.) ) - 1 
* i=l x ’

lim lim 
X-»0 n-»oO
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n
= Hm[j;m( 5: g^(A.)+ gx(A.) .gx(A ) +... )] =

n->eo я-гО i*4 'Aj
П oOUi'Íán

= lim 51 g (A.) = 21 g (A ) .
At I , A. nn->**> 1=1 n=l

Ha ab Boréi féle halmazalgebrón értelmezett g :£>->[0, í] 

halmazfüggvény megszámlál hatóan X - additív és g^(X) = 1/ akkor g^ 

fuzzy mérték.

3.3.2. Tétel.

Bizonyítás.

Az £x,0,0,.. 3 3b-beli diszjunkt halmazsorozat. Ezért

^[(1 +Xgx(X)) .ТГ (1 +Xg(0)) - l].

n=2 x
■

Az egyenletet átrendezve kapjuk, hogy
od

TF 0 + x.g.00)) = 1 . 
n=2 *

g (0) = 0.Ez akkor és csakis akkor igaz, ha

Ezzel beláttuk, hogy a g halmazfUggvény teljesíti a 

1. feltételét.

3.2.1. definíció

Ha A,Be3b és А П В = 0 , akkor ÍA,B,^/...J ЗЪ-beli diszjunkt 

halmazsorozat és igy a megszámlálható X.- additivitás felhasználásával nyer

jük, hogy

gx(A U B) = gx(A) + g^B) + X. g^A) . g^B) , ahol

Л- e( -1 ,oo) és X- Ф 0 .

A g halmazfüggvény monotonságának bizonyításához felhasználjuk, hogy 

minden E, F e 3b és E £ F esetén

E П (F - E) = 0 .E U (F - E) = F és
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Ezért minden E,F e, Jb -re, ho E c F , akkor

gx(F) - gx(E) = gx(F - E) . (1 + Я. . gx (E) ) .

Az egyenlőség jobb oldala nem negatív, így minden E,Fe.3b-re, ha 
E - F, akkor g^(E) ^ gx(F) ’

Be kell bizonyitani még, hogy

monoton.9x

g^ folytonos.

3b-beli monoton növekvő halmazsorozat és tegyükLegyen 

fel, hogy 

Ekkor

АО = 0
•О

A„> = U. An) = 3x( U (A - An_,)) =
n=l n=l

= i[í (l ^9x(An- An.,))- 1]- 
n=l

Ш О +Ч,(А. - а ) - l]>

g^(lim
n->-o

= lim
П-* mO 1 = 1

n
= lim g ( и (A. - A , ) ) = lim g (A ) .

л í í“ • Л. П
1-1 1 П->*®

Legyen most [A^ 3b -beli monoton csökkenő halmazsorozat. Ekkor az 

1a^ = X - A^J sorozat monoton növekvő. A bizonyításban felhasználjuk 

a következő összefüggést: ha

gJX) - gJEUl) - 0Jl(E) + gx(E) . (1 + А.д^Е)) .

E еЗЪ és E = X - E, akkor

Innen

I - я, (E)
1 +Xgx(T) Eeb.gx(E) = , minden

Figyelembe vesszük még, hogy a g^ monotonsága és g«^(X) = 1 miatt 

g (E)<eo, minden E e 3b -re, és hogy X>-1 miatt 1 +^-g-(E)^0.
Л A*
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Ezekből, és a sorozatok határértékére vonatkozó összefüggések alapján azt 

kapjuk, hogy

- gx(X - lim AJ _

1 +^gJX - lim A 
А n

П++ФО

1 g^(lim An)
l+‘XJg(lim Ä) 

^ r»-»«® n

1g (lim A ) = 
bX n

n->-o

1 - 9^(An) 

- 1 +Xgx(A )
Л П

1 - lim g (A )
А Л

1 +XI i m g (Д )
X n

- lim g (A ).
Л. nn ->oO

n-»»o

Tehát g folytonos és igy fuzzy mérték X. £(“1,®°) -re.

AX- 0 esetben a 3.3.1. tétel alapján a "X.-additiv! tás helyet

tesíthető a d- add i ti vitással.

Ha a Boréi féle halmazalgebrán értelmezett3.3.3. Tétel.

g^ : ЪЧ0,1] halmazfüggvény d- additiv és g^(X) = 1 , akkor 

fuzzy mérték. /Halmos [_19]/g0

Végül a X- additiv fuzzy mérték és az elfogadhatósági illetve a 

hihetőségi mérték összehasonlítását végezzük el.

3.3.4. Tétel. Ha a 3b Boréi féle halmazalgebrán értelmezett g^ fuzzy 

mérték megszámlálhatóan Я. - additiv és

ha 'X e (-1, 0), akkor g-^ szubadditiv, tehát elfogadható

ság! /plausibility/ mérték, és

ha ‘XeiíO,«0), akkor g ^szuperadditiv, tehát hihetőségi 

/credibility/ mérték.

(1)

(2)

Bizonyítás. A bizonyítás első lépésében teljes indukciót alkalmazunk. 

Az n = 2 esetben a
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g;JL(A1U А2) = д^(А^) + д х (А^) + ^дх(А1) . дх(А2)

egyenlőségből az állítások könnyen következnek. Tegyük fel, hogy n-re 

teljesül (1) és (2) . Legyenek £ ..., 3b -beli diszjunkt

halmazok.

Ekkor

- ha Xe(-1, 0), akkor

n+1 nn
9X(.UЛ1 ’ 9X(.U. Ai' + эЛ*!1 +X9x(.U, é

1=1 1 = 1 1 = 1

= gx(ü AJ +дя(Ап+]
n<

) = 21gx(A;)-bgJAn+1) =
i=li=l

n+1
" 9>!aí) •

i=l

- ha Xe(0,eo); akkor

n+1 ) +Хвхфу -s-JVi1 >=
I "“I

>=£9x(Ai)+9x<An+l 
1=1

П

:ЪЛ^ Ai> "9x(U A;) +Sx(An+i
I—I I— I

П

= gx( U A.) + gx(An+l ) =
i=l

n+1
=n gJA;) •

;=i л

Tehát tetszőleges Ä -beli véges diszjunkt halmazsorozatra teljesülnek a

tétel állitásai, ezért ha £A \ tetszőleges 3b-beli végtelen diszjunkt
nJ

halmazsorozat, akkor

- Л-£(-1 , 0) esetben

A ) - lim g (U A.) - lim ^ g _(A.) - g (A ), és 
X n=1 n n->-o Л» j=1 n4>oö I=1 X 1 n=l *g
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- SA_e(0,oo) esetben

g ( U A ) = lim g ( U A ) = lim 21 9 (A.) = 21 9^(A ) •
n=1 n->»0 ^ 1=1 n-*ooi=l n=l

■

Cf':.':,
• y< ".

I A 3.3.2. , 3.3.3. és 3.3.4. 

juk a következő óbré :

tétel eredményeit összefoglalva kap-

A

<
.

A: fuzzy mérték 

Bl: credibility mérték 

B2: plausibility mérték

D :
Bl П B2 : valószínűségi 

mérték

mérték9x

''

Ezt az eredményt Bánon a véges halmazok esetére vezette le /[.3] /.

SE 3.4. Fuzzy Integrál

A fuzzy integrálok a várható értékhez hasonló rendeltetésű funkcioná

lok, de amig a várható érték lineáris, a fuzzy integrálok csak monotonok.

h : X -* [0,1] 3b-mérhető függvény. Az 

АеЗЪ halmazon a h(x) függvény g fuzzy mértékre vonatkozó integ

rálja

3.4.1. Definíció. Legyen

- •f * e £>(•) = SUP (A 0 FJ)],£ max ( . g
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= Iх I к*) =°\} •ahol

Jelöljük a fuzzy integrált röviden f д ^ ° 9 -vei, ha pedig A = X, 

akkor ^ h « g -vei/ és legyen 

= max (a , b ).

aA b = min (a , b) és a v b =

A következő tételekben a fuzzy integrál tulajdonságait mutatjuk be 

Sugeno [.37] dolgozata alapján.

a €■ [0,1] ,3.4.1. Tétel. akkorLegyen

^a о g = a

= f»2 , akkor teljesül, hogy3.4.2. Tétel. Ha h 1

Jh] ° g = f h2 о 9 •

Ennek a tételnek egyszerű következménye, hogy

* ÍV
= -f h1 о g A { h2

íh2 ° 9J(hi v h2] p

f(h-, A h2) о

és9 vg

g ° g

Ezekben az egyenlőtlenségekben egyenlőség teljesül, ha a g fuzzy 

mérték 3b- additiv.

3.4.3. Tétel. Ha % p az F halmaz karakterisztikus függvénye,

ekkor az F halmaz fuzzy mértéke

g(F) = fxF ö g •

Ennek az egyenlőségnek a felhasználásával adódik, hogy

= j(XAAh).ÍA h ‘ g g •
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Ha A í= В , akkor

Ía h“9 6 Íb h ° 9 •

3.4.4. Tétel.

Következmény:

Íaub h°s = Ía h°9 vÍb hos

íAnB h
Az egyenlőtlenség itt is egyenlőséggé változik, ha a 

3b - additiv.

, és

- $A h°g a$b he°g g •

g fuzzy mérték

\0,1^ , akkor3.4.5. Tétel. Ha a £

{(avh)o g 

•J(aAh) og

{h°g / és 

íh°9 •

= a v

= a A

Ha £h $ 3b- mérhető függvények monoton sorozata,3.4.6. Tétel.

akkor

lim íh о
J n

= Hm hn) ® g .g
n->oOП-*оО

3.5. A fuzzy és a Lebesque integrál összehasonlítása

Legyen X tetszőleges halmaz, és £e.,E7,...,E } X részhalma-
I / n n 

X=U Ezainak olyan véges, diszjunkt sorozata, hogy 

mezett lépcsősfüggvény

Az X-n értei-• •
i=l

n
h(x) ^ e< .%E (x)

i

alakú, ahol az E. halmaz karakterisztikus függvénye.
i
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Az (X ,3b , m) mértéktérben a h függvény 

A halmazon vett Lebesque integrálja

3.5.1. Definíció.

JA h dm = 2L <* m (А П E.) .• • ii=l

h függvény előállításától /Halmos [193 /•Az integrál értéke nem függ a

Tételezzük fel, hogy 0 - <*. ^ 1 (4- i - n) és - . . . - c* .
I I Z n

Ekkor teljesül a következő állítás:

+ E (1 = Í = n). A h
П

3.5.1. Tétel. 

lépcsősfüggvény irható

Legyen F. = E. + E.+1 + • • •

h(x) = VQ^.AXp W]
i=l i

alakban, azaz a h kétfajta előállítása azonosan egyenlő.

3.5.2. Tétel. A fenti 

tegról ja

h lépcsősfüggvény A halmazon vett fuzzy in-

fAhog= V [х.лд (АП F.)]( F] 
J ;=1

= X ,

h függvény előállításától.és a jobboldal értéke nem függ a

A 3.5.1. definíciót és a 3.5.2. tételt összéhasonlitva a Lebesque 

és a fuzzy integrál hasonlósága jól látható. Végül vessük össze mennyiségi

leg a két integrált.

Legyen h 3b - mérhető függvény. Ekkor egy P valószínűségi mértékre 

vonatkozóan meghatározható mind a fuzzy integrál, mind pedig a függvény 

Lebesque integrálja. Teljesül a következő egyenlőtlenség:

Legyen ( X , 3b , P ) valószínűségi mező és 

X 3b" mérhető függvény. Ekkor teljesül, hogy

3.5.3. Tétel.

h : 9
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4. 1lix h dP hoP- jx 4

3.6. A fuzzy mérték kiterjesztése

A 3.2.1. definícióban a fuzzy mértéket az X alaphalmáz részhal

mazainak monoton osztályán értelmeztük. Ez a definíció természetes módon 

kiterjeszthető' a fuzzy halmazokra is. A kiterjesztés megvalósításához о 

3.4.3. tételben szereplő' egyenlőség nyújt lehetőséget. Ott a hagyományos 

halmaz fuzzy mértéke egyenlő' karakterisztikus függvényének fuzzy integrál

jával. Ezért a fuzzy halmaz fuzzy mértékét a tagsági függvényének fuzzy 

integráljaként kapjuk.

3.6.1. Definició. Legyen 3b a 3b Boréi féle halmazalgebra esetén az 

összes 3b - mérhető' fuzzy halmazt /tagsági függvényt/ tartalmazó halmaz. 

3b -t a 3b fuzzy kiterjesztésének nevezzük. A 3b elemeit Boréi féle 

fuzzy halmazoknak nevezzük. /Belátható, hogy ez a definició megalapo

zott./

3.6.2. Definició. Ha A € 3b , akkor

9(A) =f/*£°
<ч»

a g fuzzy mérték 3b -re való kiterjesztése.

9 •

rv
9

3.6.1. Tétel. Teljesül, hogy 3b -n *g * g és

(1) 0 é 3(A) é !

(2) ha А,В É& és A = В , akkor g(A) = g(B).

/ч)

(3) ha ÍA \ 3b -beli monoton sorozat, akkor
n

lim “g(A ) = g (lim A ) . 
n n

A € 3b , és, minden

n-*»°n-*eö

g kiterjesztett fu^zy mérték az egyszerű fuzzy mértékkel meg-Tehát a
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egyezó' tulajdonságokkal rendelkezik, azaz korlátos, nem-negatív és foly

tonos.

A, Be &, akkor3.6.2. Tétel. Ha

(1) g(A U B) = max (g (A) , g (в)), és

(2) Ъ(А П B) é m;n (|(A) , £ (B)) .
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4. Fuzzy logiko

Miután Zadeh létrehozta a fuzzy halmazok elméletét £433 világossá 

vált, hogy c.z ott megfogalmazott elvek alkalmazhatók egy megfelelő fuzzy 

logikai rendszerben. Az ilyen logikában egy adott univerzum elemeihez 

- az X-hez tartozó fuzzy halmaz által - rendelt tagsági szintek úgy értei“ 

mezhetők, mint igazságértékek.

Az igazságértékek alkalmas halmaza a £0,l} valós intervallum. A 

fuzzy halmazokon értelmezett egyesítés és metszetképzés alapján a fuzzy 

logikai diszjunkcióhoz és konjunkcióhoz tartozó igazsógérték műveleteknek 

a maximum és minimum műveleteket választhatjuk. így a fuzzy logika úgy 

tekinthető, mint egy speciális többértékü logika.

Számos dolgozatban a többértékü logikák közül Lukasiewicz t 

rendszerét tekintették fuzzy logikának / £173 , £253 • C.26] ,[293 , £323 /.

A fuzzy logika egy általánosabb megközelítését Gougen £l£] dolgoz

ta ki, aki az L-fuzzy halmazokhoz kapcsolódva bevezetett egy általáno

sabb igazságérték struktúrát. Megemlítjük még Zadeh munkáit £5 ] , £423 / 

amelyekben az igazságértékek fuzzy halmazok.

A következőkben ismertetjük Lukasiewicz többértékü logikai rendszereit 

és a valószinüségi logikát, majd az rendszert, mint fuzzy logikát össze-

hasonlitjuk a valószinüségi logikával. Végül leírjuk a fuzzy logikák néhány 

további speciális esetét.

4.1. Többértékü logikák

A klasszikus kétértékű logikában /KL/ a kétértéküség elve szerint a 

kijelentések két diszjunkt osztályba sorolhatók: az igaz, illetve a hamis 

kijelentések osztályába. A két osztálynak nincs közös eleme /ellentmondás-
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talanság/, és nincs olyan kijelentés, amely egyik osztályba sem sorolható 

/a "harmadik" kizárása/.

A logika fejló'désének fó' vonalában a kétértékű logikák állottak és 

állnak. A kétértéküség elve történetileg és logikailag szorosan kapcsolódik 

a harmadik kizárása elvéhez.

A klasszikus alternáló logikától eltéró' logika megteremtésére igen 

sok kísérlet történt már eddig. Általában onnan indultak ki, hogy megszün-• 

tették a kizárt harmadik elvét, *ehát a két logikai értéken túl másokat is 

megengedtek.

A többértékü logikák keletkezését J. Lukasiewicz és E.Post 

1920-ban megjelent dolgozatától számítjuk.

Lukasiewicz 3—értékű logikája

Lukasiewicz a mod ál is kijelentéseket elemezve arra a következtetésre 

jutott, hogy a modális kijelentésekre értéktáblázatot csak úgy lehet készí

teni, ha olyan logiká* szerkesztünk, amelyben az "igaz" és "hamis" értékek 

mellett egy harmadik "neutrális" értéket is felveszünk. Ez az érték a jövó're 

vonatkozó bizonyos kijelentések meghatározatlan igazságstótuszához tartozik. 

Jelöljük ezt a logikai rendszert -mai.

Az igaz, a közbülsó' /neutrális/, és a hamis értéket i,k,h betűkkel 

jelölve, az értékük sorrendjét csökkentnek tekintve, a műveleti igazságfügg

vények megadása nélkül, az ezekben alkalmazott szabályokat néhány pontban 

ismertetjük:

(0) az i és h egymás ellentétei, к pedig önmaga ellentéte, 

egy kijelentés és negációja mindig ellentétel értékűek,

(2) a konjunkció értéke a kisebb értékű tag értékét követi,

(1)
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(3) a diszjunkciá értéke a nagyobb értékű tag értékét követi, 

a хэ у implikáció értéke mindig azonos a 1 x v у 

értékével /mint KL-ben/, kivéve ha Ixl = lyl = k/^tt \x| 

és |y| az x és у kijelentés logika? értéke/,

)| /mint KL-ban/.

(4)

Iх — У1 = |(x Э у) Л (у(5) x

Lukasiewicz eredetileg csak az implikáció és negóció értéktáblázatát 

adta meg, a több? igazságfüggvényt az alábbi /a KL-ban is teljesüló/ ösz- 

szefüggésekkel adta meg:

4,1.1. Definíció.

|xvy| = |(x а у )эу| »
(B) |х ду I = |-l(l x v ly) I ,
(C) |x = у 1 = I (x О у) А (у => x) \ .

(A)

\

4.1.2 . Definíció.' Valamely logikai rendszerben egy formulát érvényesnek 

mondunk, ha paramétereinek bármely értéke mellett az ? értéket veszi fel

Észrevehető, hogy KL néhány érvényes formulája £уЬап nem érvényes.

így pl . a

x Vlx és l(x A lx)

formulák az |x| = к esetben nem az igaz, hanem a к értéket veszik

fel, azaz a kizárt harmadik és az ellentmondástalanság törvényét kifejező, 

KL-ban érvényes formulák az -Lyban nem érvényesek. Viszont minden

érvényes formulája a kétértékű logikában is érvényes. Tehát Lukasiewicz 

logikája úgy tekinthető, mint a KL egy sajátos áltolánositása.
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Lukasiewicz 3-értéku logikájának többértékü óltalánositásoi

Lukasiewicz az rendszer mintájára bevezette az rendszere

ket /n = 1,2,.../. Az egyes rendszerek igazságértékei a [0, í} inter

vallumba esnek, a megengedett értékek a végpontok /0 és 1/, valamint 

az intervallum (n - 1) részre való osztálóval nyert osztópontok.

A negációt és implikációt, mint igazságfüggvényeket a követkézé' mó

don definiálta:

4.1.3. Definíció.

(Ll) Iх! 'l"ixl = 1 " 

Iх => yl =( L2) |x I + lyl ) •min (1,1 -

A többi igazságfüggvény a negáció és implikáció segítségével úgy defini

álódik, mint 4.1,1.-ben. Átalakítva ezeket a kifejezéseket nyerjük, hogy

4.1.1. Tétel.

( L3 ) Ix V y| 

( L4 )

( L5 )

1У1 ) ,
lyl ) , 

Iх 1 + lyl , 1

= max ( 1 x I ,

)x А у I = m,n ( 1 x \ , 

|x г у I = min (1 -
I

lyl + M ) •

f önnyü belátni, hogy azonos KL-val, ha az^ 1 értéket i-vel, 

0-t pedig h-val azonosítjuk. így tehát a KL n-értékü általánosítása.

Lukasiewicz a véges sok igazságértékkel bíró rendszerekhez hasonlóan 

definiálta a végtelen sok igazsógértékkel rendelkező' rendszereket.

Ezek közül kettó't emelünk ki példaként:

az logikai rendszer igazság értékei a £0,l] intervallum

racionális számai,

0)
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(2) az rendszer igazságértékei a £0,Intervallum valós 

számai.

Ha az , -t_, t.*. rendszerekben a
n M0 w;

lelően értelmezzük a formulák érvényességét, és az 

formuláinak halmazát T(X)-szel jelöljük, akkor igaz, hogy

4.1.2. definíciónak megfe- 

X rendszer érvényes

4.1 2. Tétel.

T< V £ T<4> s T(1-n> s Т(^) = r(KL).

A végtelen sok értékű logikáknak/ugyanúgy, mint a véges sok igaz- 

ságértéküeknek/ egymástól eltérő rendszerei lehetségesek. A továbbiakban 

olyan többértékü logikai rendszert mutatunk be, amely Lukasiewicz rendsze

réhez képest eltérő sajátosságokkal rendelkezik.

Valószinüségj logika

A többértékü logika valószínűségi megközelítésének alapja, hogy a ki

jelentésekhez véletlen értékeket, vagy valószínűségeket rendelünk. Feltéte- 

/ lezzük, hogy adott egy p mérték függvény, amely a kijelentések halmazá

nak minden tagjához hozzárendel egy valós számot. Erről a hozzárendelésről 

feltesszük, hogy kielégíti a valószínűségi mértékkel szemben támasztott összes 

követelményt.

Tehát, ha p olyan függvény, hogy minden x kijelentéshez hozzárendel 

egy valós számot, akkor p(x) kielégíti az alábbi feltételeket:

0 £ p(x) , minden x-re,

(P2) p(x V y) = p(x) + p(y) , feltéve, hogy x és у egymást 

kölcsönösen kizáró kijelentések, azaz p(x A y) = 0,

(Pl)
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(РЗ) р(х) = р(у) , ha х és у logikailag ekvivalens kijelenté

sek, azaz p(xа Ту) = 0 és p( 1 x д y) = 0,

(P4) p(x V lx) = 1 .

Ezeket a tulajdonságokat figyelembe véve teljesülnek az alábbi átIitások 

/Rescher £33] /:
\

4.1.3. Tétel.

(1) 0 ú p(x) =

(2) p(lx) « 1 - p(xl ,

(3) p(x) - p(y), ha р(хлпу) = 0,

(4) р(хлпх) = 0,

(5) p(x v у) = p(x) + p(y) - р(хДу) .

1 , minden x -re,

A kijelentések valószínűségének mérésére különböző eljárások szület

tek. Ilyent tartalmaz Rudolph Carnap [7] munkája is.

A kijelentések valószínűségének ez a rendszere felfogható úgy, mint egy 

többértékü logika, amelyben a p(x) az x kijelentés igazságértéke. 

Ebben a rendszerben is az 1 játsza az igaz érték, a 0 a hamis érték 

szerepét. Az összetett kijelentések igazságértékére vonatkozó összefüggések 

a következők:t

4.1.4. Tétel.

(1) p( T x) = 1
(2) p(xvy) = p(x) + p(y) , ho p(x Л y) = C, egyébként 

létezik olyan X^O, hogy X.- p(x) + p(y), de
X. £ p(x) és X = (p(y))2 ,

(3) p(x A y) = p(x) + p(y) - p(x V y),

(4) p(x = y) = p(l x V y),

(5) p(x s y) = p((x у ) A (y ^ x)) .

p(x) /
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Ezt a többértékü logikai rendszert jelöljük VL -lel.

Szembetűnő különbség a Lukasiewicz féle logikák és a valószínűségi 

logika között, hogy míg az ic_ logikákban egy összetett kijelentés igazság

értékét egyértelműen meghatározzák komponenseinek igazságértékei egy meg-

VL -ben nem definiáltunk explicit 

módon igazságfüggvényt, hanem csak bizonyos tulajdonságokat kivántunk meg. 

Az igazságfüggvény hiánya ahhoz a feltételezéshez vezethet bennünket, hogy 

a VL jelentősen különbözik más, látszólag jóval hagyományosabb kijelen

téskalkulustól. Ez a feltevés azonban hamis, mint az a következő' tételbó'l 

is látható /Rescher [33] / :

felelő' igazsógfüggvény alapján, addig \

л

4.1.5. Tétel. A valószínűségi logika (VL) és a kétértékű logika (KL) 

érvényes formuláinak halmaza megegyezik, azaz

T(VL) = T(KL) .

4.2. A fuzzy és a valószínűségi logika
4

A fuzzy és valószínűségi elmélet összehasonlításának egy másik lehet

séges útja a mértékelmélet mellett a fuzzy és valószínűségi logika hasonló

ságának és különbözőségének feltárása.

Gaines [ló] munkájában bevezetett egy un. bizonytalansági logikát 

/3L/, mint a kijelentések L hálóján értelmezett kiértékelést, 

szer nagyon hasonló a valószínűségi logikához, de ebben sem a kizárt har

madik elve, sem az ellentmondástalanság törvénye nem teljesül.

Mind a fuzzy logika /FL/, mind pedig a valószínűségi logika /VL/ speciá

lis esete e bizonytalansági logikának /BL/.

Ez a rend-
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Definiáljuk részletesebben BL-t:

(Bl) L(X, F, T, v , ,\ ) az X kijelentéshalmaz elemei által 

generált szabad háló a v és A műveletekkel, és a maxi

mális T, és a minimális F elemmel .

/
Tekintsük a szokásos rendezést

x = у(B2) ha van olyan z £ L, hogy 

у = x V z, minden x,ye L. s

Tegyük fel még, hogy az L kijelentés háló minden eleméhez hoz

zárendelünk egy igazságértéket a p : L-»[0, l][ folytonos, rendezéstartó 

függvénnyel, amelyre teljesül, hogy

(B3) P(F) = 0, p(T) = 1,

x - у , akkor p(x) -

p(x V y) + p(x A y) = p(x) + p(y), minden x,y e L,

p folytonos, rendezéstartó értékelés L-n /Birkhoff [ó3 /. 

Megjegyezzük, hogy p létezésének szükséges feltétele, hogy a háló mo

duláris legyen.

(B4) ha p(y), minden x,y £ L, és

(B5)

azaz

Az implikáció és negáció megadásához felhasználjuk az L hálón ér

telmezett d mértéket, amelyhez a következő' módon juthatunk el.

Definiáljuk a s relációt úgy, hogy

x s у ^ p(x Л у) = p(x V y) , minden x,y & L,(Bó)

Ez a reláció kongruencia L-n, úgy hogy

У 4Ф ((x A z) в (у л z) és (x V z) s (y v z)),x =

minden x,y e L.

Mindezekből kapjuk, hogy



- 42 -

p(x А у) = р(х V у) р(х A z) = р(уд z) és

р(х V z) = р(у v z), minden

x,y,z & L, azaz az x s у azt jelenti, hogy x szabadon helyettesít

hető y-nal.

Tehát a p-re vonatkozóan az 5s reláció egy lehetséges logikai ekvivalen

cia . Értelmezve a

d(x,y) = p(x V y) - p(x A y)

L-n, teljesül, hogy

d(x,x) = 0,
0 ^ d(x,y) ^ 1

d(x,y) + d(y,z) = d(x,z), és

d(x,y) = 0 4*» x s. y.

(B7) /

kvázimértéket

Ezek alapján legyen

p(x = y) = 1 - d(x, y) = 1 - p(x v y) + p(x A y), 

minden x,y в L-re,

(B8)

p(x sí у) = 1 akkor és csakis akkor teljesül, haazaz X y.

Definiáljuk az implikáció kiértékelését úgy, mint x А у 

és у ekvivalenciájának értékét

és x,

x V уvagy

p(x о y) = p(x = (x A y)) = p((x V y) = y) = 

= 1 - p(x) + p(x A y).

(B9)

Végül értelmezzük a negációt

(BIO; p( T x) = p(x sF) = p(x 3 F) 5 1 • p(x), minden x €. L

x э у e L .formában. Tételezzük fel, hogy 1x £ L és

A Bl “ BIO alapján teljesül, hogy

p(x v 1 x. + p(x A 1 x) = 1, minden 

Ebből következik,hogy a kizárt harmadik elve / p(x v "1 x) = 1 /, és az

x e. L.
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ellentmondóstalanság törvénye /р(хл! x) = 0 / ekvivalens ebben a logi

kában .

összefoglalva: a B1,B2 egy hálót definiál, és БЗ - B5 ezen egy 

pozitiv izoton kiértékelést. A Bl - B7 -nek eleget tevő struktúrát Gaines 

alapvető bizonytalansági logikának nevezte.

Az ekvivalencia az implikáció és a negáció Б8 - BIO feltételekkel 

definiált kiértékelése nem az egyetlen lehetséges megoldás.
■f

Végül tegyük fel még, hogy az L háló disztributiv, azaz

(811) x A (y v z) = (x А у) V (x A z) , minden x, y,z e L.

Az igy definiált rendszer magába foglalja mind a valószinüségi, mind 

pedig fuzzy logikát, mint ahogy azt az alábbi tételekbó'l láthatjuk 

/Gaines [ló} /:

4.2.1. Tétel. Ha a

p(xvTx) = 1 , minden x e L(B12)

feltételt hozzákapcsoljuk a Bl - Bl 1 feltételek által meghatározott diszt

ributiv bizonytalansági logikához, akkor az igy nyert logika pontosan a 

Pl - P4 feltételekkel megadott valószinüségi logika.

4.2.2. Tétel.

(B13)

tételt hozzáadjuk 

Ll - L5 által definiált fuzzy logika /-t- / •

Ha a

p(x э y) = 1 vagy p(y => x) = 1, minden x,y e. L feI— 

B1 - B11-hez, akkor az igy nyert logika pontosan az

A fenti két tétel segítségével választ kaphatunk arra a kérdésre is, hogy 

milyen feltételek mellett egyezik meg a fuzzy és a valószinüségi logika.
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4.2.3. Tétel. Az Fl és VL logikai rendszerek akkor és csakis ak

kor egyeznek meg, ha p kétértékű, azaz mindkét logika pontosan a klasz- 

szikus kétértékű logika.

5izonv:tc's, A kétértékű logika mind a fizzy logikának, mind pedig a va

lószínűségi logikának speciális esete.

Ha pedig az FL és VL megegyezik, azaz BT - В13 feltételek egy

szerre teljesülnek, akkor minden x e. L-re

vagy 1 = р(хэ ix) = 1 - p(x) + р(хл1х) = 1 - p(x) , 

vagy 1 = p( 1 x x) = 1 - p(lx) + p(x А "I x) = 1 - p (x).

Ebből következik, hogy minden x e. L-re
t

p (x) = 1, vagy p(x) = 0.

4.3. További fuzzy logikák

tételben megadott fuzzy halmazokon értelmezett három 

struktúrákhoz hozzárendelhetők többértékü logikai rendszerek .

Az 1.2.4.

Jelöljük p(x) -Hzel az x kijelentéshez rendelt igazságértéket, 

P(x) e [0, í] .

4.3.1. DeHnició. 

legyen

Mindhárom esetben a negációhoz rendelt igazságérték

p(lx) = 1 - p(x) .

Teljesül, hogy

P (1 (1 x)) = p(x) .

4.3.2. Definició. Az implikációt értelmezzük úgy, hogy 

p(x => y) = p( 1 x V y) ,

az ekvivalenciát pedig
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p(x S3 у) = р((т X Э у) /V. ( 1 у о х))

formában.

Az igy értelmezett többértékü logikák a klasszikus kétértékű logi

ka általánositósai.

Ha a fenti szempontokat is figyelembe véve az (P(X) , U , П , “ ),

(CP(X) , \J , R , “~ ) fuzzy struktúrákhoz rendre

( V2/^ 2* ^ ^2^ =2 ^ *

(V3 / A3/ П / =>3, S3) logikai műveleteket rendeljük, akkor

(S>(X) A .
a ( V], Л ] / "l , 3 j, S j) ,

(1) p(x Vj y) = max (p(x) , p(y)) 

p(x A^ y) ' = min (p(x) , p(y)) 

p(x ^ y) = max (1 - p(x) , p(y)) 

p(x = y) = min(max(1-p(x) , p(y)) ,

V

O-p(y), p(x))),max

(2) p(x V2 y) = pW + p(y) - p(x) . p(y)

p(x A2 y) = p(x) . p(y)

p(x y) = 1 - p(x) + p(x) . p(y)

р(хЭ2 У) = 0 - p(x) + p(x) . p(y)).(l - p(y) + p(x) . p(y))),

p(x v/3 y) = min '1, p(x) + p(y))

p(x A3 y) = max (0, p(x) + p(y) - 1)

p(x D3 y) = min (1, l-p(x) + p(y)) .

p(x =3 y) = min (1 - p(x) + p(y), ] - p(y) + p(x)).

(3)

Az igy definiált logikai rendszerekben a diszjunkcióra, konjunkcióra és 

negációra teljesülnek azok a tulajdonságok, amelyeket az 

tételekben a megfeleld halmazelméleti műveletekre kimondtunk. Ezenkívül 

minden esetben teljesül, hogy

1.2.3 és 1.2.4.
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4.3.1. Tétel.

p(x) + p(y) = p(x V] y) + p(x A1 y) =

P(x V2 y) + P(x A2 y) =

P(x V3 y) + p(x A3 y). [10] .

Ezek a többértékü logikai rendszerek abban az értelemben fuzzy lo

gikák, hogy a fuzzy halmazokon értelmezett struktúrák alapján definiáltuk 

ó'ke t.

\

/
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l
5. Fuzzy kapcsoló műveletek

A dolgozat 2. fejezetében a maximum és minimum műveletek axioma

tikus megalapozásával foglalkoztunk a £43 , £113 , [14] ,£2C>3, [40 j munkák 

alapján. A későbbiekben más axiómarendszerek is születtek £203, £21], a- 

melyeknek nem a max-min műveletek a reprezentációi, illetve voltak olyan 

dolgozatok, amelyekben algebrai struktúrákat vizsgáltak reprezentáció nél

kül [ 23,[22З,£233. Ezekben a hangsúly az axiómák racionális megalapozásán 

volt.

Az axiomatikus vizsgálatok azonban nem tudták egységesíteni a műve

letekre vonatkozó nézeteket, hanem még szerteágazóbbá tették a problémát. 

Az axiómarendszerek egymáshoz való viszonyának a vizsgálata megoldást hoz

hatott volna, de nagy nehézséget okozott az axiómák összehasonlithatatlan- 

sága. Egyetlen ilyen vizsgálat született csupán £163-

A £l6]. és £403 monografikus munkák lehetőséget biztosítottak a műve

letek és axiómarendszerek közös tulajdonságainak felderítésére és egy mini

mális axiómarendszer megválasztására £83.

Ezen minimális rendszer axiómái a műveletek szigorú monotonsága, a 

korrespondencia elv teljesülése, az asszociatív!tás és a folytonosság.

A korrespondencia elvet minden fuzzy művelet teljesíti, azaz a karak

terisztikus függvényre való korlátozásuk klasszikus halmazelméleti művelet.

Az asszociativitás a dolgozatban eddig tárgyalt minden műveletre tel

jesül, másrészt lehetőséget teremt a kétváltozós művelet többváltozóssá va

ló kiterjesztésére.

A folytonosság hiánya a művelet homogén hatását szüntetné meg.

A szigorú monotonságot nem minden művelet teljesiti, feltétele inkább 

a reprezentáció megvalósítását szolgálta. A monotonság azonban az irodalom-
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N
ban előforduló minden műveletre fennáll.

Ennek a fejezetnek a fő' eredménye a fenti négy tulajdonsággal bíró 

összes művelet reprezentációjának megadása.

A vizsgálat támaszkodik a rendezett félcsoportok [133, [ЗОЗ és az 

asszociativ függvényegyenletek [.13 elméletére.

5.1. Fuzzy algebra

a valós számegyenes [0,1] zárt intervalluma. Ez a je

lölés részben a leírás egyszerűsítését szolgálja, részben utal a kimondott té

telek és definíciók általánosíthatóságára/pl. L-fuzzy halmazok/.

Legyen I

Tekintsünk egy

* : $ /n=l,2,.../

n változás algebrai műveletet a fuzzy halmazok Ф halmazán.

A ¥r művelet izoton /antiton/, ha a5 1.1. Definíció.

/1=1,2,. n/A; £ V; 

egyenló'tlenségbó'l következik, hogy

n A*-!*-”*/*n" О * * V> /V 1 ... /= V, * ... * V

( jJ- 1 I ' • • /

1
. nу -re.minden 1 '

Az izoton és antiton műveleteket együttesen monotonnak nevezzük.
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5.1.2. Definíció. Fuzzy algebrán £93 /fuzzy halmazok algebráján/ értünk 

minden olyan З'-п értelmezett algebrai struktúrát, amelyre teljesül, hogy

(Al) minden művelete monoton.

A fuzzy algebrát "szokásosnak" nevezzük, ha teljesül még a követke

ző feltétel:

(A2) minden algebrai műveletének CS».-ra való korlátozása meg

egyezik valamelyik ugyanannyi változás halmazelméleti művelettel.

Azokat az < Qí, szokásos fuzzy algebrákat /továbbiakban egysze

rűen fuzzy algebra/ vizsgáljuk, amelyek kielégítik az alábbi feltételeket:

(FD A művelet kétváltozós kapcsoló művelet, azaz a

mazra való korlátozása, vagy a halmazokon értelmezett metszet

képzés, vagy az egyesítés.

CSu hal-

Tekintsük azokat a fuzzy algebrai műveleteket, amelyekhez létezik 

I 1 függvény, hogyolyan f : I x

(x) = f(jU.(x) ,v (x)) , minden x £. X -re.

f hozzárendelés nyilvánvalóan kölcsönösen egyértelmű. Jelöljük 

az ilyen tulajdonságú fuzzy algebrai műveletek halmazát

A

Z-vel.

(F2) legyen Z-beli művelet.

Z-beli művelet. Az FI felté- 

algebrai struktúra akkor és csakis akkor fuzzy al- 

függvényre teljesül, hogy

5.1.1. Tétel. Legyen a

telt kielégítő 

gebra, ha a -hoz rendelt f

(1) fa ¥; -gal megegyező értelemben monoton, és
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f(0,0) = 0, f(l,l) = 1/ tovóbbó ha a művelet C?v-ra . 

való korlátozása a metszetképzés /egyesítés/, akkor 

f(0,1) = f(l,0) = 0 /f(0,l) = f(l ,0) = 1/.

(2)

Bizonyítás.

Legyen К. ¥ , az FI feltételt kielégítő fuzzy algebra. 

Az f függvény monotonságának bizonyításához legyen
4 y 

y2

*1» *2'yl'y2 e

- Xj ésúgy, hogy . Tekintsük aX1 У1

^(x) = , ^2(x) = x2 , (x) = У] , v2(x) = у2 , x e. X

fuzzy halmazokat. Ezekre teljesül, hogy

^ VIх 1 =л2 és 4 2 *

A ¥? művelet izotonsógából következően

= >VW2 •* "O
1

Figyelembe véve F2-t

f(/>-j(x) , ^(x)) = f(/x2(x),4> 2(x)) 

- x2 és

f(xj, yj) = f(x2, y2),

, minden x 6. X esetén.

- y2 -bál következik, hogyTehát X1 yl

f izoton. Az antiton esetre az állítás hasonlóan látható be.azaz

Az A2 valamint FI, és F2 felhasználásával az 

vonatkozó 2. állítás könnyen belátható.

A tétel megfordításának bizonyítása szintén egyszerű.

f függvényre
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Következmény: a Ve -hoz rendelt f művelettel az I rendezett al

gebrai struktúra.

Az 5.1.1. tétel biztosítja azt, hogy az FI és F2 feltételeket kielé

gítő /F, fuzzy algebrák reprezentációinak vizsgálatához elegendő a

művelethez rendelt f művelet által meghatározott algebrai struktúra 

reprezentációjának a vizsgálata.

Az f-re vonatkozóan tegyük fel még, hogy

(F3) f asszociatív, és 

f folytonos I x I -n.(F4)

5.1.2. Tétel. A fenti tulajdonságokkal rendelkező f függvény által meg

határozott Ve művelet asszociatív és pontonként folytonos, azaz ha a 

£jUl_n^ és[\>^ fuzzy halmazok sorozatai pontonként konvergálnak a M- és S>

fuzzy halmazokhoz, akkor a Fuzzy halmazok sorozata ponton

ként konvergál a /jlw fuzzy halmazhoz.

5.2. Reprezentációs tétel

Ebben a fejezetben állításainkat arra az esetre mondjuk ki, amikor

által meghatározott * művelet Ctv-ra való korlátozása a halmaz- 

elméleti metszetképzé*. Jelöljük ekkor a meghatározó függvényt 

/az egyesítésnek megfelelő' függvényt d-vel jelöljük/. A c-re kimondott 

állítások és azok bizonyításai értelemszerűen átvihetők d-re is.

faz

c-vel

Foglaljuk össze a с : I * I *■> I függvénytől megkövetelt tulajdon

ságokat:

(TI) c monoton,

c(0,0) = 0 ,(T2) c(l,l) = 1, c(0,1) = c (1,0) = 0,
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(ТЗ) с asszociatív, és 

с folytonos •(Т4)

5.2.1. Tétel. teljesül TI és T3, akkorHa c-re

c izoton [l3Ü .(ТГ)

halmaz a c művelettel teljesen rendezett félcsoportotígy az

alkot.

[a, b]A h függvényt Archlmedes-inek nevezzük az5.2.1. Definíció.

intervallumon, ha

h(x,;*) < x, minden x e. (a,b) .

Az Archimedes-i esetre vonatkozó reprezentációs tételt Ling [273 

bizonyította be az elemi analízis eszközeivel. A tétel származtatható 

Mostert és Shields korábbi eredményéből ;s [30З . A továbbiakban Ling 

tételét használjuk fel.

Legyen J a valós számegyenes zárt £a,b3 intervalluma 

függvény.

A h függvényre ak^or és csakis akkor teljesül, hogy

5.2.2. Tétel.

h : J x J —>Jés

0) h monoton.

(2) h asszociatív,

(3) h folytonos,

(4) h(a,a) = a, h(b,b) = b, h(b,x) = h(x,b) = x, x e. X,

(5) h Archimedes-i,

0)

[a, b] [0, -o]ha létezik egy folytonos, szigorúan monoton csökkenő, 

függvény, amelyre

9 •

g(b) = 0 úgy, hogy h reprezentálható

(-1)h(x, y) = g (g(x) + g(y))
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^ a g függvény pszeudo-inverze

, ha 0 = x = g(b) ,

, ha g(b) - x - g(a), és

g(a) = x ,

a g függvény szokásos inverze a £g(b), g(a)j -n.

formában, ahol

rb

(-1) -1g (x)(x) = «g

, ha'-a

-1
ahol g

A g függvényt a h Archimedes-i művelet additív generátorának 

nevezzük, és a g egy pozitív multiplikativ konstanstól eltekintve egyértel

műen meghatározott, azaz «*. .g ( << > 0) szintén h -t generálja.

Megjegyezzük, hogy a tétel kimondható иду is, hogy a g' generá

tor függvény az [a,b3 intervallumot a £- <*», 0} -ba képezi le, folyto

nos, szigorúan monoton növekvő', és g(b) = 0. Ebben az esetben a pszeudo- 

inverz definíciója is értelemszerűen módosul.

А (Л) - (T4) tulajdonságokkal bíró c függvény eleget tesz az 

5.2.2. tétel (1) - (4) feltételeinek. A továbbiakban azonban nem korlá

tozzuk vizsgálatainkat az Archimedes-i esetre, hanem általánosan a T1-T4 

tulajdonságokkal rendelkező' függvények reprezentációját keressük.

Tekintsük az I intervallum idempotens pontjainak halmazát; 

N = £x j x £ I , c(x,x) = xj ,

5.2.3. Segédtétel. Az N zárt halmaz.

Bizonyítás. Belátjuk, hogy N tartalmazza minden torlódási pontját. 

Legyen x az N tetszőleges torlódási pontja Ekkor kiválasztható 

N-bó'l olyan {xn3 pontsorozat, hogy

lim x = x . 
n-»*o П О
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c(x , x ) = x , valamint c foly- 
n n nMivel minden x e. N , ezértn -re

n
tonos (T4) , így

c(*0'xo^ = lim <=(*„.*„> =
x->x

lim x
x -t X

n ~ *0'

0n n

tehát e N.X0

M korlátos és nyitott ponthalmoz. TegyükLegyen M = I - N. Az 

fel továbbá, hogy M nem üres.

5.2.4. Segédtétel. M eló'áilithatá véges, vagy megszámlálhatóan vég- ' 

télén sok olyan páronként egymásba nem nyúló,nyitott intervallumok egyesí

téseként, amelyek végpontjai nem tartoznak M-be [38] .

Tehát M eló'áll

M = UM. 
ie P 1

P véges, vagy megszámlálhatóan végtelen indexhalmaz 

x € (a.,b.) , akkor

formában, ahol 

és M. = (a.,b.) , melyre ha

c(x,x) Ф x, valamint c(a.,a.) = a., és c(b.,b.) = b i '

Válasszunk ki egy tetszőleges [a.,b.] 

a tartományon is teljesül, hogy c izoton (TI') ,asszociativ (T3), és 

folytonos (T4). A T2-nek megfelelő tulajdonságok meghatározásához tekint

sük a következő tételeket:

x [o.,b.] tartományt. Ezen

[a.,b.] -re5 2.5. Segédtétel . Minden x e

c(o.,x) = c(x,a.) = о., H (2)1

c(b.,x) = c(x,b.) = x. (3)2 ii
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Eló'ször belátjuk, hogyBizonyítás.

c(l,x) = c(x,1) = x, minden (4)x e I.

A 12 alapján c(0,l)= 0 és c(l,l) = 1, ezért a folytonosság T4 fi

gyelembevételével a c(x,l) függvény az l-t l-re képezi le. Ekkor bár

mely у e I -re létezik olyan xel, hogy c(x, 1) = y. Ezt a tényt és 

az asszociativitást (T3) felhasználva:

c(y,l) = c(c(x, 1) , 1) = c(x, c(l, 1)) = c(x,l) = у, у £ I .

A tétel elsó' része az izotonság (TI') és (4) egyszerű következménye:

- cll.o.) == c(<ya.) 1 c(x,o.) a; •a. i

A második rész bizonyítása a (4) bizonyításának £a.rb/J -re való alkal

mazása.

x e (a.,b.) esetén
I I

5.2.6. Segédtétel. c(x,x) < x.Minden

Bizonyítás. Az izotonság (TI') és a (3) következményeként 

c(x, x) = c(b.,x) = x, minden x e. [a.,b.2 -re.Í

x e (a.,b.) , akkor c(x,x) ф x, igyHa

c(x,x) < x, x €. (a.,b.) mellett.minden

Minden (x,y) € [a.,bj3 

c(x,y) - min(x,y).

x [a.,b.] -re5.2.7. Segédtétel.

A (3) következtében 

c(x,y) ^

c(x,y) = min(x,y) .

Bizonyítás.

c(x,b.) = x, és c(x,y) - c(b.,y) = y, ezért



- 56 -

f
M2 . Ekkor= I2 - и 

ie Р

с(х,у) = min(x,y), minden (х,у) е Н esetén.

5.2.8. Segédtétel. Legyen Н • •

Tegyük fel, hogy x = y. Legyen (x,y) e. H.Bizony! tás.

Ha x e N és у e. I, akkor

x = c(x,x) = c(x,y) = c(x, 1) = x.

у ^ (a.,b.), akkor 

x = с(х,Ь.)^= с(x,у) - c(x, 1) = x.

(a.,b.) £ MHa x e és

= min(x,y) . Az у = x feltétel mellettMindkét esetben c(x,y) = x 

hasonlóan következik, hogy c(x,y) = у = min(x,y).

c függvény [a.,b."] x jja.,b.} tartományra valóLegyen 

korlátozása.

c. a

A c(a.,a.) = a., és a c(b.,b.) = b. egyenlőségek, vala-

c izotonsága (TI'), folytonossága (T4) következményeként amint c.

x |a.,b.^ tartományt [a.,b.] intervallumra képezi le.az [a.,b.}

(ТГ), (T3) , (T4), ateljesíti aÖsszefoglalva: c.

c.(a.,a.) = a. , c.(b.,b.) = b. , és

c.(a.,b.)

(T2')

- c.(b.,a.) = a.

feltételeket, valamint az 5.2.6. tétel alapján Archimedes-i. Ezért a 

Ling tétel /5.2.2. tétel/ alapján létezik c. -hez additiv g. generátor 

függvény, minden i £ P-re.

így c-re érvényes a követkézé' reprezentációs tétel:
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5.2.9. Tétel. Legyen с : I x I -> I függvény. A c akkor és 

(TI) - (T4) feltételeket, ha c előállcsakis akkor teljesíti a

^ ^ (g.(x) + 9;(y)) / ha (x,y) e. M? - (a.,b.)2
^ 9i

(5)
c(x,y) 4 e Г - U M2 

ieP

l-beli, páronként egymásba nem nyúló, véges,

2, ha (x,y)min(x,y) i

formában, ahol {M.j .^p 

vagy megszámlálhatóan végtelen sok nyitott intervallum összessége, A g. 

az [a.,b.] zárt intervallumot

vény, amely folytonos, szigorúan monoton csökkenő, és g.(b.) = 0.

a L®'00! intervallumba leképező függ-

aA g. pszeudo- i nverze.9;

Megjegyezzük még, hogy a P lehet üres is.

Bizonyítás.

függvényre teljesül TI - T4.

I = N, akkor az 5.2.8. té-

Tfh. a I x I -*lc :

Ha az I minden pontja idempotens, azaz 

tel alapján
2

c(x,y) = min(x,y), minden (x,y) e I

2
és 5.2.4. tétel következtében I -ben 

nyúló (a.,b.3 x La;'hj3 tartomÓT^ 

5.2.5. - 5.2.8. tételek alapján

Ha N c~ I , akkor az 5.2.3. 

vannak olyan, páronként egymásba nem 

nyok, amelyekben a c. függvények az 

kielégítik a 5.2.2. /Ling/ tétel feltételeit. Ezért az adott tartományokon 

léteznek a c. -khez g. additív generátor függvények. Az ilyen tarto

mányokon kívül a 5.2.8 . tétel alapján c(x,y) = min(x,y) .

Az álIitás megfordításának bizonyításához tegyük fel, hogy a 

I x I -> I függvény előáll (5) formában.c :
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2c(x,y) = mirigy)/ minden (x,y) €. I . Tehát telje-Ha P üres, akkor

sül П - T4.

2
5.2.2. tétel alapján az ]Ha P nem üres, akkor az 

mányokban külön-külön, valamint ezen tartományokon kivül a 

izoton, asszociatív, és folytonos.

tarto-
i e P

c függvény

2
M. tartományok határán c(x,y) = min(x,y), ezért

c folytonos l2-n. UgyanezekbóT
Mivel (1) miatt az 

c -nek itt nincs szakadáshelye. Tehát 

következik a T2 tulajdonság is.

és az asszociativitás T3 bizonyitása egyszerű, deAz izotonság TI' 

hosszadalmas számolást igényel, ezért nem közöljük.

Végül kimondjuk a fuzzy halmazokon értelmezett egyesítésnek megfe- 

függvényre vonatkozó reprezentációs tételt. Ekkor 

a (TI) - (T4) feltételek a következőképpen módosulnak:

le ló' d : I * I I

(TI ) d monoton,

(T2*) d(0,0) = 0, d(l,l) = 1, d(0,l) = d (1,0) = 1,

(T3*) d asszociatív,

(T4*) d folytonos.

5. 2.10. Tétel. Legyen d : I * I I függvény. A 

is akkor teljesíti a (TI*) - (Т4Й) feltételeket, ha
d akkor és csak-

d előáll

h/ ^(h.(x) + h.(y)) , ha (x,y) * M2 =

, ha (x, у) e I2 - U M?

, b;)2(e.
I

d(x,y) =
mox(x,y)

ii e P

formában, ahol

ges, vagy megszórni áthatóan végtelen sok nyitott intervallum összessége.

A h. az Caj,b.l zárt intervallumot a Ü0, *"3 intervallumba leképező 

függvény, amely folytonos, szigorúan monoton növekvő és

I -beli, páronként egymásba nem nyúló, vé-i * P
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Н)h.(a.) = 0 . Ah
I I

a h. pszeudo-inverze.i i

A reprezentációs tétel következményei5.3.

Ebben a fejezetben ismertetjük a 

tációs tételek néhány következményét, és a tételekhez kapcsolódó további 

összefüggéseket.

5.2.9. és 5.2 10. reprezen-

müvelet kielégiti a (TI) - (T4) 

I * I I művelet a (TI*) - (T4*) feltételeket, akkor
5.3.1. Tétel. Ha a c :

és a d :

c és d kommutativ.

d függvény (6) eld-Az állítás a c függvény (5) és a 

áilitásából egyszerűen adódik.

Bizonyítás.

definíciójára, és figyelembe véve azUtalva a t-norma 

elózd tételt teljesül, hogy

1.2.3.

5.3.2. Tétel. Minden (TI) - (T4) feltételt kielégitd 

függvény folytonos t -norma.

I x I -* Ic :

Folytonos t -normákra vonatkozó vizsgálatokat Schweizer és Sklar 

végzett C34j ,[35] dolgozatában.

A reprezentációs tételek feltételeit kielégitd c és d függvények 

egy speciális osztályával Frank foglalkozott fi2] cikkében. Az általa 

felvetett és megoldott probléma a következd volt:

Keressük azokat a c, d függvény párokat, amelyek kielégítik a

(El) c(x,y) + d(x,y) = x + y,

d : I * I -* I ,(E2) I * I -* I ,c :

c és d folytonos,(E3)
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(E4) c és d asszociatív,

c(0,x) = c(x,0) = 0, c(l,x) = c(x, 1) = x , 

d(0,x) = d(x,0) = x, d(l,x) = d(x,1) = 1,

(E5)

(X e I)
•?: V

feltételrendszert.

Az (El) - (E5) feltételeket teljesítő' c és d függvé

nyek kielégítik a (TI) - (T4) illetve (TI*) - (T4*) feltételeket 

/Frank [l2] / .

5.3.3. Tétel.
. > «

■Hit

V

c előállitható (5) d pedig (ó) alakban.Ebből következik, hogy a 

Ennek megfelelően átfogalmazva Frank tételét kapjuk, hogy'

5.3.4. Tétel. Legyenek c és d az (E2) - (E5) feltételeket kielé

gítő függvények. A c, d függvénypár akkor és csakis akkor megoldá

si) egyenletnek, ha c előáll (5) és d (6) alakban úgy,

intervallumrendszer a két előálIifásban megegyezik

sa az

hogy az

és a megfelelő (g. , h.) generátorfüggvény párokra teljesül, hogy
i « P

g.(x) = - log x' 

g.(x) = 1 - x' 

g.(x) = - log(—

és h.(x) = - log( 1 - x') , vagy 

és h.(x) = x' 

és h.(x) = - log (

, vagy
x' l-x'1 -1

),
s - 1 1

•X -ahol s Ф 1, valamint0 < s < «*» és x' =
b. - a.

nem feltétlenül azo-/Megjegyezzük, hogy ha 

nos típusu./

i * j, akkor gj és g.

4

Az (El) függvényegyenletnek a jelentősége például a 4. fejezet

ben tárgyalt kijelentéshálón történő értékelésnél van. Ha 

valamely kijelentésh$lóbeli kijelentések és x = p(x) és у = p(y) 

kik megfelelő igazságértékek, és feltételezzük, hogy

A Aés Уxч

a ne-

.f
rC
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p(x А у) = с(р(х) , р(у))

р(х V у) = d(p(x) , р(у)) ,

és

akkor a hálón való kiértékelés definíciójában szerepló' 

p(x А у) + p(x V y) = p(x) + p(y)

feltételnek megfelelő'

c(x/y) + d(x,y) = x + у
о

egyenlet az (El) egyenlettel azonos.

A reprezentációs tételekhez kapcsolódva ismét a maximum és mini

mum műveletekre térünk vissza. A reprezentációs tételek másik következ

ménye:

A (TI) - (T4) tulajdonságokat kiel égi tó' 

függvény és a (TI*) - (T4*) tulajdonságokat teljesítő' d : I * I I 

függvény akkor és csakis akkor egyezik meg a min(x,y) illetve max(x,y) 

függvénnyel, ha

Ez a tétel alátámasztja azt a - 2. fejezetben a maximum és minimum 

műveletek axiámatikus tárgyalásánál - kimondott állításunkat, hogy az 

idempotencia a maximum és minimum műveletek meghatározó tulajdonsága.

I * I -* I5.3.5. Tétel. c :

c és d idempotens a teljes l-n.

Most vizsgáljuk meg a min(x,y) függvény generátorfüggvénnyel tör

ténő előállításának lehetőségét. Az 5.2.2. tétel alapján a minimum függ

vénynek nincs a tételben megadott alakú additív generátorfüggvénye, mert 

nem Archimedes-i. Ling ezt a problémát tovább vizsgálva a következő 

eredményre jutott /[271/ :

Legyen Ca,b3 a valós szómegyenes zárt intervalluma. 

Ha c(x,y) = min(x,y), minden (x,y) e [a,b] x [a,b] esetén, akkor 

nem létezik olyan folytonos g : Ca/bl -* Г0,—] függvény, hogy min

5.3.6. Tétel.

о
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előól IT tható

mi n(x, у) = g"(g(x) + g(y))

formában, ahol a - nem feltétlenül folytonos - g* -ra teljesül, hogy 

9 * (g(x)) = X/ minden x 6 [a,bl -re.

5.3.7. Tétel. Az 5.3.6. tétellel megegyezó' feltételek mellett nem 

létezik olyan szigorúan monoton csökkenó' g : [a,b] -1* [O,0“} függvény, 

hogy a min függvény eló'állitható lenne

min(x,y) = g*(g(x) + g(y)) 

formában, ahol g * az tételben megadott függvény.5.3.6.

Más szempontból azonban kapcsolatot teremthetünk a generátorfügg

vények és a min(x,y) között. Legyen c : 

lajdonságokat kielégitó' szigorúan monoton - tehát Archimedes-i - függ

vény, amelynek additiv generátorfüggvénye g(x) .

I * I I a (TI) - (T4) tu-

5.3.8. Tétel. A g (x) ( yL 0) függvény szintén eleget tesz a

generátorfüggvények tulajdonságainak /Dombi [8j /.

сл(х, у) a g (x) generátorfüggvénnyel meghatáro-5.3.9. Tétel. Ha

zott művelet, akkor

c ,д(х'У) = min(x,y)lim
A-*«*

/Dombi [8]/ .

Természetesen a maximum műveletre is hasonló állítások mondhatók ki.
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5.4. Példák о kapcsoló műveletekre és generőtorfUggvényeikre

Az irodalomban számos - a maximum és minimum művelettől különböző - 

fuzzy kapcsoló művelet pár ismert. A következő táblázatban ezek közül ösz- 

szefoglalunk néhányat a hozzájuk tartozó additiv generótorfüggvényekkel e- 

gyütt. Valamennyi с : I * I I függvény kielégíti a (TI) - (T4) felté

teleket, és valamennyi d : I * I "*l függvény a (TI*) - (T4*) feltételeket.

(1) Zadeh [42] :

c(x, y) = max(x+y-l,0) 

d(x,y) = min(x+y, 1)

g(x) = 1-x, 

h(x) = x ;

(2)

c(x,y) = X . у 

d(x,y) = x+y-x у

g(x) = -bg(x), 

h(x) = -log(l-x);

(3) Hamacher [20]:

1-xx.yc(x,y) =
x+y-x.у

_ x+y-2.x.y 
1-x. уd(x,y)

(4) Hamacher [20] : 

cQ(x,y) =

db(x,y)

a-(a-l ).xx.y (a > 0) ,9a(x) = log 

hb(x) = log

a+( 1 -a). (x+y-x. y)

 (b-l).x,y+x+y b.x-1 (b > -1) V
1+b.x.y 1-x

(5) Yager [8]: 

cA(x,y)
<Ых/у) = miníl^xV*)^

= bmin [1, [(1-x) + (1-у)]1//А)дд(х) = (1-x) ,

h^x) = xA (Я>1) *,)
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(6) Frank Cl 2] : 

cs(x,y) = logs
(x*-1).(sy-1) s-1g$(x) = log^- (s > 0),+ 11-1 sX-l

1 —x-D.ÍS1 У-1)+1 h (x) = bgs s-l
ds(x,y) = logs — (s>0);

s-l 1-x-1s

(7) Dombi [8] :

x11 gÄ(x)=(^-1) U>0),сл(х,у) =
Vi1 + (( X У

-A11 h,(x) = ( - -1) (A>0) jxd^y) = i+«--i? +<--1)'л) ~'/л
x у

A reprezentációs tétel legáltalánosabb esetében az I x I tartomány

c,d,g és h függvények a fenti kifeje- 

zésekbó'l megfelelő' függvény transzformációkkal nyerhetők.

Archimedes-I blokkjaiban a

<■ ' -

4



IRODALOMJEGYZÉK

Lectures on functional equations and their applications, 

Academic Press, New York, 1969.

Aczel, J.:1.

Albert, P.: The algebra of fuzzy logic,

Fuzzy Sets and Systems 1 ,pp.203-230, 1978.

2.

Bánon, G.: Distinction between several subsets of fuzzy measures, 

Fuzzy Sets and Systems 5, pp. 291-305, 1981.

3.

Bellman, R. E. and Giertz, M.: On the analitic formalism of the 

theory of fuzzy sets,

Information Science 5,pp. 149-156, 1973.

4.

Bellman, R.E. and Zadeh, L.A.: Local and fuzzy logics in 

Modern uses of multiple- valued logic, 

ed.by Dunn, J.M.and Epstein, G.,

D. Reidel Publishing Company, Boston, pp. 105-166, 1977.

5.

Birkhoff, G.: Lattice theory,

Providence, R* I

6.

1948.Amer. Math. Soc • /• /

Carnap, R.: Logical foundations of Probability, 

Chicago, 1950.

7.

Dombi, J.: A general class of fuzzy operators, the deMorgan class 

of fuzzy operators and fuzziness measures induced by fuzzy operators, 

Fuzzy Sets and Systems 8, pp. 149-163, 1982.

8.



Drewniak, J.: Axiomatic systems in fuzzy algebra, 

Acta Cybernet, 1980.

9.

Dubois, D. and Prade, H.: Fuzzy sets and systems, 

Academic Press, New York, 1980.

10.

Dubois, D. and Prade, H.: New results about propertis and 

semantics of fuzzy set-theoretic operators,

1-st Synposion on Policy Analysis and Information Systems,Surham, 

North Caroline, U.S.A

11.

1979.• /

Frank, M.J.: On the simultaneous associativity of F(x,y) and 

x + у - F(x, y) ,

Aequationes Mathematlcae 19,pp. 194-226, 1979.

12.

Fuchs, L.: Partially ordered algebric systems, 

Pergamon Preis, Oxford, 1963.

13.

Fung, L.W. and Fu, K.S.: An axiomatic approach to rational 

decession making in fuzzy environment in Fuzzy sets and their 

applications to cognitive and decession processes, 

ed.by Zadeh, L.A. and Fu, K.S.and Tanaka, K.and Shimura, M., 

Academic Press, pp. 227-256, 1975.

14.

15. Gaines, B.R.; Foundations of fuzzy reasoning,

Int. J. Man-Mach. Stud. 8, pp. 623-668, 1976.

Gaines, B.R.: Fuzzy and probability uncertainty logics, 

Information and Control 38,pp. 154-169, 1978.

16.



Giles, R.: Lukasiewicz logic and fuzzy set theory, 

Internat. J. Man-Machine Studies 8, pp. 313-327, 1976.

17.

18. Gougen, J.A.: L-fuzzy sets,

J.Math.Anal. Appl. 18, pp. 145-174, 1967.

19. Halmos, P.R.: Measure Theory,

D.Van Norstrand Company, New York, 1951.

Hamacher, H.: Uber logische Aggregationen nicht-linär explizerter 

Entscheidungskritirien,

R.G. Fischer Verlag, 1978.

20.

Hamacher, H.: Über logische Verknüpfungen unscharfer Aussagen 

und deren zugehörige Bewétungs-funktionen in Progress in Cybernetics 

and Systems Research Vol. III. 

ed.by Trappl, R.and Kiír, G.J. and Riccardi, L.

John Wiley and Sons, New York, pp. 276-288, 1979.

21.

Kóczy, L.T.: Fuzzy algebras and some questions of their technical 

applications,

dissertations /in htfngarian/, University of Enginering, Budapest, 1975.

22.

Kóczy, L.T. and Hajnal, M.: A new attempt to axiomatise fuzzy 

algebra with on applications example,

Problems Control Inform. Theory 6, pp.47-66, 1977.

23.

Kóczy, L.T.: On some basic theoretical problems of fuzzy mathema

tics,

Acta Cybernet 3, pp. 225-237, 1977.

24.



Lakoff, G.: Hedges: a study in meaning criteria and the logic of 

fuzzy concepts,

J. Philos. Logic 2, pp. 458-508, 1973.

25.

Lee, R.C.T. and Chang, C.L.: Some properties of fuzzy logic, 

Information and Control 19,pp.41 7-431, 1971.

26.

27. Ling, C.H.: Representacion of associative functions, 

Publ. Math. Debrecen 12, pp. 182-212, 1965.

Lukasiewicz, J.: Philosophische Bemerkung zu mahrwertigen Systemen 

des Ausagenkalkuls,

Comptes Rendus des Seances de la Societé des Sciences et des 

Lttres de Varsowie, Classe 111.23, pp. 51-71, 1930.

28.

Marinos, P.N.: Fuzzy logic and its application on switching systems, 

IEEE Trans. Computers 18, pp. 343-348, 1969.

29.

Mostert, P.S. and Shields, A.L.: On the structure of semigroups 

an a compact manifold with boundary,

Anals of Mathematics 65, pp. 117-143, 1957.

30.

Negoita, C.V. and Ralescu, D.A.: Applications of fuzzy sets to 

systems analysis,

Birkaeuser, Basel, 1975.

31.

Preparata, F.P. and Yeh, R.T.: Continuously valued logic, 

J.Comput. Syst. Sei. 6, pp. 397-418, 1972.

32.

Recher, N.: Many-valued logic, 

McGraw-Hill Book C

33.

NewYork, 1969.• /



Schweitzer, В. and Sklar, A.: Associative functions, and abstract 

semigroups,

Publ. Math. Debrecen 10, pp. 69-91, 1963.

34.

Schweitzer, B. and Sklar, A.: Associative functions and statistical 

trangle inequalitis,

Publ.Math. Debrecen 8, pp. 169-186, 1961.

35.

Shafer, G.: A mathematical theory of evidence, 

Princeton University Press, 1976.

36.

Sugeno, M.: Theory of fuzzy integral and its applications, 

Ph. D. Thesis, Tokyo, Inst, of Technoi, 1974.

37.

Szó'kefalvi-Nagy Béla: Valós függvények és függvénysorok, 

Tankönyvkiadó, Budapest, pp. 17-48, 1975.

38.

39. Thole, U.and Zimmermann, H.J. and Zysne,P.: Gn the Suitability 

of minimum and product operators for the intersection of fuzzy sets, 

Fuzzy Sets and Systems 2, pp. 167-180, 1979.

Trillas, E. and Alsina, C. and Valverde, L.: Do we need mox-min 

and 1-j in fuzzy sets theory? in

Applied Systems and Cybernetics ed. by Lasker, G.F.,

Pergamon Press, New York, pp. 2808-2814, 1981.

40.

Vas, Z. and Dombi, J.: Basic theoretical treatment of fuzzy connec

tives,

Acta Cybernet, /in appear/, 1982.

41.



Zadeh, L.A.: Fuzzy logic and its application to approximate reaso

ning,

Inf. Process 74, Proc. IFIP Congr., 3, pp. 591-594, 1974.

42.

Zadeh, L.A.: Fuzzy sets,

Information and Control 8, pp. 338-353, 1965.

43.




