(WAVE

A FUZZY HALMAZCK ELMELETENEK MERTEKELMELETI ES LOGIKAI
 MEGALAPOZASA ES ALGEBRAI VIZSGALATA

EGYETEM! DOKTOR! ERTEKEZES

Vas Zoltén

JATE Kalmér Lészlé Kibernetikai Laboratérium
SZEGED, 1982.






BEVEZETES
1. A FUZZY HALMAZOK ELMELETENEK ALAPFOGALMAI ...... 1
1.1 Alopvetd definicibk ..oeeeveerennnin ivenneneeee saenennnn .
1.2.  Halmazelméleti muveletek fuzzy halmazokon .......... Cereaes 2
1.3. Tovébbi fogalmak . ..ovvveveviinns iiiiiiiiinnenne v oun 6
1.4. A fuzzy halmozok algebrai reprezentécidja .................. 8
2. A MAXIMUM £S MINIMUM MUVELETEK AXIOMATIKUS TAR-
GYALASA L.t e el 12
2.1 A moximum és minimum muUveletek oxiémarendszerei .......... 12
2.2 A bizonyit&sok tsszefoglolésa ......covvvveinii oLl 16
3. FUZZY MERTEK ES FUZZY INTEGRAL ......ccoevievvnnnnns 19
3.1.  Mértékelméleti alapfogalmak ........... .coooiie ciiilll, 19
3.2, Fuzzy MErEK ti.vr wevveniene o 0 e eieieiaeeaeaaeaan . 2]
3.3. A fuzzy mérték speciélis esetei ......cciiiiiiiieiiennnnnn. . 22
3.4. Fuzzy integrél ....... ce tesesseseesiaiassettoaaioanotennas 28
3.5. A fuzzy és a Lebesque integr6l dsszehasonlit&sa ............. 30
3.6. A fuzzy mérték kiterjesztése ... ....oeiene o aann. Ceeaiees 32
4, FUZZY LOGIKA .. iiviineene one ereecccieasetacaesranssan 34
4.1. TobbértéktU logikGk ..o veiiiiieeenniiieniiiiniieneninnns -34
4.2 A fuzzy és a val6szinységi logika .. 40
4.3. Tovébbi fuzzy logikék ..... s ceeieaen. Ceeeeeienciaanans 44
5. FUZZY KAPCSOLO MUVELETEK .......... e, 47
5.1. Fuzzy algebra ..... G eeoceacescenaterect e aacasaaceeanoes 48
5.2. ReprezentGcibs tétel ..ovvriiviennieiarrcncees cinianane.an Sl

TARTALOMJECYZEK




5.3. A reprezentécibs tétel kovetkezményei . ......... ...l 59
5.4, Példsk a kapcsoié muveletekre és generéGtor fuggvényeikre ... 63

" IRODALOMIEGYZEK




BEVEZETES

A fuzzy halmazok elmélete alig mésfél évtizedes multra tekint visz-
sza. Létrehoz6sénok 8 célja a humén rendszerek uj szempontu vizsgélata.
A tudorﬁényos elemzések sor6n minél teljesebb, szélesebb koru feladattal
foglalkozunk, annél tsbb bizonytalanségi tényezdvel taléljuk magunkofv
szemben. Amikor ezeket a feladatokat egzakt médszerekkel térgyolliuk, az
ilyen tényezdk leir6sa nagy nehézséget okoz, sok esetben nem is val6sit-

haté meg.

A valészinUségsz6mités igen {6 eszkdz a bizonytalonségok egy részé-
nek leirés6ra. A valészinuség és fuzzy tulajdonség kozotti alopvetd kulonb=-
ség, hogy mig o volészinuség |6l defini6lt, konkrétan meghatérozott ese-
mények el8fordul&énak valészinuségére ad mértéket, oddig a fuzzy tulaj= .
donség azt fejezi ki, hogy maguk az események, elemek, fogalmak bizony-

talanok, "rosszul definiéltak".

Dolgozatunkban o fuzzy halmazok elméletének matematikai olaopijait
targyaljuk. A fuzzy halmazokat ugy tekintjuk, mint kiterjesztett karokte=-
risztikus fuggvényeket, ahol az értékkészlet nem a §0,1} két elemu hal-

moz, hanem a [0,1] intervallum, vagy valamilyen é6ltalénosabb halmoz.

Az els8 fejezetben a fuzzy halmazok elméletének alapfogalmait is-
mertetjuk. A fuzzy halmaz fogalménak definiélésa utén 6ttekintiuk, hogy
milyen mUveleteket lehet értelmezni o fuzzy halmazok korében, és milyen

strukturét alkotnak a fuzzy halmazok ezekkel a muveletekkel.
lsmertetjik a fuzzy halmazoknak a kézonséges halmazok megfelelden

vélasztott halmazéval t5rténd reprezentbciséjGt

Az elsé fejezethez szorosan kapcsol6dé mésodik fejezetben o fuzzy

halmazokon értelmezett maximum és minimum muveletek axiématikus meg=



alapozésénak lehetdségeit térgyaljuk. Tbb szerz8 cikkét osszehasonlitva
vizsgéljuk a muveletek jogosultségét.

A harmadik fejezetben a fuzzy mértékke! és a fuzzy integréllal fog-
lalkozunk. El8szor ismertetiuk o szukséges mértékelméleti alapfogalmakot,
Amoid értelmezzUk o hagyoményos halmazok fuzzy mértékét. A véges hal-
mazokon értelmezett fuzzy mértékek specitlis eseteinek oz irodalombé! is=
mert osztélyozését kiterjesztjuk végtelen szémossGgu halmazokra is. Defi-
niGljuk o fuzzy integrélt é ennek segitségével a fuzzy halmazokon értel-
mezett fuzzy mértéket. Osszehasonlitjuk a fuzzy és o Lebesque mértéket

és integrélt,

A negyedik fejezetben ismertetjuk a fuzzy logikGt, mint tobbértéku
logikét. A mértékelméleti megkdzelités utén itt o megfeleld tobbértéku
logik6k Bsszehasonlitéséval vizsg6liuk a fuzzy halmazok és valészinuségi

elmélet kapcsolatét.

Az utolsé fejezetben oz elsd és mé&sodik fejezetben mér térgyalt mu=
veletek tovébbi elemzésére térunk vissza. Kivélasztva o muveletek bizo-
nyos tulajdonségait, nevezetesen @ folytonosségot, monotonitést és asszo=
ciativitést, keresstk o hagyoményos halmqzelméleti egyesités és metszetkép-
zés fuzzy halmazokra t8rténd 6Gltalénositését. Az ilyen tulojdonségu muvele=
tekre megfogalmazzuk és bebizonyitjuk a megfeleld reprezentbcits tétele-
ket. Ismertetik ezen tételek kdvetkezményeit és Gsszevetiuk az irodalom-

ban talélhaté hasonlé eredményekkel.

Ezen o helyen szeretnék kdszBnetet mondani Dr. Dombi Jézsef tudo=
ményos munkatérsnok és Dr. Hunyo Péter tudoményos fémunkatérsnak o
problémék felvetéséért, a hasznos konzultécidkért és azokért az észrevé-

telekért, amelyeket o kézirat elolvasésa utén tettek.



1. A fuzzy halmazok elméletének alapfogalmai

A fuzzy halmazok elméletének alapjo o halmazelméleti karokteriszti=
kus fuggvény fogalménak kiterjesztése. Legyen X nem ures alaphalmaz,
és A S X oz X egy részhalmaza, és jeldsljuk /--A-vol oz A részhal-
maz karokterisztikus fliggvényét:

{0, ha x4 A,
PAX) =) he xeA.

A pay karokterisztikus fuggvény az X alophalmazt o {0,1} kétértéku
halmazba képezi le, azaz Mp ¢ X—=>0,1} . Teh6t az X halmoz minden
elemérdl pontosan tudjuk, hogy az A részhclmaznak eleme, vogy nem

eleme.

Ha azonban valamilyen sok bizonytalanségot hordozé fogalomrendszert
akarunk halmozelméleti médon megkozeliteni, akkor a halmazhoz tartozést
nem tudjuk ilyen egyértelmien elddnteni. Csak olyanokat éllithatunk, hogy
oz X holmoz egy eleme tsbbé vagy kevésbé tartozik az A részhalmaz-

hoz.

Az itt leirtak matematikai megfogolmozéséhoz o fuzzy halmazok elmé-
letében o karakterisztikus fuggvény fogalménok éGltalénositéséval juthatunk
el. Az A fuzzy halmoz olyan kiterjesztett karakterisztikus fuggvény, o=

mely értékeit o [0,1] intervallumbél veszi fel.

1.1. Alopvetd definicidk

1.1.1. Definici6. Az A fuzzy halmaz a nem Ures X alaphaimazon .

értelmezett tetsz8leges

}*’K : X—= [0, 'IJ

fuggvény. A kozdnséges halmazok karakterisztikus fuggvénye ilyen értelem-



ben speciélis fuzzy halmaz.

Megijegyezzik, hogy Zadeh [43] dolgozatéban o fuzzy halmozokat
(x ,,u.z\(x)) pérok halmazaként értelmezte, ahol Mg az A fuzzy hal=
maz tagségi fuggvénye, és }Lﬁ(x) oz x elem A fuzzy halmazhoz
valé tartoz&sdénak szintje. Az Gltalunk hasznélt definiciéban a fuzzy hal-
mazokat azonositjuk a tagségi fuggvénnyel. Ez a felfogés oz utébbi idé-
ben oz irodalomban elterjedt, a problémék térgyalését, és az irsmédot je-
lentésen megkonnyiti. Ezért, vagy AE,...-vel jelsljtk a fuzzy halma-
zokat, és ﬂz,}‘-zé,...-vel tagségi fluggvényUket, vagy pedig magét a
p,V , ... fuggvényt tekintitk o fuzzy halmoznak.

Jelolijuk ¥ =F(X)-szel az X alaphalmazhoz tartozé fuzzy halma-
zok holmazét, Ch =Ch(X)~szel az X <-hez tartozé karakterisztikus fuggvé-
nyek halmazét. G (X) € F(X) .

1.2. Halmazelméleti muveletek fuzzy halmazokon

A kiozonséges halmazok részhalmazainak metszetét és egyesitését
Zadeh [431 a kovetkezd médon terjesztette ki:

1.2.1. Definici6. Ha A & B tetsz8leges ¥ -beli fuzzy halmazok,
akkor

egyesités: }*’,’iu'é(") mx(/*—;&(x) ,)-‘-rﬁ(x)) és

metszet : /.&znng(x) = min(}«.x(x) ,}J-,B(x)) , minden xe X esetén,
A maximum és minimum muveletek elméleti megalapozését, jogosultségénak

vizsgélotét, a probléma axiomatikus eszkdztkkel valé megkszelitését a 2,
fejezetben térgyaljuk.

A Zadeh-i muveleteken kivul kulonbzé indokok alopjén mésokat is
javasoltak o halmazelméleti muveletek 6ltalénositéséra. llyenek példéul:



1.2.2. Definicié.

=/Uk7g4§(><) =MA(X) +May(x) -/-LK(X) Meg(x)  és
: Mxofg(x) =}"-K(x) -}kg(x) vagy

: /u%ng(x) = min(l,}Lx(x) +,u/§(x)) és
: N’K;{E(x) = max(O,}Az(x) +}~§(x) -1 .

1.2.1, Tétel. Ho (®,O) a fenti mUveletpérok bérmelyike, &kkor tel-
jestl, hogy

(1) @ 6é © monoton, kommutativ és asszociativ,

(2) a@® & @ muveleteket a kozonséges halmazokra alkalmaz~
va a szokés?os egyesitést & metszetképzést kapijuk,

(3) ha A tetsz8leges F-beli fuzzy halmaz, akkor minden

xeX elemre teljesul, hogy

Ao =2 , ZRex

A9

I fl
» X

¢, RoX

A felsorolt hérom muveletpér mindegyikében o metszetképzés un.

t=normo.

1.2.3. Definici6. A t: [0,1] x [0,1]~»[0,1] kétvéltozés fuggvényt
héromszog norménok /t-norma/ nevezzUk, ha teljesilnek a kovetkezd tu-

lajdonségok /Schweizer & Sklar [34] /:

(1) #0,0) =0, t (a,1)= (1,a) = a , minden a e [0,1] esetén,
" (2) Ha,b) £ Hc,d) , hacsask a £ c,b £4d,
(
(

—

3) t{a,b) = Hb,a) ,
4) #t(a,b),c) = Ha,Hb,c)) .

~—



1.2.2, Tétel. Minden t=norma kielégiti a

t (a,b) 2 Ha,b) £ min(a,b)
egyeniStlenséget, ahol

a, hab=1,
b, haa=1,
0 , egyébként.

tw(c,b)

Megjegyezzik, hogy a e fuggvény segitségével is definiélhaté fuzzy

mUvelet.

A fuzzy kapcsolé muveleteket /fuzzy halmazok egyesitése é&s metsze-
te/ részletesebben o dolgozat 5. fejezetében térgyaljuk,

1.2.4. Definici6. Ha A tetszéleges fuzzy halmaz, akkor komplemen=

z L4 e
terét A-val jelolve

,U-ﬁ(x) = l-}Lx(x) , minden x € X-re.

Az itt értelmezett muvelet indoklésa nehezebb probléma, mint a maximum
és minimum muveletek jogosultségénak alGtémasztésa. A komplementer kép-
zéséhez alkalmazott fuggvényre Bellman és Giertz [4] o kovetkezd felté-

teleket adta:

Mm Mz(x) egyedul a ,u.x(x)-fé'l fuggijon, azaz
,ui(x) = h(px(x)) , minden x & X mellett,

(2) h(0) =1 & h(1) =0, visszanyerve a szokésos komplemen=-
ter képzést, ha A hagyoményos részhalmoz,
(3) h folytonos és szigoruan monoton cstkkend,

(4) h involutiv, azaz h(h(,u-z(x))) =}*K(x).



Ezek o feltételek azonban nem hatérozzék meg egyértelmien h-t. Ahhoz,
hogy a h(u) = 1-u fuggvényt kapjuk, tovébbi feltételek szukségesek.
Ha az (1) - (4) feltételek mellett o

(5) minden X)Xy € X=re
ha /u.x(x]) +,w/-\'(x2) = 1, akkor p\.ﬁ(x])A +,u,z(x2) =
feltételt koveteljuk meg, akkor h(u) = 1-u /Gaines [15] /.

Az 5. feltétel helyett Bellman és Giertz egy sokkal szigorubb kovetelményt
Gllitva kapta ugyanezt az eredményt:

(6) minden x,,x, e X-re

1772
pax(x) = pox(x,) =prglx,) =pmpix))

1.2.3. Tétel. A (@, @) az 1.1.4. definiciéban megadott komple=~
menter képzéssel kielégiti a De Morgan azonosségot, azaz minden

A , Be T(X)~re

XOB =208, &
20B=207F .

1.2.4, Tétel. Ha F(X) az X alophalmazhoz tartozé fuzzy halmozok
halmoza, akkor = az 1.2.1. & 1.2.3. tételeket is figyelembe véve -

(1 (F(X) ,U,N,T) pszeudo=komplementumos disztributiv hé=
16, tehdt

- U és N idempotensek, kdlcsonssen disztributivok, és telje-

sl az elnyelési tulajdonség,

- nem teljestl a kizért harmadik elve, azaz éltaléban nem

teljesulnek az



ANA-= g, és AUR =X
egyenl&ségek.
(2) (F(X) ,%, « ,”) pszeudo-komplementumos, nem disztributiv

struktura, teh&t
- % & -« nem idempotens, nem disztributiv, & nem telje-
sUl az elnyelési tulajdonség, .
- nem teljestl o kizért harmadik elve,
3) (¥X) , 9w ,m, 7)) komplementumos, nem disztributiv struk=

tura, tehd&t

- é (A nem idempotens, nem disztributiv és nem teljesul

az elnyelési tulajdonség,

- teljestl o kizért harmadik elve.

1 3. Tovébbi fogal mak

1.3

.1
@z A fuzzy halmazt, vagy mésképpen fogalmazva az A megeldzi B-t
/A£8/, ho

. Definici6. Akkor mondjuk, hogy a B fuzzy halmaz tartalmozza

}J-x(x) éP‘r-é(x) , minden x € X esetén,

A £ relécié parcidlis rendezés F-n.

Két fuzzy halmozt akkor tekintunk egyenidnek, ha

Mg(x) =/*v§(x) ,  (x e X).



1.3.1. Tétel, Tetsz8leges A, Be% fuzzy halmozokra teljesul,
hogy.

~ ~

UBSA2BLA W B.

un
ITA8
~

ANBEA.BLANS

1.3.2. Definicié. Az A fuzzy halmaz & =szinthalmozénak nevezzik és

~
Ay =-val jelsljuk a

Z&={x|xex és,uz(x)é*S

hagyoményos halmazt.

Teljestinek o kdvetkezé tételek:

1.3:2. Tétel. Tetsztleges Ae TF(X) fuzzy halmaz eldéll

}A-x(x) = sup min (o(,/wx* (x))

€0, 1]
alakban.
1.3.3. Tetel.
AU hé)* = 'K*U 'E,‘, és
AN B, = ANT,, d
R, + A .

A fuzzy halmazok fogalménak egy tovébbi lehetséges éltalénosités6t
ugy kapjuk, hogy az értékkészlet [0,1] intervalluma helyett egy 6ltaléno=
sabb strukturét vélasztunk. Legyen (L, V,A) teljes disztributiv hélé.

1.3.3. Definici6. A nem Ures X halmaz L=fuzzy halmaza egy

M X —>L
fuggvény. Jelsljuk ‘?L(X)-szel oz X oalophalmazhoz tartozé L-fuzzy
halmazok halmezét. Az L=[0,1] esetben¥ (X) = %0.1] (X) =F(X)
/Gougen []8_] / .



1.4, A fuzzy halmazok algebrai reprezentécisjo

A fuzzy halmazokra vonatkozé reprezentéciés tétel ozt Gllitia, hogy
minden fuzzy halmazhoz hozzérendelhetd kozonséges halmazok egy megfe-

lelden vélasztott halmaza. Ehhez o tételhez o kdvetkezd uton jutunk el
/Negoita és Ralescu [31] / .

Legyen (L, V,A) teljes hélé.

1.4.1. Definici6. A tetszéleges X halmaz L =-véletlen halmaza az

X részhalmazainak olyan

&= i *}deL
osszessége, ahol E S X , minden otel, & amelyben E\ s U E_;,
minden {o .} S L mellett. iel el
iel

Az L -véletlen halmazok halmazét jelsljuk 'J&L(X) -szel.

1.4.2, Definicié. Legyen &’ é&s £’ 'JLL(X) -beli L -véletlen hal-

maz. Akkor mondjuk, hogy £’’ tartalmozza &'-t /&' = E'’/, ha

E'’ £ E'" , minden el mellett,

Megadhaté egy teljes hélé az ?&L(X) halmazon a kovetkezd muve-
letekkel:

1.4.3. Definici6. Legyen &' = 25’.‘5‘*“ & E£'' = {E"“&el_ Y (X) -

beli véletlen halmoz. Ekkor oz L =véletlen halmazokon oz egyesités és

metszetképzés muvelete:
EUE’ = (EuU EY)

E'NE’ =UE, ahol ETX), EL £, & E3g° .



Megjegyezzik, hogy ( EL N E:’{)akeL

BelGthats, hogy 'I?,L(X) teljes h6l6, amelynek o legkisebb eleme
Cﬂ = iE.‘S‘*eL , ahol minden o € L-re E. = @, o legnagyobb eleme
C] = {E4 , ohol minden o € L-re E.= X.

=<el

ol

A tovébbiakban az (L ,4) parciélisan rendezett halmaztél kovetel=-

juk meg o kdvetkezd tulajdonségokat:

(L) L teljes héls,
(L2) minden A < L-re, ha a &sup A, akkor létezik olyan
beA, hoggy o2 b.

Tegyik fel még, hogy minden f: L—=P(X) /P(X) oz X hatvény-
halmaza/ fuggvényre teljesil, hogy

(F1) fo)=¢,
(F2) f(V;) = U flx,) , minden {X} . l_C_L esetén.
iel iet ! V1€

Legyen LL(X) az ilyen tulajdonségu fuggvények halmoza, ozaz
LL(X) = {f: L=>P(X) | f-re teliesul F1 & F23.

Léthaté, hogy egy tetszdleges .CL(X) -beli f fuggvénynek egy L =vélet=-

len halmoz felel meg, és viszont. A

L =(F: L=P) | K0) =X, & Flva)) =N K.

iel el

halmazt szintén hasznélni fogjuk.

1.4.1, Tétel. Az (‘C'L JAN, N ) é az (’CL sV, A ) stroktura
teljes hél6, ahol

nem feltétlenul eleme ':”-L(X) -nek.

-
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o >
T
i}

N /
;el Fi(‘*)l fie-L ’

(L]

e AF,ahol fefy, fel . & £ 2 ¢,
valomint

( i\e/l g;) () = i\é)l gi(ok) ’ gie,E'L’ ,

%gi =Vg, ahol gie-C'L’ . geL"L, ¢ g = g..

L&thaté tovébbé, hogy ‘C'L infimum=-teljes, mig L"L szuprémum=teljes
halmaz, és az .CL(X) és 'IZL(X) izomorf strukturék.

A fuzzy halmazok & az ' -véletlen halmazok kozstti megfelelte-

tés két leképezés szorzataként 61l el8. Ezek:

1.4.2. Tétel. Létezik egy @] :'IL(X)—7L'L(X) .bimorf leképezés ugy,
hogy

(D‘(M) = fu . ahol f, (&) = {x e X| /u.(x) z «j

1.4.3. Tétel. Az .{,'L(X) és LL(X) teljes hélék izomorf strukturék,
mégpedig o

Gp ¢ L) = LX)

izomorfizmus mellett, chol

QD = g, olx) = X - ).

1.4.4, Tétel. /Reprezentbcits tétel/ Létezik egy Y izomorfizmus az
'}L(X) és ,LL(X) teljes halok kozstt, mégpedig
Y=Qrd, : F 0L (X .

lgy megteremtettuk a kapcsolatot az L -fuzzy halmazok és az L =vélet~
len halmazok kozdtt.



o

Tekintsink néhény speciélis esetet. Legyen tehét

L=3f1f : LX), fO)=¢, Vet = UoRe)

(1) ha L=%0,1} , akkor L =P(X),

az X részhalmazainak halmaza,

(2) ha L={0,1, akkor [= F(X),

az X fuzzy halmazainek halmaza,

(3) ha L teljesiti az L1 & L2 feltételeket,
akkor L= ¥ (X) ,

az L =fuzzy halmazok halmaza.
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2 . A maximum és minimum muveletek axiématikus térgyalésa

2.1. A maximum és minimum miveletek oxiémarendszerei

Zadeh a fuzzy halmazok elméletének kialakitésakor [43] nagyon egy-
szerU indokl&st adott @ maximum és minimum mivelet bevezetéséhez.

A kovetkezSket irta:

(Z1) két fuzzy halmaz egyesitése legyen az a legkisebb fuzzy halmaz,

amelyik tartalmozza mindkettdt,

(22) két fuzzy haolmaz metszete legyen oz o legnagyobb fuzzy halmaz,

amelyiket mind o két fuzzy halmoz tartalmazza.

Ez természetes definicié, mert ekvivalens o hogyoményos egyesitésnek
és metszetképzésnek a halmazok részben rendezett strukturéjéban megadott
értelmezésével. Zadeh bebizonyitotta, hogy a 0,7 intervallum esetén

o Z1 é 22?2 o maximum é minimum muvelet.

Mint az 1. fejezetben l6ttuk, o max = min miveleteken kivisl mé-
sokat is jovasoltak @ halmazelméleti muveletek 6ltalénositéséra. Eppen ezért
szikségessé v6lt a kilonbozd muveletek jogosultségénak vizsgélata. llyen
irényu torekvések elészor a max é min muveletek védelmében torténtek.
Ezeknek o dolgozatoknak az volt a céljuk, hogy olyan érveket soroljonak
fel, amelyek oz illetd muveletek indokoltségét elméleti és gyokorlati szem=-
pontbé! alétémasztiék, Ezt o célt megfelelGen megvélasztott axiémarendsze~

rek segitségével érték el.

Valamennyi munkéban kozos az a feltételezés, hogy a fuzzy halma-

zokon értelmezett egyesités és metszetképzés miveletére érvényes, hogy
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Mgk = AR, pmglx) 6
N ,§(x) = C(Mx(x) ,}Laé(x)) , minden x € X esefén,‘

ahol d,c: [0,1] 2—-)[_0,1] fuggvények. Az oxiémékat ezekre a fuggvények-

re vonatkozéan mondték ki.

Az axiémarendszerek kozUl oz els§ Bellman & Giertz [4] munkéjé-
ban jelent meg. Cikkukben ozt bizonyitotték, hogy a Zadeh-i definicié
nemcsak természetes, de egy teljesen indokolt feltételrendszer mellett az

egyetlen lehetséges is. Ez oz a dolgozat, omelyre szinte minden késdbbi

szerzd kiindul&ként hivatkozik.

Homacher [21] cikkében a fuzzy halmozokon értelmezett muveletek
kulonbbzd osztélyait vizsgélta, & bebizonyitotta, hogy Bellman és Giertz
axiémarendszerénél egy szUkebb axiémarendszer is a max és min mivelete-

ket adja.

Trillas, Alsina és Valverde [40] tobb szempontbél kozelitette meg a
fuzzy halmazokon értelmezett egyesités, metszetképzés és komplementerkép~-
zés probléméjat. Ezek kozUl azt emeljuk ki, hogy ismertették o fenti két
feltételrendszert, és egy Gltalénosabb muveletosztély vizsgélaténak kiindulé-

pontjaként kozoltek egy ~ az eldzbektdl kilonbozd - axiémarendszert.

Dubois és Prade [11] @ tobbtényezds dontések elméletében eléfordu-
|6 aggregdciés muveletek osztblyozését és interpretélés6t kisérelték meg.
Ezen belul kozsltek egy feltételrendszert, amelynek egyetlen lehetséges

megoldésa @ max és min muveletek.

Fung és Fu [14] a tobbtényez8s dontések probléméi6t fuzzy kornyezet-
ben vizsgélva fel6llitottak egy = Bellman és Giertz rendszerénél élesebb -

axiémorendszert, amelyet szintén csak o max & min muUveletek elégitenek

ki.



-14 -

A fenti ot axiémarendszert jeldljuk rendre BG, H, TAV, DP é&s FF
roviditésekkel.

A tovébbiakban el8szdr ~ rovid indoklasokkol - leirjuk o lehetséges
oxiémékat, majd Ssszefoglaljuk egy t4blézatban, hogy o fenti dolgozatok=
baon ezek kozul melyel: alkotnak teljes rendszert a max é min miveletek

szempontjabél.

Interpratélijvk @ d & ¢ fuggvények x és y véltozéit, mint
elfogadési mértékeket /szinteket/, vagy igozsGgértékeket.

(A1) A d & c fuggvények folytonosak, azaz véltozéik kis
mértékt véltozdsa a kdzbs elfogadési szintet kis mértékben

véltoztatia.

(A2) d & c monoton ndvekvd mindkét véltozédja szerint, te=
hét ha egyik véltozé igozségértéke sem csdkken, akkor oz

dsszevont érték sem csokkenhet.

(A3) A d(x,x) és e(x,x) fuggvények szigoruan monoton novekvdk,
tehét ha x’< x"’ akkor ez oz egyenldtlenség az elfogadési

szintekre is teljesUl, azoz

d(x’,x’) & d(x’’,x"") és c(x',x" ) < c(x'’,x"").

(A4) d & ¢ kommutativ, azaz a véltozék felcserélése az elfo-

godé&si szintet nem véltoztatja.

(AS) d és ¢ asszociativ, azaz
d(x,d(y,z)) = d(d(x,y), z) &
c(x,cly,z)) = clelx,y),z), minden x,y,ze [0, 1] -re.
Ez az oxiéma a kétvéltozés muveletek t§bbv6ltozéssé valé

kiterjesztését témogatia.



(A6) A d & ¢ kolesonssen disztributiv, azaz

d(x,cly,z)) = cldlx,y), d(x,z)) és
c(x,d(y,z)) = d(c(x,y), c(x,z)), minden x,y,z € [0,13
esetén,

(A7) d é&s ¢ idempotens, azaz

dix,x) = x & c(x,x) = x, minden xe[Q,]] -re.

Az AS, A6 és A7 axiémékat Bellmon és Ciertz ugy indokolta,

hogy a logikailag ekvivalens kijelentéseknek az igazs4gértéke legyen egyen=
18.

(A8) d(x,y)2 max(x,y) és c(x,y) & min (x,y). Ez oz oxiéma azt
'bizfositia, hogy a v6ltozék széménak novekedésével o ¢ fugg-
vény Gltal meghatérozott elfogadési szint nem novekedhet, mig

a d 6ltal meghatérozott nem cstkkenhet.

(A9) d(0,0) =0, d(1,1) 1, d(0,1) = d(1,0) 1 &
c(0,0) =0, ¢1,1) = 1, ¢0,1) = c(1,0) =0.

]

Ez oz un. korrespondencia elv, azaz a fuzzy halmazokon ér
telmezett egyesités és metszetképzés muveleteit a hagyoményos
halmazokra alkalmazva a halmazelméleti egyesitést és metszet-

képzést kapjuk. .

(A10) d(1,x)
c(0, x)

d(x,1) 1 &
c(x,0) =0, minden xe [0,1] esetén.

(A1) d(0, x)
c(l,x)

d(x,0)

c(x,1) = x, minden xeg [0,]] -re.

X és

Ez oz utébbi két axiéma a korrespondencia elvnél szigorubb feltétel.
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Az axiémarendszerek téblézata

Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 AI0 Al

BG X X X X X X X X

H X X X X

TAV X X X
DP X X X X X

FF X X X X X X

2.2. A bizonyité&sok otsszefoglalésa

Az elézdekben ismertetett valamennyi axiémarendszert csak a maximum
és minimum muveletek elégitik ki. Ezt a szerzék dolgozataikban kilon-kilon
bebizonyitotték. Most = bizonyitésok nélkul - kiemeljik azokat a fébb &lli-
tésokat, amelyek segitségével aztén minden axiémarendszer esetén o teljes

bizonyités felépithetd.

Az idempotencia = mint azt az 5. fejezetben még l6tni fogjuk - a
moximum és minimum mUveletek meghatérozé tulajdonsdga. Mivel a BG  és
H oxiémarendszerekben nem szerepel az idempotencia ezért Bellman és
Homacher el&szor ezt bizonyitotta be més tulajdonségok segitségével. Bellman-
nal ellentétben Homacher nem hasznélta ki o folytonosségot /Al/ és a korres-

pondencia elvet /AS/ bizonyitésa sorén.

2.2.1. Segédtétel. Az A3, A5, A6 és AB axibmék teljesilése esetén
a d & ¢ fuggvény idempotens /Hamacher [21] /.
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A moximum és minimum muveletek szempontj&bél egy mésik erds tu=

lajdonség oz A1l .

2.2.2 Segédtétel. Ha d é ¢ folytonos /A1/, monoton /A2/,
asszociativ /AS/ és teljesiti a korrespondencia elvet /AS/, akkor teljesiil
az All axiéma /Dubois {10} /.

Az A1l axiéma felhaszn¢léséval a muveletek idempotens tulajdonsé-

gét més médon is megkaphatjuk.

2.2.3. Segédtétel. Ha d és ¢ kolcsonosen disztributiv /AS/, telje=
siti a korrespondencia elvet /A9/ é A1l -et, akkor d é ¢ idem-
potens /Trillas [40)/ .

Az alébbi két tétel az A8 axiémét & a

) <
min(x,y) = c(x,y) , d(x,y) 2 max(x,y)
tulajdonsGgokat adja, amelyeknek mér trivi6lis kovetkezménye o
c(x,y) = min(x,y) & d(x,y) = max(x,y)

egyenldségek.
2.2.4. Segédtétel. Ha d & ¢ monoton A2/ és teljesiti All -et,
akkor

C(x,y)smin(x,y) és d(x,y)é mox (x,y) /A&/ .

2,2.5. Segédtétel. Ha d & ¢ monoton A2/ és idempotens /A7/,
akkor

min(x, y) s c(x,y) &  max(x,y) z dix,y) .

Ezekutén oz egyes axiémarendszerek clapjén a bizonyités menete a ko=

vetkezd:



- 18 -

H : 2.2.1., 2.2.5.
DP : 2.2.2., 2.2 4. , 2.2.5.

TAV: 2.2.4., % , 2.2.3., 2.2.5.
FF @ 2.2.5., %% , 2.2.2., 2.2.4.

& %k és %jelvlésekkel a kdvetkezd két egyszery 6llitést helyette-

sitettik:

% ¢ A8 = d(0,0) =0, d(1,1) =1 és
c{0,0) =0, c(1,1) =1,

%% : Al0 = d(0,1) =d(1,0) =1,
c(0,1) = ¢(1,0) = 0.

Megjegyezzuk, hogy a bizonyitsok fent leirt menetei nem minden
esetben egyeznek meg a szerzék 6ltal megadott levezetésekkel. Célunk az
volt, hogy a dolgozatokbél kiemelt legjelentdsebb wsszefiiggések felhaszné-

lés6val valamennyi axiémarendszer esetén megfeleld levezetést kapjunk.
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3. Fuzzy mérték és fuzzy integrél

A fuzzy halmozok segitségével olyan objektumok, fogalmak tulajdon~
sdgait prébéljuk megfogalmazni, amelyekben rejld bizonytalansgokat egyéb
matematikai eszkozokkel nem, vagy nagyon bonyolult médon lehetne megad-
ni. Amikor ezeknek oz objektumoknak a viselkedését, mozgését akarjuk vizs=
gélni, felmerul o kérdés, hogy « hagyoményos matematikai eszkozok alkal=-
mazhaték-e? Ezek oz egyébként hatékony médszerek sokszor csak olyan
szigoru feltételek fennéllésa esetén hasznéGlhaték, amelyeket egy fuzzy hal=

mazok segitségével felGllitott rendszer nem teljesit.

Ezért felmerul az igény olyan matematikai médszerek kidolgozéséra,
amelyek segitségével o fuzzy tulajdonségokat hordozé rendszerek is {61 ke-
zelhetdk. lgy sziuletett meg a fuzzy mértékek & fuzzy integrélok elmélete.
A fuzzy mértékek segitségével a fuzzy tulajdonsGgokkal rendelkezd objektu-
mok szubjektiv értékelésére nyilik lehetdség.

3.1. Mértékelméleti alapfogal mak

El&szor azokat a halmazelméleti és mértékelméleti fogalmakat ismer-
tetjiuk, amelyekre a fuzzy mérték és integrél térgyal&énél szikségink lesz

/Halmos [19] / .

3.1.1. Definici6. Egy X halmaz részhalmozainck R rendszerét hal-

mazgyurinek nevezzUk.

(V) ha ABcR esetén AU BeR , 6

(2) ho A,BeR esetén A -BeRkR.

3.1.2. Definici6. Egy X halmaz részhalmozainak & rendszerét hal=-

mazalgebrénak nevezzuk,
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(1) ha A,BeA esetén A U Beki , &
(2) ha Aei  esetén Ack.

3.1.1. Tétel. Az R holmazgyUrt akkor és csakis akkor halmazalgebra,
ha Xel.

3.1.3. Definici6. A halmazgyurut Borel féle holmazgytrinek, vagy
3@ -gyirinek nevezzik, ha

o0

AnefR (n=1,2,...) esetén U A eR.

n=] n

A Borel féle halmazalgebra /& -algebra/ hasonléan definiélhaté.

3.1.4, Definici6. Az X halmaz részhalmazainak M. rendszerét mono-
tonnak nevezzUk, ha tetszéleges JL -beli monoton {_Eni sorozatra

» o0
lim E = UEneN..

n¥co n=]

3.1.2, Teétel. Minden 6 ~ algebra monoton rendszer, és ha egy algeb~-

ra monoton, akkor © = algebra.

3.1.5. Definici6. Az X halmaz részhalmazainck A rendszerén értel-
mezett m : A->R” halmazfuggvény & - additiv,

ha A&k (n=1,2,...) esetén m(U A)= T mA).
n n=) " n=1 n

3.1.6. Definici6. A halmazgyurun értelmezett & - additiv, nemnegativ
halmazfuggvényt mértéknek nevezzuk.

3.1.7. Definicié. Az R halmazgyurun értelmezett m mértéket
S - végesnek nevezzuk, ha minden Ae R halmazhoz talélhaté olyan
Ane& (n=1,2,...) halmazsorozat, hogy minden An halmaz véges mér-

o0
téki, és A &S U A .
n=} "
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3.2. Fuzzy mérték .

Legyen M. 0z X halmaz részhalmazainok olyan monoton rendszere,

omelyre §,XeM.

3.2.1. Definici6. Az M-n értelmezett g : M ={0,1] halmozfiggvényt
fuzzy mértéknek nevezzuk /Sugeno [37]/, ha '

(M g@ =0, gX)=1,
(2) ha A,BeM & A < B, akkor g(A) £ g(B) ,
(3) ha {An} M =beli monoton halmazsorozat, akkor
li = i
im g(An) g (lim An) .
N o0 n-yo0
Itt az (1) o korlGtosségot & nem=-negativitést, (2) o monotonségot,és (3)

a folytonosségot biztositia. A 3. feltétel csak végtelen X halmaz esetén
lényeges.

3.2.2. Definici6. Az (X ,M,, g) h6rmast fuzzy mértéktémek, g =t a
mérhetd (X ,M) tér fuzzy mértékének nevezzik. ’
Ha AeM., akkor az A halmaz M-mérhetd.

3.2.3. Definicié6. Legyen h: X [0,1]. A h fuggvényt M- mérhets-

nek, vagy mérheténel nevezzik, ha oz

f'x | h(x) z o&}e', M., 6z0z 0z o =szinthalmaz mérhetd minden
o’ e[O, U -re.

3.2.1. Tétel. Llegyen g az (X,M) tér fuzzy mértéke. Ekkor, ha
A,BeM, akkor

(1) oAU B

) £ mox (g(A) , g(B)) ,
(2) g(A 01 B)

min {g(A) , g(B)) .

Iin v
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3.2.4. Definici6. Ha g(A U B) = max(g(A) , g(B)) minden A,BeM-re,
akkor g M -additiv.

3.3. A fuzzy mérték speciélis esetei

A tovébbiokban a P> Borel rendszert tekintjtk a g fuzzy mérték
értelmezési tartoményénak. A T Borel féle halmozalgebra @ 3.1.2. té-

te! alapjén monoton rendszer.

Vizsgéliuk meg most a fuzzy mérték néhény speciGlis esetét és ezek
egyméshoz volé viszony6t.

3.3.1, Definici6. Legyen g a I Borel halmozalgebrén értelmezett
fuzzy mérték. A g-t hihetéségi /credibility/ mértéknek nevezzuk
/Shafer [ 29] / , ha tetszUleges P> -beli diszjunkt {Ani halmazsorozatra

Q(U An) = § _g(An) /szuperadditiv/

n=1 n=1

tulajdonség teljesul.

3.3.2. Definicié. Hoa a I =n értelmezett fuzzy mérték szubadditiv, azoz

35 tetszdleges diszjunkt iAn} halmazsorozatéra

o0 A)E T ga)

n=1 n=1 n

teljestl, akkor g=-t elfogadhatéségi /plausibility/ mértéknek nevezzik.

Mint ahogy a valészinuség matematikai fogalmét o valészinuségi mér-
ték axiéméival szokés megadni, ugy a Shafer [ 29] 6ltal térgyalt hihetdség
és elfogadhatésdg matematikai definiciéjét o megfeleld mértékek axiéméival

.adjuk meg.
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A valészinuségi mérték oz egyetlen olyan fuzzy mérték, amely egy-
idejuleg hihetdségi & elfogadhatéségi mérték.

Mivel a klosszikus mértékek additivitésGval szemben o fuzzy mérték
monoton tulajdonséga nem elegendd ahhoz, hogy két idegen halmaz egyesi-
tésének mértékét meghatérozzuk az egyes holmozok mértéke alapjén, Sugeno
[37] jovasolt egy szabélyt, amely elvezet egy tovébbi speciélis fuzzy mér
ték definiciéjéhoz.

3.3.3. Definici6., Legyen»az X halmaz részhalmazainok Borel féle
halmazalgebréja. A F>-n értelmezett g, halmazfiggvényt megszémliélha-
téan A - additivnak nevezzik, ha minden 3 -beli {An} diszjunkt

halmazsorozatra

o0 'l e
9, (U (A)) = 7[,?1, (W +2xg, (A))-1]

ahol Ae(=1 ,00) & A # 0.

A kovetkezd tétel alapjan 16thaté, hogy a A - additivités a & - additi-
vités /3.1.5. def./ Gltal6nositésa.

3.3.1. Tetel. Ha g, a B Borel féle halmazalgebrén értelmezett meg~
szémlélhatéan A = additiv halmazfuggvény és {An} -beli diszjunkt hal=

mazsorozat, akkor

n=1 n=1 n
Bizonzités.
©0 ] o0 _
'l_n:gk(L_). An)— |1_r2°i1I (]+xg).(An))-] =
n=1 n=1
Ly
= Xh-TO lim '-K (] +19 (A )) -1 =
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n
lim[lim ( 5 9, (A)* A& 6, (A) g (A)+ ... )]

n-»e0 A0 ixf i#|
n °°4$ i,lﬁn
=  lim ?: ga'(Ai) = ¥ gz-(An) .
nseo =] n=1

3.3.2. Tétel, Hao a B Bore! féle halmazalgebrén értelmezett g : 310, 1]

halmazfiggvény megszémlélhatéan A - additiv & g, (X) = 1, akkor g,

fuzzy mérték.

Bizonyités.
Az 'i_X,¢,¢,...} B -beli diszjunkt halmazsorozat. Ezért

g, (X) = 7{[(1 +X g, (X)) ."ﬁ"z (1 +2g(0)) - 1].
n:

Az egyenletet Gtrendezve kapjuk, hogy

T+ ng @)=,

n=2

Ez akkor és csakis akkor igaz, ha gl(ﬂ) = 0.

Ezzel beléttuk, hogy a g halmazfuggvény teljesiti @ 3.2.1. definicié
1. feltételét.

Ha A,BeP & AN B =@, okkor {A,B,f,...} -beli diszjunkt
halmozsorozat & igy a megszémlélhaté A=~ additivités felhasznéléséval nyer-
juk, hogy

gl(A U B) = g,_(A) +gl(B)+l.. gl(A) . 92.(8) , ahol
Ae(=1,00) é X#0.

A g, halmozfiggvény monotonségénak bizonyitéséhoz felhasznéljuk, hogy
minden E,Fel és ESF esetén

EU((F=-E)=F & EN(F-€= ¢.
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Ezért minden E,F € 5 -re, ha E < F , okkor

gx(F) - g,’\SE) =ga_(F -E). (0 +A. gl(E)) .

Az egyenldség jobb oldala nem negotiv, igy minden E,F e F5-re, ha

ESF, akkor g;\SE) s gl(F) . Tehét monoton.

N

Be kell bizonyitani még, hogy folytonos.

9a

Legyen {Ani I>-beli monoton ndvekvd halmazsorozat és tegyuk
fel, hogy AO = ¢ .
Ekkor

gl(“m An) gx( Lj An) = gx( Lf (An - A
n->+ n=1 n=1

- =l

D) =

n-—

(1 +Xg (A = A _ D=1 ]=

=1

1

Dl —

im [T O +Ag (A - A ) - 1] =

hveo s

n
lim gl( U (Ai - Ai"] ) ) = lim gl(A ) .

. n
N> i=1 Nn-ye0

Legyen most {AFS P -beli monoton csskkend halmazsorozat. Ekkor oz
i_zn =X - An} sorozat monoton ndvekvd. A bizonyitésbon felhasznéljuk

a kovetkezd osszefiggést: ha Ee¥>é E = X - E, akkor

g, (%) = g (EUD =g, (E) + g, (B) . (1 +Ag (E) .

Innen

1 - g, (E .
gx(E) = —I—Ti-—'kg-gL%F;— , mmden Eel.

X

Figyelembe vesszuk még, hogy a g, monotonséga é& g, (X) =1 miatt

95 (E)L o, minden Ee 3> -re, és hogy AD -1 miatt” 1 + A g X(E)>O°



- 26 -

Ezekbdl, és a sorozatok hatérértékére vonatkozé osszeflggések alapjén azt

kapjuk, hogy

o (lim A)= T - gy (X = lim An) = 1= gyllim A _
Ao 1 +2g (X - lim A 1 +2ag.(lim A)
> n 1|"\--9-o n
Ned o0
- ' “r? gl(A") = ]_:_g_"ié'l) lim g_ (A).
1 +Alim g‘,\.(an ]+7~91(7xn) now A D
n-»eo

Tehat g folytonos és igy fuzzy mérték A e(=1,20) -re.

AXL= 0 esetben a 3.3.1. tétel alopjén @ A -additivités helyet-

tesithetd a 6 - additivitéssal.

3.3.3. Tétel. Ha a I>Borel féle halmazalgebrén értelmezett
B~[0,1] halmazfuggvény G- additiv és gO(X) =1, akkor
fuzzy mérték. /Halmos [19]/

99 :
%

Végll a A~ odditiv fuzzy mérték és az elfogadhatéségi illetve a
hihetdségi mérték osszehasonlitését végezzik el.

3.3.4. Tétel. Ha o I> Borel féle halmazalgebrén értelmezett g4 fuzzy
mérték megszémlélhatéan A -~ additiv és

(1) ha Xe(=1, 0), akkor 93
s6gi /plausibility/ mérték, és

szubadditiv, tehét elfogadhaté-

(2) ho A €e(0,0), akkor glszupercdditiv, teh6t hihetdségi
/credibility/ mérrék.

Bizonyités. A bizonyités elsé |épésében teljes indukcist alkalmazunk.

Az n = 2 esetben a
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gl(A]U A2) = gl(A]) + gl(A2) + lgl(A]) ) g)~<A2)

egyenl8ségbdl az &llitésok kdnnyen kovetkeznek. Tegyik fel, hogy n-re
teljesul (1) 6&s (2) . Legyenek {AI’A2"°"An+13 P -beli diszjunkt

halmazok.

Ekkor

- ha Ae(-1, 0), akkor

n+1 n

n
g,x(ig]Ai) = 91(38] A)+e, (AL *’“91(}:’] Adg, (AL &

n

$q (0 A) A ) < A.) A )=
—g’“(;g] Dty (A E] gx(.i oA )=

= Z] g, (A

- ha A €(0,00), akkor

n+l n n >
ﬂl(;g‘ A) = 97‘(;81 A + Q;L(AnH) +Ag x(iL:)] A 'gx(An«H) z
2 n 2 <
- gx(i__k_)] A+ e A= ;L—;gx(Ai) toa(Ben) =
1
-2 0, (&)

i=1
Tehét tetszéleges I =beli véges diszjunkt halmazsorozatra teljestlinek a

tétel 6llitésoi, ezért ha {An} tetsz8leges Io -beli végtelen diszjunkt

4
halmazsorozat, akkor

- A€(-1, 0) esetben

o0 . n Z . n o0
9, (YA)=lim 91(;81 A = lim 59, = nZ=1 9, (A &

n=1 n>oo =1
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- A¢(0,o0) esetben

5 n 5 n e
gl( \-)- An) = |im gl( .E) Ai) = lim L_ g'}\(AF) = Z_: gl(An) .
n=1 nso =l n»>wi=] n=1

A 3.3.2. , 3.3.3. és 3.3.4. tétel eredményeit tsszefoglalva kap=
juk a kovetkezd ébré 2

A:  fuzzy mérték D g, mérték
Bl: credibility mérték BY N B2 : valészinuségi
B2: plausibility mérték mérték

Ezt az eredményt Banon a véges halmazok esetére vezette le /[ 3] /.

3.4. Fuzzy integrél

A fuzzy integrélok a vérhaté értékhez hasonlé rendeltetést funkcioné=

lok, de amig a vérhaté érték lineéris, a fuzzy integrélok csak monotonok.

3.4.1. Definicié. Legyen h : X = [0,1] ®-mérhetd fuggvény. Az
A€P> halmozon a h(x) fuggvény g fuzzy mértékre vonatkozé integ=

rélja

S a h0x)e o) o Bmh b AP
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ahol E = {x | hx) >=°<} .

Jeloljuk o fuzzy integrélt réviden fA h o g -vel, ha pedig A =X,
akkor Ehog -vel, és legyen aAnb=min(oc, b)é o Vv b=

=max (0 , b ).

A kovetkezd tételekben a fuzzy integrél tulajdonségait mutatjuk be
Sugeno [37] dolgozata alapijén.

3.4.1. Tétel. Legyen a e [0,1], akkor

§Oog = a

N

3.4.2. Tétel. Ha h] = h2 , akkor teljesul, hogy

<
fhyogSfhyog.
Ennek a tételnek egyszerU kovetkezménye, hogy

2

g(h‘vhz)og gh]cg\/&hzog és

éfh]oghghzog

fhy A h) o g

Ezekben oz egyenlStlenségekben egyenldség teljestil, ha a g fuzzy
mérték ¥ - additiv.

3.4.3. Tétel. Ha 'X,F az F halmaz karakterisztikus fuggvénye,
cakkor az F halmaz fuzzy mértéke

g(F) = fIF ° g .

Ennek oz egyenldségnek a felhosznéléséval adédik, hogy

fAh og =f(X,Ah)eg.
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3.4.4. Tétel. Ha A S B, nkkor

Kovetkezmény:

favphea= faheg vighog , &
SAthog= §Ahog /\&Bhog.

Az egyenlStlenség itt is egyenlséggé véltozik, ha a g fuzzy mérték
B - odditiv.

3.4.5. Tétel. Ha ae (0,11, akkor

'g(OVh)og

5(0/\ h) °og

vahog , 6s

o/\ghog.

3.4.6. Tétel. Ho S_hn.f B- mérhetd fuggvények monoton sorozata,
akkor '

lim ghn°g= 5(r:im hn)°g.

n-»o >0

3.5. A fuzzy és a Lebesque integrél osszehasonlit&sa

Legyen X tetszéleges halmaz, é&s EE],EZ,...,En} X részhalma=
n

zainak olyan véges, diszjunkt sorozata, hogy X={ Ei . Az Xen értel-

mezett lépcssfuggvény =1

i=1

n
h(x) = :o(i'X.E (x)
i

alaku, ahol X’E az Ei halmaz karakterisztikus fuggvénye.
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3.5.1. Definici6. Az (X ,¥, m) mértéktérben a h fuggvény

A halmazon vett Lebesque integrélia

n
JAhdm= iz;'o(i.m(AﬂEi).

Az integrGl értéke nem fugg @ h fuggvény eldéllitésétsl /Halmos [15] /.

Tételezzuk fel, hogy O édi $Y Ui &) & < é'(z £ % okn.

Ekkor teljestl o kovewkezd &llités:

1728

= L
3.5.1. Tétel. Legyen Fi Ei + Ei+1 + ...+ En (V=i=n). A h

lépcsdsfuggvény irhaté
n
hix) = V [x. Axp (4]
i=1 i
alakban, azoz a h kétfajta eld6llitéso azonosan egyenld.

3.5.2. Tétel. A fenti h lépcsésfuggvény A  halmazon vett fuzzy in-
tegrélia

n
)CA hog = i\i][;,(i,\g (AN Fi)], Fo= X,
és a jobboldal értéke nem fugg a h fuggvény el8éllitasétsl.

A 3.5.1. definiciét és a 3.5.2. tételt dsszehasonlitva a Lebesque
és a fuzzy integrél hasonléségo j61 lGthaté. Végul vessuk ossze mennyiségi-
leg o két integrélt.

Legyen h 3 - mérhetd fuggvény. Ekkor egy P val6szinuségi mértékre
vonatkozéan meghatérozhaté mind a fuzzy integrél, mind pedig o figgvény
Lebesque integrélia. Teljesul a kdvetkezd egyenlStlenség: '

3.5.3. Tétel. Legyen ( X ,¥, P ) volészinuségi mezd és
h ¢ X —)[0,]] P>~ mérhetd fuggvény. Ekkor teljesil, hogy

@
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I~
N

Uxh P - jxh°Pl

3.6. A fuzzy mérték kiterjesztése

A 3.2.1. definicitbon a fuzzy mértéket az X alaphalmaz részhal=
mazainak monoton oszi6lyén értelmeztuk. Ez a definicié természetes médon
kiterieszthetd o fuzzy halmozokra is. A kiterjesztés megvalésitésghoz o
3.4.3. tételben szereplS egyenl&ség nyujt lehetdséget. Ott a hagyoményos
halmaz fuzzy mértéke egyenl8 karakterisztikus figgvényének fuzzy integrél-
jGval. Ezért o fuzzy halmoz fuzzy mértékét a tagségi fuggvényének fuzzy
integréljoként kapjuk.

3.6.1. Definicié. Legyen 3 o B Borel féle halmazalgebra esetén oz

osszes ¥> - mérhetd fuzzy halmazt /tagségi fuggvényt/ tartalmazé halmaz.

~

¥ -t o B fuzzy kiterjesztésének nevezzuk. A % elemeit Borel féle
fuzzy halmazoknak nevezzik. /Beléthats, hogy ez o definicié megalopo=
zoff./

3.6.2. Definicié. Ha Kei\% , akkor
a(A) =3f}*g°9 .

§ a g fuzzy mérték 35 -re valé kiterjesztése.

- 3.6.1, Tétel. Teljesul, hogy % -n 9=g 6

(m o = 5(2:) £ , minden Ae , és
(2) ha ABeR & AZR, akkor  FA) 2 30).

l

(3) ha i,An} ¥ -beli monoton sorozat, akkor

lim Q(An) =g (lim An) .

n->00 N>«

Teh6t @ g kiterjesztett fuzzy mérték az egyszeri fuzzy mértékkel meg-

Py
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egyezd tulajdonsGgokkal rendelkezik, azaz korlétos, nem-negativ és foly-

tonos.

~5

3.6.2. Tétel. Ha Z,'Ee 35, akkor

(M AU B)Z max G (A , 5 ®), &

~

2 YA N B)Emin (BA L3 O0).

.



4. Fuzzy logika

Miutén Zadeh létrehozta o fuzzy halmazok elméletét [43] vil6gossé
valt, hogy cz ott megfogalmazott elvek alkalmazhaték egy megfeleld fuzzy
logikai rendszerben. Az ilyen logikéban egy adott univerzum elemeihez
- az X-hez tortozé fuzzy halmaz 6ltal = rendelt tagségi szintek ugy értel=-

mezhetdk, mint igozségértékek.

Az igozségértékek alkalmas halmaza a [0,1] valés intervallum. A
fuzzy holmazokon értelmezett egyesités és metszetképzés alapjén a fuzzy
logikai diszjunkci6hoz és konjunkcidhoz tartozé igazsGgérték miveleteknek
a moximum és minimum mUveleteket vélaszthatjuk. lgy a fuzzy logika ugy

tekinthet$, mint egy speciélis tobbértéku logika.

Sz6mos dolgozatban o tobbértéku logikék kozul Lukasiewicz ‘tN4
rendszerét tekintették fuzzy logikénak / [173 , [25], (26] ,[29) , 132] /.

A fuzzy logika egy 6ltalénosabb megkozelitését Gougen (18] dolgoz-
ta ki, oki oz L-fuzzy halmazokhoz kapcsolé6dva bevezetett egy 6ltaléno-
sabb igazsGgérték strukturét. Megemlitjuk még Zodeh munkéit [5], [42] ,
amelyekben az igazségértékek fuzzy halmazok. '

A kovetkezSkben ismertetjuk Lukasiewicz tobbértéku logikai rendszereit
és a valészinuségi logikét, majd oz LM‘ rendszert, mint fuzzy logikét ossze=-
hasonlitjuk o valészinuségi logikaval. Végul leirjuk a fuzzy logikék néhény
tovébbi speciélis esetét.

4.1. Tobbértéku logikék

A klasszikus kétértéku logikéban /KL/ o kétértékiség elve szerint a
kijelentések két diszjunkt osztélyba sorolhaték: az igaz, illetve a hamis

kijelentések osztélyéba. A két osztélynak nincs kozos eleme /ellentmondés-
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talansdg/, és nincs olyan kijelentés, amely egyik osztélyba sem sorolhaté
/a "harmadik" kizérésa/.

A logika fejldédésének f8 vonaléban a kétértékt logikak 6llottak és
Gllnak. A katértékuség elve torténetileg & logikailag szoroson kapcsolédik
a harmadik kizérésa elvéhez.

A klasszikus alternélé logikatsl eltérd logika megteremtésére igen
sok kisérlet tortént mér eddig. Altaléban onnan indultak ki, hogy megszun=--
tették a kizért harmadik elvét, tehét o két logikai értéken tul mésokat is

megengedtek.

A tobbértéku logikék keletkezését J. Lukasiewicz és E.Post
192C-ban megijelent dolgozatétsl szémitjuk.

Lukasiewicz  3=értékt logikéja

Lukasiewicz a modélis kijelentéseket elemezve arra o kovetkeztetésre
jutott, hogy a modélis kijelentésekre értéktéblézatot csak ugy lehet készi-
teni, ha olyan logikét szerkesztunk, amelyben az "igoz" és "homis" értékek
mellett egy hormadik "neutrélis" értéket is felveszunk. Ez az érték o jovére
vonatkozé bizonyos kijelentések meghatérozatian igazsGgstétuszéhoz tartozik.

Jelsljuk ezt o logikai rendszert Lb -mal.

Az igaz, a kozbulsé /neutr6lis/, és a hamis értéket i,k,h betukkel
jelolve, oz értékUk sorrendjét cstkkendnek tekintve, a muveleti igazségfugg-
vények megad&o nélkul, oz ezekben alkalmazott szabélyokat néhény pontban

ismertetjuk:

(0) az 1 é h egymés ellentétei, k pedig onmaga ellentéte,
(1) egy kijelentés és negécidja mindig ellentétel értékuek,
(2) a konjunkcié értéke a kisebb értékiu tag értékét koveti,
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(3)  a diszjunkcié értéke a nagyobb értéku tog értékét koveti,

(4) o x>y implik6ci6 értéke Snindig azonos a I x \)y
értékével /mint Kl=ben/, kivéve ha Ixl = \yl = k/itt x|
é |yl az x & y kijelentés logikai értéke/,

(5) Ix = y| =J}(xoy) Aly o x)| /mint KL-ban/.
Lukasiewicz eredetileg csak az implikécié és negbeié értéktsblézatat
adta meg, a tobbi igazségfuggvényt az alébbi /o Kl-ban is teljesulS/ osz-

szefuggésekkel adta meg:

4,1.1., Definicis.

A Ixvyl = |(x2y)oy]|.
B  Ix Ayl ={1(1xvIyl, \
(Q) Ix=yl = ]JxoyAly> x}.

4,1.2 . Definicié. Valamely logikai rendszerben egy formulét érvényesnek

mondunk, ha paramétereinek bérmely értéke mellett az i é&rtéket veszi fel

Eszrevehetd, hogy KL néhény érvényes formuléija ‘La-bcn nem érvényes.

lgy pl. a

x VIx é  Ux A x)

formulék az |x{ =k esetben nem az igaz, hanem a k értéket veszik
fel, azaz a kizért harmadik és az ellentmondéstalonség torvényét kifeiezé',
KL-ban érvényes formulék az La-bon nem érvényesek. Viszont L, minden
érvényes formuléja a kétértéku logikéban is érvényes. Tehét Lukasiewicz

t, logikGjo ugy tekinthetd, mint a KL egy sajétos 6ltalénositésa.
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Lukesiewicz  3-értéky logiké&jénak tobbértéku sltalénositdsai

Lukasiewicz oz 4, rendszer mint6j6ro bevezette oz L rendszere-
ket /n=1,2,.../. Az egyes rendszerek igazségértékei a [0,1] inter-
vallumba esnek, a megengedett értékek a végpontok /C és 1/, valamint

az intervallum (n = 1) részre valé osztéléval nyert osztépontok.

A neg6ciét & implikbciét, mint igazségfuggvényeket a kovetkezd mé-
don definiélta:

4.1.3. Definiciés.

(L) jaxp = 1= x|,
(L2) |x>y] = min (1,1 = x| + lyl).

A tobbi igazségfiggvény a negécié és implikacié segitségével ugy defini-
6lédik, mint 4.1.1.-ben. Atalakitva ezeket a kifejezéseket nyerjuk, hogy

4.1.1. Tétel.
(L3)  Ix vyl = mox ( Ix| , Jyl) .,
(L4)  Ix Ayl = min ( Ix}, yl) .,

(L5) |x =y min (1= x|+ iyl , 1 = |yl + {x|).

k onnyU belétni, hogy L.Z. ozonos Kl-val, ha az_ 1 értéket i-vel,

O-t pedig h-vaol azonositjuk. Igy tehét Ln a KL n-értéki 6Gltalénositésa.

Lukasiewicz a véges sok igazségértékkel biré rendszerekhez hasonléan
definiGlto o végtelen sok igazségértékkel rendelkezd rendszereket.

Ezek kozul kettdt emelunk ki példaként:

(1) oz {‘NB logikai rendszer igozs6gértékei o [0,1] intervalium

racionélis szémai,
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(2) oz L,, rendszer igazségértékei a [0,1] intervallum valés
N, g g

szdmai.

’ LN rendszerekben a 4.1.2. definiciénok megfe-
o 4

leléen érteimezzik a formulGk érvényességét, és az X rendszer érvényes

Hoaz L, 4
n

formulGinak halmazét T(X)=szel jelsljuk, akkor igaz, hogy

4.1 2. Tétel.

T(LN‘) S Ty & L) e TL,) = [KL).

A végtelen sok értéku logikéknak /ugyanugy, mint a véges sok igaz-
sGgértékieknek/ egyméstsl eltérd rendszerei lehetségesek. A tovébbiakban
olyan tobbértéky logikai rendszert mutatunk be, amely Lukasiewicz rendsze-

réhez képest eltérd sajébtossGgokkal rendelkezik.

Valészinuségi logika

A tobbértéku logika valészinuségi megkozelitésének alopja, hogy a ki-
jelentésekhez véletlen értékeket, vagy val6szintségeket rendeliink. Feltéte-
}lezzik, hogy adott egy p mérték fuggvény, amely o kijelentések halmazé-
nak minden togj6hoz hozzérendel egy valés szémot. Errél o hozzérendelésrél
feltesszuk, hogy kielégiti a valészinuségi mértékkel szemben témasztott osszes

kovetelményt.
Tehét, ha p olyon fuggvény, hogy minden x kijelentéshez hozzérendel
egy valés szémot, akkor p(x) kielégiti az alGbbi feltételeket:

(P1) 0 % p(x) , minden x-re,
(P2)  p(x v y) = p(x) + p(y) , feltéve, hogy x & y egymést
kolcsonosen kizéré kijelentések, azaz p(x Ay) =0,
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(P3)  p(x) =p(y) , ha x & y logikailog ekvivalens kijelenté~
sek, azaz p(xAy) =0 é p(1xAy =0,

(P4)  p(x vix) = 1. )

Ezeket o tulajdonsGgokat figyelembe véve teljestlinek az al6bbi é&llitasok
/Rescher [33] /:

4.1.3. Tétel.
(1) 0 %px) s , minden x -re,
(2) p(Ix) = 1 = p(x),
(3)  p(x) £o(y), ha plxAy) =0,
(4) p(xAqx) =0,
(3) plxvy)=px) + ply) = p(xAy).

A kijelentések val6szinuségének mérésére kilonbozd eljésésok szilet-
tek. llyent tartalmaz  Rudolph Carnop [7] munkéija is.
A kijelentések val6szinuségének ez o rendszere felfoghaté ugy, mint egy
tobbértéki logika, amelyben @ p(x) az x kijelentés igazsGgértéke.
Ebben o rendszerben is az 1 jésza az igaz érték, a O a hamis érték
szerepét. Az osszeteti kijelentések igazsdgértékére vonatkozé osszefiiggések

o kovetkezdk:

4.1.4. Tétel.

(W p(1x) = 1 = p(x),

(2) plxvy) = p(x) + ply), ho p(x Ay) =0Q, egyébként
létezik alyan A 20, hogy A S p(x) + p(y), de
A2 px) & A2 (piy)?

(3)  plx Ay) = px) + a(y) = p(x v y),
(4) plx >y =p(IxVvy),
5) px=y) =pllx=y) Aly=ax)) .
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Ezt o tobbértéki logikai rendszert jelsljuk VL <lel.

Szembetind kulonbség a Lukosiewicz féle logikék és a valészinuségi
logika l<‘ciz'dt‘t, hogy mig az Lt logikékban egy osszetett kijelentés igozség-
értékét egyértelmijen meghatérozzék komponenseinek igozsdgértékei egy meg-
feleld igazségfuggvény alapjén, addig VL =-ben nem definiéltunk explicit
médon igozsdgfiiggvényt, hanem csak bizonyos tulajdonségokat kivéntunk meg.
Az igazsagfiggvény hidnya ahhoz a feltételezéshez vezethet benninket, hogy
a VL jelent&en kulonbszik més, latszélag j6val hagyoményosabb kijelen~
téskalkulustol. Ez a feltevés ozonban hamis, mint az o kovetkezd tételbdl

is l6thats /Rescher [33] / :

4.1.5. Tétel. A valészinuségi Togika (VL) és a kétértéku logika (KL)

érvényes formuléinak halmaza megegyezik, ozaz

TVL) = T(KL) .

4.2. A fuzzy é a valészinuségi logike
\

A fuzzy és val&szinUségi elmélet dsszehasonlitésénok egy mésik lehet=
séges utia o mértékelmélet mellett o fuzzy és valészinuségi logika hasonlé-

sGgdnak és kilonbszdségének feltérésa.

Caines [16] munkéjéban bevezetett egy un. bizonytalanségi logikét
/BL/, mint a kijelentések L hél6j6n értelmezett kiértékelést. Ez a rend-
szer nagyon hasonlé o valészinUségi logikéhoz, de ebben sem o kizért har-
madik elve, sem oz ellentmondéstalanség torvénye nem teljesil.

Mind a fuzzy logika /FL/, mind pedig o valészinuségi logika N1/ specis-
lis esete e bizonytalens4gi logikénak /BL/.
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Cefinidljuk részletesebben BL-t:

81y LX, F, T, v, A) az X kijelentéshalmaz elemei éltal
generélt szabad hél6 a v é A miveletekkel, & a maxi-
mélis T, és a minimélis F elemmel.

Tekintsuk a szokdsos rendezést

(B2) «x s y ha van olyan z € L, hogy

y =x V z, minden x,ye€ L.

Tegyuk fel még, hogy oz L kijelentés h4lé6 minden eleméhez hoz-
z6rendelink egy igazségértéket '@ p : L—>[0,1] folytonos, rendezéstarts
fuggvénnyel, amelyre teljestl, hogy A

(83)  p(F) =0, p(T) =1,

(B4) ho x = y , akkor p(x) s p(y), minden x,y e L, és

(B5) plx vy) + plx Ay) = p(x) + ply), minden x,y € L,
azaz p folytonos, rendezéstarté értékelés L-n /Birkhoff [6] /.
Megjegyezzik, hogy p [étezésének szikséges feltétele, hogy a hélé mo-
duléris legyen.

-

Az implikécié és negécié megodGséhoz felhosznéljvk az L hélén ér

telmezett d mértéket, amelyhez a kdvetkezd médon juthatunk el.
Definiglivk @ =  rel4ciét ugy, hogy

B6) x =y & PpPxAy =plxvy), minden x,y & L,
Ez o relécié kongruencia L=n, ugy hogy

x=y & ((xAz)=m(yaz)és (xvz) = (yvaz),

minden x,y € L.

Mindezekbd! kapjuk, hogy
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pix Ay) =plx Vy) = p(xaz)=plyaz) és
p(x v z) = p(yv z), minden

x,y,z€ l, 0z0z 0z x = y ozt jelenti, hogy x szabadon helyettesit-

hetd y-nal.
= rel6cié egy lehefséges logikai ekvivalen=

Teh&t o p-re vonatkozéan az =
cia. Ertelmezve a
(87)  d(x,y) = plx v y) = p(x A y)

kvézimértéket L-n, teljesul, hogy

d(x,

x) =
0 % d(x, )
dix,y) + d(y,z) = d(x,z), és
dix,y) =0 &> x = y.

Ezek alapjén legyen
(B8) plx=y)=1=4d(x,y)=1=-p(xvy)+plxAy),

minden x,y € L-re,

azoz p(x = y) = 1 okkor és csakis akkor teljesil, ha x = y.

Definisljuk oz implikécié kiértékelését ugy, mint x Ay és x,

vagy xVy é vy ekvivalencigjbnaok értékét

plx=(x Ay)) =pllxvyl=y =
1 - pix) + plx A y).

(89) p(x>y)

Végul értelmezzUk a negéciét

(810) p(Ax) =p(x=F) =p(x> F) =1 - p{x), minden x € L

forméban. Tételezzik fel, hogy 1x e L é x o> yel .

A Bl - B10 clapjén teljestl, hogy

pix v Ix; + pixAIx) =1, minden x e L.

Ebbdl kovetkezik, hogy a kizért harmadik elve / p(xv 1x) =1 /, és az



ellentmondéstalanség térvénye /p(x A 1 x) = 0 / ekvivalens ebben o logi-
kéban.

Usszefoglalva: a  B1,B2 egy hélét definial, és E3 - B5 ezen egy
pozitiv izoton kiértékelést. A Bl = B7 =-nek eleget tevd strukturét Caines

alapvetd bizonytalanségi logikénak nevezte.

Az ekvivalencia az implikécié és a negécié B8 - B0 feltételekkel
o
defini6lt kiértékelése nem oz egyetlen lehetséges megoldés. :
L

Végil tegyuk fel még, hogy oz L hélé disztributiv, azoz

(811) x A(yvz) =(xAy)VvixAz), minden x,y,z € L.

Az igy definiélt rendszer magéba foglalja mind a val6szinuségi, mind
pedig fuzzy logikét, mint ahogy azt az alébbi tételekbdl l&thatjuk
/Gaines [16] /:

4.2.1. Tétel. Ha a

(812) p(xvix) =1, minden - x e L

feltételt hozzékapcsoljuk @ Bl = Bl11 feltételek &ltal meghatbrozott diszt=-
ributiv bizonytalanségi logikéhoz, akkor oz igy nyert logika pontosan o

P1 - P4 feltételekkel megadott valészinuségi logika.

4.2.2. Tétel. Ho a

(B13) p(x> y)=1vagy ply>x)=1, minden x,y € L fel-
tételt hozz6adjuk Bl = Bll-hez, akkor az igy nyert logika pontosan az
LY - L5 éltal definiélt fuzzy logike /t./ .

' 4

A fenti két tétel segitségével véloszt kaphatunk arra a kérdésre is, hogy

milyen feltételek mellett egyezik meg a fuzzy és o valészinuségi logika.
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4.2.3. Tétel. Az FiL & VL logikai rendszerek akkor és csakis ak-

kor egyeznek meg, ha p kétértéklu, azaz mindkét logika pontosan a klasz~

szikus kétértéku lagika.

Sizonyitds, A kétértékv logika mind a fizzy logikénak, mind pedig o va-
l6szinuségi logikénok speciélis esete.
Ho pedig oz FL és V0L megegyezik, azoz Bl = B13 feltételek egy=-

szerre teliesilnek, okkor minden x & L-re

vagy 1 = p(x2 1x) = 1 = p(x) + p(xAa1x) =1 = p(x) ,

vagy 1 = p(Ix2x)=1=p(1x) +p(xATx) =1 = p(7x).

l
Ebbdl kovetkezik, hogy minde{\ x € L=re p(x) =1, vagy p(x) = 0.
4.3. Tovébbi fuzzy logikék

Az 1.2.4. tételben megodott fuzzy halmazokon értelmezett hérom
strukturékhoz hozzérendelhetdk tobbértékl logikai rendszerek .

Jelsljtk p(x) =<zel az x kijelentéshez rendelt igozségértéket,

p(x) € 0,1} .

4.3.1. Definici6. Mindhérom esetben a negéciShoz rendelt igazsdgérték
legyen

p(Ix) = 1 =p(x) .

Teljesul, hogy

p(T(Ix)) = p(x) .

4.3.2. Cefinicié. Az implikéciét értelmezzik ugy, hogy

px > y) = p(1 xVy),

az ekviveolencigt pedig



px= y)=pl(Tx>y)A(1y> x))

formdban.

Az igy értelmezett tobbértéku logikék a klasszikus kétértékiu logi-

ka &ltalénositésai.

Ha a fenti szempontokat is figyelembe véve oz (PX) ,u,n,—),
(PX), T, -, "), (®X),Y,M, ") fuzzy strukturékhoz rendre
a (Vs Ay 1o D00 =) (VA T iD=, ),

(v3 ' Az Dy, r="3) logikai muveleteket rendeljuk, akkor
(M plxvy y) = mox (p(x) , ply))

\ plx A, y) '= min (p(x) , ply))

1
p(x 2, y) =max (1 = p(x) , ply))

plx = y) = min(max(1=p(x) , p(y)) , max (1-p(y), p(x))),

.

(2)  plx v, v) p(x) + ply) = p(x) . ply)

Pix Ay y) = plx) . ply)
p(x 2, y) =1 =p(x) + p(x) . ply)
px =, y) = (1 = p(x) + p(x) . p(y)).(1 = ply) + p(x) . p(y)),

(3)  plx V3 y) min ‘1, p(x) + p(y))

Plx Ay y) = max (0, p(x) +p(y) = 1)
P(x 3, y) = min (1, 1=p(x) + p(y))

plx =5 y) = min (1 = p(x) + p(y), 1 - ply) + p(x)).

Az igy definialt logikai rendszerekben a diszjunkciéra, konjunkcibra és
negéciéra teljesilnek azok a tulajdonségok, amelyeket az 1.2.3 & 1.2.4.

tételekben a megfelelé halmazelméleti miveletekre kimondtunk. Ezenkivil

minden esetben teljesul, hogy
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4.3.1. Tétel.

pix) + ply) = plx vy y) + plx Ay y)o=
Pix v, ¥) + plx A, y) =
P(x Vg y) + plx Ay y) [10] .
Ezek a tobbértéku logikai rendszerek abban oz értelemben fuzzy lo-

gikék, hogy a fuzzy halmazokon értelmezett strukturk alapijén definiélituk

Oket,
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5. Fuzzy kapcsolé miveletek

A dolgozat 2. fejezetében a maximum és minimum miveletek oxioma-
tikus megalapozéséval foglalkoztunk o [4],[11), [14],120],140] munkék
olapjén. A késdbbiekben més axiémarendszerek is szilettek [20],[21], o-
melyeknek nem a max-min muveletek a reprezentéciéi, illetve voltak olyan
dolgozatok, amelyekben algebrai strukturékat vizsgéltak reprezentécié nél-
kul [2],[22],(23]. Ezekben o hangsuly az oxiémék racionélis megalopozésén

volt.

~

Az axiématikus vizsgélatok azonban nem tudték egységesiteni o mive-
letekre vonatkozé nézeteket, hanem még szerteGgazébbé tették a problémat.
Az axiémarendszerek egyméshoz valé viszonyénok a vizsgélota megoldést hoz-
hatott volna, de nagy nehézséget okozott az oxiémék Gsszehasonlithatatlan-

séga. Egyetlen ilyen vizsgélat szuletett csupén [16].

A [10]. & [40] monografikus munkék lehetdséget biztositottak a muve-
letek és oxiémarendszerek kozos tulajdonsdgainak felderitésére és egy mini-

mélis oxiémarendszer megvélasztéséra 8].

Ezen minimélis rendszer axiéméi a muveletek szigoru monotonséga, a

korrespondericia elv teljestlése, az asszociativités és o folytonosség.

A korrespondencio elvet minden fuzzy mivelet teljesiti, ozaz o korak-

terisztikus fuggvényre valé korlétozésuk klasszikus halmazelméleti mivelet.

Az osszociativités a dolgozatban eddig térgyalt minden miveletre tel=
jesil, mésrészt lehetdséget teremt a kétvéltozés muvelet tobbvéltozéssé va-

16 kiterjesztésére.

A folytonosség hiGnya a mivelet homogén hatdsét sziintetné meg.

A szigoru monotomsdgot nem minden mivelet teljesiti, feltétele inkébb

a reprezentdcié megval6sitbsGt szolgélta. A monotonség ozonban oz irodalom-
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N\

ban eléforduié minden muveletre fennéll.

Ennek a fejezetnek a f& eredménye o fenti négy tulajdonséggal biré

Osszes mivelet reprezentci6jénak megadésa.

A vizsgalat témaszkodik a rendezett félcsoportok [13), [3C] és oz

asszociativ fuggvényegvenletek [1] elméletére.

5.1. Fuzzy algebra

legyen | o valés szémegyenes [0,1] zért intervalluma. Ez o je-

lolés részben o leirés egyszerisitését szolgélja, részben utal a kimondott té-

telek és definicisk éltalénosithatésGgéra /pl. L-fuzzy halmazok/.

Tekintstink egy

*»: 32 "5 9 /ne1,2,.../

n véltozés algebrai muveletet o fuzzy halmazok ¥ holmozén.

/U..; .4.\7; /i=1121"'ln/

egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy

M M =v]*...%\7n /F']*"

n

minden (};,],...,}J.n) , (\)], ...,vn) ¥y -re.

Az izoton és antiton muveleteket egyUttesen monotonnok nevezzik.

5 1.1. Cefinicié. A % muvelet izoton /antiton/, ha o

.%Pn

1\

v

* L kY [/
n
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5.1.2. Definicié. Fuzzy algebrén [ 9] /fuzzy halmazok clgebréjén/ értunk

minden olyan ¥ -n értelmezett algebrai strukturét, amelyre teljesil, hogy
(A1} minden miuvelete monoton.

A fuzzy algebrét "szoké&sosnak" nevezzik, ha teljestil még o kovetke-

z48 feltétel:

(A2)  minden olgebroi muveletének Ch-ra volé korlétozése meg-

egyezik valomelyik ugyanannyi véltozés halmazelméleti mivelettel.

Azokat oz < ¥ %> szokésos fuzzy algebrékat /tovébbiakban egysze-
rien fuzzy olgebra/ vizsg6ljuk, amelyek kielégitik oz alébbi feltételeket:

(F1) A % muvelet kétvéltozés kapcsolé mivelet, azaz ¢  Ch hal-
mazro valé korlétozésa, vagy o holmazokon értelmezett metszet-

képzés, vagy az egyesités.

TekintsUk azokat a fuzzy algebrai muveleteket, amelyekhez létezik

olyan f « I »x I =1 fuggvény, hogy
(pe%w) (x) = f(}g.(x) , VY (X)) , minden x €& X -re.

A % — f hozzérendelés nyilvanvaléan kolcsonssen egyértelmi. Jeloljuk

oz ilyen‘ tulajdonségu fuzzy algebrai miuveletek halmaz6t  Z-vel.
(F) % legyen Z=beli muvelet.

5.1.1. Tétel. Legyena % : FxT ¥ Z-beli mUvelet. Az F1 felré~-

telt kielégitd {¥,*) algebrai struktura akkor & csakis akkor fuzzy al=-
gebra, ho a % -hoz rendelt f fuggvényre teljestl, hogy

m f a % -gol megegyezd értelemben monoton, és



- 50 -

(2) £(0,0) = 0, f(1,1) = 1, tov6bbé ho o % mivelet Ch-ro .
vaié korlGtozésa a metszetképzés /egygsités/, akkor
£0,1) = £1,0) =0 /60,1) = £(1,0) = 1/.

BEZOnxités.

Legyen ¥ ,%) oz F1 feltételt kielégitd fuzzy algebro.

Az f fiuggvény monotonsdgénak bizonyitéséhoz legyen X10 XorYye Yy el

ugy, hogy Xy £ Xy és Y, £ Yy ¢ TekintsUk a

P = xg By = x, W) =y, L0 =y, x & X

fuzzy halmozokat. Ezekre teljesyl, hogy

< ¢
My —)-Lz és \Jl -\92 .

A % mivelet izotonségébsl kovetkezben
Myx Ry = ¥,
Figyelembe véve F2-t
O () ,\J](x)) = f().ka(x),\)z(x)) , minden x & X esetén.
- < 4 L :
Tehét X) T xy &y 2 Yo -bdl kdvetkezik, hogy
f(xll Y]) = f(le Y2)I

azaz f izoton. Az antiton esetre oz &llit4s hasonléan |&thats be.

Az A2 valamint F1, é F2 felhaszn6l&séval oz f

figgvényre
vonatkozé 2. &llités kennyen bel6thats.

A tétel megfordité&énak bizonyitésa szintén egyszeru.
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Kovetkezmény: a % =hoz rendelt f muvelettel az | rendezett al-

gebrai strukiura.

Az 5.1.1. tétel biztositjo azt, hogy az F1 és F2 feltételeket kielé-
gité {F, %> fuzzy c!gebrék reprezentéciinak vizsgblatéhoz elegendd a
mivelethez rendelt f muvelet Gltal meghatérozott algebrai struktura

reprezent6ciéjénak a vizsgélata.

-Az  f-re vonatkozéan tegyUk fel még, hogy

(F3) f asszociativ, és

(F4) f folytonos | x| ~n.

5.1.2. Teétel. A fenti tulajdonségokkal rendelkezd f fiiggvény é6ltal meg-
hatérozott % mivelet asszociativ és pontonként folytonos, azaz ha a

fA Y s RS n‘ fuzzy halmoazok sorozatai pontonként konvergélnak a M és »
fuzzy holmazokhoz, okkor a {p.n* \)n} fuzzy halmazok sorozata ponton=-

ként konvergél a axv fuzzy halmazhoz.

5.2. Reprezentécits tétel

Ebben o fejezetben 6llitésainkat arro oz esetre mondjuk ki, emikor
oz f Gltal meghatirozott % muvelet Ch-ra valé koriétozésa a halmaz-
elméleti metszetképzée. Jeloljuk ekkor a meghatérozé fuggvényt  c-vel
/az egyesitésnek megfeleld fuggvényt d-vel jelsljuk/. A c-re kimondott
éllitésok &s azok bizonyitésai érielemszerten 6tvihetdk d-re is. ‘

Foglaljuk ossze @ ¢t | x | =1 fuggvénytél megksvetelt tulajdon-

ségokat:

(T1) ¢ monoton,

(T2) c(q,0)=0, c(l,1) =1, ¢0,1)=¢ (1,0) =0,
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(T3) ¢ asszociativ, és

(T4) c folytonos .

5.2.1. Téfel'. Ha c-re teljestl T1 é&s T3, okkor

(m*) | ¢ izoton [‘l3] .

Igy az | halmaz a ¢ muvelettel teljesen rendezett félcsoportot

alkot.

5.2.1. Definicié. A h fuggvényt Archimedes-inek nevezzik az [a,b]

intervallumon, ha
h(x,») < x, minden x € (a,b) .

Az Archimedes-i esetre vonatkozé reprezentécits tételt Ling [27]
bizonyitotta be az elemi analizis eszktzeivel. A tétel szérmaztathatéd
Mostert és Shields korébbi eredmgnyébdl is [30] . A tovébbiakban Ling
tételét hasznéljuk fel.

5.2.2. Tétel. Legyen J o val6s szémegyenes zért f{a,b] intervalluma
és h: JxJ—=>J fuggvény.
A h fuggvényre akkor és csakis akkor teliesil, hogy

(1)  h monoton.

(2) h asszociativ,

(3)  h folytonos, .

(4)  h(a,a) = a, h(b,b) = b, h(b,x) = hix,b) = x, x € X, m
(5) h Archimedes-i, » ’

ha létezik egy folytonos, szigoruan monoton csokkend, g : [a,b]— [0, =]

fuggvény, amelyre g(b) = 0 wugy, hogy h reprezentélhats

h(x,y) = 9(-” (g(x) + g(y))
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(-1)

formé6ban, ahol ) - a g fuggvény pszeudo-inverze
b , ha 0 $x8 g(b) ,
g(-])(x) = g-](X) , ha g(b) & x & gla), és
a , ha glo) < x ,

achol g-] a g fuggvény szokésos inverze a {g(b), g(o)] -n.

A g fuggvényt a h Archimedes=i mivelet odditiv generdtordnak
nevezziuk, és o g egy pozitiv multiplikativ konstanstél eltekintve egyértel-

mUen meghatérozott, azaz o .g ( &« > 0) szintén h =t generélja.

Megijegyezzik, hogy a tétel kimondhaté ugy is, hogy a g’ generé-
tor fuggvény oz [a,b] intervallumot @ [=o, 0] =-ba képezi le, folyto-
nos, szigoruan monoton novekvd, é g(b) = 0. Ebben az esetben a pszeudo-

inverz definicija is értelemszerten médosul.

A (T1) = (T4) tulajdonségokkal bird ¢ fuggvény eleget tesz az
5.2.2. tétel (1) - (4) feltételeinek. A tovébbiokban azonban nem korlé-
tozzuk vizsgélatainkat az Archimedes~i esetre, honem éltalénosan o T1-T4

tulajdonségokkal rendelkezd8 fuggvények reprezentGciéiét keressuk.

Tekintstk az | intervallum idempotens pontjainak halmazét:

-

N={x | xel, cxx)=x} .

5.2.3. Segédtétel. Az N z6rt halmaz.

Bizonyit&. Belétjuk, hogy N tartalmazza minden torlédési pontiét.
Legyen x, oz N tetszdleges torlédési pontja Ekkor kivélaszthaté
N=bdl olyan {xn} pontsorozat, hogy

lim x =x .
n o
N s



Mivel minden n -re x € N , ezért c(xn,xn) =X . valamint ¢ foly-

tonos (T4) , igy

c(xo,xo) = |im c(xn,x ) = lim x = x
X ~» X X -r X
n" "0 n "0

0 ’
tehét X0 e N.

Legyen M = 1< N. Az M korlétos é nyitott ponthalmaz. Tegyuk
fel tovébba, hogy M nem Ures.

5.2.4. Segédtétel. M el84ilithaté véges, vagy megszémlélhatéan vég- -

telen sok olyan péronként egymé&ba nem nyulé,nyitott intervallumok egyesi-

téseként, amelyek végpontjai nem tartoznak M-be [38] .

Tehét M eldéll

M= U M,
iep !
forméban, ahol P véges, vagy megszémléihatéon végtelen indexhalmaz
és Mi = (oi'bi) , melyre ha x € (oi’bi) , akkor

c(x,x) # x, valamint c(c;,a;) = a, és‘ c(b;,b;) = bi .

Vélasszunk ki egy tetsz8leges [o;,bi] x [oi'bi] tartoményt. Ezen
a tartoményon is teljesul, hogy ¢ izoton (T1’) ,osszociativ (T3), és
folytonos (T4). A T2-nek megfeleld tulajdonségok meghatérozéséhoz tekint-
sUk a kovetkezd tételekets

S5 2.5. Segédtétel . Minden x e [qi,bi) -re

1 c(oi,x) = c(x,oi) =a, & (2)
2 c(bi,x) = c(x,bi) = x. (3)
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Bizonyités. Eldszor belétjuk, hogy

c(l,x) = c(x,1) = x, minden x e l. (4)

A T2 alapjén  c(0,1)=0 & c(1,1) =1, ezért a folytonossGg T4 fi-
gyelembevételével o  c(x,1) fuggvény oz |-t I-re képezi le. Ekkor béar-
mely y e | -re létezik olyan xel, hogy ¢(x,1) = y. Ezt a tényt és

az asszociativitést (T3) felhasznélvae:
C(YI]) = c<c(xll) ’ ]) = c(xlc(]l])) = C(XI]) =Y, Y & .

A tétel elsS része az izotonség (T1’) és (4) egyszerU kovetkezménye:
a. = cla.,a.) < c(x,a.) s c(l,a.) = a, .
i 70 : i i i
A mésodik rész bizonyitésa a (4) bizonyitésénak [Oi'bi] ~-re valé alkal-

mazésa,

5.2.6. Segédtétel. Minden x e (ai,b;) esetén  c(x,x) < x.

Bizonyités. Az izotorség (T1’) & a (3) kovetkezményeként

c(x,x) = c(bi,x) = x, minden x € Y-ai'bil -re.

Ho x e (a;,bi) , akkor c(x,x) # x, igy

c(x,x) { x, minden x € (o;,bi) mellett.

5.2.7. Segédtétel. Minden (x,y)e:[a;,bi] x [ci,b;] ~re

c(x,y) < min(x, y).

Bizonyités. A (3) kovetkeztében

c(x,y) 2 clx,b,) = x, & c(x,y) % c(b,,y) =y, ezért

n~

c(x,y) = min(x,y) .
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5.2.8. Segédtétel.

legyen H=1 - U M. Ekkor
ie P '
c(x,y) = min(x,y), minden (x,y) € H esetén.

4
Bizonyités. Tegyuk fel, hogy x = y. Legyen (x,y) € H.
Ho x e N é y e |, akkor
x = c(x,x) s c(x,y) S c(x,1) = x.

Hao x e (a;,bi) M & y ¢ (oi'bi)’ akkor

c(x,bi)g c(x,y) S c(x,1) = x.

x:

£
Mindkét esetben c(x,y) = x = <

min(x,y) . Az y = x feltétel mellett
hasonléan kovetkezik, hogy c(x,y) = y = min(x,y).

Legyen c, a

korl&tozésa. A

c fuggvény [ai'bi] x [a.,b,] tartoményra valé
c(ai,oi) =aq,, és a

c(b;,b;) = b; egyenldségek, vala=-
mint ¢ izotonsGga (T1’), folytonosséga (T4) kovetkezményeként o c,
az [ai,b;] X [.ai,bi] tartoményt [ai'bi] intervallumra képezi le.
Osszefoglalva: <, teljesiti o (T1’), (T3) ,v (T4), o
(12) ci(oi'oi)

=a,, c.b.,b)=b, , &
i AR LAt i
ci(oi,bi) =

c.(b.,a.) = a,
i [} t 1

feltételeket, valamint az

5.2.6. tétel alapjén Archimedes=i
Ling tétel /5.2.2. tétel/ alapjén létezik

fuggvény, minden

. Ezért o

c ~hez additiv g, generétor
i€ P=re.

Igy c=re érvényes o kdvetkezd reprezentbciés tétel:
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5.2.9. Tétel. Legyen c: I x| > fuggvény. A ¢  akkor és

csokis akkor teljesiti @  (T1) - (T4) feltételeket, ha ¢ eldéll
- 2 2
6" (6,0 + 6.(y) , ha (x,y) € M = (a,,b,)

(5)

min(x,y) , ha (x,y) € 2 - ) MZ;

ieP

c(xtY) =

forméban, ahol {Mi} ‘e p l-beli, péronként egymé&ba nem nyul6, véges,
vagy megszémlélhatéan végtelen sok nyitott intervallum osszessége, A g
az [ai'bi:] z6rt intervallumot o [ 0,e] intervallumba leképezd fugg-

vény, amely folytonos, szigoruan monoton csokkend, és gi(b;) = 0.

A gi(-]) a g, pszeudo~-inverze.

Megjegyezzik még, hogy a P lehet Ures is.

Bizonzifés. :

Tfh. o c¢: I x1 =1 fuggvényre teljestl Tl - T4,
Ha az | minden pontja idempotens, czaz | = N, okkor az 5.2.8. té-

tel alapjén  c(x,y) = min(x,y), minden (x,y) e I2

Ho N c |, akkor az 5.2.3. & 5.2.4. tétel kovetkeztében I>-ben
vannok olyan, péronként egymésba nem nyulé [c;,bi] X [_oi,b;] tartomér *
nyok, omelyekben a < fuggvények az  5.2.5. - 5.2.8. téfelek olapién
kielégitik @  5.2.2. /Ling/ tétel feltételeit. Ezért az adott tartoményokon
léteznek a < ~khez g; additiv generGtor fuggvények. Az ilyen tarto-
ményokon kivil a 5.2.8 . tétel alapjén  c(x,y) = min(x,y) .

Az 6llités megforditésénak bizonyité&séhoz tegyuk fel, hogy a
c: | x>l fuggvény eldsll (5) forméban.
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Ha P ures, akkor c(x,y) = min(x,y), minden (x,y) € 12. Tehét telje-
sgl Tl - T4,

2
Ha P nem Ures, akkor az 5.2.2. tétel alopjén oz iMi i . g p forto-
ményokban kiilon-kilon, valomint ezen tartoményokon kivil @ ¢ fuggvény

izoton, osszociativ, és folytonos.

Mivel (1) miatt az Mi2 tartoményok hatérén c(x,y) = min(x,y), ezért
c =-nek itt nincs szakadéshelye. Tehét ¢ folytonos I2-n. Ugyanezekbdl
kovetkezik a T2 tulajdonség is.

Az izotonsdg T1’ é&s oz asszociativités T3 bizonyitésa egyszerii, de

hosszadalmos szémolést igényel, ezért nem kozsljuk.

Végul kimondjuk a fuzzy halmazokon értelmezett egyesitésnek megfe=
lel6 d: | x| =1 fuggvényre vonatkozé reprezentéciés tételt. Ekkor
a (T1) = (T4) feltételzk a kovetkezdképpen médosulnak:

(M ’) d monoton,
(12") d(0,0) =0, d(1,1) =1, d(0,1) =d (1,0) = 1,
(13" d asszociativ,

(14*) d folytonos.

5.2.10. Tétel. Legyen d: 1 x| =1 fuggvény. A d okkor & csak-
is akkor teljesiti @ (T17) = (T4") feltételeket, ha d eld6ll

h T ) + ) s b Gy) € M = (., b)?
d("l)’) = 2 2
mex(x,y) , ha (x,y) € I = U M;
iep !

forméban, ahol {Mi} e p | =beli, p6ronként egymé&ba nem nyulé, vé-
ges, vagy megszémlélhatéan végtelen sok nyitott intervallum Gsszessége.
A hi az [o;,bil zért intervallumot a [0, =] intervallumba leképezd

fuggvény, amely folytonos, szigoruan monoton novekvd és
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hi(o;)=0 . A h.(-]) a hi pszeudo=inverze.

5.3. A reprezentGci6s tétel kdvetkezményei

Ebben a fejezetben ismertetijuk o 5.2.9. & 5.2 10. reprezen—
técios tételek néhény kovetkezményét, és a tételekhez kapcsol6dé tovébbi
osszefiggéseket.

5.3.1. Tétel. Ho @ c¢: Ixi=2] muvelet kielégiti a (T1) = (T4)
ésa d: | xI=1 muvelet a (TI.) - (T4’) feltételeket, akkor

c & d kommutativ,

Bizonyités. Az 6llités @ ¢ fuggvény (5) & a d fuggvény (6) elé-
Gllités6bs! egyszeren odédik.

Utalva ¢ t=norma 1.2.3. definiciéjéra, és figyelembe véve az'

eld8z8 tételt teljestl, hogy

5.3.2. Tétel.” Minden (T1) = (T4) feltételt kielégité c : | * | =1

fuggvény folytonos t -norma.

Folytonos t ~normékra vonatkozé vizsgélatokat Schweizer és Sklar =

végzett [34] ,[35] dolgozatéban.

A reprezentGciés tételek feltételeit kielégité c é d fuggvények
egy specilis osztélyéval Frank foglalkozott [12] cikkében. Az éltala

felvetett és megoldott probléma a kovetkezd voit:

Keressuk azokat @ ¢, d fuggvény pérokat, amelyek kielégitik a

(EY)  clx,y) +d(x,y) = x + vy,
(E2) csi>*xl=|, d:l x1=>],
(E3) ¢ és d folytonos,
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(E4) ¢ és d asszociativ,
(E5) ¢(0,x) = ¢(x,0) = 0, c(1,x) = c(x,1) = x ,
d(0,x) = d(x,0) = x, d(1,x) = d(x,1) = 1, (X €1)

feltételrendszert.

5.3.3. Tétel. Az (El1) = (E5) feltételeket teljesitd c¢ & d fuggvé-
nyek kielégitik a (T1) = (T4) illetve (T1*) - (T4") feltételeket
/Frank [121 /.

EbbSl kovetkezik, hogy a ¢ elb6llithaté (5) d pedig (6) alakban.
Ennek megfelelden 6fogalmazve Frank tételét kapjuk, hogy

5.3.4. Tétel. Legyenek c é d az (E2) - (E5) feltételeket kielé~

gifé' fuggvények. A ¢, d flggvénypér okkor és csakis akkor megoldé-

sa az (E1) egyenletnek, ha ¢ eldéall (5) és d (6) oclakban ugy,
hogy oz {Miﬁ ‘e p intervallumrendszer o két eldallitésban megegyezik

és a megfeleld (gi ' h;) gener&torfuggvény pérokra teljestl, hogy

g;(x) = - log x’ R és hi(x) = - log(1 = x’) , vagy
gi(x) =1 - x és hi(x) = x’ , vagy
) = = log(> - '
g;(x) = = logl——7-) & hi(x) = - log (-———) ,
chol 0<s<oe & s # 1, valamint x’ = —-bi-::—-;i
: .

/Megiegyezzuk, hogy ha i # i, akkor 9; és gi nem feltétienil azo-f

nos tipusu./

Az (E1) fuggvényegyenletnek a jelentésége példéul a 4. fejezet-
ben térgyalt kijelentéshél6n torténd értékelésnél van. Ha X & ¥
valamely kijelentéshglébeli kijelentések & x = p(X) é y = p(}y) a ne-
kik megfelel§ igazségértékek, é&s feltételezzuk, hogy

WA

.

&
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PR A D) = cp) L, ply) &
p(x V ¥) = dpx) , pBy),

akkor a hélén valé kiértékelés cefiniciséjéban szereplS
P A P+ p(x V y) = p(X) + p(§)
feltételnek megfeleld

clx,y) + d(x,y) = x +y
o
egyenlet oz (E1) egyenlettel azonos.

A reprezentéci6s tételekhez kapcsolédva ismét a maoximum és mini-
mum miveletekre térink vissza. A reprezentéciés tételek mésik kovetkez=

ménye:

5.3.5. Tétel. A (T1) = (T4) tulajdonségokat kielégitd c : | *x | =1
fuggvény é a (T1") - (T4") tulajdonségokat teljesitd d : | *1 = |

figgvény akkor és csakis akkor egyezik meg a min(x,y) illetve max(x,y)

fuggvénnyel, ha ¢ é d idempotens a telies |-n.

Ez o tétel al&témasztia azt a = 2. fejezetben o maximum és minimum
miveletek axiématikus térgyalésénél = kimondott &llitésunkat, hogy az

idempotencia a moximum & minimum muveletek meghatérozé tulajdonséga.

Most vizsgéljuk meg a min(x,y) fuggvény generétorfuggvénnyel tor-
ténd eld6llitesénak lehetdségét. Az 5.2.2. tétel alapjén a minimum fugg-
vénynek nincs a tételben megadott alaku additiv generétorfiggvénye, mert
nem Archimedes-i. Ling ezt a problémét tovébb vizsgélva a kovetkezd

eredményre jutott /[271/ :

5.3.6. Tétel. Legyen [a,bl a valés sz6megyenes z&rt intervalluma.
Ha  c(x,y) = min(x,y), minden (x,y)e [a,b] x [a,b] esetén, akkor
nem létezik olyan folytonos g : [a,b] = [0, ] fuggvény, hogy min

o
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eldsllithaté

min(x,y) = g'(g(x) + g(y))

formébon, ahol @ = nem feltétlenul folytonos = g* =-ra teljestl, hogy

g“(g(x)) = x, minden x € [a,b] =-re.

5.3.7. Tétel. Az 5.3.6. tétellel megegyezd feltételek mellett nem
létezik olyan szigoruan monoton csckkend g : [a,b] — [0,‘_"] fuggvény,

hogy a min fuggvény el8éllithaté lenne

min(x,y) = g ¥ (g(x) + gly))

forméban, ahol g% oz 5.3.6. tételben megadott fuggvény.

Més szempontb6l azonban kapcsolatot teremthetunk o generdtorfugg=
vények és a min(x,y) kozott, Legyen c: | x| =1 a (T1) - (T4) tu-
lajdonségokat kielégitd szigoruan monoton = teh6t Archimedes=i - fugg=

vény, amelynek odditiv generétorfuggvénye  g(x) .

5.3.8. Tétel. A ¢ A (x) (A>0) fuggvény szintén eleget tesz a
generétorfiggvények tulajdonségainak /Dombi [87] /.

5.3.9. Tétel.  Ha cplx,y) @ ga' (x) gener6torfuggvénnyel meghatéro=

zott mivelet, akkor

lim ¢ ;\(x,y) = min(x,y)

Ao

/Dombi [8])/ .

Természetesen a maximum mUveletre is hasonlé &llitésok mondhaték ki.
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5.4. Péld6k o kapcsolé6 muveletekre é&s generGtorfliggvényeikre

Az irodalomban szémos = a maximum é&s minimum muvelettdl kulonbszd -
fuzzy kapcsolé muvelet p&r ismert. A kdvetkezd téblézatban ezek kszul dsz=-
szefoglalunk néhényat a hozzé&juk tartozé odditiv generétorfUiggvényekkel e-
gyUtt. Valamennyi c : | X | = | fuggvény kielégiti a (T1) - (T4) felté~-
teleket, és valamennyi d: | » | =l fuggvény a m* - (T4') feltételeket.

(1) Zadeh [42]

c(x,y) = max(x+y=1,0) | g(x) = 1=x,
d(x,y) = min(x+y,1) h(x) = x ;{“\:"")

(2)
clx,y) = x.y g(x) = =log(x),
d(x,y) = x+y=x y h(x) = =log(1=-x);

(3) Hamacher [20]:

. 1-
c(x,y) = ;—’—‘;—xz—;— g(x) = ~ :,
dix,y) = XLZEL hx) = 22—

(4) Hamacher [20] :

— X.Y _ a-(a=-1).x
co(x,y) T aH{T-a).(x+ty=x.y) go(x) = log (@>0),
b- Y. 1) . -l )
T

(5) Yager [8]:

cz(x,'y) = l-min {1, [(l-x)"-i-(l-y)&_]]/a'}ga(x) = (l-x)a.,
1/ay

dalx,y) = min(1, (&™) ha(x) = Xt (A1)



(6) Frank (12] .

x_ y_ _
cyx,y) = logs (x ]_]‘)  (s7-1) + 1 gs(x) = |oQs sxl (s > 0),
-1
1=x 1=y s
). (s Y- -1
dy(x,y) = log, LTI D b = log, —=2le (:50);
. s -

(7) Dombi [8]:

' A
elxry) = ‘ g0 = (=1 (@>0),
1 2,1 A A4 ~
T+ (( ==+ (==1))
x Y
T ORY Ppp—— R TR TP
* (2= +C=-1) T g
{3 y
A reprezent6cibs tétel legéltalénosabb esetében oz | x | tartomény

Archimedes-i blokkjaiban a ¢,d,g és h fuggvények o fenti kifeje-
zésekbdl megfeleld fuggvénytranszformGeidkkal nyerhetdk.
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