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1. Bevezetés

Az értekezés harom publikalt cikken alapszik, amelyek a matema-
tika kovetkez6 két teriiletével kapcsolatosak: teljes polinomidlis vektor-
mezok és geodetikusok torzitott szorzat sokasagokon. Az egyes cikkek-
nek megfelel6en az értekezés harom f6 fejezetbol all.

A 2. fejezetben az S := (x1 + 22 + -+ + x, = 1) véges dimen-
zi0s szimplexeken értelmezett polinomialis vektormezoket és fixpontja-
ikat irjuk le. Az eredményeket alkalmazzuk genetikai evoliciés model-
lek differencidlegyenletére. Az irodalomban tobb jol ismert modell ta-
lalhat6 egy IN kiilonboz6 fajbdl allé zart populacié evolucidjaval kap-
csolatban ([4], [5], [2]). A teljes populdcié a t > 0 id6pillanatban a
Lo(t) = Fi(vi(t),v2(t),...,rn(t) (k =1,2,...,N) differencidlegyen-
letrendszer megoldésa, ahol az Fj, fiiggvények legfeljebb harmadfoki po-
linomok. Egy ilyen modellekkel kapcsolatos szemindriumon hangzott
el a kovetkezo kérdés: milyen kovetkezményei vannak annak a felte-
vésnek, hogy az evolicionak nincs kezdopontja az idoben, és mi allit-
haté az idoben &lland6 eloszlasrdl ebben az esetben? Ebben a feje-
zetben teljes algebrai lefrasat adjuk az 6sszes olyan (tetszéleges foki)
V(z) = (Fi(z), Fy(z),..., Fx(z)), az RY téren értelmezett polinomi-
alis vektormezoének, amely esetén az evolicids egyenletnek tetszoleges
t € IR paraméterre értelmezett megoldasai léteznek, amelyek teljesitik
a kovetkezO természetes novekedési feltételeket: rq(t), ro(t), r3(t), ..

rn(t) > 0; Zgzl r(t) = 1 amennyiben r1(0), r2(0), ..., rn(0) > 0
N

és > ri(0) = 1. A kapott explicit formulak alapjan leirjuk azon vek-
k=1

tormezék zérushalmazanak strukturajat, amelyek idében nem valtozd
eloszlashoz tartoznak.

A 3. fejezet a B := (23 + -+ + 22 < 1) Euklideszi egységgom-
bon értelmezett teljes polinomidlis vektormezoékkel foglalkozik. Ez a
munka Staché Laszlo egy szép parametrikus formulajabol ered, amely
a komplex szamok € halmazanak IK egységkorén definidlt teljes valds
polinomidlis vektormezoket irja le. Megmutatta, hogy egy p: € — C
valés polinomidlis vektormezo akkor és csak akkor teljes IK-n, ha p véges
valés linedris kombindciéja az iz, y2™ — 2272, (z € €, m = 0,1,...)
és (1 — |2]*)Q fiiggvényeknek, ahol Q tetsz6leges valds polinom €-bél
C-be. Ebben a fejezetben bebizonyitjuk, hogy p : RN — RY ak-
kor és csak akkor teljes polinomidlis vektormez6 a B egységgombon, ha
p(x) = R(z) — (R(z), z)x + (1 — (z, z))Q(x) valamely Q, R : RN — RN
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polinomokra. Ez a tétel nemcsak dltalanositja a [3]-ban talalhaté, IK-re

vonatkozoé eredményt, hanem egyszertisiti is, mivel megmutatja, hogy a

C egységkorén adott teljes polinomidlis vektormezok a kovetkezo ala-

kiak: [ip(2)z + q(2)(1 — |2]?)] ahol p,q : @ — IR tetszdleges valés poli-

nomok.

A 4. fejezetben az IRY x TR téren definialt centrélisan szimmetri-
kus torzitott szorzat strukturdk geometridjat vizsgaljuk, ahol IR(I)V =
IRY\{0}, amelyek az a|z||, « > 0 potencidl-fiiggvényekhez tartoznak, és
amelyeken adott egy (-,-) Riemann skaldrszorzat a kovetkez6 tulajdon-
sagokkal:

i) a (-,-) Riemann skaldrszorzat projekciéja IR"V-re IR! irdnyéban ka-
nonikus euklideszi,

ii) IR' meréleges RN -re a (-, ) skaldrszorzatra nézve,

iii) a (-,-) skaldrszorzat projekciéja IR'-re IRY irdnyaban az (a,a) €
IR)" x IR' pontban a kanonikus projekcié szorozva U (|a|?)-nel, ahol
U:Ry — R, sima.

Figyeljiik meg, hogy ezek a tulajdonsiagok egyértelmiien meghata-
rozzék az (X,§), Y(n) € T(a’a)(]RéV x IR') vektorok skaldris szorzatat,
amely a kovetkezo alakba frhato:

(X,€) - (Y,n) =(X,Y) + U(la*) - & - .



2. Teljes polinomialis vektormezok szimplexeken

Jelolje RY := {(&1,...,&N) 1 &1,y ..., En € IR} az Osszes valds szam-
N-esek vektorterét; jelolje tovabba xq,...,zx a standard koordinata-
fiiggvényeket R -en: z, : (&1, .., EN) — &k Legyen S az egységszimp-
lex

Si=(z14+-+an=1, z1,...,o5y >0) =
={peRY: zi(p)+--+anp) =1, x1(p),...,2n(p) =0} .

Kévetve [6] terminolégidjat, egy S-en értelmezett vektormezén egy-
szertien egy S — IRYN fiiggvényt értiink. Egy v S — R figg-

vényt polinomnak neveziink, ha a megszoritdsa az x1,...,zy linearis
koordinata-fiiggvények valamely polinomjanak, azaz egyiitthatdk vala-
mely véges ag,..ky € IR (ahol kyi,...,kxy € {0,1,...}) rendszerére

e(P) = D krikn Ok k20 - 2hY (p € S). Osszhangban ezzel a
terminolégiaval, egy V vektormezot S-en polinomidlis vektormezonek
neveziink, ha a komponensei, azaz a Vj = z, oV (tehdt V(p) =
(Vi(p), ..., Vn(p)) for p € S) fiiggvények polinomok. Egyszertien be-
lathaté, hogy barmely két P,, = P, (x1,...,zx5) : RY - R (m = 1,2)
polinomra, S-re vett megszoritasuk akkor és csak akkor esik egybe, ha a
P, — P, kiilonbség eltiinik az S altal generdlt Ag := (:z:l +---tay = 1)
afin altéren. Kés6bb latni fogjuk, hogy egy P = P(x1,...,xn) poli-
nom akkor és csak akkor tinik el az M = (’ylxl + -+ yNTN = 5)
affin altéren, ha P = (y1z1 + - + yveny — 9)Q(x1,. .., zN) valamely
(@ polinomra. Tehéat S-en definidlt polinomidlis vektormezéknek tobb
kiterjesztése lehet IRY-re, de bdrmely két ilyen kiterjesztés csak egy
(r1 4+ -+ -+ xny — 1)W alaki vektormezében térhet el.

Definicié. Egy lokélisan Lipschitz (példaul polinom) V : RY —
RY vektormezét teljesnek neveziink egy (nemiires) K C RY részhal-
mazban, ha barmely p € K pontra létezik egy (szitkségképpen egyér-
telmien meghatarozott) C, : R — K gorbe, amelyre C,(0) = p és
4C,(t) = V(Cy(t)) (t € R).

Az a célunk, hogy leirjuk a teljes polinomidlis vektormezdket S-en,
majd alkalmazzuk az eredményeket genetikai evolicios modellek diffe-
rencidlegyenleteire.

F6 eredményeink a kovetkezok.

2.2. Tétel. Egy V : S — RY polinomidlis vektormezd akkor és csak
akkor teljes S-ben, ha a



vektormezdkre, ahol e;:=(0,...,0, 1,0,...,0) a standard egységuvektor,

V=

WE

Pk(wl, - .,JIN)Zk
k=1

teljesil valamely Pi, ..., Py : RN — R polinom-fiigguényekre.

2.3. Tétel. Ha adott eqy V teljes polinomidlis vektormezé S-en, akkor
léteznek 6y, ...,0n : RN ™Y = R V-nél kisebb foki polinomok gy, hogy
a

-1

N-1
V.= wk[ék(wl,...,x]\] 1 g xpdp(T1, ..., xN_1)|€R+
k=1 =1

N1
+(@z1+--+ay_1—1) Z xp0p(x1,...,xN_1)eN
=1

vektormezo egybeesik V -vel S-en. V' zérushelyei a szimplex alacsonyabb
dimenzids oldalain Sk := S N (x1,...,28k > 0=2xg41 = - = TN)
(K=1,...,N) az alabbi médon irhatdk le:

N-1

SyN (V=0 =50 ] @Gkz1,...,2n-1) =0),
k=1

SKQ(VZO):SKﬂ(51(361,...,@\]71):...:
:5K(w1,...,$N71)) (K< N)



Figl. The fundamental vector fields Z1, Z5, Z3 in the case N = 3.

Concerning the genetical time evolution equation for the distribu-
tion of species within a closed population, in [7] we have the system

—xk <Z g(i )a:;ﬁ—

N N
+Z 2]3633][ZMZ], Ve (i, j, 4, k) — xx
=1

7’7.7:1

for describing the behaviour of the rates z1(t),...,zn(t) at time t of
the N species of the population. Itt g(k), M (i, ,E) és (i, j, ¢, k) nem-
negativ konstansok, amelyekre Ze 1 M(i,5,0) = Z 1€(4,4,0,k) = 1.
Figyeljiik meg, hogy ez az egyenlet a

d
= > g(k)Zk + W
k=1
alakban is irhaté, ahol
N
AR ij(ej—ek),
N
W= Z w(i, j) Tz, [ZM(i,j, O)e(i, j, b, k) —xy | ex.
2,7,k=1 /=1

A 2.1 és 2.2 Tételek kovetkezményeként a kovetkezot kapjuk.

2.4. Tétel. Legyen N > 3. Then the time evolution of the population
can be retrospected up to any time t < 0 starting with any distribution
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(2(0),...,zn(0)) € S akkor és csak akkor, ha W eltinik S-en, azaz ha
d/dt x = Zgzl g(k)Zk(x1,...,zN). Ebben az esetben az idében dllandd
eloszlasok a kovetkezoképpen adhatok meg:

U SN (xy =0form¢gJ,) where J, :={m: g(m) =1~} .
ve€{g(1),--g(N)}

2.5. Kovetkezmény. Ha g(1),...,g(N) > 0 és a (**) vektormezd teljes
S-ben, akkor
d

7 g(k)zi(t) > 0

NE

k=1

teljesil a dx/dt = V(x) evolicids egyenlet tetszdleges t — x(t) € S
megolddsadra.



3. Teljes polinomialis vektormezok
az euklideszi gombon

Ebben a fejezetben leirjuk azokat a polinomialis vektormezoket,
amelyek teljesek egy véges dimenziés belso szorzat tér egységgémbjé-
ben. Ezt a belsd szorzat teret IR™ -nel azonositjuk.

3.1. Definicié. Ha adott egy K részhalmaza IR -nek, a valés szdm N-
esek halmazanak, és egy v : RY — R" leképezés, akkor azt mondjuk,
hogy v teljes vektormezé K-ban, ha tetszoleges kg € K ponthoz 1étezik

egy « : R — K gorbe tgy, hogy z(0) = ko és d"fiit) = v(z(t)) barmely
t € IR esetén.

A 2. fejezetben lattuk, hogy a teljes polinomidlis vektormezék egy
szimplexen ugy allithatdk el6, mint egy harmadfoku teljes vektormezok-
bol allé véges csaldd polinom kombindaciéi. Ez a gondolat a kiindulé-
pontja a f6 eredménynek ebben a fejezetben.

El6szor fogalmazzuk &t Stachd tételét [4] linedris kombindciok he-
lyett polinom kombindcidkra (komplex jelléssel, azonositva R2-et C-vel
a szokdsos modon): egy v : € — € polinomidlis vektormez6 akkor és
csak akkor teljes a IK egységkorlapon, ha véges IR-lineédris kombinécidja
az alabbi csalddhoz tartozé vektormezoéknek:

F = {iz, pz" — 2", (1—2H)Q
n=0,1,...; p=1,i; Q € Polr(C,C)} .

Valdjdban F valos linedris burka (az Osszes véges linearis kombinacié
csaladja) egyszeriibben is megadhato:

Spang F = {P iz + Q(1 — [2]*) :
P e Pol(C,R), Q € Pol(C,T)} .

3.2. Megjegyzés. Idézziik fel, hogy egy v : RY — IR” leképezést ak-
kor neveziink polinomidlis vektormezének, ha v(x) = (p1(z), ..., pn(T));
z e RY valamely p1,...,pn : RY — IR N-véltozés polinomokra (azaz
mindegyik p; véges linearis kombindciéja x7"* ... zy" alaki fiiggvények-
nek, ahol m; nemnegativ egész és z; : (£1,&2,...,&n) — & jeloli a j-edik
kanonikus koordinsta-fiiggvényt IR™-en).

;s N
3.3. Definicio. Legyen <(§17 527 s 7€N)7 (7]17 na,..., UN)> = Zi:l gz’r]z
a belsd szorzat RN -en. Konnyti 14tni, hogy egy polinom (s6t sima) vek-

tormez6 akkor és csak akkor teljes a B := ({x,z) < 1) egységgdmbben,
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ha teljes az S := ({x,z) = 1) gombfeliileten. Tovabba v akkor és csak
akkor teljes S-ben, ha merdleges a sugar vektorra, azaz ha (v(z),x) =0
barmely x € S pontra.

Tudjuk a 2. fejezetbdl, hogy ha F : RY — IR egy polinom, és
p:RY — IR tetszbleges olyan polinom, amelyre p(M) = 0 és M C RV,
akkor létezik olyan ¢ : RY — R polinom, amelyre P = ¢ - F, ha
F(z) = ¢1(x)p2(x) - dn(x), és ¢; linedrisan fiiggetlen affin fiiggvé-
nyek. Az az eset, amikor f(x) =1 — (x,x) fontos szerepet jatszik a &
eredményiinkben.

3.4. Lemma. Legyen f : RY — IR olyan polinom, amelyre f(x) =0
ha z € S, ahol S := ((x,x) = 1). Ekkor létezik olyan Q : RY — R
polinom, amelyre f(x) = (1 — (x,z))Q(x).

Az ilyen jellegii lemmak nagyon fontosnak tiinnek a polinom-
egyenl6tlenségek &ltal meghatarozott tartoményok teljes polinomidlis
vektormezoinek az elméletében. A komplex esetben hasonlé eredmények
vannak, de a bizonyitasokat nem lehet lemasolni még a gémb esetében
sem.

3.5. Tétel. Legyen P : RY —» RY eqy polinom leképezés. Ekkor P
akkor és csak akkor teljes polinomidlis vektormezd az S := ({x,z) = 1)
gombfelileten, ha

P(z) = R(z) — (R(x), )z + (1 — (z,2))Q(x)
teljesiil valamely R, Q : RY — RY polinom leképezésekre.

3.6. Kovetkezmény. Legyen Vi : x — er — (eg,x)x, ahol k =
N

1,2,3,...,N. Ekkor barmely, az S := (Z x? = 1) gombfeliileten teljes
i=1

polinomidlis vektormezd megegyezik egy V(x) = Zgzl pr(z)Vi(z) alaku

vektormezdvel (megszoritva S-re) ahol p1,...,p, : R" — IR megfeleld

polinomok.

2. dbra The vector fields Vj, : « +— ej, — (e, z)x, (k=1,2,3) on S C IR>.
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3.7. Kovetkezmény. Az S-en teljes polinom-vektormezdk pontosan a
V:z— zA(z)

alaki vektormezék megszoritdsai, ahol A : RN — Ma,t(_)(N ,IR) tetszd-
leges polinom leképezés az N X N-es antiszimmetrikus mdtrixok terébe.

3.8. Megjegyzés. Erdekes kapcsolat van a P := (x; + --- +
TN, T1,...,2n > 0) egységszimplexen illetve az S := (22 +- - -+2% = 1)
gbmbon megadott teljes polinomidlis vektormezék kozt. A
T:(xy,...,2N5)— (22,...,2%)

leképezés a gomb S, := SN (z1,...,zxy > 0) pozitiv részét egy-egy
értelm(i médon felelteti meg P pontjaival. Ha adott egy W : P — IRY
(W(z) = (w1(z),...,wn(z))) sima teljes vektormez6 a P szimplexen,
ennek a visszahuzottja S-ra

T#V : 81 2 (w1,...,aon) = —| T HT(z) +7W(T(z))) =

d
- ([33% + 1wy (22, .. .,x?v)]l/% o [ TN (22, .,x?\])]lm):

1 _
= 5(:1:1 wi(23,...,2%), .y wN (T, Ty)
Specidlisan a T# operacié a kovetkez6 kapcsolatot 1étesiti a P-n adott
Zi(x) == xy, vazl x;(e; —eg) of P és az S-en adott Vi (x) := e, — (e, z)x
fundamentalis teljes polinomidlis vektormezék kozott:
T#Zp(z) = Loy Vi(w)  (k=1,...,N).

Vagyis minden P-ben teljes polinomialis vektormez6 egy S, -beli teljes
polinomidlis vektormezo6 visszahuzottja. Nevezetesen

7=0
-1

A Vi ().

Figure 3. The vector fields 2V} (z), (k=1,2,3) on S, C IR
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4. Geodetikusok kozéppontosan szimmetrikus
torzitott szorzat sokasagokon

Legyen adott egy U : IRy — IR, sima fiiggvény. Tekintsiik az
R? xIR' sokasdgot, ahol az IR} = IR™\ {0} téren adott egy (-, -) Riemann
skalarszorzat a kovetkezo tulajdonsagokkal:

i) a (-,-) Riemann skaldrszorzat projekciéja IR -re IR' irdnyéban ka-
nonikus euklideszi,
ii) IR' meréleges RN -re a (-, ) skaldrszorzatra nézve,
iii) a (-,-) skaldrszorzat projekciéja IR*-re R" iranyaban az (a,a) €
IRY" x R' pontban a kanonikus projekcié szorozva U (|a|?)-nel, ahol
U:IRy — R4 sima.

Ezek a tulajdonsdgok egyértelmiien meghatérozzak az (X&),
(Y,n) € Tap) IRy x IR!) tangesvektorok skaldrszorzatét, amely a ko-
vetkezo:

(1) (a0 (X, ), (Y,m) = (X,Y) + &1 U(|al?).

ahol (X, Y) =" | X;-Y;. Az egyszerliség kedvéért a kovetkezd jelolést
alkalmazzuk:

<(X7 5)7 (Y7 77)>* = g(a,ﬁ)((Xa 5)(Y7 7]))

Ez az egyszeriisités nem vezet félreértéshez, mivel mindig tudjuk,
hogy az érintévektor melyik ponthoz tartozik. (a, 3)-ban (-t gy tekint-
juk, mint az (n + 1)-edik koordinata.

Egyik f6 eredményiink az alabbi tétel.

4.1. Tétel. The Levi-Civita connection of the Riemannian metric
(1) introduced above has the following Christoffel symbols

0 iof i, k<n

0 if ,j<n, k=n+1

0 if ik<n, j=n-+1
. o if jk<n, i=n+1
L @h =\ Zo,w@)/2 if k<n ij=n+1’

9i(U(2))2U(2) if jk=n+1

O UCN/2U() if ik=n+1

ahol1 <i,j, k <n+1, z = (a,B) és 0s az s-edik koordindtdira vonatkozd
derivalds.
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4.2. Kovetkezmény. A geodetikusok differencidlegyenletrendszere
B="h/U(Z)

i; =a;R°U'(2)/U*(Z) 1<j<n

ahol h egy alkalmas konstans, Z = (a, 3), és (a(s), B(s)) az a geodetikus,
amelynek koordindtdi {a;}7_, és 3.

Ebbdl a geodetikusok kovetkezd leirasat kapjuk.

4.3. Tétel Legyen (x(s),£(s)) egy geodetikus RYy x IR -ben az (1)
Riemann metrikdra nézve. Legyenek a kezdeti értékek s = 0 esetén
x(0) = x0, £(0) = &, %x(0) = to, £(0) = 79. Ekkor a kévetkezd lehetdsé-

gek vannak:

a) Ha 19 = 0, akkor a (x(s), &(s)) geodetikust tartalmazza az
x(s) = tos+xo, £(s) = &y egyenes; ez a geodetikus teljes, kivéve
abban az esetben, ha &g = 0 és a tg és xg vektorok kollinedrisak.

b) Ha 19 > 0, akkor a geodetikus projekcidja IRy -re egy 0 kdzép-
ponti ellipszis. Egyenlete a kovetkezd:

x(s) = cos(y/Tollxol| 7" s)x0 + sin(y/7olxol| " s) /7ol xol[to-

A megfelelé geodetikus teljes kivéve abban az esetben, ha a tqy és
xg vektorok kollinearisak és az elobbi ellipszis eqy O kozépponti
szakasszad fajul.

c) Ha 19 < 0, akkor a geodetikus projekcidja IR(-re eqy O kizép-
ponti hiperbola. Egyenlete a kovetkezo:

x(s) = cos h(y/Tol[x0]| ™" 8)x0 + sin h(y/Tollxol| " s) /Tollxo][to-

Ha a tg és xg vektorok kollinedrisak, akkor ez a hiperbola egy
félegyenessé fajul. A megfeleld geodetikus teljes.

Most a masodik esettel foglalkozunk (aKepler-mozgasok geometri-
ajanak meghatarozasdhoz).

Ebben az esetben a metrikat meghatérozé fliggvény U(z) = ¢y/z.
A geodetikusoknak a kovetkezo leirasa adhato.

4.4. Tétel. Legyen (a(s), a(s)) egy geodetikus Ry x R'-ben az (1)
Riemannian metrikara nézve. Legyenek a kezdeti értékek s = 0 esetén
ag = a(0), ap = «(0), T = a(0), 7 = &(0). Legyenek E1, Ey € Ry az
aog és T dltal kifeszitett ortogondlis egységuektorok W -ben. Vdlasszuk az
Ey és Es vektorokat oly modon, hogy teljesuljon

CL():Cbl'El, T:T1~E1+T2~E2.
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Ha Ty # 0, akkor a geodetikusoknak a kévetkezd leirdsa adhato:

A geodetikusok nem lépnek ki a W és R dltal kifeszitett térbéi.
Tovdbbd, ha T projekcidjit R -re IRy irdnydban Ts jeloli, akkor hdrom
lehetdség van.

i) ha (T, 7)]? = T + T3 +c-|al| - T2 < 0, akkor a geodetikus
projekcioja W-re eqy ellipszis,

i) ha |T,7)|? = T2 + T2 + c-|a%| - T2 = 0, akkor a geodetikus
projekcioja W-re eqy parabola,

iii) ha |T,7)|2 = T2 +T5+c-|al|- T2 > 0, a geodetikus projekcidja

W -re eqy hiperbola.

A geodetikus vetiiletének egyenlete poldr-koordindtdkban

2-|af)® T%

—c-T2 - 1ad]3 4+ v - cos(p —w)’

P(vy) =

ahol

v=sgn(c) = \/4- T2 T3 |adft + (2. T3 - [alf? + ¢T3 - [adP)2,

2-Ty-al - sgn(c))

w = arc sin<
U

és p = lal, cosp = {a, Er)/lal.

4.5. Kovetkezmény. Ha c > 0, akkor a geodetikusok minden ve-
tulete hiperbola, amelynek aszimptotikus egyeneser dthaladnak az origon
és amelyek irdnya w —arccos(1/e) és w+arccos(1/e). Az aszimptotikus
egyenesek origéhoz legkézelebb esé pontja (w, |ag| - Ts/(u—v)). Ezért az
origo mincs a hiperbola belsejében.

4.6. Kovetkezmény. Eqy geodetikus vetiilete akkor és csak akkor
kor, ha ¢ < 0, T merdleges ag-ra és |T|* + |(T,7)|? = 0. A kér sugara
2. |T|?/(—c-72%). Kézéppontja az origo.

4.7. Kovetkezmény. Ha egy geodetikus projekcidja ellipszis (and

for its eccentricity) € # 0, akkor a nagytengelyének irdnya w és hosszu-

2-lag|-T2-u . ¢ . . 2-|lag|-T2-u
Lglfvé. Két fokuszpontja az origo és (w, %

lyének hossza 2 - |ag| - T%.

saga ) . kistenge-

4.8. Kovetkezmény. Ha a geodetikus vetilete eqy parabola, ak-
kor ez nyitott w irdnyban. Legkizelebbi pontja (w + m, T3 /(c-72%)) és
fokuszpontja az origo.
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4.9. Kovetkezmény. Ha a geodetikus vetiilete egy hiperbola és ¢ <
0, akkor fokuszpontja az origo. Két aszimptotikus egyenesének iranya

w+arccos(1/e)(1/e) és w —arccos(1/e).
4.10. Tétel. Ha T > (<)0, akkor a szigorian névekvd (csékkend)
és a kovetkezd differencidlegyenlet dltal meghatdrozott médon fiigg a p =
la| értéktol:

do sgnsin(p — w) - |ag| - T2
dp /P2(v? —u?) + 2]ao|T2 -u-p — |aol? - TZ

ahol az elso tételiink jelolését hasznaltuk.

4.11. Kovetkezmény. Ha a geodetikus vetiilete eqy ellipszis, akkor

oy oo VITEER

T, T B T - |ag| - sgn(sin(yp — w))

pla) = — const),

T )R
ahol const olyan szam, amelyre p(a) = |ag|.

4.12. Kovetkezmény. Ha a geodetikus vetiilete eqy parabola, ak-
kor

pla) = - (ap — a) + |ao|.
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