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1 Az Approximacié-Probléma

[28]-ben Totik Vilmos egy alapvetd fontossdgu kérdést oldott meg a stilyozott poli-
nomokkal valé approximécié témakorében: Legyen w : R — R egy nemnegativ
folytonos fliggvény, melyre teljesiil, hogy lim, 1+ zw(z) = 0. Definidljuk ¢(x)-et
a w(x) = exp(—q(x)) egyenlettel, és hivjuk q(x)-et kiilsd mezdnek. Saff kérdése a
kovetkezé volt: mely f(z) fliggvények kozelithet6k egyenletesen silyozott
w(z)"P,(x), n=0,1,2, ... polinomokkal?

Az ilyen tipusi approximécionak tobb alkalmazédsa is van. Fontos megje-
gyezniink, hogy a stly kitevéje n (és n =0,1,2,...), igy ez a fajta approximécid
kiilonbozik a klasszikus stlyozot approximaciétél, amelyben nincs kitevé. A
probléma nehézségét elsésorban az okozza, hogy a P, polinomnak ki kell egyen-
silyozni a w™(x) exponencidlis véltozasait.

El6szor is vildgos, hogy f(z)-nek folytonosnak kell lennie. Majd latni fogjuk,
hogy pontosan azok a folytonos fiiggvények kozelithetok w™P, silyozott poli-
nomokkal, amelyek eltiinnek egy w-t6l fliggd zart 7, halmazon. Ezek utéan a
probléma a Z,, halmaz megtalalasara redukalodik.

A probléma érdekessége, hogy egy valoszintiségi mérték jatszik a megoldasaban
alapveto szerepet. Ezt a mértéket a w-vel asszocialt eqyensilyi mértéknek nevezziik,
és a tartéjat S,-vel jeloljik. S, a szdmegyenes egy kompakt halmaza.

Tegyiik fel, hogy ¢(x) konvex fiiggvény. Saff azt sejtette, hogy ez esetben
egy folytonos f(x) fiiggvény akkor és csakis akkor kozelitheté meg egyenletesen,
ha elttinik az S, tartén kivil. Masszdéval, Z,, az S, tartdé belsejének a komple-
mentere.

[29]-ben Totik mutatta meg, hogy ez az éllitas tetszéleges ¢(z)-ra nem igaz.
Ugyanebben a konyvben azt is belatta, hogy Saff sejtése igaz konvex ¢(z)-ra
bizonyos simaséagi feltétel mellett.

Megjegyezziik, hogy a konvex kiilsé mezoknek megvan az a hasznos tulaj-



donsaga, hogy S, egy intervallum.

A teljes szamegyenes helyett definidlhatjuk w(x)-et a szdmegyenes egy zart X
részhalmazan is. Tegyiik fel most, hogy ¥ = [0,+00). Egy ismert tétel szerint
ha zq¢'(x) névekedd fiiggvény, akkor S, egy intervallum. Ez megint csak egy
hasznos &llitas, hiszen vannak olyan kiils6 mez6k melyek nem konvexek, de zq'(x)
novekedo.

Totik vetette fel a kovetkezé problémat. Tegyiik fel, hogy zq¢'(x) névekedd
Y := [0, +00)-en. Jeldlje [a,b] az S, tartét. Meg tudunk-e egyenletesen kozeliteni
minden olyan folytonos fliggvényt stilyozott w(z)"™ P, (x) polinomokkal, mely eltiinik
(a,b)-n kiviil? Ez volt az a probléma, mely végiil ennek a disszertaciénak a
megirasdhoz is elvezetett.

A kérdésre a pozitiv valaszt [3]-ben adta meg a szerzé. Ott “gyengén kon-
vex” kiils6 mezokre van megoldva az approximdacio-probléma. Ez egy olyan
fiiggvényosztaly, mely tobbek kozott magaban foglalja a konvex fliggvényeket,
és azokat is amelyekre z¢/(x) novekedd. Példaként tekintsiik a g(x) := 2* kiilsé
mez6t, ahol A € (0,1). Természetesen g nem konvex [0, +o0)-on, de itt xq'(x)
névekedd. Tehat S, egy [a,b] C [0,+00) intervallum lesz (mely intervallum
konkrétan meg is adhaté a A paraméter fiiggvényeként). Azok a folytonos fliggvé-
nyek melyek elttinnek (a,b)-n kiviil, egyenletesen megkdzelithetok stilyozott
w(z)"P,(x) polinomokkal.

A disszertaciéban tovabb &ltaldnositjuk a fenti eredményeket (4. fejezet).
A és B béazispontokra nézve “gyengén konvex” fliggvényeket definidlunk, és a
kiils6 mezot ebbdl a fiiggvényosztalybol valasztjuk. Ez a fliggvényosztaly nagy-
obb, mint a [3]-ban szerepls, ennek ellenére megtartottuk a “gyengén konvex
fliggvények” elnevezést. Azt is megmutatjuk, hogy “gyengén konvex” kiilsé mezok
olyan egyenstlyi mértéket hoznak létre, melynek tartéja egy intervallum (2. fe-

jezet). Specidlisan, a tarté intervallum lesz, ha exp(g(z)) konvex.



A 3. fejezetben az egységkoron is vizsgaljuk az egyensulyi problémat. Olyan
feltételeket adunk meg, melyek garantdljak, hogy az egyensilyi mérték tartéja a

kornek egy ive lesz.

2 Logaritmikus Potencialelmélet

Legyen ¥ C R egy zart halmaz. A Y-n értelmezett w silyfliggvényt “megengedett”-
nek hivunk, ha
(i) w feliilrél félig folytonos,
(ii) {z € ¥ : w(z) > 0}-nek pozitiv logaritmikus kapacitdsa van,
(iii) ha ¥ nem korldtos, akkor |z|w(z) — 0 midén |z| — oo, z € .

Az approximacio-problémaban azt is feltessziik, hogy w folytonos, és, hogy >
reguldris halmaz a C\X-on tekintett Dirichlet-problémara nézve.

Legyen ¢ a w(x) =: exp(—q(z)) egyenlettel definidlva, igy tehdt ¢ : ¥ —
(—o00, 00| egy alulrdl félig folytonos fliggvény.

Legyen M (X)) azon pozitiv Borel egységmértékek halmaza, melyeknek a tartdja

Y-ba esé kompakt halmaz. A p € M(X) mérték logaritmikus potencidljat

1
|z — 1]

Ut(x) = /log du(t)

definialja, és a sulyozott energia integralt pedig

1) i= = [ [ o5 (|2 = yl(e)w) )duta)duty).

Azt mondjuk, hogy egy tulajdonsdg kvazi mindeniitt teljesiil, ha mindenttt
teljesiil, kivéve egy halmazt, melynek nulla a kapacitdsa. Sziikségiink lesz a

kovetkez6 alapvet6 tételre ([24], Theorem 1.1.3):



Tétel 1 Legyen w egy megengedett (de nem feltétleniil folytonos) mérték a zdrt
Y halmazon és legyen V,, := inf{L,(n) : p € M(X)}. Ekkor

(a) V., véges,

(b) egyértelmien létezik p,, € M(X), melyre 1,(jtw) = Vi,

(¢c) Az Fy, := Vi, — [ qdp, konstanssal

Uuw(w) +Q(x) > Fy

kvazi-mindenutt teljesil X-n,

(d)
U (2) + q(x) < P, (1)

minden x € Sy, := supp(py) értékre.

Megjegyzés A definiciénk szerint minden M (X)-beli mértéknek kompakt tartdja
van, igy az S, tarté is kompakt.

A i, mértéket a w-vel asszocidlt egyensilyi mértéknek hivjuk.

Jelolés 2 Legyen G C R. Azt mondjuk, hogy egy tulajdonsag teljesil a G belsejében,

ha a tulajdonsag teljesul G minden kompakt részhalmazadn.

3 Totik Eredményei

Y-n a sulyozott w™ P, polinomokkal valé egyenletes approximacié kérdését vizsgaljuk,
ahol degP,, < n. Tétel 3 egy Stone-Weierstrass tipusu tétel (lasd [13], vagy [24],

Theorem VI.1.1).

Tétel 3 Taldlhatd egy olyan Z = Z(w) C X zdrt halmaz, melyre fenndll, hogy
eqy 2-n folytonos [ figguény akkor és csak akkor kozelithetd meg egyenletesen

w"P,, n=1,2,... sulyozott polinomokkal, ha f eltinik Z-n.
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Annak a megvilaszoldséban, hogy mi a Z(w) halmaz, a j,, egyensulyi mérték
és a tartGja Sy, := supp(iuy) jatszik fontos szerepet (14sd [29], vagy [13], vagy [24],
Theorem VI.1.2):

Tétel 4 S, komplementere Z-be tartozik.

Totik vezette be a sima integréllal rendelkez6 fliggvények fogalméat ([28]), mely

fogalmat a Saff sejtés megoldésandl hasznalt.

Definicié 5 Azt mondjuk, hogy az f(z) figgvénynek sima integrdlja van az R C

R halmazon, ha f(x) majdnem mindenitt nem-negativ R-en, €s

[1=t+o) [ 1 )

ahol I, J C R két eqymdshoz csatlakozo intervallum, melyeknek hossza 0 < €, és

e — 0. Az o(1) tag fiigg e-tél, de nem fiigg 1-t6l és J-tél.

Vildgos, hogy egy pozitiv alsé korlattal rendelkezo folytonos fiiggvénynek sima
integralja van. De példdul log(1/|t|)-nek is sima integralja van [—1/2,1/2]-en.

A kovetkezé harom tétel Totik eredménye, [28].

Tétel 6 Legyen [a,b] az S, tarté részhalmaza, és tegyiik fel, hogy az egyensilyi
mértéknek a siriségfigguvénye v létezik |a,bl-n, és pozitiv alsd korldtja valamint

sima integrdlja van ott. Akkor (a,b) N Z(w) = 0.

Tétel 7 Legyen [a,b] az S, tartd részhalmaza, és tegyiik fel, hogy q konvex fligguény
(a,b)-n. Akkor p,-nek olyan striségfiggvénye van (a,b)-n, amelynek pozitiv alsé

korlatja valamint sima integrdlja van (a,b) belsejében.

Ebbdl a két tételbdl kovetkezik:



Tétel 8 Legyen [a,b] az S, tartd részhalmaza, és tegyiik fel, hogy q konvex fligguény
(a,b)-n. Akkor (a,b) N Z(w) = (. Specidlisan, minden olyan folytonos fiigguény

mely eltinik (a,b)-n kivil, egyenletesen kozelithetd silyozott w™P, polinomokkal.

Vegylik észre, hogy Tétel 8 egy lokélis eredmény, mivel alkalmazhaté a tarto

azon részintervallumain, ahol ¢ konvex.

4 Fo6 Eredmények

Jelolés 9 Az I = [(a,b)] jeldlés alatt egy olyan intervallumot értink, mely lehet
nyilt, zart, vagy félig nyilt. Tovdbbd int(I) az I belsé pontjait jeloli, tehdt int(1) =

(a,b).

Amikor egy [a, b]-n értelmezet novekedo fliggvényrdl beszéliink, elegendd, hogy
a fiiggvény csak “majdnem mindeniitt” legyen noveked6. Ezt a fogalmat pon-
tosabban definialjuk a disszertacioban. Ebben az értelemben mondhatjuk, hogy
ha g konvex, akkor ¢’ névekedd (noha ¢’ csak m. m. létezik).

Most a “gyengén konvex” fliggvények osztalyat definidljuk. Megjegyezziik,
hogy ¢ konvexitésa exp(q) konvexitdsat vonja maga utan, tehat a gyengén konvex

fiiggvények osztalya tartalmazza a konvex fliggvények osztalyat.

Definicié 10 Egy q : D — R (D C R) fiigguény gyengén konver az A, B € R,
A < B alappontokkal az I = [(a,b)] C D intervallumon (a,b € R), ha mindezek
teljestilnek:

(i) I C [A, B,

(11) q abszolit folytonos (a,b) belsejében (igy q' létezik m.m. I-ben),

(iii) ha a € I, akkor

liminf ¢(2) = g(a),



és ha b € I, akkor

liminf ¢(x) = q(b),

r—b—0

() I felirhato diszjunkt I, ..., I,, intervallumok unicjaként, gy, hogy minden

I (1 <k < n)) intervallumra:

exp(q(x))  konver Ip-n, wagy (3)

(x—A)(B—2x)d(z)+z  novekedd Iy-n . (4)

Ha —oo < A és B = +oo akkor (4)-et ezzel helyettesitjiik:

(x — A)¢ (x) novekedd I-n . (5)

Ha —oco = A és B < +oo akkor (4)-et ezzel helyettesityik:

(B—12)¢(x) novekeds I,-n . (6)

Véqgiil, ha —oo = A és B = 400 akkor (4)-t figyelmen kiviil kell hagyni, tehdt
ekkor exp(q(x))-nak konvexnek kell lennie az egész I-n.

(v) ha xy a végpontja eqy I-nak, de a és b-tdl kilonbozd, akkor:

limsup ¢'(z) < liminf ¢'(z), (7)

_ +
=T T

A kovetkezo tétel a fotételink.

Tétel 11 Legyen w eqy folytonos megengedett sulyfiigguény R-en. Tegyiik fel,
hogy q gyengén konvex [A, B]-n, a véges A, B alappontokkal, és S, C (A, B).
Akkor Z(w) = (int S,)¢. Tehdt egy folytonos f(x) figgvény akkor és csak akkor

approzimdlhato sulyozott w™ P, polinomokkal, ha eltinik S.,,-on kivil.



Ezen kiviil megadunk olyan feltételeket is a g kiilsé mezore, melyek garantaljak,
hogy az egyensilyi mérték tartéja egy intervallum. A legaltalanosabb ilyen

feltételiink:

Tétel 12 Legyen w = exp(—q) egy megengedett sulyfigguény R-on, és tegyik
fel, hogy q gyengén konvex az I C ¥ intervallumon az A, B € R alappontokkal,

tovdbba S, C [A, B]. Akkor S, NI egy intervallum.

A kovetkezo tételben az egyensulyi mérték stirtiségfiiggvényének egy integral—
reprezenticidjat adjuk meg. Az egyszeriiség kedvéért [—1,1]-re mondjuk ki a

tételt [A, B] helyett.

Tétel 13 Legyen w = exp(—q) egy R-en megengedett sulyfiggvény, melyre
min S, = —1, max S, = 1. Tegyik fel, hogy q abszolit folytonos a (—1,1)
belsejében és, hogy ¢ korlatos [—1, 1]-en. Tegyiik azt is fel, hogy liminf, . 1,9 q(x) =

q(—1), liminf, ;¢ q(x) = q(1) és, hogy valamely —1 < u < v < 1 konstansokkal

-1
(@) <7 (~Lu)on,
-1 1
< ¢ < (w)on,
1
< ) (v.1)-0n,

(1—2)%¢(x) —x névekeds (—1,u)-on,
(1—2%) ¢ (x) +x ndévekedd (u,v)-on,
(x +1)%¢(x) —x névekedd (v,1)-on.

Akkor Sy, = [—1,1] és duy,(t) = v(t)dt, t € [—1,1], ahol v(t) majdnem minden

t € [—1,1]-re igy van definidlva:



t € (—1,u)-ra legyen

S

_ 1 t+1 [P (1=9)%¢(s) —s—[(1 —1)%¢(t) — 1]
o) = o=y —t/_1 TN d

t € (u,v)-re legyen

U(t) — 1 /1 (1 — 52)(]/(3) + 5 — [(1 _ t2)q’(t) + t]
: 71'2\/1Tt2 1 (S—t)m

ds, 9)

t € (v,1)-re legyen

) = o [t [ O e (0 0 2,

T evioelitil), (-l -5

+t+i1(7r . /_1 s+ 1)d(s) +_11_)q;(28)ds) . (10)

A 3. fejezetben az egyensiilyi problémét a C' egységkoron vizsgaljuk. Az
egységkort hasznalva ramutatunk a kiilonbozo feltételek kozott fennallé kapeso-
latra is (melyek a szdmegyenesen értelmezett g-ra vonatkozé feltevések). Egy
olyan feltételt is taldlunk g-ra, melyet a gyenge konvexitds definicidja (Definicié
10) nem tartalmaz.

Legyen «, 8 € R két szog, |3 — a| < 27. Ekkor m jeldli az [e™, ] C C
fvet, és itt e’*-bél e?P-be az éramutatéval ellentétes irdanyba megyiink. [a,mﬂ]
az egész C' korivet jeloli.

Az alabbi két tételt bizonyitjuk.

Tétel 14 Legyen w(z) = exp(—q(z)), |z| = 1 egy sulyfiggvény C-n és legyen

I =[(v,9)] egy intervallum, melyre 0 < 6 — v < 2w. Tegyiik fel, hogy q abszolit
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folytonos I beljesében, és

liminf ¢(z) = ¢(y) (11)
T —y
xel

amikor y a végpontja I-nek ésy € I. Legyen € eqy olyan pont mely nem belsd

—

pontja T-nak. Legyenek [oz/l,E],..., lag, Bk], 0 < k darab fve C-nek, dgy, hogy

o~ —

1 <i<kre0<f—a; <21 és (S, UI) C [y, B]. Tegyik még fel, hogy I
felirhato az 14, ..., I, intervallumok diszjunkt uniojaként, és minden fir 1 < j < n-

re vagy

e?®) [2 sin (9 ; c)q’(@) — oS (9 ; Cﬂ sgn(sin (9 ; c>> (2.2)

novekedd I;-n, vagy valamey 1 < i < k-re:

sin (9 _2%) sin <5i 2_ 9) q (0)+ isin <t9 S _2|_ @) (2.3)

novekedd 1j-n. Végil tegyik fel, hogy

limsup ¢'(#) < liminf ¢'(6),
0—05 0—05
valahdnyszor 6y egy I; intervallum végpontja (1 < j < n) de nem a végpontja

I-nek. Ekkor S, N T a C-nek eqy ive.

Fentebb sgn a szignum fliggvényt jeloli.
Példa:

Legyen ¢(6) = cos(50) sin(36), ¥ = [2.9,3.18] U [3.95, 4]-on definidlva. (w-t -
1 kiviil nulldnak tekintjiik.) Allitjuk, hogy S, N (2.9, 3.18] és S,y N [3.95, 4] C-nek
egy-egy ive. (Egyikiik esetleg tires halmaz is lehet.)

Legyen ay = 2.9, =4 és ag = 3.95, By = 3.18 + 27r.

11



Ellenérizhet6, hogy (2.2) [2.9,3.17]-on teljesiil, de nem az egész [2.9,3.18]-
on. ((2.2)-ben c-t ugy kell vélasztani, hogy e’ nem bels§ pontja [2@8}-
nak.) Tovdbbd, aj-et és (-t haszndlva kapjuk, hogy (2.3) nem teljesiil az egész
2.9, 3.18]-on. De (2.3) teljesiil a [3.17, 3.18] részintervallumon. Igy (2.2) és (2.3)
kombindcidja mutatja, hogy S, N [2@8] egy 1v. ag-t és [Bo-t haszndlva kapjuk,

—

hogy (2.3) teljesiil az egész [3.95, 4]-on. gy S, N [3.95, 4] egy iv.

Tétel 15 Adott k € Nt-ra legyen

X= Ule[Ai, Bl] C R, ahol (12)

—0 <A< B <Ay < By<..<A, < B < +oo.

Legyen W = exp(—Q) egy sulyfiggvény 3-n, I C X egy intervallum, és teqyik

fel, hogy Q abszolut folytonos az I belsejében és

liminf Q(X) = Q(Y). (13)

Xel
amikor Y az I eqy végpontja és'Y € I. Feltessziik, hogy I felirhato az Iy, ..., 1,

intervallumok diszjunkt unidjaként, és minden fir 1 < j < n-re vagy

QXY Lonver I; —n, (14)

vagy valamely 1 < i < k —1-re

(X = B)(Aiy1 — X)Q'(X)+ X csokkend I; —n, (15)

vagy
(X — A1) (B, — X)Q'(X)+ X ndvekeds I; —n. (16)
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Végul tegyiik fel, hogy

limsup Q'(X) < liminf Q'(X),
X—X; X—Xg
valahdnyszor Xy eqy I; végpontja (1 < j < mn) de nem a végpontja I-nek. Ekkor

Sw N1 egy intervallum.

Példa: Legyen ¥ :=[—2,—1]U[L,2], és legyen Q(X) =log(X +1), X € [1,2], a
[—2, —1]-en pedig legyen Q(X) tetszbleges alulrdl félig folytonos fiiggvény. Ekkor
Sw N1, 2] egy intervallum lesz. Valéban, (X —(—1))(1—X)Q'(X)+ X azonosan

1 (X €[1,2]), azaz csokkend fiiggvény.

5 Lemmak
A Tétel 12 bizonyitasaban az alabbi lemma jatszik fontos szerepet:

Lemma 16 Legyen w = exp(—q) egy megengedett silyfiigguény R-en, és legyen
I C X egy intervallum. Legyen p, a w-vel asszocidlt eqyensulyi mérték. Tegyiik

fel, hogy q abszolut folytonos az I belsejében, és hogy

liminf g(z) = q(z), ha z végpontja I-nek és z € I. (17)
r—z
rel

Ha valamely f : int(I) — RT figguényre f(z)L[Ur(z) + q(z)] egy szigordan

névekedd fiigguény int(I)-n, akkor S, N1 egy intervallum.
Mar emlitettiik, hogy a Tétel 12 egy fontos specidlis esete:

Tétel 17 Legyen w = exp(—q) egy megengedett sulyfigguvény R-en és tegyiik fel,
hogy exp(q) konvex az I C ¥ intervallumon és kielégiti a (17) feltételt. Akkor

Sw N1 egy intervallum.
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Egy masik specialis eset a kovetkezo tétel:

Tétel 18 Legyen w = exp(—q) egy megengedett sulyfiggvény R-en, és legyen I C
Y eqy intervallum. Tegyik fel, hogy q abszolut folytonos I belsejében és kielégiti
a (17) feltételt. Tegyiik még fel, hogy valamely véges A < B-vel I C [A, B,
Sw C [A,B] és (x — A)(B — z)¢'(x) + = ndvekedd az I intervallumon. Akkor

Sw NI egy intervallum.

Az alabbi propozicié arra ad valaszt, hogy mikor gyengébb az “exp(q) konvex”

feltétel, mint az “(x — A)(B — z)¢'(x) + x névekedd” feltétel:

Propozicié 19 Legyen J C [—1,1] egy nyilt intervallum, és q a J-n definidlt
fugguény mely abszolut folytonos J belsejében.

a) Ha
—1 1

,—— |, x€J,
l—a x+1

d@)é[

és exp(q(z)) konvex J-n, akkor (1 — x?)q'(x) + = novekedd J-n.

b) Ha
(@) > —— zed (vagyq(z)<-——, ze.J)
d(2) 2 — : 9y d'(x) < 7, :
és (1 — 2%)¢ (x) + x novekedd J-n, akkor exp(q) konvex J-n.
Megjegyezziik még, hogy ha ¢” 1étezik, akkor:
(3) akkor és csak akkor 4ll fenn, ha
0<(d(x)’ +q"(x), xel
(4) akkor és csak akkor all fenn, ha
0< : (= “ @) ), wel (18)
— x T), «
“@-AB-2 \e—a B-z/1 ), &
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végiil (5) akkor és csak akkor &ll fenn, ha

0<
—z—A

¢ (@) +q"(x), zel

Megjegyzés A Tétel 14-ben c értéke nem lényeges. Tovabba, ha Ia teljes
kor, akkor csak (2.2) teljestilését kell ellenérizni, és (2.3)-at figyelmen kiviil lehet

hagyni (mivel az egy erésebb feltevés). Egy egyszerti kovetkezménye Tétel 14-nek:

Korollarium 20 Legyen w(z) = exp(—q(2)), |z| = 1 egy sulyfiggvény C-n és
legyen I == (y1,m1 + 2m), I := (72,72 + 27), ahol €M # 2. Feltessziik, hogy
(2.2) novekedd I -en, amikor ¢ = 7y, és (2.2) novekedd Io-n, amikor ¢ := .

Akkor S, = C.
Tétel 14-nek egy specialis esete:

Lemma 21 Legyen w(z) = exp(—q(2)), |z| = 1 egy sulyfiggvény C-n, és legyen
I =[(n,9)] egy intervallum melyre 0 < § — v < 2m teljesiil. Tegyiik fel, hogy q
abszoliit folytonos I belsejében és teljesiti (11)-et. Legyen € egy olyan pont, mely

nem belsdé pontja I-nek. Ha

novekedo figgvény I-n, akkor S, N 7 eqy we C-nek.

Megjegyezziik, hogy ha ¢ kétszer differencialhatd, akkor (19) ekvivalens azzal
a feltétellel, hogy

! ! 1
q(0)*+q (0)+5 20, 0€(v,0).

Az alabbi néhany definiciét a Tétel 11 bizonyitasaban hasznaljuk.
Legyen x € [—1,1]. A ¢ € [—1, 1] értékétdl fliggden az alabbi integralok vagy

sima Lebesgue integralok vagy Cauchy foérték integrélok lesznek:
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C 1 _ 42
ve(x) == —PV/ ! dt,

1 21— 22(t — 2)

! 1—¢2
he(z) == PV dt.
(@) /c w2V 1 — 2%(t — 1)

Tetszoleges 0 < t-ra és a € R értékekre definialjuk az aldbbiakat:

a} :=max(a,.) and a, := max(—a,t).

Az approximacidéelméleti probléma bizonyitasdban fontosak az alabbi lemmak:

Lemma 22 Legyen —1 <a <b<1 és0 <t fix. Ekkor az F™ := {v.(x)f : c€
[—1,1]} és F~ :=Av.(x); : ¢ € [-1,1]} fiiggvénycsalddoknak egyenletesen sima

integralja van [a, b]-n.

Lemma 23 Legyen F(x) = G(z) — H(x), ahol F(z), G(z), H(x) egy inter-
vallumon értelmezett majdnem mindeniitt nem negativ figgvények, G(x)-nek és
H(z)-nek sima integrdlja van, és valamely n € (0,1)-val H(x) < (1 —n)G(x)

magjdnem mindenitt. Akkor F(z)-nek is sima integrdlja van.

Lemma 24 Legyen N(x) egy jobbrdl folytonos figguény [—1, 1]-en, melynek korldtos

vdltozdsa van. Legyen f(z) € L*([~1,1]) nem negativ. Akkor

PV / JONO 4y — N i) + / f@)dN (), mm. x € [~1,1], (20)

(_171]

ahol a jobb oldali integrdl eqy Lebesque-Stieltjes integrdl, és

, m.m. x € [—1,1].

£0)

fula) ==V [

16



Definicié 25 Azt mondjuk, hogy egy g(x) fiiggvény majdnem mindenditt korldtos

valtozasi eqgy E C R halmaz belsejében, ha minden kompakt F' C E halmazra

létezik olyan G C F, hogy F'\ G-nek zéré mértéke van, és g(x) korldtos vdltozdsi

G-n.

Lemma 26 Legyen w eqy megengedett sulyfiigguény, mely abszolit folytonos R

belsejében. Legyen |ag, bo] az S, tartd eqy részintervalluma. Ha ¢'(x)-nak korldtos

vdltozdsa van magjdnem mindenitt (ag, by) belsejében, és az egyensilyi mértéknek

olyan V(x) striségfigguvénye van [ag,bo]-n, melynek pozitiv alsé korldtja van

(ag, bo) belsejében, akkor (ag,bo) N Z(w) = (.
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