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1 Az Approximáció-Probléma

[28]-ben Totik Vilmos egy alapvető fontosságú kérdést oldott meg a súlyozott poli-

nomokkal való approximáció témakörében: Legyen w : R → R egy nemnegat́ıv

folytonos függvény, melyre teljesül, hogy limx→±∞ xw(x) = 0. Definiáljuk q(x)-et

a w(x) = exp(−q(x)) egyenlettel, és h́ıvjuk q(x)-et külső mezőnek. Saff kérdése a

következő volt: mely f(x) függvények közeĺıthetők egyenletesen súlyozott

w(x)nPn(x), n = 0, 1, 2, ... polinomokkal?

Az ilyen t́ıpusú approximációnak több alkalmazása is van. Fontos megje-

gyeznünk, hogy a súly kitevője n (és n = 0, 1, 2, ...), ı́gy ez a fajta approximáció

különbözik a klasszikus súlyozot approximációtól, amelyben nincs kitevő. A

probléma nehézségét elsősorban az okozza, hogy a Pn polinomnak ki kell egyen-

súlyozni a wn(x) exponenciális változásait.

Először is világos, hogy f(x)-nek folytonosnak kell lennie. Majd látni fogjuk,

hogy pontosan azok a folytonos függvények közeĺıthetők wnPn súlyozott poli-

nomokkal, amelyek eltűnnek egy w-től függő zárt Zw halmazon. Ezek után a

probléma a Zw halmaz megtalálására redukálódik.

A probléma érdekessége, hogy egy valósźınűségi mérték játszik a megoldásában

alapvető szerepet. Ezt a mértéket a w-vel asszociált egyensúlyi mértéknek nevezzük,

és a tartóját Sw-vel jelöljük. Sw a számegyenes egy kompakt halmaza.

Tegyük fel, hogy q(x) konvex függvény. Saff azt sejtette, hogy ez esetben

egy folytonos f(x) függvény akkor és csakis akkor közeĺıthető meg egyenletesen,

ha eltűnik az Sw tartón ḱıvül. Másszóval, Zw az Sw tartó belsejének a komple-

mentere.

[29]-ben Totik mutatta meg, hogy ez az álĺıtás tetszőleges q(x)-ra nem igaz.

Ugyanebben a könyvben azt is belátta, hogy Saff sejtése igaz konvex q(x)-ra

bizonyos simasági feltétel mellett.

Megjegyezzük, hogy a konvex külső mezőknek megvan az a hasznos tulaj-
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donsága, hogy Sw egy intervallum.

A teljes számegyenes helyett definiálhatjuk w(x)-et a számegyenes egy zárt Σ

részhalmazán is. Tegyük fel most, hogy Σ = [0, +∞). Egy ismert tétel szerint

ha xq′(x) növekedő függvény, akkor Sw egy intervallum. Ez megint csak egy

hasznos álĺıtás, hiszen vannak olyan külső mezők melyek nem konvexek, de xq′(x)

növekedő.

Totik vetette fel a következő problémát. Tegyük fel, hogy xq′(x) növekedő

Σ := [0, +∞)-en. Jelölje [a, b] az Sw tartót. Meg tudunk-e egyenletesen közeĺıteni

minden olyan folytonos függvényt súlyozott w(x)nPn(x) polinomokkal, mely eltűnik

(a, b)-n ḱıvül? Ez volt az a probléma, mely végül ennek a disszertációnak a

meǵırásához is elvezetett.

A kérdésre a pozit́ıv választ [3]-ben adta meg a szerző. Ott “gyengén kon-

vex” külső mezőkre van megoldva az approximáció-probléma. Ez egy olyan

függvényosztály, mely többek között magában foglalja a konvex függvényeket,

és azokat is amelyekre xq′(x) növekedő. Példaként tekintsük a q(x) := xλ külső

mezőt, ahol λ ∈ (0, 1). Természetesen q nem konvex [0, +∞)-on, de itt xq′(x)

növekedő. Tehát Sw egy [a, b] ⊂ [0, +∞) intervallum lesz (mely intervallum

konkrétan meg is adható a λ paraméter függvényeként). Azok a folytonos függvé-

nyek melyek eltűnnek (a, b)-n ḱıvül, egyenletesen megközeĺıthetők súlyozott

w(x)nPn(x) polinomokkal.

A disszertációban tovább általánośıtjuk a fenti eredményeket (4. fejezet).

A és B bázispontokra nézve “gyengén konvex” függvényeket definiálunk, és a

külső mezőt ebből a függvényosztályból választjuk. Ez a függvényosztály nagy-

obb, mint a [3]-ban szereplő, ennek ellenére megtartottuk a “gyengén konvex

függvények” elnevezést. Azt is megmutatjuk, hogy “gyengén konvex” külső mezők

olyan egyensúlyi mértéket hoznak létre, melynek tartója egy intervallum (2. fe-

jezet). Speciálisan, a tartó intervallum lesz, ha exp(q(x)) konvex.
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A 3. fejezetben az egységkörön is vizsgáljuk az egyensúlyi problémát. Olyan

feltételeket adunk meg, melyek garantálják, hogy az egyensúlyi mérték tartója a

körnek egy ı́ve lesz.

2 Logaritmikus Potenciálelmélet

Legyen Σ ⊂ R egy zárt halmaz. A Σ-n értelmezett w súlyfüggvényt “megengedett”-

nek h́ıvunk, ha

(i) w felülről félig folytonos,

(ii) {x ∈ Σ : w(x) > 0}-nek pozit́ıv logaritmikus kapacitása van,

(iii) ha Σ nem korlátos, akkor |z|w(z) → 0 midőn |z| → ∞, z ∈ Σ.

Az approximáció-problémában azt is feltesszük, hogy w folytonos, és, hogy Σ

reguláris halmaz a C\Σ-on tekintett Dirichlet-problémára nézve.

Legyen q a w(x) =: exp(−q(x)) egyenlettel definiálva, ı́gy tehát q : Σ →
(−∞,∞] egy alulról félig folytonos függvény.

Legyen M(Σ) azon pozit́ıv Borel egységmértékek halmaza, melyeknek a tartója

Σ-ba eső kompakt halmaz. A µ ∈ M(Σ) mérték logaritmikus potenciálját

Uµ(x) :=

∫
log

1

|x − t|dµ(t)

definiálja, és a súlyozott energia integrált pedig

Iw(µ) := −
∫ ∫

log
(
|x − y|w(x)w(y)

)
dµ(x)dµ(y).

Azt mondjuk, hogy egy tulajdonság kvázi mindenütt teljesül, ha mindenütt

teljesül, kivéve egy halmazt, melynek nulla a kapacitása. Szükségünk lesz a

következő alapvető tételre ([24], Theorem I.1.3):

4



Tétel 1 Legyen w egy megengedett (de nem feltétlenül folytonos) mérték a zárt

Σ halmazon és legyen Vw := inf{Iw(µ) : µ ∈ M(Σ)}. Ekkor

(a) Vw véges,

(b) egyértelműen létezik µw ∈ M(Σ), melyre Iw(µw) = Vw,

(c) Az Fw := Vw − ∫
qdµw konstanssal

Uµw(x) + q(x) ≥ Fw

kvázi-mindenütt teljesül Σ-n,

(d)

Uµw(x) + q(x) ≤ Fw (1)

minden x ∈ Sw := supp(µw) értékre.

Megjegyzés A defińıciónk szerint minden M(Σ)-beli mértéknek kompakt tartója

van, ı́gy az Sw tartó is kompakt.

A µw mértéket a w-vel asszociált egyensúlyi mértéknek h́ıvjuk.

Jelölés 2 Legyen G ⊂ R. Azt mondjuk, hogy egy tulajdonság teljesül a G belsejében,

ha a tulajdonság teljesül G minden kompakt részhalmazán.

3 Totik Eredményei

Σ-n a súlyozott wnPn polinomokkal való egyenletes approximáció kérdését vizsgáljuk,

ahol degPn ≤ n. Tétel 3 egy Stone-Weierstrass t́ıpusú tétel (lásd [13], vagy [24],

Theorem VI.1.1).

Tétel 3 Található egy olyan Z = Z(w) ⊂ Σ zárt halmaz, melyre fennáll, hogy

egy Σ-n folytonos f függvény akkor és csak akkor közeĺıthető meg egyenletesen

wnPn, n = 1, 2, ... súlyozott polinomokkal, ha f eltűnik Z-n.
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Annak a megválaszolásában, hogy mi a Z(w) halmaz, a µw egyensúlyi mérték

és a tartója Sw := supp(µw) játszik fontos szerepet (lásd [29], vagy [13], vagy [24],

Theorem VI.1.2):

Tétel 4 Sw komplementere Z-be tartozik.

Totik vezette be a sima integrállal rendelkező függvények fogalmát ([28]), mely

fogalmat a Saff sejtés megoldásánál használt.

Defińıció 5 Azt mondjuk, hogy az f(x) függvénynek sima integrálja van az R ⊂
R halmazon, ha f(x) majdnem mindenütt nem-negat́ıv R-en, és

∫
I

f = (1 + o(1))

∫
J

f (2)

ahol I, J ⊂ R két egymáshoz csatlakozó intervallum, melyeknek hossza 0 < ε, és

ε → 0. Az o(1) tag függ ε-tól, de nem függ I-től és J-től.

Világos, hogy egy pozit́ıv alsó korláttal rendelkező folytonos függvénynek sima

integrálja van. De például log(1/|t|)-nek is sima integrálja van [−1/2, 1/2]-en.

A következő három tétel Totik eredménye, [28].

Tétel 6 Legyen [a, b] az Sw tartó részhalmaza, és tegyük fel, hogy az egyensúlyi

mértéknek a sűrűségfüggvénye v létezik [a, b]-n, és pozit́ıv alsó korlátja valamint

sima integrálja van ott. Akkor (a, b) ∩ Z(w) = ∅.

Tétel 7 Legyen [a, b] az Sw tartó részhalmaza, és tegyük fel, hogy q konvex függvény

(a, b)-n. Akkor µw-nek olyan sűrűségfüggvénye van (a, b)-n, amelynek pozit́ıv alsó

korlátja valamint sima integrálja van (a, b) belsejében.

Ebből a két tételből következik:
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Tétel 8 Legyen [a, b] az Sw tartó részhalmaza, és tegyük fel, hogy q konvex függvény

(a, b)-n. Akkor (a, b) ∩ Z(w) = ∅. Speciálisan, minden olyan folytonos függvény

mely eltűnik (a, b)-n ḱıvül, egyenletesen közeĺıthető súlyozott wnPn polinomokkal.

Vegyük észre, hogy Tétel 8 egy lokális eredmény, mivel alkalmazható a tartó

azon részintervallumain, ahol q konvex.

4 Fő Eredmények

Jelölés 9 Az I = [(a, b)] jelölés alatt egy olyan intervallumot értünk, mely lehet

nýılt, zárt, vagy félig nýılt. Továbbá int(I) az I belső pontjait jelöli, tehát int(I) =

(a, b).

Amikor egy [a, b]-n értelmezet növekedő függvényről beszélünk, elegendő, hogy

a függvény csak “majdnem mindenütt” legyen növekedő. Ezt a fogalmat pon-

tosabban definiáljuk a disszertációban. Ebben az értelemben mondhatjuk, hogy

ha q konvex, akkor q′ növekedő (noha q′ csak m. m. létezik).

Most a “gyengén konvex” függvények osztályát definiáljuk. Megjegyezzük,

hogy q konvexitása exp(q) konvexitását vonja maga után, tehát a gyengén konvex

függvények osztálya tartalmazza a konvex függvények osztályát.

Defińıció 10 Egy q : D → R (D ⊂ R) függvény gyengén konvex az A, B ∈ R,

A < B alappontokkal az I = [(a, b)] ⊂ D intervallumon (a, b ∈ R), ha mindezek

teljesülnek:

(i) I ⊂ [A, B],

(ii) q abszolút folytonos (a, b) belsejében (́ıgy q′ létezik m.m. I-ben),

(iii) ha a ∈ I, akkor

lim inf
x→a+0

q(x) = q(a),
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és ha b ∈ I, akkor

lim inf
x→b−0

q(x) = q(b),

(iv) I feĺırható diszjunkt I1, ..., In intervallumok uniójaként, úgy, hogy minden

Ik (1 ≤ k ≤ n)) intervallumra:

exp(q(x)) konvex Ik-n , vagy (3)

(x − A)(B − x)q′(x) + x növekedő Ik-n . (4)

Ha −∞ < A és B = +∞ akkor (4)-et ezzel helyetteśıtjük:

(x − A)q′(x) növekedő Ik-n . (5)

Ha −∞ = A és B < +∞ akkor (4)-et ezzel helyetteśıtjük:

(B − x)q′(x) növekedő Ik-n . (6)

Végül, ha −∞ = A és B = +∞ akkor (4)-t figyelmen ḱıvül kell hagyni, tehát

ekkor exp(q(x))-nak konvexnek kell lennie az egész I-n.

(v) ha x0 a végpontja egy Ik-nak, de a és b-től különböző, akkor:

lim sup
x→x−

0

q′(x) ≤ lim inf
x→x+

0

q′(x), (7)

A következő tétel a főtételünk.

Tétel 11 Legyen w egy folytonos megengedett súlyfüggvény R-en. Tegyük fel,

hogy q gyengén konvex [A, B]-n, a véges A, B alappontokkal, és Sw ⊂ (A, B).

Akkor Z(w) = (int Sw)c. Tehát egy folytonos f(x) függvény akkor és csak akkor

approximálható súlyozott wnPn polinomokkal, ha eltűnik Sw-on ḱıvül.
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Ezen ḱıvül megadunk olyan feltételeket is a q külső mezőre, melyek garantálják,

hogy az egyensúlyi mérték tartója egy intervallum. A legáltalánosabb ilyen

feltételünk:

Tétel 12 Legyen w = exp(−q) egy megengedett súlyfüggvény R-on, és tegyük

fel, hogy q gyengén konvex az I ⊂ Σ intervallumon az A, B ∈ R alappontokkal,

továbbá Sw ⊂ [A, B]. Akkor Sw ∩ I egy intervallum.

A következő tételben az egyensúlyi mérték sűrűségfüggvényének egy integrál–

reprezentációját adjuk meg. Az egyszerűség kedvéért [−1, 1]-re mondjuk ki a

tételt [A, B] helyett.

Tétel 13 Legyen w = exp(−q) egy R-en megengedett súlyfüggvény, melyre

min Sw = −1, max Sw = 1. Tegyük fel, hogy q abszolút folytonos a (−1, 1)

belsejében és, hogy q′ korlátos [−1, 1]-en. Tegyük azt is fel, hogy lim infx→−1+0 q(x) =

q(−1), lim infx→1−0 q(x) = q(1) és, hogy valamely −1 ≤ u ≤ v ≤ 1 konstansokkal

q′(x) ≤ −1

1 − x
(−1, u)-on,

−1

1 − x
≤ q′(x) ≤ 1

x + 1
(u, v)-on,

1

x + 1
≤ q′(x) (v, 1)-on,

(1 − x)2q′(x) − x növekedő (−1, u)-on,

(1 − x2)q′(x) + x növekedő (u, v)-on,

(x + 1)2q′(x) − x növekedő (v, 1)-on.

Akkor Sw = [−1, 1] és dµw(t) = v(t)dt, t ∈ [−1, 1], ahol v(t) majdnem minden

t ∈ [−1, 1]-re ı́gy van definiálva:
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t ∈ (−1, u)-ra legyen

v(t) :=
1

π2
√

1 − t2

[ t + 1

1 − t

∫ 1

−1

(1 − s)2q′(s) − s − [(1 − t)2q′(t) − t]

(s − t)
√

1 − s2
ds

+
2

1 − t
(π +

∫ 1

−1

(1 − s)q′(s)√
1 − s2

ds)
]
, (8)

t ∈ (u, v)-re legyen

v(t) :=
1

π2
√

1 − t2

∫ 1

−1

(1 − s2)q′(s) + s − [(1 − t2)q′(t) + t]

(s − t)
√

1 − s2
ds, (9)

t ∈ (v, 1)-re legyen

v(t) :=
1

π2
√

1 − t2

[1 − t

t + 1

∫ 1

−1

(s + 1)2q′(s) − s − [(t + 1)2q′(t) − t]

(s − t)
√

1 − s2
ds

+
2

t + 1
(π −

∫ 1

−1

(s + 1)q′(s)√
1 − s2

ds)
]
. (10)

A 3. fejezetben az egyensúlyi problémát a C egységkörön vizsgáljuk. Az

egységkört használva rámutatunk a különböző feltételek között fennálló kapcso-

latra is (melyek a számegyenesen értelmezett q-ra vonatkozó feltevések). Egy

olyan feltételt is találunk q-ra, melyet a gyenge konvexitás definiciója (Defińıció

10) nem tartalmaz.

Legyen α, β ∈ R két szög, |β − α| < 2π. Ekkor [̂α, β] jelöli az [eiα, eiβ] ⊂ C

ı́vet, és itt eiα-ből eiβ-be az óramutatóval ellentétes irányba megyünk. ̂[α, α + 2π]

az egész C köŕıvet jelöli.

Az alábbi két tételt bizonýıtjuk.

Tétel 14 Legyen w(z) = exp(−q(z)), |z| = 1 egy súlyfüggvény C-n és legyen

I = [(γ, δ)] egy intervallum, melyre 0 < δ − γ ≤ 2π. Tegyük fel, hogy q abszolút
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folytonos I beljesében, és

lim inf
x → y

q(x) = q(y) (11)

x ∈ I

amikor y a végpontja I-nek és y ∈ I. Legyen eic egy olyan pont mely nem belső

pontja Î-nak. Legyenek ̂[α1, β1], ..., ̂[αk, βk], 0 ≤ k darab ı́ve C-nek, úgy, hogy

1 ≤ i ≤ k-re 0 < βi − αi ≤ 2π és (Sw ∪ Î) ⊂ [̂αi, βi]. Tegyük még fel, hogy I

feĺırható az I1, ..., In intervallumok diszjunkt uniójaként, és minden fix 1 ≤ j ≤ n-

re vagy

eq(θ)
[
2 sin

(θ − c

2

)
q′(θ) − cos

(θ − c

2

)]
sgn

(
sin

(θ − c

2

))
(2.2)

növekedő Ij-n, vagy valamey 1 ≤ i ≤ k-re:

sin

(
θ − αi

2

)
sin

(
βi − θ

2

)
q′ (θ) +

1

4
sin

(
θ − αi + βi

2

)
(2.3)

növekedő Ij-n. Végül tegyük fel, hogy

lim sup
θ→θ−0

q′(θ) ≤ lim inf
θ→θ+

0

q′(θ),

valahányszor θ0 egy Ij intervallum végpontja (1 ≤ j ≤ n) de nem a végpontja

I-nek. Ekkor Sw ∩ Î a C-nek egy ı́ve.

Fentebb sgn a szignum függvényt jelöli.

Példa:

Legyen q(θ) = cos(5θ) sin(3θ), Σ = [2.9, 3.18]∪ [3.95, 4]-on definiálva. (w-t Σ-

n ḱıvül nullának tekintjük.) Álĺıtjuk, hogy Sw ∩ ̂[2.9, 3.18] és Sw ∩ ̂[3.95, 4] C-nek

egy-egy ı́ve. (Egyikük esetleg üres halmaz is lehet.)

Legyen α1 = 2.9, β1 = 4 és α2 = 3.95, β2 = 3.18 + 2π.
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Ellenőrizhető, hogy (2.2) [2.9, 3.17]-on teljesül, de nem az egész [2.9, 3.18]-

on. ((2.2)-ben c-t úgy kell választani, hogy eic nem belső pontja ̂[2.9, 3.18]-

nak.) Továbbá, α1-et és β1-t használva kapjuk, hogy (2.3) nem teljesül az egész

[2.9, 3.18]-on. De (2.3) teljesül a [3.17, 3.18] részintervallumon. Így (2.2) és (2.3)

kombinációja mutatja, hogy Sw ∩ ̂[2.9, 3.18] egy ı́v. α2-t és β2-t használva kapjuk,

hogy (2.3) teljesül az egész [3.95, 4]-on. Így Sw ∩ ̂[3.95, 4] egy ı́v.

Tétel 15 Adott k ∈ N+-ra legyen

Σ := ∪k
i=1[Ai, Bi] ⊂ R, ahol (12)

−∞ < A1 ≤ B1 < A2 ≤ B2 < ... < Ak ≤ Bk < +∞.

Legyen W = exp(−Q) egy súlyfüggvény Σ-n, I ⊂ Σ egy intervallum, és tegyük

fel, hogy Q abszolút folytonos az I belsejében és

lim inf
X → Y

Q(X) = Q(Y ), (13)

X ∈ I

amikor Y az I egy végpontja és Y ∈ I. Feltesszük, hogy I feĺırható az I1, ..., In

intervallumok diszjunkt uniójaként, és minden fix 1 ≤ j ≤ n-re vagy

eQ(X) konvex Ij − n, (14)

vagy valamely 1 ≤ i ≤ k − 1-re

(X − Bi)(Ai+1 − X)Q′(X) + X csökkenő Ij − n, (15)

vagy

(X − A1)(Bk − X)Q′(X) + X növekedő Ij − n. (16)
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Végül tegyük fel, hogy

lim sup
X→X−

0

Q′(X) ≤ lim inf
X→X+

0

Q′(X),

valahányszor X0 egy Ij végpontja (1 ≤ j ≤ n) de nem a végpontja I-nek. Ekkor

SW ∩ I egy intervallum.

Példa: Legyen Σ := [−2,−1]∪ [1, 2], és legyen Q(X) = log(X + 1), X ∈ [1, 2], a

[−2,−1]-en pedig legyen Q(X) tetszőleges alulról félig folytonos függvény. Ekkor

SW ∩ [1, 2] egy intervallum lesz. Valóban, (X − (−1))(1−X)Q′(X)+X azonosan

1 (X ∈ [1, 2]), azaz csökkenő függvény.

5 Lemmák

A Tétel 12 bizonýıtásában az alábbi lemma játszik fontos szerepet:

Lemma 16 Legyen w = exp(−q) egy megengedett súlyfüggvény R-en, és legyen

I ⊂ Σ egy intervallum. Legyen µw a w-vel asszociált egyensúlyi mérték. Tegyük

fel, hogy q abszolút folytonos az I belsejében, és hogy

lim inf
x → z

q(x) = q(z), ha z végpontja I-nek és z ∈ I. (17)

x ∈ I

Ha valamely f : int(I) → R+ függvényre f(x) d
dx

[Uµw(x) + q(x)] egy szigorúan

növekedő függvény int(I)-n, akkor Sw ∩ I egy intervallum.

Már emĺıtettük, hogy a Tétel 12 egy fontos speciális esete:

Tétel 17 Legyen w = exp(−q) egy megengedett súlyfüggvény R-en és tegyük fel,

hogy exp(q) konvex az I ⊂ Σ intervallumon és kieléǵıti a (17) feltételt. Akkor

Sw ∩ I egy intervallum.

13



Egy másik speciális eset a következő tétel:

Tétel 18 Legyen w = exp(−q) egy megengedett súlyfüggvény R-en, és legyen I ⊂
Σ egy intervallum. Tegyük fel, hogy q abszolút folytonos I belsejében és kieléǵıti

a (17) feltételt. Tegyük még fel, hogy valamely véges A < B-vel I ⊂ [A, B],

Sw ⊂ [A, B] és (x − A)(B − x)q′(x) + x növekedő az I intervallumon. Akkor

Sw ∩ I egy intervallum.

Az alábbi propoźıció arra ad választ, hogy mikor gyengébb az “exp(q) konvex”

feltétel, mint az “(x − A)(B − x)q′(x) + x növekedő” feltétel:

Propoźıció 19 Legyen J ⊂ [−1, 1] egy nýılt intervallum, és q a J-n definiált

függvény mely abszolút folytonos J belsejében.

a) Ha

q′(x) ∈
[ −1

1 − x
,

1

x + 1

]
, x ∈ J,

és exp(q(x)) konvex J-n, akkor (1 − x2)q′(x) + x növekedő J-n.

b) Ha

q′(x) ≥ 1

x + 1
, x ∈ J, ( vagy q′(x) ≤ −1

1 − x
, x ∈ J),

és (1 − x2)q′(x) + x növekedő J-n, akkor exp(q) konvex J-n.

Megjegyezzük még, hogy ha q′′ létezik, akkor:

(3) akkor és csak akkor áll fenn, ha

0 ≤ (q′(x))2 + q′′(x), x ∈ Ik,

(4) akkor és csak akkor áll fenn, ha

0 ≤ 1

(x − A)(B − x)
+

( 1

x − A
− 1

B − x

)
q′(x) + q′′(x), x ∈ Ik, (18)
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végül (5) akkor és csak akkor áll fenn, ha

0 ≤ 1

x − A
q′(x) + q′′(x), x ∈ Ik.

Megjegyzés A Tétel 14-ben c értéke nem lényeges. Továbbá, ha Î a teljes

kör, akkor csak (2.2) teljesülését kell ellenőrizni, és (2.3)-at figyelmen ḱıvül lehet

hagyni (mivel az egy erősebb feltevés). Egy egyszerű következménye Tétel 14-nek:

Korollárium 20 Legyen w(z) = exp(−q(z)), |z| = 1 egy súlyfüggvény C-n és

legyen I1 := (γ1, γ1 + 2π), I2 := (γ2, γ2 + 2π), ahol eiγ1 �= eiγ2. Feltesszük, hogy

(2.2) növekedö I1-en, amikor c := γ1, és (2.2) növekedő I2-n, amikor c := γ2.

Akkor Sw = C.

Tétel 14-nek egy speciális esete:

Lemma 21 Legyen w(z) = exp(−q(z)), |z| = 1 egy súlyfüggvény C-n, és legyen

I = [(γ, δ)] egy intervallum melyre 0 < δ − γ ≤ 2π teljesül. Tegyük fel, hogy q

abszolút folytonos I belsejében és teljeśıti (11)-et. Legyen eic egy olyan pont, mely

nem belső pontja Î-nek. Ha

eq(θ)
[
2 sin

(θ − c

2

)
q′(θ) − cos

(θ − c

2

)]
sgn

(
sin

(θ − c

2

))
(19)

növekedő függvény I-n, akkor Sw ∩ Î egy ı́ve C-nek.

Megjegyezzük, hogy ha q kétszer differenciálható, akkor (19) ekvivalens azzal

a feltétellel, hogy

q′(θ)2 + q′′(θ) +
1

4
≥ 0, θ ∈ (γ, δ).

Az alábbi néhány defińıciót a Tétel 11 bizonýıtásában használjuk.

Legyen x ∈ [−1, 1]. A c ∈ [−1, 1] értékétől függően az alábbi integrálok vagy

sima Lebesgue integrálok vagy Cauchy főérték integrálok lesznek:
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vc(x) := −PV

∫ c

−1

√
1 − t2

π2
√

1 − x2(t − x)
dt,

hc(x) := PV

∫ 1

c

√
1 − t2

π2
√

1 − x2(t − x)
dt.

Tetszőleges 0 < ι-ra és a ∈ R értékekre definiáljuk az alábbiakat:

a+
ι := max(a, ι) and a−

ι := max(−a, ι).

Az approximációelméleti probléma bizonýıtásában fontosak az alábbi lemmák:

Lemma 22 Legyen −1 < a < b < 1 és 0 < ι fix. Ekkor az F+ := {vc(x)+
ι : c ∈

[−1, 1]} és F− := {vc(x)−ι : c ∈ [−1, 1]} függvénycsaládoknak egyenletesen sima

integrálja van [a, b]-n.

Lemma 23 Legyen F (x) = G(x) − H(x), ahol F (x), G(x), H(x) egy inter-

vallumon értelmezett majdnem mindenütt nem negat́ıv függvények, G(x)-nek és

H(x)-nek sima integrálja van, és valamely η ∈ (0, 1)-val H(x) ≤ (1 − η)G(x)

majdnem mindenütt. Akkor F (x)-nek is sima integrálja van.

Lemma 24 Legyen N(x) egy jobbról folytonos függvény [−1, 1]-en, melynek korlátos

változása van. Legyen f(x) ∈ L1([−1, 1]) nem negat́ıv. Akkor

PV

∫ 1

−1

f(t)N(t)

t − x
dt = −N(1)f1(x) +

∫
(−1,1]

ft(x)dN(t), m.m. x ∈ [−1, 1], (20)

ahol a jobb oldali integrál egy Lebesgue-Stieltjes integrál, és

fc(x) := −PV

∫ c

−1

f(t)

t − x
dt, m.m. x ∈ [−1, 1].
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Defińıció 25 Azt mondjuk, hogy egy g(x) függvény majdnem mindenütt korlátos

változású egy E ⊂ R halmaz belsejében, ha minden kompakt F ⊂ E halmazra

létezik olyan G ⊂ F , hogy F \G-nek zéró mértéke van, és g(x) korlátos változású

G-n.

Lemma 26 Legyen w egy megengedett súlyfüggvény, mely abszolút folytonos R

belsejében. Legyen [a0, b0] az Sw tartó egy részintervalluma. Ha q′(x)-nak korlátos

változása van majdnem mindenütt (a0, b0) belsejében, és az egyensúlyi mértéknek

olyan V (x) sűrűségfüggvénye van [a0, b0]-n, melynek pozit́ıv alsó korlátja van

(a0, b0) belsejében, akkor (a0, b0) ∩ Z(w) = ∅.
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