
szegedi tudományegyetem
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Bevezetés

Megszoktuk, hogy két birodalomban higgyünk, a célok és az akarat

birodalmában és a véletlenek birodalmában; az utóbbiban értelmet-

lenül folyik minden, megy, megáll, lehull, anélkül hogy valaki meg-

mondhatná, miért, mivégre? [...] Ez a kétféle birodalomba vetett

hit ősrégi romantika és mese: minket, okos törpéket, akiknek aka-

ratuk és céljuk van, ostoba, iszonyúan ostoba óriások, a véletlenek

háborgatnak, szétvernek, gyakran halálra taposnak - [...] Tanul-

juk hát meg, mert nagyon ideje már: céljaink és eszünk vélt külön

birodalmában szintén az óriások kormányoznak!

Friedrich Nietzsche: Hajnalṕır . Szabó Ede ford́ıtása

A XX. század a tudomány számos területén hozott gyökeres szemléletváltást. Ezek
a változások a véletlenről – azaz azon események összességéről, amelyeknek kimenetelét
nem tudjuk előre megjósolni – alkotott képünket sem hagyták érintetlenül: mı́g hagyo-
mányosan a véletlen csupán fölsźıni megjelenése volt az önmagukban determinisztikus,
csupán bonyolultságuk miatt véletlenszerűnek tűnő összefüggéseknek, a modern fizika, a
kvantumfizikával az élen, kiemelte a véletlent a fenomenológia szintjéről és önmagában
törvényszerűséggé, a Természet inherens alkotóelemévé tette. A korábbi szemléletmód ta-
lán legjobban Laplace azon álĺıtásával jellemezhető, mely szerint a szükséges egyenletek és
kezdeti feltételek birtokában minden folyamat kimenetele elvileg előre meghatározható [1].
A kvantummechanika ezzel szemben már több kimenetelt rendel egy folyamathoz, és tör-
vényszerűségei az ezen kimenetelekhez tartozó valósźınűségekről beszélnek. Itt már nem
azért tűnnek véletlenszerűnek bizonyos folyamatok, mert nem ismerjük kellő pontossággal
a mögöttük zajló determinisztikus törvényeket, hanem azért, mert azok is: az őket léıró
törvények már nem szigorú determinizmusról, hanem inherens véletlenszerűségről beszél-
nek. Persze ez a szemléletváltás sem egyik pillanatról a másikra következett be: 1935-ös
h́ıres dolgozatában Einstein még amellett érvel, hogy a kvantummechanika szükségszerűen
nem lehet teljes, és kell lennie mögötte egy teljesebb, determinisztikus elméletnek [2]. A
dolgozat nyomán kibontakozó vitát végül is John Stuart Bell egyenlőtlensége döntötte el,
melynek ḱısérleti vizsgálata bebizonýıtotta, hogy ilyen determinisztikus elmélet nem létez-
het [3, 4]. Jelenlegi tudásunkban tehát a véletlen megkerülhetetlen tényező, a természeti
törvények egy elsődleges megnyilvánulási formája.

A véletlen szerepének ilyetén átértékelésével némiképp megváltozott a ḱısérletező em-
ber véletlen jelekhez, azaz zajokhoz fűződő viszonya is (itt és a továbbiakban zajon véletlen
jelet értek, légyen az akusztikus, elektronikus vagy egyéb természetű). Mı́g hagyományo-
san a zajokat csupán a méréseket zavaró, kellemetlen tényezőnek tekintették, amelyek
megismerésére csak minél teljesebb kiküszöbölésük reménye ind́ıtott, utóbb felismerték,
hogy a zajok is a vizsgált rendszer sajátjai, ı́gy elemzésük magáról a rendszerről szolgál-
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tathat értékes információt. A működés közben természetes módon föllépő zajok anaĺızise
különösen akkor hasznos, amikor a rendszer gerjesztés és az arra adott válasz alapján tör-
ténő vizsgálata nem lehetséges, vagy legalábbis nem ildomos, mert akkor beavatkoznánk a
rendszer működésébe, vagy akár magát a rendszert is megváltoztatnánk – jellegzetes példa
erre az atomreaktorok működésének monitorozása a neutronfluxus-ingadozások alapján,
de itt emĺıthetjük az integrált áramkörök megb́ızhatóságának vizsgálatát is a rajtuk föllépő
elektromos zajon keresztül.

Látjuk tehát, hogy a zajok információnyerést gátló tényezőből helyenként információ-
forrássá léptek elő. Létezhet azonban a zajoknak ezen túlmenően egyfajta konstrukt́ıv
szerepe is: a jelenségek egy igen széles körében a zajok a folyamat kimenetelét valamely
szempontból optimalizálhatják; sok esetben a zajok jelenléte teszi lehetővé, hogy a folya-
mat egyáltalán végbemehessék. Az első ebbe a körbe tartozó megfigyelés a jégkorszakok
váltakozását érintette: a léıró egyenletek azt mutatták, hogy csupán a földtengely excent-
ricitásának periodikus váltakozása nem vezetne jégkorszakokra; szükséges volt a légköri és
óceáni áramlásoknak, valamint a földfelsźın albedójának fluktuációit is bevezetni az egyen-
letekbe, amelyek ezután jól léırták a jégkorszakok bekövetkeztét [5, 6]. A jelenséget, amely
a rezonanciával való távoli analógiája nyomán a sztochasztikus rezonancia nevet kapta, ki-
mutatták számos területen: elektronikus eszközöktől kezdve a gyűrűlézereken keresztül
egészen a különféle neuronmodellekig [7, 8, 9, 10, 11].

A zajok mind információforrásként, mind konstrukt́ıv szerepben számos tudományte-
rületen előfordulnak: megtaláljuk őket a fizikában, biológiában, orvostudományban, de
a gazdasági folyamatokban vagy akár a közlekedési statisztikákban is. Ezen területek
nagy diverzitása ellenére maguknak a zajfolyamatoknak a kezelése nagymértékben hason-
ló eszköztárat igényel, ami erős interdiszciplináris jelleget ad a zajkutatásnak. Ezt tükrözi
értekezésem témája és föléṕıtése is: két területen, a sztochasztikus rezonanciát mutató fi-
zikai modellrendszerekben, illetve az emberi sźıv- és érrendszer autonóm szabályozásában
fellépő fluktuációk terén végzett munkám eredményeit igyekszem az alábbiakban tárgyalni.

A sztochasztikus rezonancia leggyakrabban használt kvantitat́ıv mércéje a jel-zaj vi-
szony, ami a jelteljeśıtmény és a zajteljeśıtmény hányadosa. A jel-zaj viszony seǵıtségével a
sztochasztikus rezonancia úgy határozható meg, mint a kimeneti jel-zaj viszony nemmono-
ton, maximumot mutató függése a bemeneten mutatkozó zajerősségtől, ahol a maximum
nemnulla bemeneti zajerősségnél van. Azaz sztochasztikus rezonanciáról akkor beszélünk,
ha a kimenőjel minősége egy határig javul a bemenetre adott zaj növelésével. Felvetődik
azonban a kérdés, hogy elérhető-e a zaj növelésével az is, hogy a kimenőjel nem csupán
a zajmentes esetben tapasztalt kimenőjelnél, hanem magánál a bemenőjelnél is jobb le-
gyen, más szóval a kimeneti és bemeneti jel-zaj viszony hányadosaként értelmezett jel-zaj
viszony erőśıtés értéke 1 fölé emelkedjék? Mint látni fogjuk, ez az az alapkérdés, amely a
sztochasztikus rezonanciával kapcsolatos munkámat meghatározta.

A sztochasztikus rezonanciára irányuló kutatások során a bemenetre adott zaj leg-
gyakrabban úgynevezett fehérzaj, azaz olyan zaj, amelyben minden spektrális összetevő
egyenlő súllyal van jelen. Ennek oka főként az, hogy a fehérzaj akár numerikus, akár va-
lós zajforrás útján történő előálĺıtása egyszerűbb, és analitikus kezelése is több reménnyel
kecsegtet, mint az úgynevezett sźınes zajoké, amelyek spektrumában bizonyos összetevők
nagyobb súllyal szerepelnek. A sźınes zajok tanulmányozása ennek ellenére távolról sem
érdektelen: az úgynevezett FitzHugh-Nagumo-neuronmodellben végzett numerikus szimu-
lációk például azt mutatták, hogy bár a sźınes zajok lerontják a kimeneti jel-zaj viszony
maximumának értékét, ez a maximum kisebb zajerősség mellett következik be egyes sźı-
nes zajok használatával, mint fehérzaj esetén [12, 13]. E jelenségnek fontos szerepe lehet

4



például az ingerküszöb alatti jelek érzékelésének sztochasztikus rezonancia seǵıtségével tör-
ténő megmagyarázásában. A másik kérdéskör tehát, amelyre a sztochasztikus rezonanciát
érintő vizsgálataimban választ kerestem, a sźınes zajú gerjesztések hatása a sztochasztikus
rezonancia lefolyására.

A fentieknek megfelelően dolgozatomnak a szükséges matematikai eszköztár részlete-
zését követő első fő részében áttekintem a jel-zaj viszony erőśıtés kérdésének a szakterület
irodalmában fellelhető előzményeit, majd bemutatom azt a munkát, amelyet ebben a té-
makörben végeztem. Tárgyalom azokat az analóg, illetve numerikus szimulációkat, ame-
lyekkel megvizsgáltuk a jégkorszak-váltakozások absztrakciójából önállósodott klasszikus
modell, a kettős potenciálvölgy, valamint az elektronikában gyakran előforduló Schmitt-
trigger által mutatott sztochasztikus rezonanciát fehérzajjal történő gerjesztés esetén, és
feltérképeztük a jel-zaj viszony erőśıtés viselkedését a bemenőjel amplitúdójának és kitöl-
tési tényezőjének függvényében. Ezt követően rátérek azokra a numerikus szimulációkra,
amelyeket egy szintmetszés-detektorban és a Schmitt-triggerben fellépő sztochasztikus re-
zonancia tanulmányozása céljából végeztem különböző sźınes zajú gerjesztések használatá-
val. Bemutatom, hogyan függ ezekben a rendszerekben a jel-zaj viszony erőśıtés elérhető
maximumának helye és értéke a bemenetre adott zaj spektrális összetételétől, majd kité-
rek arra az anomáliára, amely a jel-zaj viszony különböző értelmezései közötti eltérésből
adódik.

Dolgozatom második fő része az emberi sźıv- és érrendszer vegetat́ıv szabályzásának
fluktuációk seǵıtségével történő elemzésével foglalkozik. A kérdéses szabályozó rendszer
a keringés stabilitásáért felelős, többszörösen összetett és visszacsatolt rendszer, amely-
ről a sźıvritmus, a vérnyomás és a légzés fluktuációin keresztül kaphatunk információkat.
Működése máig sincs pontosan föltérképezve. A rendszer jobb megértéséhez nagymérték-
ben hozzájárulhat például a sźıvütések közötti intervallumhossz ingadozásainak statisztikai
elemzése. Dolgozatom második felében két ilyen ḱısérletet ismertetek, melyekben idő- és
frekvenciatartománybeli számı́tások elvégzésével működtem közre. Ezek közül az első arra
irányult, hogy feldeŕıtse, a vértérfogat változása milyen hatással van a keringés szabályo-
zására. Ennek érdekében önkéntesek EKG-, vérnyomás- és légzésjeleit rögźıtették véradás
előtt és után. Az eredményekből az derült ki, hogy a vérveszteség hatására növekedett a
vérnyomás, mı́g a légzési ütem és a sźıvritmus nem változott jelentős mértékben, a sźıvrit-
mus és a vérnyomás csatolásának erősségét megjeleńıtő paraméterek pedig csökkentek. A
második ḱısérlet a dohányzás azonnali hatásait igyekezett fölmérni. Ennek során nemdo-
hányzó önkéntesekkel elsźıvattak egy cigarettát, és rögźıtették EKG- és vérnyomásjeleiket
mind a cigaretta elsźıvása előtt. Az időtartománybeli sźıvritmus-paraméterek elemzése
azt mutatta, hogy már egyetlen cigaretta elsźıvása is jelentős mértékben lecsökkenti a
sźıvritmusban természetes módon jelenlévő fluktuációk mértékét, ami a vegetat́ıv szabá-
lyozórendszer alkalmazkodóképességének drasztikus csökkenésére utal.
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1. fejezet

Tudományos előzmények

1.1. A zajok léırásának eszközei

1.1.1. Valósźınűségszámı́tási alapfogalmak

A véletlen jelenségek léırásához a valósźınűségszámı́tás eszköztára ad seǵıtséget; a vé-
letlenszerűen ingadozó fizikai mennyiségeknek valósźınűségi változókat feleltethetünk meg.
Tekintsük most röviden át ezen valósźınűségi változók bevezetéséhez szükséges fogalmakat,
a valósźınűségi változók tulajdonságait, a velük kapcsolatos néhány numerikus jellemzőt
[14, 15, 16].

Kolmogorov-féle valósźınűségi mező ♦ A véletlen ḱısérlet lehetséges kimenetelei az
elemi események (jelük: ω). Az összes lehetséges elemi esemény halmaza az eseménytér,
jele: Ω (Ω := {ωi}). Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezzük; az események
között a halmazok között megszokott unió-, metszet-, különbség- és komplementerképzés
műveleteket értelmezhetjük, melyek rendelkeznek a megfelelő kommutativitási, disztribu-
tivitási és asszociativitási tulajdonságokkal. Az eseményeknek egy A halmazát ezekkel a
műveletekkel eseményalgebrának nevezzük, ha az alábbi tulajdonságok érvényesek rá:

∅ ∈ A, (1.1)

Ω ∈ A, (1.2)

A,B ∈ A ⇒ A \ B ∈ A, (1.3)

ahol a \ jel a halmazok közti különbségképzést jelöli. Az eseménytéren értelmezett P :
A → R

+
0 függvényt valósźınűségnek nevezzük, ha teljesülnek rá a következő összefüggések:

P (Ω) = 1, (1.4)

∀ {Ai}n
i=1 ⊂ A : Ai ∩ Aj = ∅ ∀ i 6= j ⇒ P

(

n
⋃

i=1

Ai

)

=

n
∑

i=1

P (Ai) . (1.5)

Az (Ω,A, P ) algebrai struktúra a Kolmogorov-féle valósźınűségi mező.

Valósźınűségi változó ♦ Az eseményalgebrán értelmezett ξ : Ω → R leképezést valósźı-
nűségi változónak nevezzük, ha teljesül rá az (1.6) összefüggés.

∀ x ∈ R : {ω ∈ Ω : ξ (ω) < x} ∈ A (1.6)
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1. fejezet 1.1. a zajok léırásának eszközei

(A továbbiakban az áttekinthetőség kedvéért a valósźınűségi változók argumentumában az
{ω : ξ (ω) < x} eseményt a ξ < x jelöléssel rövid́ıtjük; hasonlóképpen értelmezzük a ξ = x,
ξ ≤ x, stb rövid́ıtéseket is.) Értékkészletük alapján diszkrét és folytonos valósźınűségi
változókat különböztetünk meg.

Diszkrétnek nevezzük azt a valósźınűségi változót, amelynek az értékkészlete legfeljebb
megszámlálhatóan végtelen. A diszkrét valósźınűségi változót legpontosabban úgy tudjuk
jellemezni, hogy megadjuk lehetséges értékeit és azt, hogy ezeket az értékeket milyen va-
lósźınűséggel veszi fel, azaz az xk értékeket és a pk := P (ξ = xk) valósźınűségeket. A pk

valósźınűségekre igaz a következő összefüggés:

∑

k

pk = 1, (1.7)

ha a k index végigfutja ξ teljes értékkészletét. A valósźınűségi változóról maximális infor-
mációt hordoz az F (x) eloszlásfüggvény :

F (x) := P (ξ < x) . (1.8)

Az eloszlásfüggvény megadja, hogy egy valósźınűségi változó milyen valósźınűséggel marad
egy adott korlát (x) alatt; seǵıtségével azt is kiszámı́thatjuk, hogy egy ξ valósźınűségi
változó értéke milyen valósźınűséggel esik egy tetszőleges [a, b) intervallumba:

P (a ≤ ξ < b) = P ({ω : ξ (ω) < b} \ {ω : ξ (ω) < a}) =

= P (ξ < b) − P (ξ < a) = F (b) − F (a) . (1.9)

A valósźınűségi változóról kevésbé pontos információt szolgáltat a várható érték, mely-
nek defińıciója diszkrét esetben:

E (ξ) :=
∑

k

pkxk. (1.10)

Folytonos valósźınűségi változóról beszélünk abban az esetben, ha a valósźınűségi vál-
tozóhoz található egy olyan f : R → R függvény, amelyre teljesül, hogy

F (x) =

x
∫

−∞

f (t) dt, (1.11)

ahol F (x) az eloszlásfüggvény. Az f függvényt a valósźınűségi változó sűrűségfüggvényének
nevezzük. A sűrűségfüggvény seǵıtségével is megadható, mekkora valósźınűséggel esik egy
ξ valósźınűségi változó értéke egy [a, b) intervallumba:

P (a ≤ ξ < b) = F (b) − F (a) =

b
∫

−∞

f (x) dx −
a
∫

−∞

f (x) dx =

b
∫

a

f (x) dx, (1.12)

föltéve, hogy
∞
∫

−∞

|x| f (x) dx konvergens.
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1. fejezet 1.1. a zajok léırásának eszközei

A várható érték megadja azt a szintet, amely körül a mért értékek ingadoznak, nem ad
azonban számot magáról az ingadozás nagyságáról. Erre vezetjük be a szórást, melynek
defińıciója mind diszkrét, mind folytonos valósźınűségi változóra:

D (ξ) :=

√

E
(

[ξ − E (ξ)]2
)

, (1.13)

azaz a várható értéktől való eltérés négyzetének várható értékéből vont négyzetgyök.

A ξ1, ξ2, . . . , ξn valósźınűségi változókat (teljesen) függetleneknek nevezzük, ha

P

(

n
⋂

i=1

{ω : ξi (ω) < xi}
)

=
n
∏

i=1

P (ξi < xi) , (1.14)

azaz annak a valósźınűsége, hogy a valósźınűségi változók egyidőben a rájuk jellemző korlát
alatt maradnak, megegyezik az egyedi valósźınűségek (az adott valósźınűségi változó az
adott korlát alatt marad) szorzatával.

Ha több valósźınűségi változónk van, ezek összegének várható értékére igaz a következő
összefüggés:

E

(

n
∑

i=1

ξi

)

=
n
∑

i=1

E (ξi) . (1.15)

Ha a valósźınűségi változóink függetlenek, összegük szórásnégyzete (varianciája) a követ-
kezőképpen viselkedik:

D2

(

n
∑

i=1

ξi

)

=
n
∑

i=1

D2 (ξi) . (1.16)

Az itt bevezetett valósźınűségelméleti fogalmak teremtik meg azt az eszköztárat, amely-
nek seǵıtségével a fizikai mérések során fellépő véletlenszerű komponenseket tartalmazó
jeleket jellemezni tudjuk. A valósźınűségi változókból kiindulva reprezentálhatók az in-
gadozó mennyiségeink; a várható érték a véletlen folyamat tapasztalati átlagértékének
elméleti megfelelője, mı́g a szórás az ingadozás mértékéről ad számot.

1.1.2. Véletlen folyamatok időbeli tulajdonságainak léırása

Véletlen folyamatok ♦ Előfordulhat, hogy a mért mennyiség nem csupán véletlenszerűen
ingadozik, hanem e véletlenszerűség jellege is változik az idővel. Ebben az esetben az
előzőekben bevezetett valósźınűségi változók önmagukban nem nyújtanak kieléǵıtő léırást a
folyamatról, szükségessé válik az időfüggés bevezetése. Így jutunk a sztochasztikus folyamat
vagy véletlen folyamat fogalmához, amely defińıciója szerint a valósźınűségi eseménytér
minden eleméhez egy-egy időfüggvényt rendel hozzá. A sztochasztikus folyamat felfogható
időfüggvények olyan sokaságaként, melynek elemeit az eseménytér elemei generálják [17].
A véletlen folyamatokat tehát x (ω, t) kétváltozós függvények reprezentálják:

x : Ω × T → R, (ω, t) 7→ x (ω, t) ∈ R (T ⊂ R) . (1.17)

Ezek egy rögźıtett időpillanatban valósźınűségi változókként működnek:

xt∗ := x (ω, t)|t=t∗
xt∗ : Ω → R, (1.18)
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1. fejezet 1.1. a zajok léırásának eszközei

illetve az elemi eseményeket rögźıtve egyszerű időfüggvényekként:

xω∗ := x (ω, t)|ω=ω∗
xω∗ : T → R. (1.19)

Időátlag, sokaságátlag ♦ Az időfüggés bevezetése új mennyiségek definiálását teszi szük-
ségessé. Képezhetjük például az időbeli középértéket, amelyet egy x (ω, t) sztochasztikus
folyamat esetében úgy kaphatunk meg, hogy valamely T időtartamra képezzük az x (ω, t)
jel átlagértékét:

〈x (ω)〉T :=
1

2T

T
∫

−T

x (ω, t) dt. (1.20)

T → ∞ határátmenetben kapjuk az 〈x (ω)〉 időátlagot:

〈 x (ω)〉 := lim
T→∞

1

2T

T
∫

−T

x (ω, t) dt. (1.21)

A továbbiakban az egyszerűség kedvéért az ω argumentumot elhagyjuk, ı́gy az x (t), 〈x〉T ,
〈x〉 jelölésekbe implicit módon beleértendő, hogy azok véletlenszerűen ingadozhatnak, hi-
szen elemi események függvényei.

Ha véletlen folyamatokra is kiterjesztjük a várható érték vagy a szórás fogalmát, lát-
hatjuk, hogy azok skalárok helyett időfüggvények lesznek; ugyańıgy az eloszlásfüggvényben
és a sűrűségfüggvényben is megjelenik az időfüggés. Ez általános esetben igen bonyolulttá
teszi a véletlen folyamatok kezelését. Fontos alosztályát képezik a sztochasztikus folya-
matoknak a stacionárius folyamatok, amelyekre a statisztikai paraméterek időfüggetlenek,
illetve az ergodikus folyamatok, amelyekre teljesül, hogy az időátlag megegyezik a sokaság
szerinti átlaggal, azaz a várható értékkel. Az ergodicitásnak szükséges, de nem elégséges
föltétele az stacionaritás.

Autokorreláció-függvény ♦ A továbbiakban bevezetünk néhány mennyiséget, amelyek
a sztochasztikus folyamatok időbeli tulajdonságait ı́rják le. Elsőként az x(t) véletlen fo-
lyamat autokorreláció-függvényét definiáljuk:

Rxx (t, t + τ) := E (x (t) · x (t + τ)) . (1.22)

Az autokorreláció-függvény azt jellemzi, hogy a jel τ idejű eltolás esetén mennyire
”
hason-

ĺıt” önmagára. Ha egy jel esetén a t+τ időhöz tartozó értékek függetlenek attól, hogy a jel
milyen értéket vett fel a t időpillanatban, akkor a kérdéses folyamat korrelálatlan. Ekkor
az autokorreláció-függvény minden 0 6= τ -ra nullával egyenlő, a τ = 0 esetben pedig a jel
négyzetének várható értékét adja.

Ergodikus jelekre az autokorreláció-függvényt a következő módon is megadhatjuk:

Rxx (τ) = lim
T→∞

1

2T

T
∫

−T

x (t) x (t + τ) dt. (1.23)

Keresztkorreláció-függvény ♦ Hasonlóan vezethetjük be a keresztkorreláció-függvényt,
amely két jel közötti kapcsolatot jellemez:

Rxy (t, t + τ) := E (x (t) · y (t + τ)) , (1.24)

9



1. fejezet 1.1. a zajok léırásának eszközei

illetve ergodikus jelekre

Rxy (τ) = lim
T→∞

1

2T

T
∫

−T

x (t) y (t + τ) dt. (1.25)

A keresztkorreláció igen hasznos eszköz arra, hogy léırjuk két sztochasztikus folya-
mat kapcsolatát; sok gyakorlati méréstechnikai alkalmazása van. Seǵıtségével megadható
például, hogy két sztochasztikus folyamat függ-e egymástól, és ha igen, akkor az egyik
folyamat másikra való hatása milyen időeltolódással jelentkezik.

1.1.3. Véletlen folyamatok frekvenciatartománybeli léırása

Teljeśıtménysűrűség-spektrum ♦ Sokszor van szükség arra, hogy a sztochasztikus fo-
lyamatokat ne csak idő-, hanem frekvenciatartományban is jellemezni tudjuk (például a
lineáris differenciálegyenletekkel modellezhető rendszerek, valamint a periodikus összete-
vőket is tartalmazó folyamatok esetén). A zajok egyik lehetséges osztályozása is a spekt-
rális tulajdonságok alapján történik. Erre a célra az S (f)-fel jelölt teljeśıtménysűrűség-
spektrumot használjuk, amely megadja, hogy egy jel [f1, f2] frekvenciatartományba eső
komponensei mekkora teljeśıtményt képviselnek:

P[f1, f2] =

f2
∫

f1

S (f) df, ahol f ∈ [0,∞) . (1.26)

A fenti összefüggésben szereplő S (f) mennyiséget egyoldalas teljeśıtménysűrűség-spekt-
rumnak is szokás nevezni, mivel csak a fizikai tartalommal b́ıró nemnegat́ıv frekvenciákra
értelmezett. Használatos a negat́ıv frekvenciákra is kiterjesztett Sxx (f) kétoldalas telje-
śıtménysűrűség-spektrum is, amely a nemnegat́ıv frekvenciatartományban az egyoldalas
teljeśıtménysűrűség-spektrummal az alábbi egyszerű viszonyban áll:

S (f) = 2 · Sxx (f) , ahol f ∈ [0,∞) , (1.27)

továbbá a negat́ıv frekvenciákra

Sxx (−f) = Sxx (f) , ahol f ∈ [0,∞) . (1.28)

Mind az egyoldalas, mind a kétoldalas teljeśıtménysűrűség-spektrummal egyszerűen meg-
adható a jel összteljeśıtménye, ez egyszersmind jól megviláǵıtja a két teljeśıtménysűrűség-
spektrum közötti különbséget:

P =

∞
∫

0

S (f) df =

∞
∫

−∞

Sxx (f) df. (1.29)

A Wiener–Hincsin-összefüggések ♦ Az úgynevezett Wiener–Hincsin-összefüggések ér-
telmében ergodikus jelek esetén a kétoldalas teljeśıtménysűrűség-spektrum az (1.23) össze-
függéssel adott autokorreláció-függvény Fourier-transzformáltjaként is előálĺıtható [16, 17]:

Sxx (f) =

∞
∫

−∞

Rxx (τ) e−i2πfτdτ, (1.30)
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1. fejezet 1.1. a zajok léırásának eszközei

illetve inverz transzformációval

Rxx (τ) =

∞
∫

−∞

Sxx (f) e i2πfτdf. (1.31)

Két jel összefüggéseinek frekvenciatartománybeli léırására használhatjuk a kereszttelje-
śıtménysűrűség-spektrumot, amely ergodikus jelekre a (1.25) összefüggéssel adott kereszt-
korreláció-függvényből az előzőekhez hasonlóan adódik:

Sxy (f) =

∞
∫

−∞

Rxy (τ) e−i2πfτdτ. (1.32)

A teljeśıtménysűrűség-spektrum kiszámı́tása a gyakorlatban ♦ A teljeśıtmény-
sűrűség-spektrum kiszámı́tására szolgáló numerikus algoritmusok nem az autokorreláció-
függvényből, az (1.26) összefüggés alapján álĺıtják elő a spektrumot, hanem közvetlenül a
jel Fourier-transzformáltjából. Tekintsük ugyanis az x(t) időfüggő jel energiatartalmát a
teljes időtartományon, amely a Parseval-tétel értelmében megegyezik a teljes frekvencia-
tartományon számı́tott energiatartalommal [18]:

∞
∫

0

|x(t)|2 dt =

∞
∫

0

|X(f)|2 df, (1.33)

ahol X(f) jelöli az x(t) jel Fourier-transzformáltját. Az egyenlet jobb oldalát összefüggés-
be hozhatjuk a teljeśıtménysűrűség-spektrummal, hiszen a teljeśıtménysűrűség-spektrum
teljes frekvenciatartományon vett integrálja az (1.29) összefüggés szerint az összteljeśıt-
mény, ennek a teljes időtartományra vett időintegrálja pedig az összenergia. Vegyük a T
mintavételi idejű x(t, T ) mintaregisztrátumot, amelynek a Fourier-transzformáltját jelölje
X(f, T ). A föntiekből következően a T mintavételi időre vett átlagos teljeśıtményre az
alábbiakat ı́rhatjuk:

1

T

T
∫

0

|x(t, T )|2 dt =
1

T

∞
∫

0

|X(f, T )|2 df =

∞
∫

0

|X(f, T )|2
T

df ≈
∞
∫

0

S(f)df. (1.34)

Ez alapján kézenfekvőnek tűnik a teljeśıtménysűrűség-spektrumra bevezetni az alábbi kö-
zeĺıtést [17]:

Ŝ(f) :=
|X(f, T )|2

T
. (1.35)

Erről a közeĺıtő formuláról belátható, hogy várható értéke a valódi teljeśıtménysűrűség-
spektrum egy úgynevezett Bartlett-ablakkal vett konvolúcióját adja [17].

1.1.4. Zajok osztályozása eloszlásuk és spektrumuk szerint

A továbbiakban az egyszerűség és az idevágó irodalom terminológiájával való összhang
kedvéért a zaj megnevezést használjuk a sztochasztikus folyamatokra, legyenek azok akusz-
tikus, elektronikus vagy egyéb természetűek. Bár a zajok meghatározó sajátsága a vélet-
lenszerűség, léteznek olyan szabályszerűségek, melyek alapján zajt́ıpusokat külöńıthetünk
el.
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1. fejezet 1.1. a zajok léırásának eszközei

Az osztályozás egyik lehetséges szempontja az eloszlás szerinti osztályozás. A két
leggyakoribb alapeloszlás az egyenletes, illetve a normáleloszlás.

Egyenletes eloszlás ♦ Egy ξ zajt (mint valósźınűségi változót) egyenletes eloszlásúnak
nevezünk az (a, b) intervallumon, ha sűrűségfüggvénye a következő alakú:

f (x) =







1
b−a , ha a < x < b

0, különben.

(1.36)

Egy egyenletes elosztású zaj esetén annak a valósźınűsége, hogy a zaj amplitúdója az
(a, b) intervallumon belül egy adott részintervallumba esik, független a részintervallum
elhelyezkedésétől, csupán a részintervallum szélességétől függ.

Normális vagy Gauss-eloszlás ♦ Normális eloszlásúnak (másnéven Gauss-eloszlásúnak)
akkor minősül egy zaj, ha sűrűségfüggvénye az

f (x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 (1.37)

alakba ı́rható, ahol σ és µ rögźıtett paraméterek; belátható, hogy σ éppen a zaj szórását, µ
pedig a várható értékét adja. A normáleloszlás igen általános, a természetben széles körben
előforduló eloszlás: ez ı́rja le például egy populációban a testmagasság, testsúly, illetve
a vérnyomás értékeit. A centrális határeloszlás tétele értelmében nagy számú független
valósźınűségi változó összegének sűrűségfüggvénye a normáleloszlás sűrűségfüggvényéhez
tart.

Fehérzaj ♦ A másik megközeĺıtés a zajok osztályozására a zajok spektrumán alapul. A
fehér fény mintájára (amely a látható sźınkép minden frekvenciáját közel egyenlő arány-
ban tartalmazza) értelmezhető az úgynevezett fehérzaj, amelynek teljeśıtménysűrűség-
spektruma a frekvenciától független:

Sfehérzaj (f) ≈ const ∀f > 0. (1.38)

Természetesen az ı́gy értelmezett fehérzaj csupán matematikai absztrakció, a valóságban
léteznie kell egy fölső határfrekvenciának, amely fölötti frekvenciákhoz 0 teljeśıtménysű-
rűség-spektrum tartozik, különben az (1.29) összefüggés értelmében végtelen nagy lenne
a fehérzaj összteljeśıtménye, ami nyilvánvalóan nem lehetséges. Továbbá az (1.38) össze-
függés nem egyedi teljeśıtménysűrűség-spektrumokra vonatkozik, hanem számos realizáció
átlagolása után teljesül. Ugyanez érvényes az alább értelmezendő többi spektrális törvény-
szerűségre is.

Az (1.31) reláció alapján a spektrális viselkedésből az autokorreláció-függvényre is kö-
vetkeztetni lehet. Az (1.38) összefüggés inverz Fourier-transzformáltjával kapjuk, hogy

Rxx, fehérzaj (τ) = const · δ (τ) , (1.39)

ahol a δ (τ) jelöli a Dirac-féle delta disztribúciót. Ez azt jelenti, hogy az autokorreláció-
függvény csak 0 eltolásra különbözik 0-tól, azaz a fehérzaj korrelálatlan.

A legtöbb zaj esetében a frekvenciatartománybeli eloszlás nem egyenletes. Ezeket a za-
jokat a fehérzaj egyfajta ellentéteként sźınes zajoknak, vagy a fehérzaj korrelálatlanságával
szembeálĺıtva korrelált zajoknak szokás nevezni.
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1. fejezet 1.2. véletlen jelek földolgozása

Lorentzi zajok ♦ A sźınes zajok fontos alosztályát képviselik az úgynevezett lorentzi
zajok, melyeket a következő frekvenciatartománybeli összefüggés definiál:

SLorentz (f) ∝ 1

1 +
(

f
f0

)2 , (1.40)

ahol f0 az adott lorentzi zajra jellemző fölső határfrekvencia. Fontos megjegyezni, hogy
a valós fehérzajok magas fölső határfrekvenciájú lorentzi zajnak tekinthetők (az elméleti
fehérzaj az f0 → ∞ határátmenetben áll elő a lorentzi zajból), illetve hogy a lorentzi zajok
az f � f0 esetben a Brown-mozgásra jellemző spektrális viselkedést adják vissza.

1/fκ t́ıpusú sźınes zajok ♦ A sźınes zajok másik, számunkra különösen fontos csoportját
alkotják azok a zajok, amelyek spektrális viselkedése az

S1/fκ (f) ∝ 1

fκ
(0 ≤ κ ≤ 2) (1.41)

hatványfüggvénnyel jellemezhető, ezeket 1/fκ t́ıpusú sźınes zajoknak fogjuk nevezni a
továbbiakban. A κ = 0 eset a fehérzajnak, a κ = 1,5 a diffúziós zajnak, a κ = 2 a Brown-
mozgásnak felel meg; kiemelt fontosságú a κ ≈ 1 esethez tartozó 1/f-zaj. Az 1/f-zaj
igen széles körben előforduló, általános zajt́ıpus: megtalálhatjuk fél- és szupravezetőkben
[19, 20, 21], lézerekben [22, 23], asztrofizikai rendszerekben [24], a közlekedés forgalmi ada-
taiban [25], sőt, a klasszikus zenében is [26]. Természetesen az osztályozást kiterjeszthetjük
a κ spektrális kitevő folytonos értékeire is. Ahogy a fehérzaj, az 1/fκ t́ıpusú zajok is sáv-
határoltak a valóságban; utóbbiaknál egy alsó határfrekvencia létezése szükséges ahhoz,
hogy az összteljeśıtmény véges legyen.

1.2. Véletlen jelek földolgozása

Mivel a dolgozatomban tárgyalandó vizsgálatok több ponton érintenek jelföldolgozási kér-
déseket, fontosnak tartom, hogy röviden összefoglaljam a digitális jelföldolgozás főbb mo-
t́ıvumait, különös tekintettel a véletlen jelekkel kapcsolatos problémákra.

A digitális jelföldolgozást emĺıtettem, mert mára szinte egyeduralkodóvá váltak a di-
gitális módszerek a méréstechnikában. Ezt elsősorban az indokolja, hogy a digitális mód-
szerek jóval nagyobb rugalmasságot nyújtanak, miközben pontosságuk nem marad el az
analóg módszerekétől. Rugalmasságuk abban rejlik, hogy egy új mérési feladathoz elég
a földolgozó szoftvert megváltoztatni, és nem kell új áramköröket késźıteni; a digitalizált
adatsoron újabb földolgozási feladatok végezhetők, miközben az adatsor minősége már
nem változik. Ugyanakkor az analóg tartományból a digitálisra való áttérés néhány új
szempontot és problémalehetőséget vezet be, amelyekre mindig tekintettel kell lennünk.
Ezekről szólok az alábbiakban.

1.2.1. Amplitúdóbeli és időbeli kvantálás

Amplitúdóbeli kvantálás ♦ A digitális tartományban minden mennyiséget diszkrét szá-
mokkal reprezentálunk, ami elvileg is csak véges fölbontást tesz lehetővé, de a gyakorlatban
ezt a fölbontást az átalaḱıtásra használt eszközök (az analóg-digitális [A/D-] konverterek)
tovább korlátozzák. Az analóg jelek digitalizálása tehát szükségképpen magába foglalja
a jel amplitúdóbeli kvantálását, amely információvesztéssel jár. Ezt az információvesztést
a kvantálási hibával lehet jellemezni; a kvantálási hiba (és a következményeként föllépő
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1. fejezet 1.2. véletlen jelek földolgozása

kvantálási zaj ) az A/D-konverter fölbontásának növelésével csökkenthető, és a ma elérhe-
tő fölbontások mellett legtöbbször nem okoz számottevő hibát.

Kvantálási zaj az ideális A/D-konverteren is föllép; a valóságos konvertereknél ehhez
hozzáadódik annak a hatása, hogy a valóságban sosem biztośıtható az amplitúdókvan-
tumok teljes egyezősége. Ennek következményeként alakulhat ki a harmonikus torźıtás
jelensége, melynek során a mintavételezendő harmonikus jelben a többitől eltérő kvan-
tumnagyság a jelnek mindig azonos fázisára esik, ı́gy – a legtöbbször szélessávú kvantálási
zajjal ellentétben – felharmonikusok megjelenését okozhatja. Ez főként ott jelent problé-
mát, ahol különböző jelek vannak egymásra keverve, például a távközlésben.

Időbeli kvantálás ♦ A digitális reprezentáció sajátosságaiból az is következik, hogy az
időbeli fölbontás is szükségszerűen véges (különben végtelenül nagy tárhelyre lenne szük-
ség), azaz az analóg jelet időtartományban is kvantálnunk kell digitalizáláskor. Az idő-
tartománybeli kvantáláskor a jel értékeit diszkrét időpillanatokban rögźıtjük, ezt minta-
vételezésnek is szokás nevezni. A mintavételezések közötti időtartam a legtöbb mérési
feladatnál állandó, ilyenkor beszélhetünk mintavételi frekvenciáról, amely a mintavételek
közötti időtartam reciproka.

Mı́g az amplitúdótartománybeli kvantálás hatásai legtöbbször elhanyagolhatók, az idő-
tartománybeli kvantálás olyan problémákat vet föl, amelyekre mindig gondolnunk kell di-
gitális mérések megtervezésekor. Az amplitúdókvantálással szemben az időtartománybeli
kvantálás nem szükségszerűen jár együtt információveszteséggel, viszont ha az informá-
cióveszteség elkerüléséhez szükséges föltételek nem teljesülnek, megtévesztő mérési arte-
faktumok léphetnek föl. Ezeket a kérdéseket taglalja a Claude E Shannon által 1949-ben
bizonýıtott mintavételi tétel, amelyet az alábbiakban tárgyalok.

1.2.2. A mintavételi tétel

Mintavételi tétel ♦ Ha egy x(t) időfüggő jel Fourier-transzformáltja az fm mintavé-
teli frekvencia felénél nagyobb vagy egyenlő frekvenciákon 0, az x(t) jel egyértelműen és
információveszteség nélkül rekonstruálható az egyenlő ∆t (= 1/fm) időközönként minta-
vételezett x(k∆t) értékeiből. A kapcsolatot a folytonos x(t) jel és mintavételezett x(k∆t)
értékei között az alábbi formula adja meg [27, 28]:

x(t) =

∞
∑

k=−∞

x(k∆t)
sin (πfm [t − k∆t])

πfm(t − k∆t)
. (1.42)

Bizonýıtás ♦ Jelölje X(f) az x(t) jel Fourier-transzformáltját. Ekkor a tétel érvényessé-
gének föltétele:

X(f) = 0 ∀f : |f | ≥ fm

2
. (1.43)

Vezessük be az x(t) jel mintavételezett alakjának reprezentálására az x̃(t) disztribúciót
(általánośıtott függvényt), amely az eredeti függvény szorzata a mintavételezési időponto-
kat képviselő Dirac-fésűvel (Dirac-delták periodikus sorozatával) és a mintavételi időközzel:

x̃(t) := x(t)

∞
∑

k=−∞

δ(t − k∆t)∆t. (1.44)
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1. fejezet 1.2. véletlen jelek földolgozása

Jelölje X̃(f) az x̃(t) disztribúció Fourier-transzformáltját:

X̃(f) :=

∞
∫

−∞

x̃(t)e−i·2πftdt =

∞
∫

−∞

x(t)
∞
∑

k=−∞

δ(t − k∆t)∆te−i·2πftdt =

=

∞
∑

k=−∞

x(k∆t)e−i·2πfk∆t∆t. (1.45)

X̃(f) másképpen is előálĺıtható a konvolúciós tétel alapján:

X̃(f) = F {x̃(t)} = F
{

x(t)

∞
∑

k=−∞

δ(t − k∆t)∆t

}

=

= F {x(t)} ∗ F
{

∞
∑

k=−∞

δ(t − k∆t)∆t

}

= X(f) ∗ D(f), (1.46)

ahol F{} a Fourier-transzformációt, ∗ a konvolúciót jelöli, D(f) értelmezése pedig

D(f) := F
{

∞
∑

k=−∞

δ(t − k∆t)∆t

}

=
∞
∑

k=−∞

δ

(

f − k

∆t

)

. (1.47)

A konvolúció műveletét elvégezve:

X̃(f) = X(f) ∗ D(f) =

∞
∫

−∞

X(f − φ)D(φ)dφ =

=

∞
∑

k=−∞

∞
∫

−∞

X(f − φ)δ

(

φ − k

∆t

)

dφ =

=

∞
∑

k=−∞

X

(

f − k

∆t

)

=

∞
∑

k=−∞

X (f − kfm) . (1.48)

Tekintetbe véve az (1.43) föltételt, az összegzésben szereplő X (f − kfm) tag egy adott f
frekvenciára csak akkor különbözhet 0-tól, ha −fm/2 < f − kfm < fm/2, azaz

f

fm
− 1

2
< k <

f

fm
+

1

2
. (1.49)

Ez egy adott frekvencián egyetlen egész számra teljesül, tehát az (1.48) összefüggésben az
összegzés egyetlen tagra egyszerűsödik. Az −fm/2 < f < fm/2 tartományon −1 < k < 1,
azaz k = 0, ı́gy

X̃(f) = X(f) ∀f : |f | ≥ fm

2
. (1.50)

Álĺıtsuk most elő az x(t) jelet Fourier-transzformáltjából inverz Fourier-transzformáci-
óval, és használjuk ki az (1.43) föltételt:

x(t) =

∞
∫

−∞

X(f)e i·2πftdt =

fm/2
∫

−fm/2

X(f)e i·2πftdt. (1.51)
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1. fejezet 1.2. véletlen jelek földolgozása

Ezen a frekvenciatartományon X(f) = X̃(f), ezt kihasználva és az (1.45) formát behe-
lyetteśıtve kapjuk, hogy

x(t) =

fm/2
∫

−fm/2

X̃(f)e i·2πftdt =

fm/2
∫

−fm/2

∞
∑

k=−∞

x(k∆t)e−i·2πfk∆t∆t · e i·2πftdf =

=

∞
∑

k=−∞

x(k∆t)∆t

fm/2
∫

−fm/2

e i·2πf(t−k∆t)df =

=
∞
∑

k=−∞

x(k∆t)∆t

fm/2
∫

−fm/2

{cos (2πf [t − k∆t]) + i · sin (2πf [t − k∆t])}df. (1.52)

Az integrálást elvégezve és a ∆t = 1/fm összefüggést fölhasználva a tétel álĺıtásához
jutunk, amely egyben a mintavételezett adatokból történő rekonstrukció képlete is:

x(t) =

∞
∑

k=−∞

x(k∆t)
sin (πfm [t − k∆t])

πfm(t − k∆t)
QED. (1.53)

1.2.3. A mintavételi tétel megsértésének következményei

A mintavételi tétel bizonýıtása, mint láttuk, több ponton kihasználja a |f | < fm/2 föltételt
(fm: a mintavételi frekvencia). Nézzük most meg azt, hogy mi történik, ha ez a föltétel
nem teljesül.

Tekintsünk először egy x(t) szinuszjelet f frekvenciával, melyre |f | < fm/2. Ekkor a
mintavételezett értékek:

x(k∆t) =: xk = sin (2πfk∆t) = sin

(

2πk
f

fm

)

. (1.54)

Legyen y(t) szintén szinuszjel, de f + fm (> fm/2) frekvenciával, ami már nem felel meg
a mintavételi tétel föltételének:

y(k∆t) =: yk = sin (2π [f + fm] k∆t) = sin

(

2πk
f

fm
+ 2πk

)

=

= sin

(

2πk
f

fm

)

= xk ∀k ∈ Z. (1.55)

Ekkor az f + fm frekvenciájú y(t) jel mintavételezett alakja minden k mintavételezési
pontban megegyezik az f frekvenciájú x(t) jel mintavételezett alakjával, azaz a minta-
vételezett reprezentáció nem tesz különbséget az egymástól fm frekvenciaértékkel eltérő
frekvenciájú jelek között (lásd 1.1. ábra). A mintavételi tétel |f | < fm/2 föltételének
megsértését alulmintavételezésnek, a következményeképpen kialakuló spektrális összemo-
sás jelenségét aliasing-nek nevezzük; az utóbbi elnevezésnek magyar megfelelője ez ideig
nem honosodott meg.

Az aliasing jelenségét elvileg úgy is kiküszöbölhetnénk, hogy a jelben szereplő maxi-
mális frekvencia kétszeresénél nagyobb mintavételi frekvenciát választunk, a gyakorlatban
azonban ez igen ritkán valóśıtható meg: vagy azért nem, mert nem tudunk kellően nagy
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1.1. ábra. Az aliasing jelensége. Egy 10 Hz-es szinuszjelet (vékony, folytonos vonal) 0,11 s-
onként, azaz 9,09 Hz-cel mintavételeztünk. A mintavételek időpontjait csúcsukra álĺıtott
kis négyzetek jelképezik; a belőlük kirajzolódó alulmintavételezett jelet vastag, szaggatott
vonal jelöli. Látható, hogy az alulmintavételezett jel 10 Hz-es szinusz helyett egy 10 Hz -
9,09 Hz = 0,91 Hz frekvenciájú, azaz 1,1 s periódusidejű szinusz

mintavételi frekvenciát biztośıtani, vagy pedig azért nem, mert nem ismerjük a mintavé-
telezendő jel fölső határfrekvenciáját. Ezért legtöbbször azt a megoldást választjuk, hogy
a mintavételezés előtt egy aluláteresztő mintavételi (anti-aliasing) szűrővel korlátozzuk a
jel fölső határfrekvenciáját. Ez természetesen kisebb-nagyobb mértékben mindig torźıtja
a jelet, amit minden digitális mérési feladatnál tekintetbe kell vennünk.

A legtöbb esetben a sztochasztikus rezonancia vizsgálata során szerepet játszó vélet-
len jelek elvileg nem sávkorlátozottak, és a gyakorlatban is igen nagy sávszélességűek,
ezért az aliasing veszélye igen gyakran fönnáll – mint hamarosan látni fogjuk, nemcsak
mintavételezéses mérések, hanem numerikus szimulációk esetén is. Az aliasing folytán
megváltozhat a spektrumban a jel és a zaj teljeśıtménysűrűségének viszonya (hiszen a
mintavételi frekvencia felénél nagyobb frekvenciájú zajkomponensek teljeśıtménysűrűsége
alacsonyabb frekvenciákra – ı́gy például a jelfrekvencia közelébe – transzformálódik), ami
teljesen meghamiśıthatja eredményeinket. Ezért különösen fontos a mintavételi szűrők
vagy a megfelelő numerikus eljárások alkalmazása.

”
Alulmintavételezés” numerikus szimulációknál ♦ Azt gondolhatnánk, hogy nume-

rikus szimulációk esetén, mikor nincs szó mintavételezésről (hiszen a diszkrét jelet eleve
a digitális tartományban álĺıtjuk elő), nem okozhat gondot a mintavételi tétel föltéte-
lének megsértése, ám ez nincs minden esetben ı́gy. Tekintsünk például egy négyszögjelet
reprezentáló diszkrét adatsort, melynek adatpontjai között a távolságot egy ∆t időinterval-
lumnak feleltetjük meg: ez semmiben nem különbözik a megfelelő négyszögjel fm = 1/∆t
frekvenciával mintavételezett alakjától; következésképp a kettő ugyanolyan viszonyban van
a reprezentált négyszögjellel, és ugyanazok a frekveniatartománybeli anomáliák léphetnek
föl mindkét esetben.

Ennek illusztrálására [29] alapján föltüntettem egy numerikusan előálĺıtott, f = 200 Hz
frekvenciájú négyszögjel spektrumát két különböző ∆t időbeosztás (1/4000 s és 1/500 s)
föltételezésével. Bár önmagában az f frekvenciára teljesülne az f < 1/(2∆t) föltétel, a
négyszögjel Fourier-sorából tudjuk, hogy távolról sem ez a négyszögjelben szereplő legna-
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1. fejezet 1.2. véletlen jelek földolgozása

gyobb frekvencia, hanem sin(x)/x szerint konvergálnak a komponensek 0-hoz. Ebből az
következik, hogy elvileg mindig alulmintavételezzük a digitális négyszögjelet, az aliasing
erőssége a mintavételi frekvenciától függ. Az 1.2. ábrán a 200 Hz-es négyszögjel spektru-
mát tüntettem föl 1/4000 s, illetve 1/500 s időbeosztás mellett. Látható, hogy 1/4000 s-os
időbeosztásnál nem lép föl számottevő aliasing, mı́g 1/500 s-nál a 600 Hz-es felharmoni-
kushoz tartozó komponens megjelenik az f − 1/∆t = 100 Hz-es frekvencián.
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1.2. ábra. Az aliasing jelensége diszkrét adatsorra. Az ábrák egy 200 Hz frekvenciájú
diszkrét négyszögjel spektrumát ábrázolják; a bal oldali panel 1/4000 s-os, a jobb oldali
panel 1/500 s-os időbeosztásnál

1.2.4. Mintavételezett jelek spektrális anaĺızise

Diszkrét Fourier-transzformáció ♦ Ha egy mintavételezett jel spektrumát akarjuk
előálĺıtani, nem alkalmazhatjuk a

”
hagyományos” Fourier-transzformációt, hiszen ahhoz

integrálást kellene végeznünk, azaz infinitezimálisan kicsiny időbeosztást biztośıtanunk,
ami diszkrét reprezentációban nem lehetséges. Ehelyett az úgynevezett diszkrét Fourier-
transzformáltat (DFT) vezetjük be, amelynek defińıciója egy {xk := x(k∆t)}N−1

k=0 minta-
vételezett adatsorra:

Xn :=

N−1
∑

k=0

xke
−i· 2π

N
nk (0 ≤ n ≤ N − 1) . (1.56)

A diszkrét Fourier-transzformáció inverze a következőképpen értelmezhető:

xk =
1

N

N−1
∑

n=0

Xne i· 2π
N

nk (0 ≤ k ≤ N − 1) . (1.57)

A hagyományos és a diszkrét Fourier-transzformáció közötti kapcsolatot úgy tudjuk
megviláǵıtani, ha az (1.44) összefüggéssel definiált x̃(t) disztribúcióból indulunk ki, és
azt az x(t) analóg jel diszkrét reprezentánsának tekintjük. E diszkrét reprezentáns (1.45)
összefüggéssel adott Fourier-transzformáltjában az integrálás helyett már összegzés van, ı́gy
az a végtelen összegzési határoktól eltekintve már megvalóśıtható numerikus eszközökkel.
Ha tekintetbe vesszük, hogy a mintavételezés mindig véges Tm = N∆t idejű, az (1.45)
összefüggésben a tagok csak 0 ≤ k ≤ N − 1 esetén különböznek nullától, továbbá ha az
X̃(f) Fourier-transzformáltat csak a ∆f := 1

N∆t frekvenciaegység nemnegat́ıv egész számú
többszörösein értelmezzük, kapjuk, hogy

X̃ (n∆f) =

N−1
∑

k=0

xke
−i·2πn 1

N∆t
k∆t∆t =

N−1
∑

k=0

xke
−i· 2π

N
nk∆t, (1.58)
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azaz

Xn =
X̃(n∆t)

∆t
(0 ≤ n ≤ N − 1) , (1.59)

vagyis a diszkrét Fourier-transzformált a jel diszkrét reprezentánsának Fourier-transzfor-
máltjából úgy kapható, hogy azt csak a ∆f := 1

N∆t frekvenciaegység nemnegat́ıv egész
számú többszörösein értelmezzük, és normáljuk az időbeosztással.

Gyors Fourier-transzformáció (FFT) ♦ A diszkrét Fourier-transzformált (1.56) alak-
jából látható, hogy a teljes spektrum kiszámı́tásához N2 komplex szorzásra van szükség,
ami hosszabb adatsorokra időigényes lehet. Abban az esetben viszont, amikor az adatsor
N hosszúsága kettő hatványa, létezik egy kisebb műveleti igényű algoritmus a diszkrét
Fourier-transzformált kiszámı́tására, amelyet gyors Fourier-transzformációnak (fast Fou-
rier transformation, FFT) szokás h́ıvni. Az eljárás, amelynek alapját Cooley és Tukey
fektették le, azt használja ki, hogy abban az esetben, amikor N = 2b (b ∈ N), az adat-
sor szétválasztható olyan részblokkokra, amelyekre külön-külön lehet a diszkrét Fourier-
transzformáció műveletét alkalmazni, és ez a szétbontás tovább alkalmazható az egyes
részblokkokra, egészen az elemi adatokig. Az FFT a diszkrét Fourier-transzformáció mű-
veleti igényét N2 komplex szorzásról 2N · log2 N komplex szorzásra csökkenti [30].

Ablakfüggvények ♦ A föntiekben a mintavételezés véges idejét úgy vettük tekintetbe,
hogy a mintavételezés időtartamán ḱıvül a mintavételezett jelet nullának vettük. Ez meg-
felel egy Tm szélességű, egységnyi magasságú w0(t) ablakfüggvénnyel való szorzásnak, ahol
w0(t) értéke 1 a mintavételezés idejére, azon ḱıvül pedig 0. A frekvenciatartományban
ez az ablakfüggvény W0(f) Fourier-transzformáltjával vett konvolúciónak felel meg, ahol
ez a Fourier-transzformált sin(x)/x lefutású. Látjuk tehát, hogy a véges mintavételezési
idő szükségképpen torzuláshoz vezet a spektrumban; ez alól csak az az eset kivétel, ami-
kor a Tm mintavételezési időtartam a mintavételezett periodikus jel T periódusidejének
pontosan egész számú többszöröse: ekkor pontosan azt az eredményt kapjuk, mint a nem
időkorlátozott jelanaĺızis esetében [30].

A w0(t) ablakfüggvény a véges mintavételi időtartam szükségszerű következménye;
vannak azonban olyan mérési feladatok, amelyeknél a spektrális anaĺızis frekvenciaszelek-
tivitásának növelése érdekében a w0 függvényt általunk célirányosan megválasztott ablak-
függvényekkel helyetteśıtjük. A méréstechnikában számos speciális ablakfüggvény ismere-
tes, például a háromszögablak (Bartlet-ablak), a Hann-ablak (Hanning-ablak), a Hamming-
ablak vagy a Blackman-ablak [30], mivel azonban a zajanaĺızisben általában nem indokolt
a használatuk, részletes bemutatásukra itt nem térek ki.

1.3. A sztochasztikus rezonancia

Ha egy defińıcióban akarnánk meghatározni azt a szerteágazó jelenségkört, amelyet szto-
chasztikus rezonancia néven szokás tárgyalni, akkor azt mondhatnánk, hogy a sztochasz-
tikus rezonancia az a mechanizmus, amelynek során egy rendszerben a zaj jelenléte a
rendszert érő determinisztikus gerjesztés hatását fölerőśıti vagy a gerjesztéshez szinkroni-
zálja.

1.3.1. Történeti áttekintés

Éghajlatváltozások ♦ A
”
sztochasztikus rezonancia” kifejezést először Benzi és kol-

légái használták először, egy külső gerjesztés nélkül sztochasztikus teljeśıtménysűrűség-
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spektrummal jellemezhető dinamikai rendszerben a belső sztochasztikus mechanizmus és
a külső periodikus gerjesztés között föllépő kooperat́ıv effektus megjelölésére [5]. Ehhez az
effektushoz az éghajlatváltozások (jégkorszakok) periodicitásának magyarázatán keresztül
jutottak el.

A kovamoszat-üledékekben található oxigénizotópok arányából és egyéb, ettől függet-
len geológiai adatokból kitűnt, hogy a jégkorszakok körülbelül 100 000 éves periódussal
ismétlődnek, amely periódusidő jó egyezést mutat a Föld-pálya excentricitásának ingado-
zásában föllelhető periodicitással. Kézenfekvőnek tűnt a föltételezés, hogy mivel a Föld
felsźınét érő napfény sugárzási teljeśıtménye is ezzel arányosan ingadozik, ez az ingadozás
okozhatja a kĺımaváltozások periodicitását. Ennek vizsgálatára fölálĺıtottak egy egyszerű
modellt, amely az éghajlat léırására egyetlen változót használt, a T globális átlaghőmér-
sékletet. Ennek dinamikáját a következő energiamérleg alapján adták meg [6, 31]:

C
dT

dt
= µ (t) P [1 − α (T )] − σT 4, (1.60)

ahol C a Föld hőkapacitása, µ (t) egy a Föld-pálya excentricitását jellemző paraméter, P a
Föld felsźınét érő napsugárzás átlagos sugárzási teljeśıtménye, α (T ) az átlagos albedó, σ
pedig a Föld infravörös sugárzás útján történő hűlését jellemző átlagos renormált Stefan–
Boltzmann-állandó. Azt mondtuk, hogy a Föld-pálya excentricitása 105 év periódusidővel
ingadozik:

µ (t) = 1 + A cos (Ωt)

(

Ω :=
2π

105 év

)

. (1.61)

Az (1.60) egyenlet át́ırható egy olyan formába, amely egy φ (T ) potenciál terében mozgó
részecske T koordinátával léırt túlcsillaṕıtott mozgásának egyenletével analóg:

dT

dt
= − ∂φ

∂T
, φ (T ) :=

T
∫

0

1

C

(

−µ (t)P [1 − α (ϑ)] + σϑ4
)

dϑ. (1.62)

A rendszer stabil egyensúlyi állapotainak φ (T ) lokális minimumhelyei felelnek meg. A
modell akkor ı́rja le az éghajlatváltozásokat, ha µ = 1 esetén két stabil egyensúlyi álla-
pot létezik: egy alacsonyabb T1 hőmérséklethez tartozó, ami annak felel meg, hogy az
északi földteke nagy részét jég boŕıtja, illetve egy magasabb T2 hőmérséklethez tartozó,
ami annak felel meg, hogy az északi földteke nagy része jégmentes. Ezek az állapotok ön-
konzisztensek: amikor alacsonyabb a hőmérséklet, a felsźınt boŕıtó jég többet ver vissza a
napsugárzásból, ami indokolja az alacsonyabb hőmérsékletet, mı́g a magasabb hőmérsékle-
tet az teszi lehetővé, hogy akkor kevesebb a jég, tehát a sugárzás nagyobb része nyelődhet
el.

A modell szerint a rendszer akkor megy át egyik stabil állapotból a másikba, ha a µ
paraméter modulációjának A amplitúdója kellően nagy, ellenkező esetben csak egy stabil
állapot van. A becslések azonban azt mutatták, hogy ez az amplitúdó nem elég nagy
ahhoz, hogy átmenet, azaz kĺımaváltozás következzék be. A sztochasztikus rezonancia
fölfedezéséhez vezető döntő lépés az volt, hogy a modellbe bevezették a légköri és az
óceáni áramlások fluktuációinak, illetve például a vulkánkitörések okozta véletlenszerű
albedóváltozásoknak a hatását, amelyet egy ξ (t) fehérzaj formájában vettek figyelembe,
ı́gy a léıró egyenlet a következőképpen módosult:

dT

dt
= − ∂φ

∂T
+ ξ (t) , 〈ξ (t)〉 = 0, 〈ξ (t) ξ (t + τ)〉 = 2Dδ (τ) , (1.63)
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ahol D a karakterisztikus zajintenzitás. Ebben a sémában – amely, mint látni fogjuk, a
sztochasztikus rezonancia őst́ıpusává, leggyakrabban hivatkozott modellrendszerévé önál-
lósult – már létrejön az excentricitás ingadozásához szinkronizált átmenet a stabil átme-
netek közt, és ez a szinkronizáltság egy határig erősödik a zajintenzitás növelésével.

Schmitt-trigger ♦ A Benzi és társai által fölvetett elvi lehetőséget Fauve és Heslot vetette
alá először ḱısérleti vizsgálatnak 1983-ban [7]. Az általuk vizsgált rendszer egy hiszterézi-
ses komparátor, az úgynevezett Schmitt-trigger volt, amelynek invertáló kapcsolásában a
kimeneti feszültségszint alacsony, ha az invertáló bemenetre adott bemenő feszültség na-
gyobb, mint a küszöbfeszültség, és magas, ha a bemenő feszültség kisebb, mint a küszöb-
feszültség (-1)-szerese, illetve megtartja korábbi értékét, ha a bemenő feszültség abszolút
értéke kisebb a küszöbfeszültség abszolút értékénél (innen a hiszterézis). Ez a rendszer,
Benzi és társai modelljéhez hasonlóan, két stabil állapottal rendelkezik, azaz bistabil. Az
invertáló bemenetre fehérzajt vezettek (ez egy fizikai zajforrásból, egy záróirányban fesźı-
tett p-n átmenet fölerőśıtett zajából származott), a küszöbfeszültséget pedig egy szinuszos
feszültséggel modulálták. A moduláció amplitúdóját úgy választották meg, hogy önmagá-
ban ne idézhessen elő átmenetet a kimeneti szintek között, és tanulmányozták a kimenőjel
spektrumát a bemenetre adott zaj erősségének függvényében. Mı́g Benziék a modulá-
ció frekvenciáján található spektrális csúcs nagyságából következtettek a sztochasztikus
rezonancia megtörténtére, Fauve és Heslot bevezették a sztochasztikus rezonancia kvanti-
tat́ıv jellemzésére a jel-zaj viszonyt, amelyet a szinuszos moduláció frekvenciájához tartozó
spektrális csúcs és az ugyanazon frekvencián vett háttérzaj teljeśıtménysűrűségének há-
nyadosaként értelmeztek. Azt tapasztalták, hogy a jel-zaj viszony nemmonoton módon
függ a bemenetre adott zaj varianciájától: nemnulla zajszórásnál határozott maximumot
mutat. Sikerült tehát bebizonýıtani, hogy sztochasztikus rezonancia megy végbe ebben az
elektronikai rendszerben.

Gyűrűlézer ♦ Fauve és Heslot ḱısérlete után jó ideig elülni látszott az érdeklődés a szto-
chasztikus rezonancia iránt, mı́g McNamara és társai 1988-ban egy bistabil gyűrűlézerben
ki nem mutatták a jelenséget [8]. Ők egy gyűrűsen elrendezett festéklézert vizsgáltak,
amelyben a bistabilitást a lézersugár kétféle lehetséges iránya (az óramutató járásával
megegyező, illetve ellentétes) képviselte. A rezonátorba egy akuszto-optikai modulátort ik-
tattak, ennek modulációs frekvenciáját változtatva lehetett a lézersugár irányát vezérelni.
A modulátor bemenetére egy szinuszos gerjesztés és egy hozzá képest nagy sávszélességű
fizikai fehérzaj összegét vezették; a szinuszos gerjesztés amplitúdója önmagában nem volt
elegendő a lézersugár irányának megváltoztatásához. Az egyik irányban egy gyors foto-
diódával mérték a lézersugár intenzitását, majd a rögźıtett adatok spektrumából jel-zaj
viszonyt számoltak különböző bemenőzaj-intenzitásoknál. Azt kapták, hogy a jel-zaj vi-
szony maximuma nemzéró zajintenzitásnál van, és a maximum eléréséig a jel-zaj viszony
nő a zajintenzitás növelésével, tehát ebben a rendszerben is sztochasztikus rezonancia volt
megfigyelhető.

Nembistabil rendszerek ♦ A fönti ḱısérlet egy új korszak beköszöntét jelezte a szto-
chasztikus rezonancia kutatásában: az érdeklődés egyszerre megélénkült, és igen sokféle,
egymástól időnként egészen távoli rendszerben mutattak ki a sztochasztikus rezonanciá-
val analóg folyamatokat. A

”
sztochasztikus rezonancia” fogalmát kiterjesztették mindazon

jelenségekre, ahol egy optimális zajszintnél megnövekszik a rendszer érzékenysége a kis
determinisztikus perturbációkra [32]. Az új eredmények azt is megmutatták, hogy a két
stabil állapot nem szükséges föltétele a sztochasztikus rezonancia létrejöttének: 1993-ban
Longtin egy gerjesztési küszöbbel b́ıró rendszerben, a FitzHugh–Nagumo-neuronmodellben
számolt be sztochasztikus rezonanciáról [9], majd 1994-ben Jung [33], 1995-ben Gingl, Kiss
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és Moss [34], illetve Gammaitoni [35] különböző szintmetszésdetektorokban figyelték meg a
jelenséget. A sztochasztikus rezonancia vizsgálatát kvantumrendszerekre is kiterjesztették,
illetve létrejött egy új kutatási ág, amelyben kaotikus rendszerekben a zaj szerepét a káosz
vette át [32]. A szerteágazó kutatások tükrében a sztochasztikus rezonanciát mutató rend-
szereknek három közös alkotóelemét lehetett kimutatni: valamiféle aktivációs küszöbbel
b́ıró nemlineáris rendszer; gyenge determinisztikus bemenet; vagy a rendszerben inherens,
vagy a determinisztikus bemenethez hozzáadódó, külső zaj [32].

Biológiai rendszerek ♦ Az sztochasztikus rezonancia kutatásának különösen fontos és di-
namikusan fejlődő részterületét képviselik a biológiai rendszerekben történő megfigyelések.
Longtin eredményei után többféle neuronmodellben és számos valós biológiai rendszerben
mutattak ki sztochasztikus rezonanciát; ezek közül itt két jellegzetes példát emelnék ki.

Russell és kollégái egy kanalas tokhal (Polyodon spathula) nevű halat vizsgáltak [10].
E hal elektroreceptoraival érzékeli a táplálékául szolgáló plankton elektromos jeleit. A
kutatók egy-egy hosszúkás medencébe helyeztek négy Polyodon-példányt; a medencékben
folyamatosan keringették a vizet, amelybe planktonokat adagoltak, és mérték azon plank-
tonok térbeli eloszlását (a hal orrának hossztengelyéhez viszonýıtva), amelyeket a halak
észleltek és elkaptak. Mindezt elvégezték úgy is, hogy a hal elé és mögé elektródákat he-
lyeztek, és az elektródákra zajt vezettek. Azt tapasztalták, hogy bizonyos zajmennyiség
növeli a halak

”
hatáskeresztmetszetét”: ekkor a halak nagyobb távolságból voltak képesek

érzékelni a planktont, mint zaj nélkül. A zaj erősségének további növelése természetesen
lecsökkentette ezt a távolságot.

A másik ḱısérlet az emberi keringést rendszert célozta meg. Mint később látni fogjuk,
az emberi vérnyomás szabályozásában fontos szerepet tölt be az úgynevezett baroreflex-
rendszer : ennek lényege, hogy az arteria carotisban és az aortáıvben nyomásérzékeny baro-
receptorok vannak, amelyeknek nyomáscsökkenés esetén csökken az aktivitása, erre pedig
a vegetat́ıv idegrendszer a sźıvfrekvencia emelésével reagál, ı́gy közeĺıtvén a vérnyomást az
egyensúlyi értékhez. Ebben a rendszerben mutatott ki sztochasztikus rezonanciával ana-
lóg effektust Hidaka és kutatócsoportja [11]. A pácienst egy dönthető asztalra fektették,
melynek dőlésszöge számı́tógéppel folyamatosan vezérelhető volt. A dőlésszöget a ḱısérlet
során egy kis amplitúdójú szinuszjellel modulálták, a vizsgálati alany torkára (ahol a ba-
roreceptorokat tartalmazó erek egy része fut) pedig egy mandzsettát helyeztek, amelyben
a nyomás fehérzaj módjára változott. Rögźıtették a páciensek elektrokardiogramját, és
mérték a sźıvütések közötti időt (az RR-intervallumot). Azt figyelték meg, hogy a man-
dzsettabeli nyomásban mutatkozó zaj az RR-intervallumok változását az asztal dőlésszögé-
nek változásához szinkronizálta: az RR-intervallumok spektrumában az asztal modulációs
frekvenciájának megfelelő csúcs egy határig növekedett a zaj erősségének növelésével.

1.3.2. A sztochasztikus rezonancia általánośıtott mechanizmusa

Láttuk, hogy a sztochasztikus rezonancia fogalma igen sokféle különböző mechanizmust
egyeśıt magában, amelyek aligha ı́rhatók le egyetlen elmélettel. A sztochasztikus rezonan-
cia alapmechanizmusának bemutatására a Benzi és társai elméletéből önállósodott úgy-
nevezett

”
kettős potenciálvölgy”-modellt (double well) szokás használni. A modell egy

részecske mozgását ı́rja le egy negyedfokú potenciáltérben, erős közegellenállás, gyenge
periodikus gerjesztés és zaj együttes hatására. A potenciál helyfüggése a következő:

V (x) := −a

2
x2 +

b

4
x4. (1.64)
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Ez a potenciál bistabil; két lokális minimuma van (xm és −xm), amelyeket egy potenciálgát
választ el egymástól (lásd 1.3. ábra). Az xm értéke a potenciál deriváltjának zérushelyeiből
meghatározható:

xm =

√

a

b
, (1.65)

ebből következően a potenciálgát magassága

∆V = |V (0) − V (xm)| =
a2

4b
. (1.66)

x

V
(x

)

DV

xm-xm

1.3. ábra. A kettős potenciálvölgy

A részecske mozgásegyenlete (az úgynevezett Langevin-egyenlet) az alábbi alakú:

mẍ = −γẋ − ∂

∂x
V (x) + A0 cos(Ωt) + ξ(t), (1.67)

ahol m a részecske tömege, γ a közegellenállási együttható, A0 a periodikus gerjesztés
amplitúdója, Ω a gerjesztés körfrekvenciája, ξ(t) pedig egy zaj (általában fehérzaj). Azt
mondtuk, hogy a részecske erős közegellenállás hatása alatt van, ezért a gyorsulását nul-
lának tekintjük. Az egyenlet egyszerűśıtése érdekében a következő skálatranszformációkat
vezetjük be [32]:

x̃ :=
x

xm
, t̃ :=

a

γ
t, Ã0 :=

A0

axm
, Ω̃ :=

γ

a
Ω. (1.68)

Ezeket behelyetteśıtve a Langevin-egyenlet:

axm
˙̃x = axm

(

x̃ − x̃3
)

+ axmÃ0 cos
(

Ω̃t̃
)

+ ξ
(γ

a
t̃
)

. (1.69)

Ha leosztunk axm-mel, bevezetjük a ξ̃(t̃) := 1/(axm)ξ
(

γt̃/a
)

skálatranszformált zajt, és
az egyszerűbb jelölés kedvéért elhagyjuk a tildéket a változókról, a Langevin-egyenlet
leggyakrabban használatos dimenziótlan alakjához jutunk:

ẋ = x − x3 + A0 cos(Ωt) + ξ(t). (1.70)
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia

Az (1.70) egyenlet kezelésére három megközeĺıtés ismert az irodalomban: a kétállapotú
közeĺıtés, a Fokker–Planck-léırás és a

”
lineáris válasz”-elmélet. Ezen elméletek részletes

tárgyalása meghaladja e dolgozat kereteit, ezért a következőkben csupán a kétállapotú
közeĺıtés és a

”
lineáris válasz”-elmélet gondolatmenetét vázolom nagy vonalakban.

A kétállapotú közeĺıtés ♦ A gyűrűlézerben kapott eredményeik magyarázatára McNa-
mara és Wiesenfeld azt a közeĺıtést alkalmazta, hogy a részecske x(t) poźıciójából csak
azt az információt tartotta meg, hogy a részecske melyik potenciálvölgyben tartózkodik
[8, 32, 36]. Ily módon az (1.70) egyenlettel adott dinamika a +xm és a −xm állapotok
közötti átmenetek léırására egyszerűsödött. Ha n±(t) jelöli annak a valósźınűségét, hogy
a t időpillanatban a részecske a ±xm állapotban tartózkodik, illetve W∓(t) a ±xm → ∓xm

átmenet időegységre vonatkoztatott valósźınűségét (ennek időfüggését a periodikus ger-
jesztés okozza, és annak megfelelően maga is periodikus), a rendszer dinamikája az alábbi
mesteregyenlettel adható meg:

ṅ±(t) = −W∓(t)n± + W±(t)n∓, (1.71)

ahol természetesen n±(t) + n∓(t) = 1 ∀t, hiszen a közeĺıtés szerint a részecske mindig
valamelyik potenciálvölgyben tartózkodik. A ξ(t) zajt fehérzajnak föltételezve, ahol

〈ξ(t)ξ(s)〉 = 2Dδ(t − s), (1.72)

McNamara és Wiesenfeld az átmeneti valósźınűségeket

W∓(t) = rK exp

{

∓A0xm

D
cos(Ωt)

}

(1.73)

alakban adták meg, ahol rK az úgynevezett Kramers-ráta, amely periodikus gerjesztés
nélküli esetben léırja a potenciálvölgyek közti átmenetek gyakoriságát:

rK =
1√
2 π

e−∆V
D . (1.74)

Az (1.71) egyenletet megoldva megkapjuk a potenciálvölgyekben való tartózkodás valósźı-
nűségét, amelynek seǵıtségével föĺırható x(t) várható értéke. A várható érték általában
függ az x0, t0 (x0 := x(t0)) kezdeti föltételektől: E[x(t)] = E[x(t)|x0, t0], azonban kellő
időt várva a tranziensek eltűnnek, és a várható érték beáll az aszimptotikus határesetbe:

Eas[x(t)] := lim
t0→−∞

E[x(t)|x0, t0] = z(D) cos [Ωt − φ(D)] , (1.75)

ahol

z(D) :=
A0x

2
m

D

2rK
√

4r2
K + Ω2

, (1.76)

és

φ(D) := arctg

(

Ω

2rK

)

. (1.77)

Látható, hogy aszimptotikus esetben az x(t) várható értéke periodikus, körfrekvenciája
megegyezik a gerjesztés körfrekvenciájával, és a zaj erősségétől függő fáziskésést szenved
(lásd 1.4. ábra).
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia
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1.4. ábra. A kimenet bemenethez való szinkronizációja zaj hatására. Szaggatott vonal jelöli
a bemenő szinuszos jelet, a folytonos pedig a kimenő zajos jelet, azaz az (1.70) egyenlet
x(t) megoldását; a három ábra balról jobbra növekvő zajintenzitásoknak felel meg

A várható értékhez hasonlóan az autokorreláció-függvény, ı́gy a teljeśıtménysűrűség-
spektrum is meghatározható aszimptotikus határesetben. Definiáljuk most a jel-zaj vi-
szonyt mint a gerjesztés frekvenciája körüli kis környezetben vett jelteljeśıtménynek és a
háttérzaj teljeśıtménysűrűségének hányadosát:

R :=

lim
∆ω→0

Ω+∆ω
∫

Ω−∆ω

S(ω)dω

Szaj(Ω)
, (1.78)

ahol S(ω) az x(t) sztochasztikus jel teljeśıtménysűrűség-spektruma abban az esetben, ami-
kor van periodikus gerjesztés, Szaj(ω) pedig a teljeśıtménysűrűség-spektrum periodikus
gerjesztés nélkül, csak zaj jelenlétében. A teljeśıtménysűrűség-spektrumok esetében a jel-
zaj viszonyt ki tudjuk számı́tani; a kétállapotú közeĺıtésben a következő végeredményt
kapjuk:

R(D) = π

(

A0xm

D

)2

rK =
1√
2

(

A0xm

D

)2

e−∆V
D . (1.79)

Ha ezt a jel-zaj viszonyt ábrázoljuk a zajintenzitás függvényében, a sztochasztikus rezo-
nanciára jellemző nemmonoton, maximummal b́ıró függvényt kapunk (1.5. ábra).
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1.5. ábra. Az R jel-zaj viszony a D-vel jelölt zajintenzitás függvényében a kétállapotú
közeĺıtés eredményei szerint. A gerjesztés amplitúdója 1, xm értéke 1
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia

A
”
lineáris válasz”-elmélet ♦ A kétállapotú közeĺıtés sok esetben kieléǵıtő pontosságú

léırását adja a sztochasztikus rezonancia működésének, a közeĺıtés természetéből követke-
zően nem tud azonban számot adni például a potenciálvölgyeken belüli mozgások következ-
tében föllépő effektusokról. Ezért a kétállapotú közeĺıtésen ḱıvül olyan léırásokra is szükség
volt, amelyek a maga folytonosságában tekintik a kettős potenciálvölgy dinamikáját. Ezek
meghatározó képviselője a

”
lineáris válasz”-elmélet (linear response theory, LRT), amely

igyekszik a sztochasztikus rezonancia jelenségét a statisztikus fizika és a szilárdtestfizika
összefüggésrendszerében is elhelyezni. Az elmélet szerint ha egy x(t) koordinátával léırt
rendszert egy gyenge A0 cos(Ωt) periodikus gerjesztés hatásának teszünk ki, a koordináta
várható értékében megjelenik egy kis periodikus tag, a gerjesztéssel megegyező Ω körfrek-
venciával és a gerjesztéssel arányos a amplitúdóval [31]:

E[x(t)] = a · cos(Ωt + φ) = <
{

χ(Ω)A0e
−iΩt

}

, (1.80)

ahol

a = A0 |χ(Ω)| , φ = −arctg

(=χ(Ω)

<χ(Ω)

)

, (1.81)

< a valósrészt, = pedig a képzetes részt jelöli. A képletekben szereplő χ(ω) mennyi-
ség a rendszer általánośıtott szuszceptibilitása [37]. Ezt a szuszceptibilitást hőmérsékleti
egyensúly esetén a gerjesztés hiányában tapasztalható fluktuációk teljeśıtménysűrűség-
spektrumából meg lehet határozni, anélkül, hogy a rendszer dinamikáját léıró egyen-
letekről bárminemű föltételezést tennénk [31]. A koordinátában föllépő periodikus tag
Dirac-impulzusként jelenik meg a teljeśıtménysűrűség-spektrumban, ı́gy a jel-zaj viszony
meghatározható [32]:

R = π
A2

0 |χ(Ω)|2
Szaj(Ω)

, (1.82)

ahol Szaj(ω), ugyanúgy, mint az előzőekben, a periodikus gerjesztés nélküli teljeśıtmény-
sűrűség-spektrumot (a zaj teljeśıtménysűrűség-spektrumát) jelöli.

A
”
lineáris válasz”-elmélet egy igen sokoldalú és rugalmas eszköze a sztochasztikus re-

zonancia elméleti léırásának, érvényessége azonban arra az esetre korlátozott, amikor a
zaj mellett a periodikus gerjesztés kis perturbációnak tekinthető, és a rendszer válasza
lineárisként közeĺıthető. Amikor ez a föltétel nem teljesül (az úgynevezett nemlineáris
tartományban), az elmélet jóslataival akár gyökeresen ellentétes effektusok is végbemehet-
nek. Mint látni fogjuk, a dolgozat egyik fő témáját képviselő jel-zaj viszony erőśıtés is egy
ilyen effektusra példa.

Egyéb vizsgálati módszerek ♦ A föntiekben láthattuk, hogy az elméleti léırás gyakran
korlátokba és nehézségekbe ütközik. Az is előfordulhat, hogy egy elméleti úton kapott
formula analitikusan nem fejthető tovább, és numerikus kiértékelése szükséges. A szto-
chasztikus rezonancia vizsgálatában tehát mindig van létjogosultsága a különböző szimu-
lációknak.

A sztochasztikus rezonancia kutatásának kezdeti szakaszában még nem állt általánosan
rendelkezésre olyan számı́tógépes kapacitás, amely a sztochasztikus rezonanciát modelle-
ző numerikus szimulációkhoz szükséges lett volna. Manapság azonban ez már nem jelent
akadályt, ı́gy a numerikus szimuláció a sztochasztikus rezonancia vizsgálatában leggyak-
rabban alkalmazott eszközzé lépett elő. A legtöbb alkalommal az elméleti vizsgálatok is
tartalmaznak egy numerikus szimulációkkal való összevetést eredményeik megerőśıtésére.
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia

A numerikus szimulációk előnye, hogy nem igényelnek közeĺıtéseket vagy megszoŕıtó fölté-
teleket, alkalmazásuknál azonban ügyelni kell az artefaktumok veszélyére, amelyek például
a numerikus differenciálegyenlet-megoldó algoritmus lépésközének helytelen megválasztá-
sából adódhatnak.

A numerikus szimulációk alternat́ıvájaként az analóg szimulációkat emĺıthetjük. Ezek
során a rendszer dinamikájának léırásában szereplő műveleteket (összeadás, szorzás, in-
tegrálás, differenciálás, &c) analóg áramkörökkel valóśıtják meg. Az analóg szimulációk
önmagukban sokkal gyorsabbak, mint a numerikus szimulációk (a sebességet azonban kor-
látozza az adatok rögźıtéséhez szükséges mintavételezés sebessége), és mentesek a nume-
rikus szimulációknál fenyegető artefaktumoktól, viszont másfajta artefaktumok veszélyét
hordozzák magukban (például digitális méréskor ügyelni kell az aliasing elkerülésére).

1.3.3. Sźınes zajok a sztochasztikus rezonanciában

Az eddigiekben ismertetett elméleti léırások arra az esetre vonatkoztak, amikor a rend-
szerben fehérzaj van jelen. Tudjuk azonban, hogy az abszolút fehérzaj matematikai absz-
trakció, ezért mindenképpen indokolt annak a vizsgálata, hogy a zaj véges sávszélessége
hogyan befolyásolja a sztochasztikus rezonancia lefolyását, illetve mások-e a sztochaszti-
kus rezonancia jellemző paraméterei, ha fehérzaj helyett különböző sźınes zajok vannak a
rendszerben. Ezt tovább erőśıti az a tény, hogy a különböző sźınes zajok igen elterjedtek
a valós fizikai, biológiai és egyéb rendszerekben.

Kettős potenciálvölgy ♦ Az első vizsgálatok a kettős potenciálvölgyben tárgyalták a
sźınes zajok szerepét. A zaj sźınes zaj volta úgy jelent meg, hogy a túlcsillaṕıtott mozgást
léıró (1.70) egyenletben a ξ(t) zaj autokorreláció-függvénye nem a fehérzajnak megfelelő
〈ξ(t)ξ(s)〉 = 2Dδ(t − s) volt, hanem az alábbi alakú:

〈ξ(t)ξ(0)〉 = Rξξ(t) =
D

τc
e−

|t|
τc , (1.83)

ahol τc az úgynevezettt korrelációs idő. Ez a kifejezés τc → 0 határátmenetben a fehérzajt
adja vissza; ha figyelembe vesszük, hogy az (1.30) összefüggés értelmében a teljeśıtménysű-
rűség-spektrum az autokorreláció-függvény Fourier-transzformáltja, láthatjuk, hogy a fönt
definiált sźınes zaj lorentzi zaj f0 = 1/τc fölső határfrekvenciával.

Ezzel a lorentzi zajt́ıpussal Gammaitoni és kollégái analóg szimuláció [38], Hänggi és
mások pedig elméleti perturbációszámı́tás [39] útján vizsgálták a kettős potenciálvölgybe-
li sztochasztikus rezonancia lefolyását. Azt tapasztalták, hogy a növekvő korrelációs idő
(azaz csökkenő fölső határfrekvencia, egyre

”
sźınesebb” zaj) elnyomja a jel-zaj viszonyban

tapasztalható rezonanciajelleget, és nagyobb korrelációs időkre a jel-zaj viszony maximu-
mának értéke csökkent, a maximum helye pedig nagyobb zajintenzitások irányába tolódott.
Bebizonyosodott tehát, hogy ebben a rendszerben legalábbis a sźınes zajok határozottan
destrukt́ıv hatással vannak a sztochasztikus rezonancia paramétereire.

Neuronmodellek ♦ A fönti eredmények nem tántoŕıtották el a kutatókat attól, hogy
más rendszerekben vizsgálatokat végezzenek sźınes zajú gerjesztésekkel. 1998-ban Nozaki
és Yamamoto a sźınes zajok szerepét az úgynevezett FitzHugh–Nagumo-neuronmodellben
tanulmányozták [40], melynek dinamikáját az alábbi egyenletrendszer adja meg:

εv̇ = v(v − a)(1 − v) − w + A + S(t) + ξ(t), (1.84)

ẇ = v − w + b, (1.85)
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia

ahol v a neuron membránfeszültségét reprezentáló
”
gyors” változó, w egy

”
lassú” rege-

nerációs változó, A az ingerküszöböt beálĺıtó konstans bemenet, S(t) a bemenőjel, ξ(t)
pedig 1/fκ t́ıpusú, Gauss-eloszlású sźınes zaj; ε, a, és b rögźıtett paraméterek. A vizs-
gálat módszere numerikus szimuláció volt; az S(t) bemenőjelet egy nulla várható értékű,
küszöbalatti aperiodikus gerjesztés képviselte, a rendszerben bekövetkező sztochasztikus
rezonanciát pedig a bemenőjelnek és a neuron tüzelési rátájának normált keresztkorrelációs
együtthatójával ı́rták le:

C =
〈S(t)F (t)〉

√

〈S2(t)〉
〈

[F (t) − 〈F (t)〉]2
〉

, (1.86)

ahol F (t) a neuron átlagos tüzelési rátáját jelöli, 〈. . .〉 pedig az időátlag. Meghatározták
ezt a normált keresztkorrelációs együtthatót a zajszórás függvényében különböző κ spekt-
rális kitevőjű 1/fκ t́ıpusú sźınes zajokra, és azt a meglepő eredményt kapták, hogy bár a
keresztkorrelációs együttható értéke csökken a spektrális kitevő növelésével, létezik olyan
spektrális kitevő, amelynél a sztochasztikus rezonancia

”
hamarabb” bekövetkezik (azaz a

keresztkorrelációs együttható maximumának eléréséhez szükséges zajszórás kisebb), mint
fehérzaj esetén, azaz a sźınes zajok bizonyos értelemben optimalizálhatják a sztochasztikus
rezonanciát. A legerősebb volt ez az effektus a sok szempontból kitüntetett szerepű 1/f -
zajra. Ugyanebben a cikkben közöltek egy hasonló, csak numerikus szimulációk helyett
elméleti megfontolásokon alapuló vizsgálatot szintmetszésdetektorra is, ott ez az optima-
lizáló hatás nem jelentkezett. Ebből az látszott, hogy az optimalizálás nem a zaj inherens
tulajdonsága, hanem a zaj és a rendszer dinamikájának kölcsönhatásából ered.

A numerikus szimulációk újszerű eredményein fölbuzdulva Nozaki és társai egy valós
neuron in vitro vizsgálatát is elvégezték [12]. Patkányok hátsó lábának bőréből kipre-
parált idegsejteket gerjesztettek ingerküszöb alatti szinuszos elektromos jellel, amelyhez
különböző spektrális kitevőjű 1/fκ t́ıpusú sźınes zajokat adtak, és rögźıtették a válaszként
érkező akciós potenciált. Az ennek spektrumából számolt jel-zaj viszony azonban nem
erőśıtette meg a korábbi eredményeket: a jel-zaj viszony maximuma csökkent, a maximum
eléréséhez szükséges zajszórás pedig nőtt a spektrális kitevő növelésével, semmiféle optima-
lizálás nem volt kimutatható. A két eredmény közti ellentmondás föloldására elvégezték a
FitzHugh–Nagumo-neuronmodell

”
lineáris válasz”-közeĺıtésen alapuló elméleti vizsgálatát

[12, 13], és azt kapták, hogy az optimalizálás lehetősége a zaj sávszélességétől is függ: mı́g
kis sávszélességeknél nem tapasztalható, a sávszélesség növelésével megjelenik, és egyre
markánsabbá válik.

Figyelembe véve, hogy a sztochasztikus rezonancia legfontosabb alkalmazási területe
a biológiai rendszerekkel kapcsolatos (például küszöbalatti jelek detektálásának magyará-
zata), a fönti ḱısérletek az optimalizáció lehetőségének fölvillantásával aláhúzták a sźınes
zajú gerjesztések vizsgálatának fontosságát.

1.3.4. Jel-zaj viszony erőśıtés lehetőségei a sztochasztikus rezonanciában

Láttuk, hogy sztochasztikus rezonanciáról akkor beszélünk, ha a jel minőségét jellem-
ző paraméter (például a jel-zaj viszony) a rendszer kimenetén jobb bizonyos mennyisé-
gű zaj jelenlétében, mint a zajmentes esetben. Korán fölmerült azonban a kérdés, hogy
eredményezheti-e a sztochasztikus rezonancia azt is, hogy a kimenőjel minősége javul a
bemenethez képest. Mivel a legelterjedtebb paraméter a jel zajtartalmának jellemzésére
a jel-zaj viszony, ezért a továbbiakban ezt a lehetőséget jel-zaj viszony erőśıtésnek fogom
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia

nevezni; az jel-zaj viszony erőśıtés gyakorlatilag azt jelenti, hogy a jel-zaj viszony nagyobb
a kimeneten, mint a bemeneten.

Az első próbálkozások ♦ Az első jel-zaj viszony erőśıtést célzó ḱısérleteknek nem si-
került jeljav́ıtási effektust kimutatniuk. Először Gong és Hu 1992-es analóg szimulációja
látszott áttörést hozni: ők a kettős potenciálvölgyben, szinuszos gerjesztésre vizsgálták a
sztochasztikus rezonanciát, és 1 fölötti jel-zaj viszony erőśıtést sikerült kimutatniuk [41].
Hamarosan kiderült azonban, hogy nem alkalmaztak mintavételi szűrőt; miután mintavé-
teli szűrő beiktatásával megismételték a méréseket, a jel-zaj viszony erőśıtés értéke 1 alá
csökkent [42].
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1.6. ábra. Az aliasing következményeképp föllépő jel-zaj viszony erőśıtés

Az artefaktum magyarázatát az 1.6. ábrán láthatjuk. A fehérzaj nagy sávszélessége
miatt mintavételi szűrő hiányában mind a bemeneten, mind a kimeneten föllép az aliasing
jelensége: a mintavételi frekvencia felénél nagyobb frekvenciához tartozó komponensek
alacsonyabb frekvenciákra transzformálódnak, ı́gy megemelik a jelcsúcs körüli zaj szintjét,
lerontva a jel-zaj viszonyt. A kettős potenciálvölgy dinamikája azonban aluláteresztő
szűrőhöz hasonlatosan működik, és a magas frekvenciájú komponenseket erősen gyenǵıti,
ezért a kimeneten az aliasing nem okoz akkora csökkenést a jel-zaj viszonyban, mint a
bemeneten, ı́gy összességében jel-zaj viszony erőśıtéshez vezethet.

A
”
lineáris válasz”-elmélet idevágó következménye ♦ Akadtak, akik a

”
lineáris

válasz”-elmélet szemszögéből vizsgálták a jel-zaj viszony erőśıtés elérésére irányuló ḱısér-
letek kudarcát. Az a használt közeĺıtéstől függetlenül igaz, hogy egy A0 cos(Ωt) + ξ(t)
bemenetre a jel-zaj viszony az (1.78) defińıció szerint a következőképpen ı́rható föl:

Rbe = π
A2

0

Ξ(Ω)
, (1.87)

ahol Ξ(Ω) jelöli ξ(t) teljeśıtménysűrűség-spektrumát. Ha a
”
lineáris válasz”-elmélet szerint

vizsgáljuk a kimeneti jel-zaj viszonyt, arra a következő adódik [31]:

Rki = π
A2

0 |χ(Ω)|2

Ξ(Ω) |χ(Ω)|2 + Q(Ω)
, (1.88)

ahol χ(ω) a rendszer általánośıtott szuszceptibilitása (lásd az 1.80 és 1.81 összefüggéseket),
Q(ω) pedig a rendszer nemlineáris voltából adódó teljeśıtménysűrűségspektrum-járulék,
azaz a kimenet teljeśıtménysűrűség-spektruma abban az esetben, amikor nincs jel a beme-
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia

neten, és a ξ(t) zajban az Ω körfrekvenciához tartozó komponens 0. Lineáris rendszerben
Q(Ω) értelemszerűen 0. A föntiekből a jel-zaj viszony erőśıtés egyszerűen adódik:

G :=
Rki

Rbe
=

|χ(Ω)|2 Ξ(Ω)

|χ(Ω)|2 Ξ(Ω) + Q(Ω)
≤ 1. (1.89)

A
”
lineáris válasz”-elmélet szerint tehát a jel-zaj viszony erőśıtés értéke sosem haladhat-

ja meg az 1-et, és 1 is csak abban az esetben lehet, ha a rendszer lineáris. Ezt szemléletesen
úgy magyarázhatjuk, hogy

”
lineáris válasz”-közeĺıtésben a jel és a jel frekvenciája körüli

szűk tartományba eső zajkomponensek ugyanúgy skálázódnak a kimeneten, ı́gy nem le-
hetséges jel-zaj viszony javulás. Ebből következően jel-zaj viszony erőśıtést csak olyan
körülmények között lehet találni, ahol a

”
lineáris válasz”-elmélet nem érvényes, azaz az

erősen nemlineáris tartományban, például küszöbhöz közeli jelek esetén.

Nemdinamikai rendszerek ♦ A
”
lineáris válasz”-elmélet fönn taglalt következménye te-

hát kijelölte a vizsgálatok számára a követendő utat. A tapasztalatokat és a kilátásokat
először Kiss (ma Kish) László Béla összegezte, és ezek alapján számottevő (akár 104 nagy-
ságrendű) jel-zaj viszony erőśıtést mutatott ki egy szintmetszésdetektorban [43]. A Kiss
által vizsgált szintmetszésdetektor egy egyszerű nemdinamikai rendszer, amely állandó
szélességű és amplitúdójú impulzust bocsájt ki a kimenetén, valahányszor a bemenet meg-
haladja a detektorra jellemző küszöbszintet. Bemenetként Kiss egy küszöbhöz közeli amp-
litúdójú aperiodikus impulzussorozatot használt, azzal az indoklással, hogy az általában
föltételezett stacionárius szinuszos jelek nem alkalmasak dinamikus információ átvitelére,
mı́g a szélessávú impulzussorozat jól modellezi a valós fizikai, biológiai és egyéb rendsze-
rekben megjelenő jeleket, ı́gy az eredmények relevánsak lehetnek a valós alkalmazhatóság
szempontjából. Mivel a jel aperiodikus volt, és az elrendezés a nemlineáris jelátviteli tar-
tományt célozta meg, a kimeneti háttérzaj meghatározásához nem volt alkalmazható az a
módszer, amely egyszerűen a jelmentes esetben mért kimenetet tekinti zajnak; a jel és a zaj
szétválasztására Kiss egy keresztteljeśıtménysűrűség-spektrumon alapuló módszert hasz-
nált tehát. A kimenet teljes Stelj

ki (f) spektrumából azt tekintette jelnek, ami a bemenőjellel
(a kereszteljeśıtménysűrűség-spektrumban megjelenő) korrelációt mutatott:

Sjel
ki (f) =

|Ski, be(f)|2

Sjel
be(f)

, (1.90)

ahol Ski, be(f) a teljes kimenet és a bemenőjel keresztteljeśıtménysűrűség-spektrumát,

Sjel
be(f) pedig a bemenőjel teljeśıtménysűrűség-spektrumát jelöli. A kimeneti zajkompo-

nens, mivel az a jeltől független, egyszerűen adódik:

Szaj
ki (f) = Stelj

ki (f) − Sjel
ki (f). (1.91)

A jel és zaj ilyetén szétválasztása után a jel-zaj viszony immár korrektül meghatározható;
a bemeneten a szétválasztás nem okoz problémát, ı́gy a jel-zaj viszony erőśıtést is ki lehet
számolni. Utóbbi a vizsgálatokból 1-nél jóval nagyobbnak adódott, a bemenő impulzus-
sorozat átlagos ismétlési rátájától függően: alacsony rátáknál (10−5 Hz) a 104 értéket is
meghaladta, mı́g 100 Hz fölött lement 1 alá.

Kiss áttörésnek nevezhető eredménye nagy visszhangot keltett, és a figyelmet a szto-
chasztikus rezonanciával elérhető jeljav́ıtásra iránýıtotta. Kezdetben sokan érveltek úgy,
hogy a jel-zaj viszony erőśıtés csak a jel-zaj viszony

”
új defińıciójának” volt köszönhe-

tő, és nem egy valós effektusnak. Az ehhez hasonló vádakat kivédendő Lőrincz és társai
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1. fejezet 1.3. a sztochasztikus rezonancia

megismételték Kiss vizsgálatait, csak ez alkalommal periodikus impulzussorozatokat hasz-
náltak, amelyekre a jel-zaj viszony (1.78) szerinti hagyományos defińıciója is alkalmazható
volt [44]. Eredményeik, amelyeket numerikus és analóg szimuláció együttes alkalmazásával
nyertek, cáfolták a Kiss közleményével szembeni ellenérveket: a periodikus impulzussoro-
zatra a jel-zaj viszony klasszikus defińıciójával is 104 nagyságrendű jel-zaj viszony erőśıtés
volt elérhető, amely az impulzusok ismétlési rátájának emelésével, csakúgy, mint arról Kiss
korábban beszámolt, csökkent.

Más oldalról emelt kifogást Kiss eredményeivel kapcsolatban Chapeau-Blondeau: sze-
rinte a jel-zaj viszony javulásban közrejátszhatott az is, hogy a kimeneti impulzusok széles-
sége rögźıtett volt, ráadásul megegyezett a bemeneti impulzusszélességgel, ı́gy a kimenetre
a priori módon kényszeŕıttettek rá a koherens bemenet tulajdonságai [45]. Ő analitikus
eredményeket közölt különböző szintmetszésdetektorokról (amelyeket ő statikus nemline-
aritásoknak nevezett), amelyek abban különböztek a Kiss-féle szintmetszésdetektoroktól,
hogy a kimeneti impulzusok szélessége nem volt rögźıtett, hanem attól függött, mennyi
ideig van alatta vagy fölötte az adott köszöbszintnek a bemenet. Bár a Chapeau-Blondeau
által bemutatott jel-zaj viszony erőśıtések nem érték el a 104 nagyságrendet, csupán – a
bemenőjel amplitúdójától és egyéb paraméterektől függően – a száz alatti értékektől egé-
szen ezerig terjedtek, bebizonyosodott, hogy a sztochasztikus rezonancia által kiváltott
jeljavulás nem csupán a rögźıtett impulzusszélességnek köszönhető.

Az eddig főként monostabil rendszerekre irányuló vizsgálatokat Gingl és kollégái a már
emĺıtett Schmitt-triggerben mint bistabil rendszerben végzett numerikus szimulációkkal
egésźıtették ki [46]. Eredményeikből kitűnt, hogy a Schmitt-triggerben is vezethet jeljav́ı-
táshoz a sztochasztikus rezonancia: egy periodikus impulzussorozat mint bemenőjel esetére
a jel-zaj viszony erőśıtés értéke 102 nagyságrendűnek adódott. A vizsgálat arra is kitért,
hogy hogyan befolyásolja a bemenőjel impulzusszélessége a jel-zaj viszony erőśıtés érté-
két, és megmutatta, hogy a vizsgált tartományban a keskenyebb impulzusok erőteljesebb
jeljavulást eredményeztek.

Dinamikai rendszerek ♦ A fönt tárgyalt vizsgálatok mind nemdinamikai rendszerekben
mutattak ki sztochasztikus rezonancia által kiváltott jeljavulást; az egyetlen olyan ḱısér-
letben, amelyik dinamikai rendszert célzott meg, a jel-zaj viszony erőśıtés artefaktumnak
bizonyult. Joggal merült föl tehát a kérdés, hogy lehetséges-e egyáltalán sztochasztikus re-
zonancia általi jeljav́ıtás dinamikai rendszerekben. E kérdés megválaszolását tűzték ki célul
Hänggi és kollégái, amikor az őst́ıpusként szolgáló modellben, a kettős potenciálvölgyben
szinuszos gerjesztés mellett bekövetkező sztochasztikus rezonancia jel-zaj viszony jav́ıtási
lehetőségeit vizsgálták [47]. Analitikus úton kapott formuláikkal föltérképezték a jel-zaj
viszony erőśıtés értékét különböző bemenőjel-amplitúdók mellett, és azt kapták, hogy 1
fölötti jel-zaj viszony erőśıtés csak jóval a küszöb fölötti amplitúdók esetén érhető el.
Megvizsgálták a lorentzi sźınes zajok szerepét is, és megmutatták, hogy a fölső határfrek-
vencia csökkentésével (az ideális fehérzajtól való távolodással) az elérhető jel-zaj viszony
erőśıtés csökken.

Egy másik dinamikai rendszert vizsgáltak Liu és kollégái: a Hodgkin–Huxley-neuron-
modellben végeztek numerikus szimulációkat [48]. Eredményeik szerint mind szinuszos,
mind impulzusszerű jelekre lehetséges 1 fölötti (2 körüli) jel-zaj viszony erőśıtés; ez az
erőśıtés a zaj fölső határfrekvenciájának csökkentésével, csakúgy, mint azt az előzőekben
más rendszerekben kimutatták, csökken. Bebizonyosodott tehát, hogy dinamikai rendsze-
rekben is lehetséges, ha csekély mértékben is, sztochasztikus rezonancia által előidézett
jeljavulás.

Hänggi és társai csak egy szinuszos, azaz egyetlen harmonikussal jellemezhető beme-
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nőjelre zárták ki a jel-zaj viszony erőśıtés lehetőségét a kettős potenciálvölgyben; más
jelekre, például a nemdinamikai rendszerekben már főszerepett kapott impulzussorozatok-
ra még nyitva maradt a lehetőség. A mi kutatócsoportunk periodikus impulzussorozatokat
alkalmazott bemenőjelnek, és analóg szimulációinkkal megmutattuk, hogy a kettős poten-
ciálvölgyben is lehetséges sztochasztikus rezonancia általi jel-zaj viszony erőśıtés, ha a
gerjesztés nem szinuszos [T1]. Ezen vizsgálatokat részletesen a saját eredményeket bemu-
tató részben tárgyalom.

1.4. Fluktuációk az emberi sźıv- és érrendszerben

Az eddigiekben a zajok konstrukt́ıv szerepével foglalkoztunk, amely a sztochasztikus rezo-
nanciában öltött testet. Most rátérünk egy olyan területre, ahol a fluktuációk információ-
forrásként fontosak, és az emberi keringést szabályozó, rendḱıvül összetett mechanizmusok
jobb megértéséhez seǵıthetnek, sőt komoly diagnosztikai eszközként szolgálhatnak. Ebben
a részben röviden bemutatom a sźıvműködés alapjait és a főbb szabályozó rendszereket.

1.4.1. A sźıvműködés alapjai; a sźıvciklus

A vérkeringési rendszer ♦ A szervezet sejtjei folyamatos anyagcserét folytatnak, amely-
hez folyamatos tápanyag- és oxigénellátás szükséges. Az anyagcseréhez szükséges anyagok,
valamint a szabályozó molekulák célba juttatását és az anyagcseretermékek elszálĺıtását a
vér végzi, amelynek feladata ellátásához folyamatosan áramlásban kell lennie. A vérke-
ringés önmagába visszatérő, zárt rendszer, amely az emlősök, ı́gy az ember esetében két
sorosan kapcsolt vérkörből áll (lásd 1.7. ábra): a kis vérkör (más néven tüdőkeringés)
elsődleges feladata az oxigénellátás biztośıtása és a szén-dioxid leadása a tüdőn keresz-
tül, mı́g a nagy vérkör (más néven szisztémás keringés) a gázokat, tápanyagokat és h́ırvivő
vegyületeket szálĺıtja a szervezet sejtjeihez, és anyagcseretermékeket, valamint további h́ır-
vivőket szálĺıt el onnan. A vérkörökben a folyamatos áramlást a sźıv biztośıtja; az áramlást
fönntartó hatás a sźıv által a ritmikus összehúzódás (szisztolé) és az azt követő elazulás
(diasztolé) ciklikus váltakozásán keresztül megvalóśıtott nyomásgradiens [49].

A sźıv föléṕıtése ♦ A sźıv túlnyomórészt sźıvizomsejtekből (miocitákból) áll; ezek adott
elektromos ingerekre összehúzódással reagálnak, ı́gy teszik lehetővé, hogy a sźıv pumpa-
funkcióját ellássa. A sźıvizomsejtek mellett fontos szerepet játszanak azok a sejtek, ame-
lyeknek nem az összehúzódás, hanem az ingerképzés és az ingerületvezetés a feladatuk: ide
tartoznak a szinuszcsomó, az atrioventrikuláris csomó, illetve az ingerületvezető rendszer
(His-köteg, Tawara-szárak, Purkinje-rostok) sejtjei.

A sźıv két különálló térfélre oszlik, amelyek között folyadékáramlás nincs. Mindkét
térfélben két-két sźıvüreg található; a sźıvcsúcstól távolabb, a vénák beszájadzásánál a
pitvarok, a sźıvcsúcs felé pedig a kamrák helyezkednek el (lásd 1.8. ábra). A pitvarokat és a
kamrákat egy rostos-inas gyűrű választja el, amely igen rossz vezető, ı́gy elektromos vezetés
a pitvarok és a kamrák között csak egy keskeny vezető h́ıdon, a His-kötegen keresztül
lehetséges. A jobb pitvarba a nagy vérkörből jövő véna érkezik, a jobb kamrából pedig
a kis vérkörbe vezető tüdőartéria indul ki; mı́g a bal pitvarba a tüdővéna érkezik a kis
vérkörből, és a bal kamrából az aorta vezet ki a nagy vérkörbe.

A pitvarok és a kamrák, illetve a kamrák és a kivezető nagyerek (a tüdőartéria és az
aorta) között folyadékáramlás csak a sźıvbillentyűkön keresztül mehet végbe, amelyek sze-
lepekként funkcionálnak: jelenlétük biztośıtja, hogy a vér csak egy irányban, a pitvarokból
a kamrákba, a kamrákból pedig a nagyerek felé áramolhat, és visszaáramlás nem fordulhat
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1.7. ábra. A vérkörök. Forrás: [49] 1.8. ábra. A sźıv föléṕıtése. Forrás: [49]

elő. Azt, hogy egy billentyű nyitva van-e, vagy sem, a nyomásviszonyok döntik el: ha
a pitvarokban nagyobb a nyomás, mint a kamrákban, illetve ha a kamrákban nagyobb
a nyomás, mint a nagyerekben, a megfelelő billentyűk nyitottak, ellenkező esetben pedig
zárva vannak.

A sźıvciklus ♦ A sźıv összehúzódásának periodicitásáról a sźıv ritmusgenerátora, a szi-
nuszcsomó gondoskodik, amely a jobb pitvar falában helyezkedik el. A szinuszcsomó szabá-
lyos időközönként elektromos ingereket hoz létre, amelyek a sźıvizomsejteket összehúzódás-
ra késztetik. A szinuszcsomóból kiinduló ingerület a pitvarok miocitáin keresztül terjedve
éri el az atrioventrikuláris csomót, amelynek fiziológiás szerepe az ingerület késleltetett
átvezetése a His-köteghez. A His-kötegből az ingerület a Tawara-szárakon keresztül éri
el a Purkinje-rostokat, ı́gy futva végig a megfelelő időźıtéssel a sźıv munkaizomzatán. Az
ingerület terjedésének eme dinamikáját tükrözi a sźıv munkaizomzatának állapota, amely
a következő fázisokra osztható föl:

• Kettős diasztolé: mind a két pitvar, mind a két kamra ellazult állapotban van. A
pitvari nyomás nagyobb, mint a kamrai, ezért a pitvarok és kamrák közötti, úgyneve-
zett atrioventrikuláris billentyűk nyitva vannak, ı́gy a vér akadálytalanul áramolhat
a pitvarokból a kamrákba.

• Pitvari szisztolé: amikor a szinuszcsomóból származó ingerület áttevődik a pitvari
miocitákra, a pitvarok izomzata összehúzódik. Mivel eközben a kamrák továbbra
is diasztolében vannak, a pitvari túlnyomás nő a kamrákhoz képest, ezért a vér a
pitvarokból a kamrákba áramlik.

• Kamrai szisztolé: a pitvarok szisztoléját az atrioventrikuláris csomó jóvoltából ké-
séssel követi a kamrák összehúzódása. Ekkor a kamrákban emelkedő nyomás zárja
az atrioventrikuláris billentyűket, ı́gy a vér nem áramolhat vissza a pitvarokba. A
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kamrai szisztolé kezdetén a kamrai nyomás még alacsonyabb a tüdőartériában, illetve
az aortában uralkodó nyomásnál, ezért a kamrákat a nagyerektől elválasztó, úgyne-
vezett szemilunáris billentyűk még zártak, ı́gy a kamrai szisztolé első szakaszában a
kamra térfogata állandó, miközben a kamrai nyomás emelkedik. Amikor meghalad-
ja a nagyerekben mérhető nyomást, a szemilunáris billentyűk megnýılnak, és a vér
kiáramlik a nagyerekbe. A kamrai szisztolé kezdetén az atrioventrikuláris billentyű-
ket rögźıtő rostos gyűrű lefelé mozdul, ezzel a pitvarok térfogatát növelve, a bennük
uralkodó nyomást pedig csökkentve, ı́gy a kamrai szisztolé a pitvarok telődését is
előseǵıti.

• Kamrai diasztolé: a kamrai miociták ellazulásával a kamrákban gyorsabban csök-
ken a nyomás, mint a nagyerekben, ezért a szemilunáris billentyűk zárnak. Amikor
a kamrai nyomás a pitvari nyomás alá csökken, megnýılnak az atrioventrikuláris
billentyűk, lehetővé téve a vér áramlását a pitvarokból a kamrákba.

A fönti fázisok ritmikus ismétlődése a sźıvciklus, amelynek következtében a vér a két
vérkörben folyamatos áramlásban van, ı́gy feladatát el tudja látni.

1.4.2. A sźıv- és érrendszer vegetat́ıv szabályzása

Még a teljesen mindennapos emberi tevékenység során is a vérnyomást igen nagy mér-
tékben befolyásolhatják külső hatások: gondoljunk például arra, amikor fekvő helyzetből
fölállunk. Mindenféle kompenzáció nélkül ezek a vérnyomás-ingadozások akkorák lehetné-
nek, hogy a keringésben komoly zavarok állhatnának be. Ezen fölül az anyagcsere üteme is
változhat: nagyobb fizikai igénybevétel esetén megnövekszik a sejtek tápanyag- és oxigén-
igénye. Mindezen változásokhoz a keringésnek folyamatosan alkalmazkodnia kell, amiről
a vegetat́ıv (más néven autonóm) idegrendszer szabályozó mechanizmusai gondoskodnak.

A vegetat́ıv idegrendszer két, egymással ellentétes hatásokat kiváltó, azaz egymással
úgymond reciprok kapcsolatban álló div́ızióra osztható: a szimpatikus és a paraszimpatikus
idegrendszerre. Leegyszerűśıtve azt mondhatjuk, hogy a szimpatikus idegrendszer készen-
léti, riasztási funkciókat lát el, és főként stresszhelyzetben aktiválódik, mı́g a paraszim-
patikus idegrendszer ennek ellensúlyát képezi, és a nyugalmi állapotba való visszatéŕıtést
szolgálja.

A sźıvfrekvencia szabályzása ♦ A szinuszcsomó mindenfajta beidegzés nélkül képes el-
látni ritmusgeneráló funkcióját; az idegi szabályozás hiányában megvalósuló, úgynevezett
endogén frekvenciája 100/perc körüli érték [49]. Ezt a frekvenciát módośıtják a vegeta-
t́ıv hatások: a szimpatikus idegrendszer a szinuszcsomó ingerképző frekvenciáját növeli
(pozit́ıv kronotróp hatás), mı́g a paraszimpatikus idegrendszer ezt a frekvenciát csökkenti
(negat́ıv kronotróp hatás). Ha a szinuszcsomó endogén frekvenciáját összevetjük az átlagos
emberi pulzusszám 60-80/perc körüli értékével, láthatjuk, hogy a sźıv működése folyama-
tos vegetat́ıv szabályozás alatt áll, amelyen belül nyugalomban a paraszimpatikus hatás a
domináns.

A baroreflex mechanizmusok ♦ Az emberi vérnyomás közel állandó szinten tartásá-
ról visszacsatolt szabályozó mechanizmusok, a baroreflexek gondoskodnak. A vérnyomás
rövidtávú (

”
pulzusonkénti”) szabályozásáért az artériás baroreflex felel, mı́g a hosszútávú

szabályozás a kardiopulmonális baroreflex feladata. Előbbinek fontos összetevői a carotis
sinusban (a nyaki verőér egy kiöblösödésében), illetve az aortáıvben elhelyezkedő barore-
ceptorok, amelyek az artériák falának nyúlását érzékelik. Amikor az erekben emelkedik a
nyomás, a baroreceptorok aktivitása növekszik, erre válaszként a sźıvet érő paraszimpa-
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1. fejezet 1.4. fluktuációk az emberi sźıv- és érrendszerben

tikus hatás fokozódik, és a sźıvfrekvencia csökken. A nyomás csökkenésekor az arteriális
baroreceptorok idegi aktivitása csökken, a paraszimpatikus dominancia enyhül, ı́gy a sźıv-
frekvencia megnő. A sźıvfrekvencia csökkenése értelemszerűen a vérnyomás csökkenését
vonja maga után, és vice versa, ily módon az arteriális baroreflex mechanizmus képes a
vérnyomás rövidtávú ingadozásait ellensúlyozni. A hosszútávú szabályzásért felelős kar-
diopulmonális baroreflex az alacsony nyomású rendszerben elhelyezkedő baroreceptorok
ingerületén alapszik. Ezek a receptorok a vérkeringési rendszer teltségi állapotát jelzik; a
belőlük kiinduló reflexek hormonális hatások útján, a vese v́ızvisszasźıvásán keresztül sza-
bályozzák a keringési rendszerben jelen lévő folyadékmennyiséget, ezáltal a vérnyomást.

Fluktuációk a keringésben ♦ A föntiek megviláǵıtják annak a mindennapi tapaszta-
latnak a hátterét, hogy a keringés paraméterei (a vérnyomás, a pulzusszám) állandóan in-
gadoznak. Ingadozásuk mértéke és módja, a különböző mennyiségek fluktuációinak össze-
függései értékes információkkal szolgálnak a keringést szabályozó hatások természetéről.
A fluktuációk elemzésének módszereit részletesen a 3.1 szakaszban tárgyalom.

35



2. fejezet

A sztochasztikus rezonanciával
elérhető jel-zaj viszony erőśıtés
vizsgálata

2.1. Jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben

2.1.1. Célkitűzések

Az 1.3.4. pontban láttuk, hogy a sztochasztikus rezonancia általi jel-zaj viszony erőśı-
tés kimutatását célzó vizsgálatok elsősorban nemdinamikai rendszerekben jártak sikerrel,
mı́g az alapmodellül szolgáló kettős potenciálvölgyben nem volt egynél nagyobb erőśıtés
megfigyelhető szinuszos gerjesztés esetén [47]. Joggal merült föl a kérdés, hogy maga a
rendszerdinamika zárja-e ki a sztochasztikus rezonancia általi jeljav́ıtás lehetőségét, vagy
utóbbi a bemenőjel t́ıpusától is függhet. E kérdés megválaszolására célul tűztük ki a ket-
tős potenciálvölgyben megfigyelhető sztochasztikus rezonancia általi jel-zaj viszony erőśıtés
analóg szimulációkkal történő vizsgálatát impulzusszerű bemenőjelek esetén, a bemenő jel
amplitúdójának és impulzusszélességének függvényében [T1].

2.1.2. Vizsgálati módszerek, eszközök

A modell ♦ Az 1.3.2. pontban láttuk, hogy a kettős potenciálvölgyet legtöbbször az
(1.70) szerinti elsőrendű differenciálegyenlettel szokás jellemezni. A mi esetünkben ez az
alábbi alakot öltötte [T1]:

ẋ(t) = x(t) − x3(t) + p(t) + w(t), (2.1)

ahol p(t) a periodikus gerjesztés, w(t) pedig egy fizikai (tehát véges fölső határfrekvenciával
b́ıró) fehérzaj. Mivel a korábbi eredmények nagyrészt impulzusszerű jelekre jósoltak jel-zaj
viszony erőśıtést [43, 44, 46], mi is egyfajta impulzusszerű jelet alkalmaztunk, amelynek
impulzusszélessége (kitöltési tényezője), és amplitúdója változó volt. A szimulációkat egy
kevert jelű rendszerben végeztük: a p(t) jelet és a w(t) zajt számı́tógéppel hoztuk létre,
majd analóg jellé alaḱıtottuk őket, és magát a (2.1) egyenletet egy analóg áramkör seǵıtsé-
gével oldottuk meg, végül az eredményül kapott x(t) jelet digitalizáltuk, és számı́tógépen
rögźıtettük és dolgoztuk föl. A szimulációk célja elsősorban annak kideŕıtése volt, elérhető-
e 1-nél nagyobb jel-zaj viszony erőśıtés a (2.1) egyenlettel adott rendszerben, emellett arra
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2. fejezet 2.1. jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben

is ḱıváncsiak voltunk, hogy az erőśıtés hogyan függ a jelamplitúdótól és a jel kitöltési
tényezőjétől.

A p(t) periodikus gerjesztés egy szimmetrikus impulzussorozat volt, amelynek időfüg-
gését a következő formula adta meg:

p(t) :=























A, ha 0 ≤ t mod T ≤ τ ,

−A, ha T/2 ≤ t mod T ≤ T/2 + τ ,

0, különben,

(2.2)

ahol A az impulzussorozat amplitúdója, τ az impulzusszélesség, T pedig a periódusidőt
jelöli; a mod a maradékképzés (modulo) műveletére utal. A p(t) jel alakját a 2.1. ábrán
láthatjuk. Az impulzussorozat kitöltési tényezőjén az össześıtett impulzusszélesség teljes
periódusidőhöz viszonýıtott százalékos arányát értettük:

θ :=
2τ

T
· 100%. (2.3)

A mérés elején ḱısérletileg meghatároztuk az AT küszöbamplitúdót, azaz azt a legkisebb
jelamplitúdó-értéket, amely hozzáadott zaj nélkül elegendő volt ahhoz, hogy a kimeneti
x(t) jelben átmenet következzék be a két potenciálvölgy, xm és −xm között (lásd 1.3.
ábra). Az eredmények föltüntetésekor a bemeneti zajszórást és a bemenőjel amplitúdóját
a szemléletesség kedvéért ezzel az értékkel normáltuk.
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2.1. ábra. A periodikus impulzussorozat alakja és spektruma (utóbbi f = 2 Hz és θ = 10%
paraméterek mellett)

Az analóg szimulációs rendszer ♦ A (2.1) egyenletet analóg eszközökkel való megol-
dásához először integrálegyenletté célszerű alaḱıtani:

x(t) =

t
∫

0

[

x(ϑ) − x3(ϑ) + p(ϑ) + w(ϑ)
]

dϑ. (2.4)

A (2.4) egyenletben integrálást, ellentettképzést, hatványozást és összeadást kell analóg
eszközökkel megvalóśıtani, ezekre mind létezik megfelelő analóg áramkör. Az egyenletből
kiolvasható, hogy egy integrátorba kell bevezetni a p(t) periodikus jel és a w(t) fizikai fehér-
zaj összegét, amelyhez még előbb az integrátor x(t) kimenetéből képzett x(t)−x3(t) tagot
is hozzá kell adni visszacsatolás útján. Az elrendezés a 2.2. ábrán látható. Az ábráról
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2. fejezet 2.1. jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben

leolvasható, hogy a p(t) jelet és a w(t) zajt egy számı́tógép (az ábrán PC) által vezé-
relt digitális jelprocesszor (Digital Signal Processor, DSP) álĺıtotta elő valós időben, majd
digitális-analóg konverterek (D/A) alaḱıtották őket analóg jellé. Az egyenlet megoldását
végző integrátor kimenetét szorzó áramkörökkel emeltük harmadik hatványra, majd ellen-
tettképző és összeadó áramkörökkel előálĺıtottuk az x(t)− x3(t) tagot, amelyhez összeadó
áramkör seǵıtségével adtuk hozzá a p(t)+w(t) zajos bemenőjelet, és eme összegzés végered-
ményét (ami a 2.1. egyenlet jobb oldala) az integrátor bemenetére vezettük. A p(t)+w(t)
zajos bemenőjelet, valamint az integrátor által előálĺıtott x(t) megoldásfüggvényt ugyan-
azon a mintavételi szűrőn vezettük keresztül, majd ugyanazzal az analóg-digitális átala-
ḱıtóval (A/D) mintavételeztük, elkerülendő azokat az artefaktumokat, amelyek az eltérő
bánásmódból esetleg adódhattak volna. Végül az x(t) megoldásfüggvény mintavételezett
értékeit a DSP tovább́ıtotta a számı́tógéphez, amely rögźıtette őket.

2.2. ábra. A kevert jelű szimulációs rendszer blokkvázlata

Fontos megjegyezni, hogy az analóg integrátor kimenetén nem pontosan a bemenet
határozott integrálja jelenik meg, hanem annak 1/RC-szerese, ahol R és C az integrátor
áramköri megvalóśıtásában szereplő ellenállás és kapacitás [50]. Ennek megfelelően az
integrátor kimenete nem x(t), hanem

y(t) =
1

b

t
∫

0

[

y(ϑ) − y3(ϑ) + p(ϑ) + w(ϑ)
]

dϑ, (2.5)

ahol

b :=
RC

1 s
. (2.6)

Az 1 s-mal való normálás, azaz a b paraméter dimenziótlanná tevése annak fényében szük-
séges, hogy az integrátor kimenete is feszültség dimenziójú, és a Hz-cel való szorzásnak
nem lenne fizikai értelme. Amint látni fogjuk, az 1/b szorzófaktor az idő- és frekvencia-
skálát megváltoztatja a (2.1) egyenlethez képest. Végezzük el ugyanis a (2.5) egyenletben
az alábbi helyetteśıtést:

s :=
1

b
ϑ. (2.7)
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Ekkor az integrálegyenlet alakja a következő:

y(t) =

t/b
∫

0

[

y(bs) − y3(bs) + p(bs) + w(bs)
]

ds. (2.8)

A (2.8) egyenletből azt olvashatjuk ki, hogy az analóg szimuláció időskálája az elméleti,
(2.1) egyenletnek megfelelő időskála b-szerese, ezáltal az analóg frekvencia az elméleti
frekvencia 1/b-szerese. A b értéke szimulációinkban 1,2 · 10−4 volt.

Az analóg szimuláció paraméterei ♦ A jel-zaj viszony erőśıtés viselkedésének föltérké-
pezéséhez egy adott amplitúdójú és kitöltési tényezőjű bemenőjelhez 56 különböző zajszó-
rásra rögźıtettük a kimenőjelet. Egy adott zajszórásnál 1000 mintát átlagoltunk. Mind a
bemeneten, mind a kimeneten 2048 adatpont hosszúságú mintákat rögźıtettünk. A további
paramétereket a 2.1. táblázat tartalmazza.

Mintavételi frekvencia 8 kHz
Jelfrekvencia (analóg)* 31,25 Hz
Jelfrekvencia (elméleti)* 3,75 · 10−3 Hz
A zaj sávszélessége (analóg)* 50 kHz
A zaj sávszélessége (elméleti)* 6 Hz
A zajszórás (σ) értékei 0,195AT ≤ σ ≤ 0,912AT

A jelamplitúdó értékei (AT -hez viszonýıtva) 70%, 80%, 90%
A kitöltési tényező értékei 10%, 20%, 30%
Mintahossz 32768
Adatpontok száma egy jelperiódusban 2048

Átlagok száma egy rögźıtett paraméteregyüttesnél 1000

2.1. táblázat. Az analóg szimuláció paraméterei

A *-gal megjelölt frekvenciák a fönt elmondottak értelmében két különböző skálán
mérhetők: a valójában megoldott (2.8) egyenletnek megfelelő frekvenciákat analóg megje-
löléssel láttam el; a (2.1) egyenletben ezen frekvenciáknak az 1,2 · 10−4-szeresük felel meg,
erre utal az elméleti megjegyzés. Az AT jelölés a küszöbamplitúdót helyetteśıti.

A jel-zaj viszony defińıciói ♦ A sztochasztikus rezonancia elméletében leggyakrab-
ban használatos defińıció szerint, ahogy már láttuk, a jel-zaj viszony az f0 jelfrekvencia
infinitezimális környezetében vett jelteljeśıtménynek és a háttérzaj teljeśıtménysűrűség-
spektrumának a hányadosa:

R :=

lim
∆f→0

f0+∆f
∫

f0−∆f

Sjel(f)df

Szaj(f0)
, (2.9)

ahol Sjel(f) a jel, Szaj(f) pedig a háttérzaj teljeśıtménysűrűség-spektrumát jelöli. Első lá-
tásra föltűnő, hogy az ı́gy definiált jel-zaj viszony nem dimenziótlan mennyiség, hanem Hz
dimenziójú, hiszen teljeśıtményt osztunk teljeśıtménysűrűség-spektrummal. Erre elméleti
megfontolások miatt van szükség: ha a zajnak ugyanúgy kiszámı́tanánk a jelcsúcs infini-
tezimális környezetében a teljeśıtményét, mint a jelét, a határértékképzés eredményeként
nullát kapnánk, mı́g a jel esetében a jel alapfrekvenciájánál található Dirac-impulzusnál a
teljeśıtmény véges, ı́gy a jel-zaj viszony mindig végtelen lenne. Ez a probléma, mint látni
fogjuk, a gyakorlati számı́tásokban nem áll fönn.
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A jel-zaj viszony fönti defińıciója szinte csak a sztochasztikus rezonancia irodalmá-
ban használatos; gyakorlati alkalmazásokban a jel zajtartalmának jellemzésére a jel-zaj
viszonyt mint a teljes jelteljeśıtmény és a teljes zajteljeśıtmény hányadosát értelmezik.
A (2.9) egyenlet szerinti defińıció

”
keskenysávúságával” szembeálĺıtva ezt a mérőszámot

szélessávú jel-zaj viszonynak nevezhetjük, és a következő elvi formulával adhatjuk meg:

Rw :=
Pjel

Pzaj
=

∞
∑

k=1

lim
∆f→0

kf0+∆f
∫

kf0−∆f

Sjel(f)df

∞
∫

0

Szaj(f)df

. (2.10)

Mint látható, ez a defińıció a jel összes felharmonikusát tekintetbe veszi, ezért jobban
tükrözi a valós jelteljeśıtményt olyan esetekben, amikor a jel spektrumában a felharmo-
nikusok nem elhanyagolható teljeśıtményt képviselnek (mint például a 2.1. ábrán látható
jel esetében). A (2.10) egyenlet által adott szélessávú jel-zaj viszony véges voltának már
csupán az a föltétele, hogy a felharmonikusok lecsengők legyenek, illetve a zajnak véges
fölső határfrekvenciája legyen.
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2.3. ábra. Zajos szinuszjel szűrés előtt (bal oldali panelek) és után (jobb oldali panelek).
Fönt az időtartománybeli jelalak, alul a spektrum látható. A jel frekvenciája 30 Hz, a
hozzáadott zaj 16 kHz sávszélesságű gaussi fehérzaj. A szűrés 20 Hz alsó- és 40 Hz fölső
határfrekvenciájú, másodrendű Butterworth-sávszűrővel történt. A spektrumok mellett
föltüntettük a keskenysávú (R), illetve a szélessávú jel-zaj viszony (Rw) megfelelő értékeit

Annak érzékeltetésére, hogy a szélessávú jel-zaj viszony mennyivel hűbben tükrözi e
jelek valós zajtartalmát, mint a hagyományos keskenysávú megfelelője, elvégeztünk egy
egyszerű demonstrációt. Egy 30 Hz frekvenciájú szinuszjelhez 16 kHz sávszélességű gaussi
fehérzajt adtunk. A zajos szinuszjelet 30 Hz alsó- és 40 Hz fölső határfrekvenciájú má-
sodrendű Butterworth-sávszűrőn bocsájtottuk keresztül, és kiszámoltuk a zajos jelben a
jel-zaj viszonyt a szűrés előtt és után is. A 2.3. ábrán jól látszik, hogy szűrés után a szi-
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2. fejezet 2.1. jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben

nuszjelben alig észrevehető a zaj. Ennek ellenére a keskenysávú jel-zaj viszony alig mutat
javulást: a szűrés utáni és a szűrés előtti jel-zaj viszony hányadosa egyhez hibahatáron
belül közeli érték (emlékezzünk, a

”
lineáris válasz”-elmélet szerint a hányadosnak egynek

kell lennie, lásd az 1.89. formulát). A jel zajtartalmának drasztikus csökkenését sokkal
jobban tükrözi a szélessávú jel-zaj viszony értékének 809-szeres javulása.

A jel-zaj viszony szimulációs adatokból való gyakorlati meghatározásánál problémát je-
lent a jel és a zaj szétválasztása a kimeneten. Az sztochasztikus rezonanciával kapcsolatos
elméleti számı́tások, mint ahogy azt az (1.78) defińıció értelmezésében láttuk, az Szaj(f)
zajspektrumot úgy értelmezik, hogy az a bemenőjel nélkül, csak zaj jelenlétében kapott
kimenet spektruma. Számos alkalommal mérések és szimulációk is követik ezt az értel-
mezést mint mérési utaśıtást. Ez azonban igen nehézkessé teszi a szimulációkat (hiszen
minden szimulációt el kell végezni bemenőjellel és anélkül is), továbbá elvi kifogásokat is
emelhetünk ellene, hiszen nem veszi figyelembe, hogy a rendszer nemlineáris, ı́gy a kimeneti
zajspektrum más lehet bemenőjel jelenlétében, mint bemenőjel nélkül [43].

A szétválasztás problémájára, mint már láttuk az (1.90) és (1.91) egyenletekben, Kish
László Béla adott általános választ: a kimenetben a jelkomponens az a rész, amelyik
korrelációt mutat a bemenőjellel, a zajkomponens pedig a maradék [43]. Ez az eljárás
tetszőleges, akár aperiodikus (mint Kish dolgozatában) vagy véletlenszerű bemenőjelek
esetén is alkalmazható.

f

S
(f

)

Sjel

Szaj

f

S
(f

)

Sjel, 1

R = S / Sw jel, 1 zaj( S + Sjel, 2 jel, 3 + ...)

Sjel, 2

Szaj

jel, 3

+R = S / Sjel zaj

2.4. ábra. A jel és a zaj szétválasztása keskenysávú és szélessávú jel-zaj viszony esetén

Nálunk a jel periodikus volt, és a jelteljeśıtmény az f0 jelfrekvencia egész számú több-
szörösein lokalizálódott, ı́gy nem volt szükség Kish eljárására a jel és zaj szétválasztásához.
Azt a tényt használtuk ki, hogy kellő számú átlagolás után a háttérzaj spektruma sima a
jelcsúcsok környezetében, ı́gy a jelcsúcstól jól elkülöńıthető (lásd a 2.4. ábrát). Vettük a
teljes kimenet teljeśıtménysűrűség-spektrumában a k-adik felharmonikusnak, azaz a kf0

frekvenciának megfelelő pontot, ennek indexét jelölje jk:

jk∆f = kf0, (2.11)

ahol

∆f :=
1

N∆t
(2.12)

a frekvenciafölbontás, N a mintavételezési pontok száma, ∆t pedig a mintavételi idő-
köz. A háttérzaj teljeśıtménysűrűség-spektrumát a k-adik felharmonikusnál úgy számol-
tuk, mint a teljes teljeśıtménysűrűség-spektrum átlagát ezen jk indexű ponttól jobbra és
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2. fejezet 2.1. jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben

balra elhelyezkedő 3-3 pontra, a jel k-adik felharmonikusához tartozó teljeśıtménysűrű-
ség-spektrum pedig úgy adódott, hogy a jelcsúcsból kivontuk a háttérzaj teljeśıtmény-

sűrűség-spektrumát. Jelölje a teljes kimeneti teljeśıtménysűrűség-spektrumot {Sj}N/2−1
j=0 ,

ahol

Sj = S(j∆f) (0 ≤ j ≤ N/2 − 1). (2.13)

Ekkor az előbbiek ı́gy ı́rhatók:

Szaj(kf0) =: Szaj
jk

=
1

6
·







3
∑

µ=1

Sjk−µ +

3
∑

ν=1

Sjk+ν







, (2.14)

illetve

Sjel(kf0) =: Sjel
jk

= Sjk
− Szaj

jk
. (2.15)

A szélessávú jel-zaj viszony számı́tásához azokon a frekvenciákon, amelyeken nincs fel-
harmonikus, a zaj teljeśıtménysűrűség-spektrumát a teljes kimeneti teljeśıtménysűrűség-
spektrummal megegyezőnek vettük, a jel teljeśıtménysűrűség-spektrumát pedig nullának:

Szaj(j∆f) = Szaj
j = S(j∆f) = Sj, ha j 6= jk, azaz f 6= kf0, (2.16)

illetve

Sjel(j∆f) = Sjel
j = 0, ha j 6= jk, azaz f 6= kf0. (2.17)

A keskenysávú, illetve szélessávú jel-zaj viszony gyakorlati számı́tásánál a határértékképzés
az integrálási határokban mindössze annyit jelent, hogy egyetlen pontban kell számolnunk,
a végső formulákban pedig a teljeśıtmények helyett teljeśıtménysűrűség-spektrumok szere-
pelnek, hiszen az integrálást numerikusan összegzésként valóśıtjuk meg, és a ∆f tényezővel
le lehet egyszerűśıteni:

R =
Sjel(f0)∆f

Szaj(f0)∆f
=

Szaj
j1

∆f

Sjel
j1

∆f
=

Szaj
j1

Sjel
j1

, (2.18)

illetve

Rw =

∑kmax
k=1 Sjel

jk
∆f

∑N/2−1
j=0 Szaj

j ∆f
=

∑kmax
k=1 Sjel

jk
∑N/2−1

j=0 Szaj
j

, ahol kmax := max

{

k : kf0 <
fm

2

}

, (2.19)

és fm a mintavételi frekvencia. A (2.18) alakból látszik, hogy a (2.9) formulával ellentétben
itt a nevezőben is teljeśıtménnyel számolhattunk teljeśıtménysűrűség-spektrum helyett,
hiszen a numerikus reprezentációban nincs határértékképzés, ı́gy a háttérzaj teljeśıtménye
mindig véges. Ebből az is következik, hogy a gyakorlatban számolt jel-zaj viszony már
tényleg egy dimenziótlan arányszám.

A jel-zaj viszony erőśıtés ♦ A (2.18) és (2.19) formulákkal a jel-zaj viszony mind a
p(t) + w(t) zajos bemeneten, mind az x(t) kimeneten meghatározható. Az a mennyiség,
amelyet vizsgálunk, a kimeneti és a bemeneti jel-zaj viszony hányadosa, a jel-zaj viszony
erőśıtés. Ez mind keskenysávú, mind szélessávú jel-zaj viszony alapján definiálható:

G :=
Rki

Rbe
= G(σ,A, θ), (2.20)
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2. fejezet 2.1. jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben

illetve

Gw :=
Rw, ki

Rw, be
= Gw(σ,A, θ), (2.21)

ahol σ a bemenetre adott zaj szórása, A a bemenőjel amplitúdója, θ pedig a bemenőjel
kitöltési tényezője. A szimuláció célja az volt, hogy a G keskenysávú és a Gw szélessá-
vú jel-zaj viszony erőśıtés viselkedését föltérképezze a bemeneti zajszórás függvényében
különböző jelamplitúdókra és kitöltési tényezőkre, és megvizsgálja, hogy elérhetők-e 1-nél
jóval nagyobb jel-zaj viszony erőśıtések.

2.1.3. Eredmények

Analóg szimulációink eredményei azt mutatták, hogy a kettős potenciálvölgyben is lehet-
séges jelentős jel-zaj viszony javulás, ha az alkalmazott gerjesztés nem szinuszos (mint
a [47] közleményben), hanem impulzusszerű. Az adatokból az is kitűnt, hogy a jel-zaj
viszony erőśıtés lényegesen függ mind a bemenőjel amplitúdójától, mind pedig a kitöltési
tényezőjétől. Az alábbiakban ezen eredményeket részletezem.

A bemenőjel-amplitúdó szerepe ♦ A 2.5. ábrán a be- és kimeneti jel-zaj viszonyt
láthatjuk a küszöbamplitúdóval normált zajszórás függvényében. Az ábráról leolvasható,
hogy a bemeneti jel-zaj viszony monoton csökken a zajszórás növelésével, mı́g a kimene-
ten a sztochasztikus rezonanciára jellemző, maximummal b́ıró görbét figyelhetünk meg.
Láthatjuk, hogy bizonyos jelamplitúdók (szélessávú jel-zaj viszony esetén az összes vizs-
gált jelamplitúdó) esetén a kimeneti jel-zaj viszony a bemeneti fölé emelkedik, ezeken a
tartományokon a jel-zaj viszony erőśıtés értéke 1-nél nagyobb.
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2.5. ábra. A be- és kimeneti jel-zaj viszony a kettős potenciálvölgyben mint a normált
zajszórás (σ/AT ) függvénye keskenysávú (bal panel) és szélessávú (jobb panel) defińıciók
esetén, a küszöbamplitúdóhoz viszonýıtott 70, 80 és 90%-os bemenőjel-amplitúdókra. A
kitöltési tényező 10%

Magát a jel-zaj viszony erőśıtést a 2.6. ábrán tüntettem föl három különböző bemenő-
jel-amplitúdó esetén. Láthatjuk, hogy minél nagyobb az amplitúdó, annál nagyobb jel-zaj
viszony erőśıtés várható; a keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtés nem is emelkedik 1 fölé 70%-
os relat́ıv (küszöbamplitúdóhoz viszonýıtott) bemenőjel-amplitúdónál. Ez az eredmény
összhangban van azzal, amit a

”
lineáris válasz”-elmélet alapján (lásd az 1.3.4. szakaszt

és azon belül az 1.89. összefüggést) a jel-zaj viszony erőśıtésre jósolhatunk: a lineáris
tartományban, tehát alacsony jelamplitúdókra, amikor az elmélet érvényes, nem várható
jeljavulás, mı́g az elmélet érvényességi tartományán ḱıvül, azaz nagy jelamplitúdókra az
1-nél nagyobb jel-zaj viszony erőśıtés lehetősége nem kizárt.
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2. fejezet 2.1. jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben
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2.6. ábra. A jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben mint a normált zajszórás
(σ/AT ) függvénye keskenysávú (bal panel) és szélessávú (jobb panel) defińıciók esetén, a
küszöbamplitúdóhoz viszonýıtott 70, 80 és 90%-os bemenőjel-amplitúdókra. A kitöltési
tényező 10%

A kétféle jel-zaj viszony erőśıtés ♦ A föntiekből már látszik, hogy a keskenysávú
és a szélessávú jel-zaj viszony alapján számolt erőśıtés viselkedése némileg eltér egymás-
tól. Legszembetűnőbb különbség, hogy a szélessávú értelmezés mindhárom jelamplitúdó-
értékre 1-nél nagyobb erőśıtést ad, mı́g keskenysávú párja 70%-os relat́ıv jelamplitúdó
esetén nem emelkedik 1 fölé. Ezenḱıvül azt is megfigyelhetjük (lásd a 2.7. ábrát), hogy
a szélessávú jel-zaj viszony erőśıtés jóval szélesebb zajszórás-tartományon nagyobb 1-nél,
mint keskenysávú megfelelője.
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2.7. ábra. A keskenysávú (G) és szélessávú (Gw) jel-zaj viszony erőśıtés összehasonĺıtása
kettős potenciálvölgyben. A bemenőjel amplitúdója a küszöbamplitúdó 90%-a, a kitöltési
tényező 10%

A kitöltési tényező szerepe ♦ A 2.8. ábrán a bemenőjel kitöltési tényezőjének három
különböző értékére (10, 20 és 30%) hasonĺıtottam össze a jel-zaj viszony erőśıtést. Az
ábráról leolvasható, hogy minél kisebb a kitöltési tényező, azaz minél impulzusszerűbb
a jel, annál nagyobb jel-zaj viszony erőśıtés érhető el. Ez magyarázatot ad arra is, mi-
ért nem sikerült korábban sztochasztikus rezonancia általi jeljav́ıtást kimutatni a kettős
potenciálvölgyben: a korábbi vizsgálatok ugyanis szinuszos gerjesztést alkalmaztak [47],
a szinuszjel pedig, ha ezekhez az impulzusszerű jelekhez hasonĺıtjuk, igen magas (100%)
kitöltési tényezővel jellemezhető.
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2. fejezet 2.1. jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben

A jel-zaj viszony erőśıtés kitöltési tényezőtől való függésének fenomenológiai magyará-
zatát a 2.9. ábrán láthatjuk. Az ábrán az látszik, hogy a kitöltési tényező megváltoztatása
nem befolyásolja jelentősen a kimenőjelbeli jel-zaj viszonyt, mı́g a bemenőjelet jellemző jel-
zaj viszony jelentősen lecsökken, ha a kitöltési tényezőt csökkentjük, ı́gy összességében a
kitöltési tényező csökkentése a jel-zaj viszony erőśıtés növekedését eredményezi.
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2.8. ábra. A jel-zaj viszony erőśıtés a kettős potenciálvölgyben mint a normált zajszórás
(σ/AT ) függvénye keskenysávú (bal panel) és szélessávú (jobb panel) defińıciók esetén, 10,
20 és 30%-os kitöltési tényezőkre. A bemenőjel amplitúdója a küszöbamplitúdó 90%-a

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0

5000

10000

15000

20000

BEMENET

KIMENET

10%

20%

30%

R

s/A
T

2.9. ábra. A zajos bemenőjelet és a kimenőjelet jellemző jel-zaj viszony összehasonĺıtása
különböző kitöltési tényezőkre a kettős potenciálvölgy esetén

Összegzés ♦ Analóg szimulációinkkal elsőként mutattuk ki, hogy a kettős potenciálvölgy-
ben végbemenő sztochasztikus rezonancia képes a kimeneti jelben mért jel-zaj viszonyt a
bemeneti érték több t́ızszeresére növelni. Vizsgálataink azt is megmutatták, hogy a jel-
zaj viszony erőśıtés annál nagyobb, minél nagyobb a bemenőjel amplitúdója (azaz minél
távolabb vagyunk a lineáris közeĺıtés érvényességi tartományától), illetve minél kisebb az
impulzusszerű jel kitöltési tényezője. Az utóbbi eredmény azt is megviláǵıtotta, miért nem
sikerült korábban szinuszos gerjesztéssel jel-zaj viszony erőśıtést elérni.
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2. fejezet 2.2. jel-zaj viszony erőśıtés a schmitt-triggerben

2.2. Jel-zaj viszony erőśıtés a Schmitt-triggerben

2.2.1. Célkitűzések

Miután elsőként sikerült valós sztochasztikus rezonancia által előidézett jeljavulást kimu-
tatni a kettős potenciálvölgyben, az a kérdés került előtérbe, hogy vajon e jeljavulás a
kettős potenciálvölgy véges válaszidejére vezethető-e vissza. Utóbbi ugyanis azt eredmé-
nyezi, hogy a bemeneti zaj nagyfrekvenciás komponenseinek a hatása nem jelenik meg a
zajos kimenőjelben, azaz a rendszer e tekintetben egy aluláteresztő szűrőhöz hasonlatosan
viselkedik, és ez a szűrésszerű hatás is vezethet jel-zaj viszony erőśıtéshez. Hogy e kér-
dést megválaszolhassuk, a korábbi eredményeket [46] kiegésźıtve numerikus szimulációk
seǵıtségével megvizsgáltuk, hogy a Schmitt-triggerben, amely egy nemdinamikai rendszer,
ı́gy a fönt vázolt szűrési effektusról esetében nem beszélhetünk, mennyiben különböznek a
sztochasztikus rezonancia által elérhető jel-zaj viszony erőśıtés paraméterei a kettős poten-
ciálvölgyben tapasztalhatóktól [T2].

2.2.2. Vizsgálati módszerek

A modell ♦ Mint azt az 1.3.1. pontban is emĺıtettem, a Schmitt-trigger egy hiszterézises
komparátor, amely két küszöbszinttel és két kimeneti szinttel jellemezhető: a kimenet a
magas kimeneti szintre ugrik, ha a bemenőjel meghaladja a fölső küszöböt, az alacsony
szintet veszi föl, ha a bemenőjel az alsó küszöbszint alá csökken, és megtartja előző értékét,
ha a bemenet a két küszöbszint között tartózkodik. Esetünkben a bemenet a p(t) periodi-
kus jel és a w(t) fehérzaj összege, ı́gy a küszöbszinteket K1-gyel, illetve K2-vel (K1 < K2), a
kimeneti szinteket A1-gyel, illetve A2-vel (A1 < A2) jelölve, a Schmitt-trigger viselkedését
az alábbi formulával ı́rhatjuk le:

x(t) =























A1, ha p(t) + w(t) < K1,

A2, ha p(t) + w(t) > K2,

előző érték, különben,

(2.22)

ahol x(t) a kimenőjel, p(t) pedig a (2.2) szerint adott impulzusszerű jel. Mi az egyszerűség
kedvéért a K1 = −K2 = 1 küszöbszinteket, illetve a A1 = −A2 = 1 kimeneti szinteket
választottuk; hogy a kettős potenciálvölgybeli eredmények jelölésrendszerével összhangban
maradjunk, megtartottuk az AT küszöbamplitúdót mint normálófaktort, ám ennek értéke
ez esetben értelemszerűen 1 volt. A Schmitt-trigger működését a 2.10. ábra szemlélteti.

A numerikus szimulációs környezet ♦ Numerikus szimulációinkat a LabVIEW 6i nevű
grafikus programozási környezetben végeztük, amely beéṕıtett függvényeket ḱınál számos
számı́tási és jelföldolgozási feladatra, ı́gy számos egyéb mellett gaussi fehérzaj generálására
és teljeśıtménysűrűség-spektrum számı́tására is. A Schmitt-trigger kimenetének előálĺıtása
nem igényel differenciálegyenletmegoldó algoritmusokat, ezért a lépésköz megválasztására
nem érzékeny: a zajos bemenőjel előálĺıtása után azt egyszerűen a Schmitt-trigger küszöb-
szintjeihez hasonĺıtva, a (2.22) egyenletben foglalt föltételek alapján kapjuk a kimenetet.
A teljeśıtménysűrűség-spektrum számı́tására a LabVIEW beéṕıtett függvényét használ-
tuk, majd az átlagolt spektrumok alapján a jel-zaj viszony értékét kétféleképpen, a (2.18)
és a (2.19) képlet szerint számoltuk. A kétféle, keskenysávú és szélessávú jel-zaj viszony
alapján kétféle erőśıtést számoltunk a (2.20) és a (2.21) összefüggéseknek megfelelően.
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2. fejezet 2.2. jel-zaj viszony erőśıtés a schmitt-triggerben

2.10. ábra. A Schmitt-trigger működése. A fölső ábrarész a zajos bemenőjelet mutatja a
küszöbszintekhez viszonýıtva, az alsó panel pedig az ennek megfelelő kimenőjelet ábrázolja

A szimuláció paraméterei ♦ A kettős potenciálvölgybeli vizsgálatokkal összhangban
háromféle bemenőjel-amplitúdóra (a küszöbamplitúdó 70, 80 és 90%-a, azaz itt 0,7; 0,8
és 0,9) és mindegyik bemenőjel-amplitúdó esetén háromféle kitöltési tényezőre (10, 20 és
30%) végeztük el a szimulációt. Egy adott bemenőjelre a bemeneti zaj szórását 40 lépés-
ben változtattuk 0,05-től 0,4-ig; minden egyes zajszórásra 1000 független minta átlagából
számoltuk a teljeśıtménysűrűség-spektrumot. Egy adatsor 32768 pontból állt, amelyben
egy periódus 2048 pontnak felelt meg. A szimuláció paramétereit a 2.2. táblázat összegzi.
Az AT jelölés a küszöbamplitúdót helyetteśıti, értéke itt 1.

A zajszórás (σ) értékei 0,05AT ≤ σ ≤ 0,4AT

A jelamplitúdó értékei (AT -hez viszonýıtva) 70%, 80%, 90%
A kitöltési tényező értékei 10%, 20%, 30%
Mintahossz 32768
Adatpontok száma egy jelperiódusban 2048

Átlagok száma egy rögźıtett paraméteregyüttesnél 1000

2.2. táblázat. A numerikus szimuláció paraméterei

2.2.3. Eredmények

A bemenőjel-amplitúdó szerepe ♦ A 2.11. ábrán a jel-zaj viszony erőśıtést tüntettem
föl a normált zajszórás függvényében három különböző bemenőjel-amplitúdóra. Látható,
hogy mindhárom esetben, akár keskenysávú, akár szélessávú jel-zaj viszony erőśıtésről van
szó, tekintélyes jeljav́ıtás következik be; a jel-zaj viszony erőśıtés értéke akár a 100-at is el-
érheti – ez összhangban van azokkal a korábbi eredményekkel, amelyek kimutatták a jel-zaj
viszony erőśıtés tényét a Schmitt-triggerben [46]. Megfigyelhetjük továbbá, hogy a

”
line-

áris válasz”-elmélet érvényességi köréből következő várakozásoknak megfelelően a jel-zaj
viszony erőśıtés értéke annál nagyobb, minél nagyobb a bemenőjel-amplitúdó, azaz minél
jobban eltávolodunk a lineárisként közeĺıthető tartománytól. Megállaṕıthatjuk, hogy a
nemdinamikai Schmitt-trigger viselkedése e tekintetben teljesen analóg a kettős potenci-
álvölgyével, bár itt a jel-zaj viszony erőśıtés értéke jóval kevésbé érzékeny a bemenőjel-
amplitúdó megváltozására.

A kitöltési tényező szerepe ♦ A kitöltési tényező változtatásának hatását a jel-zaj
viszony erőśıtésre a 2.12 ábra mutatja 90%-os jelamplitúdó mellett. Az ábráról leolvashat-
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2.11. ábra. A jel-zaj viszony erőśıtés a Schmitt-triggerben mint a normált zajszórás (σ/AT )
függvénye keskenysávú (bal panel) és szélessávú (jobb panel) defińıciók esetén, a küszöb-
amplitúdóhoz viszonýıtott 70, 80 és 90%-os bemenőjel-amplitúdókra. A kitöltési tényező
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2.12. ábra. A jel-zaj viszony erőśıtés a Schmitt-triggerben mint a normált zajszórás (σ/AT )
függvénye keskenysávú (bal panel) és szélessávú (jobb panel) defińıciók esetén, 10, 20 és
30%-os kitöltési tényezőkre. A bemenőjel amplitúdója a küszöbamplitúdó 90%-a

juk, hogy ugyanúgy, mint a kettős potenciálvölgy esetében, a kitöltési tényező csökkentése
nagyobb jel-zaj viszony erőśıtés elérését teszi lehetővé. Ahogy a 2.13. ábrán látható,
ugyanazokat a fenomenológiai megállaṕıtásokat tehetjük az egynél nagyobb jel-zaj viszony
erőśıtés megjelenésének okáról: a jel-zaj viszony a bemeneten markánsan csökken a kitöl-
tési tényező csökkentésével, mı́g a kimeneten lényegében nem változik, ı́gy a kimeneti és
bemeneti jel-zaj viszony hányadosaként értelmezett erőśıtés növekszik.

Összegzés ♦ A korábbi Schmitt-triggerbeli eredmények [46] kiegésźıtésére elvégzett vizs-
gálataink kimutatták, hogy bár a Schmitt-triggerben a sztochasztikus rezonancia nagyobb
jel-zaj viszony erőśıtéshez vezet alacsonyabb zajszórások mellett (lásd 2.14. ábra), a
Schmitt-triggerben nagyon hasonló a sztochasztikus rezonancia által elérhető jel-zaj viszony
erőśıtés mechanizmusa, mint a kettős potenciálvölgyben: az elérhető jel-zaj viszony erőśıtés
növekszik a bemenőjel-amplitúdó növelésével és a kitöltési tényező csökkentésével. Utób-
bira ugyanazt a fenomenológiai magyarázatot adhatjuk, mint a kettős potenciálvölgyben.
Tekintetbe véve, hogy a Schmitt-trigger egy nemdinamikai rendszer, amelyben nem beszél-
hetünk a dinamikából következő szűrőszerű viselkedésről, eredményeink alkalmasak annak
a vélekedésnek a megcáfolására, hogy a kettős potenciálvölgybeli jel-zaj viszony erőśıtés
elsősorban a rendszer véges válaszidejéből adódó aluláteresztő jellegből következne.
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre
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2.13. ábra. A zajos bemenőjelet és a kimenőjelet jellemző jel-zaj viszony összehasonĺıtása
különböző kitöltési tényezőkre a Schmitt-triggerben
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2.14. ábra. A kettős potenciálvölgybeli és a Schmitt-triggerbeli jel-zaj viszony erőśıtés
összehasonĺıtása. A teli körök a kettős potenciálvölgybeli, az üres háromszögek a Schmitt-
triggerbeli eredményekre utalnak; mindkét grafikon esetében a küszöbhöz viszonýıtott
bemenőjel-amplitúdó 90%, a kitöltési tényező 10%

2.3. Sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

2.3.1. Célkitűzések

Az 1.3.3. pontból kiderült, hogy bár a sźınes zajú gerjesztések általában lerontják a ki-
meneten megfigyelhető jel-zaj viszonyt, léteznek olyan rendszerek, amelyekben a sźınes
zajú gerjesztések optimálisak abban az értelemben, hogy kisebb zajszórások elegendők a
kimeneti jel-zaj viszonyban a sztochasztikus rezonanciára jellemző csúcs megjelenéséhez
[40, 12, 13]. Az erre irányuló vizsgálatok magát a kimeneti jel-zaj viszonyt tanulmányoz-
ták, ám hasonló optimalizációs effektusok a bemenet-kimeneti jel-zaj viszony erőśıtésben is
előfordulhatnak. Mivel ilyen szempontból a sztochasztikus rezonancia általi jel-zaj viszony
erőśıtés jelenségét még nem vizsgálták, numerikus szimulációk útján megvizsgáltam az 1/fκ

t́ıpusú sźınes zajok hatását a jel-zaj viszony erőśıtésre két nemdinamikai sztochasztikus re-
zonátorban: egy aszimmetrikus szintmetszésdetektorban és a Schmitt-triggerben [T3].
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

2.3.2. Vizsgálati módszerek

A modell ♦ Két nemdinamikai rendszerben vizsgáltam a jel-zaj viszony erőśıtés függését a
bemeneten alkalmazott sźınes zaj spektrális kitevőjétől: a 2.2.2. pontban már ismertetett
Schmitt-triggerben, illetve a legegyszerűbb sztochasztikus rezonanciát mutató rendszerben,
egy aszimmetrikus szintmetszésdetektorban. Utóbbi egy egyetlen küszöbszinttel jellemez-
hető rendszer, amelynek azt a speciális esetét választottam, amely rögźıtett szélességű
impulzust bocsát ki a kimenetén minden alkalommal, amikor a zajos bemenet meghaladja
a K küszöbszintet, majd visszatér a 0 kimeneti szintre a következő szintmetszésig. Ez a
fajta szintmetszésdetektor a neuronműködés legegyszerűbb modelljének is tekinthető. A
rendszer működését a 2.15. ábra szemlélteti.

2.15. ábra. A választott szintmetszésdetektor. A fölső ábrarész a zajos bemenetet, az alsó
a megfelelő kimeneti jelalakot mutatja

Az általam elvégzett numerikus szimulációkban a periodikus bemenőjel a 2.1. ábrán
látható impulzussorozat volt, amelyhez különböző κ spektrális kitevőjű 1/fκ t́ıpusú sźınes
zajokat (lásd az 1.41. összefüggést) adtam. Minden spektrális kitevő esetén kiszámoltam
mind a keskenysávú, mind a szélessávú jel-zaj viszony erőśıtést a bemenő zajszórás függ-
vényében, és megvizsgáltam, hogyan függ a jel-zaj viszony erőśıtés maximumának helye
és értéke a zaj spektrális kitevőjétől.

Az 1/fκ t́ıpusú zajok numerikus előálĺıtása ♦ A ḱıvánt κ spektrális kitevőjű zajt
célszerű fehérzaj spektrális transzformációjával előálĺıtani, hiszen ı́gy egyszerre tudjuk biz-
tośıtani a sźınes zaj sztochasztikus jellegét és spektrális tulajdonságait. Induljunk ki a w(t)
fehérzajból, amelynek diszkrét reprezentánsát jelölje {wi}N−1

i=0 , az ennek megfelelő (1.56)

szerinti diszkrét Fourier-transzformáltat pedig {Wi}N−1
i=0 . Mivel a fehérzajt az definiálja,

hogy teljeśıtménysűrűség-spektruma a teljes frekvenciatartományon konstans (lásd az 1.38.
összefüggést), és a teljeśıtménysűrűség-spektrumot a gyakorlatban a Fourier-transzformált
abszolútérték-négyzetéből számı́thatjuk ki (lásd az 1.35. összefüggést), a fehérzaj Fourier-
transzformáltjára is igaz lesz, hogy közel konstans:

Wk1 ≈ Wk2 ∀k1, k2 : 0 ≤ k1, k2 < N. (2.23)

Ezt figyelembe véve, ha a fehérzaj Fourier-transzformáltjának f frekvenciához tartozó kom-
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

ponensét az f frekvencia (−κ/2)-ik hatványával szorozzuk, olyan zajt kapunk, amelynek
teljeśıtménysűrűség-spektruma a frekvencia (−κ)-ik hatványával arányos, hiszen, mint em-
ĺıtettük, a teljeśıtménysűrűség-spektrum a Fourier-transzformált négyzetéből számı́tható.
A spektrális transzformáció elvégzésekor arra kell figyelemmel lennünk, hogy a spektrum
szimmetriáját a transzformált sźınes zaj esetében is biztośıtsuk.

Jelölje {ξi}N−1
i=0 az előálĺıtandó 1/fκ t́ıpusú sźınes zajt, {Ξi}N−1

i=0 pedig annak diszkrét
Fourier-transzformáltját. A föntiek értelmében célszerű a Ξi diszkrét Fourier-transzfor-
máltat egy fehérzaj spektrumából előálĺıtani az alábbi transzformációval:

Ξ(f) ∝ 1

fκ/2
W (f) (f < fm/2), (2.24)

ahol fm a mintavételi frekvencia. A diszkrét reprezentáció sajátosságaiból következően ez
diszkrét formában a következő:

Ξi ∝
1

(i∆f)κ/2
Wi (0 ≤ i < N/2), (2.25)

ahol ∆f = 1/(N∆t) a frekvenciabeosztás. Az 1/[(∆f)κ/2] konstans, ezért a spektrá-
lis transzformációt függetlenné téve a frekvenciabeosztástól az alábbi módon is a ḱıvánt
spektrális eloszlású zajhoz jutunk:

Ξi :=
1

iκ/2
Wk (0 ≤ i < N/2). (2.26)

Ahogy már föntebb utaltam rá, ügyelnünk kell a spektrum szimmetriájára; ez a N/2 <
i < N indexű komponenseket érinti. Az (1.56) összefüggésbe behelyetteśıtve látjuk, hogy
a diszkrét Fourier-transzformáltra mindig teljesül az alábbi összefüggés:

ΞN−i = Ξi ∀i : 0 ≤ i < N, (2.27)

ahol a fölülvonás a komplex konjugálást jelöli. Nyilván a Ξi adatsor is csak akkor lehet
valódi zaj diszkrét Fourier-transzformáltja, ha a (2.27) összefüggés teljesül rá. Ezért a
N/2 < i < N tartományba eső komponenseket az alábbi módon számoljuk:

Ξi = ΞN−i =
1

(N − i)κ/2
WN−i =

1

(N − i)κ/2
Wi (N/2 < i < N). (2.28)

A (2.26) és a (2.28) egyenleteket egyetlen formulában is összegezhetjük:

Ξi :=

(

N

2
−
∣

∣

∣

∣

N

2
− i

∣

∣

∣

∣

)−κ/2

Wi (0 ≤ i < N). (2.29)

Az időtartománybeli {ξi}N−1
i=0 adatsort értelemszerűen inverz diszkrét Fourier-transzformá-

cióval kapjuk:

ξj =
1

N

N−1
∑

k=0

Ξke
i· 2π

N
kj (0 ≤ j ≤ N − 1) . (2.30)

A σ szórást a transzformáció elvégzése után álĺıtottam be:

ξ(σ) = σ
ξ

D(ξ)
, (2.31)
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

ahol D(ξ) a {ξi}N−1
i=0 adatsor számı́tott szórását jelöli.

A vizsgált mennyiségek ♦ Egy adott spektrális kitevőnél mind a (2.20) szerinti kes-
kenysávú, mind a (2.21) szerinti szélessávú jel-zaj viszony erőśıtés a kimeneti jel-zaj vi-
szonyhoz hasonló, rezonanciaszerű görbét ı́r le a bemeneti zajszórás függvényében. Ahogy
a 2.16. ábra szemlélteti, egy konkrét κ spektrális kitevőre a G(σ) függvény maximumhe-
lyét (σmax), illetve maximumát (Gmax) kerestem meg, és ezeket vizsgáltam a κ spektrális
kitevő függvényében.

s
max

G
max

G
(s

)

s

2.16. ábra. A jel-zaj viszony erőśıtés bemeneti zajszórástól való függésének jellegzetes gör-
béje

A szimuláció paraméterei ♦ Numerikus szimulációimat LabVIEW 6i programozási kör-
nyezetben végeztem, mind a szintmetszésdetektorra, mind a Schmitt-triggerre azonos pa-
raméterekkel. Egy rögźıtett κ spektrális kitevőre 64 pontban változtattam a bemeneten
a zajszórást; a zajszórás minimum- és maximumértékét az adott spektrális kitevőhöz iga-
źıtottam, úgy, hogy a jel-zaj viszony erőśıtés maximuma mindig benne legyen a vizsgált
intervallumban és a fölbontás a csúcs körül kieléǵıtő legyen. Az adatsor hosszát, az egy
periódusban lévő pontok számát, illetve a jelfrekvenciát rögźıtettnek tekintettem; ezek
kijelölték a ∆t időbeli lépésközt, amelynek megválasztása – nemdinamikai szimulációról
lévén szó, ahol sehol sem szerepel explicit időfüggés – egyébként önkényes lehet. A zaj
fölső határfrekvenciáját nem korlátoztam külön, ı́gy az a

”
mintavételi frekvencia”, azaz az

időbeli lépésköz reciprokának feleként adódott. A szimuláció paramétereit a 2.3. táblázat
összegzi.

Időlépés (∆t) 0,13 s
Jelfrekvencia 3,75 · 10−3 Hz
A zaj sávszélessége 3,84 Hz
A zajszórás (σ) különböző értékeinek száma egy κ spektrális kitevőnél 64
A κ spektrális kitevő értékei 0 ≤ κ ≤ 2
A κ spektrális kitevő fölbontása (∆κ) 0,1
A jelamplitúdó értéke (AT -hez viszonýıtva) 90%
A kitöltési tényező értéke 10%
Mintahossz 32768
Adatpontok száma egy jelperiódusban 2048

Átlagok száma egy rögźıtett paraméteregyüttesnél 1000

2.3. táblázat. A numerikus szimuláció paraméterei
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

2.3.3. Eredmények

Sźınes zajok hatása az erőśıtésre ♦ A 2.17. ábra jól mutatja, hogy a bemenetre
adott sźınes zaj spektrális kitevője jelentősen befolyásolja a jel-zaj viszony erőśıtés vi-
selkedését. Az ábrán, amelyen a jel-zaj viszony erőśıtés szélessávú változatának néhány
jellegzetes görbéjét tüntettem föl a zajszórás függvényében, láthatjuk, hogy a spektrális
kitevő növelésével a szélessávú jel-zaj viszony erőśıtésben tapasztalható csúcs értéke jelen-
tősen lecsökken, és a csúcs helye kis mértékben a magasabb zajszórások felé tolódik. E két
effektust az alábbiakban részletesen tárgyalom.
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2.17. ábra. A szélessávú jel-zaj viszony erőśıtés (Gw) zajszórástól (σ) való függésének
néhány jellegzetes jelalakja különböző κ spektrális kitevőjű sźınes zajokra

A jel-zaj viszony erőśıtés maximumhelye ♦ A 2.18. ábráról leolvasható, hogy szimu-
lációim nem mutattak ki a [40, 12, 13] közlemények eredményeihez hasonló optimalizációt
sem a szintmetszésdetektorban, sem a Schmitt-triggerben: mindkét rendszerben a jel-zaj
viszony erőśıtés maximumának eléréséhez szükséges zajszórás (σmax) monoton növekszik
a bemeneten alkalmazott 1/fκ t́ıpusú sźınes zaj κ spektrális kitevőjének növelésével, azaz
nincs olyan sźınes zaj, amelynél kisebb zajszórás is elegendő lenne a jel-zaj viszony erőśıtés
maximumának eléréséhez, mint fehérzaj esetében. Ezt az eredményt mind a (2.20) alap-
ján számolt keskenysávú, mind a (2.21) alapján számolt szélessávú jel-zaj viszony erőśıtés
tükrözi; amint az ábrán látható, a jel-zaj viszony erőśıtés két értelmezése közti eltérés e
tekintetben elhanyagolható, különösen a Schmitt-trigger esetében. Megfigyelhetjük azt is,
hogy a két rendszer között a fő különbség az, hogy a Schmitt-triggerben a κ > 1 esetben
jóval nagyobb zajszórások szükségesek a maximum eléréséhez, mint a szintmetszésdetek-
torban.

A jel-zaj viszony erőśıtés maximuma ♦ A jel-zaj viszony erőśıtés maximumának az
1/fκ t́ıpusú zaj κ spektrális kitevőjétől való függését a 2.19. ábrán tüntettem föl. Az
ábráról először is leolvashatjuk, hogy a maximumhellyel ellentétben a maximum értéke
gyökeresen eltérően viselkedik a jel-zaj viszony erőśıtés kétféle defińıciója esetében.

A (2.21) alapján számolt szélessávú jel-zaj viszony erőśıtés mind a szintmetszésdetek-
torban, mind a Schmitt-triggerben monoton csökken a κ spektrális kitevő növelésével, azaz
a magára a kimeneti jel-zaj viszonyra vonatkozó korábbi eredményekkel összhangban azt
mondja, hogy a sźınes zajok a sztochasztikus rezonancia által elérhető jel-zaj viszony erő-
śıtés értékét lerontják. Kiegésźıtve az előző pontban tett megállaṕıtásokkal, ez azt jelenti,
hogy a szintmetszésdetektorban és a Schmitt-triggerben a sźınes zajok semmilyen szem-
pontból nem optimalizálják a sztochasztikus rezonancia általi jel-zaj viszony erőśıtést.

A (2.20) alapján számolt keskenysávú erőśıtés szélessávú párjával markáns ellentét-
ben erőteljes optimalizációs effektust jósol: mind a szintmetszésdetektor, mind a Schmitt-
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre
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2.18. ábra. A jel-zaj viszony erőśıtés maximumhelye (σmax) a zaj κ spektrális kitevőjének
függvényében a szintmetszésdetektorra (bal oldali panel) és a Schmitt-triggerre (jobb oldali
panel). A keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtésre vonatkozó mennyiségeket teli körök, a
szélessávú megfelelőiket üres háromszögek jelzik

trigger esetén a jel-zaj viszony erőśıtés maximuma nemmmonoton görbét ı́r le a zaj κ spekt-
rális kitevőjének függvényében, melynek a vizsgált paraméterek esetén κ = 0,5 környékén
mindkét rendszerben határozott maximuma van. A keskenysávú defińıciót használva azt
mondhatjuk, hogy a fehérzajjal elérhető jel-zaj viszony erőśıtés sokszorosát is kaphatjuk
az optimális (ez esetben 1/f0,5 t́ıpusú) sźınes zaj alkalmazása esetén.
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2.19. ábra. A jel-zaj viszony erőśıtés maximuma (Gmax) a zaj κ spektrális kitevőjének
függvényében a szintmetszésdetektorra (bal oldali panel) és a Schmitt-triggerre (jobb oldali
panel). A keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtésre vonatkozó mennyiségeket teli körök, a
szélessávú megfelelőiket üres háromszögek jelzik

A keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtés anomáliái ♦ A keskenysávú jel-zaj viszony
erőśıtés nemmonoton viselkedése éles ellentétben állt előzetes várakozásaimmal, amelyek
szerint inkább a maximumhelyre lett volna elképzelhető optimalizációs effektus. Fölme-
rült annak gyanúja, hogy szimulációs artefaktum okozza a jelenséget. E kérdés tisztázására
megpróbáltam közelebbről megvizsgálni a keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtés viselkedésé-
nek hátterét.

Először is elméleti formulát próbáltam találni a bemeneti jel-zaj viszonynak a zaj spekt-
rális kitevőjétől való függésére. Kiindulásnak az 1/fκ t́ıpusú zajokat értelmező (1.41) össze-
függést vettem, amely alapján a bemeneti zaj teljeśıtménysűrűség-spektruma a következő
alakba ı́rható:

Szaj, be(f) =
C(σ, κ)

fκ
, (2.32)
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

ahol σ a zajszórás, C(σ, κ) pedig a frekvenciától független kifejezés. A spektrális kite-
vőtől való függés meghatározása érdekében éppen a C(σ, κ) tagot szeretnénk megkapni;
ehhez vegyük figyelembe, hogy a zaj összteljeśıtménye a zaj varianciájával egyenlő, továb-
bá az összteljeśıtmény a teljeśıtménysűrűség-spektrum teljes frekvenciatartományon vett
integráljaként is megadható:

σ2 =

fmax
∫

0

Szaj, be(f)df. (2.33)

Ezt az összefüggést kihasználva:

C(σ, κ) = σ2





fmax
∫

0

1

fκ
df





−1

. (2.34)

A
fmax
∫

0

1
fκ df integrál csak a 0 ≤ κ < 1 tartományon konvergens, viszont ebbe a tartományba

szerencsére beletartozik az általunk kapott maximumhely. Az integrálást elvégezve az
emĺıtett tartományon:

C(σ, κ) = σ2 1 − κ

f1−κ
max

(0 ≤ κ < 1), (2.35)

ı́gy a zaj teljeśıtménysűrűség-spektruma a bemeneten

Szaj, be(f) = σ2 1 − κ

f1−κ
max · fκ

(0 ≤ κ < 1). (2.36)

Ebből a keskenysávú jel-zaj viszonyt is meghatározhatjuk a bemeneten:

Rbe(κ, σ) =

lim
∆f→0

f0+∆f
∫

f0−∆f

Sjel, be(f)df

Szaj, be(f0)
= P (A, f0)

f1−κ
maxfκ

0

σ2(1 − κ)
(0 ≤ κ < 1), (2.37)

ahol f0 a bemenőjel alapfrekvenciája és P (A, f0) a bemenőjel teljeśıtménye az alapfrekven-
cia közvetlen környezetében. Ennek a kifejezésnek κ szerinti parciális deriválással megha-
tározhatjuk a lokális szélsőértékét, amely az alábbi értéknek adódik:

κext = 1 +
1

ln f0

fmax

. (2.38)

A szimulációnál használt értékeket behelyetteśıtve (f0 = 3,75 ·10−3 Hz, fmax = 3,84 Hz) ez
az extrémum κ ≈ 0,86 értéknek adódik. A 2.20. ábra bal oldalára tekintve azt is láthatjuk,
hogy ez az extrémum lokális minimum. Természetesen a jel-zaj viszony erőśıtés maximum-
értéke nem szükségszerűen ott van, ahol a bemeneti jel-zaj viszony minimumértéke, hiszen
a kimeneti jel-zaj viszony is függ a zaj spektrális kitevőjétől. Sajnos a kimeneti jel-zaj vi-
szony a κ spektrális kitevőtől való függésére nem áll rendelkezésünkre a (2.37) kifejezéshez
hasonló elméleti formula, ezért a további vizsgálatokhoz a szimulációból kapott adatokat
használtam.

A 2.20. ábra jobb oldalán föltüntettem az elméleti számı́tásokból kapott bemeneti jel-
zaj viszonyt, a szintmetszésdetektorbeli szimulációkból kapott kimeneti jel-zaj viszonyt (a
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre
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2.20. ábra. Bal oldali panel: a bemeneten mért keskenysávú jel-zaj viszony függése a zaj κ
spektrális kitevőjétől (nem magát az Rbe mennyiséget, hanem annak a zaj varianciájától és
a bemenőjel teljeśıtményétől függetlenné tett származékát ábrázoltam). Jobb oldali panel:
Az analitikus formulából számolt bemeneti jel-zaj viszony, a szimulációból kapott kimeneti
jel-zaj viszony (rögźıtett, σ = 0,21 értékű zajszórásnál) és a kettő hányadosakánt képzett
jel-zaj viszony erőśıtés normalizált értékei a κ spektrális kitevő függvényében

fehérzaj esetén a jel-zaj viszony erőśıtésben maximumot eredményező, rögźıtett bemeneti
zajszórásnál) és a kettő hányadosaként számolt jel-zaj viszony erőśıtést (minden adatsort
az adatsor maximumával normálva, hogy azonos skálán legyenek ábrázolhatók). Az ábrán
jól látható, hogy a kimeneti jel-zaj viszony egy rögźıtett zajszórásnál monoton csökken a zaj
κ spektrális kitevőjének függvényében, és ha ezt a monoton csökkenő függvényt elosztjuk
a minimummal b́ıró bemeneti jel-zaj viszonnyal, egy maximummal b́ıró görbét kapunk,
amely valóban azt jósolja, hogy sźınes zajokkal nagyobb jel-zaj viszony erőśıtést lehet
elérni, mint fehérzajjal, és létezik egy optimális spektrális kitevő. Ez a kitevő a szemléltető
görbe alapján nem ugyanott van, mint amit a szimulációk adtak eredményül, azonban
vegyük figyelembe, hogy a szemléltető görbe egy rögźıtett zajszórásra vonatkozik, amely
zajszórás csak a fehérzajra esik egybe a jel-zaj viszony erőśıtés maximumával, az összes
többi zajt́ıpus esetében a maximum elérése előtt vesz mintát a jel-zaj viszony erőśıtésből
– innen adódhat az eltérés.

A fönti gondolatmenettel meggyőződhettünk arról, hogy a keskenysávú jel-zaj viszony
sajátosságaiból következően a κ spektrális kitevő függvényében monoton csökkenő kime-
neti jel-zaj viszony esetén is előadódhat maximum a kimeneti jel-zaj viszony erőśıtésben,
ı́gy kevésbé valósźınű, hogy a keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtés viselkedése a numerikus
szimulációból következő artefaktum lenne.

A keskenysávú csúcs frekvenciafüggése ♦ A (2.38) összefüggés szerint a bemeneten a
keskenysávú jel-zaj viszony minimumhelye az f0/fmax frekvenciaaránytól függ, kézenfekvő-
nek tűnik tehát a föltételezés, hogy a keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtésben tapasztalható
maximum helyét adott zajsávszélesség (fmax) esetén a jelfrekvencia (f0) értéke befolyásol-
ja. Ennek ellenőrzésére a szimulációt különböző bemenőjel-frekvenciákkal megismételtem.

Az f0 jelfrekvencia változtatásánál tekintettel kell lennünk a diszkrét reprezentáció
sajátosságaira. Ha az adatsorbeli pontok száma (N) állandó, és az egy periódusban lévő
pontok számát q-val, az önkényesen megválasztható, de a frekvenciaskálát meghatározó
időbeli lépésközt ∆t-vel jelöljük, a jelfrekvencia a következőképpen adódik:

f0 =
1

T
=

1

q∆t
, (2.39)
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

mı́g a zaj sávszélességét a
”
mintavételi frekvencia” (1/∆t) feleként adhatjuk meg:

fmax =
1

2∆t
. (2.40)

A két egyenlet összevetéséből adódik, hogy rögźıtett N esetén az f0/fmax arány egyedül a
periódusonkénti pontok számának függvénye:

f0

fmax
=

1

q∆t
2∆t =

2

q
. (2.41)

A fentiekből kiolvasható, hogy nem elegendő a frekvenciaarány változtatásához az f0 jel-
frekvenciát növelni, hiszen q érintetlenül hagyásával ez (2.39) alapján a ∆t időlépést csök-
kentené, ezáltal (2.40) alapján a sávszélességet is növelné, ı́gy az f0/fmax arány változatlan
maradna. Én azt a megoldást választottam, hogy a q értékét minden lépésben felére csök-
kentettem, miközben az időbeli lépésköz (́ıgy a frekvenciaskála és a sávszélesség is) állandó
maradt, ı́gy a jelfrekvencia és a f0/fmax arány minden újabb szimulációnál a kétszeresére
nőtt.
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2.21. ábra. A keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtést maximalizáló spektrális kitevő (κmax)
a jelfrekvencia (f0) függvényében. Minden egyes vizsgált jelfrekvencia az azt megelőző
kétszerese

Vizsgálataim eredményét a 2.21. ábrán tüntettem föl. Az ábrán látható, hogy alacso-
nyabb frekvenciákon a keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtést maximalizáló spektrális kitevő
(κmax) a (2.38) összefüggésből megjósolhatóan csökken, ám magasabb frekvenciákon ez a
tendencia – vélhetően a kimeneti jel-zaj viszony spektrális kitevőtől való függéséből követ-
kezően – megfordul, és összességében nem állaṕıtható meg monoton frekvenciafüggés.

Összegzés ♦ Két nemdinamikai rendszerben – egy aszimmetrikus szintmetszésdetektor-
ban és a Schmitt-triggerben – megvizsgáltam a sztochasztikus rezonancia által elérhető
jel-zaj viszony erőśıtés viselkedését a bemenetre adott 1/fκ t́ıpusú sźınes zajok κ spekt-
rális kitevőjének függvényében. Azt találtam, hogy a zaj sźınes volta egyik rendszerben
sem optimalizálja a sztochasztikus rezonancia lefolyását abban az értelemben, ahogy ne-
uronmodelleknél korábban megfigyelték a kimeneti jel-zaj viszonyra [40, 12, 13], azaz a
jel-zaj viszony erőśıtés maximumának eléréséhez sźınes zajok esetén még nagyobb zajszó-
rások szükségesek, mint fehérzaj esetén. A jel-zaj viszony szélessávú defińıciójából számolt
erőśıtés azt is mutatta, hogy a maximum értékét is jelentősen lerontják a sźınes zajok.
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2. fejezet 2.3. sźınes zajok hatása a jel-zaj viszony erőśıtésre

Ugyanakkor a keskenysávú jel-zaj viszony erőśıtés határozott maximumot mutat bizonyos
sźınes zajok használatakor. Erről az effektusról megmutattam, hogy nem numerikus ar-
tefaktum, hanem valódi optimalizáció, amely azonban inkább a keskenysávú defińıció sa-
játságait tükrözi, mint a rendszerek sźınes zajok iránti preferenciáját. A maximum helyét
különböző frekvenciaviszonyok esetén is megvizsgáltam, azonban egyértelmű, monoton
frekvenciafüggést nem sikerült kimutatnom.
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3. fejezet

Az emberi sźıv- és érrendszerbeli
fluktuációk vizsgálata

3.1. A fluktuációk vizsgálatának módszerei

3.1.1. Az elektrokardiogram (EKG)

Az elektrokardiogram (EKG) egy rendḱıvül fontos diagnosztikai eszköz a sźıvműködés
vizsgálatában. Az EKG seǵıtségével a sźıvciklus fázisai, a sźıvműködés esetleges rendelle-
nességei jól nyomon követhetők. Azok a fluktuációk, amelyeket a fejezet ćımében emĺıtet-
tem, és amelyek vizsgálatának bemutatása e dolgozat egyik fő részét képezi, elsősorban az
elektrokardiogramból kiolvasható mérőszámok fluktuációi.

Az ingerület mint elektromos jelenség ♦ A neurológiai folyamatok hátterében lé-
vő rendḱıvül összetett jelenségeket a végletekig leegyszerűśıtve azt mondhatjuk, hogy az
ingerület kialakulása és terjedése elektromos potenciálkülönbségekkel ı́rható le, mely po-
tenciálkülönbségeket különböző ionpumpák álĺıtanak be, és amelyek megváltozása speci-
fikus ioncsatornák megnýılására, illetve bezárására vezethető vissza. A szervezet minden
sejtjére alaphelyzetben egy negat́ıv potenciálkülönbség, az úgynevezett nyugalmi potenciál
jellemző, ami azt tükrözi, hogy a sejt belseje a sejten ḱıvüli térhez képest negat́ıv a pozit́ıv
ionok alacsonyabb koncentrációja miatt. Ez a potenciál az idegsejtekben és izomsejteken
képes megváltozni, jellemzően inger hatására; az ideg- és izomrostokon kialakuló, tovater-
jedő membránpotenciál-változást nevezzük akciós potenciálnak. Az akciós potenciál során
egyes ioncsatornák megnýılása azt eredményezi, hogy a sejt belseje elveszti negat́ıv töltését
(ezt nevezzük depolarizációnak); az akciós potenciál végén a sejtbelső negat́ıv töltése kezd
visszaállni, ez utóbbi jelenséget repolarizációnak nevezzük.

Az elektrokardiográfia elve ♦ A föntiekben láttuk, hogy általában az idegélettani je-
lenségek, ı́gy a sźıv ritmikus összehúzódása is, elektromos feszültségváltozásokkal járnak
együtt. Az elektrokardiográfia elve azon alapul, hogy a sźıvben lezajló feszültségváltozások
tovaterjednek, megjelennek a bőrfelületen is, ahonnan megfelelő elektródokkal elvezethe-
tők, majd megfelelő erőśıtés után regisztrálhatók [49]. Az elvet Williem Einthoven hol-
land fiziológus fedezte föl a 20. század elején; az ő tiszteletére az elektródák elrendezését
Einthoven-féle elvezetéseknek nevezik. Az Einthoven-féle elrendezésben a három mérési
pont úgy veszi körül a sźıvet, hogy azok megközeĺıtőleg egy egyenlő szárú háromszöget
formázzanak. Az I. elvezetésben a jobb és a bal kéz, a II. elvezetésben a jobb kéz és a
bal láb, a III. elvezetésben pedig a bal kéz és a bal láb közötti feszültséget mérjük, oly
módon, hogy mindig az utóbbi elektróda csatlakozik az erőśıtő pozit́ıv bemenetéhez (lásd
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3. fejezet 3.1. a fluktuációk vizsgálatának módszerei

3.1. ábra. Az Einthoven-féle elvezetések pola-
ritásának vázlata. Forrás: [49]

3.2. ábra. Depolarizáció és repolari-
záció az EKG-ben. Forrás: [49]

3.1. ábra). Elvileg egyetlen elvezetés is elegendő lenne a sźıvműködés megfigyeléséhez,
több elvezetés együttes monitorozásával azonban a sźıv tengelyállása is megállaṕıtható,
illetve a sźıvizom helyi vérellátási zavarai is diagnosztizálhatók.

Az elektródák elrendezésének köszönhetően a depolarizáció pozit́ıv feszültségként je-
lenik meg, mert az erőśıtő pozit́ıv bemenetéhez csatlakozó elektródák közelebb vannak a
sźıvben kialakuló erőtér pozit́ıv pólusához. Azt, hogy a repolarizáció hogyan tükröződik az
elektrokardiogramon, terjedésének iránya határozza meg. Ha a repolarizáció terjedésének
iránya megegyezik a depolarizációéval, az EKG-készülék negat́ıv feszültséget mér: ami-
kor az első elektróda alatti membránterület már repolarizálódott, tehát a fölsźınen ismét
pozit́ıv töltések jelennek meg, a második elektróda alatti terület pedig még nem repolari-
zálódott, azaz a fölsźınen még negat́ıv töltéstöbblet van, a regisztrált feszültség negat́ıv.
E negat́ıv feszültség akkor éri el maximumát, amikor a sejtfölsźın felerészben repolarizáló-
dott; amikor a repolarizáció a teljes felületre kiterjedt, azaz a nyugalmi potenciál visszaállt,
a feszültség 0. Abban az esetben, amikor a repolarizációs hullám terjedési iránya ellentétes
a depolarizációéval, a feszültség a repolarizáció alatt pozit́ıv előjelű (lásd 3.2. ábra).

Az elektrokardiogram szakaszai ♦ Az elektrokardiogram egy periódusának jellegzetes
jelalakja a 3.3. ábrán látható. Megegyezés alapján az elektrokardiogramon a pozit́ıv irá-
nyú kitéréseket ábrázoljuk fölfelé. Az EKG-görbén jellegzetes csúcsokat, illetve völgyeket
figyelhetünk meg, ezek elnevezése rendre P-, Q-, R-, S-, T-hullám. A különböző hullámok,
illetve hullámcsoportok az alábbi kapcsolatban állnak a sźıvciklus fázisaival:

• P-hullám: a pitvarizomzat depolarizációjának felel meg. A P-hullám vége jelzi,
hogy minden pitvari izomsejt depolarizálódott, és megkezdődik a pitvar összehúzó-
dása.

• PQ-szakasz: ekkor a depolarizáció a pitvaroktól az atrioventrikuláris csomón, a His-
kötegen, a Tawara-száron és a Purkinje-rostokon halad a kamrák felé. A PQ-szakasz
izoelektromos szakasz, azaz potenciálkülönbség ez idő alatt nem mutatkozik.

• QRS-komplexum: a kamraizomzat depolarizációját tükrözi. Amplitúdója a kam-
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raizomzat jelentős tömege miatt nagyobb a többi hullám amplitúdójánál.

• ST-szakasz: a kamrai akciós potenciál platójával esik egybe. Ekkor a kamra fölsźı-
nét egyöntetűen pozit́ıv töltések boŕıtják, ezért az ST-szakasz izoelektromos.

• T-hullám: a kamra repolarizációjának a jele. Mivel a repolarizáció terjedési iránya
a depolarizáció irányával ellentétes, a T-hullám pozit́ıv.

3.3. ábra. Az EKG-görbe hullámai és szakaszai. Forrás: [49]

Az RR-intervallum ♦ Az EKG-görbe kétségḱıvül legmarkánsabb eleme a kamrai szisz-
toléhoz köthető R-hullám; mivel viszonylag könnyen detektálható, célszerű a sźıvütések
időpontját az R-hullámhoz kapcsolni. Az elektrokardiogramból kiolvasható legfontosabb
mérőszám az RR-intervallum, amely két szomszédos R-hullám távolsága (lásd a 3.4. áb-
rát). Az RR-intervallum a két egymást követő sźıvütés között eltelt időt adja meg; recip-
roka, a sźıvfrekvencia, értelemszerűen a pulzusszámmal áll kapcsolatban.

Az RR-intervallum sźıvütésről-sźıvütésre regisztrálható: minden R-hullám időpontjá-
hoz hozzárendeljük a megelőző R-hullámtól eltelt időt. Az ı́gy kapott adatsor természetesen
változik az időben, hiszen a sźıvfrekvenciát a vegetat́ıv idegrendszer szabályozza. Az RR-
intervallumok fluktuációi ily módon a vegetat́ıv szabályzás működéséről hordoznak fontos
információt.

3.1.2. A vérnyomás és a légzési ütem regisztrálása

Vérnyomásmérés ♦ A leggyakoribb noninvaźıv (azaz műtéti beavatkozást nem igény-
lő) vérnyomásmérési módszer a hallgatózásos technika. Ennek során a felkarra fölfújható
mandzsettát helyeznek, amelyet annyira fölpumpálnak, hogy teljesen elszoŕıtsa az artéri-
át és ı́gy ideiglenesen megálĺıtsa ott a véráramlást. Miközben fokozatosan csökkentik a
mandzsettában a nyomást, a karra helyezett sztetoszkóppal vagy mikrofonnal hallgatják a
véráramlás által kiváltott hangokat. Amikor a mandzsettabeli nyomás a szisztolés nyomás
alá csökken, megnýılik az artéria, és egy turbulens áramlás indul meg, amely jól érzékel-
hető hanggal (az úgynevezett Korotkoff-hangok) jár együtt. Amikor a mandzsettában a
nyomás a diasztolés nyomás alá csökken, az áramlás akadálytalanná válik, és a turbulencia
okozta hang elhallgat. Ily módon a Korotkoff-hangok időtartama alatt a mandzsettában

61
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3.4. ábra. Az EKG (bal panel) és a vérnyomás (jobb panel) jelalakjai

mért nyomásmaximum a szisztolés nyomással, a nyomásminimum a diasztolés nyomással
egyezik meg.

Ez az eljárás értelemszerűen egy adott időpontbeli minimum- és maximumértékekről
tud számot adni, nem alkalmas viszont a folytonos vérnyomásjel megfigyelésére és rögźı-
tésére. A sźıv- és érrendszer noninvaźıv vizsgálatában áttörést hozó Peñaz-féle vérnyo-
másmérési elv alapján azonban ezek a feladatok is elláthatók. Az elv lényege, hogy pl az
ujjra helyezett mandzsettában mért infravörös transzmisszió az ottani aktuális vértérfo-
gattal arányos, a vértérfogat változása viszont az artériás vérnyomás emelkedéseit követi.
A vértérfogat változásaival szemben az érfal ellenállást fejt ki; ez az ellenállás nő az érfal
külső és belső oldala közti nyomáskülönbség (az úgynevezett transzmurális nyomás) emel-
kedésével, tehát akkor mérhetünk a vértérfogatingadozásokban maximális amplitúdót, ha
a mandzsettában lévő nyomást addig növeljük, hogy a transzmurális nyomás megszűnjék,
ekkor a legrelaxáltabb ugyanis az artériafal. A továbbiakban a Peñaz-elven működő készü-
lék – visszacsatolt üzemmódjában – úgy szabályozza a mandzsettában uralkodó nyomást,
hogy a vértérfogat állandó szinten legyen. Ehhez értelemszerűen a szisztolé alatt nagyobb,
a diasztolé alatt pedig kisebb nyomás szükséges, tehát a mandzsettában uralkodó nyo-
más kis késéssel mindig pontosan követi a vérnyomás változásait [51]. A mandzsettában
uralkodó nyomást a mai szenzortechnikával folyamatosan mérni, digitalizálás után pedig
rögźıteni lehet, ı́gy lehetőség nýılik a vérnyomásjel valós idejű, folyamatos regisztrálására.

A légzésjel fölvétele ♦ Ha ismerni akarjuk a be- és kilégzett levegő térfogatát az idő
függvényében, az úgynevezett spirométert szokás használni. Ennek elve az, hogy az alany
egy csövön keresztül lélegzik, amely egy szabadon elmozduló elemmel határolt zárt lég-
térben végződik (például egy folyadékba szájával lefelé merülő, levegővel teli üveghenger).
A határolóelem a ki- és belégzéssel összhangban mozdul el föl vagy le, elmozdulása a ki-
és belégzett levegő térfogatával arányos, ı́gy a légzésjel kalibrálható, és a légzési térfogat
regisztrálható az idő függvényében. Ez elrendezés kiegésźıthető gázelemző készülékekkel,
amelyek meghatározzák a ki- és belélegzett levegő összetételét.

Ha csak a légzés ritmicitására, frekvenciatartománybeli paramétereire vagyunk ḱıván-
csiak, egy egyszerűbb és kevésbé körülményesen használható készülékkel, a pneumoövvel is
célt érhetünk. Ez egy rugalmas, zárt gumicső, amelyhez egy nyomásérzékelő csatlakozik.
A gumicsövet a szorosan vizsgálati alany derekára sźıjazzák, ı́gy a gumicső a légzés során a
hasfal mozgásával egy ütemben nyúlik meg és húzódik össze. Az összehúzódás és kitágulás
ritmusát a csőbeli nyomás változása hűen követi, ı́gy a nyomásmérő jelének rögźıtésével a
légzési ütem regisztrálható. Mivel ennek a jelnek a konkrét értéke nem hordoz informá-
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ciót a ki- és belélegzett térfogatról, az ı́gy fölvett légzésjelet a továbbiakban kalibrálatlan
légzésjelnek fogom nevezni.

3.1.3. A fluktuációk időtartománybeli vizsgálata

EKG-paraméterek ♦ Mint már emĺıtettem, a sźıv- és érrendszer vizsgálatában kiemelke-
dően fontos szerepet játszó mérőszám az RR-intervallum. Az RR-intervallumok fluktuáci-
óinak időtartománybeli jellemzésére az alább fölsorolt paraméterek terjedtek el [52, 53, 54].
A jelölésekben 〈. . .〉 kivételesen a sokaságátlagot reprezentálja, {RRj}N−1

j=0 az egymást kö-
vető RR-intervallumok sorozata, N az összes regisztrált RR-intervallum száma.

• Átlagos RR-intervallum:

〈RR〉 =
1

N

N−1
∑

j=0

RRj . (3.1)

• Az RR-intervallumok szórása (standard deviation of RR intervals):

sdRR =
√

〈

RR2
〉

− 〈RR〉2. (3.2)

• Az egymást követő RR-intervallumok különbségének szórása (standard
deviation of successive differences):

sdSD =

√

〈(∆RR)2〉 − 〈∆RR〉2, (3.3)

ahol ∆RRj := RRj+1 − RRj (0 ≤ j ≤ N − 2).

• Az egymást követő RR-intervallumok különbségének effekt́ıv értéke (root
mean square of successive differences):

rmsSD =
√

〈(∆RR)2〉. (3.4)

• Azon RR-intervallumok százalékos aránya, amelyek hossza a szomszédos
RR-intervallum hosszától több mint 50 ms-mal eltér:

pNN50 :=
M

N − 1
· 100%, (3.5)

ahol M jelöli azon RR-intervallumok számát, amelyek a szomszédos RR-intervallum-
tól több mint 50 ms-mal eltérnek.

3.1.4. A fluktuációk spektrális elemzése

Mint az 1.4.1. pontban láthattuk, a sźıv működése határozott ritmicitást mutat, a regiszt-
rátumok spektrális anaĺızise tehát mindenképpen indokolt, és sok értékes információval
szolgálhat. A neurológiai kutatásokban, sőt, gyakran a diagnosztikában is, fontos szerepet
játszanak az EKG-, vérnyomás- és légzési jelek alapján számolt spektrumok.

EKG ♦ Az elektrokardiogram frekvenciatartománybeli anaĺızisekor nem a teljes EKG-jel
spektrumát szokás vizsgálni, hiszen ekkor elmosnánk a sźıvfrekvencia időbeli változása-
it (pont azt, amire ḱıváncsiak vagyunk), és csupán egy átlagos sźıvfrekvenciát kapnánk

63
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eredményül. Sokkal informat́ıvabb az EKG-jelből számolt RR-intervallumok sorozatának
mint időfüggő adatsornak a spektrális anaĺızise, ekkor ugyanis magának a vegetat́ıv sza-
bályzásnak, illetve a sźıvfrekvenciát befolyásoló egyéb paramétereknek (például a légzés) a
ritmikus komponenseit tudjuk azonośıtani. Ennek alternat́ıvájaként újabban az időfüggő
spektrális anaĺızis (a Wigner–Ville-disztribúció, illetve a Short-time FFT ) merült föl, ezek
azonban a mai számı́tógépes kapacitást is képesek jócskán lekötni, és lényegében ugyanazt
az információt tudják nyújtani. Ez utóbbi álĺıtás megindoklásához azt vegyük figyelem-
be, hogy az RR-adatsor nem más, mint az instant sźıvfrekvencia (az adott sźıvütéshez
rendelt pillanatnyi sźıvfrekvencia) reciproka az idő függvényében, tehát egyfajta időfüg-
gő frekvencia-regisztrátum, amelynek spektrális anaĺızisével a sźıvfrekvenciát befolyásoló
hatások ritmicitását tudjuk földeŕıteni.
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3.5. ábra. Vezényelt légzés során fölvett RR-regisztrátum és teljeśıtménysűrűség-spektruma

Ennek illusztrálására szolgál a 3.5. ábra, amelyen egy úgynevezett vezényelt légzés
közben fölvett RR-adatsort és annak spektrumát tüntettem föl. A vezényelt légzés során a
vizsgálati alany légzésének üteme nem spontán, hanem a be- és kilégzés vagy metronómhoz,
vagy a vizsgálatot végző személy vezényszavaihoz van kötve, ı́gy nagyjából állandó frek-
venciájú légzés tartható fönn. Az ábrán föltüntetett esetben a vezényelt légzés frekvenciája
6/perc, azaz 0,1 Hz. Az ábrán látható, hogy az RR-intervallum, ezáltal a sźıvfrekvencia
időben változó, és ez a változás periodikus, mégpedig épp a légzési frekvencia reciprokának
megfelelő, azaz 10 másodperces periódusidővel. Az ábra jobb oldalán látható spektrum ezt
megerőśıti: a légzési frekvenciának megfelelő 0,1 Hz-es frekvencián igen markáns csúcsot
figyelhetünk meg az RR-intervallum spektrumában, ami bizonýıtja, hogy a légzés hatása
megjelenik a sźıvfrekvenciában.

Fontos megemĺıteni itt egy az RR-intervallumok spektrumával kapcsolatos módszer-
tani problémát. Az RR-adatsor csak diszkrét időpillanatokban értelmezett, hiszen úgy
kaptuk, hogy minden R-hullám bekövetkezésének idejéhez hozzárendeltük a megelőző R-
hullám óta eltelt időt; ráadásul ezek a diszkrét időpillanatok inherensen nem egyenközűek,
hiszen az RR-intervallumok változnak, és bennünket éppen a változásuk üteme érdekel. A
gyors Fourier-transzformáció viszont egyenközű mintavételezést föltételez és igényel. Ezt
a problémát két úton lehet megkerülni. A leginkább elterjedt módszer az, amikor az RR-
adatsort állandó időközönként újramintavételezik, és az újramintavételezett időpontokban
interpolációval határozzák meg a jel értékét. A másik, újabban egyre nagyobb publicitást
kapó módszer a Lomb-periodogram alkalmazása, amely Lomb-periodogram lényegében egy
időeltolásokkal szemben invariánssá tett diszkrét Fourier-transzformáció, amelyben az idő-
paraméter explicite benntmarad, mivel az állandó időközök föltételezésével kapott egysze-
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rűśıtés (lásd az 1.58. formulát) itt nem végezhető el.

Az első módszerrel szemben néha fölmerül az az ellenvetés, hogy artefaktumokat hoz
létre, hiszen az interpoláció úgymond

”
új sźıvütéseket” szúr be. Ezt az érvelést azonban

elháŕıthatjuk azzal, hogy amint interpolálni kezdünk, az interpolált jel elveszti eredeti je-
lentését (a sźıvütések között eltelt idők a sźıvütések időpontjában) – hiszen ha megtartaná,
az teljesen egyenletes, irreálisan szapora sźıvritmust sugallna –, és csupán egy segédeszkö-
zül szolgál a sźıvritmust szabályozó effektusok ritmicitásának földeŕıtésére. Ez a segédjel,
ha növekszik, az a paraszimpatikus hatás erősödését, ha csökken, a szimpatikus aktivitás
fokozódását tükrözi. A Lomb-periodogrammal szemben hasonló kifogások nem jöhetnek
szóba, ám ez a módszer még mindig kevésbé elterjedt, és egyes kutatások azt mutatják,
hogy bizonyos esetekben artefaktumokhoz vezethet a spektrumban [55].

A releváns spektrumtartományok ♦ A neurokardiológiai szempontból fontos ritmikus
komponensek mind a 0–0,5 Hz-es spektrumtartományban helyezkednek el. Ezt a spektrum-
tartományt szokás az ott domináns hatások alapján további résztartományokra osztani az
alábbiak szerint [52, 56]:

• Nagyon alacsony frekvenciájú tartomány (0,003–0,05 Hz): ezt olyan hatá-
sokkal hozzák kapcsolatba, mint a termoreguláció, vagy a plazmarenin-aktivitás vál-
tozása.

• Alacsony frekvenciájú tartomány (0,05–0,15 Hz): ennek a tartománynak a
hátterében igen összetett folyamatok állnak, például a vérnyomás és a pulzus közötti
baroreflexáttétel.

• Magas frekvenciájú tartomány (0,15–0,5 Hz): ebben a tartományban döntően
a légzéssel kapcsolatos ritmikus komponensek jelennek meg.

A spektrumtartományokhoz skaláris mérőszámok is rendelhetők: kiszámı́tható a
”
tel-

jes” (azaz a 0,5 Hz-ig terjedő) teljeśıtmény, illetve az alacsony- és magasfrekvenciás tel-
jeśıtmény mint a teljeśıtménysűrűség-spektrum megfelelő tartományokon vett határozott
integrálja. Abból a tényből kiindulva, hogy a szimpatikus idegrendszer nem képes gyors
változások közvet́ıtésére, a magasfrekvenciás teljeśıtményt a paraszimpatikus, az alacsony-
frekvenciás teljeśıtményt pedig a szimpatikus idegrendszerhez szokták tárśıtani, a két tel-
jeśıtmény hányadosát pedig a szimpatikus-paraszimpatikus egyensúly mérőszámának te-
kinteni. Ennek az álláspontnak a helyessége azonban vitatott, hiszen az, hogy a gyors
válaszokat csak a paraszimpatikus div́ızió közvet́ıtheti, nem jelenti azt, hogy a lassúak
pedig csak a szimpatikus idegrendszerrel hozhatók összefüggésbe [52]. Ezt látszanak alá-
támasztani azok a ḱısérletek, amelyekben a paraszimpatikus hatás blokkolása valamennyi
spektrális komponenst eliminálta [57].

A légzés és a vérnyomás ♦ Mı́g a kalibrálatlan légzésjel esetében mindig a jel egészének
Fourier-transzformációjával kapjuk a spektrumot, a vérnyomás spektrumának számı́tásá-
nál leggyakrabban az EKG-spektrumoknál alkalmazott csúcskereséses-újramintavételezé-
ses módszert követik: detektálják a vérnyomásban jelentkező szisztolés csúcsokat (vagy a
diasztolés minimumokat), és a megfelelő újramintavételezés és interpolálás után FFT alkal-
mazásával kiszámolják a szisztolésvérnyomás-spektrumot (illetve a diasztolésvérnyomás-
spektrumot). Az EKG-jellel ellentétben azonban a vérnyomásjelben a jel egésze hordozhat
információt, ezért indokolt lehet a teljes vérnyomásjel spektrumát kiszámı́tani.

Az utóbbi eljárás, bár jóval egyszerűbb és a csúcskeresés képviselte hibalehetőségeket
teljesen kikerüli, kevésbé elterjedt, mint a csúcskereséses módszer. Ugyanakkor belátható,
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3. fejezet 3.1. a fluktuációk vizsgálatának módszerei

hogy a két metódus a releváns spektrumtartományokban nagymértékben hasonló ered-
ményeket szolgáltat. A teljes vérnyomásjel közeĺıthető úgy, mint egy vérnyomásperiódus
konvolúciója a csúcsok helyét tartalmazó impulzussorozattal. Frekvenciatartományban a
konvolúció megfelelője a szorzás, tehát a teljes spektrum és a szisztolésvérnyomás-spektrum
között közeĺıtőleg egy periódus spektruma teremt kapcsolatot mint szorzótényező. Mivel a
releváns, 0,5 Hz alatti spektrumtartományban az utóbbi konstans (lásd a 3.6. ábra), végső
soron azt mondhatjuk, hogy a kettő között nincs számottevő különbség [58].
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3.6. ábra. A vérnyomásjel egy periódusának spektruma a 0–0,5 Hz tartományon

3.1.5. Az EKG-, vérnyomás- és légzésijel-fluktuációk összefüggései

Igen régi megfigyelés, hogy a vérnyomás csökkenése pulzusszám-növekedéssel, csökkenése
pedig pulzusszám-emelkedéssel jár. E jelenség hátterében az 1.4.2. pontban megismert
baroreflex mechanizmusok állnak. A vérnyomás és a sźıvritmus közötti csatolás számszerű
jellemzésére a legelterjedtebb két paraméter a baroreflexérzékenység és az alfa-index.

Baroreflexérzékenység ♦ A vérnyomás és az EKG regisztrátumaiból elkülöńıthetők azok
a szakaszok, amelyekben a szisztolés vérnyomáscsúcsok több ciklusra kiterjedő monoton
növekedéséhez azzal egyidejűleg az RR-intervallumok monoton nyúlása, illetve a csök-
kenéshez az RR-intervallumok rövidülése társul. Az összetartozó változások azonośıtása
után lineáris regressziószámı́tással meghatározható az RR-változásokat a szisztolésvérnyo-
más-változások függvényében léıró egyenes meredeksége (lásd a 3.7. ábrát); ez utóbbit
nevezzük baroreflexérzékenységnek (baroreflex sensitivity, BRS) [59, 60]. Ahhoz, hogy a
baroreflexérzékenységet érvényesnek fogadjuk el, az egybecsengő változásoknak bizonyos
minimális ciklusszámnál többre ki kell terjedniük, illetve a köztük lévő korrelációs együtt-
hatónak egy bizonyos küszöböt meg kell haladnia. Elő́ırható küszöb a szisztolés vérnyomás
minimális változására is [61].

A számı́tások során az egyidejűségre többféle kritériumot használnak: a vérnyomás-
értékeket összefüggésbe hozhatjuk az ugyanazon sźıvciklusbeli RR-intervallumokkal (erre
a késleltetés nélküli számı́tásmódra az irodalomban

”
lag 0” jelöléssel szokás utalni), illet-

ve alkalmazhatunk egy vagy több ciklusnyi elcsúsztatást, amikor az adott sźıvciklusbeli
vérnyomáscsúcs-változáshoz az egy vagy több ciklussal későbbi RR-intervallumok válto-
zása van hozzárendelve (a c ciklusnyi elcsúsztatás jelölése

”
lag c”). A legelterjedtebb az

egyciklusnyi késleltetés [52].

Alfa-index ♦ A vérnyomás és a sźıvritmus közötti baroreflexáttétel nem csupán időtar-
tományban, hanem frekvenciatartományban is jellemezhető. A szisztolés vérnyomás és
az RR-intervallumok teljeśıtménysűrűség-spektrumából kiszámı́tható az úgynevezett alfa-
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3. fejezet 3.1. a fluktuációk vizsgálatának módszerei
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3.7. ábra. A baroreflexérzékenység számı́tása. ∆SBP a szisztolés vérnyomáscsúcsok válto-
zását, ∆RR az RR-intervallumok változását jelöli; a pontok a mért adatokat reprezentál-
ják, az egyenest pedig regressziószámı́tással kaptuk. Az egyenes meredeksége a baroreflex-
érzékenység

index, amely egy adott F = [f1, f2] frekvenciaintervallumra az alábbi módon értelmezhető
[62, 52]:

αF :=

√

PRR (f1, f2)

PSBP (f1, f2)
, (3.6)

ahol PRR (f1, f2) az RR-intervallum spektrumának, PSBP (f1, f2) pedig a szisztolés vérnyo-
másnak a teljeśıtménye az [f1, f2] frekvenciatartományon. Utóbbiak a következőképpen
számolhatók:

PRR (f1, f2) =

f2
∫

f1

SRR (f) df, (3.7)

és

PSBP (f1, f2) =

f2
∫

f1

SSBP (f) df, (3.8)

ahol SRR (f) az RR-intervallumok, SSBP (f) pedig a szisztolés vérnyomás teljeśıtménysű-
rűség-spektruma.

Az alfa-index meghatározásánál gyakran kiszámolják az RR-intervallumok és a vérnyo-
másjel közötti koherenciát, és csak akkor értelmezik az alfa-indexet, ha a koherencia egy
határérték (általában 0,4-0,5) fölött van [52].

Az EKG és a légzés ♦ Ahogy már a 3.5. ábrán is láttuk, a légzés ritmicitása megjelenik
a pulzusszámváltozásokban. Nyugalmi körülmények között, spontán légzés esetén az RR-
intervallumok spektrumában a magas frekvenciájú csúcs függ össze a légzéssel. Vezényelt
légzés esetén a csúcs értelemszerűen élesebbé, markánsabbá válik, és a vezényelt légzés
ütemétől függően átkerülhet akár az alacsony frekvenciájú tartományba is. A légzés a pul-
zusszám mellett a vérnyomás fluktuációira is hatással van, ı́gy összességében a baroreflex
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3. fejezet 3.2. a vérveszteség hatásai az emberi autonóm regulációra

működésének földeŕıtésére irányuló kutatások során alapkövetelmény a légzés vezénylése
vagy monitorozása [52].

3.2. A vérveszteség hatásai az emberi autonóm regulációra

3.2.1. Célkitűzések

Az 1.4.2 pontban tárgyalt baroreflex mechanizmusok központi szerepet játszanak a vér-
nyomás közel állandó szintjének fönntartásában. Szerepük különösen akut vérveszteség
esetén válik kritikussá. A vérveszteség hatásának tanulmányozása azért is fontos, mert a
baroreflexes szabályozás különböző komponensei közötti csatolás vértérfogatfüggő is lehet,
ı́gy a vértérfogat ellenőrzött körülmények közötti megváltoztatásával mélyebb betekintést
nyerhetünk a sźıv- és érrendszeri szabályozó mechanizmusok összefüggéseibe. E célból
önkéntesek EKG-, vérnyomás- és légzésjeleit rögźıtettük véradás előtt és után, és összeha-
sonĺıtottuk az akut vérveszteség különböző idő- és frekvenciatartománybeli paraméterekre
gyakorolt hatását [T4].

3.2.2. Vizsgálati eszközök, módszerek

A vizsgálati protokoll ♦ A vizsgálati alanyok egészséges önkéntesek voltak: létszámuk
48 fő, 23 férfi és 25 nő, életkoruk 35 ± 12 év. Először 5 perc nyugalom után a vérvétel
előtti alapállapotot rögźıtették, majd a 350-400 ml vér levétele és rögtön ezután a vérvétel
utáni állapot fölvétele következett. Az alanyok a vizsgálat befejezéséig nem ihattak.

Mérőeszközök ♦ Az EKG-jeleket egy Marquette t́ıpusú betegőrző monitor, a vérnyo-
mást egy Peñaz-elven működő, Finapress 2300 t́ıpusú noninvaźıv vérnyomásmérő készülék
mérte. A jeleket 500 Hz mintavételi frekvenciával Dataq/Windaq rendszer digitalizálta és
rögźıtette. A kalibrálatlan légzésjelet pneumoöv szolgáltatta.

A vizsgált paraméterek ♦ Az adatok földolgozása a WinCPRS programmal történt.
A vizsgált időtartománybeli paramétereket a 3.1. táblázat, a frekvenciatartománybelieket
a 3.2. táblázat foglalja össze. A vérnyomás és a sźıvritmus közötti kapcsolatot jellemző
baroreflexérzékenységi paramétereket külön tüntettem föl a 3.3. táblázatban. A baro-
reflexérzékenység számı́tásához azok a szekvenciák szolgáltak alapul, amikor három vagy
több egymást követő cikluson keresztül a szisztolés vérnyomásmaximum értékének mo-
noton emelkedését, illetve csökkenését az RR-intervallumok monoton emelkedése, illetve
csökkenése ḱısérte 0,8-nél nagyobb korrelációs együtthatóval. A véradás előtti és utáni
adatok összehasonĺıtásánál szignifikáns változásnak azt tekintettük, amelyhez 0,05 alatti
szignifikanciaszint tartozott.

Jelölés Magyarázat Egység

SAP szisztolés vérnyomás Hgmm
DAP diasztolés vérnyomás Hgmm
MAP átlagos vérnyomás Hgmm
〈RR〉 az átlagos RR-intervallumhossz ms
sdRR az RR-intervallumok szórása ms
rmsSD a szomszédos RR-intervallumok különbségének effekt́ıv értéke ms
pNN50 az 50 ms-nál többel eltérő szomszédos RR-intervallumok aránya %

3.1. táblázat. A vizsgált időtartománybeli paraméterek
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3. fejezet 3.2. a vérveszteség hatásai az emberi autonóm regulációra

A spektrumoknál az alacsonyfrekvenciás tartomány határai 0,05–0,15 Hz, a magasfrek-
venciásé 0,15–0,5 Hz voltak. A szisztolés- és diasztolésvérnyomás-spektrumokat a vérnyo-
máscsúcsok és vérnyomásminimum detektálása után az RR-intervallumokhoz hasonlóan
interpolálás utáni gyors Fourier-transzformációval kaptuk. Az alfa-indexet csak azokra az
adatokra fogadtuk el, amelyeknél a szisztolés vérnyomás és az RR-intervallumok közötti
koherencia 0,5 fölött volt.

Jelölés Magyarázat Egység

RRI LF az RR-intervallumok alacsony frekvenciás teljeśıtménye ms2

SAP LF a szisztolés vérnyomás alacsony frekvenciás teljeśıtménye Hgmm2

DAP LF a diasztolés vérnyomás alacsony frekvenciás teljeśıtménye Hgmm2

RRI HF az RR-intervallumok magas frekvenciás teljeśıtménye ms2

SAP HF a szisztolés vérnyomás magas frekvenciás teljeśıtménye Hgmm2

DAP HF a diasztolés vérnyomás magas frekvenciás teljeśıtménye Hgmm2

f0 központi légzési frekvencia Hz

3.2. táblázat. A vizsgált frekvenciatartománybeli paraméterek

Jelölés Magyarázat Egység

upBRS a vérnyomásemelkedéskor számolt baroreflexérzékenység ms/Hgmm
downBRS a vérnyomáscsökkenéskor számolt baroreflexérzékenység ms/Hgmm
αLF az alacsony frekvenciás alfa-index ms/Hgmm
αHF a magas frekvenciás alfa-index ms/Hgmm

3.3. táblázat. A vizsgált baroreflexparaméterek

A légzési frekvencia vizsgálata ♦ Az előzőekben láttuk, hogy a légzés hatása mind
a sźıvritmusban, mind a vérnyomásban megjelenik, ezért a sźıvritmus és a vérnyomás
egymásrahatásának vizsgálatakor a légzésről mint a háttérben meghúzódó változóról nem
feledkezhetünk el. A kutatást vezető orvosok által használt WinCPRS szoftver azonban
nem alkalmas a kalibrálatlan légzésjel spektrális vizsgálatára, és ez indokolta kutatócso-
portunk részvételét a vizsgálatban.

A spektrumok kiszámı́tásához a LabVIEW 6i programozási környezetet használtam. A
regisztrátumot 2 perc hosszú szegmensekre osztottam, melyek között beálĺıtható mértékű
átlapolás volt megengedett. A spektrumot ezen szegmensek átlagolásából álĺıtottam elő,
majd meghatároztam a központi légzési frekvenciát mint a legnagyobb csúcshoz tartozó
frekvenciaértéket. Ezt minden vizsgálati alany esetében mind a vérvétel előtti, mind a
vérvétel utáni adatsorra elvégeztem, és elkésźıtettem a központi légzési frekvenciák alanyok
közötti eloszlását jellemző hisztogramot a vérvétel előtti és utáni esetekre.

3.2.3. Eredmények

A vizsgálatok eredményeit a 3.4., 3.5. és 3.6. táblázatok összegzik a föntieknek megfelelő
csoportośıtásban. Az időtartományra vonatkozó táblázatból kitűnik, hogy mı́g a vérvétel
után mind a szisztolés, a diasztolés és az átlagos vérnyomásszint emelkedett, az átlagos
sźıvritmus körülbelül ugyanakkora maradt, és az RR-intervallumok többi paraméterében,
az rmsSD-t kivéve, sem volt szignifikáns a változás. Utóbbi mérőszám, amely az egymást
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3. fejezet 3.2. a vérveszteség hatásai az emberi autonóm regulációra

követő RR-intervallumok effekt́ıv értékét adja meg, szignifikánsan csökkent, egyenletesebb
sźıvritmusra utalva.

Vérvétel előtt Vérvétel után Szignifikanciaszint

SAP (Hgmm) 124 ± 16 128 ± 13 <0,001
DAP (Hgmm) 74 ± 13 76 ± 12 <0,001
MAP (Hgmm) 91 ± 13 93 ± 12 0,003
〈RR〉 (ms) 816 ± 14 806 ± 138 NSZ
sdRR (ms) 41 ± 24 40 ± 22 NSZ
rmsSD (ms) 33 ± 25 28 ± 26 0,027
pNN50 (%) 3,7 ± 0,1 1,0 ± 0,2 NSZ

3.4. táblázat. Az időtartománybeli paraméterek alakulása a vérvétel során. Az NSZ jelölés
arra utal, hogy a változás nem szignifikáns

A spektrális paraméterek közül a diasztolés vérnyomáshoz rendelt összteljeśıtmény
mind az alacsony frekvenciájú, mind a magas frekvenciájú tartományban szignifikánsan
növekedett a vérvétel előttihez képest, mı́g a szisztolés vérnyomás összteljeśıtményének
növekedése csak a magas frekvenciás tartományban volt szignifikáns. Ezt alacsony frekven-
cián az RR-intervallumok összteljeśıtményének szignifikáns növekedése, magas frekvencián
az RR-teljeśıtmény csökkenése ḱısérte, utóbbi azonban nem volt szignifikáns.

A változásokat összegezve azt mondhatjuk, hogy a vértérfogat csökkenése vérnyomás-
növekedéshez vezetett, miközben a sźıvfrekvencia nem változott, ami arra utal, hogy a
jelenség hátterében a gyors vérveszteség által kiváltott, szimpatikus hatásra bekövetkező
érösszehúzódás állhat. Ezen ḱıvül a spektrumokból azt is kiolvashatjuk, hogy a vérnyomás
fluktuációi fölerősödtek a vérveszteség hatására. Utóbbi magyarázata lehet egyrészről az,
hogy a vérveszteség hatására fölerősödnek a légzéshez kapcsolódó ingadozások a vénák-
ból visszatérő vér térfogatában és a verőtérfogatban, másrészről pedig az, hogy a kisebb
térfogat miatt az aortában lévő baroreceptorok kisebb területre koncentrálódnak, ı́gy a
baroreflexek akár érzékelhető vérnyomásváltozás nélkül is kiváltódhatnak.

Vérvétel előtt Vérvétel után Szignifikanciaszint

RRI LF (ms2) 221* 330* 0,025
SAP LF (Hgmm2) 4,8 ± 3,9 5,8 ± 3,9 0,071, NSZ
DAP LF (Hgmm2) 2,1 ± 1,5 2,7 ± 1,8 0,017
RRI HF (ms2) 297* 172* 0,063, NSZ
SAP HF (Hgmm2) 1,2* 1,9* <0,001
DAP HF (Hgmm2) 0,7 ± 0,8 1,0 ± 0,8 0,013
f0 (Hz) 0,26 ± 0,02 0,25 ± 0,02 NSZ

3.5. táblázat. A frekvenciatartománybeli paraméterek alakulása a vérvétel során. Az NSZ
jelölés arra utal, hogy a változás nem szignifikáns, a * pedig azokat az adatokat jelöli, ahol
az eloszlás nem volt normáleloszlásnak tekinthető, ezért az adatsor mediánja szerepel

A baroreflexparaméterekre tekintve azt láthatjuk, hogy az alacsony frekvenciás alfa-
indexet kivéve, amely nem mutatott konzisztens változást, mindegyikük csökkent. A csök-
kenés azonban csak a vérnyomásemelkedéshez tartozó baroreflexérzékenység és a magas
frekvenciás alfa-index esetében volt szignifikáns. A csökkenés magyarázata az lehet, hogy
a térfogatcsökkenés a kardiopulmonális receptorokon keresztül szimpatikus választ vált ki,
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3. fejezet 3.2. a vérveszteség hatásai az emberi autonóm regulációra

amely aztán befolyásolja a vagális válaszokat. Ezt a hipotézist azonban nehéz bizonýıtani,
mert az aortabeli baroreceptorok hatását sosem lehet eliminálni.

Vérvétel előtt Vérvétel után Szignifikanciaszint

upBRS (ms/Hgmm) 12,0 ± 8,6 9,6 ± 7,2 0,001
downBRS (ms/Hgmm) 10,0 ± 6,1 8,0 ± 6,1 0,098, NSZ
αLF (ms/Hgmm) 9,2* 9,2* NSZ
αHF (ms/Hgmm) 19,4 ± 14,8 13,2 ± 11,1 0,001

3.6. táblázat. A baroreflexparaméterek alakulása a vérvétel során. Az NSZ jelölés arra
utal, hogy a változás nem szignifikáns, a * pedig azokat az adatokat jelöli, ahol az eloszlás
nem volt normáleloszlásnak tekinthető, ezért az adatsor mediánja szerepel

Amint már az előzőekben emĺıtettem, a vérnyomás és a légzés közötti csatolás a baro-
reflex mechanizmusokon ḱıvül egyszerűen a légzésen keresztül is megvalósul, ezért fontos
vagy vezérelni, vagy mint ezen vizsgálat esetében is, monitorozni a légzési ütemet. A 3.5.
táblázatban látható, hogy a központi légzési frekvencia nem változott szignifikánsan, ı́gy
a vérvétel után megfigyelhető változások a vérnyomásban és sźıvritmusban mindenképpen
más hatások eredményei kell, hogy legyenek. Illusztrációképpen föltüntettem a 3.8. áb-
rát is, amelyen a központi légzési frekvencia vérvétel előtti és utáni eloszlása hasonĺıtható
össze.
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3.8. ábra. A központi légzési frekvencia eloszlása a vérvétel előtt és után

Összegzés ♦ Önkéntesek EKG-, vérnyomás és légzésjeleinek idő- és frekvenciatartomány-
beli paramétereit hasonĺıtottuk össze vérvétel előtt és után. Az eredmények azt mutat-
ták, hogy mı́g a sźıvfrekvencia és a központi légzési frekvencia nem változott jelentősen,
nőtt a szisztolés, diasztolés és átlagos vérnyomás, és növekedett a vérnyomás spektrumban
megmutatkozó fluktuációja, különösen a magas frekvenciás tartományban. A sźıvritmus
és a vérnyomás közötti csatolást tükröző baroreflexparaméterek értéke csökkent a vérvétel
hatására. Ezen eredmények hozzájárulhatnak ahhoz, hogy a baroreflexáttétel vértérfogat-
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3. fejezet 3.3. a dohányzás sźıv- és érrendszeri hatásai

változás indukálta vizsgálatában az egymásnak néhol ellentmondó adatokból egységes el-
mélet bontakozhassék ki.

3.3. A dohányzás sźıv- és érrendszeri hatásai

3.3.1. Célkitűzések

Mı́g a krónikus dohányzás keringésre és a sźıv- és érrendszeri vegetat́ıv szabályzásra ki-
fejtett káros hatásai jól ismertek, a kezdő dohányosoknál jelentkező hemodinamikai és
vegetat́ıv válaszok nincsenek még teljesen föltérképezve. Vizsgálatunkban ezért nemdo-
hányzó önkéntesek esetében hasonĺıtottuk össze az egy szál cigaretta elsźıvása után mérhető
sźıvritmus-, vérnyomás- és baroreflexparamétereket a cigaretta elsźıvását megelőző értéke-
ikkel [T5].

3.3.2. Vizsgálati eszközök, módszerek

Vizsgálati protokoll ♦ A vizsgálatban 7 nemdohányzó, egészséges önkéntes vett részt, 4
férfi és 3 nő. Életkoruk 23 ± 3 (18–27) év volt; egyikük sem szenvedett sem cukorbetegség-
ben, sem egyik ismert sźıv- és érrendszeri betegségben. Gyógyszeres kezelés hatása alatt
nem álltak, a vizsgálat napján pedig tartózkodniuk kellett a koffein- illetve alkoholtartalmú
italok fogyasztásától.

Először 5 perces vezényelt légzési szakaszt rögźıtettek; a vezényelt légzési frekvencia
6/perc (0,1 Hz) volt. Majd az alany fekvő helyzetben végigsźıvott egy szál cigarettát, és
ezután is rögźıtettek egy 5 perces, 0,1 Hz frekvenciájú vezényelt légzési szakaszt, és ezt
hasonĺıtottuk össze a cigaretta elsźıvása előtti regisztrátumokkal.

Mérőeszközök ♦ Az EKG-jelet egy Marquette Eagle betegőrző készülék szolgáltatta,
amelynek analóg kimenetét rá lehetett kötni a digitalizáló készülékre. A vérnyomás méré-
sére a Peñaz-elven működő Finapress 2300 szolgált. A digitalizálást csatornánként 500 Hz
mintavételi frekvenciával egy Dataq/Windaq rendszer végezte.

Anaĺızis ♦ Az adatok elemzését az orvoscsoport az általuk megvásárolt WinCPRS prog-
rammal végezte, ezzel párhuzamosan legtöbbjüket én a saját fejlesztésű, LabVIEW 6i
környezetben ı́rt rutinjaimmal is kiszámoltam. Utóbbit egyrészt az indokolta, hogy felada-
tul azt kaptam, hogy az RR-intervallumok fluktuációit szemléletesen bemutató Poincaré-
ábrákat késźıtsem el a cigaretta elsźıvása előtti és utáni esetekben, és a Poincaré-ábrákhoz
szükség van az RR-intervallumok sorozatának kiszámı́tására, másrészt pedig az együttmű-
ködés során kitűnt, hogy szükség lehet egy saját fejlesztésű, a fölmerülő igényeknek meg-
felelően szabadon bőv́ıthető szoftveres eszköztárra, és a WinCPRS és a saját programom
által szolgáltatott adatok összehasonĺıtásával utóbbi helyes működéséről is meggyőződhet-
tünk.

A vizsgált paraméterek ♦ A vizsgálatban nyomon követett mérőszámok nagy többsé-
gének jelölése és magyarázata a 3.1. és a 3.3. táblázatokban található; itt csak azokra
térek ki, amelyek ott nem szerepelnek. A 3.9. ábrán látható, hogy a vezényelt légzésnek
megfelelő periódusidővel lassabb hullámzások jelennek meg mind az RR-intervallumokban,
mind a szisztolés vérnyomáscsúcsokban (vö 3.5. ábra); ezekhez hozzárendelhető az adott
légzési hullám alatt tapasztalható maximum és minimum különbsége. A különbségeket a
teljes regisztrátumra kiátlagolva kapjuk a légzési RR-oszcilláció (∆RR), illetve a szisztolés
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3. fejezet 3.3. a dohányzás sźıv- és érrendszeri hatásai

3.9. ábra. A légzési ütemnek megfelelő oszcillációk az RR-intervallumokban és a szisztolés
vérnyomásban. Forrás: [T5]

légzési oszcilláció (∆SBP) defińıcióját:

∆RR :=
1

n

n−1
∑

i=0

(RRmax,i − RRmin,i) , (3.9)

és

∆SBP :=
1

n

n−1
∑

i=0

(SBPmax,i − SBPmin,i) , (3.10)

ahol n a légzési periódusok száma (egy 5 perces regisztrátumnál, 10 másodperces légzési
periódusok esetén 30), és mindkét esetben az i-edik légzési periódusban tapasztalható
maximum- és minimumértékek különbsége van összegezve.

Ezekből az oszcillációkból egy Magyarországon ezelőtt még nem használt baroreflex-
paraméter, a légzési amplitúdóhányados (Λ) is kiszámı́tható az egyes légzési hullámokban
tapasztalható légzési RR-oszcilláció és szisztolés légzési oszcilláció hányadosának egész re-
gisztrátumra vett átlagaként:

Λ :=
1

n

n−1
∑

i=0

RRmax,i − RRmin,i

SBPmax,i − SBPmin,i
. (3.11)

Az R-hullámok megkeresése ♦ Az R-csúcsok azonośıtásánál a LabVIEW 6i beéṕıtett
csúcskereső rutinjából indultam ki, amelyben elő́ırások tehetők a tényleges csúcsnak elfoga-
dandó lokális maximum minimális szélességére és magasságára. Megneheźıtette azonban a
keresést, hogy a regisztrátumokban a légzésnek megfelelő lassú hullámzás található, illetve
előfordulnak olyan ciklusok, ahol a T-hullám az R-hullám fölé magasodik, ezért csupán a
LabVIEW-rutin paramétereinek célszerű beálĺıtásával nem lehet nagyszámú hiba nélkül
elvégezni a csúcskeresést. A hibák számának csökkentésére alulvágó szűrést alkalmaztam
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3. fejezet 3.3. a dohányzás sźıv- és érrendszeri hatásai

4–6 Hz határfrekvenciával: ez a lassú hullámzást kiküszöbölte, és a túl magas T-hullámok
hatását is mérsékelte valamelyest, mı́g a csúcsok helyét nem változtatta meg érzékelhe-
tő mértékben. Utóbbiról úgy győződtem meg, hogy szűrést nem igénylő,

”
jól viselkedő”

regisztrátumokra hasonĺıtottam össze a szűrés nélkül és a szűréssel kapott R-hullámokat;
később az orvoscsoport által a WinCPRS szoftverrel számı́tott adatokkal is összevethettem
őket. Az igazán problematikus regisztrátumokra még a szűrés sem szüntette meg az összes
hibát, ezért az RR-csúcsokra távolságkritériumokat álĺıtva kerestem meg a lehetséges hi-
bahelyeket és manuálisan jav́ıtottam ki a talált hibákat.
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3.10. ábra. Egy Poincaré-grafikon

Poincaré-grafikonok ♦ Az utóbbi időben igen népszerű vizuális diagnosztikus eszközzé
előlépett Poincaré-grafikon nem más, mint az RR-intervallumokat az őket közvetlenül meg-
előző RR-intervallum függvényében ábrázoló grafikon (lásd a 3.10. ábrát). Önmagában
– mint az RR-intervallumok ingadozásait tükröző szemléletes mintázat – is széles körben
használatos, és bizonyos rendellenességek, mint látni fogjuk, nagyon jól azonośıthatók raj-
ta, ám szokás a geometriáját tükröző mérőszámokat is hozzárendelni. Ehhez először új
koordinátákra ültetik át úgy, hogy az új y tengely az egyenletes sźıvritmust tükröző 45◦-os
egyenesbe essen, azaz a koordinátatengelyek -45◦-os elforgatásával:

[

xi

yi

]

=

[

cos 45◦ − sin 45◦

sin 45◦ cos 45◦

]

·
[

RRi

RRi+1

]

. (3.12)

Ezután meghatározható ezen koordináták szórása:

sd1 :=

√

〈x2〉 − 〈x〉2, (3.13)

illetve

sd2 :=

√

〈y2〉 − 〈y〉2, (3.14)

ahol a 〈. . .〉 kivételesen a sokaságátlagot jelenti. Az sd1 paraméter a Poincaré-grafikon
szélességét, ı́gy a rövid távú sźıvritmus-ingadozásokat, mı́g sd2 a Poincaré-grafikon hosszú-
ságát, ezen keresztül a hosszú távú ingadozásokat jeleńıti meg [53]. Belátható, hogy ezen
paraméterek az időtartománybeli RR-mérőszámoktól nem függetlenek:

sd2
1 =

1

2
sdSD2, (3.15)
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3. fejezet 3.3. a dohányzás sźıv- és érrendszeri hatásai

és stacionárius, azaz nem időfüggő átlagértékkel b́ıró RR-intervallumok esetében,

sd2
2 = 2sdRR2 − 1

2
sdSD2. (3.16)

3.3.3. Eredmények

A vizsgálatok eredményeit a 3.8., 3.7. és 3.9. táblázatok összegzik aszerint, hogy vérnyo-
más, RR- vagy baroreflexparaméterről van-e szó.

Alaphelyzet Dohányzás után Szignifikanciaszint

SAP (Hgmm) 118 ± 10 139 ± 15 <0,001
DAP (Hgmm) 72 ± 9 86 ± 11 <0,001
MAP (Hgmm) 87 ± 10 104 ± 13 <0,001
∆SBP (Hgmm) 11 ± 3 11 ± 3 NSZ

3.7. táblázat. Dohányzás hatása vérnyomásfluktuációkra. Az NSZ jelölés azt jelenti, hogy
ott a változás nem szignifikáns

Ahogy a 3.7. táblázatból kiolvasható, mind a szisztolés, mind a diasztolés és a köze-
pes vérnyomásértékek szignifikáns emelkedést mutattak, mı́g a szisztolés légzési oszcilláció
változatlan maradt. Ennek hátterében számos hatás állhat: a dohány több mint 4000 mo-
lekulát tartalmaz [63], ezek némelyike érfal-összehúzódás [64], vazopresszinfölszabadulás
[65] vagy az endothelfunkcióra [66] gyakorolt közvetlen hatás útján válthat ki vérnyomás-
emelkedést.

Alaphelyzet Dohányzás után Szignifikanciaszint

〈RR〉 (ms) 754 ± 85 644 ± 55 <0,02
sdRR (ms) 70 ± 24 44 ± 11 <0,02
rmsSD (ms) 43 ± 19 22 ± 13 <0,01
pNN50 (%) 12,5* 1,7* <0,02
∆RR (ms) 190 ± 78 112 ± 37 <0,02

3.8. táblázat. Dohányzás hatása az RR-intervallumok fluktuációira. A * jelölés azt jelenti,
hogy ott az adatsor mediánja szerepel

A 3.9. táblázatból az látszik, hogy dohányzás hatására mindhárom baroreflexparamé-
ter csökken (bár a légzési amplitúdóhányados változása nem szignifikáns). Ennek egyik
lehetséges oka a baroreceptorok aktivitásának változása, azok ugyanis nem közvetlenül a
vérnyomásra, hanem az érfal megnyúlására reagálnak, a dohányzás pedig lecsökkenti a
közepes és nagy elasztikus artériák tágulékonyságát [67]. A másik lehetséges ok a központi
szabályozás változása nikotin hatására, a harmadik lehetőség pedig az, hogy a dohányzá-
si termékek a kardiális-vagális modulációt (a sźıvfrekvencia vagusidegen keresztül történő
modulációját) gátolják. Az utóbbi lehetőséget támasztja alá az a tény is, hogy amint az
a 3.8. táblázatból kiolvasható, a cigaretta elsźıvása után az RR-intervallumok effekt́ıv érté-
ke (rmsSD) és a szomszédos ciklusoktól több mint 50 ms-mal eltérő sźıvciklusok százalékos
aránya (pNN50) szignifikánsan csökkent.

Poincaré-grafikonok ♦ A 3.11. és 3.12. ábrákon az egyes vizsgálati alanyok RR-inter-
vallumait reprezentáló Poincaré-grafikonokat gyűjtöttem össze. A tengelyeken rögźıtett
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Alaphelyzet Dohányzás után Szignifikanciaszint

upBRS (ms/Hgmm) 20 ± 13 9 ± 3 <0,05
downBRS (ms/Hgmm) 12 ± 6 8 ± 2 <0,04
Λ (ms/Hgmm) 23 ± 14 14 ± 3 NSZ

3.9. táblázat. Dohányzás hatása a baroreflexáttételt léıró paraméterekre. Az NSZ jelölés
azt jelenti, hogy ott a változás nem szignifikáns

skálát alkalmaztam, hogy az egyes alanyok, illetve a dohányzás előtti és utáni állapo-
tok közti különbségek szemléletesebbek legyenek. Az ábrákon ı́gy szemmel is jól látható,
mennyire drasztikus beszűkülést idéz elő az RR-intervallumok fluktuációiban egyetlen ci-
garetta elsźıvása. Ezt a beszűkülést a Poincaré-grafikon geometriáját léıró paraméterek is
igen élesen tükrözik (3.10. táblázat), különösen a rövid távú ingadozásokat reprezentáló
sd1.

Alaphelyzet Dohányzás után

sd1 (ms) 30,59 ± 12,67 15,70 ± 8,40
sd2 (ms) 94,30 ± 29,54 60,50 ± 16,03

3.10. táblázat. Dohányzás hatása a Poincaré-grafikonok geometriáját léıró paraméterekre

A jobb megfigyelőknek föltűnhet, hogy mı́g 7 vizsgálati alanyról beszéltem, az ábrákon
8 Poincaré-grafikon szerepel. Ennek magyarázata az, hogy amint az a 3.12. ábra

”
h”

panelján látszik, a nyolcadik vizsgálati alany szinuszcsomója rendellenes működésű: a
Poincaré-grafikonon a pontok két, merőben eltérő meredekségű egyenes köré rendeződnek,
ami arra utal, hogy egy gyorsabb sźıvritmus tartósan lassabb sźıvműködésű periódusokkal
váltakozik. Mivel a vizsgálat egészséges sźıvműködésű alanyokra fókuszált, az alanyt ki
kellett hagyni. Az eset a Poincaré-diagramok diagnosztikai hasznára is példa: mindenféle
numerikus anaĺızis nélkül, szemléletesen kitűnik belőle az adott rendellenesség.

Összegzés ♦ Egészséges, nemdohányzó önkéntesekben vizsgáltuk a dohányzás azonnal je-
lentkező kedvezőtlen keringési hatásait. Az alaphelyzetet és az egy cigaretta elsźıvása után
rögźıtett fölvételeket összehasonĺıtva kitűnt, hogy a dohányfüst jelentős vérnyomásemelke-
dést okoz, miközben a pulzusszám változékonysága és a baroreflexérzékenység radikálisan
lecsökken. Az eredmények alapján a korábban napvilágot látott, krónikus dohányosokra
vonatkozó hasonló összefüggések a nemdohányzókra is kiterjeszthetők.
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3.11. ábra. Az egyes alanyok Poincaré-grafikonjai dohányzás előtt (bal oldali ábrák) és
dohányzás után (jobb oldali ábrák)
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3.12. ábra. Az egyes alanyok Poincaré-grafikonjai dohányzás előtt (bal oldali ábrák) és
dohányzás után (jobb oldali ábrák)
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Összefoglalás

Dolgozatomban egyrészt a sztochasztikus rezonanciával elérhető jel-zaj viszony erőśıtés
lehetőségeit vizsgáltam dinamikai és nemdinamikai rendszerekben, másrészt két olyan or-
vosi kutatás eredményeit mutattam be, amelyekben a sźıvritmus- és vérnyomásfluktuációk
elemzése az emberi keringés szabályozásának jobb megértését seǵıtette elő. A sztochaszti-
kus rezonanciával kapcsolatos vizsgálatok célja az egynél nagyobb jel-zaj viszony erőśıtés
létezésének kettős potenciálvölgybeli kimutatása, az erőśıtés mechanizmusának föltérképe-
zése és a sźınes zajú gerjesztések tanulmányozásának a jel-zaj viszony erőśıtés területére
való kiterjesztése volt, mı́g az orvosi vizsgálatok, melyekhez numerikus anaĺızissel járultam
hozzá, a vérvétel és a dohányzás az emberi keringésre és annak vegetat́ıv szabályozására
gyakorolt hatásainak föltárására irányultak. Az alábbiakban pontokba gyűjtve foglalom
össze vizsgálataim eredményeit, a pontok végén megjelölve azt a közleményt, ahol az adott
eredmény napvilágot látott.

1. Kutatócsoportunk elsőként mutatott ki sztochasztikus rezonancia által kiváltott jel-
zaj viszony erőśıtést a kettős potenciálvölgyben, rácáfolva a korábbi eredményekre,
amelyek ezt igen valósźınűtlennek jósolták. Analóg szimulációk seǵıtségével föltérké-
peztem, hogyan függ az erőśıtés az impulzusszerű bemenőjel amplitúdójától és kitöl-
tési tényezőjétől. Megerőśıtettem, hogy a sztochasztikus rezonancia általi jeljav́ıtás
jelensége a nemlineáris átviteli tartományban dominál, és az erőśıtés az amplitúdó
növelésével nő. Megmutattam, hogy az erőśıtés nagyobb kisebb kitöltési tényezőjű
(kisebb impulzusszélességű) jelekre, ami magyarázatot adhat arra is, miért nem ve-
zettek eredményre a szinuszos gerjesztéssel végzett korábbi vizsgálatok. Egyszerű
fenomenológiai magyarázatot adtam az erőśıtés mechanizmusára [T1].

2. Numerikus szimulációk seǵıtségével összevetettem a Schmitt-triggerbeli jel-zaj vi-
szony erőśıtés jellemzőit a kettős potenciálvölgyben tapasztaltakkal. Megmutattam,
hogy ebben a nemdinamikai rendszerben nagyobb erőśıtés érhető el, mint a ket-
tős potenciálvölgyben, és ezen erőśıtés értéke kevésbé függ a bemenő amplitúdótól.
A vizsgálatokból mindazonáltal kitűnt, hogy a Schmitt-triggerben a sztochasztikus
rezonanciával elért jeljav́ıtás mechanizmusa nagymértékben hasonló a kettős poten-
ciálvölgybelihez, ami arra enged következtetni, hogy a jeljav́ıtásért nem a rendszer
dinamikája a felelős [T2].

3. Több oldalról bizonýıtottam, hogy indokolt a sztochasztikus rezonancia vizsgála-
takor a hagyományos jel-zaj viszonynál gyakorlatiasabb szélessávú jel-zaj viszonyt
használni. A jel-zaj viszony elektronikai gyakorlatban szinte kizárólagosan használt
értelmezése egyszerű demonstrációval igazolhatóan sokkal valósághűbben tükrözi a
jel zajtartalmát, mint a sztochasztikus rezonancia irodalmában elterjedt defińıció,
ugyanakkor a kettős potenciálvölgyben például szélesebb paramétertartomány ese-
tén ad jel-zaj viszony erőśıtést, és nem hajlamos arra, hogy sźınes zajú gerjesztések

79



esetén kétes valóságtartalmú optimalizációt sugalljon [T1, T3].

4. Numerikus szimulációk útján föltérképeztem egy aszimmetrikus szintmetszésdetek-
torban és a Schmitt-triggerben a sztochasztikus rezonanciával elérhető jel-zaj viszony
erőśıtés függését a sztochasztikus gerjesztésként alkalmazott 1/fκ t́ıpusú sźınes za-
jok κ spektrális paraméterétől. Megállaṕıtottam, hogy a szélessávú jel-zaj viszony
alapján számolt erőśıtés, az egyes neuronmodellekben talált eredményekkel ellentét-
ben, itt nem mutat semmiféle optimalizációt a spektrális kitevő függvényében: a κ
növelésével az erőśıtés elérhető maximuma csökken, a maximum eléréséhez szüksé-
ges zajszórás pedig növekszik. Ugyanakkor a sztochasztikus rezonancia irodalmában
elterjedt keskenysávú jel-zaj viszony alapján számolt erőśıtés viselkedésében hatá-
rozott nemmonotonitás figyelhető meg: nemzéró spektrális kitevőjű zaj esetében az
erőśıtésnek igen erőteljes maximuma van. Megmutattam, hogy ez a viselkedés nem
annyira valós optimalizáció, mint inkább a keskenysávú defińıció sajátsága, amely
nagymértékben függ a jel és a zaj frekvenciaviszonyaitól [T3].

5. A vérvétel során bekövetkező vérveszteségre adott vegetat́ıv idegrendszeri válaszok
vizsgálatához elvégzett frekvenciatartománybeli anaĺızissel kimutattam, hogy a vizs-
gálati alanyok légzési frekvenciája nem változik szignifikánsan a vérvétel után. En-
nek a ténynek a jelentősége abban rejlik, hogy a vizsgálat ugyanekkor a vérnyomás-
spektrum légzéssel összefüggő, nagyfrekvenciás tartományában a teljeśıtmény szig-
nifikáns növekedését mutatta ki, és a sźıvritmus és a vérnyomás légzéssel való össze-
függése miatt a vérnyomást szabályozó vegetat́ıv mechanizmusok föltérképezéséhez
szükséges ismerni, hogy a légzési frekvencia változott-e közben [T4].

6. A dohányzásnak a sźıv- és érrendszeri vegetat́ıv szabályzásra való hatását föltáró
vizsgálatban RR-paraméterek kiszámı́tásával és a Poincaré-grafikonok elkésźıtésé-
vel seǵıtettem annak kimutatását, hogy egyetlen cigaretta elsźıvása is szignifikánsan
megváltoztatja a vérnyomás- és pulzusszám-variabilitás időtartománybeli paramé-
tereit: miközben a vérnyomás emelkedik, az RR-intervallumok átlaga és szórása,
továbbá az egymást követő intervallumok különbségének effekt́ıv értéke (rmsSD),
és az 50 ms-nál jobban eltérő szomszédos intervallumok arányszáma (pNN50) je-
lentősen csökken. Jelentősen csökken továbbá a vérnyomás sźıvritmusra gyakorolt
hatásának erősségét jellemző baroreflexérzékenységi paraméterek értéke is. A vizs-
gálat alapján a korábban krónikus dohányosokon megfigyelt kedvezőtlen hatások a
nemdohányzókra és a passźıv dohányosokra is kiterjeszthetők [T5].
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Summary

In the present thesis, firstly I have examined the possibilities of signal-to-noise ratio gain
induced by stochastic resonance in dynamical and non-dynamical systems, and secondly I
have reported the results of two medical projects in which the analysis of heart rate and
blood pressure fluctuations advanced our our understanding human circulatory regulation.
The aim of the enquiries related to stochastic resonance was to demonstrate that in the
double well system stochastic resonance can lead to signal-to-noise ratio gains greater
than one, to explore the mechanism behind the gain and to incorporate the study of
coloured noises as excitations into the field of signal-to-noise ratio gain; while the medical
investigations, to which I contributed by carrying out numerical analysis, aimed to show
how blood donation and smoking affect human circulation and its autonomic regulation. In
what follows, I shall summarise the results of my investigations in points, with a reference,
at the end of each point, to the paper wherein the result in question was published.

1. Our research group was the first to demonstrate significant signal-to-noise ratio gain
induced by stochastic resonance in the double-well system, contradicting all previous
expectations which predicted the opposite. Using analogue simulations, I have ex-
plored how the gain depends on the amplitude and duty cycle of the pulsatile input
signal. I have reinforced the view that signal improvement by stochastic resonance
is strongest in the non-linear transfer range, and the gain increases with the amp-
litude. I have shown that the gain is greater for signals with smaller duty cycles
(smaller pulse widths), which may explain why prior studies with sinusoidal excita-
tions did not succeed in achieving gains greater than one. I have provided a simple
phenomenological explanation of the mechanism behind the gain [T1].

2. Using numerical simulations, I have compared the characteristics of the signal im-
provement by stochastic resonance in the Schmitt trigger to those obtained in the
double well. I have shown that greater gain is possible in this non-dynamical system
than in the double well and this gain is less dependent on the amplitude of the input
signal. The investigations have nevertheless revealed that in the Schmitt trigger the
mechanism behind the signal improvement induced by stochastic resonance is highly
similar to that in the double well, which suggests that the signal improvement in the
latter does not arise from the dynamics of the system [T2].

3. From several different angles I have provided proof that for the purpose of character-
ising stochastic resonance it is more appropriate to use a wide-band interpretation of
the signal-to-noise ratio that is more application-orientated than the classical narrow-
band version. As the simplest demonstrations show, this interpretation of the signal-
to-noise ratio—being, almost without exception, the one used in practice—reflects
the noise content of a signal much more accurately than the definition adopted in
the literature on stochastic resonance, while, for example, in the double well it yields
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signal-to-noise ratio gains greater than one for a much wider parameter range, and
it does not tend to suggest a dubious optimisation effect for coloured excitations
[T1, T3].

4. Through my numerical simulations I have explored, in an asymmetric level crossing
detector and in the Schmitt trigger, how the signal-to-noise ratio gain induced by
stochastic resonance depends on the spectral exponent κ of the 1/fκ-type coloured
noise applied as stochastic excitation. I have pointed out that the gain based on the
wide-band definition of the signal-to-noise ratio, in contrast to the results pertaining
to certain neuron models, does not show any optimisation effect in regard to the spec-
tral exponent: with increasing κ the obtainable maximum of the gain decreases, and
the standard deviation of the noise required to reach the gain maximum increases.
At the same time, the gain based on the narrow-band signal-to-noise definition ad-
opted in the literature on stochastic resonance exhibits a definite non-monotonicity:
at a certain non-zero spectral exponent the gain has a distinctive maximum. I have
shown that this behaviour is not so much a real optimisation as an effect inherent in
the narrow-band definition, which depends on the relative frequencies of the signal
and the noise [T3].

5. With a frequency-domain analysis carried out for the purpose of studying autonomic
responses to volume loss during blood donation, I have shown that the central breath-
ing frequency of the subjects does not change significantly after blood donation. The
importance of this observation lies in the fact that at the same time our study re-
ported a significant rise in power in the respiration-related high-frequency domain
of the blood pressure spectrum, and since respiration affects both heart rate and
blood pressure signals, we need to monitor the frequency of respiration to explore
the autonomic mechanisms regulating blood pressure [T4].

6. In a study aimed at analysing the effects of smoking on cardio-vagal autonomic con-
trol, by calculating RR parameters and creating Poincaré plots, I helped to show
that smoking a single cigarette can change the time-domain parameters of blood
pressure and heart rate variability significantly: while the blood pressure rises, the
mean and the standard deviation of RR intervals, the root mean square of the differ-
ence of successive intervals (rmsSD) and percentage of the successive intervals more
than 50 ms different (pNN50) decrease significantly. Furthermore, the values of the
baroreflex parameters reflecting the strength of the effect of blood pressure changes
on heart rate also drop considerably. On the basis of this study, the adverse effects
of smoking reported in previous studies with chronic smokers as their subjects can
be generalised to include non-smokers and passive smokers as well [T5].
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[53] brennan, m – palaniswami, m – kamen, p: Do existing measures of Poincaré plot
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