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El6zmények

A retardglt funkcionil-differenciflegyenletek olyan folyamatokat modelleznek,
amelyek véltozdsira muiltbeli dllapotaik is hatdssal vannak. Az elsd példék ilyen
egyenletekre geometriai problémékban jelentek meg mintegy 200 éve. Az utébbi
otven évben rohamosan nétt az érdeklfdés a funkciondl-differencidlegyenletek
elmélete irdnt. Myshkis, Bellman és Cooke, Krasovskii, Hale, Hale és Lunel,
Dieckmann kényvei nagy mértékben befolyssoltsik az elmélet fejiédését. Az egyre
szélesebb kérii alkalmazésok hatdséra sziikségessé valt az dllapotfiiggs retardéldsd
funkciondl-differencidlegyenletek elméletének kidolgozdsa, vagyis az olyan késlel-
tetett argumentumi differencidlegyenletekké, amelyekben a késleltetés a megoldés
fiiggvénye. Ezen egyenletek fellelhet6k példdul a klasszikus elektrodinamikéban, a
populdcié modellekben, a vérds vértestek képz6désének modelleiben.

Tekintsiik az aldbbi egyszer{i modellt [BM]. Egy anyagi pont egy egyenes men-
tén mozog, jeldlje z(t) az anyagi pont helyzetét a ¢ iddpillanatban. Azz = -w <0
pontban taldlbat6 bézis az anyagi pont helyzetét irdnyitja, Tételezziik fel, hogy a
bézis minden idépillanatban ismeri az anyagi pont z(t) helyzetét; a bazis dltal az
anyagi pont irdnyitdsésra kibocsdtott jelek ¢ > 0 sebességgel terjednek az anyagi
pont felé, és legyen z(t) > —w minden ¢ esetén, vagyis az anyagi pont nem iitkozik
a bdzissal. A bdzisnak egységnyi idére van sziiksége ahhoz hogy az anyagi pont
szédmdra sziikséges jelt létrehozza. Igy az anyagi ponthoz a t idépillanatban kiildétt
jelt at — 1 — L(z(t) + w) id6pillanatban bocsétotta ki a bézis. Ez a rendszer az

() = —p.:n(t)+g(:l:(t— 1- % - a:_it_)))

egyenlettel modellezhetd, ahol p, w, ¢ pozitiv paraméterek és g : R — R fiiggvény
az anyagi pont vdlasza a bazis jelére. A —uxz(t) tag egy fékezést fejez ki. Pozitiv
(negativ) visszacsatolést a kivént 0 € R helyzet eléréséhez az ug(u) > 0(< 0) (min-
den u # O esetén) feltétel biztosit. Hasonlé irdnyitdsi problémék modellezésére
(W] dolgozatban taldlhatunk bonyolultabb késleltetett argumentumd differencisl-
egyenletet. '
Legyen h > 0. A
§:C(I-h,0L,R) 3 $ > y(¢(—1 -2 1’(0—))) €R

c c

1



leképezés dltaliban nem elég sima ahhoz, hogy a fenti egyenletre a C([—h, 0}, R)
egy nyitott részhalmazdnak minden eleméhez létezzen egyértelmiien definiflt
megoldds. Ebbd] kévetkezik, hogy a dinamikus rendszerek elméletének Altaldnos
eszkozei mint a linearizdlds, invaridns sokasigok nem alkalmazhaték a szokdsos
mdédon. A § leképezés differencidlhatésdgdnak hidnyst az okozza, hogy a

C((~h, 0, R) x [-h,0} 5 (4,5) - ¢(s) € R

leképezés nem Lipschitz folytonos. Mindez az 4llapotfiiggd retarddlési differen-
cidlegyenletek tanulményozésdban felmeriil§ nehézségekre utal.

Az éllapotfiiggd neutrélis differencidlegyenletek, azaz az olyan differencidl-
egyenletek amelyekben a derivilt is tartalmaz a rendszer dllapot4tél fiiggs re-
tardéldst, szintén gyakorlati alkalmazdssal birnak, annak ellenére, hogy ezekre az
egyenletekre még nincs egy 4ltalénosan kidolgozott elmélet.

A bevezetd fejezet utdn a 2. fejezetben 4llapotfiiggs neutrdlis differencidlegyen-
letek stabilitdsdra vonatkozé eredményeket bizonyitunk. Ezen egyenletekre nem
konnyii stabilitdsi feltételeket taldlni, mert még az alapvetd kérdések tobbsége,
mint a megolddsok 1étezése, egyértelmiisége, folytonos fiiggése sem tisztézott. A
(nem neutrélis) retarddlt differencidlegyenletek stabilitdselmélete viszont j61 kidol-
gozott. Klasszikus példa a

&(t) = —a(t)z(t - 7(2)),

linedris egyenlet, ahol a : Ry — [0,4a], 7 : Ry — [0, g} folytonos fiiggvények, a és
g pozitfv konstansok. Myshkis, Yorke és Lillo egy j6l ismert eredménye alapjén
8z ag < 3 feltétel teljesiilése esetén az = = 0 megoldés egyenletesen stabil, és
52’- nem helyettesithetd nagyobb szdmmal. Hasonlé éles stabilitdsi eredmények is-
mertek az elbb emlitett linedris egyenlet nemlinedris dltaldnosit4saira is [Y]. Tébb
késleltetést tartalmazé retarddlt differencidlegyenletekre Krisztin bizonyitott egy
érdekes eredményt [K1), amelynek felhaszndldsdval kimutatjuk, hogy az 4llapot-
fiiggd neutrdlis egyenletek egy osztdlydra is érvényes egy vn. %-es stabilitdsi té-
tel. Mésrészt pedig Wu és Yu [WY] konstans késleltetésti neutrslis egyenletekre
vonatkozé attraktivitdsi eredményét dltaldnosftjuk a tekintett 4llapotfiiggd késlel-
tetésii neutrilis egyenletre.



A 3. fejezet fontos eldzményét jelentik Smith és Thieme [S,ST3} eredményei
a monoton dinamikus rendszerek elméletében: a fézistér egy nyitott és siirl hal-
mazihoz tartozé pontjainak w-limesz halmaza az egyensilyi helyzetek halmazdhoz
tartozik. Az elmélet kozonséges differencidlegyenletekre és konstans retarddldsi
funkciondl-differencidlegyenletekre j6l alkalmazhaté. A 3. fejezetben Smith és
Thieme eredményét Ggy médositjuk, hogy az alkalmazhaté legyen az dllapotfiiggd
retard4ldsh differencidegyenletek egy osztélyéra.

A 4. fejezet eldzményeként megemlitjitk szémos szerzd eredményét autonom
differenciélegyenletek periodikus megolddsainak létezésére vonatkozéan. Krisatin,
Walther és Wu [KWW] kimutatta periodikus palysk 1étezését konstans retarddldsd
(r = 1) differenciélegyenletek egy osatdlydra vonatkozéan. Hasonl6 eredményt bi-
zonyitott Mallet-Paret és Nussbaum [MN], Kuang és Smith [KS], Arino, Hadeler
és Hbid [AHH]), Krisztin és Arino [KA}, Walther [W] egy késleltetett negativ visz-
szacsatoldst modellezd egyenletre. Allapotfiiggd késleltetés esetére egy pozitiv vis-
szacsatoldsi feltétellel a 4. fejezet tartalmaz hasonlé eredményt. A 4. fejezet
eredményeihez legkozelebb 4ll Krisztin és Arino [KA] dolgozata, amely egy késlel-
tetett negativ visszacsatoldst modellez6 egyenlet lassan oszcilldlé megoldédsainak
szerkezetét tartalmazza.

Uj eredmények és alkalmazott médszerek

Az értekezésben funkcionil-differencidlegyenletek két kiilénbdzo osztdlysra bi-
zonyftunk eredményeket. Ezen eredményeket a [B1,B2 B3] dolgozatok tartalmaz-
zék.

A 2. fejezetben az dllapotfiiggd neutrslis differencidlegyenietek egy osztdlydt
tekintjiik, és becsiiljiik az egyenletben adott paraméterek azon tartomdnyds, ahol
a tekintett egyenlet x = 0 megoldésa stabil.

A 3. fejezetben monoton dinamikus rendszerekre vonatkozé olyan eredményt
bizonyitunk, amely alkalmazhaté az dllapotfiiggé retardéldsi differencidlegyen-
letek egy osztilydra.

A 4. fejezetben beldtjuk az elézd fejezetben tekintett &llapotfiiggd re-
tard4lési differencidlegyenletre nemtrividlis periodikus pdlya valamint a O egyen-
stlyi helyzetet a periodikus pdlyaval ﬁsszgk6t6 homoklinikus pélya 1étezését.
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Most 4ttekintjitk az egyes fejezetekben targyalt konkrét problémékat és ered-
ményeket. Bevezetjitk az aldbbi jeloléseket. Adott Ag > O esetén legyen C =
C([~X0,0},R). Adotttp e Ry, w e Ry, y € C([to—Mo,to+w],R)ést € [to,to+w]
esetén y, € C fiiggvény az y:(1) = y(t + 1) képlettel definidlt minden 7 € [— Xy, 0]
esetén.

A 2. fejezetben a

(1) 2 fe(t) — pale — (s, 2))) = ~a() 2t — 5(t,50))

nemlinedris dllapotfiiggd neutrdlis differencidlegyenletet tekintjilk, ahol p € R,
g € C(R4,R), » € C(R; x C,R), s € C(R4 x C,R), és Vétezik 7o, sp € [0, Ao} dgy
hogy r(R+ x C) C {0, 79} és s(R4 x C) C [0, so).

Ismert, hogy bizonyos esetekben a neutrdlis differencidlegyenletek ekvi-
valensek végtelen késleltetést tartalmazé retarddlt egyenletekkel [St]. Eazzel
a médszerrel tanulményozzdk a szerz8k neutrélis egyenletek stabilitésdt a
[HKW HKTW,KW1,KW2] dolgozatokban. A 2.2 szakaszban nem az a célunk,
hogy az (1) egyenletet egyetlen, végtelen retarddldst egyenletté transzformdljuk.
Ilyen transzformécié lehet nem is létezik a mi esetiinkben. Az (1) egyenlet min-
den rogzitett megolddsshoz hozzérendeliink egy végtelen késleltetést tartalmazé
egyenletet, amire alkalmazzuk Krisztin [K1] eredményét. A f6 eredményeket az
aldbbi tételekben foglaljuk.

2.2.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy 0 < p < 1 és létezik g0 € Ry iigy hogy
0 < ¢(t) < go minden t > 0 esetén. Legyen K = {k € N:sg+ krp < -17'03}.
(i) Haa

2
do So QTP 0]
+ +
1-p (1-p)?
feltétel tejesiil, és to € Ry esetén az x : [ty — Ag,00) — R fiiggvény az (1)
egyenlet egy megolddsa, akkor

1-p 2 k
E -~ 8 — k7 <3/2
2(1-p) ke,(( @ Tkl <3

1
Hzell < 12l T '1'535/ 2 minden t >ty esetén.
(ii) Ha
: 2
g% , QoTop % 1-p 2 k
+ + — 89— kr < 3/2
Top - T g 2w <Y

keK
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és liminf,,o0 g(t) > 0, akkor az (1) egyenlet = = 0 megolddsa aszimptotikusan
stabil.

2.2.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy 0 < p < 1 és létezik qo € Ry tgy hogy
0 < g(t) < go minden t > 0 esetén.
(i) Haa
s T
feltétel teljesiil és tg € Ry esetén az z : [to ~ Ag,00) — R fiiggvény az (1)
egyenlet egy megolddsa, akkor

1 .
lzef) < llztolll—i-—Zes/ ®  minden t > ty esetén.

(ii) Ha
4o So + qoToP
1-p (1-pp
és liminf, .o q(t) > 0, akkor az (1) egyenlet z = 0 megolddsa aszimptotikusan
stabil.

<1

A 2.3 szakaszban Wu és Yu [WY] konstans késleltetésti neutrilis egyenletre
vonatkoz6 attraktivitdsi eredményét dltaldnositva az (1) egyenletre, kapjuk az
aldbbi tételt.

2.3.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy |p| < 1, q(t) > 0 minden elég nagy t € R esetén,

/t:o q(7) dr = o0,

¢
2ipl(2 — {p]) + limsup / g(r)dr < 3
t—o00 t—sp 2
és .
@
minden y € C({—Ap, 00), R) esetén a [0,00) 3 t — t — s(t, ye) € R fiiggvény nivé.
Ekkor az (1) egyenlet minden megoldédsa tart 0-hoz t — oo esetén.

A (2) feltétel fontos szerepet jitszik nem neutrilis retardilt egyenletek esetén
is [KA]. Szamos alkalmazésban az s(t, y.) retarddlds az

t
[P OLEL



egyenléséggel definidlt, ahol k(t) egy pozitiv folytonos fiiggvény, ko pedig egy po-
zitiv valés szdm. Az ilyen médon definidlt retard4ldsok esetén teljesiil a (2) feltétel.
Megemlitjiik, hogy a 2.3.3 Tétel kiterjeszthetd az

d

7z [e®) — pe(t — r(t, 2,))] = f(t,20)
egyenletre, az f fiiggvényre tett megfeleld feltételek esetén. A kiterjesztés a szok4-
sos technikdkkal torténik.

A 3. fejezetben monoton dinamikus rendszerekre vonatkozé olyan eredményt
bizonyitunk, amely altkelmazhaté az

®3) &(t) = —pa(t) + f(z(t-1)), r=r(=(t))

llapotfiiggé retarddldsii differencidlegyenletre, ahol p > 0, f és r sima valés fiigg-
vények, f(0) =04és f' > 0.

El8bb tekintsiik az r = konstans esetet. Ekkor a (3) egyenlet egy F szemidi-
namikus rendszert genersl a végtelen dimenziés C([-r, 0], R) fazistéren. K = {¢ €
C([-r,0},R) : ¢(s) = 0 minden s € [-r,0]} kip egy < parcidlis rendezést definisl
a C([-r,0],R) téren. Az f’ > 0 feltétel garantdlja F monotonitdsat, azaz minden
¢, ¥ € C([-r,0},R), ¢ < 9 esetén F(t,¢) < F(t,9) minden ¢ > O-ra. Az is igaz,
hogy F er6sen rendezéstarté, azaz F monoton, és minden ¢, ¢ € C([~r,0),R)
elemre amelyre ¢ < ¥, létezik tp > 0 és léteznek U, V kornyezetei ¢ illetve 1-nek
a fézistérben Ggy hogy F(to,U) < F(to,V). gy Smith és Thieme eredményét
[S,ST3] alkalmazva kapjuk, hogy C([-r, 0], R) egy nyitott és slir{i halmazshoz tar-
tozé pontjainak w-limeszhalmaza egy egyensiilyi helyzetbdl 4ll.

Megemlitjiik, hogy Smith és Thieme hasonlé eredményeket kapott nem kvézi
monoton funkciondl-differencidlegyenletekre [ST1,ST?2] is, azaz az f' > 0 feltételnél
gyengébb feltétel esetén.

Az v = r(z(t)) esetben a (3) egyenlet j6val bonyolultabbd vélik; nem nyil-
vénval6 mi a fdzistér, a megolddsok létezésének és egyértelmiiségének igazoldsa
valamint a folytonos filggés bizonyitdsa sem a szokdsos médon térténik. A 3.2 sza-
kaszban megmutatjuk, hogy megfeleléen megvélasztott R > 0 és A > 0 konstan-
sok esetén fizistérnek tekinthetd a [—R, 0] intervallumot a [— A, A] intervallumba
képez Lipschitz folytonos fiiggvények X metrikus tere. Ezen a téren a (3) egyen-
let egy F szemidinamikus rendszert generdl. A f6 probléma az, hogy F' nem erdsen
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rendezéstarté. gy Smith és Thieme eredménye nem alkalmazhaté. Bel4tjuk, hogy
F rendelkezik az er8sen rendezéstartdsndl egy gyengébb tulajdonsiggal; F' gyengén
rendezéstart, azaz F monoton, és minden ¢, ¢ € X elemre amelyre ¢ < ¢ és
F(t,¢) # F(t,$) minden ¢ > 0 esetén, 1étezik 2o > 0 és 1éteznek U, V kornyezetei
¢ illetve -nek X-ben gy hogy F(to,U) < F(to,V). Célunk gyengén rendezés-
tarté szemidinamikus rendszerekre vonatkoz6 konvergencia eredmény bizonyitésa.
Ebbél a szempontbél nagy jelentdségli az aldbbi feltétel, amelyet szintén teljesit
az F szemidinamikus rendszer. Ha ¢ és ¥ az X egy kompakt és invaridns hal-
mazdhoz tartozik, akkor ¢ < v esetén kovetkezik, hogy F(t,¢) # F(t,%) minden
£ 2 0 esetén.

Megjegyezziik, hogy a monotonitds igazoldsihoz f' > 0 feltétel gyengithetd
mint az [ST1,ST2] dolgozatokban, viszont dénté fontosségii az eldbbi tulajdonsdg
ellenfrzése esetén. A 3.3 szakaszban bebizonyitjuk a kévetkez6 konvergencia tételt,
amely Smith és Thieme eredményének [S,ST3] egy médositdsa.

3.1.1 Tétel. Tekintsiink egy X metrikus teret egy zdrt parcidlis rendezési reld-
ciéval és egy ® szemidinamikus rendszert X-en. Tételezziik fel, hogy:
(A1) ha z és y X egy kompakt, invaridns halmazénak elemei, akkor x < y esetén
kévetkezik, hogy ®(t,z) # ®(t,y) minden t > 0 esetén,
(A;) @ gyengén rendezéstarté,
(A3) minden X-beli pont approximélhatd alulrél vagy feliilrél X-ben,
(A4) minden X-beli ponton dtmené pélya lezdrtja kompakt X-ben, és
(As) minden X-beli pontot alulrdl vagy feliilré] approximdlé sorozat w-limeszhalma-
zénak lezdrtja kompakt X-ben.
Ekkor X egy nyitott és siirii halmazdhoz tartozé pontjainak w-limeszhalmaza
az egyensiilyi helyzetek halmazdhoz tartozik.

- A 311 Tétel és a Smith és Thieme eredménye kozotti kiilonbségek a
kovetkez6k. A 3.1.1 Tételben 16v8 (A,) feltétel nem szerepel Smith és Thieme
eredményében, a 3.1.1 Tételbeli & szemidinamikus rendszer gyengen rendezés-
tart6 az erfsen rendezéstarté tulajdonsig helyett, amit Smith és Thieme haszn4l,
és az approximdlés definiciéja tételiinkben kiilonbozik a Smith és Thieme 4ltal
haszndlttél. Az (A,) feltételnek koszonhetden a 3.1.1 Tétel bizonyitdsa Smith és
Thieme tételének bizonyitdséhoz hasonléan torténik.
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A 3.2 szakaszban olyan feltételeket adunk az f és r fiiggvényekre, amelyek
biztosftjdk konvergencia tételiink alkalmazhatésdgat a (3) egyenletre.

3.2.16 Tétel. Ha f ésr teljesiti a
u>0,
f € CY{R,R), £(0) =0, f'(u) > 0 minden u € R esetén,
létezik A > 0 dgy hogy | f(u)| < plu| minden |u| > A esetén,
r € CY(R,R), »(0) = 1, 7(|-A4, 4]) € (0,0)

(H1)

feltételeket, akkor X egy nyitott és siirii halmazdhoz tartozé pontjainak w-
limeszhalmaza egy egyensiilyi helyzetbél 4ll.

A 4. fejezetben beldtjuk az el6z6 fejezetben tekintett késleltetett, pozitiv visz-
szacsatoldst modellez8 egyenletre egy nemtrividlis periodikus palya valamint a 0
egyenstlyi helyzetet a periodikus pélyéval 6sszekoté homoklinikus pilya létezését.
Ez az eredmény azt is mutatja, hogy a 3.2.16 Tételben minden megoldas konver-
gencidja nem &llithatd.

A végtelen dimenzids dinanﬁicus rendszerek geometriai elméletének uj ered-
ményeit felhaszndlva tanulminyozték a szerzok [KWW] monogréfidban és a
[K2,K3,KW] dolgozatokban a glob4lis attraktor finom szerkezetét a (3) egyenlet
r = 1 esetére. Az r = r(z(t)) eset bonyolultabb. Habir szémos otlet a konstans
késleltetés esetén kapott eredményekbdl alkalmazhaté az dllapotfiiggd retarddlasi
(3) egyenletre, mégis nemtrividlis médositdsok szitkségesek a szokédsos technikdk-
ban. Az altalunk alkalmazott fontosabb technikai eszk6z6k a kovetkezOk: monoton
dinamikus rendszerekre vonatkozé konvergencia eredmény a 3. fejezetbdl, 0 egy
instabil sokasigéra vonatkoz6 eredmény a [K4] dolgozatbdl, valamint a (KA} dolgo-
zathoz hasonl6an definidlt, a megolddsok zéréhelyeit szdmldld diszkrét Lyapunov
funkcion4l.

A 4.1 szakaszban felelevenitjiik az eldz6 fejezetb6l az f és r fiiggvényre tett
feltételeket és az alapvets eredményeket. Fézistérnek tekintjitk azon X-beli elemek
terét, amelyeknek Lipschitz 4llandéja nem nagyobb mint M, ahol

= (u.U)E[—IAl,%x[_A’A’I - e + f(v)"
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Az r fiiggvényre tett tovdbbi feltétel bevezetésével biztositjuk a bizonyitisokban
fontos szerepet jitszé t — t — r(z(t)) fiiggvény szigordan névd voltdt. Péld4ul
7/ kicsisége vagy r konk4vitdsa elegendének bizonyul. Tovdbb4 sziikségiink van
néhény eredményre a (3) egyenlethez rendelt

#(t) = —pz(t) + £/(0)x(t - 1)

linedris egyenletre vonatkozéan. Ezen linedris egyenlet 4ltal definislt félcsoport
generdtordnak spektrumét egyszeres multiplicitdsd sajdtértékek alkotjdk. Létezik
egy Ao valds sajitértél. A tobbi sajatérték (Mg, Ax), k € N\ {0}, komplex konjugélt
pérokat alkot vgy hogy, (2k — 1) < ImA; < 2kw, Redt1 <Redp < Ao, k> 1,és
Re), — —co amint k — oo. Feltessziik hogy ReA; > 0.

A 4.2 szakaszban bevezetjiik azon X-beli fiiggvények S halmazdt, amelyeken
4tmend megolddsok oszcilldlnak a [0, co) intervallumon. Belatjuk, hogy S pozitiv
invaridns, zdrt, és nem létezik ¢, ¥ € S vigy hogy ¢ < 7.

A 4.3 szakaszban a [K4] dolgozatbeli 4.1 Tétel alapjdn 4llitjuk, hogy létezik
0-nak egy 3-dimenziés lokélis instabil sokasdga, amely 0-ban érinti a {\o, A1, A1}
spektrithalmaz val6s ltaldnositott sajitterét. Szintén a 4.1 Tételbdl kovetkezik,
hogy az instabil sokasdg elég kis ¢ elemeire, 1étezik ¢-n 4tmend, (—oo, 0] interval-
lumon definidlt olyan megoldds, amely 0-hoz tart amint ¢ — —oo. Ezen lokilis
instabil sokasdg pozitiv irényban val6 kiterjesztésével konstrudljuk meg 0-nak egy
JW-vel jelolt instabil halmazéat. Igazoljuk, hogy W és W N S kompakt és invariéns
halmazok, valamint W NS\ {0} nem iires és szintén invaridns.

A 4.4 szakaszban definislunk egy, a megolddsok eldjeleit sz4mlél6 diszkrét Lya-
punov funkcionélt. Igazoljuk, hogy WN S kiilénboz8 ¢, 1 elemeire a ¢—1 kiilénb-
ségnek egy vagy két eldjelviltdsa van a [—r(¢(0)),0] intervallumon. Ez a tulaj-
donség garantélja egy, a WN S halmazt R%-be képezd leképezés injektivitdsat a
4.5 szakaszban.

A 4.5 szakaszban bizonyitjuk a fejezet f6 eredményét.

4.5.4 Tétel.

(i) A (3) egyenletnek létezik egy T € (1,2) foperiodussal rendelkez p : R — R
periodikus megoldésa.



(ii) Bérmely ¢ € W N S\ {0} esetén, a (3) egyenletnek létezik egyetlen olyan
z? : R — R megolddsa, amelyre zg = ¢, «? — 0 amint t — ~o0, w(¢) = {p; :
t € [0, T}, és az z? fiiggvénynek egy vagy két eléjelvéltdsa van a [—r(z(t)), 0]
intervallumon minden t € R esetén.
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