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., Bz a médszer azonban akkora éberséget és lelkierdt kivetelt,

hogy sokakat rabul ejtett eqy képzeletbeli valdsdg,

a moguk agydnak szileménye, amelybdl kevesebb gyakorlati hasznot,
de tobb vigaszt meritettek.”

Gabriel Garcia Mdarquez: Szdz év magdny (részlet)

Jelen értekezés témiaja a globdlis optimalizalas, a feladatunk az Osszes lehetséges
megoldas koziill megadni mindazokat, amelyek a legjobb eredményt szolgdltatjik.
Matematikai értelemben ez azt jelenti, hogy megadott feltételek mellett keressiik
meg a célfiiggvény Osszes globdlis széls6értékét (a feladattdl fiiggden minimumét
vagy maximumat). A témakor matematikai hattere t6bb, mint szdz éves multra
tekint vissza. A digitdlis szamitégépek megjelenésével és rendkiviil gvors tech-
nikai fejlédésével egyidében az optimalizalids gvakorlati jelentdsége is megnoveke-
dett. A jelenleg elérhetd és ténylegesen futtathaté (globélis) optimalizalé médszerek
szama tobb tucat. Az értekezésben ezek kozil csak az d.n. teljes megolddkkal
foglalkozunk: ide azokat az eljardsokat soroljuk, amelyek biztosan megtaldljik a
globalis szélséértékeket, amennyiben egzakt szamitast és végtelen hosszu futasi idot
feltételeziink. Itt ha a célunk az, hogy a globalis megoldas egy el6irt kozelitését
taldljuk meg, akkor az eljaras garantdltan végezni fog véges hataridon belil. Ezen
modszertipuson belill értelmezhetjiik a szigordan teljes keresék fogalmét, ahol a
globalis optimum megkeresése mellett matematikai szigorisiaggal dllithatjuk a ka-
pott megoldds globalitdsit (még véges pontossigi —tehdt kerekitési hibdkkal terhelt—
aritmetika esetén is).

Az optimalizalasi feladatoknal a globalis megoldas megkeresése gyvakran dontd fon-
tossagui lehet. Példaként emlithetjitk a kémiai szamitasokban felmeriilé potenciél-
fiiggvény optimalis értékének és helyének meghatarozasira vonatkozo feladatot,
amelynek megolddsa csak akkor jelent tényleges megoldast, ha az a globalis mi-
nimumot irja le. Jelen értekezésben foglalkozunk majd ezen témakorhoz tartozd
feladatokkal. Szemléltetésképpen tekintsiik az 1. abrat, ahol a 38 atombdl 4ll6 un.
Lennard-Jones energiafiiggvény globélis minimumhoz (pontosabban globélisnak sej-
tett minimumadhoz) tartozé konfigurdciéjat ((a) dbra) és egy szerkezetében teljesen
kiilonbo6z6 lokdlis optimumot ((b) dbra) latunk, amelyek értékben igen kozel allnak
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1. dbra. A 38 atombdl 4116 Lennard-Jones feladat két lehetséges megolddsa: (a) globélis
optimumhoz, és egy (b) lokélis (nem globdlis) optimumhoz tartozé.

egvmashoz. Rogton lathatjuk, hogy a lokalis minimum meghatarozasaval a keresett
globalis megoldistol még meglehetdsen tavol vagyunk.

Egy mésik szemléletes példa a robotikdbdl szérmazik. A LEE & MAVROIDIS [34]
cikkben targvalt feladat egy egvszerli robotkar lehetséges dllapotainak megallapi-
tasara vonatkozik. Konnyd latni, hogy lokdlis megoldasnak itt sem vessziik hasznat.
Béar a feladat formalizalas utan egy alacsony fokszami polinomrendszerbdl all, a
szerzOk egy 64 darab processzort tartalmazo rendszerrel 70 6raig szamoltdk, mig az
osszes globalis megoldast megtalaltak.

Tovabbi motivicids példdkat a globdlis optimalizdlds fontossdgara a NEUMAIER [47]
osszefoglald cikkben olvashatunk.

A globélis megoldis megkeresésére olvan modszerek kifejlesztése érdekes szamunkra,
amely szamitégépen megvaldsithaté. Ebben az aspektusban viszont fontos a megbiz-
hatésdg kérdése. Mar a bevezetd jellegii numerikus matematika kurzusok is a hi-
baszamitds és a szamitégéppel, lebegépontos miveletekkel elvégzett szamitasokban
el6forduld (gvakran végzetes kimeneteld) hibalehetéségek térgyaldsdval kezdSdnek.
Rendkiviil fontos tehat, hogy szamitasaink eredménye olyan legyen, amelyre tudunk
biztositékot adni, a globdlis minimumhelyet, illetve -értéket a kivant tolerancia
megsértése nélkiil szolgaltatni tudjuk. Ez a témakor a megbizhaté szamitasok terii-
lete. Ezen beliil a globdlis optimalizalasi eljardsok az tn. korlatozas és szétvalasztas
(B&B) médszerén és az intervallum matematikdn alapszanak.

A B&B modszer 1ényege, hogy a keresési teret rekurziv médon részproblémékra oszt-
juk (ez a szétvélasztds), és az egves részfeladatokon alsé és fels6 korlatokat allitunk
a célfiggvény lehetséges értékeire (ez a korldtozds), melyvek segitségével el6bb vagy
utobb eliminalhatjuk azokat a részeket, amelyek nem adnak jobb megoldéast, mint
az addig ismert legjobb. Ezt az eljarast kombinalhatjuk az intervallum mate-
matika eszkoztaraval, amely természetes modon szolgéltatja a megfelel6 alsé és felsd
korlatokat az egves részfeladatokra, valamint igen kifinomult technikakat azon részek
elvetésére, amelyek garantiltan nem tartalmaznak globalis minimumhelyet.

A globélis optimalizalds matematikai eszkozokkel megalapozott modszereit szami-
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togépes kornyezetben kivanjuk felhaszndlni. Ha mar van egy kész programunk,
akkor fontos lehet meggv6z6dni arrdl, hogy az valéban helyvesen miikodik-e, men-
nyire megbizhato. Altaldban kivdnesiak vagvunk arra is, hogy egyv adott megoldd
mdédszer mds (hasonld) médszerekhez képest mennyire hatékony — és itt elsésorban
a feladatmegoldas gvorsasagdat tekintjiik mérvaddnak.

Bizonyos optimalizilasi feladattipusok esetén pedig nem elég, hogy 4ltalanossigban
jol, gvorsan és meghizhatéan miikodo eljarasaink vannak. Gyakran el6fordul, hogy
az altaldnos globdlis optimalizalé moédszerekkel nem tudjuk megoldani az adott
problémét (tipikus eset erre példdul a mar emlitett potencidlfiiggvény optimalizalds).
Ilyenkor altaldban az egvediili célravezetd Ut az, ha kihasznaljuk az adott feladat
néhany sajatos tulajdonsigit. Az atomklaszter feladatoknal példdul tudjuk, hogy
az optimalis szerkezetben az atomok nem lehetnek til kozel egymashoz, illetve til
tavol sem egymastol.

Az értekezés 4 16 fejezetre oszlik. Az 1. fejezetben a tovabbiakhoz sziikséges alapfo-
galmakat és tételeket vezetjiik be, illetve ismertetjiik.

A 2. fejezetben intervallumos globalis optimalizalasi algoritmusok tovabbfejleszté-
sével foglalkozunk. Egy 1dj befoglalofiiggvény elméleti és numerikus vizsgalatat
végezziik el. El6szor az egydimenzids valtozatra megmutatjuk, hogy a javasolt be-
foglalé fiiggvény mindig jobb eredményt ad, mint az 6tlet alapjat képezé masik két
mdédszer. Bebizonyitjuk a felhaszndldshoz sziikséges tulajdonsidgok meglétét (be-
foglalasi monotonitas, négyzetes konvergencia sebesség, és egy rendkiviil hasznos
metszési tulajdonsdg); valamint numerikus vizsgdlatokkal kimutatjuk, hogy a klasszi-
kus intervallumos korlatozas és szétvalasztas tipusu optimalizalé algoritmusba torté-
n6 implementaldsa milyen hatékonysidg-novekedést eredményez. Ugvanezen részhez
tartozik még a moédszer egy lehetséges tobbdimenzids kiterjesztésének vizsgalata
is. Ebben az esetben is megmutatjuk, hogy a javasolt 4j technikdabdl egy hatékony
gvorsité médszer szirmaztathat6, amely (numerikus vizsgalatokkal igazolt médon)
teljesitmény-novekedéshez vezet.

A 3. fejezet az Un. teljes globdlis optimalizalok tesztelésének és Osszehasonlitasanak
modszertanaval foglalkozik. A munka jelentoségét mutatja, hogy ez volt az els6
adatokat megoldé programok oOsszehasonlitisa megvalosult egyrészt szisztematikus
alapon, méasrészt egy olyan teszthalmazon, amely megengedi statisztikusan szig-
nifikdns kovetkeztetések levonasat. Az ismertetett mdodszertan tehat arra vallakozik,
hogy algoritmikus dton olyan keretet adjon, amely szamitégépen implementalhato,
és lényegében emberi beavatkozas nélkiil elvégezzen egy olvan lépéssorozatot, amely-
nek a végén emberi feldolgozasra alkalmas értelmes kimutatasokat kapunk a tesztelt
programok gvorsasagara, helyességére és megbizhatésdgira vonatkozdan.

A 4. fejezet témaja pedig atomklaszterek szerkezetének vizsgdlata optimalizaldsi
keretben. Célunk az volt, hogy minél jobb (méretfiiggd és méretfiiggetlen) alsé
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korlatot adjunk az optimalis konfiguricidoban el6fordulé minimélis atompar tavol-
sagra. llyven informdcié birtokdban az optimum megkeresésére szolgdlo eljardsok
hatékonysiga novelhetd, valamint az optimum értékére linedris alsé korlat adhaté
(az eredményekbdl explicit médon szdmolhaté is ez a korldt).

Az értekezést magyar és angol nyelvi Osszefoglald, valamint az irodalomjegyzék
zarja.

Az értekezésben az egves fogalmak elsé el6fordulasat dolt betitipussal emeljiik ki,
ez szolgal tehat a definicick megadéséra.

Az allitasok, tételek és kovetkezmények tekintetében minden esetben megadjuk an-
nak forrasat. Bizonyitast csak abban az esetben kozliink, ha az teljes egészében sajat
eredmény (és ha az értekezés alapjit képezd cikkekben az ugyvancsak megtaldlhato).



1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben bevezetjiik a vizsgalandé feladatok dltalanos alakjat, valamint
megmutatjuk, hogy az értekezés targvat képzé moddszerek milyen moédon osztdlyoz-
haték. A tovdbbi (konkrét eredményeket térgyald) fejezetek 6ndllo egységet képeznek,
ezért az ott felhaszndlt fogalmak és eredményeket is ott vezetjiik be, illetve kozoljik.

Az értekezésben R jeloli a valds szamok, R" pedig a n-dimenziés valés vektorok
halmazat.

1.1. A vizsgalt feladatok altalanos alakjai

Feltétel nélkili globdlis optimalizdldsi feladaton a

min f(z) (1.1)

€S

alaku feladatot értjiik, ahol az f : R* — R figgvényt célfiggvénynek, az S C R
tartomdanyt pedig a keresési tartomdnynak nevezziik. Az (1.1) feladatot szokds még
a keresési tartomdny korldtaival adott (bound constrained) optimalizalasi feladatnak
is nevezni, abban az esetben, ha S also és felsé korlataival megadott intervallum.
Jelen értekezés 2. fejezetében (1.1) alaku feladatok vizsgdlatdval foglalkozunk.

Megjegyzés. Fontos megkiillonboztetniink az n = 1 esetet, az egyvaltozoés globalis
optimalizdlési problémat. A tobbvaltozds esethez képest ez egyszeriibb probléma,
hiszen a ,,dimenzionalitas d4tka” itt nincs jelen. Altaldban az is igaz, hogy az egyvdi-
menzios esetekre kifejlesztett technikak, moédszerek, elméletek nem minden esetben
vihet6k 4t természetes moédon magasabb dimenziéba. Mindazondltal szamos al-
kalmazési teriilete van az egvdimenzids globélis optimalizaldsnak (lasd példdul a
CASADO et al. [7] cikkben megadott hivatkozdsokat). Ha az éltaldnos esetet te-
kintjiik, akkor az (1.1) feladat NP-nehéz.
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Korlatozo feltételekkel megadott globdlis optimalizdldsi feladaton a

min f(z)
tgy, hogy  gi(z) < 0 (i=1,...,0) (1.2)
reS

alaki feladatot értjiik, ahol minden i € {1,...,{} indexre g; : R* — R (korldtozd
feltétel). Az értekezésben (1.2) alaki feladatokkal csak kozvetett médon foglalko-
zunk, a 3. fejezetben adunk egy modszertant az ilyen tipusi feladatok megoldaséara
kifejlesztett programok tesztelésére.

Feltétel kielégitési feladatrdl akkor beszéliink, ha az (1.2) alakd feladatban nincs
célfiiggvényiink, csak korlatozo feltételek egy rendszere.

Megjegyzés. Vegviik észre, hogy az (1.2) alaki megfogalmazdsban benne van az
(1.1) alaku és a feltétel kielégitési feladat megfogalmazdsa is, tehdt ha globdlis op-
timalizaldsi feladatrdl beszéliink, akkor mindig gondolhatunk az (1.2)-re.

Az (1.2) és a feltétel kielégitési feladatban a feltételeket kielégité pontok halmazat
lehetséges megolddsoknak nevezziik. Azon pontokat pedig, amelyek nem teljesitik a
megadott feltételeket nem lehetséges megolddsoknak nevezziik!.

Azt mondjuk, hogy egy probléma nem kielégithetd, ha a feltételrendszere olyan, hogy
nincs hozza lehetséges megoldas.

Megjegyzés. A feltétel kielégitési feladatoknal minden lehetséges megoldas egyben
globalis megoldas is.

A globalis optimum értékét f*, az ehhez tartozé globalis minimumpontot (ameny-
nyiben egy van) pedig z* jeloli.

Példa. Legyen adott atomok n elemi d dimenziés halmazédban (klaszterében) az
atomok egvmasra hatasat leiré potencidl fiiggvény. Keressiik meg a minimalis en-
ergidhoz tartozé optimadlis szerkezetet. Ez ebben a formaban egy globdlis opti-
malizalasi feladat az nd-dimenzids Euklidészi térben. Amennyiben a feladat leirdasat
kiegészitjiik példaul olyan korlatozd feltételekkel, amelyek kizarjdk a forgatasi és
tiikrozési szimmetridkat, akkor (1.2) alaki feladatot kapunk. Ha pedig adott egy
feltételezett minimdlis energiaszint és azt kell megmutatnunk, hogy ennél az energia-
szintnél nem érhetd el alacsonyabb, akkor feltétel kielégitési feladatot kapunk.

"Hasznélatos még a fizibilis és infizibilis pontok széhaszndlat is.
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1.2. A globalis optimalizal6 mddszerek osztalyo-
zasa

A NEUMAIER [47] altal javasolt felosztds szerint az (1.2) alakd feladatok megoldéséra
szolgald modszerek a kovetkezdképpen osztalyozhatok.

A nemteljes médszerek heurisztikan alapulé eljarasok. Itt nincs biztositékunk arra,
hogy egy lokalis megoldasba beragadunk-e vagy sem, valamint arrdl sincs
informéacionk, hogy milyen kozel vagyvunk a globalis minimumhoz. Ezért a
megallasi feltételek is heurisztikusak.

Az aszimptotikusan teljes moédszerekre bebizonyithato, hogy korlatlan futési idot
feltételezve egy valdszinliséggel megtaldljdk a globdlis minimumot (egy eléirt
tolerancia mellett). A megélldsi feltétel azonban itt is heurisztikus, hiszen az
ide tartozé modszerek nem tudjak, hogy a globdlis megoldast taldltdk-e meg.

A teljes médszerek pontos aritmetikat feltételezve megjosolhaté idékorlaton beliil
garantdltan megtaldljik a globdlis optimumot (valamilyen tolerancidval). Itt
a megjosolhatdsig azt jelenti, hogy van valamilyen informaciénk a probléméaval
kapcsolatban (péld4ul Lipschitz konstans vagy més globdlis jellegi informacid),
amivel a konvergencia sebességet becsiilhetjiik.

A szigoridan megbizhatd (rigorous) médszerek olyan teljes médszerek, amelyek még
kerekitési hibdk megléte esetén is garantdltan megtaldljdk a globdlis optimu-
mot (valamilyen tolerancidval).

Az értekezés 2. fejezetében szigoruan megbizhaté modszerek tovabbfejlesztésével
foglalkozunk, mig a 3. fejezetben ismertetett modszertan teljes keresok tesztelésére
és Osszehasonlitasira ad eljarast.
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2. fejezet

Az intervallumos globalis
optimalizalasi mdédszerek
gyorsitasa

Ebben a fejezetben a valds szamokat kisbetilivel, az intervallumokat pedig nagy-
betiivel jeloljiik.

2.1. Intervallum-aritmetika

Az X intervallumot az alsé és felsd korldtja kozott 16v6 pontok (nem iires) hal-
mazaval definidljuk:

X=X, X]={zeR|X <z <X},

tehdt azt mondjuk, hogy egy = € R benne van az X intervallumban, azaz v € X
akkor és csak akkor, ha X <z < X. Itt tehdt X jeloli az alsé végpontot, X pedig

a felsd végpontol. Az n dimenzids intervallum vektor esetén X = (X1, ..., X)7T
jeloli az Xy = [X, Xi| (kK = 1,...,n) komponenseket. Az értekezésben mindvégig

az intervallum szét fogjuk haszndlni, abban az esetben is, ha tobbdimenzios esetet
targyvalunk.

Az 6sszes n dimenzids intervallumot tartalmazé halmazt I jeldli. (Szokds még az
IR jelolés is, de mi itt csak a valds esettel foglalkozunk, igy az R megkiilonboztetést
elhagyjuk.) Amennyiben D C R" egy halmaz, akkor I(D) jeloli az osszes olyan X
intervallum halmazit, amelyre X C D. Az X = [z,x] vékony intervallum (tehdt
nulla szélességii intervallum) altaliban az x ponttal van azonositva. Az X interval-
lum egy 4ltaldnos pontjit z jeldli (dltalidban az x,y, z esetleg & vagy e, d jeloléseket
hasznéljuk majd).
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Az X €1 szélessége a B
wid(X) =X - X >0,

az X € I" szélessége a wid (X)) = max;—;,_, wid (X;) szerint definidlt.
Az X € 1" kozéppontja a
1 _
mid (X) = Z(X + X),

kifejezéssel van meghatdrozva, ahol X = (X,,..., X,) és X = (X1,..., X,).
Az X € 1" relativ szélessége pedig a

wid (X)

max {1, mingex |z|}’

wid (X)) =

altal definialt.
Korlatos S € R" halmazokra
(S := [inf S, sup 5]

halmazt az S intervallum burkdnak (intervall hull) nevezziik. Ez tehét a legszlikebb
intervallum, amely tartalmazza az S halmazt.

Az elemi miveletek halmazat

Q={+-,/}

definidlja. Az elemi figgvények egy elére megadott & halmaz elemei, folytonosak
minden olyan zart intervallumon, amelyen definidltak®. Péld4ul a

® := {sin, cos, exp, In, ,/~ , abs, arctan, ...}

a szokésos elemi fliggvényeket tartalmazza.

2.1.1. Miiveletek intervallumokkal

A valds szamokon értelmezett elemi miveletek intervallumos kiterjesztése az
XoY:={zoy|lzeX,yeY}el, ahol o€Q (2.1)

definicié alapjan torténik. A definiciébol lathatd, hogy a megfelel6 eredmény inter-
vallumot a két intervallumbél széba johetd Osszes elemre (valds szdmra) elvégezett
miivelet adja. Ez tehdt végtelen sok miivelet elvégzését jelentené. Konnyen lathato

!Hasznalatos még a standard figguények elnevezés is; ezt KEARFOTT [30] dgy definidlja, hogy
azon fiiggvények halmaza, amelyek a FORTRAN-77 nyelvben adottak.
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azonban, hogy az alapmiiveletek folytonossiga miatt a (2.1) képlettel adott mivele-
tek valéjaban konnyen szamitok:

X+Y = [X4+Y,X+Y],
X-Y = [X-YV,X-Y],
XY = [min{XY, XY, XY, XY} max{XY, XY XY XY}

X/)Y = X-[1/Y,1/Y], ha0¢Y.

Valos fiiggvények intervallumos kiterjesztése is hasonloképpen torténik. A ¢ € &
elemi fiiggvényre

o(X) =Ke(z) | z € X},
ahol a jobb oldal definidlt. Az XwY reldcid (ahol w € {=,<, <, >,>}) az X és YV
intervallumok kozott akkor és csak akkor teljesiil, ha zwy teljesiil minden z € X és
y €Y elemre.

Megjegyzés. Fontos megjegyvezniink, hogy amennyiben véges pontossagu aritmetika
all rendelkezésiinkre (és pontosan ez az eset all fent amennyiben az intervallum-
aritmetika szamitégépes megvaldsitasat hasznaljuk), akkor az intervallumos miivele-
tek elvégzésekor kifelé kerekitést kell végrehajtani (lasd KEARFOTT [30] 147. oldal,
illetve NEUMAIER [45] 8. oldal). Az értekezésben az egyes numerikus megvaldsitasok-
nal az igv kapott gépi intervallum-aritmetikat hasznaljuk. Szokésos erre kiilon
jelolésrendszert bevezetni (a miiveletekre), amitdl a tézisben eltekintiink: elméleti
megfontoldsainkban a valés intervallum-aritmetikat, mig a szamitégéppel elvégzett
numerikus vizsgalatoknal a gépi aritmetikat hasznaljuk, igy egvértelmi, hogy mikor
melyik van érvényben.

2.1.2. Intervallumos befoglalé figgvények

Azt mondjuk, hogy az F : I"(X) — T az f : R" — R egy intervallumos befoglald
figguénye az X intervallumon, ha z € Y esetén f(z) € F(Y) teljesiil minden Y €
["(X) intervallumra.

Az f fiiggvény értékkészletétaz Y intervallumon f(Y7), tovdbbd f(X) az értékkészlet
alsé korlatjat, valamint F(X) és F(X) az intervallumos befoglalds als- és felsé
korlatjat jeloli.

Konnyi 1atni, hogy egy tetszoleges valos fiiggvény értékkészletének pontos kiszami-
tasa két globdlis optimalizalasi feladatnak felel meg az X intervallumon. Ebbdl
kovetkezik, hogy altaldnos esetben az értékkészlet csak tiulbecsléssel adhaté meg.
Megfelel6 befoglalé fiiggvény konstrudlasa ezért az intervallum-aritmetika kozponti
jelentoségti alapfeladata.
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A legegyszerlibb befoglaldst az intervallum-aritmetika automatikusan szolgaltatja.
Ehhez tekintsiik az f : R* — R fiiggvényt, mint matematikai kifejezést (tehdt a @
halmaz elemeit és 2 halmaz miiveleteit valtozékkal Gsszekapcesold kifejezést). Az F -
[" — I fiiggvény éltal meghatdrozott F'(X) intervallumot az f fiiggvény természetes
intervallumos kiterjesztésének nevezziik, amelyet gy kapunk, hogy az f-et megadé
kifejezésben minden ¢ € 1,...,n-re az z; valtozét X;-re cseréljiik, és minden valés
alapmiiveletet és elemi fiiggvényt az intervallumos megfelelire cseréljiik.

1. Tétel. (MOORE [44]) A természetes intervallum kiterjesztés befoglalé fiiggvény.
Amennyiben a tekintett f kifejezésben minden valtozo pontosan egyszer fordul csak
elo, akkor a befoglalas pontos lesz.

Amennyiben az f képletében egy véltozd tobbszor is elofordul, akkor altaldban
tilbecsléssel kapjuk meg az értékkészlet befoglalasat. Ezt a jelenséget figgdségi
problémdnak (dependency problem) nevezziik. Megjegvezziik, hogy algebrai at-
alakitasokkal sokat lehet tenni a fiiggdségi problémakbol adédé tilbecslések csok-
kentésére. Madsrészt innen az is latszik, hogy ugvanazon intervallumon értelme-
zett, matematikailag ekvivalens kifejezések intervallumos kiterjesztésével kapott be-
foglalasai kiilonbozbek lehetnek. Ennek a jelenségnek azonban hasznat is vehetjiik:
az intervallumos globalis optimalizdlé algoritmusok tesztelésére haszndlhatunk olyan
célfiggvényeket, amelyek a hagvomdnyos (nem teljes) médszerek (lasd 1.2. alfejezet)
szamara gyvorsan megoldhaték, mig az intervallumos moédszerek sok munka Ardn
végeznek csak megolddsukkal.

A tovébbiakban [’ az f fliggvény derivéltjat (t6bbvéiltozds esetben a gradiens vek-
tort), F’ pedig az f’ egy intervallumos befoglaldsit jeloli.

Amennyiben a széban forgd fiiggvény folytonosan differencialhaté, alkalmazhatjuk
a kozépponti formuldkat. A moddszert az analizisbol jél ismert kozépérték tételbol
szarmaztatjuk. Nevezetesen, f(x) = f(c) + f/(§)(z — ¢) teljesiil ¢,z € YV és € €
[min{e, 2}, max{c, z}] esetén, ezért

F(@) € Fop(Y,c) i= f(e) + F'(Y)(Y — ¢). (2.2)

Itt az f fliggvényt minden = € Y értékre kiterjesztettiik, hiszen F'(Y) az f de-
rivaltjanak intervallumos befoglaldsa az Y intervallumon.

A c kifejtési pontot leggvakrabban az Y intervallum kozepének valasztjak. A 2.3.1.
alfejezetben azonban latni fogjuk, hogy ez a kifejtési pont valaszthatd gy is, hogy a
kozépponti formula altal elérhet6 lehet6 legjobb befoglalast kapjuk. Megjegvezziik
tovabbd, hogy (2.2) kiszdmithaté intervallumos lejt6 aritmetikdval is (NEUMAIER
[45], RATZ [55]), amely gvakran az f(Y") jobb befoglaldsit eredményezi.
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2.1.3. Az intervallumos befoglald fliggvények néhany tulaj-
donsaga

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény egy F befoglaldsa izoton (vagy befoglaldsra nézve
monoton) tulajdonsdgi X felett, ha minden ¥ C Z (Y, Z € I"(X)) esetén F(Y) C
F(Z) teljesil.

Az intervallumos alapmiiveletek és az alapfiiggvények intervallumos kiterjesztései
izoton tulajdonsidgd. Ebbdl indukcioval kovetkezik, hogy a természetes intervallu-
mos kiterjesztés is izoton. Amennyiben a (2.2) képletben a ¢ = mid (V") vélasztdst
hasznaljuk, akkor az igy kapott kozépponti formula is izoton tulajdonsigu lesz
(kiillonben nem mindig).

Azt mondjuk, hogy az F' befoglald figgvény a-konvergens az X intervallum felett,
ha minden Y € I(X) intervallumra wid (F(Y")) — wid (f(Y)) < k(wid (¥))* teljesiil,
ahol « és k pozitiv konstansok.

Az o = 1 esetet linedris-, az a = 2 esetet pedig kvadratikus konvergencidnak
nevezziik. A definicié alapjan nagyvobb konvergenciarendii befoglalé fliggvény esetén
keskeny intervallumokra a befoglalds jobb lesz.

Az F . 1" — 1 fuggvényt Lipschitz-folytonosnak nevezzik az X € [” intervallumon,
ha létezik olvan k£ € R, hogy wid (F(Y)) < kwid (Y) teljesiil minden V¥ C X
intervallumra.

2. Tétel. (RATSCHEK & ROKNE [52]) A természetes intervallum kiterjesztés line-
drisan konvergens. Ha ¢ = mid (X) és F’ komponensei Lipschitz-folytonosak, akkor
For(X,¢) kvadratikusan konvergens.

Altaldnosan elfogadott szabdly, hogy ha az intervallum szélessége nagyobb, mint 1,
akkor a természetes intervallumos kiterjesztést érdemes haszndlni, ellenkez6 esetben
viszont a kozépponti formulat.

A kiilonféle befoglalé fliggvények konvergencia rendjének empirikus dton torténd
meghatarozasarél a TOTH & CSENDES [63] cikkben olvashatunk. A szerzék javasla-
tot tesznek arra, hogy az intervallum szélességét tekintve melvik befoglalast érdemes
hasznalni.

2.2. A korlatozas és szétvalasztas tipusu algorit-
mus

Teljes globdlis keresés elvégzésére dltalaban a korlitozds és szétvilasztas (branch-
and-bound, toviabbiakban B&B) mddszere a haszndlatos. Az otlet lényege, hogy
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rekurziv médon osszuk fel a keresési teret (szétvilasztas) és ezeken az altereken alsd
korldtokat allitva a célfiiggvényre (korldtozds) elimindljuk azokat a részeket, ame-
lyekrol tudjuk, hogy nem vezetnek az eddig ismert legjobb megoldasnal jobbhoz. Az
algoritmus legrosszabb esetben exponencialis futasigényii; bar az esetek tobbségében
a keresés soran a résztartomanyok jelentds részét el tudjuk vetni: példdaul ha az
aktudlisan vizsgalt résztartomanyon a fiiggvény alsé korlatja nagvobb, mint a mono-
ton csokkend fels6 korlat, akkor tudjuk, hogy a tekintett résztartomany nem tartal-
mazhatja a globdalis minimumot.

A B&B o6tlet természetes médon alkalmazhaté az intervallum-aritmetikdval egyiitt,
hiszen ez utobbi automatikusan ad korlatokat a vizsgalt célfiggvényre. A meg-
valésitds Moore nevéhez flizodik (MOORE [44]), amely moédszert aztdn SKELBOE
[60] médositott dgy, hogy az ténylegesen is egy jol hasznalhatd eljardssa valt. Az
intervallum-aritmetikdn alapuld, korldtozds és szétvdlasztds elvén mikodd algoritmus
altalanos alakja a kovetkezo.

1. 1épés Legven X a kezd¢ intervallum, £ a munkalista, Q pedig az eredménylista.
Széamitsuk ki az F(X) befoglaldst, legyenek £ := {(X,F(X))}, Q@ := {} és
allitsuk be az f* értékre vonatkozd garantélt felsd korldtot: f = F(c), (c €
X).

2. 1épés Mindaddig, amig £ nem iires, hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket.

3. 1épés Vegyiink le egy (Y, F(Y)) elemet az L listdr6l. Osszuk fel az Y in-
tervallumot U7 U U, U ... U U, = Y részintervallumra (k > 1) dgy, hogy
int(U1) N ... N int(Uy) = O teljesiiljon, ahol ’int’ az U intervallum belsejét
jeloli.

4. 1épés Minden i = 1,. .., k-ra szamitsuk ki az F'(U;) befoglaldsokat, alkalmazzunk

gyorsito teszteket az U; vagy annak bizonyos részeinek elimindldsiara majd
frissitsiik az f értékét, ha lehetséges.

5. 1épés Minden ¢ = 1,..., k-ra, amennyiben bizonyos feltételek teljesiilnek, legven
Q = Q+ (U, F(U;)) kiilonben pedig legyen £ = £ + (U;, F(U;)). Menjink a
2. lépésre.

Az aldbbiakban a fenti intervallumos B&B algoritmus néhany fontos részletét tar-
gvaljuk.

Ertékkészlet befoglalas

Mint lattuk a 2.1.2. alfejezetben, az intervallum-aritmetika lényegében automatiku-
san szolgaltatja a széban forgd fiiggvény értékkészletének befoglalasat. A garantalt
megbizhatdsagi globalis optimalizalasban az aktudlisan vizsgdlt intervallumon a
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célfiggvény értékkészletének alsé korldtjara van csak sziikségiink (a globdlis min-
imumra vonatkozd felsé korlatot globdlis informaciéként haszndlva monoton csok-
kentjiik). A mddszereink megvaldsitdsiaban a természetes intervallumos kiterjesztést
és a kozépponti formdkat hasznéljuk, mint alap eszkozoket. Jelen értekezés egyik
eredményeként djabb befoglaldsi médszereket adunk. Ezen médszerek és a kozép-
ponti alakok a derivaltfiiggvény befoglalasait is felhasznaljak — ezt az automatikus
derivélassal szamitjuk (ldsd példdul a KEARFOTT [30] és CSENDEs [12] cikkeket).
A szamitégépes implementdcidkban a C-XSC programcsomag HAMMER et al. [25]
altal adott elbrefele torténd (tehat forward mode) automatikus differencidldst hasz-
naljuk.

Gyorsité eljarasok

Az intervallumos B&B eljdras 4. [épésében lattuk, hogy alkalmazhatunk olyan elji-
rasokat, amelyek a keresési tér azon részeit eliminaljak, amelyek garantiltan nem
tartalmaznak globdlis minimumot. Részletes ismertetés nélkiil: az implementalt
algoritmusban a kivagasi tesztet, monotonitdsi tesztet, konkavitdsi tesztet és az
intervallumos Newton-1épést hasznaljuk (b6vebben lisd HANSEN [27]).

Felosztasi irdnyok, megallasi feltétel, konvergencia

Az algoritmus 3. lépésében az Y intervallumot felosztjuk. A felosztds lehet két
részintervallumra (bisection) vagy t6bb részintervallumra (multisection) torténd fel-
osztas. Az ide vonatkoz6 elméleti és numerikus vizsgalatokat a CSALLNER et al.
[11] és MARKOT et al. [40] cikkek tartalmazzak. Az értekezésben vizsgalt algorit-
musokban biszekciot alkalmazunk.

A felosztds irdnyanak megvalasztisa is teljesitmény-valtozashoz vezethet. Ilyen
irdnyu vizsgilatokat a CSENDES & RATZ [13] cikk tartalmaz.

Az 5. lépésben alkalmazhatunk kiilonféle megallasi feltételeket, amelyek befolyassal
vannak az algoritmus futasi idejére és a megoldas mindségére is. Altaldban az
aktudlisan vizsgalt intervallum szélességét, illetve a befoglald fliggvény szélességét
szokds alapul venni, ezek egyikének (vagy mindkettének egyszerre) kell kisebbnek
lennie egy-egy elbirt tolerancia értéknél.

Az algoritmus konvergencidjat ugy szokas vizsgalni, hogy az 5. 1épésben a megallési
feltételt kikapcesoljuk, azaz feltessziik, hogy sohasem teljesiil. Bizonyitandé ilyenkor,
hogy a részintervallumok sorozatan vett értékkészlet befoglaldsok alsé értéke a globa-
lis minimum értékéhez tart. Az értekezésben ilyen tipusu vizsgilatokkal nem foglal-
kozunk, a 2. fejezetben megvaldsitott eljarasokat egy olvan médszer médositasaval
készitettiik el, amelyek teljesitik a konvergenciat, a moddositasok pedig nem be-
folyasoljak azt.
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2.3. Kozépponti formulak

A fejezet hatralevo részében az f célfiiggvényrdl feltessziik, hogy folytonosan diffe-
rencialhato.

Mint azt lattuk, amennyiben a célfiiggvényrol elsérendii informéacié is rendelkezésre
all (példaul derivélt), akkor a (2.2) formuldval javithatunk az értékkészlet befoglalds
szélességén. Mivel a kifejtési pont nincs rogzitve, ezért felmeriil a kérdés, hogy annak
megvalasztasa mennyire befolyasolja a befoglalas josagat. A kovetkezd részben a
kifejtési pont megvalasztasanak lehetoségeit targvaljuk.

Megjegyzés. Az egyszeriibb jelolés kedvéért az aktualisan vizsgdlt egvdimenziés Y
intervallum végpontjait a és b jeloli, tehdt ¥ = [a, b], valamint a gradiens (vektor)
elemeit [(;,u;] i = 1,...,n, és egvdimenzids esetben az alsé indexeket elhagyjuk.

A tovabbiakban feltessziik, hogy minden? = 1, ..., nindexre £; < 0 < u; teljesiil. Ha
valamely i-re u; < 0 vagy £; > 0, akkor f monoton, tehat az értékkészlet egyszertien
szamithato.

2.3.1. Optimalis kozépponti formula

El6szor az egyvdimenzids esetet tekintjiik. A (2.2) képlet ltal adédé For(Y, c) alsd
korldtjat vizsgdljuk. A 2.1. dbrén lathatjuk, hogy minden ¢ € [a,b]-re a (c, f(c))
pont és az £ és u meredekségek altal definialt két egvenes alsé korlatot ad f-re az Y
intervallumon:

min{y,(c), y4(c)} < inf f(2),

ahol

yp(€) == f(c) +ula—c) és y,(c) = flc)+£(b—c).
Ebbdl az Osszefiiggéshol az alsé korldtra vonatkozo optimadlis ¢ meghatirozhato.
BAUMANN [2] bebizonyitotta, hogy c-re a legjobb vilasztds akkor adédik, amikor
yp(€) = y,(c) teljesiil, azaz a ¢~ € Y = [a, b] pont maximalizdlja a min{y,(c), y,(c)}
értékét. A kovetkezd tétel a megfelel6 képleteket adja.

3. Tétel. (BAUMANN [2]) A kézépponti formuldban az optimalis kifejtési pont és
az ehhez tartozé alsé korldt a

_au—bl
u—/
és
¢
Fop(Y.eT) = f(e)+(b—a)— (2.3)

képletekkel adott.
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Y

a b

2.1. dbra. Az aktudlis intervallum kozéppontjira (egyenes vonalakkal) és az optimdlis
alappontra (szaggatott vonalakkal) kifejtett kozépponti formula.

Megjegyvezziik, hogy ¢~ értéke fiiggetlen az f értékeitol. Tovabba az intervallumos
globalis optimalizdld algoritmusban az £ és az u értékeket altalaban ettdl fiiggetleniil
is kiszamitjuk, mert ezeket a monotonitasi tesztben is fel tudjuk hasznalni. fgy a
Baumann kozépponti formula nem kivan extra fiiggvény- vagy gradiens hivast.

Hasonl6 meggondoldssal a fels6 korlatot optimalizalé ¢t pont is megkaphaté (észre-
vétel: ez a ¢ pont a ¢~ szimmetrikus parja a mid (Y") pontra nézve). Ezért ha
a kozépponti formuldk altal kiszamithatd legjobb befoglalast akarjuk megkapni,
mindkét formulat hasznalnunk kell, amely noveli a szadmitdsi igényt. A globalis
optimalizdlé eljardasban azonban altalaban csak az alsé korlatot szamoljuk.

A Baumann koézépponti formula tobbdimenzids kiterjesztése szintén megtaldlhato a
BAUMANN [2] cikkben. Ez az dltaldnositds viszonylag egyszertien adédik.

2.3.2. Linearis hatarvonal formula

Eloszor itt is szintén az egyvvaltozds esetet vizsgaljuk. Amikor a kozépponti for-
mulat az intervallum alsé- és felsé végpontjara egyvidejilileg alkalmazzuk, akkor a
linedris hatdrvonal formuldt (linear boundary value form, a tovédbbiakban lbvf)
kapjuk (NEUMAIER [45]). Ezt az esetet a 2.2. dbra szemlélteti. Az y = f(a)+{4(x—a)
ésy = f(b)+u(x—Db) egvenesek (x4, ys) metszéspontjdnak kiszamitdsiaval megkapjuk
az also korlat eloallitasara vonatkozo képleteket. Ezt allitja a kovetkezo tétel.

4. Tétel. (NEUMAIER [45]) Az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontok, valamint az ezekhez
tartozo ¢ és u meredekségek altal definidlt egyvenesek alsé korlatot adnak f-re:
fla)— f(b) | bu—al

- 2.4
s u—¥¢ + u—4{" (24)
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FrprY)=ys = (2.5)

amelyet az Ibvf alsé korldtjanak neveziink.

Vildgos, hogy az I'jpyr(Y) < f(Y) egyenl6tlenség mindig teljesiil, hiszen az y =
fla)+l(zx—a) ésy = f(b)+u(x —b) egvenesek az f figgvény alatt vannak az [a, b]
intervallumon és soha nem metszik azt (a végpontokat kivéve).

)
Jx

S

2.2. dbra. Az Ibvf befoglalds alsé korldtjanak geometriai értelmezése.

Ezekbdl az eredményekbdl a kovetkezd kérdés adodik: melyik eljards szolgdltat
jobb alsé korldtot f értékkészletére? Egy egyszerii észrevétel az, hogy a (2.3) és
(2.5) képletek meghatdrozdsa az f(c™) és az (uf(a) — £f(D))/(u — £) kifejezésekben
kiilonboznek. Ez adja a kovetkezo allitast.

1. Allitas. [65] Az Fop(Y,e) < F,pup(Y) egvenlbtlenség akkor és csak akkor
teljesiil, ha f(c™) < %

Mint azt lathatjuk, az 1bvf néha jobb eredményt ad, mint a Baumann forma. Az 1.
Allitads azt mondja, hogy ez teljesiil, ha példaul f konvex az adott intervallumon.

Jegvezziik meg, hogy a (2.4) és (2.5) képletekben minden érték rogzitett, nincs
lehet6ség optimalitasi vizsgdlatokra. Az F; 5y kiszamitdsa tobb informéciot igé-
nyel, hiszen sziikségiink van az f(a) és f(b) értékekre; ez magasabb miiveletigényhez
vezethet az optimalizdlasi eljarasban. Az Y végpontjaiban vett fiiggvényértékeket
azonban felhasznalhatjuk késébb is, amikor Y részintervallumait vizsgaljuk. Az
[ felsé korldtjara vonatkoz6 formula hasonld (2.5)-hez és az alsé korldtokhoz mar
kiszamitott értékeket (£, u, f(a) és f(b)) tartalmazza.

A tobbvialtozos esetre vonatkozo elméleti és numerikus vizsgdlatokat a MESSINE &
LAGOUANELLE [41] cikkben taldljuk.
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2.4. Kite befoglalé fiiggvény — egydimenzids eset

Szarmazik-e valami elényiink a fentebb targvalt két médszer egyiittes hasznalatabol?
A valaszt a 2.3. dbra adja, amibdl levezetheto, hogy a szimultan hasznilat nem
rosszabb (és dltaldban hatdrozottan jobb) eredményt ad a célfiiggvény befoglaldséra.
Ezért definidljuk az Fy (Y, ¢) := min{y,(c), y:(c)} figgvényt, ahol

_uf(a) = £f(c) + tu(c — a)

y(c) 1= — , (2.6)

és
uf(c) — £f (D) + Lu(b—c)

y(c) = - . (2.7)

Az F (Y, c) értéket a kite befoglalds alsé korldtjanak nevezziik.

[}
J1x)

),
Yp frmmmmmmm- g
B 714 2l S ’ """
Eer _
Xp c X
a b

2.3. dbra. A kozépponti formula (kifejtési pontként az aktudlis intervallum kozéppontjat
haszndlva) és az lbvf szimultdn hasznailata.

5. Tétel. [65] A

max{F; gy p(Y), Fop(Yo)} < Fr(Ye) < i(}")

egyenlétlenségek teljesiilnek.

Bizonyitas. Legyen az r pont az y = f(a)+£(z—a) és y = f(c)+u(x—c) egyenesek
metszéspontja:

fla) — f(¢)+uc—fla

— : (2.8)

z,.(c) =
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és y,(c) fentebb definidlt a (2.6) képletben. A ¢ pont az y = f(b) + u(z — b) és
y = f(c) + £(z — ¢) egyenesek metszéspontja:

y(c) = 1) = fé% ub—te (2.9)

és y,(c) fentebb definidlt a (2.7) képlettel.
A kovetkezokben négy esetet kell megvizsgalnunk.

(i) Tegyik fel, hogy Fop(Y,c) < F;prp(Y) teljesiil. Meg kell mutatnunk, hogy
Fpvr(Y) <y,(c) is igaz, azaz

uf (@) = f(0) + tulb—a) _, uf(a) = £f(c) + fulc—a)

u—{ - u—4L
—Lf(b) +fub <' —Lf(c) + Luc
((f(e) = f(b) <* —lu(b—c)

fle) = f(b) =* u(c—1b)
flo - 50

c—b

Az utolsé egyenldtlenség mindig teljesiil, hiszen a baloldalon a (c, f(¢)) és (b, f(b))
pontok &ltal meghatirozott egyvenes meredeksége all, mig a jobboldalon szereplé u
az f'(x) fels6 korlatja az [a, b] intervallumon.

(ii) Most megmutatjuk, hogy ha Fop(Y,¢) < F; gy p(Y) akkor F; gy p(Y) <y

uf(@) = L)+ lulb =), uf(e) = LF(b) + Lulb— o)

u—4{ - (4
uf(a) —lua < uf(c) — buc
fla) = f(e) <¥ Lla—c)
O - fa)

Az utolsé egyenl6tlenség mindig teljesiil, mivel a baloldaldn a (¢, f(¢)) és (a, f(a))
pontok altal definidlt egvenes meredeksége all, a jobboldaldn pedig £, ami egy alsé
korlatja f'(x)-nek az [a, b] intervallumon.

(iii) Tegyviik fel most, hogy F; gy p(Y) < Fop(Y,c). El6szor megnézziik, hogy
Fop(Y,c) <y, teljesiil-e. Ennek bizonyitdsa az (i) eset bizonyitdsdval analég, meg
kell mutatni, hogy f(¢) + u(a — ¢) < y,(c). Ez hasonlé okok miatt teljesiil, mint azt
az (i) pontban lattuk.

(iv) Végiil azt nézziik meg, hogy ha F; 5y p(Y) < Fop(Y, ¢) akkor Fop(Y, ¢) < y,(c)
is igaz. Ennek az esetnek a bizonyitdsa pedig a (ii) esethez hasonl6. Beldthatd, hogy
fle) +£(b— c) < y(e) teljesiil hasonlé okok miatt, mint az (ii) esetben.
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A fenti négy eset megvizsgdldsival belattuk, hogy max{F; gy Fopt < Fi(Y, ).

Hétra van még annak a bizonyitdsa, hogy F (Y, c) < f(Y) is teljesiil. Tekintsiik az
| = [a,c] és Yy = [¢,b] intervallumokat, ahol ¢ € [a,D]. Az y, és y, értékek rendre
az [ fliggvény Y7 és Y5 intervallumokon vett két 1bvf altal adédé alséd korlatjai. A 4.
Tételbdl tudjuk, hogy y, < f(Y1) ésyp < f(Y2) mindig teljesiilnek. Kovetkezésképpen

az yx = min{y,, y,} < f(X) egyenl6tlenség is all, amit bizonyitani kellett. 0

Megjegyzés. Ha ¢; # cq, akkor az Fp(Y 1) < Fi(Y,c2) egyenlStlenség nem
feltétlen teljesiil minden esetben. Példanak vehetjilk azt az esetet, amikor ¢y = a
vagy ¢, = b, mivel ekkor F (Y, ¢;) = Fypyp(Y) és ha ¢; = ¢, akkor az 1. Allités
szerint F (Y, ¢7) lehet nagyobb, mint £, 5y p(Y).

2.4.1. Optimalis kifejtési pont

A fenti eredményeink azt mutatjak, hogy az lbvf és a kozépponti formula egyiittes
hasznalataval kapott alsé korlat legalabb olyan j6, mint a kett6 koziil a jobbik. Most
— ugvanugy, mint azt vizsgaltuk a kozépponti formulanal — azt vizsgdljuk meg,
hogy van-e lehetdség a felhasznalt kozépponti formula kozéppontjanak optimélis
megvalasztasara. Ez a ¢* pont tehdt olyan, hogy

FpY,c") = max FrpY,c) = max min{y,(c), y(c) }. (2.10)
c€la, cela,

A kovetkezo tételben a kite optimaélis kozéppontjara vonatkozé megallapitasainkat
mondjuk ki.

6. Tétel. [65] A kovetkezOk teljesiilnek.
1. Létezik egy egvértelmii ¢* € [a, b] pont, amelyre y,(c*) = y;,(c*) teljesiil, és

2. ¢ a maximumbhelve a F (Y, ¢} fliggvénvnek a c-re vonatkozoan.
» L K H 3

Bizonyitas. 1. Megvizsgaljuk a A := y; — y, kiillonbséget. Derivéalast alkalmazva
azt kapjuk, hogy

—Lf'(c) lu
!
= <
:(€) u—4L +u—€_0
* f'le) ¢

, uf'(c u

= — >
i(c) u—{ u—f_o

teljesiilnek minden ¢ € [a,b] pontra, ami azt jelenti, hogy y, monoton csokken, v
pedig monoton novekszik. Kihasznélva, hogy £ < 0 < u, ebbdl az kovetkezik, hogy
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1)

a \ b
2.4. dbra. A kite kifejtési pontjanak optimdlis vilasztasa.

A'(¢) > 0 minden ¢ € [a, b] pontra. Igy A szigordan névekeds. Konnyii ldtni, hogy
Aa) <0 és A(b) > 0, ezért A-nak pontosan egy zérushelye van, a ¢* pont az [a, b]
intervallumban, azaz

uf(a) —Lf(c*) + (¢ —a)lu  uf(c*) —Lf(b) + (b— c*)lu

o . 211
u - { u - £ ( )

A (2.11) egvenléségbdl azt kapjuk, hogy

. fe)=fla)  fle)—f() a+b

© - 20 T T

ami azt jelenti, hogy ¢* az egvetlen fixpontja egy af + § alaku fiiggvénynek, ahol

lu(a+b) — uf(a) — Lf(b)
20u

£+ u
“= 20u "’ b=

. (2.12)

Ezzel a tétel elso allitasat bebizonyitottuk.

2. Lattuk, hogy az y, fliggvény monoton csokkend, mig az y, fiiggvény monoton
novekedd. Vegyviik a d # ¢* pontot. Ha d < ¢, akkor

Yr(d) > yr(c™) = (") > yi(d),

ahol valamelyik egvenlétlenség szigoru, mivel d # ¢*. Ezért

EK(Ya d) == min{yr(d)a yt(d)} = yt(d) < yt(C*) == yr(C*) == EK(Y7 C*)
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teljestil. Ha d > ¢, akkor

Y (d) < y,.(c") = pulc”) < yuld),

ahol az egvik egvenlétlenség megintesak szigord, mert d # ¢*. Ezért

E(Y,d) = min{y,(d), yu(d)} = y: (d) < yu(c”) = go(c”) = Exe (Y. 7).

Most mivel minden d # ¢* pontra az F(Y,d) < F (Y, c*) egyenlbtlenség is &ll,
ezért F', maximdlis értéke a ¢® pontban vétetik fel.

Egyv a fentieket jol szemléltet6 példat a 2.4. dbran lathatunk. O

El6fordulhat, hogy az F (Y, -) figgvénynek tobb maximumbhelye is van. Ameny-
nyiben f'(¢*) = £ vagy f'(c*) = u és f'(d) = £ vagy f'(d) = u teljesiil minden d €
[¢* —e,c*+4], (2,0 > 0) értékre, akkor az F (Y, ) fliggvénynek megszamldlhatatlan
végtelen sok maximimhelye van a [¢* — £, ¢* 4 0] intervallumban. Egy egyszerii
példét latunk erre az esetre a 2.5. dbrdn, ahol az F (Y -) fliggvénynek végtelen sok
maximumbhelye van a [¢* — ¢, ¢*] intervallumon.

A

1)

c*—¢ c*

a b

2.5. dbra. Az F (Y, ) fuggvénynek végtelen sok maximumpontja is lehet.

Megjegyzés. Ha f'(Y") az (£, u) nyilt intervallumban van, akkor pontosan egy op-
timalis pont van. Amennyiben a gépi megvaldsitdst vizsgaljuk, ez az eset altaldban
teljestil is, hiszen az £ és u értékeket kifelé kerekitést hasznald intervallum arit-
metikaval szamitjuk ki.

1. Kovetkezmény. Az optimalis kite befoglalo fiiggvény mindig legalabb olyan jo
befogalast ad, mint a Baumann kozépponti formula, azaz

EC’F(Y7 C_) S EK(Y7 C*)'
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Bizonyitds. A 5. Tétel alapjan az Fop(Y,c7) < Fi(Y,c™) egyenlbtlenség igaz.
Lattuk, hogy F (Y, c) < F (Y, c*) is igaz, specidlisan ¢ = ¢ -re is. 0

Az aktudlis 1épésben rendelkezésre 4ll6 informacidk alapjan a ¢* pont fixpont itera-
ciéval meghatarozhat6. Ehhez tekintsiik az (2.4)-ben definidlt 25 pont és az

- u(ua — fbl(—uf_(];(a) — f() ha f(a) < f(b), és
(b - ““)g(} u_(i ()b> “HOD e pay > £)

pont altal definidlt intervallumot. Vildgos, hogy ¢* benne van ebben az intervallum-
ban, hiszen a (¢*, f(c*)) pont az f fiiggvény grafikonjinak és az s = (x, f(xs)) és
s = (zg, f(zs)) pontok altal megadott egyenes metszéspontja (1dsd 2.4. dbra).

Gyorsabb konvergencia érdekében intervallumos Newton modszert is alkalmazha-
tunk az
af(c)+8—-ec=0 (2.13)

egyenletre, ahol « és § a (2.12)-ben definidltak. Bar ebben az esetben az f'(c)
intervallumos kiértékelésére szintén sziikségiink van. Alkalmazhatunk viszont kvazi
Newton mddszert is a (2.13) egvenleten az el6z6leg kiszdmitott dervidlt befoglaldst,
mint konstanst hasznalva. Mindkét mdédszer esetén dltaldban egvetlen lépés elegendd
ahhoz, hogy az optimélis pont egy megfeleléen jé kozelitését kapjuk. Ugvanakkor
tudjuk a 5. Tételb6l, hogy a kite befoglalds mindig legalabb olyan jé alsé korlatot ad,
mint a masik két moédszer, ezért az intervallumos globdlis optimalizalési eljarasban
nincs sziikségiink az optiméalis pont nagy pontossagi meghatarozdsara, lényegében
bérmilyen ¢ € ¥ megfelels, {6leg, ha az az [z, xy] intervallumbél van.

A ¢ pont ¢ kdzelitését és a F (Y, ¢) befoglaldsit kiszamité eljardst kite algoritmus-
nak nevezzitk. Mint azt késobb latjuk majd ezt az eljarast konnyen beépithetjiik az
intervallumos globdlis optimalizalé mddszerbe, valamint hasznalhatjuk majd mint
gvorsito eljardst is.

Ha felsé korlatot szeretnénk meghatdrozni, akkor az ennek megfelelé ¢ kézéppont
kiszamithaté az y,» = yp egvenldséghdl, ahol az ' pont az y = f(a) + u(x — a) és
y = f(c)+{(x —c) egyenesek metszéspontja, a t’' pont pedig az y = f(c)+u(zr—c) és
y = f(b) 4+ £(x — b) egvenesek metszéspontja. Ebbdl kapjuk a megfeleld formuldkat:

f(e) = fla) +ua — Lle y uf(c) = Lf(a) + (a — c)lu

Tyt =

u—/ ’ n u—/ ’
() = fle) = b+ uc uf(b) —Lf(c)+ (¢ — b)lu
= u—1L ’ = u—1L '

Ezeket egyiitt haszndlva a (2.6), (2.7), (2.8) és (2.9) képletekkel kapjuk az f(Y")
alsé- és felso korlatjait. Konnyi latni, hogy a fels6 korlatra is érvényes a 5. Tételben
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megfogalmazott allitas: legaldbb olyan j6, mint a kézépponti formula vagy az lbvf
altal adodo felso korlat. Tovabba az 6. Tétel is atvihet6 a megfelel6 modositasokkal
a fels6 korlatra vonatkozo6 szamitdsainkra.

Megjegyzés. LAGOUANELLE & SOURBY [32] javaslata alapjin a kite befoglalds
altalanosithat6 ugy, hogy ne csak egy ¢* kifejtési pontra tdmaszkodjon, hanem az
aktudlis intervallumon beliil vélasszunk p darabot ezekbél (igy kapjuk a p-kite be-
foglaldst). Ez a stratégia arra is j6, hogy az intervallum felosztds ne felezés legyen,
hanem tobb részre osztds (multisection). A cikkben numerikus eredmények nem
talalhatok, igy kérdéses, hogy a javasolt eljards milyen befolyassal van a hatékony-
sagra, amennyiben azt globalis optimalizalasi algoritmusban hasznéljuk.

2.4.2. A kite befoglalas tulajdonsagai

Ebben a részben a kite befoglald fliiggvény néhdny —az intervallumos moédszerek
szamara fontos— tulajdonsigat targvaljuk.

7. Tétel. [65] Tegyiik fel, hogy az F' befoglalds izoton és legyen az f befoglaldsdt
ado F fiiggvény a kite algoritmussal adott, azaz F(Y') = [F (Y, c*), F (Y, )] min-
den Y € I(X) intervallumra. Akkor az F befoglalds izoton.

Bizonyitéds. Legven Y C Z = [a,b] adott és ¢, a kite maximum helye a Z in-
tervallumon. Elészor megmutatjuk azt, hogy F(Y,¢) > Fy(Z, c5) igaz minden
¢ € Y pontra. Legven F'(Z) = [(,u] és F'(Y) = [{,u/]. Ha £ > 0 teljesiil, akkor
legven F (Y, c) := [f(Y), f(Y)] minden ¢ € Y pontra, vagy ha v/ < 0 teljesiil,
akkor pedig legyen F (Y, c) := [f(Y), f(Y)] minden ¢ € Y pontra. Mindkét eset-
ben F(Y,c) > Fp(Z,c;) igaz, hiszen az f(Y) és f(Y) értékek nem lehetnek az
y=fla)+L(zx—a)ésy = f(b) + u(x — b) egvenesek alatt.

HZ ¢¥)
F(Y, ¢)

y

2.6. dbra. Az dbrdan megprdébalunk konstrudlni olyan f fiiggvényt, amely nem engedi meg
a kite izotonitasat.
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Az I < 0 < v esetre egy indirekt bizonyitast adunk. Az Stletet a 2.6. dbra adja:
legvenek az £ és u értékek adottak, azaz az y = f(a)+{(x—a) és y = f(b)+u(r—0b)
egvenesek rogzitettek. Megprébalunk olyan f fiiggvényt konstrudlni, amelynek
befoglaldsa megsérti az izotonitdst. A 2.6 dbrdn F(Z,cy)-gal jelzett szaggatott
vonal a Z intervallumon a kite-ot maximalizal6 ¢, pont altal adott befoglalds als6
korlatja. Olvan Y C Z intervallumot konstrualunk, amelyben a kite ¢y kozéppontja
olvan (ey, f(cy)) pont, amely eredményeképpen izotonitdst sértd befoglaldst ka-
punk. Konnyi latni, hogy ilven pont csak a p,f,r és s pontok altal meghatarozott
paralelogrammaéban létezhet, mivel csak az ottani pontok adhatnak alacsonyabb F
értéket. Ez viszont ellentmonddsra vezet, mivel a (cy, f(ey)) és (¢, f(c%)) pon-
tok dltal meghatdrozott egvenes meredeksége nincs benne az [¢, u] intervallumban.
Kovetkezésképpen nincs olyan ¢y pont, amelyre Fy(cy) < Fj(ch) teljesiilne.

Az Fr(ey) < Fi(c,) eset bizonyitdsa a fentiekkel analég. Itt a ¢, € Z a kite fels
korlatjat minimalizalé pont, mig ¢y € Y. O

8. Tétel. [65] Ha a derivalt befoglaldsa Lipschitz-folytonos, akkor a kite algoritmus
altal adott befoglaldas a-konvergens, ahol oo > 2.

Bizonyitas. A 5. Tételbdl tudjuk, hogy a kite algoritmus legalabb olyan j6, mint a
kozépponti formula. Tudjuk tovabba, hogy a kézépponti formula négyzetesen kon-
vergens, ha F'(X) Lipschitz-folytonos (KRAWCZYK & NICKEL [31]). Ko6vetkezés-
képpen a kite algoritmus altal adott befoglalas is legalabb négvzetesen konvergens.
Tovabba legaldbb akkora « érték érvényes Fi-ra, mint Feop-re. O

2.4.3. Metszés

Mint a bevezetoben emlitettiik, az intervallumos globdlis optimalizaldsban sziamos
gvorsito eljaras létezik. Ezen dn. tesztek 1ényege, hogy a keresési tér minél nagyobb
olvan részeit eltavolitsak, amelyek garantaltan nem tartalmaznak globdalis minimum
pontot. A RATz [55] cikkben egy lejt6 aritmetikdn alapulé metszési (pruning) tech-
nikarol olvashatunk. Hasonlé eljards dolgozhaté ki a kite befoglald fiiggvényre is.
Ez a jelen alfejezet témaja.

9. Tétel. [65] Legyen Y = [a,b] C X az aktudlisan vizsgdlt intervallum, c* € [a, b]
egy maximumhelye az F . (Y,-) fiiggvénynek, tovabbd [ egyv garantdlt felsé korldt
az f globdlis minimumadra. Definidljuk a kovetkezé értékeket:

P=a+7f_f(a), Q=c*+7f_f(c*),
T:C*+f_7m’ S:b+f_f(b)
l u



2.4. Kite befoglalé fiiggvény — egydimenziés eset 23

Ha ¢ < 0 < wu, akkor a kite algoritmusban haszndlhatjuk a kovetkez6 kivagasi
technikdkat:

(a) Ha f < min{f(a), f(b), f(c*)}, akkor [p, q|U[r, 5] tartalmazza az Gsszes Y -ban
16vé globélis minimumpontot.

(b) Ha f(b) < f < min{f(a), f(¢*)}, akkor [p,q] U [r,b] tartalmazza az osszes
Y -ban 1év6 globalis minimumpontot.

(c) Ha f(a) < f < min{f(b), f(c*)}, akkor [a,q] U [r,s] tartalmazza az Osszes
Y -ban 1év6 globalis minimumpontot.

(d) Ha f(c*) < f < min{f(a), f(D)}, akkor [p, s] tartalmazza az Gsszes Y -ban 16v6
globalis minimumpontot..

(e) Hamax{f(b), f(c*)} < f < f(a), akkor [p, b] tartalmazza az Gsszes Y -ban lévé
globéalis minimumpontot.

(f) Hamax{f(a), f(c*)} < f < f(b), akkor [a, 5] tartalmazza az 6sszes Y -ban 16v6
globéalis minimumpontot.

(g) Ha max{f(a), f(b)} < f < f(¢*), akkor [a,q] U [r,b] tartalmazza az Gsszes
Y -ban 1év6 globalis minimumpontot.

Bizonyités. (a) Legyen z € [a,b] gy, hogy f(2) = ming(qy f(x) és f> f(z) (lasd
a 2.7. abrat). Meg kell mutatnunk, hogy

< z. (2.14)

Tudjuk, hogy minden x € [a,b] pontra az f(a) + {(x — a) < f(z) egvenlStlenség
teljesiil. Ha 2 = z, akkor £(z — a) < f(z) — f(a), ami ekvivalens az

pfO =@ _ f-ila)

Z — Z —

(2.15)

relciéval, amennyiben z # a. Ha z = a, akkor (2.14) teljesiil, hiszen f < f(a). A
(2.15) képletb6l (mivel z > a) kapjuk, hogy

lz < la+ f — f(a)
ami (2.14) bizonyitdsit adja, mert £ < 0. Annak bizonyitdsdhoz, hogy

f—f(e)

U

z <+ (2.16)
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y

p q r z s
a b

2.7. dbra. A kite metszési tulajdonsdga. Az dbrdn a 9. Tétel (a) esetét latjuk: az
la,p),(q,7) és (s,b] intervallumokat tordlhetjik, azok garantdltan nem tartalmaznak
globalis minimumpontot.

is teljesiil, hasznaljuk az f(c*) + u(z — ¢*) < f(x) egvenlStlenséget, amely igaz
minden x € [a,c¢*], ¢* € [a,b] pontra. Ha x = z, akkor

1) = f(e) _ f=fie)

z —c* -z -

u <

teljesiil, amennyiben z # ¢*. Ebbdl az egyenlotlenséghol kapjuk az
uz < uc + f — f(c),

Osszefiiggést, ami bizonyitja a (2.16) reldciét, mert u > 0. A z = ¢* eset nem
lehetséges, hiszen feltettiik, hogy f < f(¢*) teljesiil, tovabba f(z) < f.

Az z* € [r, s] esetre vonatkozé rész bizonyitdsa a fentiekhez hasonlé meggondold-
sokkal elvégezheto.

(b) — (g) Ezeket az eseteket az (a) esettel megegyvezé médon bizonyithatjuk. 0

Vegyviik észre, hogy a kivagas hasznalatdhoz nincs sziikségiink tovabbi informéciora,
minden értéket, amit a 9. Tételben haszndlunk méar elézetesen kiszamoltunk a kite
befoglalé fliggvény eléallitdsahoz. A metszési tulajdonsag hatékonysagat numerikus
tesztekkel tdmasztjuk majd ala.

Példa. A fenti meggondoldsokat egy egyszerii példin szemléltetjiik. Legven f(x) =
7 — 2, X = [0,0.75]. A globdlis minimum f* = —0.25, a minimumhely pedig
z* = 0.5. Automatikus differencidlassal (vagy ,kézzel” szimolva) kapjuk, hogy
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F'(X) = [-1,0.5]. Hasznélva a fenti formuldkat adédnak a kovetkezd F(X)-re
vonatkozé alsé korldtok:
Fop(c™) = —0.5
Fopvr = —0.375
Fi(c) = —0.31066,

ahol ¢* megkozelitdleg 0.43934. Lathatjuk, hogy az optimalis ¢* pontot hasznild
kite algoritmus adja a legjobb alsé korlatot. Hasznalva a kivagasi technikat, a X =
[0,0.25) és X3 = (0.63,0.75] intervallumok eldobhatok, csak az X' = [0.25,0.63]
részintervallum tartalmazhat globélis minimumbhelyet.

Megjegyzés. Erdekes észrevétel, hogy a metszés annal hatékonyabb, minél tavolabb
van a kite kifejtési pontjdhoz tartozé fiiggvényérték geometriai értelemben az f
vonaltél. Ezért lényegében a minél jobb metszési hatékonysag érdekében egy lokalis
maximalizalast kellene végrehajtanunk. Ez azonban jelentGsen megnovelné a koltsé-
geket és a kite befoglalds sem lenne (dltaliban) optimélis, ezért az 6tlet alkalmazdsét
elvetjiik.

2.4.4. Kiterjesztett kite algoritmus

Most a kite algoritmus kiterjesztését részletezziik, amelyet aztdn beépithetiink az
intervallumos globdlis optimalizalo eljarasba. Lattuk, hogy a kite befoglalé fiiggvény
és a metszési teszt hasznalatdhoz elsérendi derivalt informdcidra van sziikség.

i. 1épés Szamitsuk ki az f(a), f(b), és F'(X) = [{, u] értékeket.

ii. 1épés Ha ¢ < 0 < u, akkor hatdrozzuk meg a ¢* pontot (vagy annak egy (jo)
kozelitését). Ertékeljik ki az f(c*) kifejezést és szamitsuk ki Fp (c*) értékét.

iii. 1épés Ha f > min{_F(c*),F(a),F(b)}, akkor frissitsiik f-t. Alkalmazzuk a
kivigdsi tesztet az F'(c*) segitségével.

iv. lépés Alkalmazzuk a metszés eljarast a 9. Tétel alapjan.

Ezen algoritmus a B&B algoritmus 4. lépésébe illeszthetd be.

A részletezett algoritmusban lathatjuk, hogy a ii. 1épés koltséges is lehet — attol
fiiggben, hogy milyen moédszert haszndlunk a ¢* meghatarozdsara. A konkrét meg-
valésitasban itt az xy és s pontok Altal meghatirozott intervallum kozéppontjat
vettitk kozelitésnek. Tapasztalataink szerint ez az olcsd becslés megfeleld.

Figvelembe véve a fenti meggondoldsokat, a kovetkezd allitdssal zarjuk elméleti
vizsgalodasainkat.
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2. Kovetkezmény. [65] A javasolt algoritmust haszndlva soha nem veszithetiink a
kiinduldsi X intervallumban lévé globalis minimum pontokbdl. A metszési 1épésben
ha egy adott Y intervallumra iires intervallumot kapunk, akkor f-nek nincs (az X
intervallumra nézve) globdlis minimumhelye Y -ban.

2.4.5. Numerikus eredmények

Ebben a szakaszban a fenti elméleti eredmények numerikus igazoldsat mutatjuk
be. Lattuk, hogy az optimalis kite befoglalé fiiggvény mindig jobb befoglalist ad,
mint a kozépponti alak vagy az Ibvf. A B&B algoritmusban torténd alkalmazdsa
hatékonysag szempontjabol azonban kérdéses lehet, hiszen a kite eléallitasahoz tobb
fiiggvénykiértékelésre van sziikségiink. A szakasz célja tehat, hogy igazoljuk, a kite
befoglalé fiiggvény hasznalata az intervallumos globalis optimalizalasi algoritmusban
hatékonysag novekedést eredményez.

Osszesen 40 darab egyvaltozds standard tesztfliggvényt vizsgdltunk meg (ezek leird-
sdt lasd CASADO et al. [7]). A szdmitdsokat egy dudl processzoros Pentium-II gépen
(233 MHz, 256 Mbyte), Linux operédcids rendszerben végeztiik el. Programozdsi
kornyezetként a C++ Toolbox for Verified Computing [26] és a C-XSC [25] prog-
ramcsomagokat hasznaltuk.

A megvaldsitasban fontos volt, hogy a kite médszer tobb informéciot igényel, mint
a hagvomanyos modszerek. Hogy csokkentsiik a redundas szamitdsok mennyiségét
a kovetkez6 megfontolasokat tettiik:

e Az optimalis ¢* pont értéke jol kozelitheté az z, és xy pontok altal adott
intervallum kozepével (ahelyett, hogy intervallumos Newton médszert alka-
Imaznank a (2.13) egvenletre). Ezzel a technikdval a szdmitdsok mennyisége
csokkenthetd, az F(c) és F'(c) intervallumokat nem kell kiszdmitanunk. Az igy
megadott kite kozéppont j6 kozelitése az optimalisnak, ha a vizsgalt részinter-
vallum mér elegendden keskeny.

o A metszési lépést csak az egyes iteraciok végén végezziik el, mivel az megvial-
toztathatja az aktudlis részintervallum végpontjait. Ha nem igy tesziink, a
végpontokban vett fliggvényértékeket esetleg djra ki kell szamolnunk.

A kovetkezokben két megvaldsitdsra kapott numerikus eredményeket ismertetiink és
elemeziink. Az els6 esetben csak gradiens informéciot hasznaltunk, mig a mésik es-
etben a masodrendii derivalt befoglalasat is hasznalhatjuk. Mindkét valtozat esetén
megalldsi feltételként a

widyel ([F g, f]) <1077 vagy wid(Y) <1071
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relicidkat hasznédltuk. Az Osszehasonlitdsban a [26] konyvben megadott és meg-
valésitott eljarast hasznaltuk; ez kozépponti formulat hasznél befoglalé fiiggvény-
ként. A hatékonysag mérésére a kovetkezé mutatokat vizsgaltuk: fiiggvénykiértéke-
lések szama + 2x (derivéltkiértékelések szdma) + 3x (masodrendi derivaltkiértéke-
lések szdma). Vizsgdlataink azt mutatjik, hogy ez egy korrekt silyozds a teljes
miveletigény leirdsara.

Megjegvezziik tovabbd, hogy a teljes CPU id6 a tesztfeladatsor megolddsara kevesebb
volt, mint egvetlen masodperc, ezért annak feltiintetésétol és az ezen alapuld Ossze-
hasonlitastol eltekintiink.

Els6rendii algoritmus

Az algoritmus varidnsok a kivdgdsi- és monotonitasi teszteket tartalmaztdk és a
kozépponti format, illetve a kite algoritmust hasznaltak kivagassal és anélkiil. Ezek a
valtozatok tehdt csak elsérendi informaciét hasznaltak. A numerikus eredményeket
a 2.1. tablazat tartalmazza.

Mindharom valtozat az Osszes tesztfeladatot sikeresen megoldotta. Minden teszt-
figgvényre a fliggvénykiértékelések szamat, a derivaltkiértékelések szamat, a biszek-
cidk szamat és a felhasznalt maximalis listahosszat tiintettiik fel. Ezek a mutatok
mindhirom valtozatnil szerepelnek. A tablazat végén a megfelel6 mutatdk osszegei,
illetve az 4j médszer(ek)nek a hagvomanyos eljardshoz viszonyitott szazalékos Hssze-
vetése szerepel.

A fiiggvénykiértékelések szamanak osszege 15706 volt a tradiciondlis valtozat esetén,
mig a kite mddszerekre 8416 és 11710 attdl fliggden, hogy haszndltuk-e a kivagdast
vagy nem. Ezek rendre 46%-os illetve 26%-0s hetékonysdg javulast jelentenek. Az
itt tapasztalhatd javulast jorészt a nehezebb tesztfeladatokon értiik el, specidlisan
az utolsé két fliggvényre a szamitasok 38%-os és 37%-o0s csokkenését tapasztaltuk.

A derivaltkiértékelések szama 9646 volt a hagyvomanyos moédszerre, mig a kite algo-
rimus hasznalataval rendre 3406 és 5536 volt a kivagassal és nélkiile. Ez aranyaiban
65%-o0s, illetve 43%-os javitast jelent.

A hatékonysdgi mutaté (ami a teljes miiveletigényt jelenti) 34998 a régi médszerre, a
kite moédszerre a kivagas hasznalataval 15228, annak hasznélata nélkiil pedig 22728.
Ez 56%-os, illetve 35%-0s hatékonysdg novekedést jelent. Megdllapithatjuk tehdt,
hogy a javasolt kite mddszer hasznélata jelentdsen felgvorsitja az optimalizald eljaras
sebességét.

Az alkalmazott intervallum-felezések szama 3.114 volt a hagyomanyos médszernél,
1683 és 2728 az 1) eljardsndl a metszéssel, illetve metszés nélkil, ami 46%-es, illetve
13% hatékonysag-novekedést jelent. Ez a mutaté a hatékonysdgi mutatéval egyiitt
jelzi, hogy a kite modszernél a metszés miiveletet érdemes hasznélni.
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2.1. tablazat. Elsérendi algoritmus numerikus eredményei.

Fel- F kiért. szama, D kiért. szdma biszekcidk szdma | max. lista hossz
adat cf k-+pr k cf k-+pr k cf k-+pr k| ef k+pr k
1 84 60 93 53 25 44 25 12 21 4 5 3
2 88 77 99 55 31 46 26 15 22 5 6 5
3 98 93 100 55 39 48 25 19 23 3 5 2
4 96 95 119 59 35 56 27 17 27 4 7 4
5 109 100 141 69 45 68 33 22 33 3 3 2
6 88 69 110 55 27 52 25 13 25 3 4 3
7 79 57 95 51 25 46 23 12 22 2 2 2
8 92 80 115 59 37 56 27 18 27 2 6 2
9 94 84 118 61 37 58 28 18 28 2 4 2
10 89 76 113 57 33 54 27 16 26 2 3 2
11 83 70 101 53 29 48 24 14 23 3 2 1
12 83 68 103 53 29 50 24 14 24 2 3 2
13 91 71 111 59 33 54 27 16 26 3 4 3
14 118 95 138 77 41 66 36 20 32 2 3 2
15 107 85 132 69 33 66 32 16 32 6 13 6
16 113 107 138 73 49 70 35 24 34 8 12 8
17 109 107 128 71 47 62 33 23 30 2 6 3
18 153 105 117 99 49 56 47 24 27 4 4 3
19 95 72 93 59 31 44 27 15 21 4 4 3
20 82 52 79 53 23 38 24 11 18 1 3 1
21 83 64 79 53 29 38 25 14 18 2 2 1
22 145 125 147 93 57 68 43 28 33 4 6 3
23 161 144 167 | 103 63 78 47 31 38 3 5 3
24 158 136 166 | 103 65 76 47 32 37 3 6 3
25 155 128 192 | 101 59 94 47 29 46 4 6 3
26 223 110 202 | 145 51 98 69 25 48 4 5 3
27 179 143 220 | 117 69 108 55 34 53 4 6 4
28 229 122 226 | 149 55 110 69 27 54 4 5 3
29 215 156 209 | 139 67 92 63 33 45 4 5 4
30 310 212 302 203 101 148 93 50 73 4 8 4
31 88 75 99 57 33 48 26 16 23 2 3 2
32 602 251 386 | 395 119 188 | 186 59 93 8 15 8
33 345 272 401 225 131 198 | 107 65 98 | 17 18 15
34 292 216 242 | 189 101 102 86 50 50 8 7 5
35 88 74 87 57 33 42 26 16 20 1 2 1
36 762 559 529 | 383 197 212| 177 98 105| 14 14 9
37 352 289 291 217 117 122| 101 58 60| 10 13 7
38| 1026 567 530 | 675 253 212 201 126 105 | 12 14 4
39| 3965 1519 1409|2329 511 564| 436 255 281|109 31 19
40 | 4377 1631 3583|2673 597 1856 | 635 298 927 | 97 40 77
Y| 15706 8416 11710 (9646 3406 5536 | 3114 1683 2728 | 379 310 237
54%  74% 35% 57% 54% 87% 82% 63%
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A maximalis listahosszak Osszege 379 a hagvomanyos modszerre, 310 és 237 az 4]
eljarasra a metszéssel és nélkiile. Ez 18%-os és 37%-o0s javulast jelent.

Ezekbdl az eredményekbdl lathatjuk, hogy amennyiben az f célfiiggvény derivalt-
janak befoglaldsa rendelkezésre 4ll, akkor érdemes hasznélni a kite mdédszert. Nu-
merikus vizsgalataink azt mutatjdk, hogy ekkor a vizsgilt tesztfeladatok kisebb
szamitasi raforditassal oldhatok meg.

Masodrendii algoritmus

Ebben az alfejezetben a masodrendii derivédltat is hasznalé algoritmusra mutatunk
numerikus eredményeket. Az eljirdsban a kivagasi tesztet, monotonitdsi tesztet,
konkavitasi tesztet és az intervallumos Newton 1épést haszndltunk. Futtatasi ered-
ményeinket a 2.2. tdblazat tartalmazza, ahol a mutatdk ismét a fiiggvénykiértékelések
szama, derivaltkiértékelések szama, méasodrendi derivalt kiértékelések szama, az al-
kalmazott intervallum felezések szama és a maximalis listahossz.

Ezek az algoritmus véltozatok sokkal kifinomultabbak, minden szokdsos gvorsitd
eljarast tartalmaznak, ezért nem szamithatunk nagy mértéki teljesitmény noveke-
désre.

A megvalésitasban az aktudlis intervallum felezése utan egy természetes intervallu-
mos kiértékelést alkalmaztunk. A monotonitdsi teszt utan kivagasi tesztet, konkavi-
tasi tesztet és egy Newton 1épést hajtottunk végre. A kite befoglaldst a metszéssel
egviitt csak a Newton 1épés altal visszaadott részintervallumokra alkalmaztuk. Vizs-
galataink azt mutatjik, hogy a (d), (e) és (f) kivagdsi 1épéseket érdemes hasznalni,
hiszen ezek csak egy részintervallumot adnak eredményiil, ami jobban alkalmazkodik
ehhez az algoritmus valtozathoz. A gvorsité eljardsok ilyen médon vald haszndlata
a szamitasi koltségek csokkentéséhez vezetett.

A miésodrendii algoritmusokra a fliggvénykiértékelések szama 4029 volt a hagvo-
maényos esetben, mig 3101 és 3401 az ij mdédszernél metszéssel és nélkiile. Ez 23%-os,
illetve 16%-0s hatékonysag novekedést jelent.

A derivaltkiértékelések szama 2747 volt a hagvomdanyos moddszer esetén, 1659 és
1899 az 1j moédszerrel metszéssel és nélkiile. Ez 40%-os és 31%-0s novekedést jelent
a hatékonysagban.

A méasodrendii derivalt kiértékelések szama Osszesen 612 volt a régi modszernél, mig
638 illetve 733 az 1j moédszerrel metszéssel és nélkiile. Ez azt mutatja, hogy a kite
modszer hatékonysaga ebbdl a szempontbdl romlott. Viszont a tesztfiiggvényekre a
méasodrend derivalt kiértékelések szama csekély a fiiggvény- és derivaltkiértékelé-
sekhez képest, ezért ez a mutatd nem rontja le nagyvon a hatékonysagot.

A teljesitmény mutatd értéke 11359 a hagvomanyos algoritmusra, 8333 és 9398 a
kite mddszerrel metszést alkalmazva, illetve metszés nélkiil. Ez 27%-os, illetve 17%-
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2.2. tablazat. Masodrendd algoritmus numerikus eredményei.

Fel-| F kiért. szama | D kiért. szadma | H kiért. szdma | biszekcidk |max. lista hossz
adat| cf k+pr k| cof k+pr k| cof k+pr k| cof k+p k| cof k+pr k
1| 60 38 48] 40 18 25| 8 6 9] 6 3 4] 4 3 3
21 74 49 56| 48 23 30| 10 10 11} 6 5 5/ 4 4 4
3] 66 49 52| 45 26 29| 11 12 13] 7 6 6 1 1 1
4] 67 68 T1| 44 30 33| 9 10 11| 6 5 5| 8 4 4
5/ 95 74 84| 67 42 49| 13 16 19| 10 8 9] 3 2 2
6| 58 38 52| 38 18 29| 8 8 11} 5 4 5] 4 1 1
7| 43 35 38 29 18 21| 6 8 9 5 4 4] 2 2 2
8 51 35 39| 34 18 22| 7 8 9 5 4 4] 2 1 1
9] 52 43 46| 35 23 26| 7 10 11} 6 5 5 2 2 2
10| 55 42 53| 37 19 27| 8 8 11| 6 4 5| 2 3 3
11 44 35 38 29 18 21| 6 8 9 5 4 4] 2 1 1
12) 45 47 43| 30 21 20| 6 8 71 b 4 3| 3 1 1
13| 59 50 53| 40 27 30| 8 12 13 7 6 6| 3 3 3
14| 57 46 60| 40 26 34| 8 10 15 7 5 7 2 2 2
151 106 84 94| 69 43 50| 14 14 170 9 7 8 8 6 6
16| 118 100 103| 77 53 56| 15 16 17| 11 8 8 8 5 5
17| 54 43 46| 37 23 26| 9 10 11 2 5 5 2 2 2
18 8 51 70| 58 25 38| 13 10 16| 9 5 71 3 2 2
19 74 40 50| 48 20 27| 10 8 11} 6 4 5| 5 2 2
200 43 36 46| 30 19 26| 6 8 11} 5 4 5] 1 1 1
21| 50 36 39| 34 19 22| 7 8 9 5 4 4] 2 1 1
22| 77 58 61| b4 35 38| 13 12 13 7 6 6 1 1 1
23| 92 75 T6| 62 40 44| 15 14 15| 8 7 7 6 4 4
24| 73 55 58| 50 32 35| 12 12 13] 7 6 6 1 1 1
25 92 66 80| 64 34 45| 14 14 18] 10 7 8 2 2 2
26| 113 92 99| 80 48 55| 17 20 23| 13 10 10| 3 3 3
271 92 62 82| 64 33 47| 15 14 20| 10 7 9] 3 3 3
28| 103 86 93| 72 45 52| 16 20 23| 12 10 10| 3 3 3
29| 53 43 46| 35 23 26| 5 8 9 5 4 4] 2 1 1
30| 144 121 130] 103 65 74| 22 28 321 17 14 14| 5 4 4
31 51 44 47 36 24 27| 6 10 11} 6 5 5 2 1 1
32| 275 158 174| 195 84 100| 43 32 40| 31 16 16| 8 7 7
33| 362 229 243| 243 128 139| 48 56 61| 33 28 29| 17 16 16
34| 116 90 96| 81 52 55| 19 18 19| 12 9 9] b5 3 3
35| 51 44 54| 36 24 31| 7 10 13] 6 5 6 1 1 1
36| 207 191 186| 140 108 106| 32 36 350 20 18 17| 9 7 7
37| 120 102 105| 79 49 52| 18 16 17| 12 8 8 5 3 3
38| 162 118 143] 111 71 84| 30 26 321 15 13 15| 6 4 4
39| 273 218 238| 188 123 137 50 44 50| 25 22 24| 8 9 9
40| 218 210 209| 145 112 111| 36 40 39| 20 20 19| 10 9 9
214029 3101 3401|2747 1659 1899|612 638 733(406 319 336(168 131 131
7% 84% 60% 69% 104% 120% 79% 83% 8% 8%
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os hatékonysag novekedést jelent. Itt megint azt ldthatjuk, hogy a kite mddszer a
metszést haszndlva éri el a nagyvobb hatékonysigot.

Az alkalmazott intervallum felezések szdma 406 volt az eredeti médszernél, mig 319
és 336 az 1] mddszernél a metszéssel és anélkil. Ez 21%-os, illetve 17%-os javitdst
jelent.

A felhasznalt maximalis listaelemek Osszege 168 a régi modszer esetén, mig 131 az
Uj eljarasban, ami 22%-os javuldst eredményezett.

ésszegezve az eredményeket lathatjuk, hogy a masodrendii algoritmus alkalmazésa-
kor is jobb teljesitményt érhetiink el. Bar a hatékonysdg nem javult olvan mérték-
ben, mint az elsérendii algoritmus esetében, az 1Uj befoglalé fiiggvény hasznilata igy
is javasolt.

Osszehasonlitas mas maoédszerekkel

Ebben az alfejezetben az egydimenzids kite modszert hasonlitjuk 6ssze két hasonld
eljarassal, amelyek a célfiiggvényrol elsérendii informéaciot hasznalnak, illetve alkal-
mazzak a metszés technika megfelel6 valtozatat is.

A kite mdédszer kidolgozasaval nagyjabol azonos idében megjelent cikkben CASADO
et al. [7] kozol elméleti és numerikus eredményeket, amelyek az alap B&B mddszer
gvorsitasat érték el. Modszeriik lényegében az lbvt formula alkalmazésa egy metszési
technikdval.

Egy nemrégiben megjelent cikkben SOTIROPOULOS & GRAPSA [61] a Baumann
kozépponti formulara fejlesztett ki kifinomult metszési technikat. A cikkben elméleti
és numerikus eredmények egvarant azt mutatjik, hogy moédszeriik hatékonyabb
az eddig ismerteknél. (Ez természetesen nem a befoglalds josdgdara vonatkozik —
hiszen lattuk, hogy a kite befoglald fiiggvény sohasem rosszabb, mint a Baumann
kozépponti formula —, hanem a B&B algoritmusba torténé alkalmazas hatékonysdga-
ra.) Az ott k6zolt adatok el6éllitasahoz viszont a kite eljardsban nem alkalmaztik
a metszési technikat, ami nélkil (mint azt 1ldttuk) dltaldban rosszabb eredményeket
kapunk. Mdésrészt a kite befoglaldst és metszést haszndlé B&B mddszer tovabb
javithato. A kovetkezo algoritmus erre tesz javaslatot.

A 1lépés. Legven X a kezd6 intervallum, £ a munkalista, @ pedig az eredmény-
lista. Alkalmazzuk a kite befoglaldst az X intervallumon. Legvenek Q := {}
6s L= {(X,c, f(a), f(b), f(c"), F'(X), F'(X), F(X))}, és &llitsuk be az f*
értékre vonatkozé garantalt felsé korldtot: f = F(er).

B lépés. Mindaddig, amig £ nem iires, hajtsuk végre a kovetkez6 1épéseket.

C lépés. Vegyiink le az L lista legelso elemét. A rendelkezésre all6 értékek alapjan
alkalmazzuk a kite metszési technikat.
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D 1épés. Legvenek U; és Uy a metszés dltal kapott részintervallumok (ahol
lehet, hogy U, iires). Amennyiben a metszés sikertelen volt, vigjuk ketté az
aktudlisan vizsgdlt intervallumot az optimélis ¢* pontban (ekkor ezek lesznek
az Uy és U; részintervallumok.

E lépés. Az i = 1,2 indexre szamitsuk ki az U; intervallumon a derivalt be-
foglalasdt, alkalmazzunk monotonitési tesztet és a kite befoglalast. Aktuali-
zaljuk az f értékét.

F 1épés. Ha U;-re (i = 1,2) a megéllasi feltételek teljesiilnek, akkor Q := Q +
{Ui, F i (U)}, kiilonben pedig £ := L+ {(Us, i, f(Uy), f(E),f(c”l}i),ﬂ(Ui),
F(U;), F(X))} (ahol ¢, az U; részintervallumon vett optimalis kite kifejtési
pontot jelenti), és menjiink vissza a B 1épésre.

Az itt ismertetett eljaras hatékonyvabb, mint amit a 2.4.4. alfejezetben alkalmaztunk,
hiszen lehet6vé teszi a mar egyszer kiszamolt fliggvényértékek jboli felhasznaldsat,
amivel az eljaras osszkoltsége csokkentheto.

A 2.3. tébldzat az [61] cikkbdl vett adatokat tartalmazza, a kite médszerrel ott kapott
eredmények kivételével, ahelyett az imént ismertetett valtozat implementdlisaval
kapott eredményeket kozoljiik. A tablazatban csak a 40 tesztfeladat megoldisakor
osszesen felhasznalt fliggvény- és derivaltkiértékelések szamat, az aktudlis inter-
vallumon alkalmazott kettévagasok szamat és a felhasznélt leghosszabb lista elem-
szamdat tuntettik fel. A B médszer az alap B&B eljardst jeloli, amely a Bau-
mann koézépponti formuldt hasznélja, C a CASADO et al. [7] cikkben leirt be-
foglalofiiggvényt és metszést, K a kite modszert az imént ismertetett algoritmussal,
végiil SG pedig a SOTIROPOULOS & GRAPSA [61] cikkben kozolt mbdszert.

Az osszehasonlitott mdédszerek mindegyike haszndlta a kivagasi tesztet és a mono-
tonitési tesztet. A megdlldsi feltétel a wid (Y) < 1078 volt.

2.3. tabldzat. Az elsérendi kite mddszer dsszehasonlitdsa méds hasonldé moédszerekkel.

F kiért. szama D kiért. szama biszekcidk szama, max. lista hossz
B C K SG| B C K SG| B € K SG|B C K SG
7124 10351 5519 4487 (4068 3430 1920 2509|2014 600 229 260|220 311 161 199
102% 77% 63% 84% 47% 62% 30% 9% 13% 141% 73% 90%

Ha kiszamoljuk a teljesitmény mutatokat a C, K és SG mddszerekre rendre a 17211
(113%), 9359 (61%) és 9505 (62%) értékeket kapjuk a Baumann kézépponti formét
hasznal6 alap algoritmushoz képest, ami szerint a kite médszer megfelel6 algorit-
mikus kornyezetben legaldbb olyan hatékony, mint az [61] altal javasolt technika.
Lathatjuk tovidbba, hogy az alkalmazott intervallum felezések és a tarméret is a kite
esetében a legigéretesebb.
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2.5. Kite befoglalé fiiggvény — tobbdimenzids eset

Jelen fejezet az imént bemutatott kite befoglald fiiggvény egy lehetséges magasabb
dimenzids kiterjesztését targyalja a VINKO & RATZ [68] cikk alapjan.

A fejezet hatralevo részében az f'(y) gradiensvektor egy befoglaldsit F/(Y) jelzi, mig
ezen vektor i-edik komponensére az F!(Y") = [(;, u;] jelolést haszndljuk a kénnyebb
olvashatosag kedvéért. Feltessziik tovabba, hogy minden ¢ = 1,...,n indexre f;u; <
0 teljesiil.

2.5.1. A kite befoglalas komponensenkénti kiterjesztése

Mint azt lattuk, a kite befoglalé fliggvény az lbvf és a kozépponti forma egyszerii szi-
multdn hasznalatabol vezetheto le a kifejtési pont megfelel6 megvilasztasaval. Ma-
gasabb dimenzidkra az 1bvf kiterjesztését MESSINE & LAGOUANELLE [41] targyalja.
A kozépponti formak természetes modon vihetdk &t a magasabb dimenzids térre.
Ezen két modszer szimultan haszndlata viszont nagyvon komplikalt, nehezen kivite-
lezhet6 és optimalizald eljarasokba valé haszndlata —a magas miiveletigény miatt—
egvaltaldn nem javasolt. A tovabbiakban egy hatékony és konnyen implementilhaté
kiterjesztést targyalunk.

RATZ [54] munkdjiban a lejt6 aritmetikdn alapuld kozépponti formak és azok met-
szési eljarasardl taldlhatunk értekezést, ahol a szerz6 egy komponensenkénti kiter-
jesztést javasol. A kite kiterjesztése ezen az Otleten alapszik.

Legven adott az f : D C R" — Rfiiggvény ésaz ¥ = Y] ... xY, C D intervallum.
Definidljuk a g; : ¥; CR = I (i € {1,...,n}) figgvényt gy, hogy

gi(w) = f(¥1,... Y, w,Yuq,...,Y,), weY,.

Az egvdimenzids intervallumos fliggvények ilven hasznélataval az egydimenzids kite
befoglaldst is haszndlhatjuk. Ha adottak a V' 2 ¢;(Y,), W D ¢;(Y7) és Z D gi(c))
(¢; € Y;) befoglaldsok, akkor a komponensenkénti kite befoglalds konstrudlhaté a
komponensenkénti kozépponti forma:

EC’F(}: G, Z) =Z+ l?z,(}f) (}72 - Ci)a (Ci € }72)7 (217)
és a komponensenkénti lbuf:

u;V — ;W T Liu;
Ui — fz A Ui — fz

Frpyp(Y,i) = (2.18)

egviittes hasznalataval. Ez a kovetkezd eredményre vezet.
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10. Tétel. [68] Legyven F (Y, c,i) = min{y,(c, i), y:(c, 1)}, ahol ¢ € Y, valamint
wV — 4,2 4+ uili(c; — YY)

yr(c, Z) - uZ - ,éz 7
(c.i) wiZ — LW + uili(Y; — ;)
i) =

Y\ G, u; — gz 5

ahol Z 2 gi(c;), V 2 ¢:(Y,) ésW D g;(Y7), ési =1,...,n. Akkor
max{l'; pyp(Y,4), Ecp(Y,c, i)} < Fp(Y,c i) < i(}") (2.19)

teljesiil minden ¢ = 1,...n-re.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 5. Tétel bizonyitasat minden ¢ = 1,..., n-re. O

Az 10. Tétel tehat azt mondja ki, hogy a komponensenkénti kite médszer nem rosz-
szabb, mint a komponensenkénti kozépponti formula vagy mint a komponensenkénti
Ibvf (az Y intervallum ugyanazon Y; irdnydra nézve).

Csakiigy, mint az egydimenzids esetben, a ¢ paraméter a (2.19) egvenl6tlenségben
itt is valaszthaté optimdlisan. Keressiik tehdt azt a ¢* pontot, amelyre
F(Y,c" i) =max Fp (Y, ¢,i) = max min{yg(c, i), yr(c, i) }. (2.20)
ceY ceY

Az optimélis ¢ meghatirozasahoz minden koordindta irdnyra hasznalhatjuk az 6.
Tételt a 2.4.1. fejezetbol.

11. Tétel. [68] Minden i =1, ..., n-re a kivetkez6k teljesiilnek.

1. Létezik egyértelmii c* € Y pont, amelyre yp(c*,i) = yr(c*, i) teljesiil, és

2. ¢ a maximumbhelye a F (Y, ¢, i) fiiggvénynek.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 6. Tétel bizonyitasat minden ¢ = 1,..., n-re. O

Jegvezziik meg, hogy itt ¢* értéke egvarant fligg az Y intervallumtdl és az 7 irdnytol,
azaz ha i # j, akkor a ¢* (Y1) értéke dltaldban nem egyezik meg a ¢* (Y, j) értékével.
A 2.4.1. fejezetbdl tudjuk, hogy a ¢*(Y,4) pont nem feltétleniil egvértelm, tovabbd,
hogy egy a;g:(2) + 8; =0 (w, B, z € R) alaku nemlinedris egvenlet megolddsaként
hatarozhaté meg. A szamitégépes megvaldsitasban altaldban nem szamoljuk ki
c*(Y, i) pontos értékét, annak csak egy kozelitését hasznéljuk, hasonld technikdval,
mint az egydimenzids esetben (14sd a 2.4.4. alfejezet).
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A (2.19) egyvenlétlenséghol, vagy méginkabb a (2.20) egyvenletbdl f(X) garantdlt
alsé becslése adhaté: maxi<j<n F (Y, ¢, 1) értéke mindig kisebb vagy egyenld f(Y')-
nél. Egvszerli azonban latni, hogy a kozépponti formula, vagy a tobbdimenziés
Ibvf altaldban jobb (nagyvobb) alsé korlatot ad a célfiiggvényiink értékkészletére.
Tovébba az f(Y) értékének befoglaldsa a komponensenkénti kite modszerrel 3n
figgvényhivast (minden irdnyra 2 kiértékelés a végpontokban és 1 kiértékelés a
kézéppontban) és egy gradiens kiértékelést igényel. Ezért az itt bemutatott médszer
hasznalata 6nmagdban nem javasolt globalis optimalizdlé modszerekben. Ez az
oka annak, amiért a médszert inkabb egy gvorsité technika kidolgozasara és meg-
valésitasara hasznaljuk. Ez a kovetkezo szakasz tartalma.

2.5.2. Komponensenkénti metszés magasabb dimenziéban

A komponensenkénti kite médszer hasznalatdhoz kiszamolt értékek segitségével egy
metszési (pruning) technikdt dolgozhatunk ki. A kovetkezd tétel az ehhez sziikséges
formuldkat ismerteti.

12. Tétel. [68] Legyen Y C X C I" az aktudlisan vizsgdlt részintervallum, ¢ € Y,
F'(Y) az f(y) gradiensének egy befoglaldsa és f pedig az aktudlis (garantdlt) felsé
korlat a globalis minimum értékére. Legven Y* az f fiiggvény Y intervallumba esé
X intervallumra vonatkozd globdlis minimumbhelyeinek halmaza. Ha Z O g;(¢;),
VD g(Yy) és W2 (Y,

4 f-Z
Pz‘=}_'i+f£ ; Qi=0i+f ;
i U
f—Z — f-W
7"z‘=Cz‘+f =, Sz‘=Yz‘+f —,
l; Uj
akkor minden i € {1,...,n} indexre a kivetkez$ dllitdsok teljesiilnek.

(a) Ha f< min{V, W, Z}, akkor Y* C Yy X ... X Y1 X [pi, qi] X Yig1 X ... X Y, U
X X Yo X [y 8] X Yo XX Y.

(b) Ha W < f < min{V, Z}, akkor Y* € Y1 x ... x Yi_1 X [pi, 5] X Yie1 X ... X
Yo UYD X oo X Yo X [, Y] X Yigr X .o x Y.

(c) HaV < f < min{Z, W}, akkor Y* C Y} x ... x Yi_y X [V, q:] X Yip1 X ... %
Yo UYL XX Yoy X [r, 8] X Yigr X .o X Y.

(d) Ha Z < f < min{V, W}, akkor Y* C Yy X ... x Yi_y X [p;, 8] X Yis1 X ... X Y},.
(e) Hamax{W,Z} < f <V, akkor Y* C Y1 X ... xY;_1 X [p;, Y;] X Yip1 X ... x Y},

(f) Hamax{V, Z} < f < W, akkor Y* C Y x...x Vi1 X[V, 5] X Yip1 % .. x Yy,
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(g) Hamax{V, W} < f < Z, akkor Y* C Y1 x ... x Yi_y X [V, q;] X Yip1 X ... X
Yo UYD XX Y X [, Y] X Yigr X0 X Y.

Bizonyitds. Az (a) esetet bizonyitjuk, a (b)—(g) esetek bizonyitdsa teljesen ha-
sonléan megy. Legven z* € Y C X egy globdlis minimum és legven i € {1,...,n}
tetszOleges, de rogzitett index. Eldszor megmutatjuk, hogy p; < z7 teljesil. Mivel
feltételeztiik, hogy f < V és V. < f(x*), ezért z¥ #Y;. Az

fa) -V _ f-V

* e — * e
zy =Y, zy =Y,

4 <

egvenl6tlenségekbdl (27 — Y, )4; < f — V adédik. Ezért

Y. = i
=) tX;=p

teljesiil, hiszen feltettiik, hogy ¢; < 0.

Ahhoz, hogy megmutassuk, x7 nincs benne a (g;, ;) nyilt intervallumban, el6szor
tegyiik fel, hogy 27 < ¢;. Akkor felhaszndlva, hogy

fz") -2

Ui> =

kovetkezik u;(zf — ¢;) < f(2*) — 2z < f — Z. Ebbél az egyenl6tlenséghél

z; < ¢+ =q;

adddik. Most tegyiik fel, hogy =7 > ¢;. Akkor

implikdlja az (27 — ¢;)l; < f-z egvenlGtlenséget. Ekkor pedig

f—-Z
£

x> ¢+

all, mivel feltettiik, hogy x7 —¢; > 0 és £; < 0. Az 27 = ¢; eset lehetetlen, mert
feltettiik, hogy Z = gi(¢c;) > f és f > f(a¥).

Végiil az
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egyenlétlenséghdl (z7 — Y u; < f — W kovetkezik. Ekkor

f-W

i <Y+ ”
2

is teljesiil, mivel u; > 0 egy kordbbi feltételb6l. Ezzel befejeztiik az (a) eset bi-
zonyitasat. O

3. Kovetkezmény. [68] Minden esetben, amikor Y; = [Y;,Yi] és ((p; > Y;) A (si <
Y,)) vagy (s < Y,)A(r; > Y3)) teljesiil, akkor a teljes Y részintervallum kidobhato:
nem tartalmazhat globdlis minimimpontot.

Miel6tt ratérnénk a fentiek alapjan a javasolt algoritmus ismertetésére, mutatunk
egy példat, ami segit megérteni a fenti gondolatmenetet.

Példa. Tekintsiik az f(x1,22) = i +75+ 17 figgvényt az X = X1 x Xy = [—1,0.5] X
[—05, 1] tartoményon. Akkor gl(Cl, )(2) o C?*{*;Y%*{*Cl és g2 ()(1, CQ) o )(12 -+ g +)(1,
ahol ¢; € X és ¢y € Xy, Automatikus derivildssal (vagy ,kézzel” szamolva) kapjuk
a derivélt befoglaldsat, ami F’ = [—1,2] x [-1,2].

A kovetkezo értékek az intervallum aritmetika hasznalataval kaphatdk:

g1 (c1, Xs) = [-0.1875, —0.1875)], (X1, ¢3) = [~0.9375, 1.5623),
g (X_17 ‘YQ) = [07 1]7 1 (‘YDX_Q) = [0757 175]7
92(X1, Xy) = [-0.75, 1.75], 3:(X1, X5) = [0,2.3],

ahol (¢, ¢;) = mid (X). Tgy eldallithatjuk az f(x;,25) komponensenkénti befoglal4-
sait. Eloszor a komponensenkénti kozépponti formulaval azt kapjuk, hogy

Fop(X,c,1) =-0.9375,

Fop(X,c,2) =—2.4375,
mig az lbvf az

Frpyr(X,1) = -0.75,

Fpyr(X,2) = —1.5,
értéket adja; végil a kite befoglalassal az
F(X,¢1) = -0.5390625,
F(X,¢2) = —1.2890625

als6 korlatokat kapjuk. Itt a é € R? pont az optimdlis kite kifejtési pontjinak egy
kozelitése.

A fenti befoglaldsokkal kapott alsé korldt tehdt az F(X) = max{Fp(X, ¢, 1),
Fep(X,6,2), F 1 pyp(X, 1), Frpyp(X,2), Fr(X,6,1), Fe(X,¢,2)} = —0.5390625
érték.
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2.5.3. A javasolt algoritmus

Most a fenti eredmények alapjan egy Uj B&B alapid globalis optimalizalési eljaras
algoritmikus leirdsat adjuk.

A 1épés. Legyen X a kiinduldsi intervallum. Szdmitsuk ki az F(X) és F'(X)
értékeket. Végezzik el az L = {(X,F(X), F'(X))}, Q@ = {}, és [ = F(c¢)
(garantalt felsé korldt a globélis minimim értékére) inicializalé miveleteket.

B 1épés. Mindaddig, amig £ nem iires, hajtsuk végre az alabbi lépéseket.

C 1épés. Vegyiik le az (Y, F(Y), F'(Y)) hdrmast az £ listir6l, majd Y minden
koordinata irdnyara csinaljuk a kovetkezoket.

C.1 1épés. Szamitsuk ki a komponensenkénti kite befoglaldst az i-edik ko-
ordinatara.

C.2 1épés. Alkalmazzuk a metszés modszert az i-edik koordinatara.

D lépés. A metszés dltal keletkezett U; (i =1...m < n+ 1) részintervallum(ok)ra
hajtsuk végre a kovetkezoket.

D.1 1épés. Szamitsuk ki az F(U;) és F'(U;) értékeket. Alkalmazzuk a mono-
tonitasi- és a kozépponti tesztet.

D.2 1épés. Szamitsuk ki a kozépponti formuldt (és frissitsiik f értékét, ha
lehetséges).

D.3 1épés. Ha a megallasi feltétel teljesiil az aktualis intervallumra, akkor
tegyiik fel a Q listara, kiilonben tegyik ra (az F(U;), F'(U;) értékekkel
egyitt) az L listara.

E 1épés. Menjiink vissza a B 1épésre.

Mindenekel6tt hangsilyozzuk, hogy ez az algoritmus a komponensenkénti kite mod-
szert mint metszési 1épést hasznélja (azaz gyorsitoként) és nem (csak) mint befoglald
fiiggvényt. Hogy (4ltaldban) jobb befoglaldst kapjunk a célfiiggvényre, az aktudlis
intervallumon mindig hasznéljuk a kézépponti formuldt (1dsd D.2 1épés). Erre azért
van sziikség, mert a kozépponti formula altaldban jobb alsé korlatot ad, mint a
komponensenkénti kite mdédszer. Mindazonaltal a C 1épésben a kite kiszamitasahoz
sziikséges informécié felhasznalhaté az f értékének csokkentésére. Mésrészt a vizs-
galt részintervallum elvethetd, ha az f < F (Y, ¢, 1) egyenlétlenség (azaz egy érték-
készlet teszt) teljesiil.

A C.2 1épésben hasznélhatjuk a RATzZ [53] dltal bevezetett specidlis vagasi technikét.
Ez a kovetkez6 séma szerint miikodik:
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1. Legvenek V,W C Y, a metszés 1épés altal produkalt részintervallumok.
2. Ha W =V = (), akkor megéllunk (nincs megoldéds Y-ban).
3. Ha V # 0, akkor legyen Y; := V és tdroljuk el Y-t.

4. Legven Y; := W és folytassuk a kovetkezo i-vel.

Ezt a médszert alkalmazva a metszés eljaras legfeljebb n + 1 részintervallumot pro-
dukdl (ahogyan ezt jeleztiik az algoritmus D lépésének leirdsdban). Ha egy iterdcids
lépésben a metszés eredményes volt (tehdt tudtunk csokkenteni az aktudlis interval-
lum méretén), akkor a derivalt befoglaldsdt nem szamitjuk ki a kovetkez6 iterdciéban
(amely tehdt az el6z6 1épésben lecsokkentett méretii intervallummal dolgozik). Meg-
jegvezziik tovabba, hogy a C 1épés egy egyszeri kettévagast hajt végre amennyiben
a metszés sikertelen volt.

Tovabbi észrevétel, hogy Y; kiszamitasa tetszoleges indexezés szerint torténhet —
tehat nem sziikséges rogzitett ¢ = 1,...,n sorrend. Haszndlhatunk egy rendezett
index vektort, amely a komponensek egy meghatarozott sorrendjét tartalmazza.
Vizsgalatainkban a intervallumos felosztasi eljardsokbdl ismert A, B, C és D sor-
barendezési technikdkat alkalmaztuk (részletes leirast lasd CSENDES & RATZ [13]).
Numerikus eredményeink szerint a C szabdly tlinik a legkedvezdbnek. Ez a

D(i) = wid (F; (Y)(Y; — mid(Y7))), (2.21)
érdem-fliggvény maximalizdldsan alapszik. Az 4j t = (¢y,...,1,) index vektor, ahol

te € {1,...,n} és t; # t; ha i # j kielégiti a D(ty) > D(tr+1) egyenlStlenséget
minden k£ =1,...,n — 1 indexre.

Figvelembe véve a fenti meggondolasokat, a kovetkezd allitdssal zarjuk elméleti
vizsgalodasainkat.

4. Kovetkezmény. A javasolt algoritmust hasznalva soha nem veszithetiink el a
kiinduldsi X intervallumban 1évé globalis minimum pontokat. Tovabbd a metszési
Iépésben ha egy adott Y intervallumra az m értéke 0, akkor f-nek nincs (az X
intervallumra véve) globdlis minimumhelye Y -ban.

2.5.4. Numerikus eredmények

Ez a szakasz a fentiekben ismertetett komponensenkénti kite befoglalds és a hozza ki-
dolgozott metszés eljards intervallumos globalis optimalizalasi algoritmusba tortént
implementalasaval és tesztelésével kapott numerikus eredmények diszkusszidjat tar-
talmazza.

A tesztelés célja, hogy kimutassuk az 4j gvorsité eljards hatékonysigdt (a hagyvo-
mdényos algoritmussal szemben), megvizsgialjuk a viselkedését. Az implementacidt
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egy 1 GHz-es Pentium III gépen, Linux operécids rendszer alatt a C++ Tool-
box for Verified Computing [26] kornyezetben végeztiik. Az Osszehasonlitdsban
hagvomanyos algoritmusnak a 2.5.3. alfejezetben ismertetett algoritmust hasznaltuk
a kovetkez6 médositasokkal:

e a C lépést nem hajtottuk végre,

e a D lépésben az m értékét mindig 2-re dllitottuk (tehdt biszekeidt alkalmaz-
tunk).

A vizsgalatokban az irodalomban jol ismert és gyvakran haszndlt 40 darab standard
tesztfiiggvényt hasznaltuk. Megdllasi feltételként az aktudlis intervallum relativ
szélességének maximadlis nagysdgaként 107° értéket koveteltiink meg (kivéve a GP,
Sch27, Sch214, G7, R5, R6, R7, R8 és EX2 feladatokra, ahol ez az érték 1072 volt.)

Numerikus eredményeink azt mutattdk, hogy a (2.20) formuldt hasznilva a kompo-
nensenkénti kite befoglalds kiszdmitdsakor kapott g;(Y;), gi(c;), g;(Y;) intervallumok
nagyvon szélesek lehetnek. Ilyvenkor a nagymértéki talbecslés miatt a metszés 1épés
nem haszndlhaté sikeresen. Ezért amennyiben a ¢;(Y;), gi(ci), ¢:(Y;) intervallumok
valamelyike szélesebb, mint egy meghatarozott heurisztikus paraméter, akkor az
algoritmus kihagyvja a metszés 1épést (azaz a C 1épést) és egy intervallum felezést
hajt végre. Megvaldsitasunkban a max{D(t;),100} paramétert haszniltuk erre a
célra, ahol a D érdem-fiiggvényt a (2.21) képletben definidltuk. Ezt a mdédositést

alkalmazva a szamitasi koltségek csokkenthetok.

Mindkét algoritmus sikeresen megoldotta az Osszes tesztfeladatot. A numerikus
eredményeket a 2.4. és a 2.5. tablazatok tartalmazzik. A megadott hatékonysigi
mutatok:

o fiiggvénvykiértékelések szama,

e derivaltkiértékelések szama,

e maximadlis listaméret,

e ¢s a feladat megoldasara igénybe vett CPU ido.
Az utolsé el6tti sorban X jelzi a megadott hatékonysagi mutatok osszegzett értékét.

Az utolsé sor megfeleld oszlopai az dtlagok dtlagdt (AoP) tartalmazzak.

Osszefoglalva az eredményeket lathatjuk, hogy a fiiggvénykiértékelések szdma 24
tesztfiiggvény esetében nagyobb volt az 4j moédszer esetében. Az eredmény nem
megleps: a komponensenkénti kite kiszamitdsahoz az adott részintervallum szélein
vett fliggvényértékekre is sziikségiink van.

A derivalt-kiértékelések szima majdnem minden esetben kevesebb az 1j moddszer
esetén. Az algoritmus felépitésébdl kovetkezik, hogy valdjdban ez az érték szoros
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2.4. tablazat. Numerikus eredmények tobbdimenzios kite-ot haszndléd algoritmusra.

Feladat Figgvénykiértékelések szama Derivaltkiértékelések szama,
neve dim. régi 1j % régi 4j %
S5 4 281 450 160 179 177 98
S7 4 291 478 164 183 184 100
S10 4 291 478 164 183 184 100
H3 3 1338 1232 92 889 683 76
H6 6 3654 4705 128 2399 1767 73
GP 2 15991 24043 150 8653 7696 88
SHCB 2 1366 1896 138 859 750 87
THCB 2 874 848 97 563 291 51
BR 2 1278 769 60 831 297 35
RB 2 460 559 121 283 252 89
RB5 5 2582 2775 107 1601 1445 90
L3 2 2522 2481 98 1629 671 41
L5 2 587 933 158 385 285 74
L8 3 237 282 118 153 150 98
L9 4 315 369 117 203 200 98
L10 5 393 453 115 253 251 99
L11 8 627 709 113 403 401 99
L12 10 783 878 112 503 501 99
L13 2 162 229 141 103 96 93
L14 3 243 329 135 153 145 94
L15 4 323 436 134 203 194 95
L16 5 388 514 132 243 238 97
L18 7 542 708 130 339 334 98
Sch21 2 2004 2125 106 1249 868 69
Sch31 3 253 357 141 153 159 103
Sch25 2 649 736 113 415 323 77
Sch27 3 708262 28505 4 472269 15726 3
Sch214 4 15771 11692 74 10317 6399 62
Sch218 2 2022 2393 118 1215 1140 93
Sch32 3 866 863 99 545 411 75
Sch37 5 8830 8766 99 5887 5823 98
Sch37 10 559102 557054 99 372735 370687 99
G5 5 14590 1741 11 9727 705 7
G7 7 43774 11578 26 29183 2855 9
R4 2 2454 1390 56 1615 633 39
R5 3 33386 14727 44 22251 8893 39
R6 5 52558 31543 60 35023 19881 56
R7 7 71730 44337 61 47795 28349 59
RS 9 90902 79971 87 60567 51541 85
EX2 5 425349 690379 162 279673 213027 76
by 2068030 1534711 74 1371812 744612 54
AoP 106 76
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2.5. tablazat. Numerikus eredmények tobbdimenzios kite-ot hasznélé algoritmusra.

Feladat Maximalis listahossz Felhasznalt CPU idd
neve dim. régi i) % régi ij %
S5 4 9 9 100 0,36 0,55 152
S7 4 12 12 100 0,50 0,79 158
S10 4 12 12 100 0,71 1,12 157
H3 3 21 13 61 1,07 0,99 92
H6 6 118 79 66 9,01 10,87 120
GP 2 798 761 95 8,32 10,76 129
SHCB 2 60 57 95 0,31 0,38 122
THCB 2 24 17 70 0,15 0,13 86
BR 2 17 10 58 0,26 0,14 53
RB 2 11 12 109 0,07 0,07 100
RB5 5 58 58 100 1,93 1,93 100
L3 2 119 98 82 1,40 1,22 87
L5 2 29 37 127 0,36 0,53 147
L8 3 9 9 100 0,13 0,15 115
L9 4 12 12 100 0,27 0,30 111
L10 5 15 15 100 0,48 0,54 112
L11 8 24 24 100 1,90 2,09 109
L12 10 30 30 100 3,71 4,15 111
L13 2 7 6 85 0,04 0,05 125
L14 3 10 11 110 0,10 0,13 130
L15 4 13 14 107 0,21 0,27 128
L16 5 16 12 75 0,37 0,46 124
L18 7 22 16 72 0,91 1,13 124
Sch21 2 36 31 86 0,47 0,45 95
Sch31 3 3 5 166 0,08 0,11 137
Sch25 2 8 8 100 0,10 0,10 100
Sch27 3 45364 1901 4 9597.84 53,44 0
Sch214 4 382 355 92 6,92 4,47 64
Sch218 2 18 18 100 0,26 0,28 107
Sch32 3 13 10 76 0,21 0,20 95
Sch37 5 32 32 100 5,84 5,67 97
Sch37 10 1024 1024 100 2070,49 2026,59 97
G5 5 32 32 100 11,28 1,25 11
G7 7 128 128 100 64,03 13,45 21
R4 2 72 32 44 0,41 0,20 48
R5 3 1024 512 50 28,48 10,16 35
R6 5 1024 768 75 91,02 48,48 53
R7 7 1024 768 75 203,42 112,16 55
R8 9 1024 896 87 409,26 328,78 80
EX2 5 13236 12007 90 2428.,82 2556,78 105
by 65890 19851 30 14951.,50 5270,99 35
AoP 89 97
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osszefiiggésben van a végrehajtashoz sziikséges iteracios lépések szamaval. Ebbol
arra kovetkeztethetiink, hogy az Uj médszer egy masik utat jar be a B&B faban a
feladatok megoldésa soran.

A felhasznalt tarméret az Uj modszer esetén kisebb volt, kevesebb részintervallumot
helyezett el a még szébajohetd intervallumok listajara.

Az 14j algoritmus altal felhasznalt teljes CPU id6 35%-a volt a hagyoményos eljaras
lefutdsidhoz sziikséges idonek. Ha azonban kiszamitjuk az egves feladatokra kapott
szdzalékok &tlagit, mindossze 3%-os novekedést kapunk. Ebbdl a két mutatébol
azt a konkliziét vonhatjuk le, hogy az Gj moédszer jobban miikodik a nehezebben
megoldhaté feladatokon.

Tovabbi megallapitdsunk, hogy az Uj mdédszer rosszabbul miikodik a Shekel fiiggvé-
nyekre (S5, S7, S10). Mdsrészrdl a Ratz fuggvényekre (R4 — R8) sokkal jobban
teljesit. A legnagyobb teljesitmény novekedést a Schwefel-27 (Sch27) és a Griewank
(G5, GT) feladatokon értiik el.

ésszefoglalva a numerikus eredményeket megallapithatjuk, hogy a metszési tech-
nikat alkalmazé algoritmus a fenti tesztfeladatsoron bizonyitottan jobb eredményt
produkalt. A teljesitmény novekedés rdadasul a nehezebb feladatok esetén volt
nagyvobb.

Osszehasonlitas mas rendszerekkel

Ugvanigy, mint az egyvdimenzios esetre, a magasabb dimenziéra is létezik alter-
nativa, példdul a MIAG rendszer (MARTINEZ et al. [49]) és az AMIGO (MARTINEZ
et al. [50]). Ezek lényegében a 2.3.2. szakaszban emlitett 6tlet (ldsd CASADO et
al. [7]) tobbdimenziés komponensenkénti kiterjesztése néhany egvéb szofisztikélt
gyorsito technikdval. Ebben az alfejezetben empirikus Osszevetést végziink a kite
modszer, a MIAG és az AMIGO kozott.

Az 6sszehasonlitdsndl a megdllasi feltételként a wid (X) < e teljesiilését vizsgédljuk
(mig az eléz6 alfejezetben a vizsgdlt részintervallumok relativ szélességét vizsgaltuk
a megdllasi feltételben). Ennek az a magyardzata, hogy az Osszehasonlitds alapjaul
vett cikkekben ez volt az alkalmazott megallasi feltétel.

Mint azt a mar kozolt numerikus eredményekbdl lattuk, a konnyebb feladatokon
a kite mddszer nem hozott teljesitmény javitast, sot, ennek épp az ellenkezdjét
tapasztaltuk. Ugvanez a helyzet a MIAG és az AMIGO esetében is. Ezért a
numerikus tesztjeinkben csak azokat a tesztfeladatokat vettiik figvelembe, ame-
lyvek mindharom modszer szamara nehezebben megoldhaténak bizonyultak, valamint
mindhiarom moddszernél rendelkezésre dllnak a futtatasi adatok.

A futtatdsi eredményeket a 2.6. tdbldzat tartalmazza. Mivel a [49] és [50] cikkekben
teljesitmény mutatoként a fliggvénykiértékelések szama + n(derivaltkiértékelések
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2.6. tdbldzat. A tobbdimenzids kite algoritmus Gsszehasonlitdsa a MIAG és az AMIGO
modszerekkel.

| Probléma = értéke |  n-kite | AMIGO % | MIAG % |

Schwl2 le — 8 42602 22341 191 22963 186
GP le — 8 51405 30493 169 30128 171
H6 le — 8 13959 12998 107 13020 107
HMA4 le — 8 28211 28726 98 29870 47
Sch214 le -5 168711 139335 121 995993 28
R5 le -3 92937 364215 26 331049 28
R6 le -3 308491 002237 61 468513 66
Schw210 le — 2 380544 520749 73 496155 77
G10 le — 2 1770934 2436103 73 3869704 46
RB10 le =2 1163248 1524310 76 2045727 o7
EX2 le =2 849652 261241 325 256975 331
R8 le — 2 137432 75231 183 75231 183
by 5008126 9917979 85 8265328 65
AoP 125 110

szdma) van feltiintetve, ezért a kite mddszerre is ezt a mutatét tiintettiik fel az
egves tesztfeladatoknal.

A tablazatbol lathatjuk, hogy meglehetdsen vegyes képet kapunk az egves modszerek
hatékonysagardl. Megallapithatjuk, hogy a kite mddszer Osszességében jobban tel-
jesitett, ezt mutatjik a ¥ sorban szereplé mutatok. A hatékonysdg javulas itt 15%,
illetve 35% lett rendre az AMIGO-hoz és a MIAG-hoz viszonyitva. Ha azonban
az atlagok atlagat szamoljuk, akkor rosszabb eredményt kapunk. fgy az AMIGO
25%-kal, mig a MIAG 10%-kal volt gyorsabb a kite médszernél.

Megfigvelhetjilk, hogy a kite mddszer az EX2 feladaton teljesitett a legrosszabbul,
ez okozza az atlagos hatékonysiganak csokkenését. Viszont az R5 tesztfiiggvényre
a masik két eljarasnal sokkal gvorsabban szolgaltatott eredményt.

Amennyiben a dimenziészamot vessziik figvelembe, akkor altalaban a kite mddszer
hatékonyabb volt (ez legjobban a G10 tesztfiiggvényre igaz). Az R8 feladat esetében
viszont lassabb volt, mint a méasik két eljaras.

Médszeriink teljesitményén koriiltekintébb implementdcié javithat (példdul a rész-
intervallum-széleken mér kiszdmitott fiiggvényértékek eltaroldsa, sth).



3. fejezet

Egy moddszertan globalis
optimalizalé programok
osszehasonlitasara

Ebben a fejezetben egy olvan algoritmikus eljarast ismertetiink, amely a teljes
globélis optimalizalé programok tesztelésére és Osszehasonlitasara szolgall. A keret-
rendszer Osszedllitdsa a COCONUT projekt [8] egyik vallalt célja volt, azon beliil
valésult meg.

A mddszer fontossagat azzal tudjuk alatamasztani, hogy jelenleg kb. egy tucat tel-
jes globdlis optimalizdl$ szoftver 1étezik (kommercidlis és public domain), amelyek
szerzOik szerint gvorsan, helyesen és megbizhatéan oldjdk meg az optimalizaldsi
feladatokat. Ezen tulajdonsigok megléte csak akkor nyer értelmet, ha van viszo-
nyitasi alapunk. Az eredmény jelentéségét mutatja tovabbd, hogy ez volt az els6
adatokat megold6 programok Osszehasonlitdsa megvaldsult egyrészt szisztematikus
alapokon, valamint olyan teszthalmazon, amely megengedi statisztikusan szignifikans
kovetkeztetések levonasat.

Eredményeinket a NEUMAIER et al. [48] cikk kozli. Mig a cikk féleg a konkrét
tesztelési eredményeket tartalmazza, jelen értekezésben a munka alapjat képezo
modszertant is részletesen ismertetjiik.

Az itt ismertetett médszertan tehat arra vallalkozik, hogy algoritmikus uton olyan
keretet adjon, amely szamitogépen implementalhaté, és 1ényegében emberi beavat-
kozas nélkiil elvégezzen egy olvan 1épés sorozatot, amelynek a végén emberi fel-
dolgozasra alkalmas és értelmes kimutatdsokat kapjunk a tesztelt programok gyor-
sasagara, helyességére és megbizhatdsidgara vonatkozdan.

"Mindazonaltal a nem teljes optimalizaldk tesztelése és Hsszevetése is lehetséges a kirnyezeten
beliil.
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Az irodalomban szimos olyvan eredményt taldlunk, amelyek lokdlis (14sd példdul
BARR et al. [1], CROWDER el al. [10] és DoLAN & MORE [15] cikkeket) vagy
nemteljes (példaul JANKA [29] és MONGEAU el al. [43]) optimalizalék tesztelését
vették célba (tovabbi hivatkozasok és eredmények tekintetében MITTELMANN [42]
osszefoglalé web oldala ad eligazitdst). Teljes optimalizdldk részletes tesztelésére
azonban csak a NEUMAIER el al. [48] cikkben, illetve a COCONUT projekt keretében
talalunk eredményeket.

3.1. Elokésziiletek

Elokésziiletként tesztfeladatokat kell gy{ijteniink, id6zitéssel kell foglalkoznunk, egy-
ségesiteni kell az inputot, le kell rogziteniink, hogy milyen teljesitmény-kritériumokat
koveteliink, valamint rendelkezniink kell egy listaval, ami az egves tesztfeladatok
legjobb megoldasait tartalmazza. A kovetkezokben ezeket targvaljuk részletesen.

3.1.1. Tesztfeladatok

A tesztelés elsé 1épése, hogy tesztfeladatokkal rendelkezziink. A COCONUT pro-
jekt keretében Osszeallitott tesztfeladat gyijtemény Osszesen 1322 optimalizalasi fel-
adatbdl 4ll (ez a COCONUT Benchmarking Set). Az itt ismertetett moédszertan
megvaldsitasdban ezen tesztfeladatsor egy részén futtattuk a vizsgalt megoldokat
(kihagytuk a legnagyvobb méretii feladatokat, ahol a véltozdk szidma nagyobb volt,
mint 1000).

A feladatokat 3 {6 konyvtarra osztottuk, ezek a szirmazasukra és jellegiikre utald
osztalvozasok:

e Libraryl = Global Library (GAMS World, [21])

e Library2 = CUTE (globdlis- és lokalis feladatok, [24])

e Library3 = EPFL (feltétel kielégitési feladatok, [59])
Az egyes konyvtdrakon belil méret szerint (a feladatokban el6fordulé véltozok

szama) csoportositottuk a feladatokat: sizel (n < 10), size2 (10 < n < 100), size3
(100 < n < 1000).

Megjegyzés. Egv korai verzioban a tiny, small és large elnevezéseket hasznaltuk,
ami azért lehet félrevezetd, mert az optimalizalas vilagan beliil is mas-mas értelme-
zést kap példaul a ,,small” elnevezés a kiilonb6z6 felhasznalasi teriileteket tekintve.

Példa. Jelolésiiket a 1ib2s1 = Library2 sizel példaval illusztraljuk.
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3.1. tablazat. A tesztelés sordn felhasznélt szamitogépek adatai.

| Szgép | CPUtipus | OS |CPU/MHz|BogoMips | STU/sec | Linpack |
Lisa AMD Athlon Linux 1678.86 3348.88 50 7.42
XP2000+
Hektor | AMD Athlon Linux 1544.51 3080.19 53 6.66
XP1800+
Zenon | AMD Family 6 | Windows 1001 — 74 46.78
Model 4 NT 4.0
Theseus | Pentium II1 Linux 1000.07 1992.29 130 4.12
Bagend | AMD Athlon Linux 1666.72 3329.22 36 5.68
MP2000+
3.1.2. 1dozités

Fontos szempont az idozités kérdése. A probléma abbdl adddik, hogy a kiilon-
b6z6 megolddk futdsi idejét szeretnénk Osszehasonlitani és ez alapjdn (is) rang-
sorolni 6ket. Egyv nagyméretli tesztfeladatsoron végrehajtott komplett tesztelést
nem feltétleniil egyetlen szamitégépen végezziik, hanem tobb, esetleg kiilonbozo ka-
pacitasi és sebességii gépen. Arra, hogy hogvan mérhetjiik a felhasznalt id6t, szamos
javaslat sziiletett, példaul:

e a processzor orajel frekvencidja (MHz),

a standard id6egység (Standard Time Unit, ldsd DixoN & SzrGO [14] és
SHCHERBINA ¢l al. [59]),

a Linpack [35] csomag dltal javasolt Java alapt idémérd lefuttatdsa,

vagy a BogoMips [5], amely a Linux operéciés rendszereken a CPU teljesitmé-
nyét meghatirozd mértékegység.

3.2. tdbldzat. A leggyorsabb és a leglassabb gépek egymédshoz viszonyitott teljesitménye-
inek Osszehasonlitisa.

Lisa | Theseus | hanyados | inverz hényados |

CPU frekvencia | 1678.86 | 1000.07 1.68 0.60
Bogomips 3348.88 | 1992.29 1.68 0.59
STU 50.00 130.00 0.38 2.60
Linpack 7.42 4.12 1.80 0.56
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A 3.1. tablazat a tesztelés soran felhasznilt szamitogépeken lefuttatott sebességmé-
rok eredményeit mutatja. A 3.1.2. tdbldzat pedig a Lisa és a Theseus gépek tel-
jesitmény mutatoinak hanyvadosait tartalmazza. Ez alapjan a CPU frekvencia és a
BogoMips mérdszamok tlinnek a legjobb valasztasnak.

Annak eldontésére, hogy a CPU frekvencia (amelynek mutatdszdma minden gépre
kénnyen megmondhatd) valéban megbizhaté mutatd, lefuttattuk a BARON opti-
malizdlé programot a 1iblsl konyvtarra a Theseus és a Lisa gépeken. A kapott
eredményt a 3.1. dbra mutatja. Az abrabdl kideriil, hogy nagvon rovid futisido
esetén az osszehasonlitas nehéz, ezért a t idéeredményeket masodpercben egy tizedes-
jegyre adtuk meg, ha ¢ < 10 és a legkozelebbi egészre kerekitve, ha ¢t > 10. A nagvon
pici id8ket (ahol a kerekités miatt 0 jott ki a felhasznélt idére) egységesen 0.05-re
allitottuk.
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3.1. dbra. A BARON futdsi ideje a 1ibls1 konyvtarra.

3.1.3. Egységes input

Kovetkez6 fontos szempont, hogy a tesztfeladatok olyvan formatumban legven elér-
heték, amely implicit vagy explicit médon feldolgozhatok a tesztelésben szerepld
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programok dltal. Ennek a kérdésnek a megolddsira az AMPL (FOURER et al. [17])
nevi, matematikai programozasi feladatok leirdsara alkalmas modellezési nyelvet
valaszthatjuk, mint kiinduldsi formatumot. Mint azt latni fogjuk késébb, ehhez
mellékeliink majd olyvan konvertereket, amelyek az AMPL formatumbol el6allitjak
a megfelel6 input formatumot. A COCONUT Benchmarking Set tehat AMPL
formatumban tartalmazza a tesztfeladatokat.

Amennyiben a tesztfeladat eredetileg maximalizdlasi feladat volt, akkor a célfiiggvényt
beszoroztuk —1-gvel.

Az AMPL modellezési nyelv mellett egy mésik, alapjaiban véve teljesen kiilonb6z6
filozdtidn alapuld input formatum is részét képezi mdédszertanunknak, a DAG (di-
rected acyclic graph, irdnyitott kormentes graf). A formatum részletes leirdsét
és az optimalizalas szempontjabol fontos és hasznos tulajdonsigok targvaldsit a
ScHICHL & NEUMAIER [58] cikk tartalmazza. Szdmunkra jelen pillanatban azért
fontos a DAG formatum, mert egy kozbiilsé formatumot képez az AMPL és més in-
put formatumok kozott. Nevezetesen, mint azt emlitettiik, a COCONUT kornyezet
szamos olvan konvertert biztosit, amely az AMPL nyelven leirt optimalizdlasi fel-
adatokat atirja valamilyen mas nyelvre.

Konverterek

A COCONUT kornyezetben jelenleg elérhetdk konverterek listajat a 3.3. tablazat
tartalmazza.

3.3. tablazat. A COCONUT koérnyezetben elérhetd input konverterek listdja és funkeidja.

név ‘ funkecié

ampl2dag AMPL formatumbdl DAG formatumra
dag_simplify | DAG formatumot egyszerisiti

dag2gams DAG formatumbdél GAMS formatumra
dag2lgo DAG formatumbdl Windows LGO formatumra
dag2c DAG formatumbdl C nyelvre

dag2globsol | DAG formatumrél GlobSol input formatumra
c2dag specidlis C++ formatumrdél DAG formatumra

Lathatjuk, hogy ezek a konverterek lehetévé teszik, hogy a széles korben hasznalt
input formatumok mind elérheték legyenek az AMPL teszthalmazbdl kiindulva.

A konverterek helyessége

Az egyes feladatok korrekt megoldasihoz és az egyves megoldok megbizhato Ossze-
hasonlitdsdhoz fontos biztositanunk, hogy a konverterek miikodése helyes legyven.
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Ennek egy lehetséges tesztelése a kovetkezOképpen mehet:

1. Az AMPL tesztfeladatokbdl csinaljunk mas formatumokat.
2. Ezeket oldjuk meg a kiillonb6z6 optimalizdlé programokkal.

3. Vessiik Ossze a kapott eredményeket.

Jegvezziikk meg azonban, hogy a 3. 1épésben a kapott eredmények esetleges eltérését
okozhatjik a megoldd programokban el6fordulé hibak is. Fontos tovabba, hogy ez
a modszer csak sziikséges feltételt biztosit a konverterek helyességére.

A kovetkezokben leirjuk, hogy hogvan tortént egy konkrét tesztelés a fenti konver-
terek helyességének ellenérzésére.

Els6 1épés: ellendrzés GAMS rendszerrel. El6szor a 1ibls1 feladatkonyvtarra
alkalmaztuk a kovetkez6 konvertilas-sorozatot:

GAMS — AMPL — DAG — GAMS,

valamint a 1ib2s1 probléma konyvtarra az

AMPL — DAG — GAMS — AMPL

konverzid-sorozatot. fgy tehat adott ezen konyvtaraknak két-két valtozata, mind-
egyik GAMS [19] formédtumban. Ekkor futtatuk a GAMS rendszert a BARON prog-
rammal ezeken a konyvtarakon és Osszehasonlitottuk a kapott eredményeket. Ha
valamelyik feladatra a két verzié megoldasa kiilonbséget mutatott, akkor megvizs-
galtuk a feladat kiillonb6z6é formdtumait (ezt kézzel kell elvégezni, de mivel ezek
alacsony dimenzids feladatok, igy ez nem jelent nagy problémdt).

Masodik 1épés: Ellendrzés kiilonb6z6 megoldé programokkal. A konver-
terek helyességét gy is érdemes megvizsgalni, hogy a kiilonb6zé megold6 prog-
ramokat lefuttatjuk egy kis feladathalmazra és osszevetjiik a kapott eredményeket
az eltér6 megoldasokra koncentralva. Elég csak

e azokat az eseteket megvizsgdlni, ahol valamelyik megoldd program egy ered-
ményrol optimalitast allit és az nem tiinik helyesnek;

e illetve azokat az eseteket, ahol furcsa eredményeket kapunk, példaul ahol a
BARON a tobbi program altal kapott eredménytdl lényeges kiilonb6z6 megol-
dast ad.

Erdemes megjegyezni, hogy itt a mésodik 1épésben taldlkozhatunk olyan esettel is
(konkrétan taldltunk is ilvet), amikor az eredmények kiilonboz6ségét nem a konverter
hibija okozza, hanem maga a megoldd program. Az ilyen tipusu ellendrzés elvégzése
tehat a fejlesztok munkajat is segitik.
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3.1.4. Teljesitmény kritériumok

Szinte minden megoldéprogram rendelkezik konfiguracios lehetoségekkel. Ameny-
nyiben adott egy globalis optimalizalasi feladat, amelynek ismerjilk valamilyen tu-
lajdonsdgait, akkor esetleg végezhetiink olyan bedllitdsokat a keresOprogramban,
amelyek gvorsabb feladat megoldashoz vezetnek. M&s azonban a helyzet akkor, ha
a megoldok tesztelésérol, osszehasonlitdsarol van szé. Ezért minden megolddra a
gvartd altal javasolt alapértelmezett bedllitasokat hasznaltuk. Ez alapvetéen pesz-
szimista eredményekhez vezet(het), de egy ilven méretii tesztsorozaton ez az egyediili
jarhaté at.

Iddkorlatok

Amennyiben a tesztelést kiilonbozo teljesitményli gépeken végezziik, akkor az iddkor-
latokat normalizdlni kell dgy, hogy az eredmények végiil 6sszevethetok legyvenek. Az
egyes méret szerinti osztdlyozdsra kiilonboz6 (1ényegében tetszés szerinti) idSkorla-
tokat kell rogziteniink. Ezen egységek alapjan egy konkrét gépre a

korlat x 1000
CPU MHz

képlet alapjan allitottuk be az idékorlatot.

Példa. A teszteléskor a hasznalt idokorlatok: 180, 900, 1800 masodperc rendre a
sizel, size2 és size3d mértekre. Ez alapjan egy 1666 MHz-es szamitégépen a fenti
képlet 108 masodpercet ad a sizel feladatokra.

Kategoridk a kimenet osztalyozasara

A jelenleg elérhetd globélis optimalizal6 programok egvik leggvengébb része a kapott
megoldasok osztalyozdsanak megbizhatésaga. A 3.1.4. tablazat tartalmazza azokat
a jeloléseket, amelyeket a programok kimenetének egységes osztilyozasira java-
soltunk. Ez alapjan még konnyebb az egves megolddk sikeresség szempontjabol
torténd osszehasonlitasa.

A | feloldatlan” osztalyozas tartalmazhat olyan eseteket is, amikor a megoldé fizibilis,
de nem optimdlis megoldast taldlt, és a futdst befejezte még azelStt, miel6tt meg
tudta volna vizsgalni, hogy lokdlis vagy globdlis optimumot taldlt-e.
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3.4. tablazat. Kategoridk a kimenetek osztalyozasara.

| Jel | Jelentés

a feladatot nem fogadta el a megoldo

a feladatot infizibilisnek nyilvanitotta a megoldd

a megoldast globalisnak nyilvanitotta a megoldd

a megolddst lokalisnak (esetleg globélis) nyilvdnitotta a megoldé
feloldatlan (nem taldlt megolddst vagy hibaiizenet)

idokorlat tulhaladva

H QT A

3.1.5. Legjobb fliiggvényértékek eldallitasa, vizsgalata

A kovetkezd fontos kérdés, hogy honnan tudjuk megallapitani, hogy egy megoldé
program a globdlis megoldast taldlta-e meg, illetve, hogy a 3.1.4. tablazat alapjan
kiadott sikerességi mutaté helyves-e? Vilagos, hogy ehhez el6szor ossze kell allitani
egy listat, amely minden egves vizsgalt feladatra tartalmazza a globalis optimum
értékét (illetve, ha ilyet nem taldlunk, akkor a lehets legjobb megolddst). Ehhez a
kovetkezo 1épéseket alkalmaztuk.

1. El8szor minden megolds kimenetét egységesitettiik (ezek lesznek a . res f4jlok,
lasd késébb).

2. Az egységes kimeneteket fizibilitasi tesztnek vetettik ald. Ez a COCONUT
kornyezetben taldlhaté solcheck programmal tortént. Egy pontot fizibilisnek
tekintiink, ha kielégit minden c(x) € [, €] feltételt egy rogzitett tol abszolit
hiba mellett azokra a korldtokra, amelyek fels6 korlatjainak abszolit értéke
kisebb, mint 1, és tol nagysagui relativ hiba mellett a tobbi korlatra. Az
egvenloség feltételek vizsgalatat hasonléan végeztiik el a ¢ = ¢ hasznéilatdval.

Végiil a fizibilis megoldédsok koziil (amib6l egy-egy feladat esetén tébb is lehet)
kivalasztottuk a legkisebb fiiggvényértékiit.

Legjobb megoldasok listaja

Ezek utdn johet a legjobb megolddsok listdjanak (hitlist) Osszedllitisa. Ez ugy
torténik, hogy minden konyvtarra vessziik az Osszes futtatasi értéket és ezek koziil
minden feladatra kivalasztjuk a legkisebb fiiggvényértékkel rendelkezé megoldast,
illetve ha tobb ilyen is van, akkor azok koziil azt, amelyiknek a maximalis fizibilitasa
a legkisebb; ez lesz a globdlis optimum.

Ha nincs fizibilis megoldas, akkor a korlatok tullépésében a lehetd legkisebb eltérési
megoldast valasztottuk, de megjelolve azt infizibilisként.
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A hitlist tehat a kovetkezo oszlopokat tartalmazza:

o feladat neve,

e feladat mérete (véltozdk szama és korldtozd feltételek szdma),

az optimdlis pontot tartalmazé .res fijl elérhetosége

e maximalis fizibilitas,

és a globalis minimum értéke.

Az eredményiil kapott legjobb megoldasok listdja elérheté a COCONUT Benchmark
[9] internetes oldalrdl.

3.2. Jelolések a tablazatokban

A tesztkornyezet szamos tablazatba rendezett kimutatdst készit a megoldd prog-
ramok mindségi viselkedésérol. Ezeket a tédblazatokat ismertetjiik ebben a sza-
kaszban.

3.2.1. Osszefoglalé statisztikak

Az osszefoglal6 statisztikdkat tartalmazo tdblazatokban hasznalt jeloléseket a 3.5.
tablazat tartalmazza.

3.5. tdblazat. Osszefoglalé tdbldzatokban hasznalt jelolések.

‘ Oszlop ‘Jelentés ‘

library | konyvtéar lefrasa

all konyvtar/méret
accepted | a keres6 altal elfogadott feladatok szama
+G feladatok szama, ahol megtalalta a globalis optimumot
G! feladatok szama, ahol a globdlis optimumot a globalitas
allitdsaval egyutt helyesen megtalilta
G? feladatok szama, ahol a globalitas allitdsa megvolt,

de az igazi globdlis megoldas valdjdban jobb, vagy

a globdlis megolddsnak kinevezett pont valdjaban infizibilis
17 feladatok szama, ahol a feladat infizibilisnek lett mondva,
bar fizibilis megoldas is létezik.
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3.6. tablazat. Példa oOsszefoglald tablazatra a BARON eredményeivel.

BARONT7.2/GAMS summary statistics
library | all accepted | +G  G! | G? I7
liblsl | 91 881 8 64| 0 0
libls2 | 80 7771 46 3 0
libls3 | 41 33| 23 ) 1 0
1ib2s1 | 324 296 | 254 206 | 11 0O
1ib2s2 | 99 891 82 48| 2 0
1ib2s3 | 95 87| 81 26| 6 0
1ib3s1 | 217 195|182 180 3 3
1ib3s2 | 69 63| o7 57| 2 1
1ib3s3 | 22 20 14 13 1 0

Példa. A 3.2.1. tabldzatban a BARON megoldéra kapott eredményeinkkel demon-
straljuk az osszefoglald statisztikai tablat. Lathatjuk, hogy a kimutatdsokat az egves
feladat osztalyokra kiilon sorokban kapjuk, ami nagyvban megkonnyiti az eredmények
értékelését.

Megjegyzés. A teszteléshez elkészitett kornyezet, amely majdnem teljes egészében
automazidlja az eredmények feldolgozasat, angol nyelvii tablazatokat ad végeredmé-
nyiil. A 3.2.1. tdblazat erre egy példa, ahol meghagyvtuk az angol szovegeket.

3.2.2. Feladatok osztalyozasa nehézség szerint

Ha egy megoldé taldlt egy globdlis minimumot (anélkiil, hogy tudna a globalitédst),
akkor a globalitas ellenérzése abbol all, hogy megallapitsa: vajon tényleg nincs a
talalt pontnal jobb. Ez a legiddigényesebb része egy teljes keresésnek. Mdasrészt
latjuk, hogy a globdlis minimum megtalalidsa anélkiil, hogy tudnank a globalitdsat,
lényegében lokalis minimumkeresés. Ezért két osztalyba soroljuk a feladatokat:

"konnyen lokalizdlhaté feladat” ahol a lokélis megoldé program (esetiinkben a MI-
NOS) talalt globalis optimumhoz tartozé fizibilis pontot;

"nehezen lokalizalhaté feladat” minden més eset, ahol a lokélis keres§ (MINOS)
sikertelen volt.
3.2.3. Részletez6 tablazatban hasznalt jelolések

Az el6z6 alfejezetben ismertetett konnyen /nehezen lokalizalhato feladat fogalmdt fel-
hasznalva részletez6 tablazatokat készitiink az egves problémakonyvtarakrél. Ezek-
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3.7. tabldzat. A részletezd tdblazatban haszndlatos jeldlések.

| Oszlop | leirés

wrong | rossz allitdsok szama, azaz a G7 és 17 esetek Osszege
az Osszefoglald statisztikai tablazatbol

+G hanyszor volt a megoldas valéoban globalis
-G hanyszor volt a megoldas valéjaban nem globalis
I hany feladat volt valéjaban infizibilis

ben a tablazatokban haszndlt jeloléseket mutatja a 3.2.2. tablazat.

Példa. A 3.2.3. tablazat mutat egy példat a részletezd tablazatra, ez a BARON
eredményeit tartalmazza a 1ibls1 problémakonyvtarra. A tablazatbdl kiolvashato,
hogy 91 feladatot tartalmazott a 1iblsl probléma konyvtar. Ebbél a BARON
szamara 64 volt konnyen, 27 pedig nehezen lokalizélhato. Osszesen 64 esetben
allitotta (helvesen) a globalitdst, 15 esetben, hogy lokdlis megolddst taldlt, ezek
azonban val6jéban globalis megolddsok voltak (8 konnyen, 7 pedig nehezen lokalizal-
hatd). A rendelkezésre all6 id6 9 esetben letelt, mire végzett volna a teljes keresésse
(az LT sor), ezért lokélis megolddsként adta meg ezeket az eredményeket; a tdblazat-
bél viszont lathatd, hogy ezek valdjadban globalis optimumok voltak. Végiil 3 esetben
nem tudta elfogadni a feladatot (ezek trigonometrikus fiiggvényeket tartalmaztak,
amelyeket a BARON nem tud kezelni).

3.8. tablazat. Példa a részletez6 tablazatra a BARON eredményeivel.

BARON7.2/GAMS on libisi

status | all | wrong | easy location | hard location
+G -G T[4+G -G 1

all | 91 0] 62 2 0] 26 1 0
G 64 0] 50 0 0| 14 0 0
L 15 0 8 0 0 7 0 0
LT 9 0 4 0 0 5 0 0
X 3 0 0 2 0 0 1 0

3.2.4. Futasi idok osszehasonlitasa

Amennyiben az egyves megolddkat a feladatok megoldasira felhasznalt futési idejiik
alapjan szeretnénk Osszevetni, akkor egy erre alkalmas dbra sokat segithet az adatok
értelmezésében. A 3.2, dbrdn litunk erre példit: a BARON 7.2, a GlobSol [23]
és a Premium Solver [18] optimalizdlék eredményeit hasonlitjuk Gssze a 1liblsi
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feladatsoron. Itt a BARON altal adott idéeredmények alapjan vannak sorbarakva
a felhasznalt idok. Fontos azonban megjegvezniink, hogy az esetleges konverzidkra
(példdul a dag2globsol futtatdsdra) felhaszndlt id6k itt nincsennek feltiintetve.
A 0.05 idbegység alatti idok az abra legaljan vannak. Azokhoz a feladatokhoz,
amelyekre a megold6 nem taldlta meg a globdalis megoldast egy fiktiv idoegységet
rendeliink, ami a rogzitett idékorlaton feliil van — ezek az esetek vannak az dbra
tetején.
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3.2. dbra. Példa a futdsi iddk dsszehasonlitdsara: BARON, GlobSol és Premium Solver
optimalizaldk a 1ibls1 feladatsoron.

3.2.5. Megbizhatdsagi analizis

Az eddigi statisztikdkbol készithetiink egy megbizhatdsagi analizist, amely a kovet-
kezoket tartalmazza:

e az elfogadott feladatok koziil az esetek hany szazalékaban taldlta meg a globalis
minimumot (itt nem kell, hogy a megoldé éllitsa is a globalitdst),

e az elfogadott feladatok koziil az esetek hany szizalékaban volt helyes a glo-
balitas megéllapitasa,
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e az esetek hany szazalékaban &llitotta helyteleniil a globalitast,

e végiil az elfogadott és fizibilis feladatok koziil az esetek hany szdzalékaban
tortént meg az, hogy a megoldé infizibilitast allitott.

Mindezekbdl lathatd, hogy egy megoldé program akkor igéretes, ha az elsé két
kategéridban minél nagvobb szazalékos teljesitményt hoz, mig az utolsé két katego-
ridban lehet6leg minél kisebbet.

Példa. Megbizhatosagi analizis példdt a BARON-ra mutatunk a 3.9. tablazatban.
Lathatjuk, hogy a BARON azon feladatokon, amelyeken lehetett futtatni, az esetek
86%-aban taldlta meg a globdlis optimumot. A legjobban a size2 méret{i feladatokon
teljesiett (92%), mig a legnagyobb méretii feladatok valéban nehéznek bizonyultak,
itt csak 62% volt a sikeresség a globdlis optimum megtaldlasiban. Az osszes elfo-
gadott feladatot tekintve az esetek 62%-dban dllitotta helyesen, hogy globélis opti-
mumot taldlt. Nagyon kevés esetben allitotta helyteleniil a globalitdst (mindossze
4%), mig az infizibilitas helytelen allitdsa is igen csekély szamban fordult eld.

3.9. tablazat. Példa a BARON megbizhatosagi analizisére.

‘ Reliability analysis for BARON 7.2 ‘

global minimum found/accepted

size 1 524/579 ~ 91%
size 2 210/229 ~ 92%
size 3 88/140 ~ 63%

all 821/950 ~ 86%

correctly claimed global/accepted

size 1 450/579 =~ 78%
size 2 151/229 ~ 66%
size 3 43/140 =~ 31%

all 644/950 ~ 68%

wrongly claimed global/claimed global

size 1 14/464 ~ 3%
size 2 7/158 ~ 4%
size 3 8/51 ~ 16%

all 29/675 ~ 4%

claimed infeasible/accepted and feasible

size 1 3/571 ~ 1%
size 2 1/222 = 0%
size 3 0/128 = 0%

all 17921 ~ 0.4%
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3.2.6. A teszteredmények osszefoglalasa

A COCONUT projekt keretén beliill a BARON/GAMS (7.2-es verzid) [62], COCOS
(2004. szeptember 20-4dn kiadott béta teszt verzid), GlobSol (2004. szeptember 11-
én kiadott verzié) [23], ICOS (2004. mércius 29-én kiadott béta teszt verzid) [33],
LGO/GAMS [51], LINGO 9.0 [28], OQNLP/GAMS [20], Premium Solver 5 [18] és
a MINOS/GAMS lokalis keres6 6sszehasonlitdsat végeztiik el. Az eredmények rovid
osszefoglalasa a kovetkezo.

A tesztelt programok koziil a BARON a leggvorsabb és legrobosztusabb. Téle
nem sokkal marad le az OQNLP. Az elérheté megolddk kozil egyik sem teljesen
megbizhatd, egvetlen kivétellel: feltétel kielégitési feladatok megoldasara szolgdld
ICOS, ami bar lassabb, mint a BARON, kivalé megbizhatésagi jellemzokkel ren-
delkezik (amikor be tudja fejezni a keresést a rendelkezésre 4ll6 id6korldton beliil).
A BARON a 100 valtozénal kevesebb valtozét tartalmazé tesztfeladatsorokat 90%-
os sikerrel oldotta meg, mig az ennél nagyobb feladatoknak valamivel tobb, mint
kétharmadat.

A sztochasztikus megolddk koziil az OQNLP volt a legjobb. Hatranya a BARON-
nal szemben, hogy lassabb és nem tud informéciéval szolgalni arrdl, hogy a keresés
teljes volt-e. A 100 valtozondl nagyobb feladatok 72%-4t oldotta meg (a megadott
id6korlaton belil).

A GlobSol és a Premium Solver esetében csak a 1iblsl konyvtarra végeztik el a
tesztelést. Mivel ezek a programok a szigorian meghizhaté kategéridba tartoznak,
ezért nem meglepd, hogy példaul a BARON-hoz képest lényegesen lassabban dol-
goznak. Ennek ellenére talaltunk olvan eseteket, amikor rosszul hataroztak meg
megoldasokat, ami implementalasi hibakra vall.

Az ICOS, amely szintén a szigorian megbizhaté kategoridba tartozik, csak feltétel
kielégitési feladatok megoldasara képes, ezért csak a Library 3 konyvtarra teszteltiik.
Az ICOS volt az egvetlen program, amelynél egyszer sem fordult el6, hogy hamisan
allitotta volna a globalitast.

Végiil néhany pontban osszefoglaljuk a tesztelés soran kialakult tapasztalatainkat:

- A GAMS rendszer LGO és az OQNLP megolddi nagyvon évatosak, sohasem
allitanak globalitast. Mdésrészrol, ugvancsak a GAMS rendszerben a MINOS
néha globalitdst allit egy feladat megoldisa végén. Ez annak koszonheto,
hogy néhéany feladat esetén észreveheti, hogy lényegében linearis feladatrél van
sz6, ahol a lokdlis megoldds egyvben globdlis is. (A G7 eseteket a megolddsok
pontatlan kozelitése okozta.)

- Néhéany esetben az optimalizalék infizibilitast észleltek, annak ellenére, hogy
a kapott megoldés a solcheck szerint fizibilis volt.
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- Szédmos esetben tapasztaltuk (legtobbszor a LINGO esetén), hogy egy mi-
nimumpont kozelit6 értékének megtaldlasakor a globalitas allitasa hamis volt
azért, mert a korlatozé feltételek nem voltak kielégitve az el6irt tolerancidval.

- A tesztelt programok Altalaban nem vették észre, ha a célfiiggvény konstans
volt (tehdt lényegében feltétel kielégitési feladatot kaptak).

A teszteredmények kozzététele a fejlesztok szamara is hasznos volt. A BARON és
az 1COS szerzoi az eredmények ismeretében javitani tudtak a megoldéprogramjaik
hatékonysagan és megbizhatdsdgan.

Az ismertetett mddszertan egy lehetséges alternativija a DOLAN & MORE [15]
altal kidolgozott teljesitmény profil (performance profile) lehet. Ennek alkalmazisa
és értelmezése azonban (teljes) globdlis optimalizdlokra Gvatossdgot igényel, mivel
ezek a programok ugyvan a globdlis optimumot gyvakran hamar megtalaljak, viszont
jelentds idot toltenek azzal, hogy kideritsék van-e masik megoldés is.
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Egy mddszertan globalis optimalizalé programok osszehasonlitasara




4. fejezet

Atomklaszter feladatok

A globélis optimalizalds szamara az egvik nagy kihivast jelento feladat az atom-
klaszterek szerkezetének meghatarozasa. Az dn. computational chemistry tudo-
méanyteriiletnek ez csak egy aprd része, annak szdmos egvéb szép, matematikai
szemponthdl is érdekes feladata 1étezik és megolddsra var (bévebben ldsd NEUMAIER
[46]).

Ebben a fejezetben bizonyos tulajdonsagoknak elegettevé atomklaszterek optimalis
szerkezetének vizsgédlatdval foglalkozunk. A kozolt eredményeket a VINKO [64] és a
VINKO & NEUMAIER [67] cikkek tartalmazzak.

4.1. Alapfogalmak

Tekintsiink n darab atomot. Az i-edik atom poziciéjat az z; € R, i =1,...,n és
d=2,3,...jeloli, igy egy atomot tekinthetiink dgy, mint a (d-dimenziés) Euklideszi-
tér egy pontjal.

Az z = (21,...,2,) € R atomklaszter energidjdt az atomok kozotti interakciok
hatarozzak meg. Matematikailag ezt egy

E(x) :ZU(Qsi,mj)+ Z v(zi, k) + .. (4.1)
i<j i<j<k

alaku fiiggvény irja le; ez tehdt egy E : R™ — R alaku fiiggvény. Az atomok op-
timalis elhelyezkedésének (ez a minimalis energiaszint) meghatdrozdsa az E fiiggvény
globalis minimalizélasaval ekvivalens.

Mint lathato, az E fiiggvény altalaban szdmos tagot tartalmaz, ezek a tagok az
atomok kozott kiilonféle kolesonhatasok leirdsara szolgalnak. A kémiai és fizikai

1Altaldban d = 3; itt pusztan arrdl van szd, hogy a vizsgdlt modellek tetszéleges dimenzidra
definidlhatok.
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szimulacidoknal fontos, hogy megfelel6 tipusi modellt taldljunk a vizsgélt rendszer
leirdsdra. A (4.1) képlet elméletileg tetszélegesen bonyolult is lehet, ez azonban
rendkiviill nehézzé teszi a tényleges modellezést. Konkrét vizsgdlatokban a (4.1)
jobboldaldnak altaldban csak az els6 két tagjat tekintik. Ekkor azonban még mindig
kérdés, hogy a széban forgé fliggvények milyen feltételeknek tegvenek eleget, illetve,
hogy ezek mennyire tiikrozik a valdsagot. Ezért legtobbszor csak az elsé tagot, az
u.n. pdrpotencialt vesszik figvelembe. A tapasztalatok azt bizonyitjak, hogy ezek
is jol kozelitik a valdsiagot, méasrészrél a modellezés kozben még igy is temérdek
szamitast kell elvégezni.

Jelen értekezésben mi is csak olyan energiafiiggvény vizsgalataval foglalkozunk, ame-
lyek csak parpotencial fiiggvényt tartalmaznak, tehét

E(zy,...,2,) = Z v(rij) (4.2)

1<J

alakdak, ahol r;; := ||z; — x;||. A bemutatott vizsgélataink és médszereink viszont
altaldnosak abban az értelemben, hogy nem rogzitjiik le a parpotencidl fiiggvényt,
hanem megadunk egy feltételrendszert, amelynek eleget tevé parpotencidlt tartal-
maz6 energiafiiggvény bizonyos tulajdonsigai meghatarozhatok.

4.1.1. Vizsgalanddé tulajdonsagok

A tovébbiakban a (4.2) fliggvény éltal leirt atomklaszterek optimélis szerkezetének
tulajdonsagait fogjuk megvizsgdlni:

(a) Milyen als6 korldtot adhatunk az atompdrok kozotti minimélis tdvolsdgra az
el6fordulé atomok szamatol figgetlenil?

(b) Amennyiben figvelembe vessziik az atomok szimét milyen alsé korldtot ad-
hatunk meg az atomparok kozotti minimadlis tavolsagra?

(c) Milyen (lehet6Sleg linedris) alsé- és felsd korldtot adhatunk a célfiiggvény op-
timalis értékére?

4.1.2. Eredmények hasznalhatésaga

Fontos kérdés, hogy az imént felsorolt tulajdonsigok ismeretében hogvan javitha-
tunk az atomklaszter feladatok megoldasara kidolgozott globalis optimalizalasi méd-
szerek hatékonysdagdan.

Az atomparok kozotti minimalis- és maximdlis tavolsiag ismerete

e a B&B mddszerben alkalmazhatd gyvorsitéd eljardsként;
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e felhasznalhatd nemteljes vagy aszimptotikusan teljes keresok esetében a kiin-
dulési pont el6éllitdsira. Erre a LOCATELLI & SCHOEN [36] cikkben talalunk
példat, ahol éppen méretszam fiiggetlen minimaélis tavolsagot hasznaltak fel a
hatékonysag novelése céljabol;

e illetve, mint azt XUE [71] bizonyitotta, ilyen jellegii informdcié birtokdban ha-
tékony adatstruktirat konstrudlhatunk a potencialfiiggvény értékének kisza-
mitdsdra. Meglep6 eredmény, hogy a (4.2) potencidlfiggvény értéke O(n)
id6ben szdmithaté (mig a naiv eljards O(n?) idéigény).

Az optimalis szerkezethez tartozé globdlis minimumra adott alsé- és felsé korlatok
felhaszndlhatok a B&B mddszerben mint kivagési értékek.

4.1.3. Korabbi eredmények

Atomklaszterek tulajdonsdgainak elméleti vizsgalataval szamos fizikai targyu cikk-
ben és konyvben talalkozhatunk. Ezek az eredmények javarészt a 70-es évekbdl
szarmaznak és jellemz6 rajuk, hogy bar bonyolult matematikai apparatust alkalmaz-
nak, explicit, (optimalizdldsi mddszerekhez) jol haszndlhaté eredményeket mégsem
tartalmaznak. Ezekben a cikkekben taldlkozhatunk el6szor a stabilitds fogalmaval:
egy potencialt stabilisnak neveziink, ha az optimadlis konfiguricidjara létezik az
atomok szimaban linedris alsé korlat (ldsd RUELLE [56] ide vontakozé alapkonyvé-
ben, illetve jelen tézis 4.1.1. fejezetének (c) pontja). Fontos jellemzdje még ezen
eredményeknek, hogy a parpotencialt altalaban nem rogzitik le, hanem néhany
altaldnos tulajdonsignak eleget tevo potencidlfiiggvényt vizsgalnak, és arra allapita-
nak meg tulajdonsigokat.

Szamitistudomdnyi szempontbdl az elsé eredményeket XUE et al. [72] kozli. Meg-
mutattdk, hogy a Lennard-Jones potencidl (1dsd kés6bb) linedrisan korldtos (ez
egvebként Ruelle munkdssagabdl mar ismert volt, bar Xue és munkatarsai felte-
het6leg nem ismerték ezeket az eredményeket), valamint az optimadlis konfigurdciéra
vonatkozolag explicit alsé korlatot adtak az atomszamtdl fiiggetlen minimalis atom-
péar tavolsdgra. MARANAS & FLOUDAS [39] az optimalis Lennard-Jones klaszter-
ben eléfordulé minimalis atompar tavolsagra ad méretfiiggd alsé korlatot — ezek
az értékek kisméretd konfiguraciéra nagyon jé eredményt adnak, nagyobb méretek
esetén viszont hasznalhatatlanok. XUE [70] megadta az elsd, gyakorlati szempontb6l
is relevans méretfiiggetlen minimalis tavolsagot. Egy nemrégiben megjelent cikkben
BLANC [3] javitott ezen a korldton. A Morse klaszterekre (ldsd 4.5. fejezet) Lo-
CATELLI & SCHOEN [37] ad méretszam fliggetlen minimdlis atompdr tavolsdgot.
Ez az eredmény azért érdekes, mert a Morse klaszterben szereplé parpotencidl
megengedi azt az esetet is, hogy két (vagy tobb) atom a tér ugvanazon pontjiban
helyezkedjék el — és ezen tulajdonsagukban kiillonboznek a Lennard-Jones parpoten-
cialtél, ahol ez nem megengedett.
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A kovetkezékben a VINKO [64] és VINKO & NEUMAIER [67] cikkekben elért sajét
eredményeinket kozoljik. A konkrét példak esetén megmutatjuk, hogy az altalunk
javasolt modszerek hasznalatiaval az imént hivatkozott kordbbi eredményekhez ké-
pest milyen javitasokat érhetiink el.

4.1.4. Jelolések

A fejezet tovabbi részében a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk. Az E figgvény
globalis minimumbhelye az az * € R3 konfigurcié, amelyre

E(z") = min E(x). (4.3)
:BER?)R
A globélis miniumumot
E* = E(x*)
jeloli. Legyen ry; az x7 és (i, =1,...,n) pontok kozotti Euklidészi tdvolsig. Az

1 cimkégl atomhoz tartozo potencidlis energidt a

Eix) =) o(lzi—al) (i=1,...,n)

i#]

egyenlet szerint definidljuk, valamint Ef = F;(z*). Nyilvdnvald, hogy
B(a) = 13" i) (4.4
) =3 2 (7). .

Az optimalis strukturaban

Tmin = Min 7 (,7j=1,...,n)

a munimalis atompdr tdvolsdg. A minimalis tavolsag egy alsé korlatjat g-val fogjuk

jelolni; célunk tehat hogy talaljunk lehetoleg minél jobb

q S T'min

alsé becslést.
Amennyiben a v parpotencial fliggvénynek létezik pozitiv zérushelye, azt t-vel jelol-
jiik.
Az altalanossig elvesztése nélkiil feltessziik, hogy 21 =0és0=r1 <ry < ... <1y,
ahol

rp =z —mll = lloll G=1...,n)
szerint definidlt. A tovdbbiakban (hacsak kiilon nem hangsulyozzuk) csak az n > 2
esetet vizsgaljuk.
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4.1.5. Feltételek a parpotencial fiiggvényre

A pérpotencial fliggvényre az elméleti eredményekben a kovetkezo feltételrendszer
teljesiilését feltételezziik.
(P1) v folytonos.

(P2) Egyértelmiien létezik egy nemnegativ s gy, hogy v(s) < 0 és ez az egyetlen
globalis minimumpontja v-nek.

(P3) v(r) = 0 (r — ).

(P4) v(r) monoton cso6kkené ha r < s és monoton novekeds, ha r > s.

A (P1)—(P4) feltételrendszer meglehetSsen altaldnos, az dltaldban haszndlt parpo-
tencial fliggvények csak bizonyos megszoritiasokkal teljesitik ezt. Amennyiben ilyen
megszoritasra van sziikségilink, azt mindig jelezni fogjuk az adott elméleti eredmény
targyvaldsakor (14tni fogjuk, hogy a méretfiiggetlen eredmények ismertetésekor lesz
ilvenre sziikségiink).

4.2. Meéretfiiggd korlatok

Ebben az alfejezetben a v fiiggvényrél feltessziik, hogy teljesiti a (P1)—(P4) tulaj-
donsagokat.

Az elsé lemma a MARANAS & FLouDAs [39] dltal a Lennard-Jones klaszterekre
(l4sd 4.4. alfejezet) taldlt alsé- és felsd korlatok altaldnositdsit adja.

1. Lemma. [67] Az optimdlis atomklaszterre érvényesek a

_n(n—1)

—Ju(s)| < B*(n) < ~d(n — d+ 1)]u(s) (4.5)

korlatok.

Bizonyitas. Mivel v(r;;) — v(s) > 0 teljesiil, ezért az alsé korldt bizonyitasa:

E*(n) = > (v(ry) — v(s) +v(s))

= Z (v(rij) — v(s)) + ZU(S)
n(n —1)

> ()]
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Ha tekintiink egy olvan n darab atombdl all6 klasztert, amelyben n — d atom olyan
poziciéban van, hogy mindegyikiik d darab masikat ”érint”; kezdve d darab atom-
mal gy, hogy a koztilk 16v6 tavolsdg pontosan s (azaz egy s hosszi szakasz 2
dimenziéban, egy egyenl$ oldald hdromszog 3 dimenziéban, stb.), akkor

E*(n) < —dJo(s)| = d(n — d)|o(s)| + M < —d(n — d+1)[o(s)

teljesiil, — ahol M nem pozitiv tag — amely egy felsé korlitot ad az optimaélis
szerkezetre. 0

Az 1. Lemma egy linedris fels6 korlatot ad az optimum értékére. Ez tehat egy vélasz
a 4.1.1. szakasz (c) pontjdnak egvik kérdésére. Megjegvezziik tovabbd, hogy ez a
jelenleg ismert legjobb fels6 korlat.

2. Lemma. [67] Az optimélis konfigurdciéban az i atomhoz tartozé potencidl korla-
tozhato a

—(n = Dlv(s)| < Ef (n) < —eaqlv(s)], (4.6)
értékekkel, ahol eq = 1.

Bizonyitas. A fels6 korlat bizonyitasahoz legyen k =n hai #nésk =n—1ha
i = n, és definidljuk a z = (zy,.. ., z,) konfigurdciét ugy, hogy legyen z; = z7 minden
J # 1 indexre, valamint legvenek ||z; — zx|| = s és ||z; — /|| > s minden [ # 7 indexre.
Akkor helyezziik el a z; atomot az origd és a z; atom &dltal meghatarozott egyenesen
igy, hogy a z; rendelkezzen a legnagyobb r; értékkel. Ekkor E;(z) < —|v(s)]. A z
konstrukcidjabol adoddan

E* —E! = E(z)— Ei(2).
Tehat E;(z) < —|v(s)| és
E* — Ef = E(2) — Ei(2) > E(2) + |v(s)],
amib6l Ef < —|v(s)].
Az alsé korldt a (P4) tulajdonsighdl és az EY definiciéjdbdl jon, nevezetesen Ef

pontosan n — 1 tag 6sszege, ahol minden tagnak v(s) alsé korldtja. O

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a (4.6) képletben a felsé korlat valéjdban méret-
és dimenzidfiiggetlen korlat. Létezik tovabba egy sejtés, hogy ey = d is teljesiil, de
ennek a bizonyitdsa egyel6re nyitott. A kovetkez6kben a —eq|v(s)| kifejezést {rjuk
az E7 fels6 korlatjaként.
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3. Lemma. [67] Ha n > 2 + eq, akkor az optimélis konfigurdciéban a minimélis
atompar tavolsagra teljesiil a

q(n) = w((n —2— ed)|v(s)|) < Trmin (4.7)
egyenlétlenség, ahol w a v inverz fiiggvénye, amely a

() =47 akkor és csak akkor, ha x = v(r) ésr > s,
T 0 kiilonben

definicioval adott.

Bizonyitas. A 2. Lemmat hasznilva a kovetkezd levezetést alkalmazhatjuk:

~edo(s)| 2 B =Y o)
= ZU(Tj)+U(T2)
z —(n=2)u(s)[+ v(ry).

Az egyvenlbtlenséget atrendezve kapjuk, hogy v(ry) < (n — 2 — e4)|v(s)|, amely a
(4.7) osszefliggést eredményezi. 0

4.3. Meéretfiiggetlen korlatok

4. Lemma. [67] Az optimélis konfigurdciéban a minimalis atompdr tavolsdg mindig
kisebb vagy egyenlS, mint a parpotencial fliggvény minimumpontja, azaz ryppm < §
teljestil.

Bizonyitas. Tegyviik fel, hogy az optimalis konfiguraciéban ry;, > s. Tudjuk, hogy
a v fliggvény novekedd, ha r > s. Ezért ha alkalmazunk egy skdlazést, amely minden
tavolsagot lecsokkent dgy, hogy rp, = s is teljesiiljon, akkor a konfiguricio teljes
energiajat is csokkentenénk. Ezért rp, < s. O

4.3.1. Elso valtozat

A kovetkezdkben a VINKO [64] cikk eredményeit kozoljik, amely XUE [70] és BLANC
[3] eredményeit dltalanositja, illetve javitja tovabb.
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Médszeriink a kovetkezo. Feltessziik, hogy a vizsgalt konfiguraciéban a minimaélis
atompdr tavolsdg pontosan ¢. Eldszor egy felsé korldtot adunk az Ef (i =1,...,n)
értékekre. Tegyiik fel, hogy p € Ry egy olyvan paraméter, hogy

pg> s (4.8)

teljesiil. Ekkor hasznaljuk a

E} = Z v(r;) + Z v(r;) (4.9)

g<r; <pq ri>pq

felosztast és alsé korlatokat adunk erre a két tagra. Megfeleléen megvélasztott
paraméterekkel megmutatjuk, hogy ha a minimaélis atompar tavolsag til kicsi, akkor
ellentmondaésra jutunk az Fi-re adott felsé korlattal.

Feltételek a parpotencialra

A médszer haszndlhatdésdgdhoz sziikségiink van a (P1)—(P4) feltételrendszer szigori-
tasdra. Nevezetesen feltesziik, hogy a v fiiggvényre teljesiil (P1), (P2), tovdbbd

(P3’) Ha r < s, akkor v szigorian monoton csdkkend és v(r) > r=*%.

(P4’) Ha r > s, akkor v szigortian monoton novekvé és v(r) > —r~%

A (P3) és (P4") tulajdonsiagok megkovetelése az alkalmazott gombpakoldsi mddszer-
rel van Osszefiiggésben. Itt {rhatunk Cr—3 alakd korldtot is, azonban a C konstans
a priori meghatirozasa meglehetésen bonyolult.

Vegyiik észre tovabbd, hogy a (P1), (P2) és (P3’) tulajdonsdgokbdl kovetkezik, hogy
a v fliggvénynek van t < s zérushelye.

A felhasznalt korlatok

5. Lemma. [64] Ha £ < a < b, akkor az J,, = {j | @ < r; < b} indexhalmaz

2
d d
| T < (2—b+1) — (2—“—1)
T T

meéretére érvényes az

korlat.

Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy a vizsgalt konfiguraciéban szerepl6 atomok r/2
sugard géombok. A J, halmaz mérete nem haladhatja meg azon r/2 sugari gémbok
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szdmat, amelyeket az origd kézéppontd b+ r/2 sugari gomb tartalmaz. Térfogat
osszehasonlitassal ebbdl az
b+ 3
|\7ab| o ( )
5

felsé korldt adodik. Mésrészt, mivel 7; > a teljesiil, ezért kidobhatjuk az Osszes
olvan r/2 sugari gémhbot, amely az origd kozéppontd a — r/2 sugard gémbben van.
Ezen elemek szama szintén térfogat osszehasonlitdssal feliilrdl becsiilhetd, ahogvan
azt a lemma allitja. O

6. Lemma. [64] Ha pq > s, akkor a (4.9) elsé tagja alulrdl korlatozhaté a

2. o) = 0@ = (2p+ 1) = 1) Jo(s)] (4.10)
q<r;<pq
egvenlotlenséggel.
Bizonyitas. Tegyviik fel, hogy r, = r3 = ... = 1,1 = g (azaz létezik m > 1

darab g-val egyenlé tavolsiag). Mivel ezek pozitiv értékeket adnak a potencidl
értékében, ezért egy kivételével (amirdl feltettik, hogy létezik) mindegyiket elhagy-
hatjuk. Ekkor

o) =@+ Y w(ry) (4.11)

q<r;<pg q<r;<pq

teljesiil. Tovabba az 5. Lemma és a parpotencidl monotonitiasa miatt kapjuk, hogy

W+ 3 ) > v(q)-((%qq*q)d—(%;q)d) 0(s)

= v(g) = (2p+ 1"~ 1)) |v(s)].

7. Lemma. [64] Legyen s < pg = Ry < Ry < Ry < ... egy végtelen, szigorian
névekedd sorozat, és definidljuk az I, = {j | 2 < j < n, Ry < rj < Rp1} (k =
0,1,2,...) indexhalmazt. Ha pq > s, akkor a (4.9) mdsodik tagja alulrél becsiilhetd
a

> 0) 2 5 3 o) (2R +)' = (2R~ ) (4.12)

T 2Py k=0

egyvenlotlenséggel.
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Bizonyitds. Haszndlhatjuk ismét a v fiiggvény (P47) éltal biztositott monotonitdsi
tulajdonsigat és a 5. Lemmét az 7 indexhalmazra:

dwlr) = D> wlry)

riZpq k=0 r;eIy

o0

> D D vl
k=0 TjEIk
1 & d d

> = Z v(Ri) (2Re1 + ) — (2R — q)7)
i

amely a bizonyitast adja. O

Minimalis atompar tavolsag

A fenti lemmadkat hasznalva egy altaldnos modszer adhatd az optimalis szerkezetben
el6fordulé minimalis atompar tavolsag egy alsé korlatjanak meghatarozasara. Idéz-
ziik fel, hogy ¢ és s a parpotenciadl zérus- és minimumhelye. A 7. Lemmdéban
egy végtelen Ry sorozatot haszndltunk, amely egy végtelen, egymdsba agvazott
gombsorozatot reprezentil. Ehelyett a sorozat helyett azonban hasznalhatunk R :
R, x Ny — R, alaku fliggvényeket is, amelyek az

R@Q.F) <R@Qk+1) & R(Q0)=c

tulajdonsdgokkal rendelkeznek, ahol ¢ € Ry egy konstans (a 7. Lemméban ez a
konstans pg, a végtelen sorozat kezd6pontja). A rovidség kedvéért az R,? jelolést
fogjuk hasznélni az R(Q, k) fiiggvényre. Haszndljuk még tovibbd a

U2 :={R? | R <RZ éRY=césk=0,1,...}

jelolést is. Definidljuk most a

F(g,p) = wv(g)— ((2p+1)> —1) |u(s)], (4.13)

S(q.p, R) = ;—dZ“(RkQ) ((2R,?+1+q)d— (QR,?—q)d), (4.14)
k=0

G(g,p, R) = Flq,p)+S(g,p,R) (4.15)

fiiggvényeket. Ezeket a jeloléseket és a 6. és 7. Lemmakat hasznélva az

Er = ) o)+ ) vl

q<r;<pq ri2pq

> G(g,p, R) (4.16)

also korlat adodik, ahol p € Ry gy, hogy pg > s és R € Up‘%.
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13. Tétel. [64] Definidljuk a g,(q,p, Q) := G(q,p, R) fiiggvényt. Ha g,(q,p,Q) >
—o00, akkor a (4.3) optimdlis atomklaszter feladatban a minimdlis atompdr tdvolsag
kisebb, vagy egyenls a

d9,(q,p, Q) ,
o = 0, (4.17)
d9,(q,p, Q) ,
0 = 0, (4.18)
90(¢, 1, Q) + eqlv(s)] = 0 (4.19)

nemlindris egyvenletrendszer megoldasaban szerepld q értéknél.

Bizonyitds. A g, végessége a (P3’) és (P4") tulajdonsiagok megkovetelésébdl adddik.
Ezek a tulajdonsigok garantdljdk azt is, hogy g, monoton ¢g-ban a [0, s] intervallu-
mon. Ezért (4.19) rendszernek pontosan egy megolddsa van.

A 2. Lemmabél tudjuk, hogy EF < —e4|v(s)|. Tovabba a g, < EF a (4.16) miatt
teljesiil. Most keressiik azt a legnagyobb ¢ értéket, amelyre a g, < —eglv(s)| alsé
becslés nem teljesiil. Ehhez vizsgaljuk a

max ¢

. 4,20
gy, hogy gv(q,p, Q) > —eq|v(s)| (4.20)

optimalizdldsi feladatot. Ekkor a (4.17) és (4.18) dsszefiiggések a (4.20) optimalizéldsi
feladat elsérend optimalitasi feltételei p-re és @Q-ra nézve. Végiil (4.19) garantdlja a
lehetd legnagyobb ¢ értéket, amelyre g, < —ey|v(s)| mér nem teljesiil. Ekkor tehat
(4.3) minimdlis atompdr tavolsdga legaldbb g. 0

A 13. Tétellel elérhetd eredményeket tovabb javithatjuk a kovetkez6 megfontolasok
alapjan. Ha az Ry sorozat els6 m > 1 tagjat a py, ..., p, valtozokkal helyettesitjiik,
akkor egy m + 2 véltozés G fliggvényt kapunk. Nevezetesen a

m~—1

G(a,p1s- P R) = Flg,p)+ Y v(pig) (2pis + 1) = (20 — 1))

i=1
RN Q ¢ Q_ .\’
g D v(Ry) (2r8.. +a) - (287 - q)
k=0
fliggvényt, ahol F'(q,p) a (4.13)-ben definidlt, p1g > s, és R,? eU2 ..

5. Kévetkezmény. [64] Definidljuk a ¢,(¢,p1,...,pm, @) = G(q,p1,...,Pm, R)
fiiggvényt. Ha g, > —oo, akkor a (4.3) optimdlis atomklaszter feladatban a mini-
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malis atompar tavolsag nagvobb vagy egyenld, mint a

agv(Qapla <oy Pmy Q)

= O,

8p1
agv(Qapla"'apm7Q) = 0
Opm, ’
agv(Q7p17"-7pm7Q) = 0
aQ ’
gv(Qapla-"7PM7Q)+60«'|U(S)| = 0

nemlinedris egvenletrendszer megoldasanak q komponense.

Linearis als6 korlat az optimum értékére

Az el6z6 alfejezet eredményeit haszndlva linedris alsé korlatot adhatunk az optimalis
fliggvény értékére is. Ez a korlat helyes lesz tetszoleges méreti klaszter esetén.

14. Tétel. [64] Ha q egyv olvan alsé korldt a minimélis atompdr tdvolsdgra, ame-
lyet az 5. Kovetkezmény felhasznalasaval kaptunk, akkor létezik olyan B, konstans,

amelyre
By
——n < B,
g =

Tovabba B, értéke q értékébol meghatarozhato.

Bizonyitds. Legven i € {1,...,n} tetszbleges, de rogzitett index. Definidljuk az
M = [t, pq) jobbrdl nyilt intervallumot, ahol pg > s. Akkor a

n n n

dulr) > > v+ D ()
Jj=1 j=1 j=1
J#i JFLriEM JF#iri 2Py

also becslés addédik. A 5. Lemmat haszndlva az els6 tag alulrdl becsiilheto:

- i [(2t—q ‘ v(s )
S ulry) > —(<2p+1> (—q ))| (3] (1.21)

i=1
J#LrEM

Az 5. és 7. Lemmdakbol a mésodik tag is becsiilhet6 alulrdl a

n

> () = ql—dz v(R?) ((QR,?H +q)" — (2RY - q)d) (4.22)

J#iTi g
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egvenlGtlenséggel, ahol R,? € Uﬁ*. Ezen megallapitdsainkat — ugvanigy, mint
az 5. Kovetkezménynél — tovébb javithatjuk tobb vdltozé hasznédlatdval a (4.22)
képletben. Ez a

- i (220" s
S o) > —(<2p+1> ( q ))|<>|+

j=1
J#i
m—1
+ > v(pr) (2psa+ 1) = 20— DY) +
=1
1 o0
o ;:% v(R2) ((2}2,?“ +q) - (282 - q) )
E— —Bl

korlathoz vezet, ahol pig > s és R,? € U];?nq. Amennyiben g, véges (lasd b.
Kovetkezmény), akkor az 5. Kovetkezmény dltal adott megoldisvektor behelyettesi-
tésével a K végessége is garantédlt. Végiil a (4.4) Osszefiiggés a
B,
——n < E*
2 "=

linedris alsé korlatot adja az optimalis potencialfiiggvény értékére. O

4.3.2. Tovabbfejlesztett valtozat

A tovabbfejlesztett valtozatot az a tény inspirdlta, hogy a fenti moédszer nem alkal-
mazhatd direkt modon olyan parpotencidlokra, amelyek nem divergalnak az atompar
tavolsaganak csokkenésével.

A kovetkezékben ismertetett eredményeket a VINKO & NEUMAIER [67] cikk tartal-
mazza.

Feltételek a parpotencialra

A mdédszer alkalmazhatésagahoz feltesziik, hogy v teljesiti a (P1) és (P2) tulaj-
donsagokat, valamint a kovetkezot is.

(P3”) Létezik olyan R € [0, s], amelyre

/SOO L(% + 1)dJ v'(r)dr < min {U(R) + [v(s)], %U(R) + g|v(3)|}

Vegyiik észre, hogy ez a tulajdonsag automatikusan teljesiil, ha v divergdl az r — 0
esetben.
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Felhasznalt korlatok

Az alabbiakban Ry jeloli egy rogzitett ¢ indexre az x; atomtdl vett k-adik legkisebb
tavolsagot. Akkor Ry =0 és

Ry =y :=minry; (4,7 =1,...,n) (4.23)
i.j

a minimdlis tavolsidg az optimdlis konfiguraciéban. Egy bizonyos atomnak majd az
1 cimkét adjuk (ennek meghatdrozdsat 1ldsd késdbb) és a tobbi atomot majd dgy
jeloljik, hogy r; := ry; amelyekre

O0=r <rp <

< T'n-

Megjegyzés. Az elsé modszernél itt szigori egvenlStlenséget tételeztiink fel.

Az E} értékekre vonatkozo méretfiiggetlen alsé korldt és a teljes energidra érvényes
linearis als6 korlat megadasara a tovabbiakban a

m
PINRES Z v(rg)
k=2
értékekre keresiink alsé- és fels6 korlatokat.
Legven Ny(r) azon diszjunkt nyilt egységgémbok maximalis szdma, amelyek elhe-
lyezhetok egy r sugari gombben. Egyszerii térfogat Osszehasonlitassal az

Ny(r) < |77 (4.24)

fels6 korlat addédik, amelyet a tovabbiakban hasznilunk. Ezen geometrikus pakolasi
korlat minden tovabbi javitasa az itt kozolt eredmények javitasiat vonja maga utén.

2. Allitds. [67] Legyen

. 2r
K= qoin_(m=DNi(=+1).
Akkor
k< K(ry) (k=1,2,...), (4.25)
és K az r novekvé fiiggvénye. Specidlisan
K@) < m-1| (2 +1)"] (m=23...). (4.26)
i Rm 7 7
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Bizonyitas. Legven m > 2 tetszoleges, de rogzitett. Rekurzivan véalasszunk atomo-
kat, kezdve az 1 cimkével ellatottal, és a hozzd legkozelebb all6 m — 2 atommal. Ez
meghatdrozza atomok egy x = [k/(m — 1)] elemszdmu halmazat, amelyek legaldbb
R, tavolsigra vannak egyvmdstol. Ezért ezen atomok korili R,,/2 sugard nyilt
gombok diszjunktak és benne vannak abban a nyilt gombben, amelynek kézéppontja
az 1 cimkével elldtott atom, sugara pedig r; + R /2 = (2rp + Ry,)/2. Skéldzdssal
kapjuk, hogy

2
HS Nd(£+1),

ezért
k< (m—1)k< (m—l)Nd(%+1) < (m—UL(%H)dJ,
amivel az allitast bebizonyitottuk. O
3. Allitas. [67] Ha r,, < s, akkor
Ym < —mlv(s)| + E] + /OO K(r)v'(r)dr (4.27)
és ha m > 2 is teljesiil, akkor
(m — Dv(Ry) + (m + eg)|v(s)] < /OO K(r)d'(r)dr. (4.28)

Bizonyitas. Legven el6szor m a legnagyobb egész szdm, amelyre r,, < s. Akkor
K(r) > K(rp) >m har>s,

68 Tpi1 > 8, ezért v(rge1) — v(rg) > 0, amennyiben & > m + 1. Ebb6l, mivel
a1 = 00, v(00) = 0, azt kapjuk, hogy

n

> klrea) —v(m) <)) K(Tk:)/mrl '(r)dr

k=m-+1 k=m-+1 Tk
n Tht1 00
< Z K(r)d' (r)dr = K(r)v'(r)dr.
k=m+17 Tk Tm41

A bal oldal

n

—m(rpa1) — Z v(rg) > —mu(rpg) — Ef + 2,
k=m-+1
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és mivel [T 0'(r)dr = —v(r), ezért azt kapjuk, hogy
Y, < Ef +/ (K(r) — m)v'(r)dr < E} +/ (K (r) —m)v'(r)dr
Tm-+1 B

< E} +mu(s)+ /OO K (r)v'(r)dr.

Ez bizonyitja (4.27) teljesiilését m maximélisan megengedhet értékére. Mivel

m

S = mo(s) = 3 (0(re) = (s)) = v(5)

k=2

nemnegativ szdmok Osszege, és a bal oldal monoton cs6kken m-ben, ezért (4.27)
teljesiil minden kisebb m értékre is.

Specialisan, ha az m-edik miniméalis tavolsigra lévé atomnak az 1 cimkét adjuk,
k < m-re kapjuk a
Y = (m = 1Dv(R,y)

trividlis alsé korldtot. Ezt az egvenlStlenséget (4.27) képlettel és az Ef < —eg|v(s)|
becsléssel kombindlva kapjuk, hogy (4.28) is teljesiil. O

Minimalis atompar tavolsag

15. Tétel. [67] Legyen [R, R] C [0, 5] olyan intervallum, amelyre
ﬂmﬂ%*wywwgum+ww (Re[RR).  (429)

és

lwM%*QT“Wm<mﬁﬂ@+wﬂém&+u+%m@@ (4.30)

teljestilnek. Akkor az
f(@) :=v(q) + (24 eq)|v(s)| — /SOO L(Qq—r + l)dJ o' (r)dr (4.31)

fiiggvény legkisebb q zérushelye benne van az (R, oo) nyilt intervallumban, tovabba
T'min 2 q.

Vegyviik észre, hogy a QS”) tulajdonsdg implikalja a tétel feltételének teljesitheto-
ségét (vegviik az R = R = R esetet).
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Bizonyitds. Minden m > 2 egészre a (4.26) és (4.28) formulakbdl kapjuk, hogy az
R = R, vilasztéssal

(0 = o) + (m+ elote)] < [ (- 1) [(% ¥ 1)dJ o (r)dr,

ezért

m+ eq | r2r al
um+mﬂ<um+mﬁlmﬂgl ME+QJUWW
Ez ellentmond a (4.29) formuldnak, hacsak az
R, <R vagy R,>R

esetek koziil valamelyik nem teljestl. Tegyiik fel, hogy az elso eset igaz valamely
m > 2-re. Legven m az a legnagvobb egész, amelyre R,, < R. Akkor R,,.1 > R,

fgy K(T)SmL(Ri:ﬁ”l)dJ <m{(%+1)dJ,

és mivel v(R) < v(R,,) igaz, ezért (4.28) felhasznaldsdval kapjuk, hogy

2r

i((m — 1)u(R) + (m + ed)|v(s)|) < /:O L(f + 1)”’J o' (r)dr.

m

Mivel m > 2, ezért ez ellentmond a (4.30) formuldnak. Ezért az elsd eset nem
fordulhat el6. Specidlisan, azt kapjuk, hogy m = 2-re

Train = Ho > R.

Mivel m = 2-re (4.28) implikalja, hogy f(rmw) < 0, tovabbd a (4.29) formuldbdl
kovetkezik, hogy f(R) > 2|v(s)| > 0, ezért a kozépérték tételbdl kapjuk, hogy f-nek

van zérushelye az (R, oo) nyilt intervallumban. Tovibbé rp, nem lehet kisebb, mint
ez a zérushely. 0

Linearis alsé korlat az optimumra

16. Tétel. [67] Ha
By = —|u(s)]| +/ K(r)v'(r)dr < oo, (4.32)

akkor
E! > —By; mindeni=1,...,n indexre. (4.33)

Tovdbbd minden a (4.33) formuldnak eleget tévé By konstansra

B
— < E (4.34)
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Bizonyitds. A (4.27) specidlis esete az, amikor m =1 a
0=3%, < —|v(s)| + E;} +/ K(r)v'(r)dr = E + B

Osszefiiggést adja, amib6l i = 1 vélasztdssal a (4.33) formuldt kapjuk. Mivel az 1
cimke vilasztdsa tetszoleges, ezért (4.33) teljesiil minden i-re. Végiil (4.34) a (4.4)
észrevételbol kovetkezik. O

6. Kovetkezmény. Ha ¢ a minimalis atompar tavolsag egy alsé korlatja, akkor

(4.33) teljesiil a
B, :— —|U(s)|+/ [(2(; +1) J '(r)dr (4.35)

5

konstanssal.

Bizonyitds. Hasznéljuk a (4.26) formuldt az m = 2 vélasztdssal, valamint a (4.23)
definiciét. Igy B, korldtozhatd, ahogyan a (4.32) formuldban definidltuk:

B, < -|v(s)|+/:o [(f’f +1)" e (ryar < -|U(s)|+/ [(2(;“) v/ (ryar.

min 5

O

Ahogyvan azt a fejezet bevezetésében emlitettiik, RUELLE [56] egy potencidl fiiggvényt
stabilisnak nevez, ha az optimalis klaszter energiaszintje alulrél korldtozhatd az
atomok szamanak linedris fiiggvényével. Egy rovid osszefoglalast adunk most ezekrol
az eredményekrdl (bévebben lisd [56, 3.2.6. fejezet]). Azt mondjuk, hogy egy
folytonos f fiiggvény pozitiv tipusi, ha

ZZ flxi — ) (4.36)

i=1 j=1

teljesiil. Altaldban nem trivialis megmutatni, hogy egy parpotencial pozitiv tipusd,
de RUELLE [56] hivatkozik egy ismert eredményre (BOCHNER [4]), ami szerint f
akkor és csak akkor pozitiv tipusi, ha f Fourier transzforméltja pozitiv.

4. Allitas. (RUELLE [56]) Ha a v parpotencidlis pozitiv tipusii és v(0) véges, akkor
stabilis és o
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Bizonyitas. Valéban,

0<ZZ [l = 231]) = no(0) + 2 Y v(||a} - =3,

i=1l j=1 1<j

ezért

T[]}

1<j

A fenti eredményeket tgy fogalmaztuk meg, hogy csak bizonyos feltételrendszerek
teljesiilését koveteltiik meg. Ezen médszerek tekinthetdk gy, mint algoritmusok: a
felhasznalonak meg kell mondania, hogy mi legven a parpotencidl fiiggvény és ha az
eleget tesz a feltételeknek, akkor a fenti médszerek numerikus szamitasaival konkrét
korlatokat kapunk a minimalis atompar tavolsdgra és az optimalis energiaszintre.

A fejezet hatralevo részében két jol ismert és az irodalomban legtobbszor hivatkozott
parpotencidl fiiggvényre alkalmazzuk az ismertetett eljarasokat.

4.4. Lennard-Jones klaszterek

A fenti mddszerek alkalmazasit a Lennard-Jones klaszterekkel kezdjik, amelyek
kémiai, fizikai és optimalizdlasi teriileteken is jelentés modellt képviselnek, mert

e rendkiviil egyszeri, de elfogadhaté matematikai modellt adnak valds fizikai
rendszerekre, példaul alacsony hémérsékletii ritka gdzok (példdul argon, krip-
ton, xenon) viselkedésére;

e a modell konnyen szimulalhaté szamitogépen, viszont az optimalis szerkezeté-
nek megallapitasa rendkiviil nehéznek bizonyul, ezért globdlis optimalizaléd
eljarasok egyik tesztfeladata is lehet (példdul az értekezés eldszavdban emlitett
38 atomos eset).

A Lennard-Jones pdrpotencidl altalanos alakja a

va(r) = de ((;)m - (;)6) (4.38)

figgvénnyel adhaté meg. A globalis optimalizdldsi irodalomban a (4.38) fiiggvényt
aze=t=1és s =25,

Ul’l(T) — 7"? ———
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alakban (reduced unit), vagy az un. skdldzott Lennard-Jones potencidl (¢ = 1, t =
2716 5 =1)
1 2

UQ—I/GJ(T) - ﬁ - 7"_6 (439)

alakban szokas vizsgalni. Ezen utébbi alakot a 4.1. dbra szemlélteti.

[ ) w IS w
| I T T N N N N N N N N N e )

=

[ |

4.1. dbra. A skaldzott Lennard-Jones parpotencial fiiggvény.

A Lennard-Jones potencidl fliggvény a (4.2) és (4.38) képletek felhasznélisaval az

L) = 3 vpulllz — 1), (4.40)

1<i<j<n

alakban definidlhato.

4.4.1. Meéretfiiggo korlat a minimalis atompar tavolsagra

A 3. Lemmat alkalmazva kapjuk, hogy v;. < (n — 2 — e4)|v(s)]. Ebbél az egyvenlSt-
lenségbdl kovetkezik, hogy az optimalis Lennard-Jones klaszterben ha n > 2 + ey,
akkor

\/82 +elve(s)|(n—2 —eq) — s)é
(n—2— eq)|ve(s)]

egy also korlat a minimélis atompdar tavolsdgra.

g(n) = S( (4.41)
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4.2. dbra. A Maranas és Floudas féle alsé korldt (szaggatott vonal) és a (4.41) altal adott
also korlat osszehasonlitdsa a skdlizott Lennard-Jones potencidlra.

A skaldzott verzidra a (4.41) korldtot dsszevetve a MARANAS & FLOUDAS [39] éltal

megadott
\/an?t—In+6—1
>

T'min 1
L2 7
N o7 )

korldttal azt kapjuk, hogy n > 6 esetén (4.41) jobb becslést ad. Ezt szemlélteti a
4.2. abra.

4.4.2. Meéretfiiggetlen als6 korlatok a minimalis atompar ta-
volsagra

Els6 valtozat

Az altaldnos alak és a skalazott valtozat kozott a

Voo (1) = €Vg-1s6, 1 (1/5), (4.42)

skalazas visz at, tehat a minimalis tavolsigot az s skdldzza, mig a potencial értékét
e. Ezért a skilazott verziora adjuk meg a szdmitasokat. Tovabba az egyszeriiség
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kedvéért a levezetésben a
U(T) = UQ—I/GJ(T) és F = LJ2—1/6’1

jeloléseket fogjuk hasznélni.

A 2. Lemma alapjan E}] < —1. Az Ef értékre egy alsé korlat a 6. és 7. Lemmak
altal adhaté. Most vélasztanunk kell egy alkalmas R(Q), k) fiiggvényt, amely az alsé
korldtot —1 felett tartja. Ehhez definidljuk az R(Q,k) = pqQ* (pg > 1,Q > 1,k =
0,1,2,...) figgvényt. Konnyi ldtni, hogy

> 1 2 3 3
Spi(g,p, Q) = ( - ) Q"+ 1) — (2pQF — 1)) > —o0
LJ kZ:; qumk quGk (( ) ( ) ) (4 43)

teljesiil.  Valoban, mivel @) > 1 igaz, ahogy k tart a végtelenbe az 0sszeg els6
tagja (azaz v(pgQ*)) gyorsabban tart a 0-hoz, mint ahogyan a masodik tag tart a
végtelenbe (ez valéjdban a (P4) tulajdonsig teljesiilése). Ezért a

90(a,9,Q) :=v(q) +1 = (2p+1)° + Sp4(a, 0. Q) (4.44)
fiiggvény jol definidlt. A 4.3. dbra mutatja ezt a fliggvényt, itt a ¢ = 0.618 rogzitett

véltozoérték mellett dbrazoltuk azt. Jegvezziik meg, hogy a (P1) és (P2) tulaj-
donsdgok miatt a g, fliggvénynek van zérushelye a [0, s| intervallumban.

4.3. dbra. A ¢,(0.618, p, Q) fiiggvény grafikonja.
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Egyv alsé korlat meghatirozasiahoz ezutan a

0,

o (¢,p,Q) = 0,
gy
%(q,p,@ = 0,

9(g,p,Q)+1 = 0

hdromvaltozés nemlinedris egyenletrendszert kell megoldanunk. A (4.43) konver-
gens sorozat zart alakjat és a parcidlis derivéltakat egy szimbodlikus-algebrai rend-
szerrel kaphatjuk meg. Ezek meghatdrozdsira a MAPLE 9 [38] programcsomagot
hasznaltuk. A nemlinedris rendszer megoldasa

Q = 1.23474998, p = 2.2408615800535, ¢ = 0.6184503450386, (4.45)

lesz, amely tehat egy alsé korlatot ad az optimalis skalazott Lennard-Jones feladat-
ban az atomparok kozotti minimdlis tavolségra.

Ahogyan azt az 5. Kovetkezményben allitottuk, ez a korlat tovabb javithaté ha tobb
paramétert vezetiink be. A 3 valtozés rendszer helyett 5 valtozot haszndlva a

g = 0.618735677 (4.46)
megoldast kapjuk, ami egy picit jobb alsé becslése a minimalis tavolsdgnak.

Megjegyzés. Az 5. kovetkezményt haszndlva egyre tobb valtozd bevezetésével szig-
nifikdns javitast nem tudunk elérni, viszont a szamitdsok miveletigénye megno.

Tovabbfejlesztett valtozat

A (4.29) egyenlétlenség a Lennard-Jones pérpotencidlra a d = 3-ra a [0, 0.653775s],
mig d = 2-re a [0, 0.752915s] intervallumokat adja. Ezért ebben az esetben v, (R) =
00, A (4.31) egvenlet megolddsa d = 3-ra a

g = 0.654673s = 0.734846t (4.47)

és d = 2-re a
q = 0.759006s = 0.851955¢ (4.48)

alsé korlatokat adja.

Mint ahogvan azt a fejezet bevezetdjében emlitettiik, korabbi eredmények is 1éteznek
a Lennard-Jones probléméban el6fordulé minimélis tavolsdgra. Ezeket az eredmé-
nyeket a 4.1. tdblazatban foglaltuk 6ssze. A numerikus szamitasokat a Mathematica
[69] programmal végeztiik el (szemben az els§ véltozattal, ahol a MAPLE 9 prog-
ramot haszndltuk), tekintettel arra, hogy a MAPLE 9 nem tudott olyan integrélt
kiszamolni, amelyben az integrandus tartalmaz alsé egészrész fiiggvényt.
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4.1. tablazat. Méretfiiggetlen also korlatok a minimdlis atompér tavolsagra az optimélis
skaldzott Lennard-Jones klaszterekben.

| dimenzié | XUE [70] | BLanc [3] [ 13. Tétellel | 15. Tétellel |

2 - 0.7286 0.7284 0.7590
3 0.5 0.6108 0.6187 0.6547

Megjegyzés. A (4.41) képlet (azaz a méretfiiggd alsé korlat) a skdldzott Lennard-
Jones klaszterre d = 3-ra n < 139 esetén, mig d = 2-re n < 19 esetén ad jobb alsé
korlatot a tablazatban szereplé méretfiiggetlen alsé korlatoknal.

Megjegyzés. A tézis elkészitése kozben (és a [67] cikk kozlésre bekiildése utdn)
jutott tudomdsunkra egy friss eredmény (SCHAHINGER et al. [57]), amely az itt
ismertetett alsé korlatndl jobb értéket ad. Az eredmény egvelore csak kézirat forméa-
jaban létezik.

4.4.3. Linearis als6 korlat az optimum értékére

A 13. Tétel (tehdt az elsé valtozat) numerikus értékeit és a (4.42) Osszefiiggést
hasznalva az optimélis Lennard-Jones potencidl fiiggvényre teljesiil a

—138.6775911n -5 < LJX, (n=2,3,...)

linearis alsé korlat a d = 3 esetben.

A 15. Tételbdl és a 6. Kovetkezménybdl d = 3-ra a

—68.9554en < LJ;

ter

mig d = 2-re a
—9.4478zsn < LJ;,

linedris als6 korlatokat kapjuk.

4.4.4. Statisztikdak empirikus adatokbol

Az el6z6 szakaszok folytatasaként mutatunk néhany statisztikat a redukalt egységes
Lennard-Jones feladatra. Az adatok a Cambridge Cluster Database (CCD) [6]
é¢s a Chemoinformatics Laboratory at the Department of Chemistry, University
of Science and Technology of China [22] helyekr6l szarmaznak. Ezeken a web-
oldalakon a redukdlt egységes Lennard-Jones feladatra megtalalhatjuk az eddigi
legjobb megoldédsokat (melyvekrol sok esetben feltehetjiik, hogy globdlis optimumok)
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(a) (b)
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4.4. dbra. (a) Az E*/n hinyados és egy n'/? szerinti kibos illesztés, (b) az alsé- és felsd
becslések eltérése.

a minimumpontok koordinataival egyiitt n < 1000-re. Ebben a szakaszban d = 3,
valamint az E* = LJ7 | jelolést haszndljuk.

Az atomszamok fliggvényében a globdlis minimum értékeket, korlatokat az E érté-
kekre, valamint a minimdlis és maximalis atompar tavolsidgokat vizsgaljuk.

Globalis minimum értékek. A 4.4 (a) dbra a vélt globalis minimum értékeket
(tehdt az eddig taldlt legjobb megolddsok fiiggvényértékeit) mutatja. Itt az E*(n)/n
hinyadost jelenitettiik meg annak érzékeltetésére, hogy az optimadlis konfiguraciok
energiaszintje linedrisan korldtos. Az dbra tartalmaz egy kobos illesztést n'/3-ban.
Egv polinomidlis alsé korlat az E* értékre

—8.6263n — 59.0267n*® — 66.9958n'/3,

ezért (empirikusan) —8.6263 egy aszimptotikus alsé korlat az E*(n)/n értékre a-
hogvan n — oo. Lattuk, hogy a bizonyitott alsé korlat —39.2205. Egy hasonlé poli-
nomidlis fels6 korldt szintén létezik; az 4.4 (b) dbra mutatja az eltéréseket ezekhez
a felso- és alsé becslésekhez képest.

Korldtok az atomokhoz tartozo energidkra. Mint azt littuk, Ef < —¢ (= —-1a
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energia
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4.5. dbra. Maximalis és minimdlis £ /e értékek a klaszter méretének fiiggvényében.

redukdlt és a skalazott verzidra). A rendelkezésre allé adatokbdl a min £ és max Ef
értékek szamithatdk. A 4.5. dbran ezek az E /¢ értékekre vonatkozé minimumok és
maximumokat lathatjuk az atomszamok fiiggvényében.

Lathatjuk, hogy a max Ef < —3¢ sejtés (vO. 4.2. alfejezet) empirikus értelmben
teljesil.

Ha n > 30, akkor a min E} /e hianyados a —14 és —17.1 értékek kozott oszcilldl (a
pontos minimum érték n = 823-ra —17.0799), mig a bizonyitott korlatunk —78.4410.

Korliatok a minimadlis tavolsagra. A 4.6. dbra az ryum/t értékeket mutatja.
Ezekbdl az adatokbdl lathatjuk, hogy a minimalis tavolsdg mindig nagyobb, mint a
Lennard-Jones parpotencidl zérushelye. A bizonyitott eredményiink ettol az értéktol
tavol van; azonban az r,,;, > t Osszefliggés teljesiilésének bizonyitasa reménytelennek
tinik.

Korlatok a maximalis tavolsdgra. XUE [70] sejtése szerint az optimdlis Lennard-
Jones klaszter atmérSje (azaz a maximaélis tavolsdg) feliilr6l korlatos O(n'/?) szerint.
A 4.7. dbra mutatja, hogy ez a sejtés empirikusan jél megalapozott. BLANC [3]
bizonyitotta, hogy az optimalis Lennard-Jones klaszter mérete feliilrél korldtozhatd
az atomok szamadval, tehdt max; ; r;; < n teljesiil.
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4.6. abra. Minimalis atompar tavolsig a klaszter méretének figgvényében.
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4.7. dbra. A maximélis tdvolsidg harmadik hatvdnya (redukalt egységben, ¢t = 1) a klaszter
méretének figgvényében.
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4.5. Morse klaszterek

Az el6z6 alfejezetben tanulmanyozott Lennard-Jones klaszter egyik hidnyossaganak
szoktak felréni, hogy az optimélis szerkezetben n fiiggvényében nem mutat véltoza-
tossdgot. Emiatt (bizonyos, nem teljes) optimalizald eljardsok viszonylag hamar
megtaldljdk az optimumot (lattuk, hogy n = 1000-ig léteznek j6 megoldasok). A
masik népszeri modell a Morse klaszter, ahol a parpotencial fiiggvényt a

v, (r) = e’ (ePU=1) _ 9 4.49
P

fiiggvénnyel definidljuk, ahol p > 0 egy paraméter. A (4.49) és (4.2) képleteket
hasznalva a Morse potencidlt a

My(z) = D wplllei = ) (4.50)

1<i<j<n
fiiggvénnyel definidljuk.

A v, figgvényben a p paraméter lehet6vé teszi tobbféle anyag szerkezetének mo-
dellezését. A p = 6 értékre a Morse- és a skalazott Lennard-Jones potencidl ha-
sonlosagot mutat: mindkét fliggvény ugvanazt a gorbét irja le az r = 1 mini-
mumpont kornyékén. A Cg molekuldk kozotti interakeidt parpotencidllal szimulalva
a p = 13,6 értéket kapjuk, mig példaul alkali fémek szerkezetének modellezéshez a
p = 3,1 valasztis bizonyul megfelelének.

A v, fliggvény zérushelye és minimumpontja

In2 |
t=1——— ¢és s=1

P
pont. Jegvezziik meg, hogy p < In2 esetén a (4.49) fiiggvénynek nincs zérushe-
lve. Mindazonaltal globdlis optimalizalasi kornyezetben altaldban a p > 6 esetek
az érdekesek: ekkor az M, globdlis optimumanak megkeresése nehezebb feladat,
mint a Lennard-Jones fiiggvényre (lasd DOYE el al. [16]). Masrészrol viszont
a p csokkenésével a méretfiiggetlen minimalis atompar tavolsiag alsé korlatjanak
meghatirozasa egyre nehezebbé valik.

4.5.1. Meéretfiiggo alsé korlat a minimalis atompar tavolsag-
ra

A 3. Lemma haszndlatdval kapjuk, hogy (exp(p(1—7))—1)?—1 < (n—2—ey)|v,(s)].
Ebbdl az egyenlétlenséghdl adodik, hogy

g(n) = max {1 —ptln (\/|Up(s)|(n —2—ey) + 1),0} , (4.51)
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amely egy also korlat a minimalis atompér tavolsagra az optimélis Morse klaszter-
ben, amennyiben n > 2 + e¢4. Ez a formula az

e (e? — 2) J

= V“ed} T 0]

esetekben ad pozitiv alsé korlatot.

4.5.2. Meéretfiiggetlen alsé korlat a minimalis atompar ta-
volsagra

Els6 valtozat

Ki kell hangsilyoznunk, hogy a Morse potencidl nem teljesiti a (P3) feltételt. A
magyardzat az, hogy a v, fiiggvény az r = 0 esetben is definidlt (tehdt amikor két
atom a tér ugvanazon pontjiban van). Mds széval a (4.13) képletben szereplé G
fiiggvénynek két gvoke is van, azaz kicsi g értékekre negativva valik. Ezért a 4.3.1.
szakasz dltalanos mddszere itt kozvetleniil nem alkalmazhaté. Ebben az esetben a
minimalis atompar tavolsdgra vonatkozé eldzetes informacid segithet. LOCATELLI
& SCHOEN [37] az optimadlis Morse klaszterek ilven tulajdonsigét vizsgélta, és be-
bizonyitotta, hogy ha 6 < p < 15, akkor a minimdlis atompdar tavolsag hatdrozottan
pozitiv. Az ismertetett mddszeriik nagyban kiilonbozik a XUE [70] édltal a Lennard-
Jones klaszterekre adott moédszertdl, illetve a jelen értekezésben ismertett altalanos
modszertél. Azonban ha felhasznaljuk azt, hogy r* > 0, ha 6 > p > 15, akkor ez
kivdlthatja a (P3) tulajdonsdgot.

A fejezet hatralevd részében egy adott p > O-ra az M := M, jelolést hasznaljuk.
A 2. Lemmadbdl tudjuk, hogy M < —1 minden ¢ = 1,...,n-re és p > 0-ra. Mint
a Lennard-Jones potencidlra, definidljuk a R(Q, k) := pgQ* (pg > 1,Q > 1.k =
0,1,...) figgvényt. Az

Sula.p. Q)= ((evﬂ—m@’ﬂ 1) - 1) ((2p@+ +1)" - (2pQ" - 1))

o (4.52)
végtelen sorozat konvergens — az els6 tag (azaz v,(pgQ")) gyorsabban tart nullhoz,
mint a mdsodik végtelenbe — (és ez valéjdban megint a (P4) tulajdonsig miatt van),
ezért a

90(0:p, Q) = v,(q) + 1 = (2p+1)* + S (g, 0, Q) (4.53)

fiiggvény jol definialt.
A 4.2. tébldzatban a [37] cikkben kozolt eredményeket hasonlitjuk Gssze az dltalanos

modszer hasznédlataval szamolt eredményekkel. Hangsilyozzuk viszont, hogy itt
kihasznaltuk, hogy a megfelel6 p értékekre ¢ nagyobb, mint a tablizat mdésodik
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4.2. tablazat. Alsé korldtok a Morse klaszterekben taldlhaté minimalis atompér
tavolsdgokra kilonbozd p paraméterek esetén.

q értéke q értéke a 13. Tétel
p | [37] alapjin hasznélataval
6 0.114 0.4985948046
7 0.376 0.6113121449
8 0.468 0.6796501438
9 0.528 0.7268978345
10 0.574 0.7618207355
11 0.613 0.7887781722
12 0.644 0.8102494106
13 0.672 0.8277671751
14 0.695 0.8423362542
15 0.715 0.8546451536

oszlopaban szerepl6 érték. Lathato, hogy az altalanos moddszer igy sokkal jobb
eredményeket produkalt.

A médszer csak p > 6 esetén mikodik. Ez egyrészt azért van, mert a megfelel6 nem-
linedris egyenletrendszernek nincs nemnegativ megolddsa; masrészt a [37] cikkben
is csak a fenti tablazatban szerepl6 p értékekre szamoltak ki az alsé korlatokat a
szerzk (az ottani médszer tovdbbi finomitdsa nem trividlis).

Tovabbfejlesztett valtozat

A tovabbfejlesztett véltozattal kapott eredményeket a 4.3. tablazat tartalmazza.
Jegvezziik meg, hogy p = 6.3532 esetén a Morse és a Lennard-Jones parpotencia-
loknak ugvanaz a zérushelye. Az utolsé sor (p = 4.967) mutatja azt a legkisebb
értéket, amelyre a 15. Tétel még alkalmazhatd. A tablazatban a minimaélis atompar
tavolsagra kapott alsé korlatokon feliil feltiintettiik, hogy a kiilonb6z6 p paraméterre
mi lesz a v, parpotencidl zérushelye (* érték), valamint a R és R értékeket is.
Fontos kiemelniink, hogy itt nincs sziikség el6zetes informaciora az r,;, értékére
vonatkozdan.

Megjegyzés. A 4.4.2. szakaszban a Lennard-Jones klaszterek eredményeinek kozlé-
sekor emlitett SCHACHINGER et al. [57] kézirat kozol eredményeket a Morse klaszte-
rekre is. Habdr az eredmények valamivel jobbak az itt ismertetetteknél az ottani
mdédszer hétranya, hogy kozvetleniil nem haszndlhaté a Morse klaszterre (illetve
altaldban olyan v parpotencidllal definidlt modellre, amelyben a v(0) értéke véges),
csak abban az esetben, ha arra alkalmas mddszerrel (mint a LOCATELLI & SCHOEN
[37] vagy az itt ismertetett tovdbbiejlesztett valtozat) mar ki tudjuk mutatni, hogy
a minimalis atompar tavolsiag nagvobb, mint 0.
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4.3. tabldzat. Javitott also korlatok az optimalis Morse klaszterek minimalis atompar
tavolsagaira.

q értéke a q értéke a
p t R R 15. Tételbdl | 13. Tételbdl
15 0.95379 | 0.00001 | 0.86424 0.865683 0.854645
14 0.95049 | 0.00197 | 0.85320 0.854691 0.842336
13 0.94668 | 0.00039 | 0.84018 0.841725 0.827767
12 0.94224 | 0.00077 | 0.82460 0.826193 0.810249
11 0.93699 | 0.00152 | 0.80559 0.807236 0.788778
10 0.93068 | 0.00302 | 0.78187 0.783551 0.761821
9 0.92298 | 0.00608 | 0.75135 0.753054 0.726898
8 0.91336 | 0.01250 | 0.71045 0.712129 0.679650
7 0.90097 | 0.02663 | 0.65212 0.653727 0.611312

6.353 | 0.89090 | 0.04058 | 0.59809 0.599581 (0.546518)
6 0.88448 | 0.06167 | 0.55928 0.560668 0.498595
) 0.86137 | 0.20982 | 0.33235 0.333473 -

4.967 | 0.86045 | 0.23439 | 0.30471 0.306227 -

4.5.3. Linearis als6 korlat az optimum értékére

RUELLE [56] bizonyitotta, hogy ha p > In16 ~ 2.7726, akkor a v, parpotencidl
Fourier transzformaltja pozitiv tipusd, ezért Bochner tételébdl [4] és a 4. Allitasbdl
adddik, hogy v, stabilis. A linedris korlat,

—U”T(O)n <M (p>1nl6) (4.54)

meglehetdsen gyenge, p = 4.967 értékre (ami a legkisebb olyan érték, amire a (P3”)
tulajdonsdg még teljesiil) valamint p = 15 értékre a (4.54) formula rendre a —1.0166-
10%*n és —5.3432-10"2n értékeket adja. Ruelle gondolatmenetébdl nem lehet korlatot
kinyverni a minimalis atompar tavolsagra.

A 4.4. tablazat tartalmazza az ismertetett modszereink haszndlataval kapott linearis
also korlatokat kiilonb6z6 p paraméterekre.

4.6. Konkluzio és tovabbi feladatok

Ebben a fejezetben altaldnos eljarasokat adtunk parpotencial fiiggvénnyel definialt
atomklaszter feladatok optimélis szerkezetének vizsgdlatara. Az atomparok kozotti
(méretfliggd és méretfiiggetlen) minimdlis tdvolsdgra és az optimumra adott linedris
als6 korlat hasznos informdcié lehet a (féleg nagyméretii) molekuldk optimélis szer-
kezetének meghatirozasaban.
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4.4. tabldazat. Alsé korlatok a Morse klaszterek optimumaira.

14. Tétel 6. Kovetkezmény
p | hasznalatdval | hasznalataval
15 —30.370n —21.6176n
14 —32.240n —22.5917n
13 —34.581n —23.8037n
12 —37.594n —25.3520n
11 —41.617n —27.397Tn
10 —47.255n —30.2230n
9 —55.712n —34.3707n
8 —69.762n —41.0345n
7 —97.522n —53.4416n
6 —177.619n —84.4438n
5 - —365.2798n
4.967 - —461.7701n

Erdekes kérdés még a maximdlis tdvolsidg (4tmérd) meghatdrozdsa mar egy masik
feladat, az arra adhat6 korlat az atomszamok fliggvénye lesz. Ide vonatkozo6 hasznal-
haté eredmény eddig nem ismert (kivéve BLANC [3] eredményét, ami azt mondja,
hogy az n atomos Lennard-Jones klaszterben a maximalis d&tmérd kisebb, mint
n). Léathattuk, hogy a Lennard-Jones klaszterek esetén empirikus eredményekbél
a maximalis tévolsig O(n'/?) nagysigrendii. A pontos becslés megadésa azonban
egy tovabbi kihivast jelent a kutatasoknak.

A végso cél egy olvan médszer kidolgozdsa, amely a jelenleg ismert legjobb megoldé-
sok globalitasanak leellendrzését végezné el matematikai szigorisdggal. Ehhez azon-
ban tapasztalataink szerint (VINKO & NEUMAIER [66]) nem elég egyszerlien csak
a 2. fejezetben ismertetett intervallumos B&B mdédszert alkalmazni a (4.3) fel-
adatra. Eredményre vezethet viszont példaul az eddig ismert legjobb megoldasok
strukturalis szerkezetének vizsgalata.



ésszefoglalés

Az értekezés targva megbizhaté globdlis optimalizdldsi modszerek tovabbfejleszté-
se, teljes globalis optimalizdlasi feladatokat megold6 programok osszehasonlitdsanak
elvégzésére alkalmas médszer kidolgozasa, valamint atomklaszterek optimélis szer-
kezetének vizsgilata. Az 1. Fejezetben ismertettiik a targvalt feladatok Altalanos
definiciéit, valamint a globdlis optimalizalasi médszerek egy lehetséges osztalyozasat.

A 2. Fejezetben az intervallum aritmetikan alapuld globalis optimalizalds alapvetd
foglamainak ismertetése utan egy 4j intervallumos befoglalé fiiggvényt vezettiink
be, a kite befoglalast. El6szor az egvdimenzios esettel foglalkoztunk. A moédszer két
korabbrol ismert befoglaléfiiggvény szimultan hasznalatan alapszik. Az 5. Tételben
megmutattuk, hogy a kite egy differencidlhaté valéds fiiggvény értékkészletének alséd
korlatjara mindig legaldbb olyvan jé eredményt ad, mint a masik két befoglaléfiigg-
vény. Megvizsgaltuk a kite kozéppontjanak optimdlis valasztiasanak lehetoségét,
amelynek létezését és tulajdonsigait a 6. Tétel mondja ki. Az intervallumos be-
foglald fiiggvények két fontos tulajdonsiga, az izotonitds és a négyzetes konvergen-
cia itt is teljesiil, ezt a 7. és 8. Tétel bizonyitja. Az optimalizilas szempontjabol
hatékony tulajdonsdg tovabba a metszés, ami lehet6vé teszi, hogy elimindljuk a
keresési tartomany olyan részeit, amelyek garantaltan nem tartalmaznak globalis
minimumot. A 9. Tételben megmutattuk, hogy a kite eldallitasahoz sziikséges in-
forméacié hogyan alkalmazhaté a metszési tulajdonsig kihasznaldsahoz. Végiil stan-
dard tesztfiiggvényeken elvégzett numerikus vizsgalatokkal kimutattuk, hogy az in-
tervallumos korlatozas és szétvalasztas tipusu algoritmusba torténd implementalas-
sal a feladatok kisebb szamitéasi koltséggel oldhatdk meg.

A 2. Fejezet masodik felében a kite magasabb dimenziéba torténd kiterjesztését
targvaltuk. Egy lehetséges modszer a komponensenkénti kiterjesztés, ami az egydi-
menzios esetre tamaszkodik. A 10. és 11. Tétel a kiterjesztés konstrukciojit és az
optimalis kdzéppont valasztasat targvalja. Ugvanigy, mint az egydimenzios esetben,
itt is bevezettiink egy metszési eljarast, aminek hatdsat a 12. Tétel ismerteti. Mivel
a komponensenkénti kite, mint befoglalé fiiggvény rendkiviil koltséges, ezért java-
soltuk, hogy a metszési tulajdonsdga miatt azt mint gyorsité technikat alkalmazzuk
az intervallumos globdlis optimalizalé algoritmusban. Tobbdimenzids tesztfelada-
tokon végzett numerikus vizsgalatokkal kimutattuk, hogy a hagvomanyos eljarashoz
képest (féleg a nehezebben megoldhatd feladatokra) érdemes az ismertetett eljardst
hasznéalni.



94 Osszefoglaleis

Az értekezés 3. Fejezete egy 01j modszertant ismertet (teljes) globdlis optimalizild
programok tesztelésére, azok meghizhatosidganak vizsgdlatara és egymdssal vald
Osszehasonlitasara. Bemutattuk a teszteléshez felhasznalt feladatok elokészitését,
valamint a futtatasokhoz az id6zités megvilasztasanak kérdéskorét. Fontos szem-
pont volt, hogy a kiilonb6z6 megoldé programok altal megkivant input formatumok
eloallitasdhoz elkészitett konverterek helyes mikodését biztositsuk. A futtatasi
eredmények alapjan elkészitettitk a legjobb megoldasok listajat; ez Osszesen tobb,
mint 1000 darab globdlis optimalizdlési és feltétel kielégitési tesztfeladat globalis op-
timumdanak megadasat jelentette. A listat egy internetes oldalon elérhetévé tettiik.
Ismertettiik tovabba, hogy a mdédszertan alapjin elkészitett szamitégépes program
segitségével a futtatdsi eredményekbdl automatikusan milyen tablazatokat, abrakat
készithetiink. Ezek a kimutatasok lehetové teszik a tesztelt programok altaldnos
viselkedésének elemzését. A fejezet végén rovid osszefoglalast adtunk néhany kur-
rens globalis optimalizalé program tesztelésérol és osszehasonlitasukrol.

Az utolsd, 4. Fejezetben parpotenciallal definialt atomklaszter feladatok megoldésai
optimalis szerkezetének néhiny meghatdrozé tulajdonsagat vizsgaltuk. Az ismerte-
tett modszerek altaldnosak abban az értelemben, hogy a parpotencidltél csak bi-
zonyos tulajdonsdgok meglétének teljesiilését koveteljilk meg és azok megléte esetén
lényegében algoritmikusan hatarozzuk meg az atomklaszter tulajdonsagait. A 4.2.
szakaszban az optimdlis szerkezetben el6fordulé minimalis atompar tavolsdgra vo-
natkozé méretfiiggetlen alsé korlatok eldallitasara alkalmas formuldkat mutattunk.
Ezek a korldtok kisebb méretii klaszterek esetében a tapasztalati értékhez kozeli
szamokat adnak. A 4.3. szakaszban ugyancsak a minimalis tavolsidgot vizsgaltuk,
de mar az atomok szamatdl figgetleniil. Itt két moédszert mutattunk be, ame-
lvek alkalmasak arra is, hogy az optimalis szerkezet energiaszintjének linedris alsé
korlatjat is meghatarozzak. A 13. Tételben megmutattuk, hogy a minimaélis atompéar
tavolsagra az elso esetben egy nemlinedris egvenletrendszer megolddsaval kaphatunk
alsé korlatot. A tovabbfejlesztett valtozatban egy integral formulét tartalmazoé nem-
linedris egvenlet megoldasa ad alsé korlatot a méretfiiggetlen minimalis atompéar
tavolsagra. A fejezet végén két, a szakirodalomban legtobbet vizsgalt parpotencidlra
(Lennard-Jones és Morse klaszterek) adtunk a bevezetett formuldk haszndlatdval az
addig ismert legjobb korlatokra jobb eredményeket.



Summary

The thesis deals with the development of rigorous global optimization techniques, a
proposition of a methodology is given for benchmarking complete global optimiza-
tion solvers and for the investigation of atomic cluster structures. In Chapter 1 the
definitions were introduced and a classification of global optimization methods was
listed.

In Chapter 2, after the definitions of global optimization based on interval arithmetic
were given, a new interval inclusion function called kite was introduced. First, the
one dimensional case was studied. The construction is based on a simultaneous use
of two earlier inclusion functions. By Theorem 5 it was shown that the kite method
gives an at least as good lower bound for the inclusion function as the better of the
two earlier ones. We investigated the optimal choice of the center of the kite. The
existence and the properties of this optimal center is provided in detail in Theorem
6. Two important properties of the interval inclusion functions are the isotonicity
and the quadratic convergence. These properties hold for the kite method which
are proved in Theorems 7 and 8. The pruning effect makes it possible to eliminate
those parts of the search space which are guaranteed not to include global minimizer
points. Theorem 9 shows how the available information can be used to make the
pruning. Numerical studies were made on a large set of standard one dimensional
test functions to show that the implementation of the kite method in a branch-and-
bound type interval global optimization algorithm enables to solve the problems
with reduced computational effort.

The second part of Chapter 2 deals with the higher dimensional kite. A component-
wise extension was introduced which is based on the one dimensional case. Theorems
10 and 11 give the construction and the optimal choice of the center of the compo-
nentwise kite, respectively. Similar to the one dimensional case, the pruning effect
plays important role here. The formulas for the pruning were given in Theorem
12. Since the computation of the componentwise kite is quite expensive, a proposi-
tion was made to use it as an accelerating tool in the global optimization context.
Numerical comparisons with the traditional method and some recently proposed
methods were made on a large set of standard test functions. These test results
show that the usage of the componentwise kite is recommended, especially for the
hard to solve problems.
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In Chapter 3 a method for benchmarking complete global optimization solvers was
developed. This method enables us to test and compare different global optimization
solvers and to study their reliability. We discussed the preparation of the test
problems and how the timing method was chosen. An important part of the testing
process was to assure the correctness of the converters (to produce the different
input formats for the solvers). A ranking of more than 1000 global optimization
and constraint satisfaction test problems was made based on the benchmarking.
This list was made available online. A testing environment was implemented based
on the proposed methodology. The tables and figures can be obtained by using the
introduced environment. These reports help one to study the general behaviour of
the tested solvers. Finally, a short review on the benchmarking of some current
state-of-the-art solvers was given.

The last chapter deals with the structural attributes of optimal atom cluster prob-
lems defined by pair potential functions. The proposed methods are general in the
sense that only some properties are assumed for the pair potential function. Sec-
tion 4.2 introduces formulas for size dependent bounds on the minimal inter-particle
distances. These bounds are useful for relatively small clusters. In Section 4.3 size
independent bounds were given. Two methods were proposed and these are able to
derive linear lower bounds for the optimal energy level, too. For the first method,
Theorem 13 shows that the solution of a nonlinear system of equations leads to a
lower bound for the minimal interatomic distance. In the improved method a so-
lution of a nonlinear equation gives a much better bound. Finally, these methods
were applied for two well studied atomic cluster problems (Lennard-Jones and Morse
clusters) and explicit results were reported.
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