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1. A téma idoszeriisége, célkitiizések

1.1. Problémamegoldas a romaniai oktatasban

A matematikatanitds egyik legfontosabb célja a gondolkodédsra nevelés, amely
problémamegoldas és a matematika felfedeztet6 modon valdé tanitdsdval valdsithaté meg.
Korabbi kutatdsok [29], [17], [24] bizonyitjak, hogy ebben Oridsi szerepet jatszik az dltaldnos
heurisztikus eljardsok ismerete. Ennek ellenére a roméniai koézoktatdsban az &altaldnos
problémamegoldési eljarasok explicit, de sajnos néha még implicit tanitdsa is meglehetésen
hattérbe szorul.

A problémamegoldasi képesség vizsgalataval foglalkoz6 szakdidaktikai kutatasok szama je-
lentGs, am tobbségiik csupdan annak valamilyen szempontok alapjan torténé mérésére tér ki, nem
tarsul hozzdjuk fejleszté foglalkozéassorozat [38]. Ugyanakkor a kiilénb6zé nemzetkozi mérések
hatésara, tilnyomé tobbségiik elemi osztalyos vagy nagyobb altalanos iskolds tanuldk széveges
feladat megoldési [34], illetve azokhoz tartozé vizuélis reprezentécié készitési [6] képességét ta-
nulményozza, esetleg életszeri matematikai problémahelyzetek [22] megoldési képességével fog-
lalkozik. Kevesebb azonban a kozépiskolas didkok, esetleg egyetemi hallgaték korében végzett,
kifejezetten a (bels) matematikai problémamegoldésra fékuszalé mérésekrél és fejleszté foglal-
kozédsokrdl beszamold eredmény, és még ritkabb a heurisztikus problémamegoldasi stratégiak
tanitasara vonatkozo - kozép-kelet eurdpai - kutatas, romaniairdl pedig egyéltalan nem tudok.

Korabbi kutatdasok [29], [17], [24] ugyanakkor arra is ravildgitanak, hogy a kiilénboz6 he-
urisztikak alkalmazasi képessége kiillonb6z6 mértékben fejleszthetd. Nehezebben alakithaté ki
példaul a probléméanak az eredeti kontextustdl eltérd, mas teriileten vald reprezentaldsanak,
kiilonb6z6 nézépontbdl vald tudatos megkozelitésének gondolata. Ez a megfigyelés sarkallt arra,
hogy olyan probléméak révén, melyek sikeres megolddsa az eredeti megfogalmazastdl eltéro,
més teriileten valé okoskodast igényel, a reprezentaciévaltas mint problémamegoldasi stratégia
tanithatosagaval foglalkozzak.

A kutatdsom soréan kozépiskoldas didkok és matematika szakos egyetemi hallgatdk
problémamegoldési képességét és céliranyos fejlesztésének lehetOségeit vizsgaltam.

1.2. A kutatas célja
A kutatas soran a kovetkezd céljaim voltak:

1. a matematikai gondolkoddas, problémamegoldéas elméleti hatterének attekintése
2. a didkok problémamegoldasi képességének mérése; ezen belil hangsulyosan:
e vizudlis problémareprezentacié-készitési, elemzési és a problémamegoldasi folyamat-
ban valé sikeres alkalmazasi képesség mérése
e a transzformacidelv mint altalanos heurisztikus eljaras alkalmazasanak mérése
e tananyagrész-Osszekapcsolo, -szintetizald képesség mérése
3. célzottan a fenti képességeket fejleszto tananyag kidolgozéasa és alkalmazdsa
4. a fejlesztés elején folallitott hipotéziseim igazolasa:

e megfeleld tananyaggal a didkok problémamegold6 képessége fejleszthetd:
— a didkok tananyagrész-6sszekapcsold, -szintetizald képessége fejleszthet6
— a didkok vizudlis problémareprezentdcié-készitési és transzformaécidelv alkal-
mazasi képessége fejlesztheto
e a problémamegoldasi heurisztikak explicit tanitdsa révén a didkoknak a
problémamegoldas soran felhasznalhaté eszkoztara bévithetd



2. A kutatas elméleti hattere

A kutatést a fejlesztés kereteinek kijelolése végett a megfelelé matematikadidaktikai szakiro-
dalom attanulmanyozéasaval kezdtem.

A kutatéas soran probléma alatt olyan feladatot értek, amely megoldasahoz sziikséges eszkoz
ismeretlen, vagy tobb ismert eszkoz tjszeri kombindlt alkalmazésara van sziikség, és ez nem
nyilvanvalé a feladatmegoldé szaméra [5], [7].

A matematikatanitds kiilonboz6 célrendszereinek [4], [39], [37] 4ttekintése utdn részletesen
vizsgdltam a problémamegoldé gondolkodas szerkezetét: a problémamegoldas folyamatat
[10],[25],[36],[18], az abban kiilondsen hasznos heurisztikus eljardsokat [26], [30], valamint az
ezeket végigkiséré metakognitiv elemeket [19].

Schoenfeld [30] a kutatdsai alapjan kiegészitette, konkrétabbd, jobban hasznalhatébbé tette
Pélya négy lépéses (A feladat megértése - Tervkészités - Terviink végrehajtasa - A megoldas
vizsgélata) problémamegoldédsi modelljét, ugyanakkor kiemelte a kognitiv folyamatokroél valé
aktiv és tudatos gondolkodds, azaz a metakognitiv elemek fontossagat is. A kutatas fejlesztd
részében a didkokkal valé munka sordn az 6 modelljét tartottuk szem el6tt.

A problémamegoldasi folyamat szerkezetének jobb megértése érdekében kitértem a mate-
matikai gondolkodas természeténck néhany aspektusara is: a matematikai fogalmak kiils6
és bels reprezentacios halézatdra [8], [13], a vizudlis reprezentacidk szerepére [9], [28], a kritikai,
illetve kreativ gondolkodasmdéd jellemzéire [16], [23], [35], majd megadtam a problémamegoldd
gondolkodds egy komplex kognitiv modelljét [33].

Végiil a problémamegoldé képesség fejlesztésének lehetdségeit tekintettem &t, kitérve
ugy a kognitiv [9], [5], [37], mint a metakognitiv [11] és affektiv [32] elemekre.

3. A kutatas anyaga és moddszere

2011, majd 2013 tavaszdn harom hoénapon keresztiil 10-11. osztalyos tanuldk, valamint II.
és I1I. éves matematika szakos egyetemi hallgaték problémamegoldési képességeit vizsgaltam. A
kutatds el6- és utéméréses kisérleti mddszerrel valésult meg, melyek kozott heti rendszerességgel
fejleszté foglalkozdsok zajlottak. A fejlesztés pontos céljanak és anyagédnak meghatdrozdsa
érdekében a didkok elGszor egy elGtesztelésen vettek részt.

3.1. Az elomérés

Az elGtesztet 33 liceumi és 26 egyetemi didk irta meg, de csak annak - a matematika irdnt
jobban érdekl6do - 23 kozépiskolas tanuldénak és 24 egyetemi hallgaténak az eredményeivel foglal-
kozom, akik az utémérésen is jelen voltak. Tehat Osszesen 47 didk teljesitményét tanulmanyozom.

3.1.1. Az el6teszt célja

Célom annak folmérése volt, hogy a kisérletben részt vevé didkok

e milyen altalanos problémamegoldasi heurisztikdkat ismernek,

e mennyire tudjak a matematika kiilonb6zo teriileteirdl szarmazé tudésukat a feladatmeg-
oldés soran mozgdsitani, képesek-e a kiilonbozo jellegl Gtleteiket 6tvozni,

e bizonyos problémdk esetén probalkoznak-e a feladat kijelentésétol eltérd, mas repre-
zentacidkban valé okoskodéassal,

e problémamegoldas kézben milyen metakognitiv gondolatok jelennek meg, illetve milyen
érzelmek jatszédnak le benniik, és mennyire tudjak ezeket {rasban kozolni.



A felmérésnek egy masik célja a kozépiskolds és egyetemista csoport eredményeinek az Gssze-
hasonlitdsa, az esetleges kiilonbségekre valé ravilagitas volt.

3.1.2. Az elomérés moddszere

A felmérésen részt vevd 47 didknak 90 perc alatt 3 nem szokvanyos, versenyfeladatnak te-
kinthet6 problémat kellett megoldania.

Mivel a teljes problémamegoldasi folyamat minden vetiiletére kivancsi voltam, a teszt elején
a kovetkez6 szempontokra hivtam fel a figyelmiiket:

o A lapot fliggblegesen kettévalasztva bal oldalra a feladatok megoldésat, jobb oldalra a
gondolataikat, érzéseiket irjék le.

e Minden feladathoz annyi megolddst adjanak, amennyit csak tudnak, és mindeniket
részleseten kozoljék.

e Ha valamelyik feladattal nem boldogulnak, irjék le a megfigyeléseiket, sejtéseiket.

e Még akkor is hagyjanak a lapon minden észrevételt, otletet, ha utélag esetleg kideriil réla,
hogy haszndlhatatlan vagy hibés.

3.1.3. A feladatok

r+y+z=3

JCINS B S egyenletrendszer valés megoldésait!

1. Hatérozd meg az {

2. Bizonyitsd be, hogy barmilyen a, b, c > 0 esetén

Va2 —ab+ b2+ Va2 —ac+ 2 > Vb2 + be+ 2.

3. Egy lakatlan szigeten miutén a kal6zok felhuztak a zendiil6ket az (A) akasztéfara, a kovet-
kez6 médon asték el kincseiket: Kimérték a tavolsidgot az akaszt6féatdl az (F') forrdsig, majd
jobbra fordultak, és ugyanannyit léptek, mint A-t6l F-ig, majd itt kijelolték a K; pontot.
Hasonléan, az akaszt6fatdl a (B) barlangig 1épkedtek, balra fordultak, majd ugyanannyit
léptek, mint A-t6l B-ig, és kijelolték a Ko pontot. Végiil a [K1 K»] felez6pontjénal eldstdk
a kincset. Husz év miulva a kapitany visszatért, hogy magaval vigye a kincseket. Nagy
meglepetésére az akasztofat sehol sem taldlta. Megtaldlhatja-e a kincseket?

3.1.4. A feladatok értékelése

Célom az elsé feladattal annak vizsgalata volt, hogy a jél ismert linearis, illetve arra visszave-
zethetd egyenletrendszerek megoldasi mddszerein kiviil, a didkok rendelkezésére dll-e mas meg-
oldasi médszer, technika, amely nem standard egyenletrendszerek megoldéasakor hasznalhato le-
het. Konkrétan: esziikbe jut-e teljes négyzetek kialakitdsa (7-8. osztdlyban a roviditett szamitasi
képletek tanulasakor tobbismeretlenes egyenletek megolddsa sordan mar talalkozhattak hasonld
Otlettel), esetleg a nevezetes kozépértékek kozotti, vagy mds egyenlStlenség (Cauchy) fel-
hasznélasa. Igaz, az utébbi években a négyzetes kozépérték mar nem kotelezo iskolai tananyag,
igy a kozépiskoldsok egy részének eszébe sem juthatott. Néhany éve ugyancsak nem tananyag
az analitikus térmértan, igy a geometriai jellegi megoldas is csak az egyetemistdk stratégiai
eszkoztaraban szerepelhetet. Az eredményeket az alabbi tablazat foglalja Ossze:



Ko6zépiskolds tanulé | Egyetemi hallgato
Teljes, helyes megoldés 3/23 ~ 13% 8/24 ~ 33,34%
J6 sejtés bizonyitas nélkiil 10/23 ~ 43,5% 9/24 ~ 37,5%
Geometriai gondolat 0/23 = 0% 3/24 ~ 12,5%
Hibas megoldas | 10/23 ~435% | 7/24 ~29,16%

A masodik feladat esetén arra voltam kivancsi, hogy a didkoknak esziikbe jut-e egy algebrai
probléma esetén a geometriai iton valé probélkozas. Eszreveszik-e, hogy a gyokkifejezések sza-
kaszhosszként reprezentalhatdk, igy tulajdonképpen két szakasz 6sszhosszardl kell kimutatniuk,
hogy nem kisebb, mint egy harmadik szakasz hossza. Es ha eddig eljutnak, sikeriil-e olyan abrat
késziteni, amelyrdl méar konnyen leolvashatd a haromszog-egyenlétlenség.

Kozépiskolas tanulé | Egyetemi hallgato
Teljes, helyes megoldés 3/23 ~ 13% 4/24 ~ 16,67%
Ebbdl geometriai iton 3/23 ~ 13% 2/24 ~ 8,33%
Geometriai gondolat 4/23 ~ 17,4% 6/24 ~ 25%
Nem oldotta meg | 20/23~87% | 20/24 ~83,33%

A 3. feladat célja annak folmérése volt, hogy a didkok mennyire képesek akéar tobb abrazolasi
kisérlet 1tjan valamilyen sejtést megfogalmazni, illetve esziikbe jutnak-e a geometriai transz-
formécidk vagy a komplex szamok geometriai alkalmazasai a sejtés bizonyitdsa érdekében.

Ko6zépiskolds tanulé | Egyetemi hallgato
Teljes, helyes megoldds 0/23 ~ 0% 0/24 ~ 0%
Jo sejtés bizonyitas nélkiil 7/23 ~ 30,43% 5/24 ~ 20,83%
Komplex szdmok alk. gondolata 0/23 =~ 0% 0/24 ~ 0%
Transzformacick alk. gondolata | 0/23 ~ 0% | 0/24~ 0%
Sejtés sincs | 16/23 = 69,57% | 19/24 ~ 79.17%

3.2. A fejlesztés céljai és modszere

Az elémérés eredményeibdl kideriilt, hogy gy a kozépiskolas didkok, mint az egyetemi hall-
gaték eszkoztara meglehetdsen hidnyos az olyan matematikai problémak megoldasat illetéen,
ahol az a probléma kijelentésétol eltérd, mas reprezentacidoban valé gondolkodast igényel, vagy
a mas teriileten vald okoskodas egyszertibb, atlathatobb a szovegezés adta kézenfekvd meg-
olddsmdédnal.

Ugyanakkor az is megfigyelhetd, hogy még azok a didkok is, akikben megsziiletik a probléma
egy mas szemszoghdl valé megkozelitésének gondolata, tobb esetben nem tudjak kivitelezni a
teljes megoldast, ami az adott teriiletre vonatkozo6 ismerethianyra utal.

Mindemellett, mivel tobbiiknek semmilyen tapasztalatuk nincs nem standard, az
osztalyszintli feladatoktdl eltéré probléméak megolddsaban, még a feladat megoldasara
(eredményére) vonatkozd valamilyen sejtés megfogalmazdsa is nehézséget jelent.

3.2.1. A fejlesztés céljai

A megfigyelések alapjan a kovetkez6 célokat fogalmaztam meg a fejleszté foglalkozdsokra
vonatkozdan:

e a problémamegoldés 1épéseinek tudatositasa



e Altalanos heurisztikus eljardsok, stratégidk tanitasa problémamegoldas ttjan
e a transzformacidelv mint altalanos heurisztikus eljaras alkalmazasa

e kiilonb6z6 reprezentacidkban valé gondolkodasra nevelés a feladat szovegezésének
mélyrehatébb vizsgalata altal; az ,arulkodé jelek” megfigyelésére valé érzékenység kia-
lakitésa és fejlesztése

e az egyes objektumok strukturdjit legjobban szemlélteté reprezenticidk kivalasztasanak
felismerése

e vizudlis problémareprezenticidk készitése, elemzése
e 1j problémdak megfogalmazisa egy adott modellen torténé moédositassal

o kisérletezés alapjan torténd sejtések megfogalmazasanak elGsegitése

3.2.2. A fejlesztés mddszere

Ugy a kozépiskolas didkok, mint az egyetemi hallgaték szamara harom hénapon keresztiil,
heti masfél oras fejleszté foglalkozast tartottam tanitds utani szakkor form&ajaban. Minden
foglalkozdson korilbelill 12-15 didk vett részt, tehat két-két szakkor zajlott egymads utan
kozépiskoldsoknak, illetve egyetemistaknak egyarant. A didkok a foglalkozasokon inkabb parban,
néha 3-4 £6s kiscsoportokban dolgoztak. A didkok minden foglalkozés elején megkaptik az aznapi
feladatokat anélkiil, hogy kozoltem volna, hogy azok milyen témakorbe tartoznak. Igyekeztem
el6segiteni az 6nallo felfedezést, igy kozvetleniil a probléma kitlizése utdan semmilyen segitséget
nem adtam a megoldasra vonatkozdan. Segitd kérdésekkel, otletekkel csak azutédn avatkoztam
be, ha mar teljesen elakadtak, és 6k igényelték a segitséget. Minden foglalkozas végén az aktualis
téma elmélyitése érdekében 6nallé megoldasra szant hézi feladatot kaptak a didkok, melyeket a
kovetkez6 foglalkozason mindig megbeszéltiink.

4. A fejlesztés folyamata és értékelése

A feldolgozott problémak hdrom fé stratégia koré szervezddtek:

1. Algebrai kijelentés - geometriai megoldas
Szintetikus, analitikus és trigonometrikus megoldasmddok

2. Geometriai kijelentés - algebrai megoldas
A Descartes-féle koordinata-rendszer felhasznaldsa
A Gauss-féle komplex szamsik alkalmazasa

3. Alkalmas fliggvény bevezetése
Elemi fiiggvények tulajdonsagainak felhasznalasa
A matematikai analizis elemeinek alkalmazasa

4.1. Algebrai problémak geometriai reprezentaciéi

Az els6 stratégiat algebrai szovegezésii feladatok, konkrétan egyenletek, egyenlStlenségek,
egyenletrendszerek és szélséérték-probléméak megoldasdnak, kiilonbozo algebrai Osszefiiggések
bizonyitasdnak a tanérakon megszokott tipikus moédszerektdl eltérd, mas szemléletmddja révén
kivantam bemutatni, elmélyiteni.

Célom az volt, hogy a didkok algebrai szovegezésii problémak lattdn is képesek legyenek ak-
tivizalni mértantudasukat, a geometria szemiivegén keresztiil is képesek legyenek tanulmanyozni
egy algebrai problémét, hiszen bizonyos esetekben az ilyen megkéozelitésmoéd eredményesebb a



tanérakon begyakorolt és reflexszertien alkalmazott megoldasi modszereknél. Példdul nem stan-
dard algebrai problémak esetén gyakran célravezetd, nyerd stratégiai jellegii otlet, valamilyen
vizudlis modell készitése, és a probléma geometriai tiron valé targyalasa.

Olyan modellek készitésével foglalkoztunk, amelyek valamilyen algebrai szovegezésii feladat
szintetikus-, analitikus-, vektorgeometriai vagy éppen trigonometriai megoldédsmaodjat segitik elo.
A feladatok tobbségénél dltalaban, ha taldlhaté a geometria egyik teriiletén vald targyalasmédot
lehetévé tevd modell, akkor készitheto mas teriileten valé okoskodast lehetévé tevé modell is.

4.1.1. Szintetikus geometria

Amikor a feladat szovegezésében valamilyen geometriai objektum hosszara, teriiletére vagy
térfogatara vonatkozé Osszefiiggéshez hasonld kifejezések jelennek meg ,gyanut foghatunk”.
Természetesen ezek felismerése megfeleld6 mennyiségii matematikai ismeretet, és azok kozott
megfelelé min6ségii kapcsolatrendszert feltételez.

Néhany tipikus, a problémak szovegében gyakran el6fordulé ,,arulkodé jel”:
o /22 + 12 - téglalap 4tléjanak, derékszogli hdromszog atfogdjanak hossza
e /2 - négyzet atléjanak, egyenld szaru derékszogi haromszog atfogdjanak hossza

22 — y? - derékszogli hdromszog egyik befogdjanak hossza

22 + y? + 2y - hdromszog valamely oldalhosszanak négyzete

e A+ B-cosa vagy A+ B -sina - haromszog valamelyik oldalhosszanak négyzete

V2 4+ y? + 22 - téglatest testdtldjanak hossza
xv/3 - kocka testatléjanak hossza

x -y - téglalap teriilete

e 1 -y -z - téglatest térfogata

4.1.2. Koordinatageometria

Az €l6z6 részhez hasonléan, dltaldban valamilyen geometriai objektum hosszara, teriletére
vagy térfogatara vonatkozo Osszefiiggésre utald, a feladat szovegében szerepld kifejezés felfedezése
a célravezeto.

Néhany tipikus, a problémak szovegében gyakran el6forduld ,arulkodo jel”:

e /22 + y? - pont tdvolsdga az origdtol
V(@ —b)2+ (c — d)? - két pont tavolsiga

a-xr+b-y=c- egyenes egyenlete, dltalaban feltételként

o 22 4 y? = c - origé kdzépponti kir egyenlete

e V1 — 22 - origd kozépponti, egység sugari koron levé pont ordinatéja, tehét tévolsdga az
Oz tengelytol

o 22 +1y% + 22 = ¢ - origd kozéppontti gomb egyenlete

e a-z+b-y+c-z=d- sik egyenlete

Ha a kijelentésben szerepld kifejezések elballithatok valamilyen koordindtdju vektorokkal
végzett miiveletek, illetve azokra vonatkozo tulajdonsagok leirasaként, érdemes segitségiil hivni
azokat. Gyakori példaul valamilyen vektor abszolut értékének, két vektor skalaris szorzatanak,
vagy éppen ezekre felirt megfeleld nevezetes egyenlGtlenségnek az alkalmazasa. A foglalkozasokon



két vektor skalaris szorzatanak kétféle mdédon valé felirdsa, a haromszog- illetve sokszog-
egyenl6tlenség, valamint a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-, és a Minkowski-egyenl6tlenségek
fordultak eld.

4.1.3. Trigonometria

Bizonyos egyenletek, illetve egyenletrendszerek esetén elonyos lehet valamilyen trigono-
metrikus helyettesités elvégzése, majd az igy kapott egyenletek trigonometriai tton valé ke-
zelése. Altaléban, ha az egyenletben v/1 — 22 vagy z2 + y? alaki kifejezések jelennek meg, ahol
|z], |y| < 1, akkor érdemes megprébdlni az & = sin «, y = cos « helyettesitést, mig v/1 4+ x? alaki
kifejezés esetén az r = tga vagy az x = ctga helyettesités vezethet célba.

4.1.4. A stratégiat szemléltet6 példa

Az elsé stratégiat az alabbi példaval szemléltetem. A foglalkozasok szellemében megadom a
segitO, ravezeto kérdéseket is, majd a megoldast ezek mentén vezetem végig.

4.1. Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha az a,b,c,d € R szamok esetén 4a+3b = 12 és 3d—4c = 12,
akkor

Va2 + 02+ + @+ (a—c)?+ (b—d)? > 7,68
Segit6 kérdések:

e Mire emlékeztetnek a feltételek? Hat a gyok alatti kifejezések?

Meg tudnéad-e jeleniteni a feltételeket valamilyen geometriai modellen?

Hogyan abrazolhatok ekkor a gyokok? Miként jelenik meg a kapott dbran az osszegik?

Hogyan abrazolhaté a minimalis Osszeg?

Mikor van éppen egyenléség az egyenlétlenségben?

Adott haromszogbe irt haromszogek koziil melyiknek minimalis a keriilete? Hogyan tudnad
bizonyitani?

Megoldds: A feltételben két egyenes egyenlete szerepel. A va? + b2 geometriailag az
origénak és az A(a,b) pontnak a tavolsdgat jelenti. Hasonléan v/¢? + d? az origénak és a B(c,d)
pontnak a tavolsdga, és a bizonyitando egyenlGtlenség bal oldaldn a harmadik kifejezés pontosan
az AB szakasz hossza.

Ha tekintjiik az O koézéppontu derékszogli koordindta-rendszert, a feladat feltételei azt jelen-
tik, hogy az A(a,b) pont a d; : 4o+ 3y = 12 és a B(c,d) pont a dy : —4x + 3y = 12 egyenesen
mozog. (1. dbra) Ezekkel a feltételekkel a bizonyitandé egyenlStlenség

OA+ OB+ AB > 17,68

alakba irhatd, és bizonyitani kell, hogy az O AB haromszog keriilete nem kisebb 7,68-nal.
Feladatunk hasonlit a Fagnano-feladatra, amelyben egy haromszogbe irhaté haromszogek
koziil a legkisebb keriiletiit kell meghatdrozni. Ezért az O AB hdromszog oldalait teritsiik ki igy,
hogy a kertilet két rogzitett pont kozti tavolsdgot fejezzen ki. Vegyiik fel O-nak a d;-re vonatkozd
01, és a da-re vonatkoz6 Os szimmetrikusat. (2. abra) fgy OA = 014 és OB = OB, tehat

OA+ OB+ AB =0,A+ 03B + AB.

Maésrészt O1A + O9B + AB > 0104, tehat OA+ OB + AB > 010s.
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Ha az [O103] hossza 7,68, akkor a bizonyitéds teljes, ha annél nagyobb, akkor a feladatbeli
egyenlotlenség élesithetd, mig ha annal kisebb, akkor a feladatbeli egyenl6tlenség nem igaz. Tehét
a feladat megolddsa érdekében elégséges kiszamitani az [0102] hosszét.

Eszrevehetd, hogy ha O; koordinatii z; és yi, akkor az Os koordindtai —x; és yp, mert
szimmetrikusak az Oy tengelyre nézve, igy 0102 = 2z;. Tehét elég meghatérozni xq-et.

Az OO; egyenlete y = ma alakid, és az OO; L dy feltételbdl adédik, hogy m = %. Ha
001 Ndy = {M}, melynek koordindtai xo és yo, akkor x1 = 2x9 és y; = 2y9, mert M az [O04]
felezépontja. Az M koordindtdira igaz tehat, hogy

{ 3w + dys = 12
Y2 = %1‘2

Innen zo = 32, és igy 0109 = 49 = = = 7,68. Tehdt az egyenlGtlenség igaz, hiszen

48 192
257 25

Va2 + 02+ VA + 2+ (a—c)2+ (b—d)2=0A+O0B+AB > 0,0, =T,68.

Egyenléség akkor ll fenn, amikor az A és B pontok a d; és da egyenesek 0105 altal elmetszett
pontjai. Ekkor ¢ = 0,84, b = 2,88, ¢ = —0,84 és d = 2,88. Az igy kialakulé6 OAB hiromszog
éppen a két egyenes és az Ox tengely éltal alkotott nagy haromszog talpponti haromszoge.

Megjegyzések: 1. A feltételek és a gyokok geometriai megjelenitése némi segitséggel vi-
szonylag egyszerlien ment, &m a hidromszog oldalainak ,kiteritése” a minimum érdekében, csak
1-2 didknak jutott eszébe. Az otlet kozkincsé tétele utdn, a szamitdsokkal méar egyszeriibb vagy
bonyolultabb médon ugyan, de elboldogultak, a minimumot és a minimumbhelyeket is sikeriilt
meghatarozniuk.

2. Mivel a didkok kozil senki sem ismerte a Fagnano-feladatot, ezért Fejér Lipdtnak
a tukrozéses, kertilet-kiteritéses modszerével bizonyitottuk, hogy adott haromszogbe irt
haromszogek kozil a talpponti haromszog a minimélis keriiletii.

4.2. Geometriai problémak - algebrai eszko6zok

A maésodik stratégia szemléletében az el6z6nek éppen a forditottja: geometriai szévegezésii
feladatok algebrai eszkozokkel valé megkozelitése. Az el6z0 rész szemléletéhez képest a didkoknak
talan valamennyivel természetesebb a geometriai jellegli problémak algebrai titon valé targyalasa,
de ez sajnos nem azt jelenti, hogy sokkal hatékonyabban és eredményesebben kezelnék az ilyen
jellegii problémaékat, csupan annyit, hogy a matematikanak erre a teriiletére valé 1épés, ebbe az
irdnyba val6 valtas, az iskolai gyakorlatban megszokottabb a forditott irdnyhoz képest.

Célom ennek a stratégidanak a tanitasdval annak illusztraldsa volt, hogy tipikusan geometriai
szovegezési feladatok megoldédsa, néha algebrai eszkoztar bevetését kivanja.

4.2.1. A Descartes-féle koordinata-rendszer felhasznalasa

Az analitikus mértan a geometridnak az algebrahoz legkozelebb &ll6 része, tulajdonképpen
egyfajta algebra, hiszen a koordinata-rendszer megfelelé megvélasztasa utan, az objektumok
kozotti geometrial viszony algebrai eszkézokkel vizsgalhatd. A nyilvanvaldsag kizarasa érdekében
igyekeztem olyan mértanfeladatokat valasztani, amelyek szovegezése nem arulkodik koordindtak
bevezetésérdl, tehat nem szerepelnek benne példdul koordinatakkal megadott pontok. fgy a fel-
adatok megoldasa soran a nehézséget minden esetben inkabb a vizsgalt alakzatoknak a koor-
dindta-rendszerben valé megfelel$ elhelyezése okozta. A tanulméanyozott objektumok rogzitése
utan, az azok kozotti viszonyok leirasa és a kért Osszefiiggések bizonyitasa mar egyszeriibben
ment.



4.2.2. A Gauss-féle komplex szamsik alkalmazésa

A komplex szdamok segitségével megoldhaté feladatok tulajdonképpen minden esetben ko-
ordinatageometriai eszkozokkel is megoldhatdk, hiszen a Gauss-féle komplex szamsik és a
Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszer ekvivalencidja miatt egy pont affixumanak valds,
illetve imaginarius része egyenértékli annak koordinataival.

FEnnek ellenére bizonyos esetekben, foleg ha a feladatban valamilyen objektumok elforgatasa
szerepel, célszeriibb a komplex szamsikon dolgozni, hiszen két komplex szam szorzata geometria-
ilag forgatva nyujtasnak felel meg. fgy aztan forgatasok segitségével sok esetben konnyen igazol-
hatoé valamilyen alakzat szabdlyos volta vagy két egyenes merdlegessége, esetleg parhuzamosséga.

4.2.3. A stratégiat szemléltet6 példa

4.2. Feladat. Egy 60°-o0s sz0g eqyik szdrdn elhelyezkedd A, illetve A1 pontoknak a szdg csicsatdl
mért tavolsdga p, illetve 2q; a masik szdron elhelyezkedd B, illetve By pontoknak a csiucstol mért
tavolsdaga pedig q, illetve 2p. Az [A1B1] szakasz felezépontja C. Milyen természeti az ABC
hdromszog?

Segit6 kérdések:

e Mi van megadva és mit kér a feladat? Készits dbrat!
e Ki tudnad szadmitani a pontok affixumait az adatok segitségével?

e Meg tudndl fogalmazni valamilyen sejtést a keletkezé haromszog természetére vonat-
kozoban?

Hogyan tudnad bizonyitani ezt? Milyen lehetOségek vannak? Melyik elony6s, melyik
kevésbé az?

Megoldas: Az egyszeriiség kedvéért legyen a szog csicsa az origéban, az [OA széra pedig
legyen a valds tengely. A maésik szdr ennek 60°-kal valé elforgatottja pozitiv trigonometrikus
irdnyba. (3. dbra) Ha a forgatds egységét

jeloli, akkor
a=p, a1=2q, b=q-¢, by =2p-e

Mivel C az [A1By] felez6pontja, ezért ¢ = p - € + gq.
1. médszer. Az ABC haromszog szabalyos, ha példaul B a C pontnak az A pont koriili
+60°-kal val6 elforgatottja, azaz
b—a=(c—a)-e.

A f6lirt affixumokat behelyettesitve
g e—p=(p-etq—p)-e
p(€ —e+1)=0,

ami igaz, mert €3 = —1 miatt €2 — e+ 1 = 0.
2. médszer. Az affixumok értékét behelyettesitjiikk a szabdlyos haromszog cstucsainak affi-
xumaira vonatkozoé sziikséges és elégséges feltételbe. Ekkor

PP+ +pt @42+ d =pg-etpg- 4¢P e+ptetpg.
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Ezt rendezve kapjuk, hogy
P —e+ 1)+ (€ —e+1) =pg(¢ —e+1),

(p* —pg+¢*) (e —e+1) =0,

ami igaz, mert €3 = —1 miatt €2 — e+ 1 =0.

3. dbra. A szogtartomanyban levé haromszog

Megjegyzés: A feladattal 6nédlléan boldogultak a didkok, és a haromszog szabalyossaganak
mindkét mdédon valé igazolasa el6fordult a megolddsokban. Akik nem teljesen biztosak a
forgatasok felirdsaban, inkabb a 2. mddszert, az azonossigba valé behelyettesitést részesitik
elényben. Végiil a feladat hasonlésdgon alapuld szintetikus geometriai megoldaséra is kitértiink.

4.3. Alkalmas fiiggvény keresése

A fejleszté foglalkozassorozat utolsé harmaddban olyan, a didk szdmadra nagyrészt isme-
retlen problémaékat vizsgaltunk, amelyek céliranyos megolddsa érdekében valamilyen fliggvény
bevezetése indokolt, majd a taldlt fiiggvény bizonyos tulajdonsiganak tanulmanyozisa vezet el
a megoldashoz.

Célom ennek a stratégianak a bemutatasdval annak tudatositdasa volt a didkokban, hogy a
romaniai kozépiskolai tananyag kozponti elemének szamité fliggvény fogalma és az arra épiilo
matematikai analizis nem elszigetelt tudomanyteriilet, hanem egy lehetséges és gyakran nagyon
hasznos eszkoéz az problémamegoldas soran. Lassak a didkok, hogy a matematika kiilonb6zo
terlileteinek az Osszekapcsolasa hasznos és sok esetben nélkiilozhetetlen a nem sablonszeri
problémak eredményes megoldasa érdekében.

4.3.1. Elemi fiiggvények tulajdonsagainak felhasznalasa

Egyszeriinek t{iné egyenletek megoldasa(i) gyakran viszonylag konnyen kitalalhat6(k), vi-
szont az unicitds bizonyitasa elemi eszkOzokkel mar nem mindig lehetséges. Ilyenkor vala-
milyen alkalmas fiiggvény bevezetése és értelmezési tartomanyanak, ill. értékkészletének ta-
nulményozdsa vagy a fliggvény injektiv, monoton, konvex/konkév tulajdonsdganak felhasznédlasa
lehet eredményes. Geometriai szélséérték-problémak esetén a megfeleld elemi becslés okozhat
nehézséget, am ez gyakran valamilyen alkalmas fliggvény korlatossaganak belatdsdval vagy éppen
széls6értékeinek kiszamitasaval elkeriilhetd.
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4.3.2. A matematikai analizis elemeinek alkalmazasa

A differencidl- és integralszamitas a 11., illetve 12. osztdlyos romaniai matematikatanitas
kozponti eleme, igy hangsilyosan végigkiséri e két éviolyam tananyagat. A szdmtalan elemi,
de akar tObbszordsen Osszetett fliggvény derivéalasa és a kiillonbo6z6 integralszamitasi technikédk
mellett, a teriilet és térfogatszamitast leszamitva, kevés id6 jut az analizis eszkozeinek akar a
matematikan beliili alkalmazdsanak targyaldsara. Ennek a hidnynak a pétlasa érdekében végiil
olyan problémadakat tanulmanyoztunk, melyek megolddsa igen egyszeri differencidl-, esetleg in-
tegralszamitas bevonasaval.

4.3.3. A stratégiat szemléltet6 példa

x—\/y=1
4.3. Feladat. Oldd meg az { y—+/z =1 egyenletrendszert!

z—yr=1
Segit6 kérdések:
e Milyen szerkezetiiek a rendszer egyenletei? Mit veszel észre?

e At tudndd alakitani a rendszert? Hogyan tudnéd kifejezni az egyik ismeretlent?

e Fel tudndl irni a harom egyenlet alapjan egy olyan egyenletet, amelyben csak az egyik
ismeretlen szerepel?

e Milyen alakt ez az egyenlet? Mi kovetkezik ebb6l?

Megoldas: Mivel az egyenletekben csak két-két ismeretlen szerepel, ezért mindenikbol kife-
jezve az els6foku tagot, majd egymasba helyettesitve egy egyismeretlenes egyenletet kapunk:

r=1+,/y
y=1++vz = xz=1+\/1+/1+z

z=14+x

Tekintsiik az
f:R+_>R7 f(l‘)zl—l—\/.%

fiiggvényt. Ekkor a fenti egyenlet f(f(f(x))) = z alakba irhatd, és az fo fo f fiiggvény fixpontjat
keressiik. Mivel f szigorian novekve, ezért

fHf@)) =z < [f@)=z < l1+Vo=z 221,

ahonnan rendezés, majd négyzetre emelés utdn kapjuk, hogy z12 = 3%7‘/5, de az egyenletnek

csak az x = % megoldasa. Tehat M = 3+2\/5; 3+2‘/5; 3+2‘/5 .

Megjegyzés: A feladat megolddsaban az aldbbi tulajdonsig egy sajatos esetét hasznaltuk,
miszerint, az f szigorian novekvé fliggvény fixpontja megegyezik az f o fo...o f figgvény
fixpontjaval, azaz

(fofo...of)(x)=2 <+ f(z)==.
n—szer

A bizonyitas soran belattuk, hogy a fiiggvény szigorian novekvé tulajdonsiga elégséges feltétel.
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5. Az utomérés anyaga és értékelése

5.1. A mérés célja és mddszere

A harom hénapos tevékenységsorozatot kovetéen a didkok egy zdarémérésen vettek részt.
Az el6teszthez hasonléan 90 perc alatt harom, szamukra ismeretlen problémat kellett minél
részletesebben és akar tobbféle modszerrel megoldaniuk. A feladatok a kovetkezd képességek
mérésére szolgaltak:

o kisérletezés alapjan torténd sejtések megfogalmazdsa, majd azok bizonyitasa

e kiilonb6z6 reprezentacidkban valé gondolkodas, vizualis problémareprezentaciok alkotasa,
elemzése

e a transzformdcidelv mint altaldnos heurisztikus eljaras alkalmazésa
Ezek mellett a didkoknak a problémamegoldasi folyamatot végigkiséré tudatos metakognitiv
tevékenységének valtozasara, fejlédésére is kivancsi voltam.
5.2. A feladatok

1. Hatarozd meg az 2% + y? kifejezés lehetséges legkisebb értékét, ha 5z +y =7 és =,y € R.

2. Hatarozd meg a 2zy + 2yz + xz kifejezés értékét, ha az x,y,z > 0 szamok teljesitik a
322 4 4y% + 62y = 169, 4y® + 22 — 2yz = 25, 32?2 + 22 + 32z = 144 sszefiiggéseket!

3. 0ldd meg a (2% — 1)2 = logy (v + 1), x > 0 egyenletet!

5.3. A feladatok értékelése

Az els6 feladat esetén arra voltam kivancsi, hogy a didkoknak esziikbe jut-e az algeb-
rai szélsoérték-feladat geometriai iton vald szemléletesebb megoldasa az algebrai megoldashoz
képest, illetve hanyan préobalkoznak esetleg mindkét médszerrel. A didkok eredményeit Gsszesito
tablazat:

Kozépiskolas tanulé | Egyetemi hallgato
Teljes, helyes megoldés 10/23 ~ 43,48% 14/24 ~ 58,34%

Ebbdl geometriai iton 4/23 ~ 17,4% 6/24 ~ 25%
Geometriai gondolat 13/23 =~ 56,52% 16/24 ~ 66,67%
Hibds megoldés | 13/23~56,52% | 10/24 ~ 41,66%

A maésodik feladattal azt szandékoztam mérni, hogy egy algebrai szévegezésii feladat esetén
esziilkbe jut-e a didkoknak vizudlis geometriai modell készitése, majd annak felhasznilasa a
probléma sikeres megoldasa érdekében. A didkok eredményeit Gsszegzé tablazat:

Ko6zépiskolds tanulé | Egyetemi hallgato
Tokéletes megoldds 8/23 ~ 34,78% 10/24 ~ 41,67%

Helyes geom. modell 11/23 ~ 47,82% 13/24 ~ 54,16%
Geometriai gondolat 16/23 ~ 69,56% 18/24 ~ 75%

Semmilyen modell | 7/23 ~30,44% | 6/24 ~ 25%

A 3. feladat kitlizésével azt szandékoztam mérni, hogy a didkok milyen mértékben hasznalnak
fliggvénytani eszkozoket egyenletek megolddsa sordan. Konkrétan esziikbe jut-e az egyenlet két
oldalan &ll6 kifejezésekrdl igazolni azok szigori konvexitasat, illetve konkavitasat, ezdltal belatva,
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hogy maximum két megoldés lehet, igy azokat ki lehet taldlni. Esetleg észreveszik-e, hogy a két
kifejezés egymads inverze, igy az egyenlet egyszeriibb, konnyebben megoldhaté alakra hozhato.
A diakok eredményeit Gsszegzé tdblazat:

Kozépiskolas tanulé | Egyetemi hallgato
Tokéletes megoldds 6/23 ~ 26,1% 10/24 ~ 41,67%
Megoldds megsejtése 19/23 ~ 82,6% 18/24 ~ 75%
Inverzek észrevétele 4/23 ~ 17,4% 14/24 ~ 58,33%
Sejtés sincs | 4/28~174% | 6/24 ~ 25%

5.4. A mérések statisztikai osszehasonlitasa

Az utémérés eredményei egyértelmiien igazoljak a foglalkozdsok fejleszté hatdsat dgy a
kozépiskolasok, mint az egyetemi hallgaték korében.

Jél lathatd, hogy nemcsak a hibatlan, teljes megoldést addk szdma novekedett, hanem je-
lentGsen nétt azok szama is, akik esetleg figyelmetlenség, gyakorlatlansag, vagy éppen az adott
probléma megkovetelte targyi tudds hidnya miatt nem oldottdk meg teljesen a illeto feladatot,
de tobbféle szemszoghdl megkozelitették azt.

Tokéletes megoldasok | Kozépiskolds tanuldé | Egyetemi hallgato
ElSteszt 6/69 ~ 8,7% 12/72 ~ 16,67%
Utdteszt 24/69 ~ 34,78% | 34/72 ~ 47,22%

Lényegesnek tartom, hogy sokkal szembetiinGbb a pozitiv viltozas a feladatok szovegezésétol
eltér6 megolddasmaéd, problémareprezenticié keresésére tett kisérletek szamat tekintve. Mig az
eloteszten a harom feladat mas reprezentacidoban torténdé megoldasara a kozépiskolasok korében
csupéan 4, az egyetemi hallgatok kozott 9 sikeres vagy sikertelen kisérlet sziiletett 0sszesen, addig
az utéteszten ezek a szamok 33-ra, illetve 48-ra novekedtek. Ezek a szdmok egyértelmiien mu-
tatjak a foglalkozasok pozitiv hatdsat a didkok gondolkoddsdban végbement szemléletvaltozas,
gazdagodas tekintetében.

Ma3s reprezentacidk | Kozépiskolds tanuldé | Egyetemi hallgato
Elbteszt 4/69 ~ 5,8% 9/72 =~ 12,5%
Utoteszt 33/69 ~ 47,83% 48/72 =~ 66,67%

A foglalkozésok fejleszté hatdsat a két mérés statisztikai Osszehasonlitdsa révén elemez-
tem. Minden didk mindkét mérésen minden feladatara aszerint, hogy megoldotta, hasznalhatd
sejtése/modellje volt, vagy semmi érdemlegeset sem sikeriilt kezdenie az adott feladattal, 2, 1, il-
letve 0 pontot kapott. Azok a didkok, akik legalabb két eltéré megoldést is adtak egy problémara
plusz 1 pontot kaptak az illet feladatra. fgy minden didk mindkét teszten 0 és 3- (24 1) =9
pont kozotti mindsitést kapott.

Mivel az el6- és utémérés eredményeire végrehajtott F-proba szerint a két adatsor szérasa
kozott nem mutathaté ki szignifikdns eltérés, valamint mindkét adatsor megkdzelitéleg normél
eloszlasi, ezért a két adatsor atlaganak szignifikans eltérését egymintas parositott T-prébaval
ellenériztem. Ez mindkét csoport eredményeinek szignifikdns névekedését mutatta, sét ugyan-
csak szignifikdns novekedés figyelhet6 meg a teljesen hibdtlan megoldast addk pontszamaira
vonatkozdan is, és kiilon azok pontszdmaira is, akik ugyan nem tudtak megoldani teljesen a fel-
adatot, de a probléma szovegétdl eltérd, mas hasznalhato reprezentaciora valtottak. fgy utébbiak
sikertelensége az adott teriileten levo targyi tudasuk, illetve gyakorlatuk hianyanak tudhatoé be.
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6. Végkovetkeztetések

6.1. A hipotézisek igazolasa

A didkok el6- és utémérésen kozolt megoldasait Osszevetve, féleg az egyetemi hallgatdk esetén
egyértelmi valtozas figyelheté meg a problémamegoldési folyamatot végigkiséré6 metakognitiv
tevékenységiik tekintetében is. Mindkét korosztaly, de fleg az egyetemi hallgaték dolgozataibdl
az is kidertil, hogy nagy résziik tudatosabban alkalmazza a kiilonb6z6 problémamegoldasi heu-
risztikdkat, illetve részletesebben szamol be a feladatmegoldasi folyamat soran felvet6dott Gtle-
teirdl, probalkozasairdl.

A fentiek és az el6z0 rész alapjan kijelenthetd, hogy statisztikailag is aldtdmasztott az
a kijelentés, miszerint a foglalkozasoknak fejleszt6 hatdsa volt, hiszen ugy a kozépiskoldsok,
mint az egyetemi hallgaték bizonyos problémamegoldd képessége, a feladat szovegétol eltéro,
1j reprezentaciokban valé gondolkodasi képessége javult, a problémamegoldas soran bevetheto
eszkoztaruk béviilt.

A kutatés igazolta az elején foldllitott hipotéziseimet:

e megfeleld tananyaggal a didkok problémamegoldé képessége fejleszthetd

— a didkok tananyagrész-0sszekapcsold, -szintetizald képessége fejleszthet6

— a didkok vizudlis problémareprezentacié-készitési és transzformacidelv alkalmazasi
képessége fejlesztheto

e a problémamegoldési heurisztikak tanitasa révén a didkoknak a problémamegoldéds soran
alkalmazhat6 eszkoztara bévitheto

6.2. Tovabblépési lehetdségek

A problémamegoldasi képesség eredményes fejlesztése csak hosszan tartd, szertedgazd és
folyamatos munkéval valdsithaté meg. Altaldnos és kozépiskolds korban ennek legfébb meg-
hatdrozé tényezoi az iskolai és az otthoni munka. Ezért nagyon fontos, hogy az osztalyban
val6 munka, nemcsak matematika, hanem egyéb o6ran is milyen szellemben zajlik. Emiatt
sziikségesnek tartom a heurisztikus problémamegoldasi stratégidk explicit tanitdsat és tuda-
tositasat nemcsak a szakkorok didkkozonsége korében, hanem osztdlyszinten, a mindenna-
pokban is. Tovabblépésként egyik célom ennek megvaldsitdsa lenne. Masik célom a fejlesztd
tevékenységek feladatanyaganak - amennyire lehetséges - a mindennapi matematikadrdaim tan-
anyagéaba valé beépitése, valamint az érintett témakorok kibovitése méas heurisztikus eljarasokra
is kitérve.

Az egyetemi hallgaték korében végzett mérések ugyancsak azt mutatjak, hogy szdmukra is
fontos lenne akar egy valaszthaté problémamegoldé szemindrium hasonld témakdrben.
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