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Jelmagyarazat

Szimbdélum | Jelentése, neve

N Természetes szamok halmaza

N* Pozitiv természetes szamok halmaza
Z Egész szamok halmaza

y/mn Pozitiv egész szamok halmaza

/. Negativ egész szamok halmaza

Q Racionalis szamok halmaza

Q4 Pozitiv raciondlis szamok halmaza
R Valés szamok halmaza

R, Pozitiv valds szamok halmaza

C Komplex szamok halmaza

~—

Abszoluat érték; halmaz elemszama; vektor hossza
Vektor norméja

Egész rész

Tortrész

Nyilt intervallum; pont vagy vektor koordinatai
Zart intervallum

Balrol zart, jobbrdl nyilt intervallum

Balrdél nyilt, jobbrol zart intervallum
Kozelitoleg egyenlo

Definicié egyenlség

Egybevagosag, kongruencia

a alapu logaritmus

Természetes (e alapi) logaritmus

Tizes alapu logaritmus

Binomialis egytitthato

Figgvény értelmezési tartomannyal és értékkészlettel

Fiiggvény képhalmaza: {f(x)|z € A}
AB vektor

AB szakasz, mint ponthalmaz

[AB] hossza vagy AB egyenes

a P pont tavolsaga az e egyenestol

az e egyenes iranytényezoje, meredeksége
ABC' torott vonal, mint ponthalmaz
ABC sz6g, mint ponthalmaz

az ABC mértéke

ABC héaromszog, mint ponthalmaz

az ABC haromszog keriilete

haromszog félkertilete

az ABC haromszog tertilete

az AB oldalhoz tartozé magassagvonal

az AB oldalhoz tartozo sulyvonal vagy oldalfelez6
origd kozépponti, egység sugarti kor



1. fejezet

Bevezetés

1.1. A témavalasztas indoklasa

Heurisztikus problémamegoldasi stratégiakrél masodéves cseredidkként Szegeden hal-
lottam eloszor. Noha a matematikatanitds legfontosabb célja a gondolkodésra nevelés,
amely problémamegoldés és a matematika felfedezteté médon vald tanitasaval valésithato
meg, melynek elérésében oridsi szerepet jatszik az altalanos heurisztikus eljarasok isme-
rete, a romaniai kozoktatasban az altalanos problémamegoldasi eljarasok explicit, de
sajnos néha még implicit tanitasa is meglehetosen hattérbe szorul. Ennek egyik f6 oka
minden bizonnyal a kozismerten gyors tempdju, a tanuldkat tulsagosan koran abszt-
rahalni kényszerité altaldnos roman matematikatanitasi hagyomany, amelyen véltoztatni
a korabban szinte egyaltalan nem létez6, ma mar a matematika szaktantargyak mellett
follelheto egyféléves Matematika tanitdsanak modszertana kurzus, illetve a néhany éve
beinditott Matematikadidaktika mesterszak formajaban éledezd, de meglehetésen hianyos
tanarképzés sem igazan képes.

Pélya Gyorgy és Alan H. Schoenfeld munkaira akkori tanarom, késébbi témavezetém,
Kosztolanyi Jézsef tanar dr hivta fol a figyelmemet. Pélya téméaba vagd alapmiiveit
[25], [26], [27], majd Schoenfeld [29], [30] és Kosztolanyi [17] kutatdsainak eredményeit
attanulmanyozva, érdekesnek tiint egy hazai felmérés elvégzése, igy kezdo kozépiskolai
tanarként 10-11. osztalyos tanulék problémamegoldasi képességének felmérésébe, illetve
fejlesztésébe kezdtem.

Kosztolanyi egyetemi hallgatokkal végzett kutatasabol kideriil, hogy egyes heurisz-
tikak jobban, masok kevésbé fejleszthetok. Kevésbé, vagy legalabbis lassabban, nehezeb-
ben alakithato ki példaul a problémak kiilonboz6 iranybdl valé tudatos megkozelitésének
gondolata, a problémanak az eredeti kontextustél eltérd, mas tertileten valé megoldasa:
példaul algebrai feladat geometriai uton valé megoldasa, vagy forditva. Kosztolanyi ezt az-
zal magyarazza, hogy a didkokban nagyon erés az algebrai problémak tipikus algoritmussal
torténd algebrai megoldasanak reflexe, és ez elnyomja a vizualis problémareprezentacié, a
grafikus megoldds gondolatat, stratégiai jellegii otletét [17].

Egyrészt ez a megfigyelés sarkallt arra, hogy olyan problémak révén, amelyek sike-
res megoldasa az eredeti megfogalmazas kontextusatol eltéro, mas teriileteken valé okos-
kodast igényel, a reprezentaciévaltas mint problémamegoldasi stratégia tanithatdsagaval
foglalkozzak. Masrészt gy gondolom, hogy a matematika kiilonbozé tertileteinek egyiitt



lattatasa, osszekapcsolasa szemléletformalé hatassal van a diakokra, ezért indokoltnak
tartom 1gy a tanordkon, mint szakkorokon szintetizald jellegli problémak targyalasat.

A didkoknak az els6é foglalkozassorozat alatt tanusitott érdeklédésén felbuzdulva,
az azota eltelt 6t év soran, lényegében azonos fejlesztési tananyaggal, hasonld jel-
legli szakkoroket tartottam még két alkalommal: el6szor ugyancsak 10-11. osztalyos ta-
nuléknak, majd II., illetve III. éves matematika szakos egyetemi hallgatoknak. Az eredeti
mérések anyagat mindkét alkalommal meghagyva, a foglalkozasok elott és utan, djra be-
meno és kimeno méréseket végeztem.

1.2. A kutatas célja

Jelen dolgozatban a problémamegoldasi folyamat elméleti megkozelitései és a témaba
vagd korabbi kutatasok attekintése utan, az altalam végzett mérések Osszehasonlitd
elemzésével, illetve a mérések kozott lezajlott fejlesztd tevékenységsorozat bemutatasaval
foglalkozom.

A kutatéds soran a kovetkezo céljaim voltak:

1. a matematikai gondolkodas, problémamegoldas elméleti hatterének attekintése
2. a didkok problémamegoldasi képességének mérése; ezen beliil hangsulyosan:
e vizualis problémareprezentacio-készitési, elemzési és a problémamegoldasi fo-
lyamatban val6 sikeres alkalmazasi képesség mérése

e a transzformdcidéelv mint altalanos heurisztikus eljards alkalmazasi
képességének mérése

e tananyagrész-osszekapcsolo, -szintetizalo képesség mérése
3. célzottan a fenti képességeket fejlesztd tananyag kidolgozasa és alkalmazasa
4. a fejlesztés elején folallitott hipotéziseim igazolasa:

e megfelel6 tananyaggal a didkok problémamegoldé képessége fejlesztheto:

— a didkok tananyagrész-osszekapcsold, -szintetizalo képessége fejlesztheto
— a didkok vizualis problémareprezentacio-készitési és transzformacioelv al-
kalmazasi képessége fejlesztheto

e a problémamegoldasi heurisztikdak explicit tanitdasa révén a didkoknak a
problémamegoldas soran felhasznalhaté eszkoztara bévitheto



2. fejezet

A kutatas elméleti hattere

2.1. A matematikatanitas célrendszere

A XX. szazad masodik felétol kezdddoen fokozott érdeklédés mutatkozik a matematika
tanitasaval és tanulasaval foglalkozé kutatasok irant. Ezek egy része a tanitasi tartalmak-
kal és mddszerekkel, masik része a tanitas céljaval foglalkozik.

A tantargyi kovetelmények kidolgozasaban jelentOs elérelépést jelentett a minden
tantargy szamara haszndlhaté, Bloom [4] dltal kidolgozott taxondmia, amely a tanitédsi
célok harom vetiiletét kiilonbozteti meg:

e kognitiv (tudati) célok: ismeret, megértés, alkalmazds, elemzés (analizis), egybefogas
(szintézis), értékelés

o affektiv (érzelmi) célok: befogadas, valaszadas, értékek kialakitasa, értékrendszer ki-
alakitasa, az értékrendszer belso jellemképzo erové alakitasa - vilagnézet kialakitasa

e pszichomotorikus (mozgdsos) célok: utdnzas, manipuldlds, artikuldcid, automa-
tizalas

A Bloom-féle taxondémia alapjén Zech [39] a matematikatanitas kognitiv célrendszerét
a kovetkezoképpen hatarozta meg:

e megértés

e tényallas ismerete

tartalmi és formai eljarasok birtokldsa

analizis (elemzés) és egyszerii alkalmazasok

szintézis (egybefogds) és 6nallé problémamegoldas
o ¢értékelés

Jelen dolgozatban kozvetleniil a tanuldok szintetizdld- és onéllé problémamegoldd
képességének mérésével és fejlesztésével foglalkozom. E képesség aktiv megléte
természetesen feltételezi, és maga utan vonja a tobbi teriilet birtoklasét is.



A 70-es évektdl kezdve a figyelem a konnyen miiveletesithetd kognitiv célokrél tudato-
san az affektiv teriiletek felé is fordult. Egyre tobb kutatas foglalkozott a matematikahoz
val6 hozzadllas, a matematika iranti érdeklddés, motivaltsag és a matematika, mint tiszta,
illetve alkalmazott tudomany értékelésének vizsgalataval.

Wittmann [37] a matematikatanitds kovetkez6 affektiv célrendszerét adja meg [3]:

e a matematika okozta 6rom, érdeklodés és pozitiv hozzadllas fejlesztése
e oOnbizalommal végzett onallé tanuléi munka

e kozos munkara valé készség, abban valé orom lelése; masoknak adott segitség,
masoktol valé tanulds

e céltudatos, lelkes, koncentraltan végzett munka; torekvés a megértésre
e a matematikaban szellemi 0sztonzés és megelégedettség talalasa
e sikeres matematikai alkotomunka végén orom és biiszkeség érzése

e a matematika relevancidjanak és harmoénidjanak felismerése, megértése; a
tarsadalom &ltal elfogadott értékelés méltanyolasa

e a matematikai fogalmak viszonylagos tisztasdgéanak és a matematikai ismeretek vi-
szonylagos bizonyossaganak méltanyolasa, értékelése

e cgy matematikai objektum, megfontolas, elv szépségének értékelése

A matematikatanitdsnak elsésorban az elemi szakaszdaban jelentésebb szerepet jatszo,
de a teljes oktatési, tanuldsi folyamatot befolyasolé pszichomotorikus céljai Ambrus [3]
szerint a feladatok megoldédsainak tiszta, vildgos, attekinthetd rogzitése, a korzo, vonalzo
és egyéb eszkozok ligyes hasznalata, szabadkézi rajz- és vazlatkészités, modellek készitése,
szamold- és szamitégépek alkalmas kezelése.

2.2. A problémamegoldé gondolkodas

A probléma fogalma

Problémanak nevezziik a szo legaltalanosabb értelmében azt a helyzetet, amelyben
bizonyos célt el akarunk érni, de a cél elérésének tutja szamunkra ismeretlen [18].

A matematikaoktatdsban probléma alatt olyan feladatot értiink, amely megoldésahoz
sziikséges eszkoz ismeretlen, vagy tobb ismert eszkoz djszerti kombinalt alkalmazasara
van szlikség, és ez nem nyilvanvalé a feladatmegold6 szaméara [5], [7]. Ugyanakkor, ha egy
probléma megoldasa gondot okoz valakinek, attél még ugyanaz a probléma egyszeriinek,
akar rutinfeladatnak tiinhet egy masik embernek, tehat egy feladat probléma volta szub-
jektiv jellegli. Evvel a relativ megkozelitéssel egyezik Schoenfeld problémaértelmezése is,
mely szerint az, hogy egy feladat probléma-e vagy sem, nem magénak a feladatnak a
lényegi sajatossaga, sokkal inkabb az egyén és a feladat kozotti kapcsolat jellemzéje. Ezt
aldtdmasztjdk a didkok korében végzett korabbi kutatasok [31], [17] és a jelenlegi kisérlet
soran szerzett tapasztalataim is.



A problémamegoldas folyamata

Fisher [10] szerint a hatékony problémamegoldashoz sziikség van néhany alapvetd
készségre, illetve stratégiara. A legegyszeriibb stratégia a Megértés-Tervezés-Megoldas-
Ertékelés folyamata:

1.

3.
4.

Megértés. Mindenekel6tt nagyon fontos a probléma megértése, sajat szavakkal vald
megfogalmazasa.

. Tervezés. A végrehajtando cselekvés megtervezése, amelyhez rendszerezett gondol-

kodasra van sziikség. A tervezésben segit, ha a problémamegoldé rendelkezik bizo-
nyos tapasztalattal hasonlé tipusu feladatokrodl, és sikertil felidézni legaldbb egyet
és annak megoldasat, vagy ha a problémamegoldd késziteni tud egy modellt a fel-
adatrol.

Megoldas. A probléma megoldasa az el6zetes terv alapjan.

Ertékelés. A probléma és a talalt megoldas feliilvizsgélata.

A problémamegoldas folyamatdra vonatkozé javaslatait, dtmutatésait Polya [25] a
kovetkezo négy f6 csoportba osztotta:

1.
2.
3.
4.

A feladat megértése
Tervkészités
Terviink végrehajtasa

A megoldas vizsgalata

Heurisztikus eljarasok

Ugyanakkor Poélya [25] részletesen targyalja a problémamegoldédsi folyamat soran
kiilonosen hasznos tgynevezett altalanos heurisztikdkat. Ezek olyan eljarasok, amelyek
fiiggetlenek a vizsgalédasok konkrét targyatdl, és mindenféle feladatra alkalmazhatdak;
céljuk a felfedezés és feltalalas modszereinek és szabalyainak tanulmanyozéasa. A heurisz-
tikus stratégidk ismerete lényeges segitség a probléma megértése és a megoldas keresése
soran, de onmagukban természetesen nem garantaljak azt.

Néhény, a matematikaproblémék megolddsa soran hasznosithaté heurisztikus elv [3]:

Analégiakban valé gondolkodas
Visszavezetés ismert problémara
Invarianciaelv

Esetmegkiilonboztetés

Optimalitas elve

Sajatos-, illetve hatéresetek vizsgalata
Szimmetriaelv

Transzformacioelv



Schoenfeld [30] a kutatédsai alapjan kiegészitette, konkrétabbd, jobban hasznalhat6bbé
tette Pdlya modelljét, ugyanakkor kiemelte a kognitiv folyamatokrdl valé aktiv és tu-
datos gondolkodas, azaz a metakognitiv elemek fontossagat is. Emellett ramutatott
a kezdo, illetve a rutinos problémamegoldok modszerei kozotti eltérésre: a kezdo
problémamegolddkhoz képest a gyakorlottabbak tébb id6t toltenek a megértés fazisaval,
a probléma elemzésével, tobbféle, 4j reprezentacio alkotasaval.

A problémamegoldasi folyamat szempontjabol Schoenfeld a kovetkezd négy tertiletet
tartja fontosnak [17]:

1. Eredetek, forrdsok
A problémamegoldé azon ismeretei, amelyek a problémamegoldas soran rendel-
kezésére allnak (miikoddképes tudas):

az adott teriiletre vonatkozo intuicidk, informalis ismeretek
tények

algoritmikus eljarasok

rutin, nem algoritmikus eljarasok

az adott témara vonatkozé megegyezések; elfogadott allitasok, szabalyok

2. Heurisztikak
Ismeretlen vagy nem standard problémak megoldésat elGsegito stratégiak, tech-
nikak; a hatékony és eredményes problémamegoldas szabalyai:

abra készitése, megfelelo jelolés bevezetése
kapcsolodd problémak felhasznalasa
a probléma atfogalmazasa, forditott iranyu okoskodas

ellenorzé eljardasok

3. Kontroll
Az egész problémamegoldési folyamatra kihaté globdlis dontés, amely a megfelel6
stratégia, illetve ismeret kivalasztasara és alkalmazasara vonatkozik:

tervezés
a terv ellenOrzése, értékelése, hatékonysaganak mérlegelése
dontés

tudatos metakognitiv tevékenységek

4. Meggyozodések
A problémamegoldé sajat matematikai vilaga. Az egyén viselkedésének, maga-
tartasanak, tevékenységének (nem sziikségszeriien tudatos) meghatarozo tényezoi:

az egyén sajat magarol alkotott véleménye
az egyénnek a kornyezetrol alkotott véleménye
az egyénnek a tantargyrol, a tananyagrol, a témardl alkotott véleménye

az egyénnek a matematikarol alkotott véleménye



Metakognitiv elemek

A problémamegoldési folyamatot 1épésekre bontva, figyelembe véve annak ugy a kog-
nitiv, mint a metakognitiv aspektusat, adja meg Lester [19] a problémamegoldas egy
modelljét [24]:

1. Orientacio: stratégiai viselkedés a probléma megértésére és értékelésére
Elemei: felfogasi stratégiak, az informéciok elemzése, kezdeti és kozbelsé repre-
zentaciok, a nehézség és sikeresség esélyeinek értékelése
Metakognitiv mozzanatok: keresem a kulcsszavakat; keresek ehhez hasonld
problémat

2. Szervezés: a viselkedés tervezése és valasztas a tevékenységek kozott
Elemei: célok azonositasa, globdlis és lokalis tervezés
Metakognitiv mozzanatok: azt gondolom, hogy ezt kell keresni, ez segiteni fog; ez
nem miikodik, mast kell keresnem

3. Végrehajtas: a viselkedés szabdlyozasa a terv érdekében
Elemei: a terv kis lépéseinek végrehajtasa, felligyelete, odafigyelés a pontosségra,
sebességre, eleganciara
Metakognitiv mozzanatok: ezt meg tudom csinalni; jobb lenne lassabban halad-
nom; ez tul bonyolult, évatosan kell végrehajtanom a lépéseket; ez a mddszer nem
miikédik, mast kell keresnem

4. Tgazolas: a dontések és a végrehajtas eredményének értékelése
Elemei: az orientacio, szervezés és végrehajtas lépésének folyamatos vizsgalata, el-
lendrzése
Metakognitiv mozzanatok: nem voltam elég 6vatos, jobban kellene ellenoriznem a
1épéseket; nem vagyok biztos benne, hogy értem a feladatot, djra kell olvasnom; ez
az eredmény hibdsnak tiinik, ellenériznem kell; azt gondoltam, hogy ez a mddszer
miikédni fog, de ugy latom, mégsem

Gondolkodasi fazisok és miiveletek

Kissé mas szemszoghol kozelit a problémamegoldasi folyamat vizsgdlatahoz Lénard
[18]. Az &ltala végzett kisérletek sordn a problémamegoldds 1épésekre valé bontdsa he-
lyett, részletesen tanulmanyozta a problémamegoldasi folyamat szerkezetét, elemezte an-
nak makro- és mikrostrukturajat.

A makrostruktiurat bizonyos gondolkodaési fazisok alkotjak, mig a mikrostruktira gon-
dolkodasi muveletekbdl all. Amig a gondolkodasi fazisok az egész gondolkodési folyamat
alapjan allapithaték meg, addig a gondolkodasi miiveletek felismeréséhez elég egy-két
gondolkodasi 1épést vizsgalni.

Lénéard [18] kilenc gondolkoddsi fazist sorol fel: ténymegéllapitds, a probléma
modositasa, megoldasi javaslat, kritika, mellékes mozzanatok, csodalkozéas-tetszés,
bosszankodas, kételkedés, a munka feladésa. Ezek mind jelen vannak a problémamegoldasi
folyamatban, sorrendjiik természetesen fiigg a megoldotol és a megoldandd problématol,
és egyes fazisok tobbszor is el6fordulhatnak. Ugyanakkor az emlitett érzelmek, mint a
kételkedés vagy a bosszankodds, nem tevékenységek, hanem az egyes tevékenységek ve-
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lejaroi. Kivaltjak egy tevékenység beindulasat, végigkisérik azt, vagy csupan a tevékenység
befejezésekor jelennek meg.

A problémamegoldasi folyamat mikrostruktirdjat a gondolkodéasi miveletek al-
kotjak. Lénard [18] tizenegy gondolkodési miiveletet sorol fel, melyek egymasba fonddva,
rétegzodve jelennek meg a problémamegoldasi folyamatban: analizis, szintézis, abszt-
rahalas, Osszehasonlitas, absztrahalt adatok Gsszehasonlitasa, Osszefliggések felsorolasa,
kiegészités, altalanositds, konkretizalas, rendezés, analdgia.

Ciklikus modell

Wilson 2.1. &bran lathaté diagramja [36] mutatja taldn a legszemléletesebben a
problémamegoldési folyamat ciklikus szerkezetét, amelynek kozponti eleme az iranyito,
szabalyozé kontrolltevékenység.

A probléma

A probléma

folvetése megértése

Irdnyitd,
szabilyozé
folyamat

Visszatekintés

Reflexid - Tervkészités

A terv
realizalasa

2.1. dbra. A problémamegoldas ciklikus folyamata

2.3. A matematikai gondolkodas természete

A problémamegoldé képesség fejlesztési lehetdségeinek szambavétele el6tt, még
szitkkséges az eddig vazolt problémamegoldasi folyamatot végigkiséré gondolkodés
természetének megértése is.

Devlin [8] szerint matematikai gondolkoddsra minden ember genetikailag ugyantigy
képes, mint a beszéd elsajatitasara, viszont nem ugyanolyan absztrakcidés szinten.
Nyilvanval6, hogy mindenki képes olyan dolgokrél gondolkodni, amelyek éppen nincsenek
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jelen a kornyezetében, vagy el tud képzelni egy targyat leirds alapjan. SOt, nem létezo,
kitalalt dolgokrdl is tudunk gondolkodni. Viszont nem ugyanolyan szinti absztrakt gon-
dolkodésrol van szé, ha a szomszéd szobaban levo, éppen nem lathaté asztalrol gondolko-
dunk, vagy amikor matematikai fogalmakkal operalunk. Az elvont gondolkodasnak Devlin
négy szintjét killonbozteti meg [8]:

1. szinti absztrakcio: az emberi kornyezetben jelen levé objektumokrol valé gondol-
kodas, ezek képzeletbeli elmozditasa

2. szintl absztrakcié: ismert, de az adott pillanatban a kozvetlen kornyezetiinkben nem
érzékelhet6 objektumokrél valé gondolkodas

3. szintll absztrakcio: olyan képzeletbeli objektumokrél valé gondolkodés, amelyekrdl
csak olvastunk, hallottunk, de sosem lattunk (pl. pegazus)

4. szintll absztrakcidé: matematikai objektumokkal végzett miiveletek, matematikai
gondolkodas

Azoknak, akiknek valéban nehézséget okoz a matematika, altalaban problémés az
absztrakcio legmagasabb szintjén gondolkodni. Ezért nekik altalaban sokkal konnyebb
megoldani egy mindennapi élethelyzeten alapulé problémat, mint egy olyat, aminek a
megoldasa nagyobb mértékii elvonatkoztatast igényel. Viszont az egyre absztraktabb gon-
dolkodas elsajatitasa megfelel6 modszerekkel altaldban fejleszthetd [8].

Kiils6 és bels6 reprezentaciok

A matematikai fogalmakkal és elvekkel valé operalashoz elengedhetetlen azok valami-
lyen médon val6 reprezentdldsa. A szakirodalom [15] kiilsé (targyi, vizudlis és szimboli-
kus), illetve belsé (mentdlis) reprezentacidkat kiilonboztet meg, melyek kozott szoros
kapcsolat van. Ezenfeliil a bels6 reprezentaciok kozott is kapcesolat all fenn, amely az is-
meretek egy halézatat adja. Ezen kapcsolatok mennyisége és mindsége, a struktira
stabilitdsa teszi lehetové a matematikai fogalmakkal és eljarasokkal valé eredményes
munkat [13], [21]. A megfeleld belsé reprezentacidk kialakitdsa érdekében, a szimboli-
kus reprezentaciok kialakitasa el6tt, nagy hangsulyt kell fektetni a targyi és képi kiilso
reprezentaciokra [2]. Ugyanakkor a matematikai gondolkodds sokkal hatékonyabb, ha a
problémamegoldé egynél tobb reprezentaciét hasznal parhuzamosan, és azokat
osszekapcsolja [9], [12]. Két dtlet kozotti kapesolat ugyanis csak akkor jon létre, ha ezek
belsé reprezentaciéi aktivizalt dllapotban egyszerre vannak jelen a munkamemoridban
[1]. Ez az egyidejliség noveli a rugalmassdgot, és ramutat a kapcsolatok rendkiviil fon-
tossagara. A matematika ereje éppen a reprezentacidok kozotti kapcsolatokban és a
kiilonbo6z6 objektumok reprezentacioktdl fiiggetlen tulajdonsagaiban rejlik.

Vizualis reprezentaciok

A matematikai strukturak lefrasaban, elemzésében és a problémamegoldasi folyamat-
ban hasznos eszkoz a vizualizacié. Mivel a vizudalis gondolkodas nem korlatozodik a
geometriai szituaciokra, az elemi matematika sok problémaja vizsgalhato tigy analiti-
kus, mind vizualis uton.
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Tobb kutaté is arrdl szamol be, hogy a képi szemléltetés segiti a gyengébb képességii
didkokat a sikeres problémamegolddsban, hiszen mig geometriai kornyezetben alkalmaznak
vagy kitaldlnak bizonyos eljarasokat, addig algebrai kornyezetben ritkabban [9]. Mésrészt
viszont a problémahelyzet képi, vizualis szemléltetése, éppen konkrétsaga miatt, gyak-
ran korlatozott értékii. Presmeg [28] ramutat, hogy féleg kisgyerekek képesek 1étrehozni
valamilyen vizualis képzetet, am ez gyakran joval kevesebb elemet tartalmaz, mint egy
teljes reprezentacid, igy az nem alkalmazhaté a problémamegoldéds soran. Mindemellett
mivel a vizudlis gondolkoddsméd (akar globdlis vagy lokdlis, dinamikus vagy stati-
kus) nem tisztdn analitikus, még helyes vizudlis reprezentaci6 esetén is sziikséges az
illeté probléma 1épésrél 1épésre haladd analitikus bizonyitédsa [9]. Eppen ezért ra kell ne-
velni a tanulokat a vizualitason alapuld teljes elemz6 gondolkodésra, azaz a helyes vizualis
gondolkodasmédra.

Kritikai és kreativ gondolkodas

Az elmult idészakban tobb nemzetkozi kutatés foglalkozott az emberi agy bal, illetve
jobb féltekéjének vizsgdlataval. Hamori [16] megéllapitja, hogy az emberek tobbségénél
az egyes agyféltekékre dominansan jellemzbek az alabbi tulajdonsagok:

Bal félteke Jobb félteke
- beszéd-, nyelvorientalt | - néma, 1at6, térmanipulalo
- szekvencidlis, digitdlis | - egyidejli, analog
- logikus, analitikus - szintetikus, holisztikus
- algebrikus - geometrikus
- intelligens - 0sztonos
- konvergens - divergens
- kovetkeztetod - kreativ
- raciondlis - irracionalis
- absztrakt - targycentrikus
- realisztikus, objektiv | - impulziv, szubjektiv
- humorérzék hianya - humorérzék megléte
- irdnyitott - szabad
- id6érzék megléte - id6tlen

Mig a nyugati kulturakban inkdbb a verbalis nyelv, az ésszert, raciondlis, logikus gon-
dolkodés, az elemzés hangsilyozéasa a jellemz06, addig a hagyoményos keleti gondolkodas
intuitiv, meditativ, mitikus, nyugati értelemben néha irraciondlis [2].

Paivio [23] informdciéfeldolgozé kédelmélete szerint mindenki két kiilonb6zé médon
(vizudlisan, illetve verbélisan) rogziti az informécidkat. Ennek alapjan Wachsmuth [35]
kétféle matematikai gondolkodasmddrol beszél.

L-modus R-modus
- részletekre vald figyelés - részletek Osszerakasa, atlatasa
- rendszerezett gondolkodés - (szabad) asszocidciok
- linearis gondolkodés - id6tol fliggetlen, téri gondolkodés
- szavak, szimbdélumok altali megértés | - szemléletesség altali megértés
- szeridlis informaciofeldolgozas - parhuzamos informaciéfeldolgozas
- konvergens (tudatos) gondolkodés - divergens (intuitiv) gondolkodds
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Az eredményes problémamegoldashoz a fenti két gondolkodasméd Otvozése,
kolesonhatasa sziikséges, hiszen intuitiv okoskodas nélkiil, kizardlag logikus gondol-
kodassal majdhogynem lehetetlen olyan célt elérni, amelyrél semmit sem tudunk,
ugyanakkor a divergens gondolkodasbodl szarmazoé otletek megfelelo analizdlasaban a
raciondlis bal agyfélteke a meghatarozé. Mindezek alapjan kijelentheté [20], hogy a
problémamegoldas, mint gondolkodas, olyan komplex kognitiv folyamat, amelyben
egyenranguan fontos és meghatarozo szerepet jatszik a meglévé tudas atszervezését
irdnyito kritikai, és az 1j tudas megszerzését iranyité kreativ gondolkodas. Ezt
szemlélteti a 2.2. dbran a problémamegoldds komplex kognitiv modellje [33]. A kriti-
kus gondolkodds harom komponense az analizilds (elemzés), kiértékelés (feltards) és az
Osszefliggések keresése. A kreativ gondolkodds is harom Osszetevore bonthaté: a szintézis
(6sszegzés), kidolgozas (felfedezés) és az Osszefiiggések felismerése. Az intuitiv, megérzésen
alapuld okoskodas nélkiilozhetetlen a keresési, tervkészitési fazisban, amikor valamilyen
heurisztikus stratégia alkalmazasara van sziikség a tantargyi tuddshiany (pl. algoritmi-
kus ismeret) athidaldsa érdekében. Ezzel szemben a raciondlis, kritikus gondolkodas a
mar meglévo tudas (pl. felismert algoritmus) alkalmazését, kisebb médositdsat igénylé
problémaszituaciokban dominansabb. Természetesen a gondolkodas e két aspektusa mel-
lett az eredményes problémamegoldas meghatarozé tényezéi a meglévé tantargyi
tudas, a probléma iranti elkotelezettség (kell6 motivécid) és a problémamegoldd
metakognitiv tuddsa. (2.2. dbra)

A problémamegoldo gondolkodas
Analizis Szintezis

- séemafelismerés - analogias gondolkodas

- osztalyba sorolas - (Osszefoglalas s rendszerezés
" - feltetelezesek felismerése - hipotézisalkotas ”
- =z
2 Kiértékelés (feltaras) Kidolgozas (felfedezes) g
= - relevans ismeretek szambavetele | -  a meglevl ismeretek kibovitese, <
g - l{ritériurlnolk meghatarozasa, kiterjeszt?se g
= azok prioritasanak megadasa - ameglévo tudas modositasa, =
o - téves kdvetkeztetések konkretizalasa =
w felismerese - 1 fogalmi kategdriak o
= - igazolas, ellendrzés létrehozasa i
= - - o
= Osszefiiggesek keresése Osszefliggesek felismerése I::E
M - Osszehasonlitas - eredeti gondolkodas

- logikus gondolkodas - rugalmas gondolkodas

- induktiv és deduktiv - infuicid

kovetkeztetések - heurisztikus gondolkodas
Meglévd tantargyi tudas A probléma irénti _

Ismeretek Képességek elkdtelezédes Metakognitiv tudas
(deklarativ) (proceduralis)

2.2. abra. A problémamegoldds komplex kognitiv modellje
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2.4. A problémamegoldé képesség fejlesztése

A matematikai problémamegoldd képesség fejlesztésével foglalkozé kutatdsok
altaldban a tandri munkdra vonatkozé javaslatokat (mit kell tudnia és tennie a fejleszté
tandrnak), illetve a didkok kognitiv és metakognitiv tevékenységére vonatkozo6 ajanlasokat
fogalmaznak meg, ugyanakkor kitérnek az affektiv tanitasi célok eléréséhez sziikséges
feltételekre is.

A kognitiv képességek fejlesztése

Dreyfus [9] szerint a flexibilis és sokoldali problémamegoldé gondolkodés kialakitésa
érdekében kiemelten fontosak:

e az analdgiakban valé gondolkodas

e az egyes objektumok strukturajat legjobban szemléltetd reprezentaciok
hasznalata

e a vizualis gondolkodas
e a gondolatmenetek megforditdsa

Claus [5] - Wittmannra [37] hivatkozva - a problémamegoldési képesség fejlesztése
érdekében az alabbi feltételeket sorolja fel:

e ismeretszerzés felfedezteto tanitas és tanulas révén

e a tanulék divergens gondolkoddsra valé 6sztonzése (ugyanannak a probléménak
tobb iranybdl torténé megkozelitése, tobbféle megfogalmazisa; a matematika
kiilonbo6z6 teriileteinek Gsszekapcsolisa; a mdédszerek 6tvozése)

e automatizalt gondolatmenetek hattérbe szoritasa

e nyitott problémék vizsgalata (tobbféle kérdésfeltevés; apro kutatdsi lehetéségek)
e a tanuldk 6nallo problémafelvetésre valo Osztonzése

e olyan nyelvi kornyezet kialakitasa, amelyben a tanuldk kifejezhetik gondolataikat

e intuitiv indokldsok, sejtések Osztonzése; a kicsi, de 6néllé 1épések fontossaganak
tudatositasa egy bemutatott gondolatmenettel szemben

e heurisztikus stratégiak tanitdsa
e konstruktiv magatartas kialakitdsa a hibakkal szemben

e diszkussziok, reflexiok, argumentaciok 6sztonzése
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A metakognicio és kontroll fejlesztése

Az eredményesebb problémamegoldas érdekében nem elég csupan a kiilonbozé kog-
nitiv képességek fejlesztése, sziikséges a problémamegoldé gondolkodasat végigkiséro
metakognitiv és kontrolltevékenység tudatositdsa is [11], melyek kozponti eleme a
problémamegoldé onmagaval folytatott parbeszéde. Ez altalaban sajat maganak folyama-
tosan feltett kérdések sorozatabdl all, amelyeket a tanitasi, fejlesztési fazisban altalaban
megkapnak a didkok, és segitségiikre van a problémamegoldési folyamat soran [25], [30],
[17], [24].

Emellett elengedhetetleniil fontos a didkok onellenérzésre nevelése [11]. Lényeges, hogy
a tanuld ki tudja értékelni sajat tevékenységét, tudja eldonteni az aktualis gondolat
vagy lépéssorozat helyességét, esetleg annak elvetését. A kontrolltevékenység tudatositasa
ugyancsak onkérdezé modszerrel alakithaté ki.

Az affektiv célok elérése

A tanitas affektiv céljainak elérése érdekében a kutatok a tanitasi-tanuldsi moédot
vizsgaltdk [14]. Fontos, hogy a tanulék aktivan vegyenek részt a gondolkodési folyamatban,
a probléma jelentsen kihivast szamukra.

Skinner [32] kétféle - belsd, ill. kiilsé - motivaciérdl beszél. Tartds, akéar egész életen
at tarté motivaltsag csak maga a cselekmény végzése adta belsé megerdsités (6nbecstilés,
biiszkeség, elismerés) dltal érhetd el. Ezt a kognitiv motivacidéelméletek is megerdsitik,
melyek szerint maga a tanulasi folyamat kell 6sztonzoleg hasson az egyénre.

Ennek elérése érdekében sziikséges a megfelelé onbizalom kialakitdsa, amely Witt-
mann [37] szerint a hibdkhoz valé pozitiv hozzaallds, a tanulok kérdések feltevésére valo
osztonzeése, és foleg nyitott problémak tanulmanyozéasa soran szerzett tapasztalatokon ala-
puld felfedeztetés, divergens gondolkodasra vald nevelés altal valésithaté meg.

Moédszertani javaslatok

Schoenfeld [29] kitért a tandri munkdnak a problémamegoldasi folyamatban fellelhet
hédrom aspektusara (demonstrativ, moderdtor és edzd szerep), valamint mddszertani ja-
vaslatokat fogalmaz meg a foglalkozédsok szervezésével kapcsolatban [17].

A foglalkozast vezeto tandar szerepei:

e Demonstrativ szerep. A tanarnak demonstralnia kell az egyes stratégiak alkal-
mazasanak lehetéségeit, hatékonysagat, buktatoit, a teljes problémamegoldasi fo-
lyamatot, rairanyitva a figyelmet a kritikusabb 1épésekre.

e Moderator szerep. A tandarnak a didkok javaslataira, kérdéseire reagalva
irdnyitgatnia kell azokat. Nagyon hasznos lehet néhany zsakutcaba vezetd gondola-
tot egyiitt végigkovetni.

e Edz6 szerep: Tobbféleképpen megkozelitheté és megoldhatéd problémék esetén a
tandarnak ki kell emelnie a legegyszeriibb, legcélszeriibb utat, modszert.
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A foglalkozasok szervezésével kapcsolatos javaslatok:

e A kizardlagosan tanar altal bemutatott feladatmegolddsok a foglalkozas idejének
legfeljebb 10%-at foglaljak le.

e Mindig legyen hazi feladat, melyeket a foglalkozasok keretében a didkok javaslatai,
megoldéasai alapjan alaposan, elemz6 modon meg kell beszélni.

e Egy adott stratégia targyalasdhoz mindig legyen bevezetd, iranyadé probléma. Ez
lehetdleg szép, érdekes, izgalmas probléma legyen.

. Uj problémak esetén javasolt a didkokat 3-4 {6s csoportba osztani, és bizonyos ideig
hagyni a csoportokat a probléman dolgozni. A tanuldk kozott igy kialakuld kiilso
parbeszéd 0sztonzi és fejleszti az 6nallé problémamegoldas soran nagyon hasznos
belso dialégust.

e A problémak kozos megheszélése soran elébb a csoportok eredményei, a didkok
gondolatai jelenjenek meg, a tanar lehet6leg ebbdl épitkezzen (moderator szerep).

2.5. Kutatasi el6zmények

A problémamegoldési képesség vizsgdlataval foglalkozé szakdidaktikai kutatasok
szama jelentos, am tobbségiik csupan annak valamilyen szempontok alapjan torténo
mérésére tér ki, nem térsul hozzajuk fejleszté foglalkozdssorozat [38]. Ugyanakkor a
kiilonboz6 nemzetkozi mérések hatasara, tilnyoméd tobbségiik elemi osztalyos vagy na-
gyobb éltaldnos iskolds tanuldk szoveges feladat megoldasi [34], illetve azokhoz tartozd
vizuélis reprezentacié készitési [6] képességet tanulmédnyoz, esetleg életszerti matema-
tikai problémahelyzetek [22] megoldasi képességével foglalkozik. Kevesebb azonban a
kozépiskolas didkok, esetleg egyetemi hallgaték korében végzett, kifejezetten belsé mate-
matikai problémamegoldasra fokuszald mérésekrol és fejlesztod foglalkozasokrol beszamold
eredmény, és még ritkabb a heurisztikus problémamegoldasi stratégiak effektiv tanitasara
vonatkozo - kozép-kelet eurdpai - kutatas.

Schoenfeld [29] kutatésaira alapozva Kosztolanyi [17] tanarjeloltek problémamegoldési
képességének fejleszthetOségét vizsgalta. Kutatasanak két £6 célja volt. Egyrészt heuriszti-
kus problémamegoldasi stratégiak, technikak, eszkozok tanitdsa a matematika kiilonb6zo
tertileteihez tartozé problémakon keresztiil, masrészt a matematikai felfedezés, kutatds
modszertani sulypontjainak bemutatasa nyitott kérdések, problémak segitségével. Az
elvégzett mérések alapjan Kosztolanyi arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a stratégiak,
technikak bizonyos mértékig tanithatdk, hiszen a résztvevo hallgatdok stratégiai
eszkOztara Osszességében fejlodott. Ugyanakkor a kutatasbol az is kidertil, hogy
mig egyes stratégidk (sajatos esetek tanulményozisa, vizsgdlédas kevesebb
valtozéval) nagyobb mértékben, addig masok (vizudlis reprezenticié alkotasa,
transzformdacidelv alkalmazasa) kevésbé fejleszthet6k. Kosztoldnyi szerint ez azzal
magyarazhato, hogy mig az elso két esetben a problémak jellege sugallja az alkalmazando
stratégiat, addig az utobbiakban nem, mivel pl. az algebrai problémdk tipikus algorit-
mussal torténd analitikus megolddsdnak reflexe erds a didkokban, ez elnyomja a vizudlis
problémareprezentdcid, a grafikus megoldds gondolatdt, stratégiai jellegi dtletét [17).
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Tanit6 és matematikatanar szakos féiskolai hallgatok korében végzett kutatasai
alapjan hasonlé kovetkeztetésre jutott Pintér [24] is. A kiilonbéz6 problémamegoldési
stratégiak explicit tanitasara és problémaalkotasra vonatkozd fejleszté kurzust koveto
mérésen a hallgaték minden teriileten jobban teljesitettek, mint a kurzus elején, azon-
ban a geometriai konstrukcidk algebrai Osszefiiggéssé forditasa terén kisebb
fejlodés figyelhet6 meg, mint mas stratégiak alkalmazasa esetén.

Tobbek kozott ezek a megfigyelések sarkalltak arra, hogy olyan problémak meg-
oldasanak tanithatdsdgaval foglalkozzak, amelyek sikeres megoldasa az eredeti megfo-
galmazas kontextusatol eltérd, mas teriileteken valdé okoskodast, mas reprezentaciéban
vald gondolkodast igényel. Célom egyrészt a vizudlis problémareprezentaciok készitésének,
elemzésének és a problémamegoldasi folyamatban val6 sikeres alkalmazasi képességének
fejlesztése, masrészt a didkok szintetizdld, a kiilonbozo tananyagrészek osszekapcsolasara
vonatkozo képességének mérése és fejlesztése volt. Ugy gondolom, hogy az ilyen jel-
legii problémékkal valé foglalkozas nagymértékben hozzdjarul a didkok divergens gondol-
kodasmaédjanak kialakitdsdhoz, valamint a matematikardl alkotott képiik gazdagodasahoz,
kiszélesedéséhez.
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3. fejezet

A kutatas anyaga és modszere

2011, majd 2013 tavaszan harom hénapon keresztiil 10-11. osztalyos tanuldk, vala-
mint II. és III. éves matematika szakos egyetemi hallgatok problémamegoldasi képességeit
vizsgaltam. A kutatas el6- és utéméréses kisérleti modszerrel valésult meg, melyek kozott
heti rendszerességgel fejlesztd foglalkozasok zajlottak. A fejlesztés pontos céljanak és
anyaganak meghatarozasa érdekében a didkok eldszor egy elotesztelésen vettek részt.

3.1. Az elomérés

Az el6tesztet 33 liceumi és 26 egyetemi didk irta meg, de csak annak - a matema-
tika irant jobban érdeklodo - 23 kozépiskolas tanulonak és 24 egyetemi hallgaténak az
eredményeivel foglalkozom, akik az utémérésen is jelen voltak. Tehat Osszesen 47 didk
teljesitményét tanulméanyozom.

3.1.1. Az eloteszt célja

Célom annak folmérése volt, hogy a kisérletben részt vevd didkok
e milyen altaldnos problémamegoldési heurisztikakat ismernek,

e mennyire tudjak a matematika kiilonboz6 teriileteirdl szarmazo tudasukat a feladat-
megoldas soran mozgdsitani, képesek-e a kiilonbo6zo jellegli otleteiket 6tvozni,

e bizonyos problémék esetén probalkoznak-e a feladat kijelentésétol eltéro, més rep-
rezentaciokban val6 okoskodassal,

e problémamegoldas kézben milyen metakognitiv gondolatok jelennek meg, illetve mi-
lyen érzelmek jatszodnak le benniik, és mennyire tudjak ezeket kozolni.

A felmérésnek egy mésik célja a kozépiskolas és egyetemista csoport eredményeinek az
osszehasonlitdsa, az esetleges kiilonbségekre vald ravilagitas.
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3.1.2. Az elomérés modszere

A felmérésen részt vevé 47 didknak 90 perc alatt 3 nem szokvanyos, versenyfeladatnak
tekinthet6 problémat kellett megoldania.

Mivel a teljes problémamegoldasi folyamat minden vetiiletére kivancsi voltam, a teszt
elején a kovetkez6 szempontokra hivtam fel a figyelmiiket:

e A lapot fiiggélegesen kettévalasztva bal oldalra a feladatok megoldésat, jobb oldalra
a gondolataikat, érzéseiket irjak le.

e Barmelyik probléma megoldasaval kezdhetik, de mindegyik megoldasat részletesen
irjak le.

e Minden feladathoz annyi megoldést adjanak, amennyit csak tudnak.
e Ha valamelyik feladattal nem boldogulnak, irjak le a megfigyeléseiket, sejtéseiket.

e Még akkor is hagyjanak a lapon minden észrevételt, otletet, ha utélag esetleg kidertil
rola, hogy hasznalhatatlan vagy hibas.

3.1.3. A feladatok megoldasa és értékelése

Feladatok

r+y+z=3

1. Hatarozd meg az { 22422 =3

egyenletrendszer valés megoldasait!

2. Bizonyitsd be, hogy barmilyen a, b, c > 0 esetén

Va2 —ab+ b+ Va2 —ac+ 2> Vb2 + be + 2.

3. Egy lakatlan szigeten miutén a kalézok felhizték a zendiil6ket az (A) akasztéfara, a
kovetkezé mdédon dsték el kincseiket: Kimérték a tdvolsdgot az akasztofatdl az (F')
forrasig, majd jobbra fordultak, és ugyanannyit léptek, mint A-tél F-ig, majd itt
kijelolték a K, pontot. Hasonldan, az akasztofatédl a (B) barlangig lépkedtek, balra
fordultak, majd ugyanannyit 1éptek, mint A-tél B-ig, és kijelolték a K5 pontot. Végiil
a [K1 K> felezépontjandl eldstdk a kincset. Husz év milva a kapitdny visszatért,
hogy magéval vigye a kincseket. Nagy meglepetésére az akasztéfat sehol sem talalta.
Megtalalhatja-e a kincseket?

Megoldasok

r+y+z=3

N B egyenletrendszer valés megoldasait!

1. feladat. Hatarozd meg az {

1. megoldas. Lathatd, hogy a feladatban két egyenlet és harom ismeretlen szerepel, de
mas Otlet nem 1évén, a legkézenfekvobbnek mégis az tlinik, hogy fejezziik ki az els6
egyenletbol valamelyik ismeretlent a masik ketto fiiggvényében, majd helyettesitsiik
be a masodik egyenletbe, és foglalkozzunk az igy kapott kétismeretlenes egyenlet-
tel. A létrejovo egyenlet masodfoki lesz, igy az egyik ismeretlen szerint rendezve
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a tagokat, konnyedén vizsgalhatjuk a megoldasokat a diszkriminans segitségével.
A diszkrimindns természetesen csak a harmadik (eddig kiilondsebb szerepet nem
jatszo) ismeretlentdl fog fiiggni.

Tehat z = 3 — o — y-t behelyettesitve a masodik egyenletbe, kapjuk, hogy
2+ +9— 62 — 6y +2® +9° + 22y = 3,

22% + 2% + 2xy — 62 — 6y + 6 = 0,
P+ (y—3)r+y* —3y+3=0.

Ekkor A = (y —3)? —4(y? =3y +3) = =3y> + 6y —3 = =3 - (y — 1)? <0, igy valds
megoldas csak A = 0 esetén van, ahonnan kovetkezik, hogy y = 1. Innen viszont
rogton kévetkezik, hogy x =1 és z = 1. Tehat M = {(1,1,1)}.

. megoldas. Lényegileg az el6zd megoldast hatjuk végre, ha az egyik ismeretlent
paraméternek tekintjiik (pl. legyen z = A, A € R), majd megoldjuk a két egyenletbdl
allé kétismeretlenes paraméteres szimmetrikus egyenletrendszert. Ekkor

r+y=3—2A — s=3—A — s=3—A
2?4 y? =3 — A2 §°—2p=3- N\ p=AN-3A+3"

ahol s := o + 1y és p := zy, és a keresett x,y értékek a t2 — st + p = 0 egyenlet
megoldéasai. Lathato, hogy ismét a

2= (B=ANt+A=-3A+3=0

egyenlethez jutottunk, melynek csak A = 0 esetén van megoldasa. Ekkor A = 1,
ahonnan ¢y, = 1, azaz v =y = z = 1. Tehat M = {(1,1,1)}.

. megoldas. Ez a megoldas lényegesen kiilonboz6 az el6z6 két megoldasi modszertol.
Gondolkodhatunk ugy is, hogy mivel csak két egyenlet van és harom ismeretlen, ezért
elényos lenne példaul olyan x,y, z-t6l fiiggo teljes négyzeteket kialakitani, melyek
osszege éppen 0. Ekkor mivel a négyzetek mind nemnegativak, ezért a megjelent
kifejezések értéke mind nulla kell legyen, ahonnan mér kénnyen meghatarozhatok a
keresett értékek.

Ennek érdekében vonjuk ki a masodik egyenletbol az els6 egyenlet kétszeresét, majd
rendezziik balra az egyenletet, és alakitsuk ki teljes négyzeteket. Ekkor

Ayt =20 -2 —2:=3-6 = (2-17+ -1+ (z-1)"=0,

ahonnan x = y = z = 1. Visszahelyettesitéssel ellen6rizhetd, hogy M = {(1,1,1)}.

Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy mivel a két egyenlet kivonasakor nem
ekvivalens 1épést hajtottunk végre, a kapott megoldasjelolteket mindenképpen
ellenorizni kell. Ennek elmulasztdsa hamis megoldashoz vezethet. Példaul az
T+y+z=2
{ 2yt +22=1
let kétszeresét, ugyancsak az (z —1)? + (y — 1)* + (2 — 1)? = 0 egyenlethez jutunk,
ahonnan x = y = z = 1, de ezek nem megoldasai az eredeti egyenletrendszernek.

egyenletrendszer masodik egyenletébdl kivonva az elsé egyen-
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4. megoldas. Az egyenletek bal oldalan hdarom valds érték oOsszege, illetve

négyzetosszege jelenik meg. Errdl esziinkbe juthatnak a szamtani és négyzetes koze-
pek, valamint az azok kozotti egyenl6tlenség. Mindez tisztabban latszik, ha az egyen-
letrendszert a kovetkezd alakba irjuk:

THy+z x4+
3 3

= 1.

Egyenl6tlenséget olyankor érdemes egyenlet megoldasaba behozni, ha az egyenlet
el6dll az illetd egyenlStlenség sajatos eseteként (hatareseteként). Mivel

1:x+g+z < /x2+g§+z2 _1

ezért a kozepekben megjelen6 harom érték megegyezik, ahonnan z = y = 2z = 1,
tehat M = {(1,1,1)}.

. megoldas. Legyenek z,y és z a t3 +bt2 +ct +d = 0, b,c,d € R harmadfoku
polinomialis egyenlet megoldasai.

Mivel 2% + y* + 22 = (v +y + 2)? — 2(xy + yz + zx), ezért xy + yz + 20 = 3.
Ekkor a Viete-osszefiiggések alapjan z + y + 2 = —b = 3, ahonnan b = —3, és
Yy + yz + 22 = ¢, tehat ¢ = 3, igy a > — 3t + 3t + d = 0 egyenlethez jutunk, és
keressiik annak megoldasait.

Mivel az
fR—=R, ft)=t—3t>+3t+d

harmadfokt polinomfiiggvény
flt)y=3t>—-6t+3=3(t—1) tecR

derivaltfliggvényének csak egy zérushelye van, ezért az f fiiggvény zérushelyei mind
egyformak, hiszen, ha nem lennének mind egyformak, akkor a derivaltfiiggvénynek
két zérushelye kellene legyen.

fgy a to = 1 haromszoros gyoke az f(t) = 0 egyenletnek, ahonnan kapjuk, hogy
3 —3t2+3t—1=0,tehdt r =9y =2z = 1.

. megoldas. Alkalmazzuk a Cauchy - Bunyakovszkij - Schwarz - egyenlotlenséget a
w=(1,1,1) é v =(x,y,2)

vektorokra. Ekkor

o - w3| < 1157 - || 5],

ahonnan

B=lra+1 y+1 2/ <VI2+12+12- /a2 + 2+ 22 =V3-V3=3,

y_ 2 s
¢ =2 ahonmman r =y =2 =1.

és egyenl6ség pontosan akkor dll fenn, ha 7
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7. megoldas. Nézziik a feladatot geometriai szemszogbol! A masodik egyenlet tekint-
heté egy origd kozéppontd /3 sugard gomb egyenletének. Az elsé egyenlet egy
sik egyenlete. A sik a gombot vagy nem metszi (nincs megoldas), vagy érinti (1
megoldés), vagy egy korben metszi (végtelen sok megoldds). Mivel a gdmb origd
kozéppontt, ezért a siknak az origdtol valo tavolsaga elarulja, hogy a harom eset
kozill melyik all fenn. Jeloljiik a sfkot a-val, a gdmb sugarat pedig R-rel (R = v/3).
Mivel

1-0+1-04+1-0-3 3
— | + * | =" =v3=R,
VIZ+124+ 12 V3
ezért a sik érinti a gombot, igy a rendszernek csak egy megoldasa van: az érintési pont
koordinatai. Ez kiszamithato (lasd az elsé két megoldast), vagy kitalalhatd, és mivel

csak egy metszéspont van, azért ez az egyetlen megoldas. Tehat M = {(1,1,1)}.

d(O, a)

Megjegyzés. Az utolsé megoldéas elénye, hogy ravilagit az ilyen tipusu egyenletrend-
szerek megoldasainak struktirajara, megmutatja, hogy milyen esetekben hany megoldasa
van a rendszernek. Kevéshé latvanyosan ugyan, de a korabbi megolddsi mddszerekbdl
is kovetkeztetni lehet a megoldasok szaméra. Az els6 két megoldasi méd esetén, ha a
diszkriminans értéke negativ, akkor nincs megoldas, ha viszont pozitiv, akkor végtelen
sok van, melyek paraméteresen jelentkeznek. A nevezetes kozepek kozotti egyenlétlenség
alkalmazasakor, ha szigori az egyenl6tlenség, akkor végtelen sok megoldas van, mig ha
hamis allitashoz jutunk, akkor nincs megoldasa a rendszernek.

Célom az els6 feladattal annak vizsgalata volt, hogy a jél ismert linedris, illetve arra
visszavezethetd egyenletrendszerek megoldasi moédszerein kiviil, a didkok rendelkezésére
all-e mas megoldéasi modszer, technika, amely nem standard egyenletrendszerek meg-
oldasakor hasznédlhat6 lehet. Konkrétan: esziikbe jut-e teljes négyzetek kialakitasa (7-8.
osztalyban a roviditett szamitasi képletek tanulasakor tobbismeretlenes egyenletek meg-
oldésa soran mar taldlkozhattak hasonld Gtlettel), esetleg a nevezetes kozépértékek kozotti,
vagy maés egyenl6tlenség (Cauchy) felhasznaldsa. Igaz, az utébbi években a négyzetes
kozépérték mar nem kotelezo iskolai tananyag, igy a kozépiskolasok egy részének eszébe
sem juthatott. Néhany éve ugyancsak nem tananyag az analitikus térmértan, igy a geo-
metriai jellegli megoldas is csak az egyetemistak stratégiai eszkoztaraban szerepelhetet.

Meglepetésemre a 23 kozépiskolai tanulobdl csak 3 oldotta meg tokéletesen a feladatot,
és érdekes, hogy mind kiilonbozéképpen: egy didk az 1., egy a 3. és egy a 4. megoldasi
modszerrel. Még 10 tanulé kozolte, hogy az (1,1, 1) megoldasa a rendszernek, és prébalta,
de nem tudta bizonyitani, hogy mas megoldas nincs.

, Eszrevettem, hogy * = y = 2z = 1 j6. Megprébdlom igazolni, hogy mdis megoldas
nincs ... Valami roviditett szamitdsi képletet kellene kialakitani ... Vagy esetleg reductio ad
absurdummal bizonyitani, hogy ez az egyetlen megoldas?”

A tobbi 10 didk néhany lépésnyi alakitgatas utan vagy feladta, vagy hibas indoklassal
arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a megoldas az (1,1, 1), és esetleg més megoldas 1étezése
fel sem mertilt benniik.

.,Hogy lehet 2 egyenletbdl 3 ismeretlent meghatarozni? ... Ki kellene emelni valamit...
Kapcsolatot kellene teremtsek a két egyenlet kozott ... Ezt a feladatot nem lehet megoldani,
mert eggyel kevesebb egyenlet van, mint ismeretlen.”

Az egyetemistak koziil 8 hallgaté oldotta meg jol a feladatot, egyikéjiik 2 médszerrel
is. A 8 hallgatébol 1 gondolkodott geometriai modon, sikerrel.
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.,Rajottem, hogy + = y = z = 1 megoldas, s gondolom ez az egyediili. Az egyenleteket
latva eszembe jutnak a szamtani és négyzetes kozepek és az azok kozotti egyenlétlenség. ...
Teljes négyzetek kialakitasdval is megy, sot még egyszeriibb is.”

.,Megprobalom kétismeretlenessé alakitani az egyenletet, ezért z-t paraméternek tekintem,
és mindkét egyenletben jobbra viszem. Kifejezem az elsé egyenletbdl x-et, majd behelyettesitem
a masodik egyenletbe, és azt megoldom, mint masodfoki egyenletet.”

Rajtuk kiviil 9 didk sejtette meg a megoldast, de nem sikeriilt bizonyitania az uni-
citasat, koziiliik 2 elrontotta a szamolast. Még 2 hallgaté probalkozott geometriai in-
doklassal, sikertelentil. A tobbi 5 didk néhany lépésnyi algebrai atalakitas utdan feladta a
gondolkodést.

., Azért, hogy csokkenjen az ismeretlenek szama, az egyiket kifejezhetjuk, és behelyet-
tesithetjiuk a masik egyenletbe ... vagy négyzetre emelem az elsé egyenletet, és kivonom beldle
a masodikat ... de igy vegyes szorzatok is lesznek ... lehet, hogy konnyebb lenne ha a feladat
geometria jelentését haszndlnak, vagyis, hogy az egyik egy gomb egyenlete, a masik meg egy
siké, a kettO keresztmetszete pedig egy kor ... de lehet pont is, ha csak érinti ... de nem jon
ki semmi.”

., Viete-féle osszefliggések kellenének? ..."

,,J6 volna, ha lenne még egy feltételiink. ... Egyenletrendszerek megoldasdt 11. osztdlyban
tanultuk. ... Prébalkozom a matrix, illetve determindnsos mddszerrel, hogy ellenérizzem, hogy
az egyenletrendszer kompatibilis-e, de erre nem tudom felirni.”

,,Ezt a feladatot még nem lattam. Az els6 gondolatom az, hogy két egyenlet van és hdrom
ismeretlen, tehat tuti valamilyen csellel kell megoldani, de semmi otletem sincs.”

Az eredményeket az alabbi tablazat foglalja Gssze.

Kozépiskolas tanuld | Egyetemi hallgatd
Teljes, helyes megoldas 3/23 ~ 13% 8/24 ~ 33,34%
J6 sejtés bizonyitas nélkiil 10/23 ~ 43,5% 9/24 =~ 37,5%
Geometriai gondolat 0/23 =~ 0% 3/24 ~ 12,5%
Hibas megoldas | 10/23~435% | 7/24 ~29,16%

2. feladat. Bizonyitsd be, hogy barmilyen a, b, c > 0 esetén

Va2 —ab+ b+ Va2 —ac+ 2 > Vb2 + be + 2.

1. megoldas. Els6é gondolatunk a gyokok kikiiszobolése lehet. Ez két négyzetre
emeléssel érheto el, utana a tagok megfelel6 csoportositasaval megprébaljuk igazolni
az egyenlOtlenséget. A megfelel6 feltételeket szem el6tt tartva, négyzetre emelve az
egyenlotlenséget, kapjuk, hogy

2v/a? — ab + b2V a? — ac + 2 > ab + ac + be — 24>,

Ha a jobb oldal negativ, akkor végeztiink, kiilonben jra négyzetre kell emelni, majd
a tagok némi atrendezésével kapjuk, hogy

AV’ + a’c? + b*c® + 2abe — 2ab’c — 2abc® > 0 < (ab+ ac — bc)® > 0,

ami nyilvanvalbéan igaz.
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2. megoldas. Tekintsiik az egyenlotlenség bal oldalat, mint a-tdl fliggd b-ben és c-ben
paraméteres kifejezést. Legyen ekkor

f:Ry =R, f(z)=Va2—br+b+ Vo2 —cr+c2 bc>0 paraméterek.

Matematikai analizisbeli eszkozokkel igazolhatd, hogy a fiiggvény minimumhelye
be

To = 35, melyet visszahelyettesitve a fuiggvény minimumat kapjuk, ami éppen

Vb2 + be + 2. Tehat f(x) > Vb? + be + ¢2, VY > 0 esetén, ahonnan

Va2 —ab+ b+ Va2 —ac+ 2> V2 +be+ 2, Va,b,c >0 esetén.

3. megoldas. Ha jol megfigyeljik a gyokok alatti kifejezéseket, észrevehetd, hogy
mindharom esetben két valtozé négyzete és azok szorzata szerepel. Esziinkbe juthat
a koszinusztétel: 22 = x? + y? — 2zy cosy

Az elsé gyok alatti a® + b — ab alakot akkor kapunk, ha az illet§ szog koszinusza

%, azaz ha a szog mértéke 60°. fgy geometriailag konnyen abrazolhaté mindharom

kifejezés, hiszen a jobb oldalon 120°-os szog van elrejtve.

Tehat mindharom négyzetgyok egy-egy szakasz hosszat jeloli, és bizonyitani kell,
hogy két szakasz hossza nem kisebb egy harmadik szakasz hosszéanal. Ilyesmi a
haromszog-egyenlotlenségben fordul eld, tehat egy olyan abréat kell késziteni, ame-
lyen a bizonyitandé egyenlotlenségben szerepld négyzetgyokok egy haromszog oldal-
hosszaiként jelennek meg.

Szerkessziilk meg az AOB és AOC' haromszogeket gy, hogy OA = a, OB = b,
OC = ¢ és m(AOB) = m(AOC) = 60°, valamint B és C' az OA-hoz viszonyitva
ellentétes félsikban legyen (3.1. dbra).

B

3.1. abra. A feladat geometriai modellje

A koszinusztétel alapjan
AB =+va? —ab+ 0, AC =+va?—ac+c? és BC = vVb?+ be+ 2.

Az ABCa-ben a haromszog-egyenlotlenség alapjan AB + AC > BC, vagyis
Va2 —ab+ b2+ Va2 —ac+ 2> Vb2 + be + 2.
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A masodik feladat esetén arra voltam kivancsi, hogy a didkoknak esziikbe jut-e egy
algebrai probléma esetén a geometriai iton valé probalkozas. Eszreveszik-e, hogy a gyokki-
fejezések szakaszhosszként reprezentalhatok, igy tulajdonképpen két szakasz 6sszhosszarol
kell kimutatniuk, hogy nem kisebb, mint egy harmadik szakasz hossza. Es ha eddig el-
jutnak, sikeriil-e olyan abrat késziteni, amelyr6l mar konnyen leolvashaté a haromszog-
egyenlotlenség.

A 23 kozépiskolai tanulébdl 4 didknak fordult meg a fejében, hogy az egyenlotlenség
esetleg geometriailag is interpretdlhatd, koziilik harman megtalaltdk a megfelel6 mo-
dellt, és tokéletesen meg is oldottak a feladatot. A tobbiek algebrai uton prébalkoztak,
¢és altaldban egyszeri négyzetreemelés utan abbahagytdk a szamitasokat. Erdekes, hogy
hasonlé forméju (gyokkif. + gyokkif. = gyokkif.) irraciondlis egyenletekkel 10. osztélyban
foglalkoztak, igy tudhattak, hogy egyszeri négyzetreemeléssel nem tlintethetok el a
gyokok, mégis lealltak ezutan. Ebbdl arra kovetkeztetek, hogy a megjelend sok tag kezelése
folillmulta a munkakapacitasukat.

A koszinusztétel jobb oldaldhoz hasonlitanak a gyok alatti kifejezések. ... Egy
hdromszogben két oldal hossza nagyobb vagy egyenlo a harmadikéval.”

.,Eszembe jutottak a roviditett szamitdsi képletek, csak a kozépsé tag kétszer kellene
legyen. Vagy az altalanos Pitagorasz-tétel kell?”

.,Félek négyzetre emelni, de megprébalom ... nem haszndl, rdadasul kevés az ido, és még
csak evvel a feladattal foglalkoztam, tilbonyolitottam ... nem sikeril. Megéllt a tudomany.”

A 24 egyetemi hallgaté koziil 6 gondolt geometria modell készitésére, de tokéletesen
csak 2 vitelezte ki a megoldast. A tobbiek algebrai uton gondolkodtak, de csak 2 hall-
gatonak sikeriilt kétszeri négyzetreemeléssel helyesen megoldania a feladatot.

A gyok alatti kifejezések majdnem teljes négyzetek. Esetleg ha hozzaadnam a hianyzé
tagot és le is vonndm, akkor jutnék valamire. ... Ha az egyenl6tlenséget négyzetre emelném,

az sem lenne célravezetd szerintem. ... Egy érdekes cselt kell szerintem alkalmazni, csak nem
jovok rd, hogy mit. ... Kiilonboz6 egyenlotlenségek jutnak eszembe: Minkowski, Cauchy, Young,
szamtani-mértani kozepek kozotti ... A geometridt hivjuk segitségil. A gyokokrol eszembe

jutott a koszinusztétel.”
.,Négyzetre emelve megszabadulok a gyokok egy részétél, majd rendezem, és megint
négyzetre emelem. ... Elég bonyolult, de keresem, hogy minek a négyzete. ..."

Kozépiskolas tanuld | Egyetemi hallgatd
Teljes, helyes megoldds 3/23 ~ 13% 4/24 =~ 16,67%
Ebb6l geometriai titon 3/23 =~ 13% 2/24 ~ 8,33%
Geometriai gondolat 4/23 ~ 17,4% 6/24 =~ 25%
Nem oldotta meg | 20/23~87% | 20/24 ~ 83,33%

3. feladat. Egy lakatlan szigeten miutdn a kalézok felhuztdk a zendiiloket az (A)
akasztofara, a kovetkezo modon astak el kincseiket: Kimérték a tavolsagot az akasztofatol
az (F') forrasig, majd jobbra fordultak, és ugyanannyit léptek, mint A-tél F-ig, majd itt
kijelolték a K pontot. Hasonléan, az akaszt6fatol a (B) barlangig 1épkedtek, balra fordul-
tak, majd ugyanannyit léptek, mint A-tél B-ig, és kijelolték a K, pontot. Végiil a [K; K3
felezopontjanal elastak a kincset. Hiisz év milva a kapitany visszatért, hogy magéaval vi-
gye a kincseket. Nagy meglepetésére az akasztofat sehol sem taldlta. Megtalalhatja-e a
kincseket?
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1. megoldas. Mikor van egyaltalan esélye a kapitanynak megtalalni a kincset? Némi
gondolkodas utan rajohetiink, hogy ez csak akkor lehetséges, vagyis csak akkor
talalhaté meg a K pont helye, ha az A akasztéfa mozgatasaval a kincs helye ke-
veset valtozik, vagy legalabbis kis teriileten beliill mozog. A feladat matematikai
szohasznalattal a K pont mértani helyének megtalalasat kéri, amikor az A pont
mMozog.

Ugyanakkor sejthetjiik, hogy mivel az akasztéfa mar nincs meg, a kincs csak akkor
talalhaté meg, ha annak helye egyéltalan nem fiigg az akasztéfa helyétol, csak a
forrasétdl és a barlangétol. Némi kisérletezés utan, még szamitogépes geometriai
program hasznélata nélkiil is rajohetiink, hogy ez valéban igy is van.

A sejtés bizonyitasa mar valamivel nehezebb probléma. Mivel a feladat szovegében
90°-0s tavolsagtartd forgatasok szerepelnek, kézenfekvd a geometriai objektumok
algebrai uton, komplex szamok segitségével valo kezelése.

Ki kell tehat szamitani a K pont affixumat a tobbi pont affixuma segitségével.
Kozben arra szamitunk, hogy az eredményben nem fog szerepelni az A pont affi-
xuma, csak a B, illetve az F' ponté.

3.2. dbra. A feladat geometriai modellje

Mivel m(AFK;) = 90° és AF = FK, ezért
ki —f=(a—f)i <= ki=f+(a— f)i.
Hasonléan m(z@) =90° és AB = BK>, igy
a—b= (ks —0b)i < ko= (1+1)b— ai.

Ekkor
b — kit ke (1—9)f+ (1 +4)b
2 2 ’
ami valoban azt jelenti, hogy a kincs nem fligg az akasztofa helyétol, csak a bar-
langétol és a forrasétol, tehat tetszoleges helyen folvéve az A pontot, a megadott

eljarast végrehajtva, megtaldlhaté a kincs.

Ha mindenféle eljaras nélkiil, egészen pontosan meg szeretnénk hatarozni a kincs
helyét, akkor kissé atalakitva a k-ra kapott Osszefiiggést, rogton kideriil, hogy az a
barlang és a forras helyéhez képest hol taldlhaté.
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Valéban,

A—i)f+A+9b b+ f+ilb—f) :b+f+i_b—f

k= 9 9 9 9

ami azt jelenti, hogy a [BF] felezépontjatol, a BF-re merélegesen kimérjik [BF]
felét, és ott a kincs.

Mivel a [BF] felezémerélegesén két ilyen pontot is van, ezért a kapitanynak esetleg
két helyen is kell asnia, de megtalalja a kincset.

. megoldas. Egy masik nem sokkal kiillonboz6 megkozelitési mod, kisérleti iton an-
nak megsejtése, majd ugyancsak komplex szamok segitségével valo bizonyitasa, hogy
az F K Ba egyenld szaru derékszogi (3.3. dbra), ugyanis ez éppen azt jeleni, hogy a
kincs a [BF| felezémerdlegesén helyezkedik el, attél éppen akkora tavolsdgra, mint
annak félhossza. Valéban, behelyettesitve a K pont

b b=

k 1
2 2

affixumét a
b—k=1i-(f—k)

osszefiiggésbe, igaz allitashoz jutunk.

. megoldas. Az FK Ba egyenl6 szaru derékszogi hdaromszog volta geometriai transz-
formaciok segitségével is konnyen igazolhaté. Mivel a Ky pontnak a B pont koriili
90°-0s pozitiv irdanyu elforgatdsa az A pont, majd annak az F' pont korili szintén
90°-o0s pozitiv iranyu elforgatdsa a K; pont, és mivel e két elforgatas szorzata
kozéppontos tikrozés, ezért a tikrozés kozéppontja a [K;K,| felezOpontja, azaz
a K pont. Ezek utan a B pontra alkalmazva e két elforgatas egymasutanjat, a B
onmaga koriili elforgatdsa B, majd az F koriili elforgatasa B’. (3.3. dbra)

!
By
\

3.3. abra. A feladat geometriai modellje

De B’ a B pontnak K-ra vonatkozo tiikorképe is, mivel a szorzattranszformacié K-ra
valé tikkrozés. Igy az BF B!, és annak fele, az F'K By is egyenlé szaru derékszogu.
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A feladat célja annak folmérése volt, hogy a didkok mennyire képesek akar tobb
abrazolasi kisérlet itjan valamilyen sejtést megfogalmazni, illetve esziikbe jut-e a komplex
szamok geometriai alkalmazasanak hatalmas elénye a sejtés bizonyitdsa érdekében.

Sajnos sem a kozépiskolai tanuldk, sem az egyetemi hallgatok nem boldogultak
kelloképpen a feladattal. Elobbiek kozil 7-en, utébbiak koziil csupan 5-6n fogalmaz-
tak meg helyes sejtést, de senkinek sem sikeriilt bizonyitani azt. Komplex szamok be-
vezetésével senki sem probalkozott. Ez valdszintileg azzal magyarazhato, hogy a komplex
szamok ilyen szintii geometriai alkalmazasa ritkan jelenik meg a kozépiskolai tananyagban,
ezért nem szerepel a didkok aktiv eszkoztaraban. Ugyan tanultak a komplex szamok trigo-
nometrikus alakjat, ilyen alakban megadott komplex szamokkal miiveleteket is végeztek
(szorzds, osztds, n-ed rendii gyokvonds), de mivel ezzel parhuzamosan nem gondolnak
minden esetben az eredmény geometriai interpretacidjara, igy forditott esetben, pl. bi-
zonyitasos mértanfeladat esetén, nem természetes azok alkalmazasi lehetosége.

A harmadik bizonyitasi mdédszer f6l sem meriilt senkiben, hiszen a geometriai transz-
formaciok nem iskolai tananyag Romaniaban, igy esetleg csak magyarorszagi versenyekre
késziilés soran, nagyon kevesen taldlkozhattak azokkal. Az egyetemi hallgatok ugyan ta-
nultdk a geometria transzformaciokat, de tilsagosan elméleti megkdzelitésben ahhoz, hogy
néhanyukat leszamitva konkrét feladat kapcsan hasznalni tudnak azokat.

Kozépiskolas tanul6 | Egyetemi hallgaté
Teljes, helyes megoldés 0/23 ~ 0% 0/24 =~ 0%
J6 sejtés bizonyitas nélkiil 7/23 ~ 30,43% 5/24 =~ 20,83%
Komplex szamok alk. gondolata 0/23 ~ 0% 0/24 ~ 0%
Transzforméciok alk. gondolata | 0/23 =~ 0% | 0/24~ 0%
Sejtés sincs | 16/23 = 69,57% | 19/24 ~ 79,17%

Néhany gondolat a didkok dolgozataibdl:

.,Nem értem a feladatot. A kérdés az lenne, hogy a kapitany 20 év mdlva hogyan méri ki a
[K1 K] felez6pontjat, ha nincs meg az akasztéfa? ... Ujra elolvasom a feladatot figyelmeseb-
ben.”

.,Szerintem nem taldlhatja meg a kincset, mivel nem tudja meghatdrozni a Ki-et és Ko-t."

.»Mivel két egyenlo szaru derékszogli haromszog van, a hasonlésag jutott eszembe, de nem
j6 semmire sem.”

.,Ha A-t ismeretlennek tekintjiik, legyen tetszbleges, és elkezdjiik folyamatosan mozgatni,
akkor a kincs helye is folyamatosan véltozik.”

.,Hat most egészen rosszul érzem magam, hogy ezt a feladatot nem tudom megoldani
harmadéves matematika szakos hallgatéként.”

., TObb abrat is készitettem, és az a sejtésem, hogy akdrhova kerll az akasztéfa, a kincs
egy bizonyos egyenes mentén fog elhelyezkedni, de nem tudom, hogy pontosan hol.”

A kincs, a barlang és a forras egy derékszogli haromszoget alkot.”

.,Ez a feladat érdekesebbnek tiinik, mint a tobbi, ezért ezzel kezdem. ... Az abrdim alapjan
azt sejtem, hogy a kincs ugyanolyan tavol van a barlangtdl, mint a forrastdl, ezért a kapitany
csak a [BF] felezdmerdlegesét kell végigassa. De ezt nem tudom bizonyitani.”

., Kiprébaltam, hogy az A-nak a helye valtoztatja-e a kincs poziciéjat. Ahogy ldtom, nem
befolyasolja a kincs megtalaldsat, csak nem tudom bizonyitani. De biztos, hogy a K a [BF|
felezbpontjara hizott merblegesen van BF'/2 tévolsagra tdle."
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3.2. A fejlesztés céljai és mddszere

Az elomérés eredményeibdl kideriilt, hogy tgy a kozépiskolas didkok, mint az egyetemi
hallgatok eszkoztara meglehetdsen hidnyos az olyan matematikai problémak megoldasat
illetéen, ahol az a probléma kijelentésétol eltérd, mas reprezentacioban valé gondolkodast
igényel, vagy a mas teriileten valé okoskodas egyszeriibb, atlathatobb a szovegezés adta
kézenfekvé megoldasmodnal.

Ugyanakkor az is megfigyelheto, hogy még azok a didkok is, akikben megsziiletik a
probléma egy mas szemszoghdl valdo megkozelitésének gondolata, tobb esetben nem tudjak
kivitelezni a teljes megoldast, ami az adott teriiletre vonatkozé ismerethidanyra utal.

Mindemellett, mivel tobbiiknek semmilyen tapasztalatuk nincs nem standard, az
osztalyszintii feladatoktdl eltéré problémak megoldasaban, még a feladat megoldasara
(eredményére) vonatkozé valamilyen sejtés megfogalmazasa is nehézséget jelent.

3.2.1. A fejlesztés céljai

A megfigyelések alapjan a kovetkezd célokat fogalmaztam meg a fejleszté foglal-
kozéasokra vonatkozoan:

e a problémamegoldés 1épéseinek tudatositdsa

e Aaltalanos heurisztikus eljarasok, stratégidk tanitdsa problémamegoldés utjan

e a transzformacidéelv mint altaldnos heurisztikus eljaras alkalmazasa

e a kiillonboz6 tananyagrészek osszekapcsolasa egy probléma megoldasa soran
e az analdgidkban valé gondolkodas fejlesztése

e kisérletezés alapjan torténd sejtések megfogalmazasianak elOsegitése, gya-
korlasa

e kiilonb6z6 reprezentacidkban valé gondolkodasra nevelés a feladat szove-
gezésének mélyrehatobb vizsgalata altal; az ,,arulkodé jelek” megfigyelésére valo
érzékenység kialakitasa és fejlesztése

e vizualis problémareprezentaciok készitése, elemzése

e az egyes objektumok strukturdjat legjobban szemléltetdo reprezentacidok
kivalasztasdnak felismerése

e tobbféle megoldési lehetOség keresése

e Uj problémak megfogalmazasa egy adott reprezentacion torténé modositassal, rep-
rezentaciévaltassal

30



3.2.2. A fejlesztés modszere

Ugy a kozépiskolas didkok, mint az egyetemi hallgatok szamara harom hénapon ke-
resztil, heti masfél éras fejleszt6 foglalkozast tartottam tanitas utani szakkor formajaban.

Minden foglalkozason koriilbelil 12-15 didk vett részt, tehat két-két szakkor zajlott
egymas utan kozépiskolasoknak, illetve egyetemistaknak egyarant.

A didkok a foglalkozasokon inkabb parban, néha 3-4 fés kiscsoportokban dolgoztak.
Igyekeztem elGsegiteni az onallo felfedezést, igy kozvetleniil a probléma kitiizése utan
semmilyen segitséget nem adtam a megoldasra vonatkozoan. Segit6 kérdésekkel, otletekkel
csak azutan avatkoztam be, ha mar teljesen elakadtak, és 6k igényelték a segitséget.

Minden foglalkozéds végén az aktudlis téma elmélyitése érdekében 6ndllé megoldédsra
szant hazi feladatot kaptak a didkok, melyeket a kovetkezd foglalkozdson mindig meg-
beszéltiink.

A fejleszt6 foglalkozasok alatt a kovetkezé témakat érintettiik:

e geometriai iton megoldhatd algebrai szélsoérték-feladatok

e analitikus geometriai eszkozokkel megoldhaté algebrai egyenletek, egyenlétlenségek
és egyenletrendszerek

e trigonometrikus uton megoldhaté egyenletek és egyenletrendszerek
e geometria feladatok algebrai uiton, koordinatageometriai eszkozokkel valéo megoldasa
e komplex szamok geometriai alkalmazasai

o fliggvény értelmezési tartomanyanak és értékkészletének vizsgalataval megoldhato
egyenletek és egyenletrendszerek

e fliggvény monotonitasi és konvexitasi tulajdonsdganak felhasznalasaval megoldhaté
egyenletek és egyenletrendszerek

e fixponttal rendelkezd fliggvények segitségével megoldhaté egyenletek és egyenlet-
rendszerek

e geometriai széls6érték-problémék algebrai, ill. fiiggvénytani megoldasa

e a matematikai analizis elemeinek felhasznalasa algebrai problémak megoldasaban
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4. fejezet

A fejlesztés folyamata és értékelése

Ebben a fejezetben a két mérés kozott lezajlott fejleszto foglalkozasok anyagat mu-
tatom be tematikus bontasban. Minden témakor esetén részletesen ismertetem néhany
jellegzetes probléma feldolgozasat abban a szellemben, ahogy az a foglalkozdason meg-
valosult, majd a héazi feladatnak szant problémékat sorolom fel, a legtobb esetben kitérek
azok részletes megoldasara is.

A didakok minden foglalkozas elején megkaptak az aznapi feladatokat anélkiil, hogy
kozoltem volna, hogy azok milyen témakorbe tartoznak. Mivel nem titkolt szandékom
volt a felfedezteté modszer alkalmazasa, a tanuldk el6szor mindenféle segitség nélkiil
probélkoztak a feladatok megoldasaval. A nehezebbnek bizonyulé problémak esetén vi-
szont a didkok kérésére ravezeto kérdések, otletek mentén egytitt dolgoztunk. Ezen segito
kérdések és otletek mentén mutatom most be a foglalkozasokon megoldott problémékat.

Az orak soran ugyancsak 0sztonoztem a didkokat az egyes feladatok tobbféle iranybol
valo megkozelitésére, tobbféle megoldasi modszer keresésére, esetleg ezek 6tvozésére. Min-
den olyan feladat megoldasa utan, amelyre tobbféle megoldas is sziiletett, megbeszéltiik,
hogy melyik modszer hatékonyabb, eredményesebb, mutatja jobban a probléma szerke-
zetét, és melyik munkasabb, kevéshé célszerii az adott feladat esetén. Emellett, amennyire
lehetett, batoritottam a didkokat, hogy maguk is fogalmazzanak meg hasonl6 szerkezetii
problémékat. Esetenként ilyen altaluk szerkesztett feladatokat is bemutatok.

A feldolgozott témakoérok hdrom fé stratégia koré szervezodtek:

1. Algebrai kijelentés - geometriai megoldés

Szintetikus, analitikus és trigonometrikus megoldasmédok

2. Geometriai kijelentés - algebrai megoldas
A Descartes-féle koordindta-rendszer felhasznalasa

A Gauss-féle komplex szamsik alkalmazasa

3. Alkalmas fiiggvény bevezetése
Elemi fiiggvények tulajdonsagainak felhasznalasa

A matematikai analizis elemeinek alkalmazésa
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4.1. Algebrai problémak geometriai reprezentacioi

Az els6é stratégiat algebrai szovegezésii feladatok, konkrétan egyenletek,
egyenlotlenségek, egyenletrendszerek és szélsoérték-problémak megoldasanak, kiilonb6zo
algebrai Osszefiiggések bizonyitasanak a tandérakon megszokott tipikus modszerektol
eltérd, mas szemléletmodja révén kivantam bemutatni, elmélyiteni.

Célom az volt, hogy a didkok algebrai szovegezésli problémdk lattan is képesek
legyenek aktivizalni mértantudasukat, a geometria szemiivegén keresztiil is képesek
legyenek tanulmanyozni egy algebrai problémat, hiszen bizonyos esetekben az ilyen
megkozelitésmod eredményesebb a tandrakon begyakorolt és reflexszertien alkalmazott
megoldasi moddszereknél. Példaul nem standard algebrai problémék esetén gyakran
célravezetd, nyerd stratégiai jellegti otlet, valamilyen vizualis modell készitése, és a
probléma geometriai tiron vald targyalasa.

Természetesen egy jé vizualis modell megtalaldsa nem konnyti, sot néha még annak
megléte sem biztositék a probléma helyes megoldasahoz, de mindenképpen elonyos, ha a
didkok jartassagot szereznek ilyen modellek készitésében és alkalmazasaban.

Mi olyan modellek készitésével foglalkoztunk, amelyek valamilyen algebrai széve-
gezés feladat szintetikus-, analitikus-, vektorgeometriai vagy éppen trigonometriai meg-
oldasmaédjat segitik eld. A feladatok tobbségénél altalaban, ha talalhaté a geometria egyik
tertiletén vald targyaldsmodot lehetové tevo modell, akkor készitheté mas teriileten vald
okoskodast lehet6vé tevo modell is. Példaul kis médositassal a szintetikus geometriai meg-
oldasmédok mind atvihetok a derékszogi koordinata-rendszerbe, ami nem meglepd hiszen
az adott problémak pont emiatt targyalhatok tigy algebrai, mint geometriai titon. A kérdés
csupan az, hogy melyik elonyosebb.

4.1.1. Szintetikus geometria

Amikor a feladat szovegezésében valamilyen geometriai objektum hosszara, teriiletére
vagy térfogatara vonatkozé osszefiiggéshez hasonld kifejezések jelennek meg ,gyanut fog-
hatunk”. Természetesen ezek felismerése megfelel6 mennyiségli matematikai ismeretet, és
azok kozott megfelel6 mindségii kapcesolatrendszert feltételez.

Néhany tipikus, a problémék szévegében gyakran el6forduld ,arulkodo jel”:

o /124 y? - téglalap atléjanak, derékszogli haromszog atfogdjanak hossza
e 1v/2 - négyzet atlojanak, egyenld szaru derékszogli haromszog atfogdjanak hossza

\/x? — y? - derékszogii haromszog egyik befogdjanak hossza

2?2 + y* & 2y - hdromszog valamely oldalhosszéanak négyzete

A+ B-cosa vagy A+ B -sina - haromszog valamelyik oldalhosszénak négyzete

Vx? + y? + 22 - téglatest testatldjanak hossza
2v/3 - kocka testétléjanak hossza

x -y - téglalap tertilete

o 1 -y -2z - téglatest térfogata
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Oran megoldott feladatok

4.1.1. Feladat. Igazold, hogy barmely a,b,c € R szam esetén

Va2 + 02+ V2 + A+ Ve +a2> (a+b+o)V2.

Kérdések:

Mire emlékeztet az egyenl6tlenség jobb oldala? Hol jelenik meg ilyen zv/2 alakd
kifejezés?

Hét a bal oldali gyckok? Hol talalkoztal mar /22 + y? alaku kifejezéssel?

Hogyan jelenithet8k meg ezek? Ossze tudndd-e kapcsolni az 6sszeset egyetlen dbran?
Mi olvashato le errdl az abrardl?

Mit jelent az egyenl6tlenség geometriailag? Mikor all fenn egyenloség?

Minden a, b, ¢ valés szam esetén jol irja le a modell az egyenlotlenséget? Mi torténik
negativ szamok esetén?

Ugyanezen modell alapjan meg tudnal-e fogalmazni més allitasokat? Tudnal alkotni
hasonlé egyenldtlenségeket?

Hasonld, de méas modell esetén meg tudnal-e fogalmazni hasonl6 jellegi allitdsokat?

Megoldas: Ha a, b, ¢ pozitiv szamok, akkor a jobb oldali kifejezés egy a + b+ ¢ oldal-
hosszisagu négyzet atloja lesz, mig a bal oldali gyokok egy-egy téglalap atloinak hosszai.
fgy szerkeszthetlink egy olyan geometriai modellt, amelyen az egyenl6tlenségben szerepld
gyokkifejezések szakaszok hosszaiként jelennek meg.

D C

a

c \
M

b

A b a c B

4.1. abra. Az egyenlotlenség geometriai modellje

A 4.1. abra alapjan

BM =V + 2, MN =vVa?+2, ND=+Va2+?é BD = (a+b+c)V2.

Vildgos, hogy BM + M N + ND > BD, ami éppen a bizonyitand6 egyenldtlenség.
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Ha az a,b, ¢ szamok valamelyike negativ, példaul ¢ < 0, akkor az a, b, —c értékekre
szerkesztjik a modellt, és ekkor

Va2 + 2+ Vi + 2+ vV +a?> (a+b—c)vV2> (a+b+c)V2.

Tehat az egyenlétlenség barmilyen a, b, ¢ valds szam esetén igaz, és egyenloség csak
a = b = c esetén all fenn.

Megjegyzés: A didkok tovabbi modelleket és ezekhez kapcsolodd egyenlétlenségeket
javasoltak:

1.) A 4.2. dbra alapjén

BP+PD>BD <= /2+0+c)?2+Va2+(a+b2>(a+b+c)V2

VD2 4 2bc + 262 + V2a% + 2ab + b2 > (a+ b+ c)V2

—

D C
a
< N P
‘ \ M,
9N
b
A b a c B

4.2. 4bra.

2.) A 4.3. dbra alapjan

AQ+ QP+ PC > AC +— V2l2+2Va2+E2 > (a+b+c)V2

&
a
A\ P
c
@] M
b
A b a c B
4.3. dbra.
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4.1.2. Feladat. Igazold, hogy barmely a;,b; € R, i € {1,2,...,n} esetén

a2 +0%+ . A Va2 +0.2 >V (a+ag ..+ an)?+ (b4 by + ...+ by)?
Kérdések:

e A bal oldali gyckkifejezések mar ismerdsek. De minek az algebrai leirasa lehet a jobb
oldali gyok?

e Ossze tudndd kapcsolni egy modellen az Gsszes informéaci6t?
e A kapott abra alapjan mikor all fenn egyenloség?
e El tudod képzelni a kapott modell térbeli valtozatat?

e Mi lenne a sikbeli egyenl6tlenség térbeli megfelelGje?

Megoldas: Az egyenlotlenség bal oldala n darab kis téglalap atléjanak Osszhossza,
ami torottvonalként képzelhet6 el. A jobb oldal egy olyan nagy téglalap atléjanak hossza,
amelyik ilyen kis téglalapokbol all.

(- ‘ a;
D 1 a9 1 )
Dn—l ST
e M, 1
Do -2 ol
- 'a‘” a.nl.{z
Dl — ” okl
,»" :lfl
A By By B, _1 B

4.4. abra. A sokszog-egyenlotlenség

Mindezek megjelenitése érdekében - a 4.4. dbranak megfeleléen - vegyiink fel egy olyan
ABCD téglalapot, amelynek oldalait az AB; = a1, B1Bs = as, ..., B,_1B = a,, valamint
az ADy = by, D1Dy = by, ..., D,,_1D = b, kiilonboz6 hossziisdgu szakaszok alkotjak, majd
hizzunk a téglalap oldalaival parhuzamos egyeneseket a B;, D; pontokon keresztiil. fgy
n? kis téglalap keletkezik.

Ekkor az egyenlétlenség bal oldala az [AM M, ... M, 1C|] toréttvonal hossza, mig a
jobb oldal az AC atlé hossza, ami nyilvanvaléan nem nagyobb az emlitett torottvonal
osszhosszdndl. Egyenldség pontosan akkor dll fenn, amikor £ = ﬁg, Vie{l,2,...,n}.

A térbeli modell alapjan el6allé analog egyenlotlenség a 4 1.9. hazi feladat.

Megjegyzés: Mig a didkok az els6 feladattal eleinte nehezen boldogultak, ezt a fel-
adatot mar szinte mindenki tokéletesen meg tudta oldani segitség nélkiil, st a térbeli
megfelel6jére is konnyen rajottek. Nehézség inkabb az egyenloség fennéllasanak helyes

megéllapitdsaban mutatkozott.
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4.1.3. Feladat. Igazold, hogy Ya,b,c € R, szamok esetén

aZ + b2 — abV3 + \/62+02—bC\/§+ \/a2+02—a0\/§2a\/§
Kérdések:

e Most a jobb oldali kifejezések ismerds. Minek az algebrai leirasai lehetnek a bal
oldali gyokkifejezések?

e Ha egy derékszogii haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan az atfogd hossza
V22 + 9?2, melyik metrikus Osszefiiggésben jelenik meg 22 + 32 — zy vagy

V2 + y? — xy alaku kifejezés?
e Ossze tudndd kapesolni a kapott informéacickat egy modellen?
e Meg tudnad éallapitani, hogy mikor all fenn egyenldség?

Megoldas: A jobb oldali kifejezés egy a oldali négyzet atldja, vagy egy a befogdji
egyenl szari derékszogli haromszog atfogdja. A bal oldali gyokok alatt egy-egy koszi-
nusztétel formaju kifejezés van, ahol a megfelel6 oldalak altal bezart szog mindharom
esetben 30°. Felrajzolva a kozos kezdépontd a, b, c,a hosszisagi szakaszokat, melyek
egymassal rendre 30°-os szoget zarnak be, a 4.5. dbrat kapjuk.

A
(1 \/§
(1 B
C
L [
o a D

4.5. dbra. Koszinusztétel

Ekkor az [ABC D] téréttvonal hossza nem kisebb az AD &tfogd hosszanél, ami éppen
a kért egyenlétlenség. Egyenléség b = ¢ = (v/3 — 1)a esetén all fenn.

Megjegyzés: Arra, hogy a gyokok alatt a koszinusztételben szerepld kifejezések van-
nak, igy azok valamilyen szakaszok hosszai, a didkok kis segitséggel rajottek. Az in-
formaciok egy abran valé elhelyezése, tehat a célszeri modell megtaldlasa, mar sokkal
nagyobb problémat okozott. Tudtak, hogy az egyes szakaszok rendre 30°-os szoget kell
bezarjanak, de hogy egy kozos kezddpontba, és pont ilyen sorrendbe helyezzék Oket,
mar keményebb diénak bizonyult. Ebben a korabbi két feladat sem segitett, hiszen
azoknal téglalapracson dolgoztak. Viszont anndl nagyobb volt az 6rom, amikor Osszeallt
a tovabbvezeté modell, igy a didkok egyértelmiien pozitivan értékelték a feladatot.
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4.1.4. Feladat. Igazold, hogy V x,y, z,t € [0,1] esetén

z(1—t)+y(l—a)+2(1—y)+t(l—2) <2.
Kérdések:

e Hogyan jelenithet6 meg geometriailag az a - b szorzat? Milyen alakzat mely jel-
lemzo6jének a mérészama lehet?

e Mire utalhat, hogy nem a - b, hanem a - (1 — b) alaku szorzatok szerepelnek?
e Tudnal késziteni olyan modellt, amelyen tobb ilyen teriilet jelenik meg egyszerre?

e Ha a talalt modell nem a legatlathatébb, tudnal médositani a feladat kijelentésén,
és annak megfelel6 vizualis modellt gyartani?

e Meg tudnad allapitani, hogy mikor all fenn egyenloség?

Megoldas: A jobb oldali szorzatok geometriailag bizonyos téglalapok teriileteinek
felelnek meg. Mivel a - (1 — b) alakid szorzatok szerepelnek az egyenlStlenségben, ezért egy
egység oldali négyzet oldalain fogjuk folvenni a feladat kijelentésében megjelend értékeket.

Tekintsiik az ABC'D egységnyi oldali négyzet AB, BC, C'D, DA oldalain rendre az
M, N, P, Q pontokat gy, hogy AM =z, BN =y, CP =z, DQ =t (4.6. dbra).

Dl1—z P z £
l1—y
t i‘f\l'll'

4.6. dbra. Tertiletek

Mivel a keletkezett téglalapok teriiletei atfedik egymast, nehezen lathatd, hogy az
osszteriiletitk nem haladja meg a 2 teriiletegységet, azaz ketténél tobbszor nem fe-

dik le a négyzetet. Ezért érdemes leosztani az egyenlotlenség mindkét oldalat 2-vel, és
haromszogek teriiletében gondolkodni. Ekkor

Tarmig +Tsun +Tene +Tpoop < Tapep,

azaz

z(1—t) y(l—2) z(1-y) t1-2)
;. T ot =t
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ahonnan
zx(1—t)+y(l—z)+z2(1—y)+t(1—2) <2

Egyenl6ség (z,y, z,t) € {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} esetén &ll fenn.

Eszrevehets ugyanakkor, hogy z = y = z = ¢ = % esetén a haromszogek csupan a
négyzet felét fedik le, tehdt az egyenlétlenség meglehetdsen durva.

Megjegyzés: Az egyenltlenségnek megfelel6 modell megtalalasa nem volt kénnyt
feladat sem a kozépiskolas didkok, sem pedig az egyetemi hallgaték szamara. A nehézséget
az egység oldali négyzetben valé gondolkodas és oldalainak felosztasa jelentette. Miutan
kis segitséggel megsziiletett az els6 modell, tovabb mar konnyen okoskodtak magukra a
diakok, s6t néhanyan koziiliik a jobb atlathatésag érdekében, javasoltak az egyenlétlenség
végigosztasat 2-vel, és téglalapok helyett, haromszogek tertiletében valé gondolkodast. Az

egyenloség fennalldsanak kikisérletezése sem okozott gondot.

4.1.5. Feladat. Oldd meg az alabbi egyenletet a (O, %) intervallumon!

V15 —12cosx + \/7—4\/§sinx:4

Kérdések:
e Hogyan allithatok elé valamilyen szakaszok hosszaiként a bal oldali gyokkifejezések?

e Milyen osszefiiggés hasonlit konkrét értékek esetén a gyokok alatti kifejezésekre? Fel
tudnad irni?

e Tudnal késziteni olyan vizualis modellt, amelyen egyszerre jelenik meg mindkét
gyokkifejezés és a jobb oldal is?

e Hol jelenik meg ekkor az ismeretlen?

e Mit tudsz leolvasni a kapott abrarol?

e Mit jelent az, hogy a két gyok Osszege egyenl6 a jobb oldali szammal?
e Hogyan tudnad meghatarozni az ismeretlent?

e Tudnal hasonlé feladatot szerkeszteni esetleg mas modell alapjan?

e Algebrai megoldas esetén, hogy lenne érdemes eljarni?

Geometriai megoldas: A gyokok alatti kifejezések alakja alapjan megprébéalhatunk
valamilyen geometriai &brat létrehozni, amelyen szakaszhosszként megjelennek a

V15— 12cosz és a /7 — 4v/3sinx kifejezések.

A koszinusztétel alapjan elégséges volna olyan a,b > 0 szamokat talalni, amelyekre
a’> +b? = 15 és 2ab = 12. Tlyenek az a = /3 és b = 2v/3. Ez azt jelenti, hogy abban a
hdromszogben, amelyben az a = v/3 és b = 2v/3 hosszisdgi oldalak szoge z, a harmadik

oldal hossza pontosan /15 — 12 cos x.

Hasonléan, ha az a = v/3 és ¢ = 2 hossztisdgu oldalak szoge 7 — x, akkor a harmadik

oldal hossza \/7 — 44/3 cos (% — x) = /7 — 4v/3sin z. Ezeket abrazoljuk, és megnézzik,

hogy mit jelent maga az egyenlet.
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Mivel z + § — 2 = 7, a két sz0g egymas potszoge, igy egymds mellé folvéve az x
mértékil, 2v/3 és v/3 szard, valamint a 5 — o mértékd, V/3 és 2 egység szara szogeket, egy
2v/3 és 2 egység szart derékszoget kapunk.

Szerkessziik meg az AOB derékszogli haromszoget gy, hogy m(@) =90°, OA =
2V/3 és OB = 2 legyen. (4.7. &bra)

A A

2v/3 C 2v3

@) 2 B O 2 B
4.7. abra. 4.8. 4bra.

Ekkor C' egy olyan pont a sikban, amelyre m(A/O\C’) =z és OC = /3, igy a koszi-
nusztétel alapjan

AC = \/(2\/§)Q+ (V3)2 —2-2v3-V3cosz = /15 — 12cos,

BC’:\/22+(\/§)2—2-2~\/§~cos<g—x) —\/7 - 4V3sinz.

A Pitagorasz-tétel alapjan AB = /(2v/3)2 + 22 = 4, igy az egyenlet szerint

AC + BC = AB.

Ez pontosan akkor teljesiil, amikor C' € (AB). (4.8. abra) Ugyanakkor az O-hoz tartozé
magassag h = % = /3, tehdt C az O-bdl hiizott magassig talppontja. De ekkor
m(O/fE‘) = 30°, igy m(A/O\C) = 60°, tehat z = .

Megjegyzés: VélhetGen a korabbi feladatok gyakorlata miatt, a feladat mogotti mo-
dell megtalalasa nem okozott kiillonosebb nehézséget a didkoknak. Egyesek ugyan késobb,
de mind rajottek, hogy az OC magassédg, igy a sajatos adatok miatt, = értéke konnyen
meghatarozhaté. Néhanyan mas szamadatokra ugyan, de tulajdonképpen azonos modellel,
teljesen hasonld egyenleteket gyartottak.

Algebrai megoldas: Pusztan algebrai szamitésokkal is megoldhato a feladat, viszont
mindenképpen érdemes helyettesiteni, hiszen egyszerli négyzetreemelés esetén nagyon el-
szaporodnak a tagok, igy kevésbé lesz atlathatd, kovetheté a megoldaés.

Legyen
A:=+15—12cosz,
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ahonnan viszont

15 — A?

COST = 12

De ekkor a trigonometria alaptétele szerint

(A2 =3)(27 — A2)
SInNxr = 12 .

A+\/7_\/(A2—3);27—A2):4

kevésbé szép, de konnyebben kezelheté alakra hozhatd. Kétszer négyzetre emelve, és
kozben rendezve kapjuk, hogy

fgy az egyenlet

3. [7—(4— A)?]° = (42— 3)(27 — A?)

A* —12A°% + 54A%2 — 1084 +81 =0
(A-3)*=0,

ahonnan A = 3, igy cosz = % Az x € (07 %) feltétel alapjdn z = 3.

Megjegyzés: Erdekes médon az algebrai megoldds nem bizonyult egyszertinek.
Minden csoportnak volt ugyan ugy irraciondlis, mint trigonometrikus egyenletek meg-
oldasaban némi tapasztalata, de evvel a fajta helyettesitéssel még nem taldlkoztak. Elso
nekifutasra altalaban elkezdték négyzetre emelni, rendezni, majd tjra négyzetre emelni
az egyenletet, am a tagok elszaporodasa miatt, foladtak a mddszeriik helyességébe vetett
hitet. Kis segitséggel viszont mar mindenki algebrai titon is megoldotta a feladatot.

4.1.6. Feladat. Hatdrozd meg az xy + 2yz + 3zx kifejezés értékét, ha az x,y,z pozitiv
valos szamok teljesitik a kovetkezd osszefiiggéseket:

2 2
x2+xy+y§:25, 3-1—2 =9, 2242z +2*=16.

Kérdések:

e Mihez hasonlitanak a feltételben szerepl6 Osszefiiggések?

Meg tudnad-e jeleniteni a harom feltételbeli Gsszefiiggést egyetlen geometriai mo-
dellen? Mit veszel észre?

A feltételek jobb oldaldn levé szamadatok mit jelentenek?

Mit jelent a feladat kérése geometriailag? Hogyan lehet a kéréshez hasonld
osszefiiggéshez jutni az dbra alapjan?

e Tudnal esetleg Uj modell alapjan hasonlé feladatot alkotni?

41



Megoldas: A rendszer megoldasa, majd a kapott értékek behelyettesitése a meg-
hatarozandé kifejezésbe bonyolultnak tiinik. Mivel az algebrai megoldasmod nagyon ne-
hezen jarhato 1t, ezért geometriai tton prébalkozunk. Mindharom egyenloség hasonlit a
koszinusztételben szerepl6 kifejezésre. Abrat készitiink, amelyen szakaszhosszként megje-
lennek a megadott egyenléségek, majd vizsgaljuk a kiszamitando kifejezést.

Mivel

v’ v\ y b
x2+xy+—:x2+<—) — 2.2 —=-cos—,

3 /3 3 %

2 2
Y 2 Y 2 Y
—+z2Z=|—F) +2°—2-—=-2z-cos,
3 (\/5) V3

2 2 2 2 2m
ZYrzt+art =24z —2-z'x~cos?,

felvesszitkk az OA = z, OB = \% és OC = z szakaszokat tugy, hogy m(A/O\B) = 150°,

m(B/O\C) =90° és m(@) = 120° legyen. (4.9. dbra) Ekkor a koszinusztétel alapjén

2 2
AB:\/I?—i-%—ny:57 BC:\/%-FZQ:?), AC =vVz22 +xz+ 2% =4

SO0y

C

4.9. abra. A rendszer geometriai jelentése

Mivel 150°+90° +120° = 360°, és a 3,4, 5 pitagoraszi szamhéarmas, ezért a keletkezett
ABC haromszog derékszogi.

A keresett xy + 2yz + 3zz kifejezés az AOB, BOC' és COA haromszogek teriiletével,
pontosabban teriiletosszegével hozhatoé kapcsolatba, ezért kiszamitjuk a nagy ABC
haromszog teriiletét kétféleképpen. Egyrészt Thpe = % = 6, maszrészt

Tapc = Toa + Tosc + Toac,

azaz
Ty 2zy  3xz

6 = + + ,
43 43 43

amit beszorozva 4v/3-mal, kapjuk, hogy

xy + 2yz + 3rz = 244/3.
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Megjegyzés: A diakok mind rajottek, hogy a feltételbeli Osszefiiggések koszi-
nusztételbeliek, viszont néhanyan rosszul szamitottak ki a szogeket, igy a helyes modellt
mar nem tudtak osszeallitani. A hibak kijavitdsa utan mar mindenki elkészitette a helyes
abrat. Viszonylag arra is koran rajottek, hogy a kérés teriiletosszeget takar, és hogy ez a
nagy haromszog teriiletének kétféle kiszamitasaval allithaté elo.

A didkoknak kifejezettem tetszett a feladat, igy alkottak is hasonlé problémaékat.
Példaul az egyik ilyen feladat:

Hatdrozd meg az xy + yz + zx kifejezés értékét, ha az x,y,z pozitiv valos szamok
teljesttik az x> +xy + 94> =9, v +yz+ 22 =16, 22+ zax + 2? = 25 dsszefiiggéseket!

4.1.7. Feladat. Igazold, hogy

10092 -
V1008 - 1010 + V1007 - 1011 + ... + V2 - 2016 + V1 - 2017 < ————.

Kérdések:

e Ha geometriai modellben gondolkodunk, mirol arulkodik a jobb oldal? Mihez ha-
sonlit az?

e Hogy tudnad atalakitani az egyenlGtlenség bal oldalat, hogy tavolsagok, esetleg
teriiletek Gsszege jelenjen meg ott?

e Milyen viszonyban vannak az 1009-cel a gyok alatti szamok? Hogyan alakithatdk at

a gyokok va? — b?, esetleg v/1 — 22 formajuva?

e Tudnal olyan modellt késziteni, amelyen mind megjelennek a rendelkezésre all6 in-
formaciok? Mit jelent ekkor a bal oldali 0sszeg?

e Altaldnosan hogy hangzana a feladat?

Megoldas: A jobb oldal valamilyen koron alapulé modellben valé gondolkodést sugall,
viszont a bal oldali gyokok ilyen formén nehezen jelenithetok meg, ezért atalakitjuk a gyok
alatti szorzatokat. Mivel mindenik gyok alatt (1009—£)(1009+ k) szorzat szerepel, minden
tag atalakithato gyok alatti négyzetek kiilonbségévé, hiszen

/(1009 — £)(1009 + k) = v/10092 — k2.

Ekkor

10092 - 7

V10092 — 12 4+ /10092 — 22 + ... + /10092 — 10072 + v/ 10092 — 10082 < T

majd az Osszegbdl kiemelve 1009-et, és elosztva az egyenl6tlenséget 1009%-nel, kapjuk,
hogy
| loos 1 B\ 2 T
1009 £ 1009 4’

A gyok alatt szerepld kifejezés egy egység sugaru koron alapulé modell megszer-
kesztését sejteti, mig a jobb oldal éppen egy egység sugari negyedkor teriiletével egyenlo.
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Tekintstink egy ilyen negyed korlemezt, majd szeleteljik fol 1009 egyforma széles
vékony savra! (4.10. dbra) Legyen

R=0A=0B=0B,=1, Vke{l,2,...,1008},

1 k
OA1 - AkflAk == Al()ogA - m, OAk - m, Vk' S {2, ey 1008}
BLipyp,
Bl ;’2 3::}
B' B.‘c—l
k
Eaie
//
(}- Al AQ A3 Ak—l"qu A

4.10. dbra. A negyedkdr-modell

Azonban az OAB negyedkorbe irt téglalapok tertiletosszege kisebb a negyedkor
tertileténél, vagyis

T
ToasB, + Tayaspoy + -+ Tay_auB., <Toap = 1

és mivel a Pitagorasz-tétel alapjan

/ k 2
AkBk:\/12—OA2: 1—(@) 5

1 E\?2

1009
1 1008 L 2 -
— 1—(— ) <=,
1009 & 1009 4

Altaldnositds: Ha nem 1009, hanem n € N* kicsi sdvra osztjuk a negyed korlapot, akkor
1 i ) (k)2 T
n n 4’
k=1
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ahonnan Vn € N* esetén

TL2'7T

4

Vin—=1)-(n+1)+/(n—-2)- n+2)+...+/2-2n—2)++/1-2n—1) <

S6t, ha n — +o0, akkor

n—1 2 1
1 k
lim—E 1—(—> :/\/1—x2dx:z.
n—o0 1) +— \/ n 0 4

Megjegyzés: Ezzel a feladattal 6nalléan mar nem boldogultak a didkok, igy a kérdések
mentén végig egyiitt dolgoztunk. Ez varhatd volt, hiszen a kozépiskoldsok csak 12.
osztalyban, a Riemann-integrél bevezetésekor talalkoznak ilyen tipusu oOsszegekkel. Az
egyetemistak viszont, ismerds médszer 1évén, mar aktivabban tudtak kovetni a megoldast.

4.1.8. Feladat. Hatdrozd meg az f : R — R, f(z) = Va2 +22+./(b— x)? + ¢ fiigguény
minimumdt, ha a,b, c rogzitett pozitiv szamok!

Kérdések:

e Mire emlékeztetnek a leképezési torvényben szereplé gyokkifejezések?

e Hogyan lehetne megjeleniteni ezeket? Mit jelentenek ekkor a fiiggvényértékek?
e Meg tudnad jeleniteni a kapott modellen a minimumot?

e Mikor, milyen x esetén kovetkezik ez be? Mennyi az értéke?

Megoldas: Mivel a feladatban szerepldé gyokok tavolsagokat jelentenek, ezért geomet-
riailag kozelitjiik meg a problémat. A 4.11. &bra jeloléseit hasznélva, legyen AA’ = a,
CC" = ¢, AC = b gy, hogy AA" L AC, CC'" L. AC, és P az AC-n tetszdlegesen mozgd
pont. Legyen AP = x. Ekkor A'P = v/a? + 22 és C'P = /(b — x)? + 2.

C(

4.11. abra. A fliggvényértékek geometriai jelentése

Kérdés, hogy a P pont mely helyzete esetén lesz az A’P + C'P minimadlis. Nyilvan
akkor, ha A’ P és C' egy egyenesre esnek. Ekkor P a P’-be keriil, és az AA'P), és CC'P),
hasonlésagabol:

a x ab
- = , ahonnan x = .
b—=x a+tc
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Tehét ezen a helyen van a fiiggvénynek minimuma, és ez az [A’C’] hosszaval egyezik meg,

azaz

Megjegyzés: A didkok jol boldogultak a feladat geometriai nyelvre val6 forditasaval,
csupan az elényos modell megtaldlasa okozott némi fejtorést.

Voltak akik az a, ill. ¢ hosszisagu szakaszokat a b hosszisagunak ugyanazon oldalan
vették fel, igy nehezebben tudtak a minimumra kovetkeztetni. Megbeszéltiik az ilyen
esetben tipikus tiikrozéses modszert is, amit, foleg az egyetemistak koziil, tobben ismertek.

Folvetédott a koordindta-rendszer bevezetésének gondolata is, hiszen csak egy
hajszalnyira alltunk tole, igy megvizsgaltuk gy is a problémat, és ezzel &t is léptiink
a kovetkez6 témakorbe.

Hazi feladatok

4.1.9. Feladat. Igazold, hogy barmilyen x;,y;, z; € Ry, i € {1,2,...,n} szamok esetén

Z T2 +y® + 2% > (Z xz) + (Z yi) + (Z Zz>
i=1 i=1

i=1 =1

Megoldas. A 4.1.2. feladat térbeli valtozata.

Mérjiik fel egymas utan az Oxyz térbeli derékszogl koordinata-rendszer Ox tengelyére
az Ti,Ts,...,T, tavolsdgokat, az Oy-ra az yi,¥ys,...,y, tavolsdgokat, valamint az Oz
tengelyre a z1, 29, . .., 2, tavolsdgokat, majd tekintstink azt az (r1 +zo+ ...+ ,) X (y1 +
Yo+ ...+ yn) X (21 + 20+ ...+ z,)-es téglatestet, amelynek egyik csticsa az origéban van,
az Ox, Oy, Oz tengelyek pedig egy-egy oldalélének a tartéegyenesei.

Fektesstink az X; € Oz, i € {1,2,...,n} pontokon keresztiil parhuzamos sikokat az
yOz sikkal, az Y; € Oy, i € {1,2,...,n} pontokon keresztiil az Oz sikkal, és a Z; € Oz,
i€{1,2,...,n} pontokon keresztiil az xOy sikkal. fgy egy téglatest-halo keletkezik.

Az igazolandé egyenl6tlenség bal oldalan megjelené gyokkifejezések az x;, i, 2i,
i € {1,2,...,n} hosszusagu szakaszok altal meghatérozott kis téglatestek testatléinak
hosszai, mig a jobb oldali kifejezés a nagy téglatest testatlojanak hossza. Mivel a nagy
téglatest testatléja nem hosszabb, mint a kis téglatestek testatléinak osszhossza, ezért az
egyenlotlenség igaz.

4.1.10. Feladat. Igazold, hogy xyz+uv(l—z)+(1—y)(1—v)t+(1—2)(1—u)(1—¢t) <1,
YV a,y,z,t,u,v € [0,1] esetén.

Megoldas. A 4.1.4. feladat térbeli valtozata.

4.1.11. Feladat. Hatdrozd meg az xy + yz + zx kifejezés értékét, ha az x,y,z pozitiv
valos szamok teljesitik a kovetkezd osszefiiggéseket!

207 + 2zy +y? = 288,  2* +2zx + 227 =338, y® + 2° =50.

Megoldas. A megoldas teljesen hasonlé a 4.1.6. feladat megoldasahoz.
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4.1.12. Feladat. Hatdrozd meg az S = xy+yz kifejezés értékét, ha az x,y, z pozitiv valds
szamok teljesitik a kovetkezd osszefuggéseket:

2+ =16, y 422 =48, =1z

Megoldas. A 4.12. abran az ABC haromszog magassaga legyen CD =y, AD = z és
DB = z. Ekkor AC = 4+/3 és BC = 4.

4.12. abra. Teriiletek
A keresett kifejezés értéke éppen
S=xy+yz=2Tcp + 2T acp = 2T4pc = 16\/5.

Sét, mivel y = A%’fc = \/(41\6[;)/;%2 = 2¢/3, ezért m(CAD) = 30°.

4.1.13. Feladat. Igazold, hogy va? — c2 + /b2 — 2 < %b, Va,b,c > 0 esetén!

Megoldas. Legyen az OAB haromszogben OA = a, OB = b és az OC' magassig
hossza pedig c.

O

a b

i

A Vaz—e¢2 C V2 — B

4.13. abra. Tertletek

Ekkor, amint a 4.13. abréan is lathatd, egyrészt

ab sinA/O\B ab
Toa = 5 < o
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masrészt

Vaz—c2 /2 -2
Toas = Toac +Topc = 5 + 5 -
fgy

cva? —c? 4+ Vb2 —c? < ab,

ahonnan

b
Va2 —+Vb2 — 2 < a—, Ya,b,c > 0.
c

4.1.14. Feladat. Oldd meg az alabbi egyenletet a (O, %) intervallumon!

V2 —2cosz + V10 — 6cosz = V10 — 6 cos 2x
1. megoldas. Ha az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik, a

4cosx —3cos2r — 1 =+/2—2cosxv/10 — 6cosx

egyenlethez jutunk. Ha ezt ismét négyzetre emeljiik, felhasznaljuk, hogy cos 2z = 2 cos? x—
1, rendezziik, majd az u = cos x-et helyettesitjik, az

out — 120 —5u? +12u—4=0

egyenlethez jutunk. Ennek a gyokei u; o = %, uz =1ésuy =—1. Az z € (O, g) feltétel
alapjan csak a cosx = % lehetséges, igy x = arccos %
2. megoldas. Szerkessziik meg az OAB és OBC' haromszogeket gy, hogy OA =

OB =1, OC = 3 és m(AOB) = m(BOC) = . (4.14. 4bra)

4.14. abra. 4.15. abra.

A koszinusztétel alapjan AB = +/2—2cosxz, BC = /10 —6cosz és CA =
V10 — 6 cos 2z, de az egyenlet alapjan AB + BC = AC. Ez pontosan akkor teljesiil,
ha B € (AC) (4.15. ébra), igy OB szogfelez6 az OAC haromszogben. A szogfelezbtétel

alapjan 42 = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy

BC —
9(2 —2cosz) =10 — 6 cosz,

ahonnan cosz = % A megoldas tehat x = arccos %
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4.1.15. Feladat. Igazold az alabbi egyeldtlenségeket!

a) VPt ay+ 2+ V2 w3 > Pyt 2 Va,y, 2 > 0

b) \/xQ—Iy+y2+\/Z2—Z$+$2Z\/y2+’yz+2’27 vxay72>0

Megoldas. Mindkét esetben a koszinusztétel van elbujtatva a gyokok alatt, igy
azok szakaszhosszakat jelentenek. A megfelel6 modellt megszerkesztve, a haromszog-
egyenlotlenség alapjan azonnaliak az allitasok.

4.1.16. Feladat. Igazold, hogy ha x,y,z > 0 és xyz(x +y + z) = 1, akkor
(x+y)y+2)+w+2)(z+2)+ (z+2)(r+y) >6.

Rdvezetd feladat. Az ABC' haromszogbe irt kor a BC, AC és AB oldalakat a D,
E, illetve F' pontokban érinti. Szamitsd ki az oldalakon meghatdrozott szakaszok hosszdit
az oldalak hosszdnak fligguvényében!

Megoldas. Az ABC' haromszogbe irt kor érintse a BC', AC' és AB oldalakat a D,
E, illetve F' pontokban, az oldalak pedig legyenek c =z +y, a =y + 2, ill. b = z+ =z
hosszisaguak. (4.16. dbra)

4.16. abra. A haromszogbe irt kor

Ekkor AF = AE =x=s—a, BF=BD=y=s—-bCD=CE=2=5s5—¢, a
haromszog teriilete pedig

T =Tapc = /s(s—a)(s —b)(s —c) = ayz(z +y+2) = 1.
Masrészt viszont
2 = 9T = AB - AC - sin BAC' < (2 + y)(z + 1),
2 = 2T = BC - BA -sin ABC' < (y+ 2)(z +vy),

:2T:C’A-C’B-sinB/CT4§(z+x)(y+z),

ahonnan
(z+y)y+2)+@W+2)(z+z)+(z+2)(z+y) > 6.
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4.1.2. Koordinatageometria

Az el6z6 részben targyaltakhoz hasonléan, altaldban valamilyen geometriai objektum
hosszara, tertiletére vagy térfogatara vonatkozo Osszefliggésre utald, a feladat szovegében
szereplo kifejezés felfedezése a célravezeto.

Néhany tipikus, a problémak szévegében gyakran el6fordulé ,arulkodé jel”:

e /1?24 y? - pont tavolsdga az origotdl

V/(a—b)2+ (c — d)? - két pont tdvolsiga

a-x+b-y=c- egyenes egyenlete, altalaban feltételként

o 12+ 9% = ¢ - origd kozépponti kor egyenlete

V1 —1x% - origé kozépponti, egység sugaru koron levé pont ordindtdja, tehat
tavolsdga az Ox tengelytdl

o 22 +y? + 2% = ¢ - origd kozéppontt gomb egyenlete

e a-r+b-y+c-z=d- sik egyenlete

Oran megoldott feladatok

4.1.17. Feladat. Hatdrozd meg az f : R = R, f(z) = Va2 —2x +2 + Va2 — 62 + 10
figguény szélsdértékpontjait és szélsdértékeit!

Kérdések:

e Mire emlékeztetnek a leképezési torvényben szereplé kifejezések? At tudnad
alakitani megfelel6 szerkezet(ivé azokat?

e Hogyan lehetne megjeleniteni a gyokoket? Miben lenne érdemes dolgozni?
e Mit jelentenek ekkor a fiiggvényértékek?

e Meg tudnad jeleniteni a kapott modellen a minimumot, maximumot?

e Mikor, milyen x esetén kovetkezik ez be? Mennyi az értéke?

e Tudnad altalanositani a feladatot? Esetleg hasonlé modelleken alapul6 feladatokat
késziteni?

Megoldas: A fliggvény leképezési torvénye

f@) =+v(r—12+1+/(z-3)2+1

alakra hozhatd. Mivel a gyokok két pont tavolsagat leird osszefiiggésre emlékeztetnek,
tekintsiik a derékszogl koordinata-rendszerben az A(1;1), B(3;1) rogzitett, valamint a
P(x;0) futépontot. Ekkor

f(x) = AP, + P,B.
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A 4.17. abréardl leolvashatd, hogy a fiiggvénynek nincs maximuma, hiszen feliilrol
nem korlatos, mert ha minden hataron feliil noveljiik vagy csokkentjik x értékét, a
P, tetszolegesen eltavolithaté az A és B pontoktdl, tehat az AP, + P,B 0sszhossz
tetszolegesen nagy lehet.

Minimum viszont van, éppen amikor a torottvonal Osszhossza minimélis. Ezt
szemléletesen ugy jelenithetjiik meg, hogy ,kiteritjiik” a két szakaszt, azaz tiikrozzik
példdul a B pontot az Oz tengelyre, a titkkorkép legyen B'(3; —1).

4.17. abra. A fliggvényértékek geometriai jelentése

Ekkor
fmin(z) = min(AP, + P,B) = min(AP, + P,B') = AB' = 2V/2,

tehat a fiiggvény minimuma 2v/2, és ezt az értékét a fliggvény akkor veszi fel, amikor
AB' N Oz = {P}, tehat a minimumhely = = 2.
Altaldnosabb esetek: Teljesen ezen a modellen alapul az

frR=R, flz)=(z—a)?+(y—b)*+(z— )+ (y—d)?

fiiggvény szélséértékeinek meghatarozasal

Némileg mas modellek alapjan, de teljesen hasonlé eljarassal hatarozhaték meg
a 4.1.28. hazi feladatban szereplo fliggvények szélséértékei.

Megjegyzés: Mivel az eloz6 rész utolso feladata kapcsan méar tulajdonképpen
megbeszéltiik a problémat, a didkoknak nem okozott nehézséget a geometriai mo-
dell elkészitése és a szélsOértékek megallapitasa. A 4.1.28. hazi feladatban szereplo
fiiggvényekhez hasonléakat sikeriilt gyartaniuk, majd egymassal megoldatniuk.

4.1.18. Feladat. Bizonyitsd be, hogy barmilyen a, b és ¢ vagy mind pozitiv, vagy mind
negativ valos szamra teljesil, hogy

V=P B+ = P+ = VaT§
és egqyenldséqg pontosan akkor dll fenn, ha

1 1 1

— =4
ol lal el
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Kérdések:

e Mire emlékeztetnek a gyokkifejezések?

e Hol és hogyan lehetne megjeleniteni azokat? Milyen rogzitett pontok felvétele
sziikséges?

e Mit jelent a geometriai modell alapjan az egyenlétlenség? Mikor all fenn egyenlség?

Megoldas: Ha a,b,c > 0, akkor a derékszogli koordinata-rendszer elsé negyedében
tekintsiik az A(a,0), B(b,b) és C(0,c) pontokat. (4.18. abra)

C(0; c) _B(b; b)

O Aa; 0™

4.18. abra. Az egyenl6tlenség geometriai modellje

Ekkor a haromszog-egyenlétlenség alapjan AB + BC' > AC, azaz
V(@ =02+ +1/(c— b+ > Va2 + 2,

és egyenlOség akkor &all fenn, ha a B pont rajta van az AC egyenesen. Az AC' egyenes
egyenletének tengelymetszetes alakja

Y

T Y
a ¢
és mivel B € AC, ezért
b b 11 1
-—t+-=1 <= —-+-=-.
a c a ¢ b
Ha viszont a, b, c < 0, vagyis a pontok a harmadik negyedben helyezkednek el, akkor
1 1
—a  —c —b

Osszességében tehdt egyenléség akkor teljesiil, ha
1 1 1

ol Tl T
Megjegyzés: A didkok onélléan jol boldogultak. Sikeriilt megvalasztaniuk a megfelel6
pontokat és elkésziteniiik a helyes modellt. Az egyenlOség geometriai megallapitasaval, és
annak algebrai levezetésével sem volt kiilonosebb probléméjuk, viszont nem mindenki tért
ki a két eset targyalasara, egyesek csupan az a, b, c > 0 esettel foglalkoztak.
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4.1.19. Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha a,b € R, és 4a + 3b = 12, akkor
a) 4<a—-b<a+b<4
b) =16 <a®> -0 <9

c) 5,76 < a®+b* <16

d) Va2 + b —6a+9++Va2+b>—8+16=5

e) =5 <Va2+b>—6a+9—+Va2+b—-8+16<5

f) 0<Va2+b—6a+9-+va2+b2—8h+16<6,25
Kérdések:
e Mire emlékeztet a feltétel? Hogyan jelenitheté meg geometriailag?

e At tudndd alakitani ugy a feltételt, hogy mindkét valtozo egy harmadik kozos pa-
raméter segitségével legyen kifejezve?

e Mire emlékeztetnek a gyokkifejezések? Hogyan jelenitheték meg?
e Hogyan becsiilheté meg két pozitiv szam szorzata, ha ismert azok Osszege?

Megoldas: Abrézoljuk a 4a + 3b = 12 egyenletii egyenest a derékszogl koordinata-
rendszerben, a tengelymetszetek A(3;0) és B(0;4). (4.19. dbra)

\- B(0;4)
M(a;b)
P

A(3;0)
a’ " " TN

4.19. dbra. Az egyenlétlenségek geometriai modelljei

Ekkor a 0 < k <1 valés szamra az [AB] paraméteres egyenlete:

a = 3k
b=4—4k

a) Innen a —b=—-4+Tk > —4,ésa+b=4—k <4, tehat

—4<a—-b<a+b< 4.
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b) Ugyanakkor a®>—b? = —7k*+32k—16, és mivel ennek a maximumbhelye jobbra esik a
[0; 1] intervallumtdl, ezért a kifejezés szigortian novekvd a [0; 1]-on, igy —16 < a* —b* < 9.

c¢) Legyen M € [AB] futépont. Ekkor OM = v/a? + b?, és mivel
d(0, AB) < OM < OB,

ezért
3-4
o<V <4 = 576=24*<d*+1*<16.

d)

MA+MB=AB <= +/(a—32+0+\/a2+(b—4)2=5
e) Mivel M € [AB], ezért M A — MB| <5, vagyis

—5<VaZ+02 —6a+9—VaZ+02 -8 +16<5

f) Végiil a szdmtani és mértani kozepek kozotti Osszefiiggés alapjan

2 2 2
OSMA.MBS(M) :(ATB> :(g> ,

ahonnan

0<Va2+b —6a+9-vVa2+b—8+16<6,25

Megjegyzés: A didkok hamar felismerték, hogy a feltétel egy egyenes egyenlete, amit
célszerti abrazolni a koordindta-rendszerben, viszont az [AB] paraméteres alakba vald
atirasanak sziikségessége mar nem volt egyértelmii. Miutan a sugallatomra ez megtortént,
a tovabbi alpontok megoldasa nem okozott gondot. Az utolsé alpont bizonyult még kissé
nehéznek, de a segitd kérdés utan a tobbség azt is meg tudta oldani.

4.1.20. Feladat. Hatdrozd meg az alabbi kifejezés minimumdt!

Va2 +y? =22 — 2y + 24 /a2 + y2 4+ 20 — 2y + 2+ /22 + 32 — 2z + 2y + 2+3/22 + 42
Kérdések:

e Mire emlékeztetnek a gyok alatti kifejezések? At tudnad alakitani azokat?

Meg tudnad jeleniteni a gyokoket valamilyen geometriai modellen?

Milyen rogzitett pontokat kellene abrazolni?

Hogyan jelenik meg a kapott abran az Osszeg?

Meg tudnad jeleniteni az 6sszeg minimumat? Milyen értékekre veszi fel ezt a kife-
jezés?

Tudnal hasonlé modellen alapulé feladatot szerkeszteni?
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Megoldas: A gyokok alatt teljes négyzeteket alakitva ki a megadott kifejezés

V@ =124y =12+ (@+1)2+ @y - 12+ (@ — 1)+ (y+ 1)+ 322 + 3

alakra hozhaté.
Tekintsiik a derékszogii koordinata-rendszerben az A(1;1), B(—1;1), C(1;—1), vala-
mint az M (x;y) pontokat. (4.20. abra) Ekkor a megadott kifejezés éppen az

MA+MB + MC +3MO

torottvonal hosszat adja meg, és a feladat ennek az Gssztavolsagnak a minimuméat kéri.

4.20. dbra. A minimélis 0sszhossz
A 4.20. abréardl leolvashatd, hogy

MA+ MO > 0A =2
MB+ MO > OB =+/2
MC + MO > O0C =+/2

Tehat az Osszeg minimuma 3v/2, és ezt akkor éri el, amikor a fenti egyenlStlenségekben
egyidében egyenldség all fenn, vagyis amikor M = O, azaz v = y = 0.

Megjegyzés: A didkok hamar atalakitottdk a gyok alatti kifejezéseket, és szinte
kivétel nélkil sikeriilt abrazolniuk a gyokkifejezések 0sszegét. A geometriai modell alapjan
a minimumot is viszonylag egyszeriien megsejtették, viszont a bizonyitashoz sziikséges
egyenlGtlenségek felirasa csak erds sugallat alapjan ment.

Néhanyan hasonlé feladatot is szerkesztettek. Példaul az egyik didk javaslata:

Hatdrozd meg az aldbbi kifejezés minimumdt!

B(z,y) = a2+ 32+ 2z + 1+ /22 + y2 + 62 + 9+

Va2 + 2+ 22 — Ay + 5+ 322 + 2+ 4o — 2y + 5

A minimum szintén 3v/2, melyet a kifejezés & = —2 és y = 1 esetén vesz fel.
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4.1.21. Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha az a,b,c,d € R szamok esetén 4a 4+ 3b = 12 és
3d — 4c = 12, akkor

Va2 + 02+ Ve +d+\/(a—c)2+ (b—d)? > 7,68,
Kérdések:
e Mire emlékeztetnek a feltételek? Hat a gyok alatti kifejezések?
e Meg tudnad-e jeleniteni a feltételeket valamilyen geometriai modellen?

e Hogyan abrazolhaték ekkor a gyokok? Miként jelenik meg a kapott abran az
Osszegik?

e Hogyan abrazolhat6 a minimélis 0sszeg?
e Mikor van éppen egyenloség az egyenlotlenségben?

e Adott haromszogbe irt haromszogek koziil melyiknek minimalis a keriilete? Hogyan
tudnad bizonyitani?

Megoldas: A feltételben két egyenes egyenlete szerepel. A v a? + b? geometriailag az
origbnak és az A(a,b) pontnak a tévolsiagét jelenti. Hasonléan v/c? 4+ d? az origénak és
a B(c,d) pontnak a tévolsiga, és a bizonyitandé egyenlétlenség bal oldalan a harmadik
kifejezés pontosan az AB szakasz hossza.

Ha tekintjiik az O koézépponti derékszogli koordinata-rendszert, a feladat feltételei azt
jelentik, hogy az A(a,b) pont a dy : 4x + 3y = 12 és a B(c,d) pont a dy : —4x + 3y = 12
egyenesen mozog. (4.21. abra) Ezekkel a feltételekkel a bizonyitandé egyenlStlenség

OA+ OB+ AB > 7,68

alakba irhato, és bizonyitani kell, hogy az O AB haromszog kertilete nem kisebb 7,68-nal.

/I} o_ %

4.21. abra. A minimalis keriileti beirt haromszog
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Feladatunk hasonlit a Fagnano-feladatra, amelyben egy héaromszogbe irhato
haromszogek kozil a legkisebb keriiletit kell meghatarozni. Ezért az OAB haromszog
oldalait teritsiik ki 1gy, hogy a kertilet két rogzitett pont kozti tavolsagot fejezzen ki.
Vegyiik fel O-nak a dj-re vonatkozé Oy, és a dp-re vonatkozé O, szimmetrikusat. (4.22.
ébra) Igy OA = 0,A és OB = 0,B, tehat

OA+ OB+ AB =0,A+ 0,B + AB.

/];2 O d 1

4.22. abra. Fagnano feladata

Masrészt O1A + O3B + AB > 0105, tehat OA + OB + AB > 010,. Ha az (010,
hossza 7, 68, akkor a bizonyitas teljes, ha annal nagyobb, akkor a feladatbeli egyenlétlenség
élesithet6, mig ha anndl kisebb, akkor a feladatbeli egyenl6tlenség nem igaz. Tehat a
feladat megoldasa érdekében elégséges kiszdmitani az [O;05] hosszat.

Eszrevehet(')', hogy ha O koordinatéi x; és y;, akkor az Oy koordindtai —x; és y;, mert
szimmetrikusak az Oy tengelyre nézve, igy 0102 = 2x;1. Tehat elég meghatarozni z;-et.

Az OO, egyenlete y = ma alaku, és az OO; L d; feltételbdl adodik, hogy m = %. Ha
OO0, Ndy = {M}, melynek koordindtéi xo és yo, akkor z1 = 25 és y; = 2ys, mert M az
[00,] felez6pontja. Az M koordinatéaira igaz tehat, hogy

3x9 + 4ys = 12
Y2 = %xz

Innen x, = %, és igy 0105 = 4x9 = % = 7,68. Tehat az egyenlGtlenség igaz, hiszen

Va2 + 02 +VeE+ @+ (a—c)2+(b—d)?=0A+0B+ AB > 0,0, = 7,68.

Egyenloség akkor all fenn, amikor az A és B pontok a d; és dy egyenesek O;0, altal
elmetszett pontjai. Ekkor a = 0,84, b = 2,88, ¢ = —0,84 és d = 2,88. Az igy kialakulo
OAB héaromszog éppen a két egyenes és az Ox tengely altal alkotott nagy haromszog
talpponti haromszoge.

Megjegyzés: A feltételek és a gyokok geometriai megjelenitése némi segitséggel vi-
szonylag egyszertien ment, am a haromszog oldalainak , kiteritése” a minimum érdekében,
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csak 1-2 didknak jutott eszébe. Az otlet kozkinesé tétele utan, a szamitasokkal mar egy-
szerlibb vagy bonyolultabb médon ugyan, de elboldogultak, a minimumot és a minimum-

helyeket is sikeriilt meghatarozniuk.
Mivel a didkok kozil senki sem ismerte a Fagnano-feladatot, ezért Fejér Lipdtnak

a tilkkrozéses, keriilet-kiteritéses modszerével bizonyitottuk, hogy adott haromszogbe irt
haromszogek kozil a talpponti haromszog a minimélis kertiletii.

4.1.22. Feladat. Igazold, hogy ha a,b,c,d > 0, a®> +b*> = 1 és 4c + 3d = 12, akkor
1,96 < (a—c)*+ (b—d)* <17
Kérdések:
e Mire emlékeztetnek a feltételben szerepl6 Osszefiiggések?
e Hogyan tudnad megjeleniteni azokat?
e Hogyan abrazolhaté ekkor a bizonyitandé egyenlétlenségben szereplo kifejezés?

e Mikor minimalis és mikor maximalis ez a tavolsag?

Megoldas: Mivel az egyenl6tlenség belsé része két pont tavolsagat megado
Osszefliggésre hasonlit, &brazoljuk a derékszogli koordinata-rendszerben az origd
kozépponti, egység sugart, a? + b? = 1 egyenletii kort, valamint a 4c + 3d = 12, vagy
5+ % = 1 egyenletii egyenest. (4.23. dbra)

A feladat egy a korom, illetve egy az egyenesen mozgd pont tavolsdgnégyzetének
széls6értékeit kéri. Ezért legyenek M(a;b) € C(O;1) és N(c;d) € AB futépontok, va-
lamint A(3;0), B(0;4), E(1;0) és C € AB 1gy, hogy OCLAB, ill. {D} = OC NC(0;1)
rogzitett pontok a derékszogl koordinata-rendszer elsé negyedében.

\ (0;4)

N(c;d)

i

i
=l
1
F,

f ~ N\A(3:0)
QJEQ;U) \

4.23. abra. A két pont tavolsagnégyzetének szélsoértékei

Mivel M € C(O;1) és N € AB, ezért
CD* < MN? < EB.
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OA-OB 12 7
C oC -0 1B O 3 3
valamint
EB=+vOE? + OB2=+17=1,4.
Tehat

1,96 < (a —c)* + (b—d)* < 17.

Ugyanakkor (a — ¢)? + (b — d)?® akkor minimélis, azaz éppen 1,96, amikor M = D és
N = C, vagyis a = 0,8, b = 0,6, ¢ = 1,92 és d = 1,44; a maximumat, vagyis a 17-et
pediga=1,b=0, c=0 és d = 4 esetén veszi fel.

Megjegyzés: A feladat lehetéséget adott kisérletezésre, igy a feltételek dbrazolasa
utan, a megfeleléen mozgd szakasz minimalis hosszanak meghatarozasa érdekesnek bi-
zonyult a didkok szamaéra, és jol is boldogultak fele. A szamitasok sem voltak annyira
osszetettek, hogy gondot okoztak volna.

4.1.23. Feladat. Igazold, hogy ¥V =,y € R, |z| <1, |y| < 1 esetén

VIi—22+/1-y? <VA—(z+y)*
Kérdések:
e Mire emlékeztetnek a feltételben szereplo egyenlétlenségek?

e Hit a bizonyitandd egyenlotlenségben megjelené gyokkifejezések? Hogyan hozhatd
a jobb oldali is olyan alakra, mint a bal oldalon levok?

e Milyen geometriai modell bevezetése lenne célszerti? Hogyan jelenitheték meg ezen
a gyokok?

e Az abra alapjan hogyan becsiilheté a két gyok Osszege, esetleg azok szamtani
kozéparanyosa?

Megoldas. Geometriailag megkozelitve a feladatot az egyenlotlenségben szereplo
harom gyokkifejezés egy-egy szakasz hossza lehet. Ugyanakkor mivel

mzz\/l— (xﬂ/)z,

2

ezért igazolnunk kell, hogy

2

2

vagy

1— 224 /1 —y? i
Vv x;V yg\/l_(’”T“/>, VeyeR, |z <1, [y <1
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Ugy a feltételbeli 2| < 1, |y| < 1 megkdtések, mint a gyokok /1 — a? alakja, origd
kozépponti, egység sugaru kormodellen valé prébélkozast sugall.

Ezért legyen M és N az x? + y? = 1 egyenletii, origd kozéppontt, egység sugard kor
fels6 félkorének két tetszéleges pontja (4.24. abra). Tovabba legyen M’ és N az M, illetve
N vetiilete az Oz tengelyre, és hasonléan P' az M N szakasz P felez6pontjanak a vetiilete

az Ox tengelyre.
Ha M'(z,0) és N'(y,0), akkor P’ (2£,0) és

MM' =+Vr?—O0M"?=+V1—-2% NN =./1—y2

e for (52 s ()
2 - 2 ’

Ugyanakkor

M PO N

4.24. abra. Az feladat geometriai modellje

De PP az MM'N'N trapéz kozépvonala, igy PP’ = w, amit felhasznélva
éppen a bizonyitandd egyenlotlenséghez jutunk, hiszen

1—a24/1—y? z+y\° 1
I—@t 1oy s\/l—( ) = VI,

ahonnan

VI—a2 4+ /1—y2 < /A= (o +y)

Megjegyzés: A probléma elég nagy fejtorést okozott a didkoknak, hiszen sem a megfe-
lel6 modell, sem az azon val6 célszerti okoskodéds nem bizonyult egyszerli feladatnak. Elég
direkt ravezetés tutjan végil ugyan rajottek a kormodell bevezetésére, de a gyokoknek meg-
felel6 hosszusagu szakaszok felvétele tjabb jelentOs akadalyt jelentett. A mar teljes modell
alapjan a kozépvonal megbecslése sem volt azonnali. Tapasztalataim és elmondasaik sze-
rint is, a koron valé operalds gondot jelenet a tobbség szamara.
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Vektorok

Algebrai szovegezésli probléma esetén, ha a kijelentésben szereplo kifejezések
eléallithatok valamilyen koordinataju vektorokkal végzett miiveletek, illetve azokra vo-
natkozo tulajdonsigok leirdsaként, érdemes segitségiil hivni azokat. Gyakori példdul va-
lamilyen vektor abszolut értékének, két vektor skalaris szorzatanak, vagy éppen ezekre
felirt megfelel6 nevezetes egyenlotlenségnek az alkalmazasa.

A foglalkozasokon két vektor skaldris szorzatdanak kétféle mdédon valé felirdsa, a
haromszog- illetve sokszog-egyenlotlenség, valamint a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-, és
a Minkowski-egyenl6tlenségek fordultak elo.

4.1.24. Feladat. Igazold, hogy ¥V =,y € R, |z| <1, |y| < 1 esetén

VI—22+ /1 —y2< /4 (z+y)?
Kérdések:
e Hogyan becsiilhet6 feliilrol két vektor skalaris szorzata?

e Hogyan tudnéad a bal oldalt két vektor linearis kombinacidjaként el6allitani? Milyen
értékek legyenek a két vektor koordinatai?

e Beldthato-e a becslés alapjan a kért egyenlétlenség?
e Tudnad altaldnositani a kijelentést?

Megoldas: Az el6z6 rész utolsé feladatat megoldjuk vektorialis modszerrel is. Fel-
hasznaljuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenség vektoridlis valtozatat:

o7 - 03| < |vi] - |v3).

Legyenek

=(L1), w= (\/1—332;\/1—?;2)-

Az egyenlotlenség alapjan

1-m+1~ﬂgm.\/(m)2+(m)i

VI—2+ /1 -2 <202 — 22 —12) < V4 — (z+y)?

ami igaz, hiszen utébbit négyzetre emelve, majd rendezve, az (v — y)? > 0 azonossdghoz
jutunk. Tehat valéban

VI—22 4+ /1 —y2 < \/4—(z+79)?

A megoldasbdl kideriil, hogy a nevezetes vektoridlis egyenlétlenség alkalmazéasaval a
kértnél szigorubb egyenlotlenséget sikertilt bizonyitani. Ha azonban a

= (Vi—zvT=y), #=(Vituyity),
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vektorokat valasztjuk, akkor éppen a kért egyenlotlenséghez jutunk.
Altaldnositds: ¥V x; € R, |z;] < 1,4 =1,n esetén

=1

Megjegyzés: A feladatot szinte teljes egészében 1épésrol-lépésre egytitt oldottuk, mert
a didkoknak nem volt sem korabbi hasonlé tapasztalatuk, sem teljesen onall6 otletiik.

4.1.25. Feladat. Oldd meg a 3xv/9 — 4x? + 224 — 922 = 6 egyenletet!

Kérdések:

e Hogyan hozhat6 kapcsolatba az egyenlet bal oldala a vektorokkal?

Milyen értékek legyenek a vektorok koordinatai?

Hogyan szamithato ki két vektor skalaris szorzata? Mindkét felirast figyelembe vet-
ted?

Mire lehet kovetkeztetni a kapott eredmények alapjan?
o A skaldris szorzat becslésével hogyan tudnad igazolni ugyanezt?

1. megoldas: A gyokkifejezések miatt az egyenlet a D = (0, %] intervallumon
értelmezett.

Tekintsiik a v] = (32, V4 — 922) és 03 = (/9 — 422, 2x) vektorokat. Felhasznaljuk két
vektor skalaris szorzatanak értelmezését, miszerint

W5 = (9] 7] - cosa,
ahol a a két vektor altal bezart szog. Ugyanakkor
17{-175231:\/@4-2%/@26,
B = V0Tt d- 927 =2, |3} =vo— 4+ 4aZ =3,

tehét

v_1>v_2> =2-3cosa = 6cosa.

A skaléris szorzatra kapott két értékbdl kovetkezik, hogy cos a = 1, ahonnan o = 0, vagyis
a két vektor parhuzamos. Ez pontosan akkor teljestil, amikor

3z B V4 — 92
VO — 422 2w

Ezt keresztbe szorozva, négyzetre emelve, majd rendezve, a 972? = 36 egyenlethez jutunk,

amelynek két megoldasa koziil csak az © = \/% megoldéasa az eredeti egyenletnek.

2
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2. megoldas: D = (0, %} , és alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-
egyenlétlenséget a v = (3x,v4 — 922) és 5 = (V9 — 422, 2x) vektorokra. Ekkor

32 V9 — 422 4+ 22 - V4 — 922 < V922 +4 — 922 - V9 — 422 + 422 =23 = 6,
és egyenloség pontosan akkor all fenn, ha

3z V4 — 922 2

= ) xz P
V9 — 422 2x 7 3
ahonnan z = % az egyetlen olyan megoldas, amelyik kielégiti az eredeti egyenletet is.

Megjegyzés: Az el6z6 feladat megoldasat ismerve, a didkok mar énéllébban boldo-
gultak evvel a feladattal. Akik teljesen magukra elére dolgoztak, azok a 2. megoldast
adtak meg eloszor, és csak a kérdéseim hatésara gondolkodtak el mas moddszeren is.

4.1.26. Feladat. Igazold, hogy barmely a,b,c,d > O esetén teljesul, hogy

Vat+b+ctd+Vb+c+d+Ve+d+Vd>Va+4b+9c+ 16d
Kérdések:
e Hogyan hozhatdk kapcsolatba a gyokok a vektorokkal?
e A sokszog-egyenlétlenségre gondolva, mit jelentenek geometriailag a gyokok?
e Hiny vektor megvalasztdasara van sziikség?
e Mik legyenek a koordinatak, hogy a megfelel6 gyokoket kapjuk normaként?
e Tudnad altalanositani a feladat kijelentését?
Megoldas: A 1] = <\/5, Vb, /e, \/E) L U5 = <O, Vb, /e, \/E) U3 = <0,0, Ve, \/3) és
;= <O, 0,0, \/E) négydimenziés vektorokra alkalmazzuk a
oL I+ D311+ 131 + (93] > |97 + o5 + 5 + o]

Otszog-egyenlStlenséget (a hdromszog-egyenlStlenség kiterjesztett véltozata):
2
@+ (V) (V)7 + (V) (vB)

(7 + (va) [ (VA) = (v + (2v5) + (3va) + (avi)'

ami éppen a kijelentésbeli

2 2

+ (Vo) + <\/E>2+

Vatbtcetd+vVbtretrd+vVetrd+Vd>Va+4b+9c+ 16d

egyenlotlenség.
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Altaldnositds: A feladat altaldnosithaté n valds szam esetére. A fenti médszerrel a
sokszog-egyenlotlenséget jol megvélasztott n-dimenzids vektorokra alkalmazva kapjuk,
hogy V a; € R, i € {1,2,...,n} esetén

\/a§+a§+...+a,‘i+\/a§+...+ag+...+,/ai_1+ag+ az >

2\/a%+22-a§+...+(n—1)2-ai_1+n2-ai

Haa; =as=... =a, =a # 0, akkor az

1+ V2+ V34 .. . +vn>VI2+22+3 .. +n2

szigoru egyenlotlenséghez jutunk, ami az el6z6tol fiiggetleniil, matematikai indukciéval is
igazolhaté.

Megjegyzés: A feladat az egyetemi hallgatok tobbségének nehézséget okozott. Csak
azok a hallgatok tudtak onalléan jol megvalasztani a vektorokat, akiknek mar volt elézéleg
tapasztalatuk hasonlo6 feladatok megoldasaban. A kozépiskolasokkal csak a tobbdimenzids
vektor normajanak megemlitése utan, futélag foglalkoztunk evvel a feladattal.

4.1.27. Feladat. Hatdrozd meg az f wvaldos szam maximadlis értékét, ha az a,b,c,d, e, f
valos szamok osszege 10, és

(a—124+0b-1)2+(c=1)2+(d-1>%*+(e—1)*+(f—1)>=6.
Kérdések:

e Felhaszndlva a szamok Osszegére vonatkozo informéaciot, hogyan alakithato at a
feltételbeli egyenloség?

e Miként tudnal felirni egy csak f-re vonatkozo egyenlétlenséget?

e Ismerve a szamok Osszegét és négyzetosszegét, milyen nevezetes egyenlGtlenség
segitene?

e Hogy hozhat6 ez kapcsolatba a vektorokkal? Hany vektor megvélasztdsara van
szitkség? Mik legyenek azok koordinatai?

e Mikor veszi fel f a maximumat?

Megoldas: A négyzeteket felbontva és felhasznalva, hogy a szamok 0sszege 10 kapjuk,

hogy
AP+ fP=2a+b+c+d+e+ f)=20.

Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenldtlenséget az 7 = (1,1,1,1,1) és
Y = (a,b,c,d, e) vektorokra. Ez alapjén

(lra+1-b+1-c+l-d+1-e)? <(PH+12+1P2+12+1)(a® +0*+E +d* +é?),

azaz
at+b+ctdte<s@®+b 4+ +d*+e?).
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Dea+b+c+d+e=10— f, és a> +b* + ® + d* + €2 = 20 — f? miatt

(10— f)? <5(20 - f?)* <= 6f*—20f <0,

ahonnan 0 < f < 13—0, tehat f maximaélis értéke %. Ezt akkor veszi fel, amikor az

egyenlOtlenségben egyenl6ség van, vagyis amikor a két vektor parhuzamos. Ez a = b =
¢ = d = e esetén &ll fenn, s6t ekkor ba + % = 10 miatt, a =b=c=d=e = 3.
Megjegyzés: Mivel a feladat onallé munkéara meglehetésen nehéznek bizonyult, ezért

a kérdéseimre adott valaszokat kovetve egyiitt oldottuk meg azt.

Hazi feladatok

4.1.28. Feladat. Hatdrozd meg az aldbbi fiigguények szélséértékpontjait és szélséértékeit!

a) f:R—R, f(z) =22 —8x+41 + a2 — 2z + 37

b) g: R =R, g(z) =222 — 2z + 13+ /222 — 10z + 17

¢) h:R—=R, h(z) =222+ 22 + 13 + V222 — 242 + 80

Megoldas. A megoldasok teljesen hasonldak a 4.1.17. feladat megolddsahoz.
4.1.29. Feladat. Bizonyitsd be, hogy barmilyen a,b,c,d € R esetén

a) Va:+bv*++vVa2+c2>1b—c,

D) VET R+ VETE > \/la— 02+ (b—d).

Megoldas. A 4.25. és 4.26. abrakon lathaté modellek alapjan konnyen igazolhatok.

(B(0:b)
A(a;b)
A(a; 0) B(c;d)
O
[C(0;¢) 0
4.25. abra. 4.26. abra.

4.1.30. Feladat. Oldd meg az alabbi egyenletrendszert, ha x,z,t >0 és y < 0.

{x2+22:y2+t2:2
V=124 1024+ — )2+ (=12 4+ /(y+ 12+t +1)2=6
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Megoldas. Mivel az elsé Gsszefiiggés egy-egy origé kozépponti, /2 sugari kor egyen-
lete, ezért legyen A(x;z) és B(y;t) két futépont a C(O;+/2) kérén tgy, hogy A az elsé
negyedben, mig B a masodik negyedben helyezkedik el. Ugyanakkor legyen C'(—1; —1) és
D(1; —1) két rogzitett pont ugyanezen a koron (4.27. dbra). Ekkor C'D = 2 rogzitett, és

AD=\/(z =12+ (2 +1)%, BC=\/(y + 12+ (t + 1)%, AB=+/(z —y)> + (= — t).

N,

C(-L-1)\_ | _D(1;-1)

4.27. abra. A rendszer geometriai modellje

A korbe irhaté maximalis kertiileti négyszog a 2 egység oldalhossziisagu négyzet, igy
AB+BC+CD+DA<8 <« AB+ BC+ DA<G6,

de a a feladat kijelentésében szerepl6 masodik 6sszefiiggés szerint AB + BC + DA = 6,
ami csak AB || C'D esetén teljesiil. Ekkor viszont © = z =t = 1 és y = —1, vagyis
M={(1,-1,1,1)}.

4.1.31. Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha a,b,c € R, akkor
Via+b0)2+c++/(a—0b)2+c>2al.

Megoldas. A derékszogii koordinata-rendszerben tekintsiik az A(b,c), B(a,0) és
C(—a,0) pontokat. (4.28. abra)

Mivel egy haromszog sulyvonaldnak hossza nem nagyobb a két szomszédos oldal
hosszanak szamtani kozepénél, ezért

AB4+AC >2-A0 = +/(a+b?2+c2++/(a—0b)?+c%>2|al

Egyenloség b = ¢ = 0, a € R esetén, vagyis amikor ABC' elfajult haromszog, all fenn.

4.1.32. Feladat. Igazold, hogy ha a,b,c > 0, akkor

1 1 1
(a® 4+ 0° + &) (—+—+—) > (a+b+c)?
a b ¢
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A(b; e)

C(—a;0) 0 B(a;0)
4.28. abra. Az egyenlétlenség geometriai modellje

Megoldés. A v = (a\/57 Vb, c C> és 5 = (\/La, L ) vektorokra alkalmazzuk a

Vb Ve
07 - 05| < ||97|| - ||v3|| Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenséget. Mivel

1 1 1
[l = Ve + 8+, [l =y/-+3+-, [l Bl=atbte

a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség alapjén

1 1 1
at+tbtc<VaA+bBP+c3 -+ -+ -,
a b ¢

amit négyzetre emelve éppen a kijelentésbeli egyenl6tlenséghez jutunk.
Egyenloség akkor all fenn, ha a két vektor parhuzamos, vagyis ha
b
a\l/E:axl/_:a\l/E — ad ==~
Va Vb Ve

4.1.33. Feladat. Igazold, hogy barmely a;,b; € R, i € {1,2,...,n} esetén

a2+ b2+ A Va2 b, > (a1 Fag . an)? (b F by ..+ by)?

Megoldas. A Ul = (a1, b1), v = (az,ba), ..., Uy = (an, by) kétdimenzids vektorokra
alkalmazva a
O]+ (3] + ..+ o] > [0+ 0+ +

sokszog-egyenlttlenséget éppen a kijelentésbeli

a2 +0%+ . Va2 +0.2 >V (a+as ..+ an)?+ (b4 by+ ... +by)?

egyenlotlenséget kapjuk.
Megjegyzés. Az egyenlGtlenség elemi geometriai bizonyitdsa a 4.1.2. feladat.

4.1.34. Feladat. Hatdrozd meg az xy + /(1 — 22)(1 —y?2), 2| < 1 és
maximalis értékét!

yl < 1 kifejezés
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Megoldas. A v = (:U, V1-— 9:2) és vy = (y, v 1-— y2> vektorokra alkalmazzuk a
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenséget: |07 - 5| < |v1] - |v3|. Ekkor

lzy + /(1 —22) (1 =) < Va2 +1—22 - /2 +1—y? =1,

ahonnan

<ay+ -0 < 1.
A kifejezés maximuma 1, melyet x = y esetén vesz fel.

2?4?42 = 14

/
T+ 2+ 32 = 14 egyenletrendszert!

4.1.35. Feladat. Oldd meg az {
1. megoldés. A 7] = (1,2,3) és v = (x,y, z) vektorokra alkalmazzuk a Cauchy-
Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenséget: |07 - v3| < |[v1]| - ||v3]|, azaz

r+2y+32<V1I+24+3-Vax2+y2+22=V14-14 =14

Mivel az egyenlet alapjan egyenloség all fenn, ezért teljestilnie kell, hogy
xr Yy oz

1 2 3
A maésodik egyenletbe visszahelyettesitve kapjuk, hogy x =1, y =2, z = 3.
2. megoldas. Az els6 Osszefiiggés egy origd kozéppontd, R = /14 sugart gémb
egyenlete, a masodik pedig egy « siké, melyek vagy nem metszik egymast, vagy egy
pontban érintik egymast, vagy egy kor a metszetiik. Mivel

4(0.0) 1-0+2-0+3-0— 14| _ 14 _ VIi=R,
NEFSEFSE Vi
ezért a sik érinti a gombot, igy a rendszernek csak egy megoldasa van: az érintési pont
koordinatéi. Ez kiszamithaté vagy kitalalhato, igy M = {(1,2,3)}.
3. megoldas. Az elsd egyenlet bal oldaldra alkalmazzuk a szamtani és négyzetes
kozepek kozotti osszefliggést:

2 2
y z 2445495
4-24+9.-<14- =14
rheg g s \/ 14 ’
ahol egyenl6ség csak akkor &ll fenn, ha
y oz
r==--.
2 3

A maésodik egyenletbe visszahelyettesitve kapjuk, hogy x =1, y =2, z = 3.
4. megoldas. Teljes négyzetek kialakitdsa érdekében kivonjuk az elsé egyenletbdl a
masodik kétszeresét:
v — 2r +y® —dy + 2* — 62 = —14.

Ezt atrendezve kapjuk, hogy
P =2+ 14y —4y+4+22—62+9=0,

(2 =1+ (y =2+ (2 = 3)* =0,

ami csak akkor teljesiilhet, ha x = 1,y = 2, z = 3, és ezek megoldasok is.
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4.1.36. Feladat. Oldd meg a va® + b* + V/b* + ¢ + /@ + a® = /2a* + V20" + /2c*,
a,b,c > 0 egyenletet!

1. megoldas: Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenséget a

o= (LL1) dsa 0= (Ve t Ve Ve e
vektorokra. Ekkor

1-Var 07 +1-Vb" + e+ 1V +a® </ (1+1+1)(a® + b+ b + ¢ + @ + a7),

azaz

Var + 07 4+ Vb 4 @+ + a® < V2/3(a® + b7+ ).
A bal oldalt lecserélve a feladat kijelentése alapjan, majd leosztva v/2-vel, kapjuk, hogy

Var +Vor + Ve < \/3(a" + b+ ).

Ezt négyzetre emelve, és leosztva 2-vel kovetkezik, hogy

a”‘”+bx+cx2\/ax~bl"+\/bx-cx+\/cm-ax,
ami atirhato
2 2 2
(Var) + (Vi) + (Vo) = Var v + Vi Ve + Ve - Var

alakba. Ez mindig igaz, és egyenl6ség akkor &ll fenn, ha a® = b* = ¢*.

Ha a = b = ¢, akkor minden x € R megoldés, ha pedig a # b, vagy b # ¢, vagy ¢ # a,
akkor csak x = 0 megoldas.

2. megoldas. A szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlotlenséget alkalmazzuk
a bal oldali tagokra. Ekkor

a® + b* + b + ¢* + c* + a®
3

VM+W+%LMHM§+W§3V = V2y/3(a® + b7 + o),

azaz

Var + 0% + Vb7 + ¢ + /& + a® < V2/3(a® + b7 + ).

Innen a megoldés megegyezik az el6zovel:
Var + Vb + Ve < \/3(at + b0+ ),

amit négyzetre emelve, majd elosztva 2-vel, kapjuk, hogy

(Vo) + (Vi) + (V&) 2 Ve Vi VB VE Ve Ve

ami mindig igaz, és egyenloség a® = b* = ¢* esetén all fenn.
Ha a = b = ¢, akkor minden = € R megoldas, ha pedig a # b, vagy b # ¢, vagy ¢ # a,
akkor csak x = 0 megoldés.
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4.1.3. Trigonometria

Bizonyos egyenletek, illetve egyenletrendszerek esetén elonyos lehet valamilyen trigo-
nometrikus helyettesités elvégzése, majd az igy kapott egyenletek trigonometriai iton vald
kezelése. Altaldban, ha az egyenletben /I — 22 vagy 22 + y2 alaki kifejezések jelennek
meg, ahol |z|, |y| < 1, akkor érdemes megprébélni az = = sina, y = cos « helyettesitést,
mig /1 + x? alaku kifejezés esetén az r = tga vagy az x = ctga helyettesités vezethet
célba.

Oran megoldott feladatok
4.1.37. Feladat. Oldd meg a —le_mz = 3 — 42?2 egyenletet!

Kérdések:

e ElsO ranézésre milyen megoldasi otleted lenne? Kivitelezheté-e ez?

e Probalkozz mas megoldassal! Milyen helyettesitést sugall a bal oldali gyokkifejezés?
e A helyettesitést elvégezve hogyan tudnad megoldani a kapott egyenletet?

e Melyik megoldasmdd elonyosebb? Miért?

1. megoldas: Létezési feltételek: x #£ 0 és 1 — 2% > 0, azaz D = [—1,1] \ {0}.

V1—a?

X

=342 = 1 — 22 =3z — 42°.

Mivel a bal oldal pozitiv, ezért a jobb oldalnak is pozitivnak kell lennie, azaz 3z — 42 =
x(3 — 42%) > 0, ahonnan a létezési feltételeket figyelembe véve z € [—1, —‘/73] U (0, ‘/73]
Négyzetre emelés és atcsoportositas utan a
162° — 242" + 102> — 1 =0
egyenlethez jutunk. Bevezetve a t = 2%, t > 0 jelolést, kapjuk, hogy
16t> — 241> + 10t — 1 = 0.

Eszreveheté, hogy t; = % kielégiti az egyenletet, igy a
1 2
t—§ - (16t° — 16t +2) =0

alakhoz jutunk, ahonnan t, = 2_4*/5 és ty = #5. Tehat

v2 oo V22
—,

T12 = i—2 y L34

A létezési feltételek alapjan

M:{_\/2+\/§ V22 @}

2 2 2

_ L V2+V2
L]

5,6
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2. megoldas: A négyzetgyok létezéséhez sziikséges, hogy = € [—1,1] legyen. fgy
viszont 1étezik olyan t € [—“ E] , amelyre x = sint. A tort létezéséhez x # 0, tehat ¢t # 0.

272
Elvégezve az

int te[ WW}
x = sin ——, =
) 279

helyettesitést a
cost = 3sint — 4sin®t <= cost = sin 3t

egyenlethez jutunk. Ez rendre a kovetkezoképpen alakithato:

Cos (g —315) —cost =0

~2sin (7 —)sin (] —2t) =0,
ahonnan a vizsgdlt intervallumba csak a

=2 = =T
1_47 2_87 3 — 8

megoldasok esnek, tehat

s ™ s
M = {—sin—,sin—,sin—}
8 8 4
: _ 1—cos2t L4 e om o V2=V2 o < . £
A sint = /=5 Osszefiiggés alapjdn sin § = ~———, gy a megoldashalmaz felirhat6

M:{_mwa V2-v2 @}
2 ’ 2 T2

alakban is.

Megjegyzés: Mindkét médon megoldva a feladatot mérlegeltiik egyik vagy mésik
modszer elonyét, esetleg hatranyat. A didkok belattdk, hogy az algebrai megoldasnak
mindenképpen hatranya, hogy eléggé magas foku egyenlethez vezethet, amelynek nem
mindig sikeriil kitalalni megfelel6 szami megoldéasat, és visszavezetni kisebb fokszamu
egyenletre. Ezzel szemben a trigonometrikus megolddasmaod sokszor elényos, otletes, viszont
a trigonometriai azonossagok megfelel¢ ismeretét feltételezi.

v+ /3y = dzy egyenletrendszert!

4.1.38. Feladat. Oldd meg az {

Kérdések:

e Milyen trigonometrikus helyettesitést sugall az elso egyenlet?

e Hogy néz ki a helyettesités utdan a masodik egyenlet? Meg tudnad oldani?

e Trigonometrikus helyettesités nélkiil elindulva megoldhaté-e az egyenletrendszer?

e Melyik megoldasméd elonyosebb?
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1. megoldas: Az els6 egyenlet trigonometrikus megoldasmédot sugall, ezért legyen
xr=cosa, y=sina, «c€]l0,2r).

A masodik egyenlet alapjan

1
cosa +V3sina =4cosasing < §cosa+TSina:sin2a,
azaz
. ™ .
sin (6 + a) = sin 2a,
ahonnan (2% + 1)
™ + D)m ™
T2k (k; z}n ———‘k z\ .
ae{6+ |k € { 3 Tk
Tehat

m om 17w 297
f— 1 ) —_— — — — .
M = {(cosa,sma) o€ {6’ 18’ 18 7 18 }}

2. megoldas: Ha kifejezziikk a méasodik egyenletbol z-et, majd behelyettesitjiik az
els6be, akkor a
16y* —8y° — 1202 +8y —1=0

negyedfoku egyenlethez jutunk. Némi probalkozas utan észreveheto, hogy y; = % gyoke
az egyenletnek, igy a bal oldal tényezdk szorzatara bonthaté, és a

(2y — 1)(8y* — 6y +1) = 0.

alakot kapjuk. Itt viszont, hacsak nem hasznaljuk a harmadfokt egyenlet megoldéképletét,
tisztan algebrai iton dolgozva elakadunk. Viszont észrevehetd, hogy

8y’ —6y+1=0 < 2-(4y°—3y)+1=0,

fgy ha y = cosa, a € [0,27), akkor 4y — 3y = 4cos® a — 3cosa = cos 3a, és a

90 — 1

cos3a = 5
c 27 87 14w
«Q —_—— — 5.

9’9’7 9

2m 87 14
M = (Sinoz,cosoz)‘ozé z,—ﬂ,—w,—ﬂ .
39 9 9

Megjegyzés: Minden didk szamara egyértelmiien az elsé megoldds tint egy-
szeriibbnek, igy egyetértettek azzal, hogy érdemes mar a legelején elvégezni a megfelelo
helyettesitéseket. Miutan a célravezetd helyettesités megsziiletett, a szamitasok inkabb a
trigonometrikus azonossagok pontatlan ismerete miatt akadoztak.

egyenlethez jutunk, ahonnan

Tehat

rT+y+z=2xyz
4.1.39. Feladat. Oldd meg az W _ 5y/y2 41 _ eV egqyenletrendszert!

Y
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Kérdések:

e Milyen trigonometrikus helyettesitést sugallnak az egyenletekben szereplo kife-
jezések?

e Hogyan alakithatok at az egyenletek a megfeleld helyettesitések elvégzése utan?

e Mit tudsz mondani azokrdl a hegyesszogekrol, amelyek tangensosszege megegyezik
tangensszorzataval?

e Hogyan szarmaztathatok a masodik egyenlet aranyparjai, hogy ismert trigonomet-
rikus azonossagokhoz juthassunk?

Megoldas: Eszreveheté, hogy z,y,z azonos elgjelii kell legyen, ugyanakkor ha
(o0, Yo, 20) megoldasa a rendszernek, akkor (—xo, —yo, —20) is az, ezért csak az z,y,z > 0
esettel foglalkozunk.

Mivel x,y,z > 0, ezért létezik a, 5, € (O, %) ugy, hogy = = tga, y = tgfh, z = tgy.
Ekkor

rty+z=u1yz a+pB+y=m
WETEL _ P e A= b= 8
T - y - z sin @ sin sin -y
Megfelel6en alakitva az aranyparokat
4 ) 6 4cos 8 D Ccos 6
— = = - = - = — = — :
sina  sinf  sinvy sinacosfS  sinfcosa  sin(a+ f3)
ahonnan kapjuk, hogy
5cosa + 4cos f =6, (4.1)
ugyanakkor
45 6 4sin  Ssina 6
sina  sinfB  sinvy sinasinfB  sinfBsina  sin(a + 3)’
ahonnan

5sina = 4sin .

Ezt négyzetre emelve, majd attérve koszinuszra kapjuk, hogy
(5cosa+ 4 cosfB)(5cosa — 4cos ) = 9.

Figyelembe véve a (4.1) osszefiiggést a fentibol kovetkezik, hogy
3
5cosoz—4cosﬁzi. (4.2)
A (4.1) és a (4.2) osszefiiggésekbol

3
cosor = 7 és cosf=—. (4.3)
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Tudva, hogy «, 5,7 € (0, g), a trigonometria alaptételét felhasznalva kapjuk, hogy

VT 5VT

i = - =, 4.4
sina === & cos 3 16 (4.4)
A (4.3) és a (4.4) alapjan
7 oV T
x:tga:\/?_, y:tgﬁ:T\/_ bs 2 =tgy =3V7.

Tehat

VT 5V7 VT 5T
oo {(3500) (55 )

Megjegyzés: Ugy a tigonometrikus helyettesités, mint a kapott osszefiiggések meg-
felel6 alakitasa onallé munkara nehéznek bizonyult, igy lényegében kozosen oldottuk meg
a feladatot.

Hazi feladatok

4.1.40. Feladat. Mekkora az a®+ b5 legkisebb és legnagyobb értéke, ha a és b olyan valds
szamok, amelyekre a®> +b*> =17

1. megoldas. Mivel a® + b = 1, ezért a € [—-1,1] és b € [—1, 1]. Ekkor

1\* 1
a6—|—b6_a6+<1—a2)3—3@4—3a2+1—3(a2_§) +Z

Ebbdl latszik, hogy a kifejezés minimuma }U maximuma 1.
2. megoldas. Mivel a>+0* = 1, ezért a,b € [—1,1] és Fa € [0, 27) gy, hogy cosa = a
és sina = b. Ekkor

cos® a + sin® @ = (cos? a + sin? @) [(cos® o + sin® a)* — 3(cos asin a)?],

és felhasznélva, hogy cos? o + sin? a = 1, kapjuk, hogy

190\ 2
cos6a+sin6a:1—3<sm2 a) .

1

Mivel sin 2a € [—1,1], ezért a kifejezés minimuma 7,

maximuma pedig 1.

4.1.41. Feladat. Oldd meg a 22+/1 — 22 — /3(1 — 22?) = 1 egyenletet!

Megoldés. A 1étezési feltétel 1 — 22 > 0, ahonnan x € [—1, 1]. Ez sugallja az

int te[ WW}
T = sin —, =
) 3

helyettesitést. Ekkor a
2sinty/1 —sin?t — v/3(1 — 2sin?¢) = 1
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egyenlethez jutunk, ami
—5- il B T
V1 —sint = Vcos?t = |cost| = cost, Vte ~53

miatt
sin2t —v3cos2t = 1
alakba hozhaté. Ezt végigosztva 2-vel, majd a bal oldalt a segédszog moddszerével
atalakitva
(=)~
sin 3 5
egyszerl trigonometrikus egyenlethez jutunk, melynek altalanos megoldasa

tE{Z—I—kJﬂkEZ}U{%%—kﬂkGZ}.

Ezek kozul a

47 12 2’
igy
T2
r=sin—=—,
2
és
. 5% 2443
rz=sn|——|=——"—"-—"".
12 2
Tehat

2 2

oV

4.1.42. Feladat. Igazold, hogy barmely x € [—1,1] esetén
a) VIEz+v2 - V1+VI—22 =543z + 41— 22
b) VIEVI—22+vV2-VI+2z=+b+4z+3/1— 22

Megoldas. A 4.1.37., a 4.1.38. és az eloz6 feladat megoldasaban hasznélt helyet-
tesitéssel, teljesen hasonlé modszerrel oldhaté meg mind a négy egyenlet.

4.1.43. Feladat. Oldd meg a kévetkezd egyenletrendszereket!

r+y+z=2ayz b) T+Yy+z=ayz
a z y z 33 1 1 1 _3
Vi1+z2 + \/1+y2 + Vitz2 T2 V1+z2 + \/1+y2 + V1422 2

Megoldas. A 4.1.39. feladat megoldasaban hasznalt helyettesitéssel, teljesen hasonld
modszerrel oldhaté meg mindkét egyenletrendszer.
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4.2. Geometriai problémak - algebrai eszkozok

A masodik stratégia szemléletében az el6zének éppen a forditottja: geometriai széve-
gezésli feladatok algebrai eszkozokkel valé megkozelitése. Az el6z6 részhez képest a
didkoknak talan valamennyivel természetesebb a geometriai jellegli problémak algeb-
rai dton vald targyaldsa. Ez sajnos nem azt jelenti, hogy sokkal hatékonyabban és
eredményesebben kezelnék az ilyen jellegli problémékat, csupan annyit, hogy az ebbe
az iranyba val6 valtas az iskolai gyakorlatban megszokottabb a forditott iranyhoz képest.

Célom ennek a stratégianak a tanitasaval annak illusztralasa volt, hogy tipikusan geo-
metriai szovegezési feladatok megoldasa, néha - részben vagy teljes egészében - algebrai
eszkozrendszer bevetését kivanja. Igyekeztem bemutatni azokat a lehetoségeket, amelyek
ilyen esetekben hasznosak, eredményesek lehetnek, ezéltal fejlesztve, gazdagitva a didkok
problémamegoldé eszkoztarat.

4.2.1. A Descartes-féle koordinata-rendszer felhasznalasa

Az analitikus mértan a geometrianak az algebrahoz legkozelebb &llé része, tu-
lajdonképpen egyfajta algebra, hiszen a koordindta-rendszer megfelel6 megvalasztasa
utan, az objektumok kozotti geometriai viszony algebrai eszkozokkel vizsgalhatd. A
nyilvanvalésag kizarasa érdekében igyekeztem olyan mértanfeladatokat valasztani, ame-
lyek szovegezése nem arulkodik koordinatak bevezetésérdl, tehat nem szerepelnek benne
példaul koordinatdakkal megadott pontok. fgy az alabbi feladatok megoldasa soran a
nehézséget minden esetben inkdbb a vizsgalt alakzatoknak a koordinata-rendszerben
valé megfelelo elhelyezése okozta. A tanulményozott objektumok rogzitése utan, az azok
kozotti viszonyok leirdsa és a kért osszefiiggések bizonyitasa mar egyszeriibben ment.

Oréan megoldott feladatok

4.2.1. Feladat. Legyen eqy derékszogii haromszog eqyik befogoja eqy kocka éle, a masik
befogdja pedig ugyanannak a kockanak a lapdtioja. Bizonyitsd be, hogy a hdromszégnek két
sulyvonala merdleges eqymdsra!

Kérdések:

e Mit allit a feladat a haromszogrél? Mi a kérés?
e Miben lenne érdemes dolgozni? Hogyan vélasztanad meg ezt?
e Hogyan tudnéd jellemezni a silyvonalakat?

e Mi a feltétele annak, hogy két egyenes vagy két vektor merdleges legyen?

Megoldas: Ha a kocka éle a, akkor a haromszog befogéi a és av/2. Helyezzik el a
héromszoget a derékszogii koordinata-rendszerben tigy, hogy A(a, 0), B(0,av/2) és C(0,0)
legyen. (4.29. dbra)

Ekkor a [BC] felezépontja A’ (0, %), az [AB] felezépontja pedig C’ <%, “72>, igy
— 2 — 2
AA = (—a,“Q ) és CC' = (ga;—f>
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1B(0,av2)

¢ " A(a,0)

4.29. abra. A derékszogii haromszog

Mivel

— =

ezért AA" L CC', tehat két silyvonal merdleges egymaésra.

Megjegyzés: A koordinata-rendszer megfelel6 megvalasztasa utéan a feladat nem oko-
zott gondot a didkoknak, igy onéalléan be tudtdk bizonyitani a feladatban megfogalmazott
tulajdonsagot.

4.2.2. Feladat. Az ABC egyenld szdri haromszigben AB = AC. A [BC] szakasz D fe-
lez8pontjabol az AC oldalra bocsdtott merdleges talppontja legyen E. A [DE] felez6pontjdt
jelolje F'. Igazold, hogy AF 1. BE.

Kérdések:

e Mit 4llit és mit kér a feladat?

e Hogyan lenne érdemes elhelyezni a haromszoget a koordinata-rendszerben?
e Hogyan tudnéd jellemezni az AF és BE egyeneseket?

e Hogyan bizonyitanad, hogy merdlegesek?

Megoldas: Helyezziik el a haromszoget a derékszogi koordinata-rendszerben gy,
hogy szimmetriatengelye az Oy tengely legyen, és D az origéba essen. (4.30. dbra)

Ekkor A(0,a), B(—b,0) és C(b,0). Mivel az AC egyenes irdnytényezdje mac = —%, a
DUE egyenes egyenlete bx — ay = 0 lesz, ahonnan

P> ab ab? ; 2 a?b ab?
1 )
2+ are) 8 2(a? + %) 2(a? + b?)

2 3 2 2 3 2
ﬁ(Qab—l—b ab ) . ﬁ( a’b 2a —|—ab).

a2+ 02 " a?+ b2 2(a? +02)" 2(a® + b?)

Végiil
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Af0, a)

E

B(-b,0) P C(b,0)
4.30. dbra. Az egyenld szaru haromszog

Mivel BE - AF = 0, ezért BE 1 AF.

Megjegyzés: A feladat a didkok tudasdnak megfelel6 nehézségiinek bizonyult, igy
mindenki helyesen meg tudta vélasztani a koordinata-rendszert, és sikeresen bizonyitotta
a merolegességet.

4.2.3. Feladat. Az ABCD téglalap A és C csucsain keresztil pdrhuzamosokat, ezekre
a mdsik két csucsbol merdlegeseket hizunk. Bizonyitsd be, hogy a keletkezett téglalap
kozéppontja eqybeesik az eredeti téglalap kozéppontjdval!

Kérdések:

e Mit allit és mit kér a feladat?

e Hogyan lenne érdemes elhelyezni a téglalapot a koordinata-rendszerben?
e Hogyan jellemeznéd a téglalap kézéppontjat?

e Ki tudnad szamitani a keletkezo téglalap kozéppontjanak koordinatait?

Megoldas: Legyen A(a,0), B(a,b), C(0,b) és D(0,0). (4.31. dbra) Ekkor

a b
ACﬂBD—K(§,§).

A 4.31. ébra jelolései szerint ey || ea, e3 || eq, és ea L ey, igy

1
€y  Yy=mz eg: y=—(x—a).
m
Ekkor
a ma
Ney ={A A :
ex Ney = {Ar}, 1(m2+1’m2+1)
Ugyanakkor

er: y—b=m(rx—a) <= y=mzr—ma+b,

1
es : y:—ax—kb.
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4.31. abra. A téglalapok kozéppontjai

Mivel e; Neg = {C}, ezért

o m?a  (m?+1)b—ma
"\m2 41 m2+1 '

Az [A1C] szakasz Ki(x1, 1) felez6pontja egybeesik K-val, mert

1 a m2a a 1/ ma N (m?+1)b — ma b
xr1 = — = — = — = —.
o\l T 1) T2 T o\ m? + 1 2

Megjegyzés: Bar a feladat nem igérkezett nehezebbnek az el6zéeknél, mégis a
szamitasok valamivel nagyobb komplexitdasa miatt, sokan hibasan szamitottak ki az 1j
téglalap koordinatdit, emiatt végiil sok idébe telt a bizonyitas tokéletes kivitelezése.

4.2.4. Feladat. Egy egyenlo szdri derékszogi hdaromszogbe téglalapot irunk gy, hogy a
téglalap két oldala a két befogora illeszkedjék. A téglalap dtfogora esd csiucsdabol merdlegest
bocsatunk a szemkozti datlojara. Mutasd ki, hogy, a téglalap megudlasztdsatol figgetlendil,
a merdleges eqy rogzitett ponton halad dt!

Kérdések:

Mit Allit és mit kér a feladat?

Hogyan lenne érdemes elhelyezni a haromszoget a koordinata-rendszerben?

Meg tudnad hatarozni ekkor a téglalap cstucsainak koordinatéit?

Hogyan jellemeznéd a téglalap atfogéra esd csicsabdl az atléra huzott merdlegest?

Meg tudnad hatérozni a fixpont koordinatdit?
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4.32. 4bra.

Megoldas: A 4.32. abra szerint legyenek A(a,0) és B(0,a) az atfogd végpontjai, va-
lamint Py(p,0) és P»(0,a — p) a téglalap befogdkra esd csticsai (p < a). Ekkor P(p,a — p)

—
és PyPy = (p,p — a). A P-bél a Py Py-re bocsétott merdleges egyenlete:

pr+(p—aly=p"—(p-a)® <= pr+(p—a)y=2pa—ad.

Mivel barmilyen p < a esetén a @Q(a,a) pont koordinatai kielégitik az egyenes egyen-
letét, ezért a P megvélasztasatol fiiggetleniil ezen egyenesek athaladnak a () ponton.

Megjegyzés: A feladat tetszett a didkoknak, még a konkrét szamitasok el6tt nagy
érdeklédéssel kezdték el kikisérletezni a fixpont helyét, melyet tobben helyesen meg is
sejtettek. A haromszog célszerti elhelyezése a koordinata-rendszerben, és a szamitasok
kivitelezése nem okozott jelentos problémakat.

4.2.5. Feladat. Legyen az ABC' hdromszog belsejében P egy olyan pont, amelyre az
ABP, BCP és ACP hdromszogek terilete egyenlo. Milyen pontja P a hdromszognek?

Kérdések:
e Hogyan helyeznéd el a haromszoget a koordinata-rendszerben?

e Milyen sejtésed van? Tudnad ezt bizonyitani? Mit kellene ennek belatasa érdekében
kiszamitani?

e Felhaszndltél a feladat adta minden feltételt?

Megoldas: Legyen A(0,0), B(b,0), C(c,d) (b,c,d > 0) és P(xp,yp). (4.33. dbra)
Tudjuk, hogy
1

Tapp =Tpep = Tacp = gTABC-

Ugyanakkor
b-d b-yp

1 .
2% és Tamp — - .
I R T

ep
IS
wl

Tapc = = Yyp=
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C(c, d)

jj(-'r- i1 y,n)

4.33. abra.

Az abszcissza meghatarozasa érdekében kiszamitjuk a B, illetve a P pontnak a
tavolsagat az AC' oldaltol, hiszen a tertiletekre vonatkozé Osszefiiggés miatt, az utobbi
harmada az el6bbinek. Mivel

AC: dx—cy=0,

ezért

bd d'l'P—C'yp_d‘l'P—C'g

d(B,AC) = ——— ¢és d(P,AC) = N7 a2

Vd? + c?
De d(B, AC) = 3 - d(P, AC) miatt

d b b d
bd:3<d-xp—c~—) — ITp = —;)—C =" P(i _)7

3 3 73

ami éppen a haromszog sulypontja.

Megjegyzés: A didkok koziil néhanyan ismerték a sulypontnak a feladatban szerepl6
tulajdonsagat, igy csupan indokolniuk kellett azt. A szamitdsok kivitelezése viszont a
vartnal nehézkesebben ment. A fenti analitikus bizonyitas utan szintetikus geometriai
bizonyitasokra is kitértiink.

Hazi feladatok

4.2.6. Feladat. Rajzoljunk egy hdromszog mindkét befogaja folé kifelé egy-eqy négyzetet,
majd az dtfogo végpontjait kossuk ossze a szemkozti befogora rajzolt négyzet tdvolabbi
csucsaval. Bizonyitsd be, hogy az igy adodo két egyenes az dtfogohoz tartozo ma-
gassdagvonalon metszi egymdst!

Megoldas. Helyezziik el a haromszoget a derékszogi koordinata-rendszerben gy,
hogy a derékszog cstcsa az origd, a masik két csicsa pedig A(a,0), ill. B(0,b) legyen.
(4.34. abra) Ekkor az atfogéhoz tartozé magassag egyenlete y = ¢x.

Az O A vizszintes befogéra rajzolt négyzet A'(a, —a) csucsat a B(0, b) ponttal dsszekotd
egyenes egyenlete:

(a+b)x + ay = ab.
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Ar

4.34. 4bra.

Az OB fiiggéleges befogéra rajzolt négyzet B'(—b,b) cstucsat az A(a,0) ponttal
0sszekotd egyenes egyenlete pedig:

br + (a + b)y = ab.

A két egyenletet kivonva egymdsbol ax — by = 0, vagy y = ¢z egyenlethez jutunk, ami
éppen azt jelenti, hogy a két egyenes kozos pontja rajta van a magassagvonalon.

4.2.7. Feladat. Igazold, hogy az ABCD téglalap sikjiban felvett tetszéleges P pontra
teljesil, hogy
AP?*+ CP? = BP*+ DP>.

Megoldas. Legyen A(0,0), B(b,0), C(b,a), D(0,a) és P(x,y). Az allitas igaz, hiszen
AP? +CP? =2® + > + (z — b)* + (y — a)?,
BP?+ DP* = (z — 0>+ 9° + 2° + (y — a)*.

4.2.8. Feladat. Az ABC' egyenld oldalii haromszog G sulypontjdt kossik ossze a B és
C' csicsokkal. Bizonyitsd be, hogy a [GB] és [GC| szakaszok felezdmerdlegesei a [BC]
szakaszt harom eqyenld hosszisdgu részre osztjak!

Megoldas. Helyezziik a haromszoget gy a koordinata-rendszerbe, hogy a [BC] oldal
felezépontja az origéba essen, és legyen A(0,av/3), B(—a,0), C(a,0). (4.35. dbra)
Ekkor G (0, %) és a [GC] felez6pontja F (%, %§> A [GC] felezOmerélegesének
egyenlete:
3x — \/§y = a.

Ez az egyenes a [BC| szakaszt a Py (‘31, O) pontban metszi, tehat a C' ponthoz kozelebbi
harmadoloponton halad at.
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4.35. abra.
Hasonléan a [G B] felezépontja Fy (—%, %3), és a [G B] felezOmerolegesének egyenlete:
3T + \/gy = —a.

Ez az egyenes a [BC| szakaszt a Py (—%,0) pontban metszi, tehat a B ponthoz kozelebbi
harmadoléponton halad &t.

4.2.9. Feladat. Az ABCD téglalap BAD szogének felezdje a BD dtlot az M, a BC
oldal tartoegyenesét pedig a P pontban metszi. Az M ponton dthaladé AB-vel pdrhuzamos
eqyenes az AC dtlot N-ben metszi. Mutasd ki, hogy PN L BD.

Megoldas. Legyen A(0,0), B(b,0), C(b,a), D(0,a). (4.36. abra) Ekkor a BAD szdg
felez6je éppen az els6 szogfelezd, igy egyenlete y = x, és P(b,b). A BD &tl6 egyenlete
ax + by = ab.

4.36. abra.
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ab ab
BDNAP={M} = M|——/ ——].
{0} <a—|—b’ a—i—b)
Az AC atl6 egyenlete ax — by = 0, és mivel yy = yy = a“—fb, valamint

b? b? ab
NeA = = = N — .
€ AC N (a+b’a+b)

Ekkor

DB = (b, —a) és W:( ab_ ¥ >

a+b a+b
ahonnan lﬁ : ]Vﬁ =0, tehat PN | BD.

4.2.10. Feladat. Az OA = a és OB = b befogoji derékszogi hdromszog AB dtfogojan
mozog a P pont, amelynek a befogokra esd merdleges vetiiletei M, illetve N. Hogyan
vdlasszuk meg P helyét, hogy a PM?* + PN? minimdlis legyen?

Megoldas. Legyen a derékszog cstucsa az origéban és A(a,0), B(0,b) az atfogo
végpontjai. Ha P(x,y), akkor M(x,0) és N(0,y). Ekkor

PM? + PN? = 2* +y* = OP?,
és OP akkor minimalis, ha OP 1. AB. Az OAB derékszogi haromszog, igy magassaga

_OA-OB _ ab
T AB Ve

Tehat a keletkezett minimum ﬁ, és P a derékszogbol huzott magassag talppontja
kell legyen.

m

4.2.2. A Gauss-féle komplex szamsik alkalmazasa

A komplex szamok segitségével megoldhaté feladatok tulajdonképpen minden esetben
koordinatageometriai eszkozokkel is megoldhatdk, hiszen a Gauss-féle komplex szamsik
és a Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszer ekvivalencidja miatt egy pont affi-
xumanak valés, illetve imaginarius része, annak koordinataival egyenértékii.

Ennek ellenére bizonyos esetekben, féleg ha a feladatban valamilyen objektumok elfor-
gatasa szerepel, célszerlibb a komplex szamsikon dolgozni, hiszen két komplex szam szor-
zata geometriailag forgatva nyujtast jelent. fgy aztan forgatasok segitségével sok esetben
konnyen igazolhato valamilyen alakzat szabdlyos volta vagy két egyenes merdlegessége,
esetleg parhuzamossaga.

Oran megoldott feladatok

4.2.11. Feladat. Az ABCDEF szabdlyos hatszégben a [BC] felezépontja G, a [DF] dtlé
felezépontja H. Bizonyitsd be, hogy AGH hdromszog szabdlyos. Mennyi a hdromszig és a
hatszdg teriiletének ardnya?
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Kérdések:

e Mi van megadva és mit kér a feladat?

e Hogyan helyeznéd el a hatszoget a komplex szamsikon?

e Meg tudnad hatarozni a pontok affixumait?

e Mi a feltétel annak, hogy harom pont egy szabdalyos haromszog csticsait alkossa?
e Milyen mas lehetoségek vannak?

Megoldas: Helyezziink el egy egység oldali szabalyos hatszoget a komplex szamsikon
ugy, hogy a kozéppontja az origd legyen, tovabba az A csucs affixuma az a = 1 komplex
szam legyen. (4.37. abra)

H

E ] F

4.37. abra. A szabélyos hatszog

Ekkor

1 3 1 3
b:cos600+isin60°:—+i£, 020051200+z’sin12002——+z‘£,
2 2 2 2
igy
B b+c_£i
I= T Tt
Mivel d = —1 és f = b, ezért
d+ f 1 V3

h=— =17

Az AGH haromszog szabalyos, ha a G pontot +60°-kal elforgatva az A koriil, a H pontot
kapjuk, azaz
h = (g — a)(cos60° 4 isin 60°) + a.

Behelyettesitve a pontok affixumait

h= (—1+¢£> (ilﬂﬁ) +1=—%—@'§,

2 2 2
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ami igaz, tehat AGH szabdlyos. Teriiletének és a hatszog teriiletének aranya

3
Tage  la—gl* 12+Z_\ﬁ

TapcDEF 6 6 12

Az AGH haromszog szabdlyossaga tgy is igazolhatd, hogy belatjuk, hogy hasonlo
onmagaval, azaz AGHx ~ GH A, amely akkor és csak akkor teljestil, ha

a—h g—a

o h " ha — >+ ¢+ h?=ag+ gh+ ha

Megjegyzés: A didkoknak tetszett a feladat komplex szamokkal valé megkozelitése,
ugyanakkor megbeszéltiik az alig eltérd analitikus geometriai megkozleitésmddot is, majd
a két modszer elonyeit, illetve hatranyait mérlegeltiik.

4.2.12. Feladat. Az ABC dltaldnos hdromszog AB oldaldra megszerkesztjik az ABB’
eqyenld oldali haromszoget, valamint az AC' oldaldra az ACC" egyenld szdri haromszéget

gy, hogy m(m) = 120°. Bizonyitsd be, hogy ha M a [B'C'] felezépontja, akkor a
BMC' hdromszog derékszogi, és szamitsd ki a hegyesszogeinek mértéket!

Kérdések:
e Mi van megadva és mit kér a feladat?

e Ki tudnad fejezni a szarmaztatott adatokat az elsédleges adatok segitségével? Ki
tudnad szamitani az M pont affixuméat a B és (' affixumai segitségével?

e Komplex szamok segitségével, hogyan igazolhaté a legegyszertibben, hogy egy
haromszog derékszogi?

e Tudnal egyuttal az oldalhosszak viszonyéra is kovetkeztetni? Mit jelent ez? Milyen
mas lehetOségek vannak?

Megoldas: Minden pont affixumét jelolje a neki megfelel$ kisbetii. (4.38. dbra)

Ekkor

b= (a—0b) (%—i—zé) +b, d=—(a—c) (1—2\/—§> +c,
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m 5 5 + 5 -t

V4 b+e c—b (1 \/§)
- - |2 2 |-

Sejthetd, hogy a BMCa 30° — 60°-0s derékszogli haromszog. Be kell latnunk tehét,
hogy BM L CM és BM = +/3 - CM. Mindezek bizonyitdsa érdekében vizsgaljuk a ==
tortet, hiszen ennek argumentuma megadja a két oldal altal bezart szoget, mig abszolut
értéke éppen a két oldalhossz aranyaval egyezik meg.

b—m_b—%—%’e_b—c—ce%—be_ (b—c)(1+¢)

c—m c—be_cbe c—b—cetbe  (b—c)(—1+e)

2 2
1+1 4432 34iv3  —3-iV/3-3iV3+3 3
— — = = —1 .
14148 —1+03 4

Mivel a hdnyados tiszta imagindrius szam, ezért BM L C'M, és mivel abszolut értéke
V3, ezért BM = /3 - CM. Tehat a BMC valéban derékszogti, melyben m(B) = 30°,
m(C) = 60°.

Megjegyzés: A feladat a didkok egy részének nem okozott kiillonosebb gondot, viszont
voltak, akik csak a segité kérdések mentén tudtak haladni, és a megfelel¢ forgatdsok
felirasaval is problémajuk adodott. Tobben felismerték a feladatnak az el6tesztbol méar
ismert kalézos problémaval valé hasonlésagat.

4.2.13. Feladat. Egy négyszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk, majd az dtellenes
négyzetek kozéppontjait osszekotyik. Igazold, hogy e két szakasz merdleges eqymasra és
eqyenld hosszisagu!

Kérdések:
e Mi van megadva és mit kér a feladat? Készits abrat!

e Fel tudnad irni a négyzetek kozéppontjainak affixumait csak a négyszog csucsainak
affixumai segitségével?

e Hogyan tudnad a legegyszeriibben igazolni, hogy két szakasz azonos hosszisagu és
meroleges egymasra?

Megoldas: Legyenek a négyszog csucsainak affixumai a,b,c, illetve d, az oldalak
folé szerkesztett négyzetek kozéppontjaié pedig x,y, z és v. Kifejezziik az utébbiakat az
el6bbiek fiiggvényében. (4.39. abra)

Ha az AB oldal folé szerkesztett négyzet kozéppontjanak affixuma z, akkor XA = X B
és X AL X B miatt

a—x=(b—ux)- 1,

ahonnan ,
a—bi
xr =
1—id’
és teljesen hasonléan
b—ci c—di d— at
y = s z = —, V=
1—1 1—1 1—1



4.39. abra. Az oldalak f6lé rajzolt négyzetek

Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy XZ =YV és XZ 1YV az, hogy
(x—2)-i=(y—v).
Ebbe behelyettesitve az

a—bi c—di a—c+di—bi
T —2z= — =
1—1 1—1 1—14 ’

b—ct d—ai b—d+ai —
— UV = —_ =
y 1—7 11— 11—

Osszefliggéseket, majd végigszorozva (1 — i)-vel kapjuk, hogy

(a—c+di—bi)-i=0b—d+ ai— ci,

ami igaz, tehat a két szakasz kongruens és meroleges egymasra.
A megoldasbodl kideriil, hogy az allitas konkdv négyszogek esetén is igaz.
Megjegyzés: Kisebb nehézséget némelyeknek a megoldas legelején, a kozéppontok
affixumainak megfelel6 felirasa okozott, a tovabbi szamitasokkal viszont mar mindenki jol
boldogult.

4.2.14. Feladat. FEgy60°-0s sz0g eqyik szaran elhelyezkedd A, illetve Ay pontoknak a szog
csucsatol meért tavolsaga p, illetve 2q; a masik szaron elhelyezkedo B, illetve By pontoknak
a cstcstol mért tavolsdga pedig q, illetve 2p. Az [A1By] szakasz felezépontja C. Milyen
természetii az ABC' hdromszog?

Kérdések:

e Mi van megadva és mit kér a feladat? Készits abrat!
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e Ki tudnad szamitani a pontok affixumait az adatok segitségével?

e Meg tudnal fogalmazni valamilyen sejtést a keletkezé haromszog természetére vo-
natkozdan?

e Hogyan tudnad bizonyitani ezt? Milyen lehetoségek vannak? Melyik elényos, melyik
kevéshé az?

Megoldas: Az egyszeriiség kedvéért legyen a szog csicsa az origéban, az [OA szira
pedig legyen a valds tengely. A mésik szar ennek 60°-kal valé elforgatottja pozitiv trigo-
nometrikus irdnyba. (4.40. 4bra) Ha a forgatas egységét

jeloli, akkor
a=p, a =2q, b=q-¢, by =2p-e

Mivel C' az [A; By felezépontja, ezért ¢ = p - € + q.

4.40. dbra. A szogtartomanyban levo haromszog

1. médszer. Az ABC haromszog szabalyos, ha példaul B a C' pontnak az A pont
koriili 460°-kal valé elforgatottja, azaz

b—a=(c—a)-e.
A folirt affixumokat behelyettesitve
g e—p={p-e+q—p)-e

p(62—6+1):(),

ami igaz, mert €2 = —1 miatt €2 — e+ 1 = 0.
2. médszer. Az affixumok értékét behelyettesitjiik a szabalyos haromszog csiicsainak
affixumaira vonatkozé sziikséges és elégséges feltételbe. Ekkor

PA@E+pE4+2pq- e+ ¢ =
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=pg-etpg-+q° e+ p’etpg.
Ezt rendezve kapjuk, hogy

P —et+ 1)+ (€ —e+ 1) =pg(e® —e+1),

(P* —pg+ ) (€ —e+1) =0,

ami igaz, mert €2 = —1 miatt €2 — e+ 1= 0.

3. mdédszer. A feladat szintetikus geometriai eszkozokkel is megoldhaté (4.41. dbra).
Mivel OA; = 20B = 2q, OB; = 20A = 2p és az O kozés sz0g, ezért O.SZ.0. eset
alapjan az OABA ~ OB1Ap, gy AB = %AlBl. Ugyanakkor az Aj, ill. By pontokbdl

~

merdlegeseket bocsatva az OBy, ill. OA; egyenesekre, mivel m(O) = 60°, ezért 30° —60°-o0s
derékszogli haromszogek keletkeznek, és OA; = 20 B, ill. OBy = 20 A miatt a merdlegesek
talppontja éppen az A, ill. B pont lesz. fgy az OA;B valamint az OB1A derékszogl
haromszogekben BC' = %AlBl, ill. AC = %AlBl. Tehat AB = BC = AC, vagyis a
haromszog szabalyos.

4.41. dbra. Elemi geometriai megoldas

Megjegyzés: A feladattal oOnalléan boldogultak a didkok, és a haromszog
szabalyossdaganak mindkét moédon valé igazolasa el6fordult a megoldasokban. Akik nem
teljesen biztosak a forgatasok felirasdban, inkabb a 2. médszert, az azonossagba vald be-
helyettesitést részesitik elonyben.

4.2.15. Feladat. Legyen P az ABC hdromszognek egy olyan belsé pontja, amelyre

m(@) = m(fB\C’) Jelolje K és L a P pontnak az AC, illetve BC' oldalakra esd
merdleges vetiletét, és legyen D az [AB] felezépontja. Igazold, hogy DK = DL.

Kérdések:
e Mi van megadva és mit kér a feladat? Készits abrat!

e A szamitasok egyszerisitése érdekében, hogyan érdemes elhelyezni a haromszoget a
komplex szamsikban?
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e Ki tudndd fejezni a szerkesztett pontok affixumait az elsédleges adatok segitségével?

e Hogyan hasznalnad fel, hogy két szog kongruens? Hat hogy meroleges vetiiletekrol
van sz6?

e Fel tudnad frni a K és L affixumat csak a P pont affixuma és a kongruens szogek
segitségével?

e Hogyan tudnad kimutatni a szakaszhosszak egyenloségét?

Megoldas: Mivel a C' pont helyzete nem lényeges, helyezziik el a haromszoget a
komplex szamsikon gy, hogy az [AB] oldal D felezépontja az origéba keriiljon. Ekkor
d=0¢és b= —a. (4.42. ébra)

Kifejezziik a K és L pontok affixumat a P és A pontok p, ill. a affixuma segitségével,
majd megprobaljuk igazolni, hogy |k| = |I|, ami éppen a kért egyenldséget jelenti.

Legyen m(PAK) = m(PBL) = a. Mivel PK_LAK és PLLBL, ezért

p—k =1i(a— k)tga,

p—1=1i(b—tga =i(—a — )tga.

4.42. abra.

Kifejezve k-t és l-et
_p— aitga - p + attga
1 —itga 1 —itgo

Y

ahonnan nyilvanvalé, hogy k -k = [ -1, ami azt jelenti, hogy |k|? = |I|?, vagyis DK = DL.
Megjegyzés: A feladat onall6 munkéara nehéznek bizonyult, igy a kérdések mentén
haladva egyiitt oldottuk meg azt.

4.2.16. Feladat. Az ABC hdromsziogben jelolje m, az A csicshoz tartozo magassdg, s,
az A csiucshoz tartozd sulyvonal hosszdt, valamint R és r a hdromszdg koré-, illetve beirt
korének sugardt. Igazold, hogy % > Sa

_ma'
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Kérdések:
e Milyen Osszefiiggéseket ismersz a hdromszog beirt és koréirt korének sugarara?

e Hogyan tudnad becsiilni egy oldal és a hozza tartozé stulyvonal hosszanak szorzatat?
Mikor all fenn egyenléség?

e At tudnad ugy alakitani az egyenlotlenséget, hogy csak a komplex szamokkal
konnyen felirhaté adatok maradjanak benne?

Megoldas: A haromszog tertiletét jelolje T, keriiletét pedig K. (4.43. abra) Ekkor

R Sa 2T 2T
— > 2 = 25, < — 2—s5, < R— <+« 2B <R-K.
o 2 e rs, < Rm, KSG_RBC Cs, <R

4.43. abra.

Az A, B, C csucspontok affixumait rendre a, b, c-vel jelolve kapjuk, hogy

b
T e2a—b—c| = |(b—)(2a—b—c) =

2BCs, =2|b—c||a —

=la(b—c)+bla—0b)+clc—a)| <la||lb—c|+|blla —b] + |c|lc—a| =R - K,
hiszen |a| = |b] = |¢| = R. Egyenl6ség szabdlyos haromszog esetén &ll fenn.
Megjegyzés: A feladat a didkok szaméra nehéz volt, igy egytitt oldottuk meg.
Hazi feladatok

4.2.17. Feladat. Egy szabdlyos hdromszog egyik csicsa az A(2v/3;2v/3) koordindtdji
pont. A hdromszog sulypontja az origo. Hatdrozd meg a tobbi csics koordindtdit!

Megoldas. Origé6 koriili 120°-o0s pozitiv, illetve negativ irdnyu forgatassal
kiszamithatok a masik két cstucs koordinatai.
Legyen a megadott A pont affixuma a = 2v/3 + i2v/3. Ekkor a B pont affixuma

b=a- (Cos%r%—isin%r) = (2\/3—1—2'2\/5) : (—%4—2\/75) :—3—\/§+i(3—\/§),
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vagyis B(—3 — V3:3 — \/§) Hasonldéan a C' pont affixuma
2 2
c:a-(—cosg—ising) (2\/_+z2\/_> (———i£>:3 V3 +i(—V3-3),

tehat C(3 — v/3; -3 — V/3).

Megjegyzés. Mivel A(24/3;24/3) is és a hdromszog stilypontja is rajta van az elsd szogfe-
lezén, ezért a haromszog egyik szimmetriatengelye éppen az els6 szogfelezo, igy B és C'
szimmetrikusak erre nézve, tehat C' koordinatai azonnal adédnak B koordinatainak fel-
cserélésével, igy tulajdonképpen elég csak az egyik pont koordinatdit kiszamitani.

4.2.18. Feladat. Az ABC dltaldnos hdaromszog AB és AC oldalaira megszerkesztjik
az ABB' illetve ACC'" egyenld szari derékszogli haromszégeket, gy hogy m(ABB') =

m(m) = 90°. Mutasd ki, hogy ha M a [B'C’]| felezépontja, akkor a BMC' hdromszdg
is eqyenld szdru és derékszogi!

Megoldas. Minden pont affixumét jelolje a neki megfeleld kisbetii. (4.44. dbra)

B 3.

4.44. abra. Az oldalakra szerkesztett derékszogli haromszogek

Ekkor
V= (a—0b)i+b, iletve ¢ =—(a—-c)i+ec,
igy
V+cd  ai—bitb—ai+ci+c b+c+ci—bi
2 2 B 2
A BMC haromszog pontosan akkor egyenld szaru és derékszogi, ha

m =

c—bi

c—m=(0b-m)i <<= m= T

Bévitve a tortet a nevezd konjukaltjaval

(c=bi)(14+14) c+ci—bi+b

T T 2 ’

ami igaz, tehat a hdaromszog egyenld szari és derékszogi.
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4.2.19. Feladat. Az ABC tetszéleges hdromszog oldalaira kifele szerkessziik meg rendre
az ABK, BCI, C'AJ egyenld oldali hdromszogeket. Bizonyitsd be a kovetkezd dllitdsokat!

a) Az ABC és IJK hdromszdg silypontja egybeesik. Jeloljik ezt G-vel.

b) ABCI,CAJ, ABK egyenlé oldali haromszégek U, V', illetve W sulypontjai szintén
eqyenld oldali hdromszoget alkotnak, melynek sulypontja G.

Megoldas. Legyen € = % + 2"/75, ahol €8 = —1. (4.45. 4bra)
a) Ekkor
i=((b-ce+c, j=(c—a)e+a, k= (a—Dbe+b,

amiket osszeadva kapjuk, hogy
i+ji+k=a+b+c

vagyis az ABC' és I JK haromszogek sulypontja egybeesik, melyet jeloljiink G-vel.
b) A BCI, CAJ, ABK egyenl$ oldali haromszogek U, V, illetve W stlypontjainak

affixumai

b+c+1 a+j+c a+b+k
Uu=——, v= = —\
3 7 3 ’ 3
Osszeadva o
20 +2b+2c+i+ 75+ k
Ut v+ w= 3 =a+b+c,

tehdt az UVW haromszog sulypontja is G.

4.45. dbra. Az oldalakra szerkesztett szabalyos haromszogek
Még bizonyitanunk kell, hogy UV egyenl6 oldali. Ez pontosan akkor all fenn, ha
w=(v—u)e+u.
Behelyettesitve, és beszorozva 3-mal

a+b+k=(a+j—b—i)e+b+c+i,
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amibe szintén behelyettesitve, majd rendezve, kapjuk, hogy
(2c—a—b)(e€ —e+1) =0,
ami igaz, mert €2 = —1 miatt €2 — e + 1 = 0. Tehdt az UV W, valdban egyenld oldald.

4.2.20. Feladat. Az ABC hdromszog oldalaira kifele négyzeteket rajzolunk, ezek az
AIHB, BEDC és CGFA; a GCDQ és EBHP négyszogek pedig paralelogrammdk. Bi-
zonyitsd be, hogy az APQ hdromszog derékszogi és eqyenld szdri!

Megoldas. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az AP haromszog
derékszogi és egyenlo szaru legyen az, hogy a () pont a P pontnak A koriili +90°-kal
valé elforgatottja legyen (4.46. abra), vagyis teljesiiljon, hogy

g=((p—a)-i+a.

F
I
4 e
/ \\\
H, / S
!
IIB C \\\.'
¥ Q
rd
ra
P
E D

4.46. abra. Az oldalak f6lé rajzolt négyzetek

Ennek igazolasa érdekében kifejezziikk a P és () pontok p, ill. ¢ affixumat az a,b,c
fiiggvényében.
Mivel GCDQ és EBH P négyszogek paralelogrammék, ezért

c+q=d+g, illetve b+p=h-+e,

ahonnan
qg=d+g—c, illetve p=h+e—b.

Ugyanakkor, mivel BEDC és CGF A négyzet, ezért
d=0b—-c)-i+c, g=—(a—c)-i+c,

tehat
g=-—a-i+b-i+ec.
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Hasonléan, mivel ATHB és BEDC négyzet, ezért
h=(a—b)-i+b, e=—(c—0b)-i+b,

igy
p=b+a-i—c-i.

Behelyettesitve a ¢ = (p — a) - i + a Osszefliggésbe
—a-i+b-i+c=(b+a-i—c-i—a) i+a,
ami igaz, tehat az APQ haromszog derékszogl és egyenld szaru.

4.2.21. Feladat. Egqy ABC' hdromszég oldalai folé szerkesztett négyzetek kozéppontjai
szabdlyos hdromszéget alkotnak. Mit mondhatunk az ABC' hdromszogrol?

Megoldas. Legyenek a haromszog csicsainak affixumai a,b, illetve ¢, az oldalak
folé szerkesztett négyzetek kozéppontjaié pedig =,y és z. (4.47. dbra) Meghatarozzuk
az utébbiakat az elébbiek fiiggvényében, majd felhasznalva, hogy XY Z egyenlo oldali,
kovetkeztetiink az ABC haromszog természetére.

A
-t TN /
X /
» /
A
Y
\ )
Ay [
B[\ [ ¢
\\ 7
‘..r'
}f

4.47. abra. Az oldalak f6lé rajzolt négyzetek

Ha az AB oldal folé szerkesztett négyzet kozéppontjanak affixuma z, akkor XA = X B
és X AL X B miatt
(x—a)i=b-—ux,

ahonnan '
b+ ai
x = -,
141
és teljesen hasonloan
¢+ bi a+ci
y= -, 2= -
141 141
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Mivel XY Z haromszog szabalyos, ezért
J:2+y2+z2 =xy +yz+ 2.
Ebbe behelyettesitve, majd (1 + i)%nel beszorozva az osszefiiggést kapjuk, hogy
b* + 2abi — a® + ¢ + 2bci — b* + a® + 2aci — ¢* =
= bc + b% + cai — ab + ac + c¢*i + abi — bc + ab + a*i + bei — ca.
Osszevonva a tagokat, és végigosztva i-vel az

a’>+ b+ =ab+bc+ ca

osszefiiggéshez jutunk, ami éppen azt jelenti, hogy az ABC héaromszog szabalyos. Mivel
az egyik egyenl0ségtol a masikhoz ekvivalens l1épések dltal jutottunk, allithatjuk, hogy
az oldalak folé irt négyzetkozéppontok altal meghatarozott haromszog pontosan akkor
szabdlyos, ha az eredeti haromszog is az.
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4.3. Alkalmas figgvény keresése

A harmadik stratégia bizonyos problémak megoldasat jelentosen elOsegité alkal-
mas fiiggvény megtaldlasat és annak valamilyen tulajdonsidganak felhasznalasat kivanta.
Nagyrészt egyenletek, egyenlotlenségek és egyenletrendszerek nem algoritmikus meg-
oldasaval, illetve kiilonb6z6 geometriai szélsdértékek keresésével szemléltettem ezt. Célom
ennek a stratégianak a bemutatasaval annak tudatositdsa volt a didkokban, hogy a
romaniai kozépiskolai tananyag kozponti elemének szamité fiiggvény fogalma és az arra
épilé matematikai analizis nem elszigetelt tudomanyteriilet, hanem egy lehetséges és gyak-
ran nagyon hasznos eszkoz az problémamegoldés soran. Lassak a didkok, hogy a matema-
tika kiilonbozo tertileteinek az osszekapcsolasa hasznos és sok esetben nélkiilozhetetlen a
nem sablonszerii problémék eredményes megoldésa érdekében.

4.3.1. Elemi fiiggvények tulajdonsagainak felhasznalasa

Az elemi fliggvények és azok tulajdonsdgainak vizsgalata 9-10. osztalyos tananyag
Roméniadban. Ugyancsak ebben a két évben a romdaniai matematika-tanterv viszonylag
sok id6t szan az elemi fliggvényekhez kapcsolédo tipikus egyenletek, egyenlotlenségek és
egyenletrendszerek megoldasara. Am a sokféle algoritmikus megoldasi eljaras mégiscsak
egy eléggé sziik, sajatosan ezekre a modszerekre szabott egyenletek megoldasara alkal-
mas. Gyakori kérdése a didkoknak, hogy hogyan boldogulunk olyan esetekben, amikor
a megoldasra varé egyenlet nem annyira ,szépen” el6allitott. A valamivel altalanosabb
modszerek, eljarasok, stratégiak tanitasara mar kevesebb id6 jut, holott az azokhoz
sziikséges eszkozok gyakran a didkok rendelkezésére allnak, csak tudniuk kellene, hogy
mikor mire érdemes hasznalni azokat. Jobb esetben a didkok kitaldljak az adott egyenlet
megoldéasat, de az unicitds bizonyitasat illetoen mar otlettelenek.

Néhany ilyen egyenlet, egyenlétlenség, illetve rendszer megoldasara vonatkozoé eljaras:

o ¢rtelmezési tartomany, értékkészlet vizsgdlata

e fiiggvény injektivitdsdnak (egy-egy értelmiiségének) felhasznalasa
e fiiggvény szigorian monoton tulajdonsaganak felhasznalasa

e fliggvény szigortian konvex/konkav voltdnak felhasznalasa

e attérés fliggvények egyenléségérdl az inverzeik egyenloségére

e szigoruan novekvo fiiggvény és inverzének egyenldsége

Tapasztalataim szerint még rosszabb a helyzet a kiilonb6zo algebrai, de féleg geomet-
riai szélsoérték-problémak megoldasa tekintetében, hiszen a didkoknak nagy nehézséget
okoz a megfeleld elemi becslések megtaldlasa. Ha mar semmilyen elemi médszer sem segit,
gyakran valamilyen alkalmas fliggvény korlatossaga, szélsoértékeinek kiszamitasa vezet el
a kivant Osszefiiggéshez.
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Oran megoldott feladatok

4.3.1. Feladat. Oldd meg a v/ + 1+ 1 — 22 = v/22 + 7 — 2 egyenletet!

Kérdések:

e Milyen halmazon értelmezettek az egyenletben szereplé kifejezések?

e Mennyi lehet ekkor a gyokkifejezések értéke? Hat a két oldalé?

e Milyen kovetkeztetés vonhaté le a két oldal értékkészletének Osszevetésébol?

Megoldas: A bal oldalon megjelené kifejezések értelmezéséhez sziikséges, hogy x €
[—1, 1] legyen. Ha ez teljesiil, akkor viszont 22 +7 < 8 és igy va2 + 7—2 < 0. Ugyanakkor
Vo +1+ 1 —22 >0, tehat egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal nulla.
Ez csak © = —1 esetén kovetkezik be, tehdt x = —1 az egyetlen megoldas.

Megjegyzés: Ez a bemelegitonek szant feladat teljes sikert aratott. Bar voltak, akik
elso ranézésre megprébaltak valamilyen hatvanyra emelni az egyenlet két oldalat, de ha-
mar rajottek, hogy ez reménytelen és szerencsére sziikségtelen is, majd az értékkészleteket
tanulmanyozva rajottek a megoldasra.

4.3.2. Feladat. Oldd meg a valos szamok halmazdn az alabbi egyenleteket!
a) Ve =2 —3r+1+ |z —1] b) 25w _ 9cos® T — (o5 9y
Kérdések:
e Milyen halmazon értelmezett az egyenlet?
e Ki tudnal alakitani hasonlé alaku kifejezéseket az egyenlet két oldalan?

e Hogyan irhaté at méasként az abszolit érték? Mibdl szarmazhat esetleg?
Hogyan alakithaté at a cos2x?

e Mi az egyenlet két oldalanak szerkezetileg azonos alakja?

e Ha sikeriilt kialakitani két teljesen hasonld szerkezetli kifejezést az egyenlet két
oldalan, mire tudnal ebbol kovetkeztetni? Mi miatt allithatd ez?

e Meg tudnad oldani a kapott egyszeriibb egyenletet?

Megoldas: a) Az egyenlet a [0, 00) intervallumon értelmezett, és atirhaté az
v+ Vo= (z - 1)+ /(z—1)?
alakba. Mivel az egyenlet két oldala szerkezetileg azonos, tekintsiik az

f1]0,00) = [0, 00), f($):.1'—|—\/5

szigoruan monoton, tehat injektiv fliggvényt. Ekkor az egyenlet
flx)=f((x—1)%)
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alakba irhatd, ahonnan az
r=@—-17 <= 22-3z+1=0

egyenlethez jutunk, amelynek megoldasai x; o = 3£V5 45 ezek pozitivak 1évén, egyben az

2
eredeti egyenlet megoldasai is. Tehat

M:{3—\/573+\/5}.

2 2

2

b) Az egyenlet a teljes R-en értelmezett, és cos 2z = cos® x — sin® z miatt

s 2 . 2
2 4 sin? g = 298 T 4 cos® o

alakba hozhatd. Mivel az
fR=>R, flx)=2"+x

fliggvény szigorian novekvo, igy injektiv, ezért az egyenlet
f (sin2 x) =f (COS2 x)
alakjabol kovetkezik, hogy
sin?x = cos?xr <= cos2z =0,

aminek megoldasai egyben az eredeti egyenletet is kielégitik, igy M = {i% + krlk € Z} :

Megjegyzés: Foleg az els6 egyenlet megoldasa sordan az azonos szerkezetli két oldal
kialakitdsa ment nehezebben, az utana kovetkezo szamitdsok mar nem okoztak gondot.
Fontos viszont kihangsilyozni az injektivitast, mert a diakok tobbsége csupan formélisan
tekintve az egyenletre, hajlamos atsiklani e tulajdonsag sziikségessége folott és minden
kétely nélkiil kovetkeztetni az argumentumok egyenloségére.

4.3.3. Feladat. Oldd meg a { ééjFQ_+\é; z 150giy% egyenletrendszert!
Kérdések:
e Milyen halmazon értelmezett az egyenlet?
e At tudndd alakitani az elsé egyenlet két oldalat ugyanolyan szerkezetiivé?
e Az &tiras utan mire lehet kovetkeztetni? Miért j6 ez?

e Fel tudnad ezt hasznalni a masik egyenlet megoldasa soran?

Megoldas: Az els6 egyenletben szerepl6 gyokok és logaritmus miatt x,y > 0.

\/_—\/_:10g3g — Vr+logsr = /y+logyy

Mivel az

fiRy =R, f(t) = Vi+logt
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fliggvény szigorian novekvo, ezért injektiv, igy az egyenletbol kovetkezik, hogy = = y.
Ezt felhasznalva a rendszer masodik egyenlete:

9ri2 g _ 5.9 EZD gx_5ogv g

ahonnan 2* = 1, azaz x; = 0, vagy 2* =4, igy x5 = 2. De x > 0, igy az egyenletrendszer
megoldashalmaza M = {(2,2)}.

Megjegyzés: A feladat a didkok tobbségének nem okozott nehézséget, igy onalldéan
ki tudtak vitelezni a helyes megoldast.

4.3.4. Feladat. Oldd meg az alabbi egyenleteket!

a) Va2 —36 + V2 — 64 ++vz2 —100 = 14

b) 2> =2z +2=Vr +7—Vo—1

Kérdések:

e Milyen halmazon értelmezett az egyenlet?

e Milyen a bal oldal monotonitasa? Hat a jobbé?
e Mire tudnal kévetkeztetni ebbol?

e Ki tudnad taldlni a megoldést? Van-e mas?

Megoldas: a) Az egyenlet értelmezési tartoménya D = (—oo, —10] U [10, 00). Mivel
az

f:D—=R, f(x)=vVa2—36+Va2—64+Va2—100

fliggvény szigorian névekvé a [10, 0o) intervallumon, és a jobb oldal &llandé, ezért ebben
a halmazban az egyenletnek legfennebb egy megoldéasa van, és ez az x = 10. Ugyanakkor
mivel f pdros fiiggvény, ezért © = —10 is megoldas. Tehat M = {—10, 10}.

b) Az egyenlet a D = [1,00) intervallumon értelmezett, és mivel az

f:D—=R, f(r)=2">-2r+2

fiiggvény szigorian névekvo, mig a

8
Vr+T7+vVr—1

g:D—-R, gla)=Vr+T—-Vo—-1=

fliggvény szigortan csokkend, ezért az f(r) = g(x) egyenletnek legtobb egy megoldasa
lehet, és ez az © = 2. Tehdt M = {2}.

Megjegyzés: A feladat inkabb figyelmet és leleményességet igényel, mintsem bonyo-
lult szamitasokat. Az elso egyenletnél noha lattak az értelmezési tartomany szimmetrigjat,
nagyon sokan csak a pozitiv megoldast adtak meg. Minden bizonnyal az értelmezett
fliggvény paros volta nem fordult meg a fejiilkben. A masodik egyenlet esetén a jobb ol-
dal atalakitasi technikdja nem volt kézenfekvé mindenkinek, igy emiatt kellett besegiteni.
Mindezektol fiiggetleniil, a didkoknak - elmondésaik szerint - tetszenek a fiiggvénytani
tulajdonsagokon alapuld egyenletmegoldasi mdodszerek.
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4.3.5. Feladat. Hatdrozd meg azt az x pozitiv egész szamot, amelyre

14 24 34 4 2 1 2
= + I A L U 0 M VRS
r r+1 z+42 r+(n—1) 4

Kérdések:

e Mire emlékeztet az egyenlet jobb oldala?

e A bal oldalnak milyen kéze van ehhez?

e Ki tudnal talalni egy megoldast? Lehet-e mas is?
e Mivel tudnad indokolni az allitdsodat?

Megoldas: Mivel a jobb oldal az els6 n természetes szam kobosszegének zart alakja,
ezért olyan = természetes szamot kell talalni, amelyre a bal oldal a kobszamok sorozatanak
osszege. Ha minden tort nevezoje a szamléléjaban levo hatvany alapja lenne, akkor ez
éppen eldallna. Ez x = 1 esetén igaz, hiszen

2 1 2
fm:ﬁ+?+§+m+mz”mj)
Megprobaljuk igazolni, hogy mas megoldas nincs.
Mivel az
14 24 31 n?

f:N —>@+, f($)=;+x+1+w+2+...+m

fliggvény (sorozat) rogzitett n € N* esetén szigorian csokkend, ezért legfennebb egy olyan

érték van, amelyre f(z) = M, és ez az x = 1. Tehat M = {1}.

Megjegyzés: A jobb oldal felismerése utan, az egyenlet megoldédsat a didkok viszony-
lag hamar kitalaltak. Az unicitas bizonyitasa viszont mar nem ment annyira egyszerien.

4.3.6. Feladat. Oldd meg az 2 - x'°®23 — 11 -log, = 4 — 22 egyenletet!

Kérdések:

e Milyen értékekre értelmesek az egyenletben szerepl kifejezések?

e Ki tudnad talalni a megoldast, esetleg megoldasokat?

e Milyen fliggvénytani modszerrel tudnad bizonyitani, hogy csak ezek vannak?

e Ki tudnad alakitani a bal oldalra egy konvex fliggvényt leképezési torvényét? Hat a
jobb oldalra egy els6fokut? Mire lehet ebbdl kovetkeztetni?
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Megoldas: Az egyenlet a (0,00) intervallumon értelmezett. Némi probalkozds utéan
észreveheto, hogy © = 1 és x = 4 megoldéasai az egyenletnek, és megprobaljuk igazolni,
hogy més nincs.

Felhasznalva az 29823 = 31°82% az0nossigot, az egyenlet

238" _11.log,r =4 — 2z

alakba irhaté. Elvégezve a
t:=log,r <= 2'=u

helyettesitést kapjuk, hogy
2-3—1lt=4-2-2" < 23" +2") =11t +2.

Mivel az egyenlet a bal oldala szigorian konvex, a jobb oldala pedig elsofoku, igy
legtobb két megoldéasa lehet, és ezek ¢ = 0 és t = 2, ahonnan az eredeti egyenlet meg-
olddshalmaza M = {1;4}.

Megjegyzés: Némi probalkozas utan az egyenlet megoldasait a didkok viszonylag ha-
mar kitalaltdk, viszont az egyenlet célszerii atalakitasa az unicitas bizonyitasa érdekében
mar nem ment onélléan, igy azt egytitt végeztiik el.

4.3.7. Feladat. Oldd meg a logs(2* + 1) = log, (3" — 1) egyenletet!
Kérdések:
e Milyen értékekre értelmesek az egyenletben szerepl kifejezések?
e Ki tudnad taldlni a megoldést?
e Milyen fiiggvénytani mddszerekkel lehet bizonyitani ennek egyetlenségét?
e Hogyan fejezheto ki az ismeretlen a bal, ill. a jobb oldali kifejezésbol?

e Ki tudnal alakitani egy olyan egyenletet, amelynek két oldala ugyanolyan szerke-
zeti? Mire lehet ebbol kovetkeztetni?

e Meg tudnad oldani a kapott egyismeretlenes egyenletet?
Megoldés: Az egyenlet a (0, 00) intervallumon értelmezett, és az
y = log5(2° + 1) = log,(3* — 1)
egyenloségbol kovetkezik, hogy
2" +1=3Y, illetve 3*—1=2"%

Ezeket osszeadva a
2"+ 3" =2+ 3

egyenlethez jutunk. Mivel az

f:R—(0,00), f(x)=2"+23"
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fliggvény szigorian novekvo R-en, ezért injektiv, ahonnan kévetkezik, hogy x = y. Ezt
figyelembe véve az egyenlet

2\° 1\*
4+ 1=3" <= - Z) =1
. )+ (5)

sir= 0.0, o= (3) +(3)

fliggvény szigorian csokkeno, és az egyenlet jobb oldala allandd, ezért legfennebb egy
megoldés lehet. Eszrevehetd, hogy ¢(1) = 1, vagyis = 1 j6, fgy M = {1}.

Megjegyzés: A didkok az egyenlet megoldasat egyszertien kitalaltak, de a megoldas
elején hasznalt otletet, miszerint attértiink a két kifejezés egyenloségérol azok inverzeinek
egyenloségére, nem ismerték, igy egyiitt kellett elindulnunk. Ezt kovetéen a tobbség, az
aprobb hidnyossagokat leszamitva, énalléan be tudta fejezni a feladatot.

4.3.8. Feladat. Oldd meg a /x + 22 = 23 — 62% + 122 — 32 egyenletet!
Kérdések:

alakba irhatd. Mivel a

e Mire emlékeztet az egyenlet jobb oldala? Hogyan tudnad atalakitani?
e Hogyan hozhaté a bal oldal hasonlé formajura?
e Mit veszel észre? Milyen viszonyban all egymassal az egyenlet két oldala?

e Mire lehet egy fliggvény és inverzének egyenldségébol kovetkeztetni? Be tudnad latni
ezt?

e Meg tudnad oldani az igy kapott egyszeriibb egyenletet?

Megoldas: = € R és eloszor atalakitjuk az egyenlet mindkét oldalat:

Vr+22=2% -6 +120-32 <= (v—-2)+24=(v—2)°—24.
Legyen t := x — 2, és tekintsiik az
fLg:R—=R, f(t)=vt+24, gt)=t"—24

fiiggvényeket. Lathato, hogy f és g szigorian novekvo fliggvények egymaés inverzeik, igy
grafikus képeik csak az els6 szogfelezén metszhetik egymast. Ezért

f)=g(t) <= glt)=g'(t) <= g(t)=t,

aZaZ
tB—24=t <= (t-3)(t*+3t+8) =0,

amelynek egyetlen valds megoldasa a t = 3. Tehét az egyenlet megoldashalmaza M = {5}.
Megjegyzés: Egy szigorian novekvd fiiggvény és inverzének egyenloségébol adoédo
tulajdonsag ismeretlen volt a didkok szamara, igy kozosen belattuk azt. A bizonyizasbdl
ugyan kideriilt, de ellenpéldakat vizsgalva kiilon kihangsulyoztuk a szigorian névekvo
tulajdonsag sziikségességét és elégségességét, ugyanis ennek hidanya esetén nem foltétlen
csak az els6 szogfelezén metszik egymdst a fiiggvények grafikus képei. A bizonyitott tu-
lajdonsag felhasznédlasdval mar minden diak onalléan is be tudta fejezni a megoldast.
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r—y=1

4.3.9. Feladat. Oldd meg az { y—+/2=1 egyenletrendszert!

z—yr=1
Kérdések:
e Milyen szerkezetiiek a rendszer egyenletei? Mit veszel észre?
e At tudndd alakitani a rendszert? Hogyan tudnad kifejezni az egyik ismeretlent?

e Fel tudnal irni a harom egyenlet alapjan egy olyan egyenletet, amelyben csak az
egyik ismeretlen szerepel?

e Milyen alaku ez az egyenlet? Mi kovetkezik ebb6l?

Megoldas: Mivel az egyenletekben csak két-két ismeretlen szerepel, ezért mindenikbdél
kifejezve az elsofoki tagot, majd egymasba helyettesitve egy egyismeretlenes egyenletet

kapunk:
r=1+/y
y=1++y2z = z=1+\/1+/1+Vz.
z=14+x
Tekintsiik az
[ Ry - R, fl2)=1+x

figgvényt. Ekkor a fenti egyenlet f(f(f(z))) = x alakba frhaté, és az f o f o f fliggvény
fixpontjat keressiik. Mivel f szigortian novekvo, ezért

@) =2 < fl)=2 < l+voi=z a>1,

ahonnan rendezés, majd négyzetre emelés utan kapjuk, hogy ;9 = 3i2‘/5, de az egyenlet-

nek csak az x = %ﬁ megoldasa. Tehat M = {( 3+2*/3; 3+2*/5; 3+2\/3 .

Megjegyzés: Az elozé feladat megoldasaban alkalmazott tulajdonsidg egy kovet-
kezményét hasznaltuk, miszerint, az f szigorian novekvé fiiggvény fixpontja megegyezik
az fo fo...of figgvény fixpontjaval, azaz

(fofo...of)(x)=2 <<= f(z)=ux.

n—szer

A szigoru novekedés természetesen itt is sziikséges és elégséges feltétel.

Hazi feladatok
4.3.10. Feladat. Oldd meg a kovetkezo egyenleteket!

a) 2372 — % b) 2cos§ =2+ 277 ¢) IVl = | cos
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Megoldas. a) Mivel a bal oldal pozitiv, kovetkezik, hogy % > 0, ahonnan x > 0.

x2—2z3

Tovébbd 4 = z 4 % > 2, mivel x pozitiv. Kimutatjuk, hogy 23 < 2, vagyis

3x2—2x3§xl,hax>0.
322 —22% <1

202 — 223 + 22— 1<0
202 (1 —2) +(z—1)(z+1)<0
(20> —z—1)(1—2) <0
2x+1)(x—1)(1—2) <0
(22 41)(1—2z)> >0,

ami igaz barmely > 0 esetén, tehat 93e*—20% < gy % Egyenl6ség pontosan akkor teljestil,

ha mindkét oldal 2, vagyis ha x = 1. Tehat M = {1}.

b) Az egyenlet ekvivalens a 2cos § = 2% + 2% egyenlettel. De 2% 4 2% > 2, Vr € R és

2cos 3 <2,V € R. Tehat megoldés csak akkor lehet, ha 2% + 2% = 2, vagyis ¢ = 0. Ez
valoban megoldés, tehdt M = {0}.

¢) |sin/z| > 0, tehdt 3lmvel > 1 Viszont lcosz| < 1, tehét egyenléség csak akkor
lehet, ha |sin /z| = 0. Igy \/z € {kn |k € Z} , ahonnan = € {k*>n2| k € Z} . Ugyanekkor
a [cosz| = 1 egyenléségnek is teljesiilnie kell, ahonnan az x € {kx |k € Z} eredményhez
jutunk. Tehdt z € {k*n* |k € Z} N {kr |k € Z} = {0}, igy M = {0}.

4.3.11. Feladat. Oldd meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenleteket!
a) 27 =1 427" (2? — ) b) logy (22 + 4) —logy v = To? + 4z — 2* — 18
Megoldas. b) Az egyenlet a (0, 00) intervallumon értelmezett, és a
logy (a2 +4) + (2% +4)* + (2° + 4) = logy(4x) + (42)* + (42)
alakba irhaté, ahonnan az
f:(0,00) = R, f(z)=logyx+2*+=x
fiiggvény injektivitasa miatt kovetkezik, hogy
f(z®>+4) = f4r) <<= 2°+4 =4,
igy M = {2}.
4.3.12. Feladat. Oldd meg az alabbi eqyenleteket!

a) 13572 =5z +3 b)) 20T 430 =257
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3

-3, oo). Mivel az

Megoldés. a) Az egyenlet értelmezési tartoméanya D = (
f:D—R, f(z)=13"%*
fiiggvény szigortian csokkend, mig a
g:D—=R, g(xr)=5x+3
g

fliggvény szigorian novekvo, ezért az f(x) = g(x) egyenletnek legtobb egy megoldasa

lehet, és ez az x = 2.
b) Az egyenlet értelmezett a teljes R-en, és

2 sz.’ﬂ 3 12727
z b —9
G G

2

frg:R—=R, f(x)= (;)m 7$~|— (g)x ﬂ, g(x) = 2% — 2.

alakra hozhaté. Legyenek

Az f fiiggvény monotonitasanak eldontése végett tanulmanyozzuk a ¢ fliggvény monoto-
nitasat.
i) Ha x € (—oo, %} , akkor g szigortian csokkend, vagyis

1

—] ;71 < 1y = g(x1) > g(72) = f(71) < f(22),

Vi, 19 € (—oo, 5

igy f szigortian novekvo a (—oo, %} intervallumon, tehét az f(x) = 2 egyenletnek legtébb
egy megoldésa lehet, és ez az x = 0.
ii) Ha z € [%, oo) , akkor g szigortian novekvd, vagyis

1
Vi, xs € {é,oo> 1 < X9 => g(x1) < g(m9) = f(21) > f(x2),
igy f szigoruan csokkené az [%, oo) intervallumon, tehét az f(x) = 2 egyenletnek legtobb
egy megoldasa lehet, és ez az x = 1.
Osszességében tehdat M = {0;1}.

4.3.13. Feladat. Oldd meg az alabbi egyenleteket!
a) 3* 4 2% = 3x + 2 b)log%(x—l—l)?’—l—?)xz—?xzo

Megoldas. a) Az egyenlet a valés szémok halmazén értelmezett. A bal oldal két
szigorian konvex exponencialis fliggvény Osszege 1évén szigorian konvex a valds szamok
halmazan, mig a jobb oldal elsofokt, igy az egyenletnek legtobb két megoldasa lehet, és
ezek t =0 és x = 1.

b) Az egyenlet a (—1,00) intervallumon értelmezett, és egyenértékii az

7
logs (x+1)=—2*+ 37

egyenlettel. A bal oldali fliggvény szigoruan konvex, mig a jobb oldali szigorian konkav a
(—1, 00) intervallumon, igy az egyenletnek legtobb két megoldasa lehet, és ezek az x = 0
és v = 3.
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4.3.14. Feladat. Oldd meg az alabbi egyenleteket!
a) Ve +1=1+x b) 287 + 8 = (x — 8)®
Megoldés. a) Az egyenlet a [—1,00) intervallumon értelmezett, és az
y=vVr+1l=1+x

helyettesitést haszndlva mindkét osszefiiggésbol kifejezziik x-et. Mivel az

y=vzr+1:[-1,00) = [0,00), y=1+z:R—->R

-
o

fiiggvények bijektivek, ezért
r=9y—1, illetve z=(y—1)
osszefliggéseket kapjuk, majd megoldva az
y-1’=y"-1 = yly-1)(y-3)=0

egyenletet, y1 = 0,yo = 1,y3 = 3 megoldasok addodnak, igy az eredeti egyenlet meg-
olddshalmaza M = {—1,0,8}.

4.3.15. Feladat. Oldd meg az x> + 1 = 2/2x — 1 egyenleteket!

Megoldas.
3
1
P 1=20r—1 = = ;” =2 —1.
Eszrevehetd, hogy ha tekintjik az
3
1
[iRSR, @)=

bijektiv fliggvényt, akkor
f () = V21 —1,
és az egyenlet f(x) = f~!(x) alakban frhaté. Mivel f szigortian novekvd, ezért
fl@)=fz) <= [flx)=ug
ahonnan kapjuk, hogy

x3+1_
=

T = 2*-224+1=0 <= (z—1@*+2-1)=0.

—14+v5
5

Tehat x; =1 és x93 =

T1 — /T2 = Q
Lo — /T3 = Qa

4.3.16. Feladat. Ha a > 0, oldd meg az . eqyenletrendszert!
Tn —/T1=a
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Megoldas. A 4.3.9. feladat altalanositasa.

4.3.17. Feladat. Az azonos alapi és alappal szemkozti azonos szogi hdromsziogek kozil
melyiknek legnagyobb a keriilete?

Megoldas. A feladat feltételeit teljesito haromszogek harmadik csicsa az alap folé
rajzolt, a-szogil latékoriven helyezkednek el. (4.48. dbra)
A szinusztételbdl kovetkezik, hogy

i .
b=a- ?n67 illetve c:a~s,m7.
sin « sin a
Ekkor W s
sin sin
K:a—i—b%—c:a—i-a-#
sin «

ami akkor maximalis, amikor sin § + sin~y is maximalis.

4.48. abra. A latokorivek

Mivel az f : R — R, f(z) = sinz fiiggvény konkav a [0; 7] intervallumon, ezért a
Jensen-egyenlotlenség alapjan

sinﬁ+sin7§2-sinﬁ+7:2-Sin<90°—g>.

2
Tehat az 6sszeg maximalis, ha az egyenlotlenségben egyenloség all fenn, azaz
!
=7=90"— —.
B=r 5

Ekkor a haromszog egyenlo szart.

4.3.18. Feladat. Hatdarozd meg az v + % — /2 + x% kifejezés legnagyobb és legkisebb
értékét, ha x pozitiv valds szam!

Megoldas. Legyen f: (0,+00) = R, f(z) =2+ = — (/a? + 5. (4.49. ébra)
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4.49. dbra. Az f fiiggvény grafikus képe

Atalakitjuk a fliggvény leképezési torvényét bovitve a kiilonbséget a konjugaltjaval.
Ekkor

2
1 1 (z+2) —(2*+ % 2
fyma+toyfop Lot ) .
v v T4+ 144/ 22+ % r+i4/2+ 5

Mivel a szamldlé dllando, ezért a fliggvény akkor maximédlis, amikor a nevez6 mi-
nimalis. De = + % > 2, és 22 + 3%2 > 2,V x> 0 esetén, ezért

9
2+/2

6s ezt az értéket a fiiggvény fel is veszi az x = 1 pontban. Tehdt a maximum 2 — /2.
Ugyanakkor nem létezik a fliggvénynek minimuma, hiszen li{% f(z) = lim f(z) =0,
x T—00

flz) < =2-+2, V>0,

és ezt nem veszi fel. A fiiggvénynek vizszintes aszimptotdja az y = 0 egyenletli egyenes.

4.3.2. A matematikai analizis elemeinek alkalmazasa

A differencidl- és integralszamitas a 11., illetve 12. osztalyos romaniai matemati-
katanitas kozponti eleme, igy hangsilyosan végigkiséri e két évfolyam tananyagat. A
szamtalan elemi, de akar tobbszorosen Osszetett fiiggvény derivalasa és a kiilonbozo in-
tegralszamitasi technikak mellett, a tertilet és térfogatszamitast leszamitva, kevés ido jut
az analizis eszkozeinek akar a matematikan beliili alkalmazasanak targyaldsara. Ennek a
hidnynak a pétlasa érdekében végiil olyan problémékat tanulmanyoztunk, melyek meg-
oldasa igen egyszerl differencial-, esetleg integralszamitas bevonasaval. Természetesen
utobbiakra csak az egyetemi hallgaték korében keriilt sor.

Oran megoldott feladatok
4.3.19. Feladat. Hatdrozd meg az S = % + % + % +...+ 211% 0sszeq eqész részét!
Kérdések:

e Milyen alakiak az Gsszeg tagjai?

e Talalkoztdl mar hasonlé formaju osszeggel?
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e Egy tag esetén milyen miivelettel hozhaté be formélisan eggyel nagyobb szam
egyiitthatonak, mint az illeto tag fokszama?

e Zart alakba tudnad hozni az Osszeget? Mennyi az egész része?
e Altaldnosabban meg tudndd vizsgalni a feladatot?

Megoldas: Megprobaljuk az 6sszeget zart alakba hozni.

100 100 k—1
k 1 1
S=2 =32k (5)
k=1 k=1

Hasonl6 osszeg elballithaté az f : (0,1) — R, f(z) = x + 2% + ... + 2'% fiiggvényt
derivalva, hiszen f'(z) =142z + ...+ 100 - z*°, ahonnan

(1 1 1\? 1\
f(§)_1+2'§+3~(§) +...+100~(§> = 25.

101

De mivel az f(x) tagjai mértani haladvanyban vannak, ezért f(r) = *—*, ahonnan

100 20" — 101 - 210 4 1

/
Tehat /(1)
ae 100 101 51
S = 5 =2 W—W—i‘l :2_ﬁ€<172>7

igy az Osszeg egész része 1.
n
S6t, altalaban ’; 2 =22 ¢ (1,2),Vn € N\ {0;1}, ezért egész része 1.
Megjegyzés: Az Osszegben szereplo tagok formajanak megfelel6 ideig vald ta-
nulményozasa utan, elég sok didknak eszébe jutott a hasznalt hatvanyosszeg és annak de-
rivaldsa. A tovabbi szamitasok elvégzése nem okozott kiillonosebb problémat a tobbségnek.

4.3.20. Feladat. Szamitsd ki az aldbbi 6sszegeket!
a) Ch+2C24+3C3+...+nCp b)) CR+4C + ... + 5 Cn
Kérdések:
e Milyen alakuak az Gsszeg tagjai? Talalkoztal mar hasonld forméju Gsszeggel?

e Minek a kifejtése vezethet hasonld alaki Gsszeghez? Fel tudnad irni?

e Milyen miivelettel ,hozhaték le” a kitevok egytitthatonak? Hogyan ,hozhaték be”
formalisan a nevezobe a kitevok?

e A felirt azonossag zart alakja ekkor hogyan alakul?
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Megoldas: a) A keresett Osszeghez hasonlét éllithatunk eld, ha Newton binomidlis
képlete szerint felirjuk az (1 + z)™ kifejezés kibontott alakjat.

(l+z)"=1+2-Ct+2*-C>+ ... +2"-C" Vxr € R,n € N*.

A kért Osszeg eldallitasa érdekében mindenik tagban meg kellene jelenjenek a kom-
binaciék rendjének megfelel6é természetes szamok, ezért derivaljuk a felirt Osszefiiggés
mindkét oldalat x szerint. Ekkor

nl+2)" ' '=0+1-C+22-C>+ ... +na" 1. C"
A kapott Osszefiiggésbe x = 1-et helyettesitve éppen a kért 0sszeghez jutunk:
Cl+2C2 +3C3 + ... +nCh=n-2""1

b) Mivel a tagok nevezdiben a kombinaciok rendjénél eggyel nagyobb szédmok kellene
megjelenjenek, ezért az

A4+2)"=14+2-C+2*-C>+ ... +2"-C" Vxr € R,n € N*,

Osszefliggés mindkét oldalédt integraljuk x szerint a [0,1]-on. Ekkor

1 1
/(1+x)"dx:/ (I+z-Ch+a”-Ci4...+2"-C})da
0 0

1 n+1|1 2 3 n+1 1
Gkl —r+ SO 4T cn
n+1 |, 2 3 n+1""|,
DA 1 1 1 1
— =1+-Ct+-C*+... cy
n+1 n+1 +2 ”+3 nt +n+1 "
Tehat . | ontl 1
CO4-Chi ..+ cn="—"
2 n+1 n+1

Megjegyzés: A kezdolépés allitotta nagyobb dilemma elé a didkokat, a tovabbi
szamitasok elvégzése nem okozott kiilonosebb problémat a tobbségnek.

4.3.21. Feladat. Melyik szdm nagyobb: €™ vagy 7°?
Kérdések:

e Altaldnosabban milyen viszonyban van e* és x¢ értéke, ha x > 07

e At tudnad alakitani az e® > a° egyenldtlenséget ugy, hogy konnyebben belathato
legyen?

e Hogyan hatarozhaté meg a kapott fliggvény maximuma?
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Megoldas: Vizsgéljuk altalanosabban a problémat! Hogyan viszonyul e* kifejezés
értéke az x° kifejezés értékéhez z > 0 esetén? Ennek érdekében oldjuk meg az e* > z°
egyenlGtlenséget!

Logaritmalva az egyenl6tlenség mindkét oldalat kapjuk, hogy

Inx 1
e* > <— zlhe>ehr — —<-—.
x e
Derivalva, majd tanulmanyozva az
Inx
fi(07OO>—>R, f(x)ZT
fliggvény szélséértékeit, kideriil, hogy
1
flz) < fle), V>0 <= ﬂg—, Vo > 0,
x e
tehat
e >ux¢ Vo >0,
igy

e” > 7°.

Megjegyzés: Bar hasonld kérdések egy atlagos analizisoran is el6jonnek, mégis, mivel
a feladat a tobbségnek nehéznek bizonyult, a segité kérdésekre adott valaszokat kovetve,
egylutt oldottuk meg azt.

4.3.22. Feladat. Oldd meg a 3% + 4% = 2% 4+ 5% egyenlet!

Kérdések:
e Hogyan tudnéad kiilonbségek egyenloségévé alakitani az egyenletet?

e Mely intervallumokon alkalmaznad formélisan Lagrange tételét az x Kkitevos
hatvanyfiiggvényre, hogy ilyen alaku kiilonbségek jelenjenek meg?

e Meg tudnad oldani az igy adodé egyenletet?

Megoldas: Az egyenlet R-en értelmezett, és
alakba irhat6. Mivel az
fR=R, f(t)=t"

fiiggvény (t a valtozo) folytonos és derivalhaté a [2,3] és a [4,5] intervallumokon, ezért
alkalmazhato ra a Lagrange-tétel a fenti intervallumokon.
A Lagrange-tétel szerint 1étezik ¢; € (2,3) gy, hogy
fB) - f(2)

fla)="0—F— = 3-2=uq"
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és létezik co € (4,5) dgy, hogy

—f(5g:£<4) = 4=z &

f'(ca) =

r—1

fgy az adott egyenlet helyett az x - ¢! = z - ¢ ! egyenlettel foglalkozunk.
vt =14 = 2 (f'-¢")=0 <= z=0,

vagy

x—1
Is C
Al E2l=0 = (C_;) =1, c_; € (0,1),

ahonnan
r—1=0 <«<— x=1.

Osszességében M = {0;1}.
Megjegyzés: Ezt a feladatot szintén kozosen oldottuk meg.

4.3.23. Feladat. Egyenes korkiupba érintogombot irunk. Mekkora a kiup nyildsszoge, ha
a gomb a kupbdl maximadlis térfogatot foglal el, és hanyad része ez a kip térfogatanak?

Kérdések:

e Milyen informaciok adottak? Mit kér a feladat?

e Hogyan tudnad felirni a kip, illetve a gomb térfogatat a nyildsszog segitségével?

e Mennyi ekkor a hanyadosuk? Meg tudnad hatarozni a maximuméat?

e Hogyan becstilheto elemi 1iton ez az érték?

e Mikor van a felirt becslésben egyenloség?

Megoldas: A 4.50. dbra jeldléseit hasznalva R = h-tga és r = (h —r) sin a, ahonnan

h - sin «
r=—
1+sina
Ekkor a kip térfogata

V= R?mh  (htga)*mh
k — 3 - 3 )

a gomb térfogata pedig

V: = —
g 3 3

A3 Ax hsina \°
1+ sin«

\7]

v maximumat!
k

Keressiik a

V, 4sina(l —sin’«) 4sina(l —sina)
Vi  (I4sina)3 (1 +sina)?

114



R

4.50. dbra. A kup tengelymetszete

Jobb otlet nem lévén, differencidlszamitasbeli eszkézokkel meghatarozzuk az

sinz(1 — sinz)
(1 +sinx)?

e (o%) SR, f(z)=

fliggvény maximumat. A fiiggvény derivaltja

, _ cosx(l—3sinx) ( z)
Jl) = (1 +sinx)3 & O’2 ’

ami sinx = % esetén nulla, elotte pozitiv, majd negativ, tehdt az f fiiggvénynek maxi-

muma van, amelyet x = arcsin (%) esetén vesz fel és a fliggvény maximuma %

Ekkor v &~ 19°28', a kup nyilasszoge 38°56', a térfogatok ardnya pedig %

Elemi becslés: Mivel a hegyesszog, igy sina > 0, 1+sin a > 0, és két szam mértani és
szamtani kozepe kozotti egyenlotlenséget felhasznélva feliilrdl becsiiljiik az arany értékét.

S_.

Vk: '1+sina'1+sina 2

Vy 5 2sina 1 —sina 1 (2sina +1—sino¢)2 1
5

1+ sin« 1+ sin o

Tehat a maximum %, és ezt akkor éri el, amikor a szamtani és mértani kozepek kozotti

egyenlotlenségben egyenloség all fenn, vagyis ha

2sin o 1 —sina

l+sina  1+sina’

ahonnan 1
sina = —.
3
Mivel x — sin « szigorian monoton a (O, %) intervallumon, ezért az arany pontosan
akkor maximalis, amikor o = 19°28', azaz a kip nyilasszoge 38°56’. Ekkor % = %

Megjegyzés: A feladat teljesen ismeretlen volt a didkok szamara, ugyanis a térmértan
oktatasa Roméniaban 8. osztdlyban véget ér, igy hasonlé komplexitasi geometriafelada-
tokra nem keriil sor a tandrdkon. Némi segitséggel sikeriilt felirniuk a gémb és kup
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térfogatanak aranyat, majd az alkalmas fiiggvény megtaldlasa utan a szélséérték nem
elemi, differencidlszamitasbeli eszkozokkel valé keresésére a precizebb didkoknak mar nem
okozott kiilonosebb gondot. Viszont az elemi 1ton, egyenlotlenségekkel torténo becslés
mar nagy nehézséget okozott, ezért egylitt végeztik el azt. Eppen az Ujszertisége miatt,
a diakok érdekesnek talaltak a feladatot.

Hazi feladatok

4.3.24. Feladat. Szdmitsd ki az aldbbi osszegeket!
a) 1+ 22+ a2t + ... + 2% b) 2x +4x% + ...+ 2n - 2?7}

Megoldas. a) Az els6 Osszeg tagjai mértani sorozatot alkotnak, igy

x2n+2 _ 1

1+332+:B4—{—...—|—;172":2—
2 —1

b) Az els6 Gsszeget formalisan derivalva éppen a mésodik 6sszeget kapjuk, ezért

20 +42° + .. 4202 = (1+x2+x4+...+x2”)':

B 22 ! B Inrintd _ (2n + 2>m2n+1 — 9p2n+3
72 —1 N (22 —1)2 ‘

4.3.25. Feladat. Oldd meg a (8" + 1)(1 — ) = 2 egyenlet!
Megoldas. Az egyenlet R-en értelmezett. Tekintsiik az
fi(=00,1) =R, flx)=@8"4+1)(1—x)—2
fliggvényt, amelynek elso-, illetve masodrendii derivaltjai
f(z)=—=(8"+1)+ (1 —2)8 In8
és
() =8 In8[(1 —x)In8 — 2].
Mivel az

2
ff(z)=0 <= zx=1—— € (-00,1),
In8

a Rolle-tétel kovetkezménye értelmében az f'(x) = 0 egyenletnek legtobb két megolddsa

van, igy az f(z) = 0 egyenletnek legtébb harom megolddsa lehet. Mivel f(0) = f (—%) =
f (%) = 0, ezért az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = {—%, 0, %}

4.3.26. Feladat. Oldd meg a 3" + 6 = 5% 4+ 4% egyenlet!
Megoldas. A megoldas teljesen hasonlé a 4.3.22. feladatéhoz.

4.3.27. Feladat. A Lagrange-tétel felhaszndldsaval igazold, hogy tg?—g >1+ 5.
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Megoldas.
t57r>1+7r 4 t57T tﬁ>
518 E TRV REETY
majd alkalmazzuk Lagrange tételét az

I [%’%} — R, f(z)=tgx

folytonos és a (%, %) intervallumon derivalhaté fiiggvényre.

4.3.28. Feladat. Gomb koré forgdskiupot irunk. Legalabb mekkora a kip felszine?
Megoldas. A 4.51. abra jeloléseit hasznalva, legyen az egyszerliség kedvéért r = 1.

Ekkor a kup felszine
F=R71+R-m-G.

R
4.51. abra. A kup tengelymetszete

Felhasznalva, hogy egy kiils6 pontbdl a korhoz hizott érinték kongruensek, és hogy
h =+vVG? — R?, a 4.51. dbran levé hasonld derékszogli haromszogek miatt

1 R . I R? . G_R(R2+1)
G-R GZ_R? (G-R? (G-R)(G+R) O R2-1

Ezt behelyettesitve a felszinre felirt osszefliggésbe

R? + 1) 2rR*

F = 2+ R?. = .
T (R +R ] ]
Keressiik az f: (1,00) = R, f(z) = % fliggvény minimumét!

o 223 (2% — 2) .
f(l')— <I2—1>2 ) > 1

ami © = v/2 esetén nulla, elétte a derivéaltfiiggvény negativ, majd utédna pozitiv, tehét az
z = /2 a fliggvény minimumhelye, minimuma pedig 4.
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A fentiek szerint egység sugari gomb esetén a kip F felszine legaldbb 8w, és ekkor a
kip sugara R = v/2. Ha pedig a gémb sugara r, akkor a minimélis felszin 872
Elemi becslés: Eszreveheto, hogy
R4

1
_ _ 2
F—QWﬁ—QTF(R—l"’RQ_l"‘Q),

aminek a legkisebb értékéhez elegend6 meghatérozni az

1
R?2—1

R*—1+

kifejezés minimumat. Mivel R > 1, az elobbi kifejezés pontosan akkor minimaélis, amikor

1

2
=
R R? -1

— R'-1=1 <+ R?*=2,
vagyis ha R = /2. Ekkor a kup felszine F' = 8.

Megjegyzés: Ekkor a kip alkotéja G = 3v/2, és igy sin o = %, ugyanigy mint a 4.3.23.
feladatban. A gomb felszine 47, igy a felszinek aranya 1 : 2.

Tehat ha a gomb a kipbdl maximalis térfogatot foglal el, akkor a gomb és a kup
felszinének ardanya is maximaélis, és mindkét arany %
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5. fejezet

Az utémérés anyaga és értékelése

5.1. A mérés célja és mddszere

A hérom hénapos tevékenységsorozatot kovetden a didkok egy zaréomérésen vettek
részt. Az el6teszthez hasonléan 90 perc alatt harom, szamukra ismeretlen problémét
kellett minél részletesebben és akar tobbféle mddszerrel megoldaniuk. A dolgozatlapot
fiiggblegesen kettéosztva bal oldara keriilt a problémak megoldésanak kidolgozasa, mig ez-
zel parhuzamosan a jobb oldalon a didkok a gondolataikrél, metakognitiv tevékenységiikrol
szamoltak be.

A feladatok a kovetkezo képességek mérésére szolgéltak:

e kisérletezés alapjan torténo sejtések megfogalmazasa, majd azok bizonyitdsa
e a kiilonb6z6 tananyagrészek osszekapcsolasa adott probléma megoldasa soran

e kiilonbozo reprezentaciokban valé gondolkodas, vizualis problémareprezentaciok al-
kotéasa, elemzése

e a transzformacidelv mint altalanos heurisztikus eljaras alkalmazédsa

Ezek mellett a diakoknak a problémamegoldasi folyamatot végigkiséré tudatos metakog-
nitiv tevékenységének valtozasara, fejlédésére is kivancsi voltam.

5.2. A feladatok megoldasa és értékelése

Feladatok

1. Hatérozd meg az 2% + y? kifejezés lehetséges legkisebb értékét, ha 5x +y = 7 és
z,y € R.

2. Hatarozd meg a 2xy+ 2yz + xz kifejezés értékét, ha az x, y, z > 0 szamok teljesitik a
322 +4y% + 62y = 169, 4y?+ 22 —2yz = 25, 32 + 22 + 3wz = 144 Osszefiiggéseket!

3. Oldd meg a (2% — 1)? = log, (v/x + 1), z > 0 egyenletet!
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Megoldasok

1. feladat. Hatdrozd meg az x? + y? kifejezés lehetséges legkisebb értékét, ha 5z +y =7
és xr,y € R.

1. megoldas. A megadott Osszefliggésbdl Kkifejezzilk az egyik valtozdét a masik
fiiggvényében, majd behelyettesitjiilk a vizsgalandd kifejezésbe, igy az mar csak
egy valtozotdl fliggd masodfoku kifejezés lesz, melynek a minimuma kénnyen meg-
hatarozhato.

y+or=7 <— y=7-5x

A T02—4-26-49 49

da 196 " 2%

min(z® 4+ y?) = min (262> — 70z + 49) = —
2. megoldas. Alkalmazzuk a Cauchy - Bunyakovszkij - Schwarz - egyenlotlenséget a
o =(51) é B =(x,y)

vektorokra. Ekkor

o1 - w5| < (97 - [Us,

ahonnan

T=15-2+1 y <VB2+12- /22 + 42 = V26 /22 + 12,

vagyis

7 49
— <Vt = —<z’+y
V26 = Y 26 =" Y
49

Tehat az 2 + y? kifejezés minimuma %

3. megoldas. A feladat geometriailag is megkozelithetd, hiszen az bx +y —7 = 0
osszefliggés egy sikbeli e egyenes egyenlete, mig az z? + y? kifejezés egy M(z,y) €
e pont origétdl mért tavolsagnégyzetét jelenti. Tehat feladatunk az, hogy meg-
hatarozzuk az adott egyenesen mozgd M pont origdtdl vald tavolsagnégyzetének
minimumat. Ez a tavolsag akkor minimalis, amikor OM L e, tehat feladatunk az
origd és az egyenes kozti tavolsag négyzetének meghatarozasa.

_|5-04+1-0-7] 49
o VEFIE 26

4. megoldas. Az el6z6 megoldasban szereplé gondolatmenethez hasonléan meg-
hatdrozzuk az e egyenesre merdleges e’ egyenes egyenletét, majd a két egye-
nes M metszéspontjat, melynek az origdtdl valé tavolsagnégyzete (koordinatainak
négyzetosszege) a keresett minimumot adja.

min(z® + y?) = min |OM|* = d*(O, e)

Me=— 1 6, 1 Ve

€ le < mg -m.=—1 =5 My = R O:€> e y= 5x, tehat
y = —or+7 Ty = B .9 9 49
M(xpy, : — ¥ — min(z” + = —
(za, ynr) { y = %:)3 { Yy = % ( y°) 2%
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Az els6 feladat esetén arra voltam kivancsi, hogy a didkoknak esziikbe jut-e az algeb-
rai szélsoérték-feladat geometriai iton vald szemléletesebb megoldésa az algebrai meg-
oldashoz képest, illetve hanyan prébélkoznak esetleg mindkét modszerrel.

A 23 kozépiskolas tanuld koriil 10 oldotta meg helyesen a feladatot, koziiliikk 3 geo-
metriailag és 1 algebrai és geometriai titon is. A maradék 6 diak csak algebrai iton gon-
dolkodott, sikerrel. A sikertelen feladatmegolddk koziil még 3 probélkozott geometriai
modszerrel, de analitikus mértan tudasbeli hidnyossdgaik miatt, nem jutottak el a helyes
szélsoértékig. Még 6 didk jelezte, hogy gondolt geometriai megoldasmédra, de nem indult
el. A t6bbi tanul6 algebrai titon probalkozott, sikerteleniil.

.,Elsé gondolatom, hogy kifejezem y-t, és behelyettesitem a masik kifejezésbe. ... Ez
masodfokd lett. Hol is van a parabola minimuma?”

. Kifejezem y-t, behelyettesitem a masik kifejezésbe, majd felhaszndlom a 9. osztdlyban
tanult képletet. ... Erdekes, hogy negativ szam jon ki minimumnak, holott két szam
négyzetosszege a kifejezés. Valamit elszamoltam?”

., Az els egy egyenes egyenlete. Abrazolom. ... Eppen az origd tavolsaga kell az egyenestdl.”

Az egyetemi hallgaték koziil 14 didk oldotta meg helyesen a feladatot, koziiliik 4
geometriailag, és 2 didk mindkét modon. A maradék 8 hallgaté csak algebrai titon gon-
dolkodott, sikeresen. A tobbiek koziil 2 didk dolgozott analitikus geometriai modszerrel,
a maradék 8 hallgato algebrai eszkozokkel a mésodfoku kifejezés minimuma helyett an-
nak minimumhelyét szamitotta ki. Még 8 didk fejében megfordult a geometriai megoldés
gondolata, de evvel kapcsolatban semmit sem jegyzett le.

., Kifejezem a mdsodikbdl az y-t, és behelyettesitem az elsébe. Ez legyen f(x), amit de-
rivalok és meghatdrozom a szélsGértékeit.”

., Geometriai megoldassal prébalkozom. Eszrevettem, hogy a feltétel egy egyenes egyenlete,
mig a masik kifejezés egy azon mozgd pont és az origd tdvolsagdnak négyzete. ... A kifejezés
minimuma éppen az origénak az egyenestol mért tavolsaga lesz.”

., Ez egyszer(! Ugy algebrailag, mint geometriai tton megoldhatd.”

A didkok eredményeit Gsszesitd tablazat:

Kozépiskolas tanul6 | Egyetemi hallgaté
Teljes, helyes megoldds | 10/23 ~ 43,48% 14/24 ~ 58,34%

Ebbdl geometriai titon 4/23 ~ 17,4% 6/24 ~ 25%
Geometriai gondolat 13/23 ~ 56,52% 16/24 =~ 66,67%
Hibds megoldds | 13/23 ~56,52% | 10/24 ~ 41,66%

2. feladat. Hatarozd meg a 2xy + 2yz + xz kifejezés értékét, ha az x,y,z > 0 szamok
teljesitik a 322 + 4y* + 6zy = 169, 4y*> + 22 — 2yz = 25, 32® + 22 + 32z = 144
Osszefiiggéseket!

Megoldas. A rendszer megolddsa, majd a kapott értékek behelyettesitése a meg-
hatarozandé kifejezésbe bonyolultnak tinik. Mivel az algebrai megoldasmdd ne-
hezen jarhaté 1t, geometriailag probalkozunk. Mindharom egyenléség hasonlit a
koszinusztételben szereplo kifejezésre. Abrét készitiink, amelyen szakaszhosszként
megjelennek a megadott egyenloségek, majd vizsgaljuk a kiszamitando kifejezést.
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Az egyenletek az alabbi médon irhatdk at:

<\/§$>2 +(29)* —2-V3z-2y- (—?) =13?%

2
(\/§x>2+z2—2-\/§x-z~ <—£> =122

1
(Qy)2+22—2-2y-2~(—> =5,

2

Vegyiik fel az OA = /3z, OB = 2y és OC = z szakaszokat 1gy, hogy m(A/O\B) =
150°, m(BOC) = 60° és m(COA) = 150° (5.1. dbra).

Ekkor a koszinusztétel alapjan:

AB = /322 4 492 + 6zy = 13,

BC = \/4y® + 22 — 2yz = 5,
AC = V322 + 22 + 3z2 = 12.

Az 5.1. dbran lathato, hogy

3z 2z 3xz
\/_y+\/_y +\f'

Tapc = Toap +Topc +Toac =

2 2 4

5.1. abra. Az egyenletrendszer geometriai modellje

Ugyanakkor észreveheto, hogy az 5, 12, 13 pitagoraszi szamharmas, igy az ABC

haromszog derékszogli, tehat Typc = % = 30, ahonnan az
3 3 3
¢}y+¢}z+¢}2:%

osszefiiggéshez jutunk.

Ezt beszorozva %—mal éppen a kért kifejezés értékét kapjuk: 2zy+2yz+x2 = 40V/3.
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Ezzel a feladattal egyértelmiien azt szandékoztam mérni, hogy egy algebrai szovegezési
feladat esetén esziikbe jut-e a didkoknak vizudlis geometriai modell készitése, majd annak
felhasznalasa a probléma sikeres megoldasa érdekében.

A 23 kozépiskolas didk koziil 16 probalkozott geometriai modell keresésével, koziiliik
8-nak sikeriilt tokéletes modellt talalnia, és eljutnia a feladat helyes megolddsahoz. Még
3 tanuld talalt hasznalhaté modellt, de szamitasi hibdk miatt nem a helyes eredményhez
jutott, a tobbi 5 tanulénak nem sikeriilt hasznalhat6 abrat alkotnia. A maradék 7 tanuld
algebrai uiton probalkozott, természetesen sikertelentil.

A 24 egyetemi hallgatobdl 18 jott ra, hogy a koszinusztétel van elrejtve az egyen-
letekben, és probalt valamilyen geometriai modellt alkotni. Koziiliik 13 hallgatonak ez
sikeriilt is, de 3 didk szamitasi hiba miatt nem a tokéletes eredményhez jutott. A tobbi
5 egyetemista nem taldlt hasznélhaté reprezentéciot. A maradék 6 hallgato algebrai titon
kisérletezett, sikertelentil.

Néhany gondolat a didkok dolgozataibdl:

., 1eljes négyzeteket kellene kialakitani elso ranézésre. ... Ha kivonom egymasbdl az egyen-
leteket, az sem vezet semmire. ... Nem lehet kiklszobolni egy valtozét?”

,,Ki kellene fejezni az egyik egyenletbdl az egyik ismeretlent, pl. z-t, majd a masik kettobe
helyettesiteni. ... De probléma, hogy masodfokuiak is szerepelnek ... igy egyre bonyolultabbd
vélik az egyenletrendszer.”

., Geometriai modellt kellene keresni ... a kérésben levo xy, yz, xz szorzatok teriiletek ... az
osszefuiggések szinte teljes négyzetek ... esetleg a koszinusztétel segitene? Nem tudom folytatni
ezzel a gondolatmenettel.”

Az osszefuggések bal oldala a koszinusztételre emlékeztet. ... Megnézem, hogy milyen
szogeket zarnak be a megfelel6 oldalak. ... Mivel ezek osszege éppen 360°, ezért 0sszerakhatd
a hdrom kicsi hdromszoghdl egy nagy hdromszog. ... Kiszdmitom a nagy haromszog teriletét
kétféle médon, mert abban a kért kifejezéshez hasonld szorzatok lesznek.”

A didkok eredményeit Gsszegzé tablazat:

Kozépiskolas tanuld | Egyetemi hallgato
Tokéletes megoldés 8/23 ~ 34,78% 10/24 ~ 41,67%

Helyes geom. modell | 11/23 & 47,82% 13/24 =~ 54,16%
Geometriai gondolat | 16/23 ~ 69,56% 18/24 =~ 75%

Semmilyen modell | 7/23~30,44% | 6/24 ~ 25%

3. feladat. Oldd meg a (2% — 1)? = log, (v/z + 1), z > 0 egyenletet!

Megoldas. Az egyenlet két oldalat alaposan megfigyelve lathaté, hogy a bal olda-
lon 2-es alapu exponencialis-, mig a jobb oldalon 2-es alapu logaritmusos kifejezés
szerepel, ugyanakkor a bal oldal masodik hatvanyon jelenik meg, mig a jobb oldal
négyzetgyokot tartalmaz, sét a bal oldalon -1, a jobb oldalon pedig +1 van a kiilsé
fiiggvény argumentumaban. Mindezek alapjan észreveheto, hogy az egyenlet két ol-
dalan levo kifejezések éppen két olyan fiiggvénynek a leképezési torvényei, amelyek
formalisan egymas inverzei.

Mivel az egyenlet a [0, co)-on értelmezett, tekintsiik az

f:[0,00) = [0,00), flz)=(2"—1)

123



fliggvényt. (5.2. dbra) Mivel a fliggvény szigortian névekvd a [0, 00)-on, ezért in-
jektiv. Ugyanakkor az y = (2% — 1)2—b61 kifejezve az xz-et, kapjuk, hogy

x=log, (\y+1).

Mivel barmilyen y € [0,00) esetén létezik = = log, (\/y+1) € [0,00) gy, hogy
y = f(x), ezért a fliggvény sziirjektiv, tehdt 6sszességében bijektiv, igy invertélhato,
és az inverz fliggvénye:

f1:0,00) = [0,00), fx)=log, (\/5+ 1) .

0.51 iy

5.2. dbra. Fiiggvény és inverze

Ezt beldtva az egyenlet f(x) = f~!(z) alakba irhatd, és mivel f szigortian névekvo
fliggvény a [0, 00)-on, ezért

f@)=fYz) & fla)=z o @-1)’=z < 2-1=1

A kapott egyenlet bal oldala szigorian konvex, mig a jobb oldala szigortian konkav,
igy az egyenletnek legfeljebb két megoldasa lehet. Ezek x = 0 és x = 1. (5.2. dbra)
Tehat M = {0;1}.

Megjegyzés. Az egyenlet ugy is megoldhatd, hogy miutan kitalaltuk a két megoldast,
igazoljuk, hogy nincs tobb. Kénnyen bizonyithaté, hogy a bal oldal méasodrendii
derivéltja minden nem negativ szamra pozitiv, tehat ez az oldal szigorian konvex,
mig a jobb oldal masodrendii derivaltja negativ, igy az szigortian konkav minden
nem negativ szam esetén. Tehat a megoldashalmaz a két kitalalt értékbol all.

A feladat kitlizésével azt szandékoztam mérni, hogy a didkok milyen mértékben
haszndalnak fiiggvénytani eszkozoket egyenletek megoldasa soran. Konkrétan esziikbe jut-e
az egyenlet két oldalan &all6 kifejezésekrdl igazolni azok szigori konvexitasat, illetve kon-
kavitasat, ezaltal belatva, hogy maximum két megoldas lehet, igy azokat ki lehet talalni.
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Esetleg észreveszik-e, hogy a két kifejezés egymads inverze, igy az egyenlet egyszeriibb,
konnyebben megoldhaté alakra hozhaté.

A 23 kozépiskolai didkbol 19 kitalalta a megoldasokat, de koziilitkk csak 6 tanulonak
sikertilt teljesen igazolni, hogy nincs més megoldas. Ebbdl a 6 didkbol 4 vette észre, hogy
a két oldal egymas inverze, majd hozta egyszerlibb alakra az egyenletet, a maradék 2
tanulé némi abrazoldsi kisérlet utan, differencidalszamitasbeli eszkozoket alkalmazott az
eredeti egyenlet két oldaléra.

A bal oldal masodrendii derivéltja pozitiv, a jobb oldalé negativ, ezért maximum két
megoldas lehet, és ezek a 0 és az 1. ... Nehezebbnek tiint.”

Az egyetemi hallgatok koziil hatan semmi érdemlegeset nem kezdtek a feladattal,
tehat a 24 didk kozil 18 jott rd a megoldasokra. Koziilik 14 észrevette, hogy a két
oldal egymaés inverze, viszont a kapott egyenletet csak 10 hallgaté oldotta meg teljes
részletességgel, a tobbi 4 csak kozolte, hogy az egyszerlibb egyenletnek két megoldasa
van, de nem hivatkozott az oldalak szigoru konvexitasara, illetve konkavitasara.

,,Ellenérzom, hogy a bal oldal a jobb oldalnak inverze-e. ... Mivel igy van, elég megoldani
a bal oldal egyenl6 = egyenletet. ... Eszrevettem, hogy x = 0 és x = 1 megoldadsok, csak nem
tudom belatni, hogy mds nincs.”

A didkok eredményeit 6sszegzé tablazat:

Kozépiskolas tanul6 | Egyetemi hallgaté
Tokéletes megoldds 6/23 =~ 26,1% 10/24 ~ 41,67%
Megoldas megsejtése 19/23 ~ 82,6% 18/24 ~ 75%
Inverzek észrevétele 4/23 ~ 17,4% 14/24 ~ 58,33%
Sejtés sincs | 4/23=174% | 6/24 = 25%

5.3. A mérések statisztikai osszehasonlitasa

Az utémérés eredményei egyértelmiien igazoljak a foglalkozasok fejleszté hatasat ugy
a kozépiskolasok, mint az egyetemi hallgatok korében.

Jol lathato, hogy nemcsak a hibdtlan, teljes megolddst adok szdima novekedett, hanem
jelentdsen nétt azok szama is, akik esetleg figyelmetlenség, gyakorlatlansdg, vagy éppen az
adott probléma megkovetelte targyi tudds hidnya miatt nem oldottdk meg teljesen a illetd
feladatot, de tobbféle szemszoghol megkozelitették azt.

Mig az elomérésen a harom feladatra dsszesen 6, illetve 12 hibatlan megoldas sziiletett
a kozépiskolasok, illetve az egyetemistdk korében, addig az utéteszten ezek a szamok 24-
re, illetve 34-re novekedtek. Bar ezek a szamok sem til nagyok az Osszes feladat szaméhoz
képest (69, ill. 72), de mindenképpen fejlddést mutatnak.

Tokéletes megoldasok | Kozépiskolas tanuld | Egyetemi hallgaté
El6teszt 6/69 =~ 8,7% 12/72 =~ 16,67%
Utoteszt 24/69 ~ 34,78% 34/72 ~ 47,22%

Lényegesnek tartom, hogysokkal szembetiin6ébb a pozitiv vdltozds a feladatok
szovegezésétol eltéré megolddsmaod, problémareprezentdcio keresésére tett
kisérletek szamdt tekintve. Mig az el6teszten a harom feladat mas reprezentacioban
torténé megoldasara a kozépiskolasok korében csupan 4, az egyetemi hallgaték kozott 9
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sikeres vagy sikertelen kisérlet sziiletett osszesen, addig az utdteszten ezek a szdmok 33-ra,
illetve 48-ra novekedtek. Fzek a szamok egyértelmiien mutatjak a foglalkozdsok pozitiv
hatdsdt a didkok gondolkoddsdban végbement szemléletvdltozds, gazdagodds
tekintetében.

Maés reprezentaciok | Kozépiskolas tanuld | Egyetemi hallgato
El6teszt 4/69 ~ 5,8% 9/72 ~ 12,5%
Utoteszt 33/69 =~ 47,83% 48/72 =~ 66,67%

A didkok eredményeinek statisztikai modszerekkel valé Osszehasonlitdsa érdekében
minden tanuld és hallgaté mindkét mérésen minden feladatara aszerint, hogy megoldotta,
hasznalhaté sejtése/modellje volt, vagy semmi érdemlegeset sem sikeriilt kezdenie az adott
feladattal, 2, 1, illetve 0 pontot kapott. Azok a diakok, akik legalabb két eltéré megoldast
is adtak egy problémara plusz 1 pontot kaptak az illeté feladatra. fgy minden tanulé
mindkét teszten 0 és 3 - (2 + 1) = 9 pont kozotti mindsitést kapott, melyek gyakorisagat
az alabbi tablazat mutatja. A masodik és harmadik oszlopban az adott pontszamot elért
kozépiskolas tanuldk, mig az utolsé két oszlopban az adott pontszamu egyetemi hallgatok
szama talalhato.

Pontok H Isk. el6 ‘ Isk. uto H Egy. el6 ‘ Egy. uto

0 8 2 4 3
1 7 4 8 1
2 2 5 5 1
3 5 2 5 4
4 0 4 1 5
5 1 0 0 6
6 0 5 1 3
7 0 0 0 0
8 0 1 0 1
9 0 0 0 0
Osszesen H 23 23 H 24 24

Az el6- és utomérés eredményeit az alacsony diaklétszam miatt egymaintds pdrositott
T-probdval vizsgaltam. Eloszor grafikusan tanulmanyoztam a két adatsor norma-
litdsat, majd F-proba segitségével ellendriztem, hogy azok szérésa szignifikansan eltér-e
egymastol. Mivel a mintdk eloszldsa nem tért el jelentésen a normal eloszlastél (o = 1, 85,
m = 1,85, ill. ¢ = 2,24, m = 3,9), és nem mutathaté ki szignifikdns kiilonbség
az adatsorok szérasa kozott (p ~ 0,04), ezért alkalmazhaté a péaros T-préba. Ez
mindkét csoport eredményeinek szignifikans novekedését mutatja, hiszen a T-proba null-
hipotézisének bekovetkezése, miszerint az egyes csoportoknak a két mérés alapjan szdmolt
egzakt pontdatlaga nem tér el eqymdstol, kevesebb, mint 0,001 valdsziniiségi (pisk. = 0, 0006,
illetve pegy. = 0,0001), igy az alternativ hipotézist kell elfogadnunk, miszerint mindkét
csoport esetén a két datlag kozott szignifikans valtozds figyelheté meg.

Ugyancsak szignifikans novekedés figyelheté meg a teljesen hibdtlan megoldast adok
pontszdmaira vonatkozéan is, és kilon azok pontszamaira is, akik ugyan nem tudtdak meg-
oldani teljesen a feladatot, de a feladat szovegétdl eltérd, mdr haszndlhato reprezentdciora
vdltottak. fgy utobbiak sikertelensége az adott teriileten levo targyi tudasuk, illetve gya-
korlatuk hidnyanak tudhato be.
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5.3. abra. Az elémérés kvantilis-kvantilis diagramja

y=0,94r—1, m=1,85 o=1,85

5.4. abra. Az utémérés kvantilis-kvantilis diagramja

y=0,45xr— 1,74, m=3,9, 0=2,24
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6. fejezet

Végkovetkeztetések

6.1. A hipotézisek igazolasa

A didkok el6- és utémérésen kozolt megoldésait osszevetve, f0leg az egyetemi hallgatok
esetén egyértelmili valtozas figyelhetdo meg a problémamegoldasi folyamatot végigkiséro
metakognitiv tevékenységiik tekintetében is. Mindkét korosztaly, de f6leg az egyetemi hall-
gatok dolgozataibdl az is kideriil, hogy nagy résziik tudatosabban alkalmazza a kiilonb6zo
problémamegoldési heurisztikdkat, illetve részletesebben szamol be a feladatmegoldési fo-
lyamat soran felvetédott otleteirdl, prébalkozasairél. Mig az elOteszten a tobbség féleg
a feladatok megoldasanak valamilyen modon val6 kozlésére forditott nagyobb figyelmet
az agyaban lezajlé mozzanatok irasban vald rogzitéséhez képest, addig ez az arédny az
utoteszten kiegyenlitodott: tobben részletesebben kozolték hattérgondolataikat, és gyako-
ribbak lettek a teljes problémamegoldasi folyamatot végigkiséré metakognitiv beszamolok.

Részlet az egyik egyetemi hallgaté utomérésbeli dolgozatabdl: |, A feladatot latva el6szor
eszembe jut, hogy az egyik osszefliggésbdl fejezzem ki az egyik valtozét, majd helyettesitsem
be a masikba. ... A minimumhoz sziikségiink van teljes négyzetre, mert arrdl tudjuk, hogy
nem negativ. ... Ez igy sikerilt is! ... Most eszembe jutott, hogy megprébalhatnék geometriai
modellt késziteni a feladathoz, mert ... fgy is sikeruilt megoldani a feladatot. ... Gondolkodom
mds megolddson is, de egyel6re nincs mas otletem.”

A fentiek és az el6zO rész alapjan kijelentheto, hogy statisztikailag is alatamasztott
az a kijelentés, miszerint a foglalkozasoknak fejleszté6 hatasa volt, hiszen ugy
a kozépiskolasok, mint az egyetemi hallgatok bizonyos problémamegoldd képessége, a
feladat szovegétol eltérd, 1j reprezentacidkban valé gondolkodasi képessége javult, a
problémamegoldés soran bevethet6 eszkoztaruk boviilt.

A kutatas igazolta az elején folallitott hipotéziseimet:

e megfeleld tananyaggal a didkok problémamegoldo képessége fejleszthetd

— a didkok tananyagrész-osszekapcsold, -szintetizald képessége fejlesztheto

— a didkok vizualis problémareprezentacié-készitési és transzformécidelv alkal-
mazasi képessége fejleszthetd

e a problémamegoldési heurisztikak tanitasa révén a didkoknak a problémamegoldés
soran alkalmazhaté eszkoztara bévitheto
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6.2. Tovabblépési lehetoségek

A problémamegoldasi képesség eredményes fejlesztése csak hosszan tartd, szerteagazo
és folyamatos munkaval valésithaté meg. Altaldnos és kozépiskolas korban ennek legfébb
meghatarozd tényezéi az iskolai és az otthoni munka. Ezért nagyon fontos, hogy az
osztalyban valé munka, nemcsak matematika, hanem egyéb o6ran is milyen szellem-
ben zajlik. Emiatt sziikségesnek tartom a heurisztikus problémamegoldési stratégiak
explicit tanitasat és tudatositdasat nemcsak a szakkorok didkkozonsége korében, hanem
osztalyszinten, a mindennapokban is. Tovabblépésként egyik célom ennek megvaldsitasa
lenne. Masik célom a fejleszté tevékenységek feladatanyaganak - amennyire lehetséges - a
mindennapi matematikaéraim tananyagaba valé beépitése, valamint az érintett témakorok
kibovitése mas heurisztikus eljarasokra is kitérve.

Az egyetemi hallgatok korében végzett mérések ugyancsak azt mutatjak, hogy
szamukra is fontos lenne akar egy valaszthaté problémamegoldé szeminarium hasonld
témakorben.

Remélem, hogy a kozel-, illetve tavoljovoben mindezek megvalésulhatnak.
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Koszonetnyilvanitas

Ko6szonettel tartozom témavezetémnek, Kosztolanyi Jozsef tanar trnak, amiért folkel-
tette érdeklodésemet a témakor irant, majd végig tamogatott a munkam soran.

Nagy halaval tartozom a kitarté kisérleti alanyaimnak, a didkoknak, akik talan megta-
pasztalva az egytitt gondolkodas oromét, mindenféle mas lehetéség helyett az érak utani
koroket valasztottak.

Ugyancsak halas vagyok Andras Szilardnak, aki nemcsak figyelmes és kritikus olvasdja
volt a dolgozatnak, hanem egész eddigi tanari tevékenységem egyik meghatarozoja.

Ko6szonom Darvas Taméasnak az angol forditdsban nyujtott segitségét és Roth
Agostonnak az adatok statisztikai feldolgozasara vonatkozd utbaigazitasait.

Végil koszonom mindenkinek, aki valamilyen médon hozzajarult, hogy a dolgozat
megsziilethessen.

130



(")sszefoglalés

A matematikatanitas egyik legfontosabb célja a gondolkodéasra nevelés, amely
problémamegoldas és a matematika felfedeztet6 modon vald tanitasaval valésithato
meg. Kordbbi kutatasok [29], [17], [24] bizonyitjik, hogy ebben Oridsi szerepet jatszik
az altalanos heurisztikus eljarasok ismerete, ugyanakkor arra is ravilagitanak, hogy a
kiilonboz6 heurisztikak alkalmazasi képessége kiilonb6zo mértékben fejlesztheto. Nehe-
zebben alakithato ki példaul a probléméanak az eredeti kontextustol eltérd, més teriile-
ten valo reprezentalasanak, kiilonbozo nézépontbdl valé tudatos megkozelitésének gon-
dolata. Fz a megfigyelés sarkallt arra, hogy olyan problémék megoldasa révén, melyek
sikeres megoldasa az eredeti megfogalmazastél eltérd, mas tertileten valé okoskodast
igényel, a reprezentaciévaltas mint problémamegoldasi stratégia tanithatésagaval foglal-
kozzak. A kutatasom soran kozépiskolds didkok és matematika szakos egyetemi hallgaték
problémamegoldési képességét és céliranyos fejlesztésének lehetdségeit vizsgaltam.

Céljaim a kovetkezok voltak:

1. a matematikai gondolkodas, problémamegoldas elméleti hatterének attekintése
2. a didkok problémamegoldasi képességének mérése; ezen beliil hangsulyosan:
e vizudlis problémareprezentacio-készitési, elemzési és a problémamegoldési fo-
lyamatban val6 sikeres alkalmazasi képesség mérése

e a transzformdaciéelv mint altalanos heurisztikus eljards alkalmazasi
képességének mérése

e tananyagrész-osszekapcsolo, -szintetizald képesség mérése
3. célzottan a fenti képességeket fejleszté tananyag kidolgozéasa és alkalmazasa
4. a fejlesztés elején folallitott hipotéziseim igazolasa:

e megfelel6 tananyaggal a didkok problémamegoldé képessége fejlesztheto:

— a didkok tananyagrész-osszekapcsold, -szintetizalo képessége fejleszthetd

— a didkok vizualis problémareprezentacio-készitési és transzformacioelv al-
kalmazasi képessége fejleszthetd

e a problémamegoldési heurisztikdak explicit tanitdsa révén a didkoknak a
problémamegoldas soran felhasznalhaté eszkoztara bévitheto
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A kutatast a fejlesztés kereteinek kijelolése végett a megfelel6 matematikadidak-
tikai szakirodalom &ttanulméanyozasaval kezdtem. A matematikatanitds kiilonbozé
célrendszereinek [4], [39], [37] dttekintése utan részletesen vizsgaltam a problémamegoldd
gondolkodds szerkezetét: a problémamegoldds folyamatat [10],[25],[36],[18], az abban
kiillonosen hasznos heurisztikus eljardsokat [26], [30], valamint az ezeket végigkiséré me-
takognitiv elemeket [19]. A folyamat szerkezetének jobb megértése érdekében kitértem
a matematikai gondolkodas természetének néhany aspektusara: a matematikai fogal-
mak kiilsé és belsé reprezentaciés héalozatara [8], [13], a vizudlis reprezentécidk sze-
repére [9], [28], a kritikai, illetve kreativ gondolkoddsmdéd jellemzéire [16], [23], [35],
majd a problémamegoldé gondolkodds komplex kognitiv modelljére [33]. Végiil a
problémamegoldd képesség fejlesztésének lehetdségeit tekintettem at, kitérve gy a kog-
nitiv [9], [5], [37], mint a metakognitiv [11] és affektiv [32] elemekre.

A kutatds kezdetén tgy a kozépiskolds tanuldk, mint az egyetemi hallgatok
elémérésen vettek részt. A didkoknak masfél ora alatt harom nem szokvanyos probléma
részletes megoldédsat kellett kidolgozniuk, és ezzel parhuzamosan a megoldas soran fel-
meriilé gondolataikat, érzéseiket leirniuk.

Célom annak folmérése volt, hogy a kisérletben részt vevé didkok

e milyen altalanos problémamegoldasi heurisztikakat ismernek,

e bizonyos problémaék esetén préobalkoznak-e a feladat kijelentésétdl eltérd, mas rep-
rezentaciokban valé okoskodéassal

e mennyire tudjak a matematika kiillonbozo tertileteirdl szarmazé tudasukat a feladat-
megoldéas soran mozgdsitani, képesek-e a kiilonbozo jellegli 6tleteiket otvozni,

e problémamegoldas kozben milyen metakognitiv gondolatok jelennek meg, illetve mi-
lyen érzelmek jatszodnak le benniik, és mennyire tudjak ezeket kozolni.

A felmérésnek egy masik célja a kozépiskolas és egyetemista csoport eredményeinek az
osszehasonlitésa, az esetleges kiilonbségekre val6 ravilagitas volt.
Az eredmények alapjan elmondhatd, hogy

e mindkét didkesoport eszkoztdara meglehetosen hidnyos a nem rutinszeri matematikai
problémék megoldasaban,

e sok esetben még a feladat megoldasara (eredményére) vonatkozé valamilyen sejtés
megfogalmazasa is nehézséget jelent,

e alig fordul el6 a feladat kijelentésétol eltérd, mas reprezentaciéban vagy tobbféle
reprezentacioban valé okoskodéds gondolata,

e a didkok feladatmegoldas kozbeni metakognitiv tevékenysége igen hidnyos, illetve
nehezen tudjak irasban megfogalmazni az ilyen jellegli gondolataikat,

e az egyetemi hallgatok eredményei csak nagyon kevéssel jobbak a kozépiskolds ta-
nulék eredményeinél.
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Az elémérés eredményei hataroztak meg a fejlesztés f6 iranyvonalait, melyek a
kovetkezok voltak:

a problémamegoldas 1épéseinek tudatositasa

altalanos heurisztikus eljarasok, stratégidk tanitasa problémamegoldas tutjan
az analogiakban valé gondolkodas fejlesztése

kisérletezés alapjan torténd sejtések megfogalmazasanak elosegitése, gyakorlasa

kiilénbozo reprezentacidkban valé gondolkodasra nevelés a feladat szovegezésének
mélyrehatobb vizsgalata altal; az ,drulkodo jelek” megfigyelésére vald érzékenység
kialakitdsa és fejlesztése

az egyes objektumok struktirdjat legjobban szemlélteto reprezentéaciok felismerése
a transzformacidelv mint altalanos heurisztikus eljaras alkalmazédsa

kiilonboz6 vizudlis problémareprezentaciok készitése, elemzése

1j problémak megfogalmazasa egy adott modellen torténé mddositassal

tobbféle megoldasi lehetOség keresése

A fenti céloknak megfeleléen a fejlesztés harom honapon keresztiil heti masfél oras
szakkori foglalkozasok forméjaban zajlott. A didkok ora elején megkaptdk az aznapi
feladatokat anélkiil, hogy tudtédk volna azokrdl, hogy milyen témakorbe tartoznak, mi-
lyen stratégia fejlesztésére valok. Igyekeztem a didkokat 6néllé felfedezésekre buzditani,
igy a 2-3 {6s csoportok munkdjat segitd kérdések formajaban csak akkor befolyasoltam,
ha azt 8k igényelték. Osztonoztem a didkokat az egyes feladatok tobbféle iranybdl vald
megkozelitésére, kiillonbozé megoldasi modszerek keresésére, esetleg azok 6tvozésére. Min-
den olyan probléma esetén, ahol tobbféle megoldés is sziiletett, megbeszéltiik, hogy me-
lyik hatékonyabb, eredményesebb, melyik tiikrozi jobban az adott probléma szerkezetét.
Végul batoritottam a didkokat, hogy maguk is fogalmazzanak meg hasonlé szerkezetii
problémakat. A feldolgozott témakorok az alabbi harom f6 stratégia koré szervezodtek:

1.

2.

3.

Algebrai kijelentés - geometriai megoldas

Szintetikus, analitikus és trigonometrikus megoldasmddok

Geometriai kijelentés - algebrai megoldas
A Descartes-féle koordinata-rendszer felhasznalasa

A Gauss-féle komplex szamsik alkalmazédsa

Alkalmas fiiggvény bevezetése
Elemi fiiggvények tulajdonsagainak felhasznalasa

A matematikai analizis elemeinek alkalmazésa
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Mindharom témakorbe illeszkedd problémak sikeres vagy legalabbis hatékony meg-
oldasa a feladat szovegezésétol eltéré mas reprezenticiéban vald gondolkodast igényelt.
Természetesen ez a stratégiai jellegli 6tlet a kiilonb6zo témakorokhoz tartozd problémak
esetén kiilonbozoképpen sziilethet meg.

Az els6 stratégiat algebrai szovegezésii feladatok, konkrétan egyenletek,
egyenlotlenségek, egyenletrendszerek és szélsoérték-problémak megoldasanak, kiilonb6zo
algebrai 0sszefliggések bizonyitasanak a tandorakon megszokott tipikus modszerektol eltéro,
mas szemléletmodja révén kivantam bemutatni, elmélyiteni.

Célom ezeknek a problémaknak a targyaldsaval az volt, hogy a didkok algebrai
szovegezésli feladat lattan is képesek legyenek aktivizdlni mértantudasukat, geomet-
riai szemszogbdl is képesek legyenek tanulmanyozni egy algebrai probléma szerkezetét,
képesek legyenek akar a feladatnak megfelel6 vizudlis geometriai modell alkotasara és an-
nak tanulmanyozéasara. Itt olyan modellek készitésével foglalkoztunk, amelyek valamilyen
algebrai szovegezésii probléma szintetikus-, analitikus-, vektorgeometriai vagy trigono-
metriai megoldasmaddjat teszi lehetové. A didkok belattak, hogy a feladatok tobbségénél,
ha taldlhato a geometria egyik tertiletén valo targyalasmodot lehetové tevé modell, akkor
az kis modositassal mas teriileten valé okoskodast elosegité modellé alakithaté. Minden
esetben elemeztiik a kiilonb6z6 modellek elonyeit és hatranyait, majd a didkok igyekeztek
hasonlé problémékat szerkeszteni.

A masodik stratégia szemléletében az el6zonek éppen a forditottja: geometriai szove-
gezési feladatok algebrai eszkozokkel valé megkozelitése.

Célom az ide tartozé problémakor tanitasaval annak illusztralasa volt, hogy teljesen
geometriai kijelentésii feladatok sikeres megoldasa néha részben, vagy akar teljes egészében
algebrai eszkoztar bevetését kivanja, hiszen azzal egyszeriibben és hatékonyabban kezel-
hetok az objektumok kozotti osszefliggések. Itt két nagyon hasznos stratégiai jellegii otle-
tet targyaltunk: attérés a Descartes-féle koordinata-rendszerbe vagy a Gauss-féle komplex
szamsikra. Minden feladat esetén részletesen megbeszéltiik, hogy mikor, milyen az ada-
tokra vonatkoz6 viszony esetén hatékonyabb az egyik vagy a masik eszkoz hasznélata.
Példaul objektumok forgatasat igénylé probléma esetén a komplex szamsik bevezetése
célravezetobb. Tapasztalataim szerint az ebbe az iranyba torténo valtas konnyebben ment
a didkoknak, mint az el6z6 problémakdr esetén targyalt forditott irany.

Az utolsé stratégia bizonyos problémak megolddsat jelentosen elGsegité alkal-
mas fiiggvény megtaldlasat és annak valamilyen tulajdonsaganak felhasznalasat kivanta.
Nagyrészt egyenletek, egyenlotlenségek és egyenletrendszerek nem algoritmikus meg-
oldasaval, illetve kiilonbozé geometriai szélsoértékek keresésével szemléltettem ezt.
Kiilonb6z6 egyszeriinek tiing egyenletek megoldasa(i) gyakran kitalalhat6(k), viszont
az unicitas bizonyitasa elemi eszkozokkel mar nem mindig lehetséges. Ilyenkor valami-
lyen alkalmas fliggvény bevezetése és értelmezési tartomanyanak, ill. értékkészletének
tanulmanyozasa vagy a fliggvény injektiv, monoton, konvex/konkav tulajdonsigénak
felhasznalasa lehet eredményes. Geometriai szélsoérték-problémak esetén a megfe-
lel6 elemi becslés okozhat nehézséget, am ez gyakran valamilyen alkalmas fiiggvény
korlatossaganak belatasaval vagy éppen szélsoértékeinek kiszamitasaval elkertilheto.
Ezek mellett kiilonb6zo eleminek tind osszegeket tanulmanyoztunk, melyek hatékony
kiszamitasa valamilyen alkalmas fiiggvény derivalasa vagy éppen integraldsa segitségével
oldhat6 meg.
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Célom ennek a stratégianak a bemutatasaval annak tudatositdsa volt a didkokban,
hogy a roméniai kozépiskolai tananyag kozponti elemének szamito fiiggvény fogalma és
az arra épiiléo matematikai analizis nem elszigetelt tudoméanytertilet, hanem egy lehetséges
és gyakran nagyon hasznos eszkoz az problémamegoldas soran. Lassak a didkok, hogy a
matematika kiilonbozo tertileteinek az osszekapcsoldasa hasznos és sok esetben nélkiilozhe-
tetlen a nem sablonszer problémak eredményes megoldasa érdekében.

A fejleszto foglalkozassorozatot utémeérés kovette. A didkoknak az elGteszthez ha-
sonldéan 90 perc alatt harom, szamukra ismeretlen probléméat kellett minél részletesebben
és akar tobbféle modszerrel megoldaniuk. A dolgozatlapot fiiggélegesen kettéosztva bal
oldara keriilt a problémak megoldasanak kidolgozéasa, mig ezzel parhuzamosan a jobb
oldalon a didkok gondolataikrél, metakognitiv tevékenységiikrdl szamoltak be.

A feladatok a kovetkezo képességek mérésére szolgaltak:

e kisérletezés alapjan torténo sejtések megfogalmazasa, majd azok bizonyitdsa

e kiilonboz6 reprezentacidkban valé gondolkodas, vizualis problémareprezentaciok al-
kotéasa, elemzése

e a transzformacidelv mint altalanos heurisztikus eljaras alkalmazdsa

Emellett a problémamegoldasi folyamatot végigkiséré tudatos metakognitiv tevékenység
valtozasara, fejlodésére is kivancsi voltam.

Az utéteszt eredményei alapjan elmondhaté, hogy mindkét didkesoport
problémamegoldé eszkoztara gazdagodott, ugyanakkor a didkok batrabban préobalkoztak
eddig ismeretlen, 1j modszerek alkalmazasaval. Mindharom feladat esetén nott a teljesen
helyes megoldast addk szama, sét voltak, akik tobbféle megoldast is adtak egy-egy
problémara. Ugyanakkor jelentésen valtozott pozitiv irdnyban azok szama is, akik ugyan
nem tudtak megoldani a feladatot, de annak kiilonboz6 reprezentacidival préobéalkoztak.
A diakok feladatmegoldas kozbeni metakognitiv tevékenysége is hangsilyosan javult,
tobben részletesen beszamoltak az ilyen jellegli hattérgondolataikrol.

A foglalkozasok fejleszt6 hatasat a két mérés statisztikai 0sszehasonlitasa révén
elemeztem. Minden diak mindkét mérésen minden feladatara aszerint, hogy megoldotta,
hasznalhaté sejtése/modellje volt, vagy semmi érdemlegeset sem sikeriilt kezdenie az adott
feladattal, 2, 1, illetve 0 pontot kapott. Azok a didkok, akik legaldbb két eltéré megoldast is
adtak egy problémara plusz 1 pontot kaptak az illet6 feladatra. fgy minden didk mindkét
teszten 0 és 3- (24 1) = 9 pont kozotti mindsitést kapott. Az adatok viszonylag kis
szama miatt, és mivel az el6- és utomérés eredményei nem térnek el jelentésen a normal
eloszlastol, valamint az azokra végrehajtott F-proba szerint a két adatsor szérasa kozott
nem mutathaté ki szignifikans eltérés, ezért a két adatsor atlaganak szignifikans eltérését
egymintas parositott T-probaval ellenériztem. Ez mindkét csoport eredményeinek szigni-
fikans novekedését mutatta, sot ugyancsak szignifikdns novekedés figyelheté meg a telje-
sen hibatlan megoldast adék pontszamaira vonatkozoan is, és kiilon azok pontszamaira
is, akik ugyan nem tudtak megoldani teljesen a feladatot, de a probléma szévegétol
eltéré, mas hasznalhatd reprezentaciora valtottak. fgy utébbiak sikertelensége az adott
teriileten levo targyi tudasuk, illetve gyakorlatuk hidnyanak tudhaté be. Ugyanakkor
a didkok elo- és utomérésen kozolt megolddsait Osszevetve, foleg az egyetemi hallgatok
esetén egyértelmii valtozas figyelheté meg a problémamegoldasi folyamatot végigkiséro
metakognitiv tevékenységiik tekintetében is.
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Tehat statisztikailag is alatamasztott a foglalkozasok fejleszté hatésa, igy a kutatas
igazolta a elején folallitott hipotéziseimet, miszerint

e megfeleld tananyaggal a didkok problémamegoldd képessége fejlesztheto

— a didkok tananyagrész-osszekapcsold, -szintetizalo képessége fejleszthetd

— a didkok vizudlis problémareprezentacié-készitési és transzformécidelv alkal-
mazasi képessége fejlesztheto

e a problémamegoldasi heurisztikak tanitasa révén a didkoknak a problémamegoldés
soran alkalmazhaté eszkoztara bévithetd

Mivel a problémamegoldasi képesség tovabbi fejlesztése csak hosszan tartd, szertedgazo
és folyamatos munkéaval valdsithaté meg, ezért sziikségesnek tartom a heurisztikus
problémamegoldési stratégidk explicit tanitasat és tudatositdasat nemcsak a mate-
matika szakkorok didkkozonsége szamaéara, hanem osztalyszinten a mindennapokban
is. Tovabblépésként egyik célom ennek megvaldsitasa lenne. Masik célom a fej-
leszt6 tevékenységek feladatanyaganak a mindennapi matematikadrdaim tananyagaba vald
beépitése, kibovitve az érintett témakoroket kitérve mas heurisztikus eljarasokra is.
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Summary

One of the main goals of mathematics education, is teaching how to think correctly,
which can be realized by problem solving and use of exploratory teaching methods. Ac-
cording to earlier research [29], [17], [24], knowledge of heuristic methods plays an im-
portant role in this learning process. They also show that related skills can be developed
in varying capacity. As a representative example, it is known that problem solving via
change of representation, a method in which the context of the problem is significantly
altered, is a very difficult skill to master. This observation led me to investigate the extent
to which it is possible to teach change of representation as an effective problem solving
strategy. As part of my research, I worked with a group of high school students and a
group of undergraduate students, to see if these skills can be taught effectively.

My goals were as follows:

1. overview of the theoretical background of mathematical thinking and problem sol-
ving

2. measuring the problem solving skills of students. More precisely I focused on the
following:
e the success rate of visual representation in solving problems
e the effectiveness of the transformation principle as problem solving strategy

e ability to connect and synthesize different parts of the curriculum
3. to introduce a curriculum that helps develop the above mentioned skills
4. to prove my hypothesis, formulated before my study:
e with the appropriate curriculum one can develop the problem solving skills of

the students. More precisely:

— the ability of the students to connect and synthesize different parts of the
curriculum can be increased

— the ability of the students to use visual representation and the transfor-
mation principle successfully can be increased.

e by explicitly teaching specific problem solving heuristics, the available problem
solving skill set of students can be significantly increased.
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Before carrying out my study I made an assessment of the current mathematics
education literature regarding the goals of my project. After an overview of the goals
of mathematics education [4], [39], [37], I examined in detail the structure of problem
solving: the process of problem solving [10],[25],[36],[18], the most useful heuristic methods
[26], [30], and the related metacognitive elements [19]. For sake of better understanding,
I spent time with a few aspects of mathematical thinking: the inner and outer network of
mathematical concepts [8], [13], the role of visual representation [9], [28], the features of
critical and creative thinking [16], [23], [35], and the complex cognitive model of problem
solving [33]. Lastly, I did an overview of the possibilities regarding development of problem
solving skills, with focus on cognitive [9], [5], [37], metacognitive [11] and affective [32]
elements.

At the beginning of my research, the high school and undergraduate students partici-
pated in a preliminary assessment. They were given three unusual problems to solve
within one and a half hours, and they were also instructed to write down their feelings
and thoughts parallel to solving the problems.

My goal was to measure the following:

e what problem solving strategies are the students familiar with

e are they trying to use change of representation in their approach to solving the
problems

e to what extent are the students capable to use knowledge from different parts of
mathematics and to combine different ideas

e the presence of metacognitive thoughts during the problem solving process, what
emotions do they feel, and how can they communicate these

As an additional goal of the assessment, I planned to compare the results of the high
school and undergraduate students.
Based on the outcome I can say the following:

e both groups were lacking skills in solving non-routine mathematical problems

e in most cases, even guessing or conjecturing the right solution was deemed too
difficult

e speculation regarding change of representation appeared in only few cases

e metacognitive activity is rarely present during problem solving, and communication
of such activity seems very difficult

e the results of undergraduate students were only slightly better compared to the
results of the high school students

Based on this assessment I determined the following main lines of skill development:
e learning the steps of problems solving consciously

e teaching the basic heuristic procedures and strategies via problem solving
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e developing thinking in terms of analogies
e using experimentation to make conjectures

e teach them how to change representation, and the ability recognize hints in the
wording of the problem that indicates the correct usage of this method

e to recognize what representation sheds more light on the structure of mathematical
objects

e the usage of the transformation principle as basic heuristic strategy
e analysis of different visual representations for a problem

e coming up with new problems by modifying a given model

e finding different solutions for the same problem

In accordance with my goals, the development of skills took place over a three month
period. I met with the students every week for a session of one and a half hours. Before
every session, the students received a worksheet with problems up for discussion. I enco-
uraged individual work within groups of 2-3 students. I only interfered with their work
when I was asked specifically to do so. I put emphasis on trying to give multiple solu-
tions with different methods to the same problems. When different solutions were found,
we discussed the effectiveness of each method. At last, I asked the students to formulate
problems that can be solved by the same method. The thematics of each meeting revolved
mostly around three main strategies:

1. Algebraic formulation - geometric solution

solutions involving classical, analytic and trigonometric methods

2. Geometric formulation - algebraic solution
usage of Cartesian coordinates

usage of the Gaussian complex plane

3. Introduction of appropriate functions
usage of properties of basic functions

usage of function calculus

Solving the given problems required finding an appropriate context that was different
from the wording of the problem. The corresponding strategy of course was different given
the different nature of each problem, corresponding to the above thematics.

The first strategy revolved around approaching algebraic equations, inequalities,
systems of equations and extremum problems using methods that were different from the
usual curriculum.

My goal was to make the students use their geometric skill set to solve these problems
that were worded using algebra, effectively combining different themes in the standard
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curriculum that are considered far apart from each other. We worked with geometric mo-
dels that allowed students to find solutions via trigonometry, as well as analytic, classical
and vector geometry. The students realized that using geometric models it is possible
to solve a much wider class of problems than we discussed, and I encouraged them to
formulate such problems on their own. In all cases we discussed the effectiveness of our
strategies.

The second strategy was the opposite of the previous one. Given a problem with
geometric wording, try to find a solution using algebra.

My goal was to illustrate that problems that appear in a geometric context can be
partially of completely solved using algebraic methods, as these allow to discuss the rela-
tion between the different objects more precisely. We highlighted two methods specifically:
usage of Cartesian coordinates, or complex numbers from the Gaussian plane. For each
problem we discussed the specific hints in wording that suggest one geometric approach of
the other. For example, problems that involve rotation suggest a treatment using comp-
lex numbers. According to my experiences the students found it easier to use this second
strategy than the first strategy discussed above.

The last strategy involved solution of problems using the identification of an app-
ropriate function, and studying its properties. We mostly tried to find non-algorithmic
solutions to equations, inequalities, systems of equations and geometric extremum prob-
lems. Solutions to such problems can often be guessed, but showing uniqueness often
requires a more involved analysis. This is often carried out by introducing an appropriate
function, studying its domain of definition and image, injectivity, surjectivity, monotoni-
city and convexity. In case of geometric extremum problems, guessing a basic estimate
can be often difficult, however this can be made easier with the introduction of an approp-
riate function and proving its boundedness. In addition to the above, we studied formulas
involving sums. Such sums can be often computed after differentiating or integrating an
appropriate function.

My goal with this strategy was to show the students that central element in the
Romanian mathematical curriculum, the calculus of functions, is not as isolated as they
might think, and it can be used as an effective strategy in solving a vast set of problems.
Let the students see that combining different parts of mathematics is useful, and often
indispensable in solving non-routine problems.

We followed up our activities with a final assessment. Similar to the preliminary
assessment, students had 90 minutes at their disposal to solve three problems. Each sheet
was split into two parts. On the left hand side the students had to write up their solution.
On the right hand side I asked the students to document their thoughts and metacognitive
activity.

The goal was to measure the following:

e the ability to formulate conjectures using experimentation, and later proving these
conjectures

e the ability to use different representation in thinking, creating and analyzing visual
representations

e the ability to use the transformation principle as a heuristic procedure

140



Besides the above, I was also curious to learn if there was any change in metacognitive
activity compared to the preliminary assessment.

Based on the tests we can say that both groups of students increased their problem
solving skill set significantly, and they had more confidence in using different, previously
not seen methods in their approach. In case of all three problems there were more complete
solutions, moreover some students gave more than one solution to the same problem. Also,
there was significant increase in the number of students that could not completely solve
a problem, but were able to find an effective approach using a different representation.
There was also increased metacognitive activity, and many students were able to effectively
communicate their background thought process in much detail.

The effectiveness of our activities was measured by statistical comparison of the two
assessments. In case of partial or complete solution, students received 1 or 2 points for
each problem. If at least two solutions were given, a student received 3 points for the
problem. Consequently, the total score of each student was between 0 and 3-(2+4+1) =9
points. Since sample size was small, and the F-test indicated no significant difference in
the variance of scores for each of the assessments, I compared the significant difference in
the average scores using a paired samples T-test. This indicated a significant increase in
score for both group of students. Moreover, I also saw significant increase in number of
complete solutions, and number of partial solutions were the correct visual representation
was identified. Absence of complete solution in these latter cases is likely due to lack of
specific content knowledge. Comparing the problem solutions of the two assessments, I
noticed a clear difference in metacognitive activity as well, especially noticeable in the
case of the undergraduate students.

Consequently, the marked positive effect of my activities was proved by statistical
methods, and the research proved my preliminary hypothesis according to which

e with the appropriate curriculum it is possible to develop the problem solving skills
of students

— it is possible to increase the skill of students to connect relatively distant parts
of the curriculum

— students can effectively learn how to use visual representation and the trans-
formation principle

e by teaching problem solving heuristics, it is possible to significantly increase the
problem solving skill set of students.

The development of problem solving strategies can only be accomplished by a long and
persistent process. As a result, I think it is important to teach problem solving heuristics
to students explicitly, not only during material specific workshops, but also during regular
classroom hours on a daily basis. This would be one of my goals in the next step of my
research. As another goal, I would like to integrate the problems of my activities into the
classroom setting, by possibly extending the thematics with additional topics.
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