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A Green-függvények határpontok környezetében való viselke
dése a harmonikus analízis alapvető kérdése, melynek számos al
kalmazása van pl. Dirichlet problémák megoldásainak simasági 
vizsgálatában vagy polinomegyenlőtlenségeknél. A Green-függ
vények folytonosságával határpontokban sok tanulmány foglal
kozik. Ezen munka célja, hogy a halmaz geometriáján alapuló 
feltételeket adjon az erősebb Hölder folytonosságra. Egyaránt 
tárgyaljuk a síkbeli és a magasabb dimenziós esetet. A disszer
táció 3 részből áll, melyek egy-egy cikken alapulnak: [9], [10] és 
[ 11]-

1. O ptim ális sim aság E  c [0, 1 -re
Tegyük fel, hogy E  C C egy kompakt halmaz cap(E) > 0 loga
ritmikus kapacitással. Legyen Q := C \ E ,  ahol C := {00} U C 
a kibővített komplex sík. Jelölje gn(z) = gn(z, 00), z e í l  az 0  
Green-függvényét 00 pólussal. A go. viselkedését tanulmányoz
zuk egy reguláris határpontban.

Tegyük fel, hogy a 0 az E-nek egy reguláris pontja, vagyis, 
hogy gn(z) folytonos 0-ban, és gn(0) = 0. Először tekintsük az 
E  c  [0,1] esetet. A Green-függvény monotonitása miatt

gn(z) > ác\[0,i]<>); z e c \ [ 0 , 1],

azaz, ha E-nek a "legnagyobb a sűrűsége" a 0-ban, akkor g^-nak 
a "legnagyobb a simasága" az origóban. Ezért

g n (-r)  > g c \[0A]( -r )  > Vr, 0 < r  < 1.
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Szeretnénk jellemezni azokat az E  halmazokat, amelyek Green- 
függvényének a "legnagyobb a simasága" 0-ban, vagyis azokat 
az E-két, amelyek eleget tesznek a következő feltételnek:

gn(z) < C\z\1/2, z e  C, 

amely ekvivalens a

g n (-r)  < C r l/2, 0 < r  < 1 (1)

egyenlőtlenséggel (c.f. fi, Theorem 3.6]). V. Andrievskii [2] 
bebizonyította, hogy ha E  teljesíti (l)-et, akkor a sűrűsége a 
logaritmikus kapacitással mérve a 0 egy kis környezetében tet
szőlegesen közel van a [0,1] sűrűségéhez abban a környezetben, 
azaz (l)-ből következik, hogy

, cap íffn  0, r  ) 1
h m ------------------ =  -r—>-o r  4 (2)

0 < e < 1/2-re legyen (lásd [8])

Ee{t) = {E n [0,í]) U [0,£t\ U [(1 — e)t,t\. (3)

Első eredményünk:

1. T étel. Bármely e > 0-ra

t i 1- -  c ,p (E - W ))
Jr  \  4 t )  t

ahol Cg független r-tol.

(4)
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L. Carleson és Totik Vilmos [8] egy Wiener-féle feltétellel jelle
mezték az optimális simaságot. Belátták a következőt:

2. T é te l (C arleson, T otik). Legyen e < 1/3. E  akkor és csak 
akkor elégíti ki (1 )-et, ha

Ez a tétel ugyanazt a szerepet tölti be a Lip 1/2 simaság eseté
ben, mint Wiener tétele a folytonosságra. A 2. Tétel Carle- 
sontól származó bizonyítása [8]-ben a Poisson-formulán alapult. 
Van egy másik megközelítés is: a balayage-technika, mellyel a
2. Tétel következő változatát bizonyítjuk:

3. T étel. Legyen e < 1/2. E  akkor és csak akkor elégíti ki 
(1 )-et, ha

Andrievskii tétele a 3. Tétel egy következménye.
Az 1. és 3. Tétel bizonyításánál használt módszer az E  c  

[—1,1] esetre is alkalmazható (c.f. [8, Theorem 1.11]). Ebben 
az esetben

tehát a Green-függvény optimális simasága itt Hölder 1, és most 
azokat az E  halmazokat keressük, melyekre

(5)

9n(ir) >  g c \ [ - i , i ] ( i r ) >  2 ’ 0 <  r <  ^
r

gn(z) < C\z\, 0 < \z\ < 1.
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Ez ekvivalens a

gn(ir) < Gr, 0 < r  < 1 (6)

feltétellel, mert gn(x + iy) monoton y-ban. A Green-függvény 
legnagyobb simasága az origónál (Lipschitz-feltétel) ismét ekvi
valens a legnagyobb sűrűséggel a 0-ban. Azaz legyen E  c  [—1,1] 
és definiáljuk Ee(t)-t (3) szerint, továbbá legyen

Ee{-t)  = {E n  [-í, 0]) U [-í, (1 -  e)(—t)] U [—eí, 0],

4. T étel. Ha, E  C [—1,1] és e > 0, akkor

Ugyanez igaz Ee(-t)-re  is.

5. T étel. Legyen e < 1/2. E  akkor és csak akkor tesz eleget a

1 _  cap(EE(t)) 
4 t

i i t  < c „ s k i l
t r (7)

ga{z) < C\z\, 0 < \z\ < 1, (8)

feltételnek, ha (5) teljesül Ee(t)-re és Ee(-t)-re.

Ez a [8, Theorem 1.11] egy változata.

1. Következm ény. Ha E  kielégíti (8)-at, akkor

, c&p(E fi [—r, r]) 1
fim -------------------- =  - .  2 (9)

2. Következm ény, (c.f. [8, Corollary 1.12]) go, akkor és csak 
akkor Holder 1 folytonos 0-ban, ha mind gc\(En[o i])
^c\(Bn[-i o]) Holder 1/2 folytonosak ugyanott.
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2. M arkov-egyenlőtlenség és
G r een-függvények

A disszertáció ezen része Totik Vilmossal közös munka.
Jelölje n „  a legfeljebb n-edfokú algebrai polinomok halma

zát. A Mar kov egyenlőtlenség egy alapvető összefüggés egy Pn G 
n „  polinom supremum-normája és a deriváltjának a supremum- 
normája között:

ll^ ll[-i,i] < n2\\P„\\[_ 1A].

Ha Ci(0) jelöli az egységkört, akkor az egyenlőtlenség megfelelő 
alakja

l l^ lb i( O )  <  n l|-Pn||ci(0)>
mely Bernsteintől származik. Érdemes megemlíteni, hogy ez 
bizonyos értelemben az optimális eset, mivel tetszőleges E  kom
pakt halmazhoz a komplex számsíkon léteznek Pn £ Hn, n = 
1,2, .. .  polinomok, melyekre

WPÍMe > cn\\Pn \\E

valamely c > 0 konstanssal.
Legyen E  c  C kompakt pozitív logaritmikus kapacitással. 

Azt mondjuk, hogy E  eleget tesz a Markov-egyenlőtlenségnek 
polinomiális faktorral, ha létezik C, k > 0 úgy, hogy

\\Pn\\E < C nk\\Pn \\E (10)

igaz minden n-re és Pn G IIn-re.

5



A (10) egyenlőtlenség szoros kapcsolatban áll E  Green-függ- 
vényének simasági tulajdonságaival. Legyen Q az E  külső tar
tománya, azaz a C \ E  nemkorlátos komponense, és jelölje gn(z) 
az Q Green-függvényét végtelen pólussal, gn-t Hölder-folytonos- 
nak nevezzük, ha létezik C1, a  > 0 úgy, hogy

9n(z) < C \(d ist(z,E )J  . (11)

minden z G C-re. Ismeretes, hogy bizonyos esetekben a Markov- 
egyenlőtlenség ekvivalens a Green-függvény Hölder-folytonossá- 
gával. Ezt Totik (lásd [12]) bebizonyította Cantor-féle halma
zokra, vagyis belátta, hogy (10) ekvivalens (ll)-gyel, ha E  Can- 
tor-féle halmaz. Az azonban nyitott probléma, hogy (10) és 
(11) ekvivalensek-e bármely E  kompakt halmazra. Ebben a 
munkában az a célunk, hogy megmutassuk, hogy a k = 1 és 
a = 1 optimális esetek valóban ekvivalensek. 6

6. T étel. Legyen E  a sík egy kompakt részhalmaza, és tegyük 
fel, hogy Q, a C \  E  nemkorlátos komponense reguláris. Ekkor 
a következők páronként ekvivalensek.

i) E-n optimális Markov-egyenlőtlenség igaz, azaz létezik C  > 0
úgy, hogy

\\P'n\\E<Cn\\Pn \\E (12)
mináén Pn G IIn, n = 1,2, .. .  polinomra.

ii) A gn Green-függvény Lipschitz-folytonos, azaz létezik C\ > 0
úgy, hogy

gn(z) < CAdist^, E) (13)
mináén z G C-re.
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iii) Az E  halmaz he egyensúlyi mértéke kielégít egy Lipschitz- 
féle feltételt, azaz létezik C2 > 0 úgy, hogy

minden z G E-re és ő > O-ra.

Továbbá, ha Q egyszeresen összefüggő, akkor az i)— iii) feltéte
lekkel szintén ekvivalens a következő

iv) Az Q-t az egységkör külsejére képező $  konformis leképezés 
Lipschitz-folytonos, azaz

|$(zi) -  3>(z2)| < C%\z\ -  z21, z \ , z2 G ü.

Megemlítjük, hogy az i), ii) és iv) feltételek mindegyikéből 
következik a regularitás, így ekvivalenciájukban nem szükséges 
föltenni a regularitást.

A fenti tételnek van egy lokális változata is. Azt mondjuk, 
hogy E  rendelkezik az optimális lokális Markov-tulajdonsággal 
a zq G dQ pontban, ha létezik olyan C konstans, hogy

ahol k = 1,2,. . . .

7. T étel. Legyen E  a sík egy kompakt részhalmaza, í! o C \  
E  nemkorlátos komponense, és tegyük fel, hogy z0 G dQ egy 
reguláris határpont (vagyis gn(z0) = 0). Ekkor a következők 
ekvivalensek.

(14)

\PÍk)(z0)\ < C kn k\\Pn \\E, P„ G n.
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i) E  rendelkezik az optimális Markov-tulajdonsággal zo-ban.

ii) A gn Green-függvény Lipschitz-folytonos z0-ban, vagyis

gn(z) < C i \ z -  z01

valamilyen G\ konstanssal.

iii) Az E  halmaz he egyensúlyi mértéke kielégít egy Lipschitz- 
féle feltételt zg-ban, azaz létezik C2 > 0 úgy, hogy

minden ő > O-ra.

Továbbá, ha Q egyszeresen összefüggő, akkor az i)— iii) feltéte
lekkel szintén ekvivalens a következő

iv) Az Q-t az egységkör külsejére képező $  konformis leképezés 
Lipschitz-folytonos zo-ban.

Érdemes megemlíteni, hogy ii) és iii) ekvivalenciájánál sok
kal több is igaz. A Green-függvényre egy nagyon pontos kétolda
lú becslést adhatunk az egyensúlyi mértékkel kifejezve. 8

8. T étel. Legyen E  a sík egy kompakt részhalmaza, Q a C \  
E  nemkorlátos komponense, és tegyük fel, hogy z0 G dQ egy 
reguláris határpont. Ekkor minden 0 < r  < 1-re

h E  (^Ds(z0) j  <  C2Ő

L S
pE(Dt(zo)) dt

t
( 15)
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3. Egy W iener-tipusű  feltétel R d-ben
Legyen E  C R d egy kompakt halmaz pozitív Newton-féle ka
pacitással, fi az R '/ \  E  nemkorlátos komponense, és gn(x,a) 
az fi Green-függvénye a e fi pólussal, gn viselkedését vizsgál
juk fi egy határpontjában, melyről az általánosság megszorítása 
nélkül feltehetjük, hogy a 0-ban van, vagyis hogy 0 G dfi.

Jelölje Br = {x  | \x\ < r} az origó körüli r  sugarú nyílt 
gömböt, B r a lezártját, és Sr a határát (a gömbhéjat). Legyen 
továbbá

Wienertől származik a 0 határpont regularitásának karakterizá- 
ciója (lásd pl. (3, Theorem 5.2]): A go(x,a) (a G fi) Green- 
függvény akkor és csak akkor folytonos 0 G őG-ban (vagyis 0 az 
E  reguláris határpontja), ha

ahol cap(En) jelöli az E n halmaz (d-dimenziós) Newton-féle 
kapacitását. Célunk egy hasonló jellemzést adni az erősebb 
Hölder-folytonosságra:

valamely pozitív C, k konstansokkal.
[8] definícióit követve tetszőleges e > 0-ra vezessük be a kö

vetkező jelölést:

E n = E  n (S 2-„ + 1 \  S 2-„) =  { i g B 2~n < |x| < 2_n+1|

OO
(16)

n=l

gn(x, a) < C\x\ti (17)

N E{e) = {n G N | cap(En) > e2 -n(-d- ‘2'>}. (18)
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Azt mondjuk, hogy a természetes számok egy
Aí = {n\ < n-2 < ...} részsorozata pozitív alsó sűrűségű, ha

liminf
N —>-oo

l-A/'n {o, Í , . . . , N } \
N + í > 0 ,

ami nyilvánvalóan ekvivalens = 0(A:)-val. 
Legyen xq G Sí,  0 < r  < 1, £ > 0, továbbá

C ( X 0 , T, t ) {x  G Be { x ,  X 0 ) > 1 — r} . (19)

Ez egy 0 csúcsú és xq tengelyirányú kúp. Azt mondjuk, hogy E  
eleget tesz a kúpfeltételnek, ha

C(xo, r, t) C Q (20)

valamilyen xo G ő'i-re, r-ra  és i  > 0-ra, tehát ha Q, tartalmaz 
egy 0 csúcsú kúpot.
9. T étel, a) Ha J\Íe (£) pozitív alsó sűrűségű valamilyen e > 0- 

ra, akkor a go_ Green-függvény Hölder-folytonos 0-ban.

b) Ha a ga Green-függvény Hölder-folytonos 0-ban, és E  eleget 
tesz a kúpfeltételnek, akkor A^ (e ) pozitív alsó sűrűségű 
valamilyen e > 0-ra.

A fenti tétel első részét, a sűrűségi feltétel elégségességét a 
Dirichlet-probléma és más elliptikus egyenletek megoldásának 
Hölder-folytonosságához Maz’ja már a ’60-as években belátta 
(lásd [4]- [7]). Maz’ja  ezt a feltételt használta:

N

^  2n(d- 2)cap(.E í~l D2- n) >ŐN,  N =  1,2,... (21)
n =  1
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valamely ő > O-ra, ami ekvivalens N e {z) pozitív sűrűségével. 
Maz’ja [7]-ben azt is megmutatta, hogy általánosságban ez a 
feltétel nem szükséges. [6]-ban vetette föl a problémát olyan fel
tételek keresésére, melyek mellett (21) szükséges is lenne. Tehát 
a 9. Tétel egy régi nyílt problémát old meg az egyszerű kúpfel
tétel mellett.

A Hölder-tulajdonság fontosságát a következő eredmény mu
tatja. Legyen G egy kompakt határú tartomány R d-ben, és 
tegyük fel, hogy O a G  határán van. Az általánosság megszo
rítása nélkül feltehetjük, hogy G % B 1. Legyen E  = B i\G .  Ek
kor Q := TLd\E  = G'U(Rd\B i)  egy G-nél nagyobb tartomány, és 
0 az Q határán van. Ha /  egy korlátos Borel-mérhető függvény 
G határán, akkor jelölje Uf az / - hez tartozó Dirichlet-probléma 
Perron-Wiener-Brelot megoldását G-ben. Uf-et az Uf = f  de
finícióval terjesztjük ki dG-re.

1. Lem m a. Tegyük fel, hogy 0 a G-nek reguláris határpontja. 
Ekkor a következők ekvivalensek.

1) 9 a(-,a) Hölder-folytonos 0-ban a e G-re.

2) HE{Br) < C rd~2+K valamely C-re, k > O-ra és minden r <
1 -re, ahol he jelöli E  egyensúlyi mértékét.

Továbbá, ha G eleget tesz 0-ban a kúpfeltételnek, akkor a 
fentiekkel szintén ekvivalens a következő

3) Ha f  Hölder-folytonos 0-5an, akkor Uf is az.
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