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Bevezetés

Az egydimenzids integralhaté sokrészecske modellek széleskori fizikai
alkalmazéasaik és gazdag matematikai hatteriik okan az egzaktul meg-
oldhaté hamiltoni rendszerek fontos osztalyat képezik. A Calogero-
Ruijsenaars tipusu rendszerek kézponti helyet foglalnak el ezek kozott.
Ez egyrészt a szolitonok elméletével vald kapcsolatuknak, masrészt an-
nak koszonhetd, hogy szdmos més érdekes modell (pl. a Toda-molekula)
szarmaztathaté belOliik, hataresetekként és analitikus kiterjesztéssel.
A Calogero-Ruijsenaars tipusi modellek egyenesen vagy kérén mozgd
kolesonhaté részecskéket irnak le. A kolcsonhatés jellege szerint négy
tipust kiilonboztetiink meg. Ezek a raciondlis (I), a hiperbolikus (II),
a trigonometrikus (III) és az elliptikus (IV) rendszerek. A modellek-
nek 1étezik nemrelativisztikus és relativisztikus, valamint klasszikus- és
kvantummechanikai valtozata is. Integralhaté altalanositasaik koziil
kiemelendok a gyokrendszereken alapuld és a bels6 szabadsagi fokot is
megengedé (spin) modellek.
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A Calogero-Ruijsenaars tipusu rendszerek és kutatdsaink séméja.



Tudomanyos elé6zmények

Tekintsiik az (M,w, H), (M,&, H) Liouville integralhaté rendszereket.
A két rendszer hatds-szdg dualitdsdrol akkor beszéliink, ha létezik a
fazisterek kozott egy R: M — M szimplektomorf leképezés, amely az
M tér valamely (G, p) kanonikus koordinétéit a H Hamilton-fiiggvényhez
tartozé rendszer hatds-szog valtozoiba viszi at, és forditva, az M térnek
léteznek (g, p) kanonikus koordindtai, amelyek a H Hamilton-fiiggvény
rendszerének hatds-szog véltozdi lesznek. Ekkor R az Un. hatds-szog
leképezés. Ezaltal H o R~ kizérélag §-tol, és H o R csakis g-t6] fiigg.
Mindemellett az altalunk vizsgalt rendszerek esetén a H Hamilton-
fiiggvény (q,p) koordindtds alakja kolesonhaté részecskék egy olyan
modelljét adja, amelyben ¢ a részecske-koordinatak szerepét jatssza,
és hasonléan, a H fiiggvény a (§,p) véltozékkal kifejezve § poziciékba
elhelyezett részecskék kolcsonhatédsat irja le. Ezen kiilonleges kapcsolat
jelent6ségét mutatja, hogy a kvantummechanikai targyalasban is megje-
lenik mint a fontos specialis fliggvényekkel kifejezett hullamfiiggvények
bispektrélis tulajdonsdga [2, 20].

Dualitdsban 4116 sokrészecske rendszereket vizsgalt Ruijsenaars [19,
21, 22, 23], aki kozvetlen dton konstrudlt hatds-szog leképezéseket az
A,,_1 gyokrendszerhez asszocialt Calogero-Ruijsenaars és Toda tipusi
integralhato rendszerekhez. Ezen dualitasi relacidk redukcids értelme-
76sérbl szédmos cikk sziiletett az 1990-es években, pl. [10, 11]. Az
ezekben felmertilt Gtleteket tovabbfejlesztve és szisztematikusan kidol-
gozva az elmilt évtizedben Fehér és munkatarsai ilyen kapcsolatokat
vezettek le redukcids keretek kozott [6, 5, 1, 7, 8, 4, 9] (Id. Alkalma-
zott mddszerek). Az a természetes varakozas, hogy hasonlé dualitdsok
fenndllnak maésfajta gyokrendszerek esetén is Pusztai munkajaban nyert
igazolast [14, 15, 16, 17, 18].

Kutatdsunkban olyan 1j eredmények elérését tiiztiik ki célul (ld.

Célkitiizések), amelyek ezen kordbbi fejleményekhez kapcsolédnak.



Célkituzések

A disszertaciéban bemutatott doktori munka céljai az aldbbi pontokba

foglalhatok Ossze:

L.

II.

I1I.

Iv.

A raciondlis A, _; Calogero-Moser modell hatds-szog véltozdira

vonatkozé Sklyanin-formula bizonyitasa redukciés modszerrel.

A trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer hatds-szog dudlisdnak

részletes kidolgozasa hamiltoni redukciés keretek kozott.

Az el6z6 pont eredményeit és Marshall egy kordbbi munkdjét
altalanositva a trigonometrikus BC,, Sutherland modell egy 1-

paraméteres integralhaté deformdciéjanak megalkotésa.

A Lax formalizmus kiterjesztése az egynél tobb csatoldsi allandot
tartalmazo altaldnositott hiperbolikus Ruijsenaars-Schneider rend-

szerekre.

Uj elliptikus A, _; Ruijsenaars-Schneider modellek konstruédlasa

az n-dimenziés komplex projektiv téren.

A fenti kutatési elképzeléseket sikeresen valésitottuk meg, s6t tovabbi,

a kezdeti vdrakozasokon tdlmutaté elérelépéseket is tettiink (ld. Uj

tudomdnyos eredmények).



Alkalmazott modszerek

A fenti célok eléréséhez az igynevezett hamiltoni redukcio médszerét,
valamint standard matematikai eszkozoket alkalmaztunk.

Di6héjban osszefoglalva, a redukcids eljards sordan a levezetendd
rendszerek részecskéinek bonyolult mozgasat egy magasabb dimenzids
térben mozgd, nagyfoki szimmetridval bird szabad részecske ‘ligyesen’
valasztott vetiileteként nyerjiik.

Pontosabban fogalmazva, a redukcié kiindulasaként egy csoport-
elméleti eredetii fazisteret vélasztunk. Ez lehet egy X matrix Lie-
csoport vagy Lie-algebra P = T*X koérintényaldbja. A P nyaldbon
természetes mdédon megadhaté 2 szimplektikus forma ésegy H: P — R
Hamilton-fiiggvény megvélasztdsa egy (P,2, ) hamiltoni rendszert
eredményez. Ha a H Hamilton-fiiggvény kelléen egyszerii alakot Olt,
akkor a mozgdsegyenletek explicit médon megoldhatdk, sét akar {#H,}
Poisson kommutalé elsé integralok egy egész serege felirhaté. Ekkor
egy megfeleléen vdalasztott G csoport hatdsa az X (és ezdltal a P)
téren, amelyre nézve a H; fiiggvények invaridnsak, lehetévé teszi az
asszocialt ®: P — g* momentum leképezés felirdsat. A & momentum
leképezés értékének p € g* elemre torténd rogzitése egy () szint-
feliiletet jelol ki a P fazistérben. Ez a kényszerfeliillet a momentum
érték G, C G izotrdpia-részcsoportjanak palyaibol all. Ezen palyak
alkotjdk a (Pred,wred, H) redukdlt fzistér pontjait. A fenti konstruk-
ciénak koszonhetéen az involuciéban all6 {H;} mozgdsillandék ha-
miltoni folyamai invaridnsan hagyjak a momentum szintfelilletet és
a {H;} figgvények dllandék G, pélyai mentén. Kovetkezésképpen
értelmezhetdk a fiiggvények H;: P.eq — R redukciéi, amelyek Poisson
zéréjele tovébbra eltiinik, és ily médon a szarmaztatott (Pred, Wred, H )
hamiltoni rendszer Liouville értelemben integralhaté. A gyakorlatban
jellemzden a redukalt fazisteret a G, csoport palydinak egy S sima
szelésével azonositjuk. Ilyen szelést a & = p egyenlet megoldasaval

nyeriink. Két igy kapott S, S modell lehet egymas hatés-sz6g duélisa.



ij tudomanyos eredmények

Az aldbbiakban réviden ismertetem a disszertaciéban elért tudoményos
eredményeket. A kapcsol6dé publikiciokat a tézisfiizet végén talalhatd
lista gy(ijti ossze (1d. Publikdciok). A kozleményekre az azoknak megfe-

lel6 tézispontok cimében, illetve sziikség esetén a szévegben hivatkozok.

I. A racionalis Calogero-Moser rendszer spektralis
koordinatai [P6]
+ A hamiltoni redukcié médszerének alkalmazdsaval azonositottam

a racionalis Calogero-Moser rendszer Falqui és Mencattini [3] dltal

felirt kanonikus koordingtdit.

+ Bizonyitottam egy Falqui és Mencattini [3] dltal megsejtett Gssze-

fliggést.

+ Igazoltam Sklyanin [24] formuldjdt, amely spektralis kanonikus

koordinatakat szolgaltat a racionélis Calogero-Moser rendszerhez.

II. A trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer hatas-
szog dudlisa [P1, P8, P5]

+ Hamiltoni redukcié utjan szarmaztattam a trigonometrikus BC,,
Sutherland modell hatas-szog dudlisat, amelyben a racionalis BC,,

Ruijsenaars-Schneider rendszer egy valds formajat ismertem fel.

+ Bizonyitottam, hogy a dualis modell lokalis leirdsaban hasznélt

véltozdk kanonikus koordindta-rendszert alkotnak [P8§].
+ Felirtam ezen dudlis rendszer Lax-matrixat explicit alakban.

4+ Megadtam a dudlis modell fazisterének, valamint Lax-métrixanak

globélis lefrasét [P1].



+ Jellemeztem a trigonometrikus BC,, Sutherland modell egyensilyi

konfiguracidit a hatas-szog dualitds segitségével.

+ Tovabbi alkalmazdsként igazoltam, hogy a dudlis rendszer (n—1)
extra mozgaséallandoval rendelkezik, kovetkezésképp maximalisan

szuperintegralhato.

+ Végiil bizonyitottam, hogy a hiperbolikus BC,, Sutherland modell
Pusztai [16] dltal konstrudlt involiciéban 4llé6 mozgasallandéi és
a van Diejen [25] 4dltal taldlt Poisson kommutdls elsé integralok
ekvivalensek, azaz ugyanazt az abeli algebrat generédljék [P5]. A
két emlitett fliggvénycsalad kozotti linedris kapcesolatot explicit

formaban felirtam és igazoltam.

III. A trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer

Poisson-Lie deformécidja [P2, P3|

+ Marshall korabbi, hiperbolikus esettel foglalkozé munkéjat [12]
altalanositva levezettem a trigonometrikus BC,, Sutherland rend-
szer egy l-paraméteres integralhaté deformadciéjat a 2n x 2n-es
egységnyi determinansi unitér matrixok alkotta Poisson-Lie cso-
port Heisenberg dupldjanak &ltalanositott Marsden-Weinstein re-
dukciéjabol.

+ Megoldottam a momentum kényszer-egyenletet, visszavezetve azt
egy Fehér és Kliméik [7] &ltal kordbban mdr részletesen vizsgalt

egyenletre.

+ A fejezet f6 eredményeként globdlisan jellemeztem a redukalt
rendszert [P2]. Igazoltam, hogy a levezetett rendszer Liouville

integralhaté.

+ Tovabbd megmutattam, hogy a modell miként kaphaté meg van
Diejen [25] 6t csatoldsi dllandét tartalmazé modelljébsl. Ezaltal
a levezetett modellt sikeriilt beilleszteni a Calogero-Ruijsenaars

tipust integralhaté rendszerek kozé.



+ Végill teljessé tettem a hiperbolikus verzié Marshall [12] altal

adott szarmaztatasat [P3].

IV. A hiperbolikus BC,, Ruijsenaars-Schneider-van

Diejen rendszer Lax reprezenticidja [P7]

+ Igazoltam, hogy a Lax métrix eleme az (n, n)-szignatiraju ‘belsd

szorzassal’ definialt pszeudounitér matrixok Lie-csoportjanak.

+ Pusztai kordbbi eredményét [15] felhaszndlva bizonyitottam, hogy

a Lax matrix pozitiv definit.

+ Megmutattam a Pusztai altal levezetett széraselméleti eredmények
segitségével, hogy a Lax matrixbdl szarmazo spektralis invaridnsok
és van Diejen [25] 6t paramétert tartalmazé Poisson kommutéld

fliggvénycsalddjanak megfelel6 specializaciéja ekvivalensek.

+ Ennek segitségével bebizonyitottam, hogy a Lax méatrix fliggetlen
sajatértékei Poisson kommutalé mozgéasallandok teljes rendszerét
alkotjdk.

V. Trigonometrikus és elliptikus Ruijsenaars-Schneider

modellek a komplex projektiv téren [P4]

+ Megvizsgaltam a Fehér és Kluck [9] altal korabban felfedezett
un. egyes tipustu csatolasi allandéval jellemzett kompaktifikalt
Ruijsenaars-Schneider modelleket, és kozvetlen, elemi iton meg-
mutattam, hogy a trigonometrikus esetben ezen rendszerek miként

agyazhatok be a megfelelé komplex projektiv térbe.

+ A trigonometrikus esetben alkalmazott eljarast altaldnositottam
az elliptikus potencialok esetére is, ezaltal 4j elliptikus Ruijsenaars-
Schneider modelleket konstrualtam a komplex projektiv téren.

Ezzel kiterjesztettem Ruijsenaars kordbbi eredményeit [20, 23].
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