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BEVEZETES

Az optimalizalasi problémédk matematikai modellezése sordn hozott don-
tések jelent6s mértékben befolyasolhatjak az alkalmazott megold6 hatékony-
sagat, a feladat komplexitasat. Egy optimalizalasi feladat atfogalmazasa
azonban sokszor az egyéni intuicion tilmutaté automatikus médszerekkel
is lehetséges. A linedris programozasi feladatok szimplex médszer szamara
legelénydsebb formdjanak felirdsa példaul mér az 1970-es években is fog-
lalkoztatta a matematikusokat. Ezek a korai eredmények méra az AMPL
el6feldolgozoba épiilve szinte észrevétleniil hasznosulnak.

Szamos kutatas foglalkozik napjainkban a (vegyes-)egészértékii prog-
ramozasi feladatok kedvezobb, ill. adott kortilmények kozott megoldhatéd
alakba torténd atfogalmazasdnak lehet6ségeivel, habar ezek az 4talakitasok
altaldban bizonyos feltételek relaxacidjaval és a feladat dimenzidjanak no-
velésével jarnak egyiitt. MeglepSen csekély szamu publikacié koncentral
azonban a nemlinedris optimalizaldsi feladatok ekvivalens 4talakitdsait ered-
ményezd, automatizalhat6 szimbolikus eljarasokra. Erre a teriiletre fokuszal
dolgozatom elsd fele.

A fellelhet6 szakirodalom elméleti eredményeinek ismeretében feltéte-
lezhetd volt, hogy napjaink nagytudasu szamitégépes algebra rendszerei
alkalmasak egy szimbolikus, tehat a szdmitasi pontossdgot garantdld, nem-
linearis optimalizalasi feladatok ekvivalens &tirasait megadé alkalmazas
létrehozédsara, amely lehet8séget ad a korabban publikalt algoritmusok integ-
ralaséra, tesztelésére, tovabba inspirdcidt nyujthat ezek tovabbfejlesztéséhez.

A fenti céllal elkésziilt egy, a feltétel nélkiili nemlinedris optimalizalasi
feladatokon nemlinedris koordindta-transzforméaciokat végrehajté6 Maple
program. Alapos tesztelés sordn felderitettem azokat a specifikus teriileteket,
amelyek egy ilyen algoritmus implementéldsa sordn kritikusak lehetnek,
és megallapitottam, hogy a Maple rendszer néhdny dokumentalatlan hi-
béja és altaldnos felhaszndlasra tervezett, a konkrét célnak nem megfelel6
mindségben megvalositott funkcidja komoly akaddlyokat allit a b&vités elé.
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Tanulmanyoztam a rendelkezésre 4116 kereskedelmi és szabad szoftveres
alternativdkat, és a programoz6 szdmdra nyujtott rugalmassaga, erds fejlesz-
t6i hattere és a legtijjabb matematikai eredményeket felvonultaté sajat, széles
korti funkcionalitdsa miatt a Mathematica programot taldltam a legjobb
alapnak a tovabbi fejlesztések szamaéra. Ez alapjan kordbbi programunkat
tovébbi funkciokkal bovitve atiiltettem Mathematica ald, és empirikus tton
bizonyitottam, hogy el6feldolgozoként alkalmazva az éltalunk javasolt szim-
bolikus transzformdcidk hasznosak egy klasszikus (numerikus) heurisztikus
megold6 szaméara. Uj elméleti eredmények sziilettek a pArhuzamosan vég-
rehajthat6 nemlinedris koordinata-transzformacidkkal és a feladathoz adott
feltételekkel kapcsolatban, tovdbbé készitettem egy online demonstracios
oldalt az eljards bemutatédsara.

Az értekezés masodik felében egy konkrét feladathoz, a kozosségi tar-
talommegosztd rendszerekben felmeriil6 méltdnyos (max-min fair) sdv-
szélesség-kiosztas problémdjahoz kapcsolodé modellezési kérdések kertil-
nek teritékre. A feladatra sikeriilt egy 1j, egzakt matematikai programozasi
modellt adnom, és az ezen alapul6 algoritmus helyességét elméleti titon
bizonyitanom. Elkésziilt az algoritmus AMPL-es megvaldsitdsa, aminek a
teljesitményét numerikus tesztek révén dsszehasonlitottam a feladat megol-
daséra kordbban létez6 programmal. Az eredmény t6bb tekintetben pozitiv.

Az implementéci6 soran, részben az elméleti eredményekhez kapcsolo-
déan, szamos modellezési 6tlet meriilt fel, ezért egy kiilon fejezet foglalkozik
ezen technikdk hatdselemzésével. A max-min méltdnyos er6forrds-kiosztést
el64llité modell tizenkét valtozatat hasonlitottam ssze egy kiterjedt numeri-
kus tesztelés soran, két professzionalis megold6 és huszonhét nagyméretti
tesztfeladat bevondsaval.

27

Az értekezés felépitése a kovetkezb. A 2. fejezet dltalanos bevezetést nyijt
a dolgozat témédjahoz. Bemutatja az optimalizdlds alapfogalmait, a kiilon-
téle feladatosztalyokat, tovabba az AMPL példajan a modellezési nyelvek
hasznalatat, szerepét.

A 3. fejezetben bemutatom a Csendes és Rapcsdk elméleti eredménye
alapjan [20, 71] kidolgozott automatikus szimbolikus egyszer{isit6 eljarast,
ami a feltétel nélkiili nemlinedris optimalizalési feladat nemlinedris koordi-
néata-traszformécioit allitja eld. Standard és egyéb gyakran hasznalt glob4lis
optimalizalasi tesztfeladatokon, valamint az erre a célra késziilt sajat példa-
kon mutatom be és hasonlitom dssze a Maple és Mathematica rendszerekben
elkésziilt valtozatokat. A fejezet végén kozlom a kapcsolodo sajat elméleti

eredményeket is.
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A 4. fejezetben azt vizsgalom, hogy a szimbolikus egyszerfisit6 el6feldol-
gozoként alkalmazva hasznosnak bizonyul-e egy klasszikus (numerikus)
heurisztikus megold6 szamara.

Az 5. fejezetben a BitTorrent kozosségekben felmeriil6 méltdnyos savszé-
lesség-kiosztas problémdjara adott megolddsomat ismertettem. Bemutatom
a megoldasra javasolt egzakt matematikai programot, és az erre épiil6 algo-
ritmust. Az algoritmus helyességét elméleti titon bizonyitom.

A 6. fejezetben kozlom a méltanyos sdvszélesség-kiosztas kiszdmitasara
javasolt modell lehetséges véltozatainak egy b&séges listdjat, valamint meg-
vizsgalom, hogy a feladat megolddsanak sebességét mennyiben befolydsolja
kiilonféle modellezési technikdk alkalmazdsa.

Az értekezés az eredmények és tovabbfejlesztési lehetdségek 0sszefogla-
laséval zarul.
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AZ OPTIMALIZALASROL ALTALABAN

Ebben a fejezetben az optimalizalas alapfogalmaival foglalkozunk, a
teljesség igénye nélkiil. Els6sorban az értekezésben késébb felhaszndlt fogal-
makat tekintjiik at. A formélis definiciét szinte minden esetben mell6z6m,
ezek a téma szak- és tankonyveiben megtaldlhatok (1d. példaul [6, 46, 86, 28]).

2.1. Az optimalizélas célja és alapfogalmai

Az optimalizalas, mas néven matematikai programozdas az operacidku-
tatas (angolul operations vagy operational research (OR), ill. management
science) résztertilete. Mint ilyen, célja a matematikai moédszerekkel torténd
dontéstdamogatds. Bradley és szerz6tarsai szerint [10] a matematikai progra-
mozas korlatozott er6forrasoknak verseng6 tevékenységek kozotti optimalis
elosztdsaval foglalkozik oly médon, hogy mindekozben a tanulményozott
probléma természetébdl fakado feltételek egy halmazat is kielégiti. Kreko sze-
rint [48] feltételezhetjiik, hogy optimalizalasi modelljeink megfogalmazéasa
valamilyen tevékenység ,célszer(i lebonyolitasara irdnyul.”

Miutan meghatdroztuk a modellben figyelembe veendd elemi tevékeny-
ségeket [6, 48], ezek intenzitisat az

X]/XZ/---/Xn

dontési vdltozokkal jeloljiikk. Az optimalizdlas alapfeltevése, hogy a vizsgalt
probléma egyes ertforras-allokéciéi ezen valtozok fiiggvényében megfo-
galmazhatok, tovabbd valamilyen szempontrendszer szerint mérhetok és
Osszehasonlithatok. A mérés eredményét egy fliggvény irja le, mely az x =
(x1,%2,...,xn) vektorhoz &ltaldban egy valés szamot rendel. Ez az tgyne-
vezett célfiigguény. A célfliggvény értelmezési tartoményét keresési térnek is
nevezik. Ertékét jellemz6en maximalizalni (ha valamilyen hasznossagot fejez
ki), vagy minimalizdlni szeretnénk (példdul ha koltséget ir le).
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A figyelembe venni kivant feltételek meghatarozzak a lehetséges megol-
ddsok halmazit, L-et [6]. Feladatunk legtobbszor L elemei koziil az (egyik)
optimalis célfiiggvény-értékli megtaldldsa. A lehetséges megoldast fizibilis
(feasible), vagy megengedett megoldasnak [46], esetleg lehetséges program-
nak [48] is szokds nevezni.

A problémaét roviden igy foglalhatjuk ossze:

min f(x),

ahol f(x) a minimalizdland6 célfiiggvény. Az f minimdlis értéke (minimu-
ma) mellett legalabb ugyanilyen fontos, hogy azt mely x* helyen, helyeken
veszi fel. Vagyis a feladat optimumadn kiviil kivancsiak vagyunk az optimum-
hely(ek)re, mas néven az optimalis megoldas(ok)ra is.

Az L-et az elemi tevékenységek lehetséges intenzitdsértékei (nevezziik ezt
a valtozo6 tipusdnak), és kiilonféle egyenl6ség vagy egyenl6tlenség alakban
telirhato feltételek (constraints) hatarozzdk meg:

min f(x), (2.1)
feltéve, hogy ci(x) =0, i=1,...,m
cj(x) <0, i=p1+1,...,p2
al(x) <0, l=p2+1,...,p3
x € X.

Az X lehet példaul R™, Z™", vagy a {0, 1}™ halmaz. Lehetséges, hogy egyes
véaltozok tipusa kiilonb6z6, szerepelhetnek egymas mellett a modellben
példaul valés és bindris valtozok.

Meg szokas kiilonboztetni az egyes valtozékra vonatkozo, x; < k alakt
feltételeket, ahol 1 < i < n és k egy konstans. Ezeket korldtoknak (bounds)
nevezziik. Ha egy val6s valtozoéra alsé- és fels6 korlat is adott a feladatban,
azt intervallum korlédtnak (interval bound) [28] is nevezik.

Meg kell emliteniink, hogy barmely célfiiggvény atirhaté minimalizélasra,
a feltételek jobb oldala 0-ra, a relaciék < vagy < alakra.

Az analizis terminolégidja szerint (2.1) egy feltételes szélséérték feladat.

2.2. Az optimalizdlasi modellek osztalyozasa

Az optimalizélasi modelleket tobbféle szempont szerint osztdlyozhatjuk.
A véltozok tipusa alapjan lehet:
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e folytonos, ha minden valtozo6 egy (nem sziikségképpen véges) interval-
lum barmely értékét felveheti,

o e¢gészértékil, ha minden valtoz6 diszkrét, esetleg

o vegyes-egészértékii, ha folytonos és diszkrét véltozok is talalhatok a
modellben.

A modellben szerepl6 paraméterek alapjan:

o determinisztikus, ha a paraméterek mindegyike pontosan meghataroz-
hat6 konstans, vagy

o sztochasztikus, ha a paraméterek kozott ismert eloszldssal rendelkezd
valdszinfiségi valtozo is szerepel. (Jelen értekezés nem foglalkozik szto-
chasztikus modellekkel.)

A célftiggvény és a feltételeket leir¢ fliggvények alapjan a feladatunk

e linedris programozds, ha a célfiiggvény és minden feltétel linedris a valto-
z6kban, ill.

o nemlinedris programozds, ha a célfiiggvény, vagy a feltételek kozott van
legalabb egy nemlinedris. Ezen beliil a lehetséges megolddsok halmaza,
és a célfiiggvény szintvonalainak alakja alapjan beszélhetiink

— konvex (ez a konnyebb), vagy

— konkdv programozasi feladatrol.

Ezen feladatok kapcsdn érdemes megkiilonboztetniink a helyi (loka-
lis) és globdlis (abszolat) optimumokat, 1d. a 2.1. 4brat. A nemlinedris
optimalizalas médszerei egy lokdlis optimum megtalalasara iranyul-
nak, azonban nem mondjadk meg, hogy az egyben globalis-e. A konvex
feladatok esetében minden lokélis optimum egyben globalis is.

o Globadlis optimalizildsrol akkor beszéliink, ha egy konkdv nemlinedris
feladat globdlis optimumat keressiik, mikdzben esetleg a feladatot
leir6 fliggvények képlete sem ismert (ez az tgynevezett feketedoboz-
probléma).
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f(X)

globdlis maximum

1 * helyi maximum

A VAN
0.6 o.sWLz 14 \Q

helyi minimum

vonzdskorzet

globdlis minimum

2.1. abra. Az f(x) = cos(3mx)/x fiiggvény az x = [0,2;1,7] valds intervallumon

2.3. Megold6 moédszerek

2.3.1. Linaris programozés (Linear Programming, LP)

A linedris programozas feladata felirhat6 példdul a kovetkezd standard
alakban:

min cx,
fh. Ax<b,
x>0,
€ R",

ahol A egyiitthat6-matrix, valamint b és c vektorok csak konstansokat tartal-
maznak.

A nem szigort feltételek és korlatok gondoskodnak arrél, hogy a lehetsé-
ges megoldasok halmaza zart legyen, Weierstrass tétele értelmében pedig egy
folytonos fliggvény egy X C IR™ nemidires, korlatos és zart halmazon felveszi
abszolit minimumat és maximumat [49]. Ezzel 6sszhangban a trichotomiaté-
tel [87] értelmében az LP feladatok haromféle osztalyba sorolhaték. Minden
linedris programozasi feladat esetében vagy van a feladatnak optimalis meg-
oldasa, vagy nincs lehetséges megoldasa (infizibilis), vagy a célfiiggvény
nemkorlatos.
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Korabbi eredményekre épitve 1947-ben dolgozta ki a feladat megoldédsara
szolgélo szimplex algoritmust [10, 77, 58] az akkoriban az Amerikai Egyesiilt
Allamok Légiereje szolgélatdban all6 George B. Dantzig, amelyet azonban
csak 1951-ben publikalt. Mivel sok gyakorlati feladat megfogalmazhat6 LP-
ként, és a tapasztalatok szerint igen gyors megoldast tett lehet6vé, a szimplex
algoritmus hamarosan széles kdrben elterjedt.

Sokdig nem volt ismert, hogy az LP feladat polinomidlis idében megold-
hat6-e (a szimplex algoritmus ugyanis a legrosszabb esetben exponenciilis),
mignem Hacsijan 1979-es algoritmusa eldontotte a kérdést [77, 55]. Karmar-
kar 1984-ben publikélt algoritmusa 6ta gy elméletben, mint gyakorlatban
hatékony, polinomiélis id6ben végrehajthat6 eljdrdsaink vannak az LP meg-
oldadsara. Ennek ellenére nagy feladatok esetén nélkiilozhetetlen segitséget
nydjtanak az eléfeldolgozo, elémegoldé modszerek [58, 62].

2.3.2. Nemlinedris programozas (NonLinear Programming, NLP)

A nemlinedris programozas moédszerei els§sorban a fliggvényanalizis
eredményeire épitenek. A feltétel nélkiili feladat lokalis optimumara vonatko-
z0 sziikséges feltétel, hogy az optimélis megoldasban a gradiens 0 (forditva
nem igaz). A masodikderivalt-préba értelmében, ha egy kétszer differencial-
hato6 f fiiggvény gradiense egy x € R™ pontban 0, és Hesse-matrixa ugyanott
pozitiv (negativ) definit, akkor f-nek x-ben szigort lokalis minimuma (maxi-
muma) van. Ez elégséges feltétel. Tovdbba ha f-nek x-ben lokélis minimuma
(maximuma) van, akkor a Hesse-métrix x-ben vett helyettesitési értéke pozi-
tiv (negativ) szemidefinit. Tehat a masodikderivalt préba nem donti el, hogy
f-nek van-e szélstértéke x-ben, ha a Hesse-matrix x-ben szemidefinit, de nem
definit [49, 28].

Feltételes optimalizélasi feladat optimumanak megtaldldsara bizonyos
feltételek mellett alkalmazhat6 a Lagrange-féle multiplikadtor-médszer, illetve
a Karush-Kuhn-Tucker feltételek.

2.3.3. Globalis optimalizalds

A globalis optimalizalas médszereit osztdlyozhatjuk példaul a rendelke-
zésre all6 informdci6 alapjan:

o A direkt keres6 modszerek csak a célfiiggvény helyettesitési értékét
hasznéljak fel. Sok népszerti heurisztika ide sorolhatd, igymint a hegy-
mdsz6 algoritmus, szimulalt hiités, kiilonféle evolicids algoritmusok.
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o Az elsirendii (gradiens) médszer a helyettesitési értéken feliil a célfiigg-
vény elsd (parcidlis) derivaltjait is ismeri, vagy kozeliti.

o A midsodrendii (Newton) modszer a fentieken til a méasodik derivalt
értékét is felhasznalhatja.

A nemlinedris optimalizalas els6- vagy masodrendi médszereit szokds a
globalis optimalizdlasban tigynevezett helyi keres6ként alkalmazni. A keresé-
si tér azon részét, amelyen beliil egy tetszdleges helyi keres6t elinditva az x*
optimalis megolddst kapjuk eredménytil, az x* vonzaskorzetének nevezziik
(Id. az x = 1 vonzaskorzetét a 2.1. dbran).

A megoldas mindsége alapjan beszélhetiink:
o nemteljes (esetleg nem a globdlis optimumhoz konvergalo),

e aszimptotikusan teljes (végtelen futds esetén a globalis optimumot bizto-

P4

san elérd),

o teljes (aszimptotikusan teljes, és egzakt aritmetikét feltételezve véges 1é-
pést kovetben a globalis optimum kozelitd megolddsanak megtalalasat
eldonteni tudo), valamint

e szigoriian megbizhaté (a kerekitési hibak mellett is teljes) moédszerek-
rol [28].

Napjainkban a globalis optimalizdlé médszerek széles kore elérhetd kii-
lonféle programozasi nyelveken megvalositva. Ezek egyike a 4. fejezetben
alkalmazott GLOBAL, ami egy heurisztikus multi-start megoldé.

Miikodése sordn két fazis valtakozik: az adaptiv globalis keresés és a
helyi keresés. A globalis keresés kezdetén direkt keresé modjara kiértékeli a
keresési térbdl egyenletes eloszlassal, véletlenszertien valasztott pontokat. A
mdsodik fazisban a legkedvezbb pontokbdl egy-egy helyi keres6t indit, és a
megtalalt helyi minimumokat egy listdba gyfijti. A helyi keresd valaszthato,
esetemben a BFGS nevii kvazi-Newton médszer volt. Az adaptiv jelzd arra
vonatkozik, hogy a globalis keres6 a helyi keresd altal talalt kedvez6 pontok
kozelében nagyobb valoészintiséggel valaszt ki Gij pontokat. Megallasi felté-
telként beéllithat6é a maximalisan végzendd iteraciok szdma és a megoldas
javuldsara vonatkozo tolerancia.
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2.3.4. Egészértékii programozas (Integer Programming, IP)

Mar a lineéris egészértékii programozasi (ILP) feladat is NP-teljes. A 0-1
értéki bindaris valtozokkal felirt modellek szintén [55].

Ehhez a feladatosztdlyhoz kapcsoléddan csak két igen fontos megoldési
elvet emeltiink ki [86]:

o Relaxdcié. Az egészértékiiségi feltételek relaxacidja, vagyis ideiglenes
figyelmen kiviil hagyasa. Ha az igy kapott relaxalt feladat optimalis
megolddsa véletlentil egészértéki, akkor szerencsénk van, kiilonben
megfontolast igényel, hogyan alakitsuk a folytonos optimumbhelyet egy,
az optimélishoz kozel 4116 lehetséges egészértékii megolddsra.

o A korldtozds és szétvdlasztds (branch & bound) az egészértékii programo-
zas egyik legelterjedtebb médszere. Tulajdonképpen egy tag keretrend-
szerr6l van sz6, amelynek rengetegféle specializcidja és megvalositasa
lehetséges. A ,szétvalasztds” azt jelenti, hogy a lehetséges megolda-
sok halmazanak daraboldsaval részfeladatokat allitunk eld, és ezeket
vizsgaljuk. A , korlatozas” pedig arra utal, hogy a feladat relaxalt valto-
zatdnak optimumat az eredeti feladat optimumadra vonatkozé korldtnak
tekinthetjiik. A részfeladatokra el64ll6 korlatok alapjan vdghatunk is a
kiszamitasi fdban, bizonyos részfeladatok bizonyithatéan nem tartal-
mazzdk az optimumot, ezért elhagyhatok.

Ha a feladatban folytonos és egészértékti valtozok is vannak, akkor
vegyes-egészértékii (MIP) probléméarol beszéliink.

2.4. Az algebrai modellezési nyelvekrdl

Bonyolultabb feladatoknal 4ltaldban nem mondhat6 meg elére, melyik
megold6 maédszer fogja az optimumot gyorsabban, pontosabban kiszamolni.
Raadasul az operacidkutatas dontéstdmogatdsra vonatkozoé céljabol adéddan
nem csupdn a szamitdstudomdanyban jartas személyek alkalmazzak az opti-
malizdlds eszkozeit. A szamitastechnika rohamos fejlédésének koszonhetSen
ugyanakkor naprél napra novekszik a még kezelhet problémék mérete.

Mindezen tényez8k eredgjeként felmeriilt az igény egy tovabbi abszt-
rakcids réteg kialakitasdra a felhasznélok és a megoldo6 (solver) programok
kozott. Ezt a szerepet toltik be az algebrai modellezési nyelvek. Tobb funkciét
egyesitenek magukban, tigymint:

e az optimalizalasi feladat leir6 nyelve,
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e adatfeldolgozo réteg,
¢ a modell manipulécidjanak eszkoze, ill.

e a professzionalis megoldok felé nytjtott interfész.
Ilyen algebrai modellezési nyelv az AMPL, GAMS, AIMMS, stb.

Az értekezés 5. és 6. fejezetének munkalatai sordn az AMPL nyelvet [27]
hasznaltam, ezért errdl ejtenék a tovabbiakban néhany sz6t. Az AMPL az
egyik legnépszertibb algebrai modellezési nyelv napjainkban. A tobb, mint
60 élvonalbeli solverhez ingyenes online hozzaférést biztosité NEOS szerver
statisztikdi szerint az elmult 6t év Osszes hivdsdnak 71%-a, 0sszesen mintegy
3,5 milli6 hivas érkezett oda AMPL nyelven (Id. a 2.2. &dbrat).

AMPL
71%

2.2. abra. A NEOS szerverre 2012. janudr 1. és 2016. december 31. kozitt érkezett
4993 227 feladat leiré nyelvének megoszldsa [64]

Segitségével az optimalizaldsi problémat a matematikai jeloléshez hason-
16 forméban fogalmazhatjuk meg. Az AMPL feldolgoz6 a feladat leirdsat
és tovabbi informéacidkat (els6- és masodrendti derivaltak, stb.) a solver
interfészen keresztiil szdmos megold6 szdmara képes egységes formaban
tovabbitani, igymint a CPLEX, MINOS, LANCELOT, vagy egyéb jol ismert
kereskedelmi szoftverek.

Szamunkra fontos lesz, hogy az AMPL rendelkezik egy , presolving”-
nak nevezett el6feldolgozéval. Ez a problémanak a kivalasztott megoldo felé
torténd tovébbitasa el6tt hivodik meg. Kedvezd esetben mér az el6feldolgozo
felismeri a modell infizibilitasat, vagy képes csokkenteni a feladat méretét.
Ez a kommunikaciés koltség csokkentését is eredményezheti, de f6leg azon
megoldok haszndléira gondoltak vele a készit6k, amelyeknek nincs sajét
eléfeldolgozojuk.



NEMLINEARIS ATIRASOK NEMLINEARIS
OPTIMALIZALASI PROBLEMAK
EGYSZERUSITESERE

A matematikai program felirdsdra vonatkozé modellezési dontések szig-
nifikdnsan befolyasolhatjdk az adott probléma bonyolultsagét, ill. az alkalma-
zott megold6 médszerek hatékonysdgat. Ez a széles korben elfogadott allitas
tobb tanulmanyt ihletett, példaul az egészértékii programozas teriiletén,
melyek célja egy optimalizalasi feladat bizonyos szempontb6l konnyebben
megoldhat6 alakjat eredményez6 atirds megadasa. Ezek az atalakitasok alta-
laban néhédny feltétel relaxalasaval és a valtozok szaméanak novekedésével
jarnak egytitt.

Mi a nemlinedris optimalizalasi feladatok atirdsa teriiletén vizsgéljuk a
szimbolikus technikdk alkalmazhat6sdgat. Pontosabban nemlinedris opti-
malizalasi feladatokra alkalmazhatd, szimbolikus dtalakitasok révén el6alloé
lehetséges egyszerfisitéseket keresiink, kiilonos tekintettel az automatikusan
fellelhets, a probléma ekvivalens alakjat eredményezd, lehet6leg a feladat
dimenzidjat csokkent6 atirasokra. Csendes és Rapcsédk [20, 71] megmutat-
ta, hogy lehetséges a feltétel nélkiili nemlinearis célfiiggvényt nemlinedris
koordindta-traszformaciokkal egyszertisiteni, pontosabban elégséges felté-
teleket adtak ilyen transzformdciok tulajdonsagaira. Ez a legtobb esetben
redundans részkifejezések szimbolikus helyettesitését jelentette, arra sza-
mitva, hogy ezdltal a kiszamitds kevesebb miivelettel lesz végrehajthato,
mikozben az egyszerfisitett feladat az eredetivel ekvivalens marad abban az
értelemben, hogy a két alak megoldasai ismert médon egymasba konvertal-
hatok lesznek.

Napjaink szdmitogépes algebra rendszereinek fejlettségi szintje és nép-
szerlisége arra sarkallt, hogy Csendes és Rapcsak elméleti eredményét a
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megvaldsithatésdg szemszogébdl vizsgaljam. Két modern szimbolikus prog-
ramozasi kornyezetben késziilt el a hivatkozott elméleti eljaras megvalosi-
tdsa, mikozben a lehetséges hibaforrdsok és tovabbfejlesztési lehettségek is
nagyité ala kertiltek.

A tesztelést az eredeti publikdcié példdin, valamint sajét, erre a célra
késziilt tesztfeladatokon és standard globalis optimalizélasi tesztfeladatok
egy halmazan végeztem.

A fejezet végén 1j elméleti eredményeim kertilnek bemutatdsra, amelyek
a korabbinal bonyolultabb ekvivalens atirdsokat irnak le. Ezek gyakorlati
hasznositasdhoz, vagyis a hatékony szdmitégépes implementaciéhoz azon-
ban tovabbi elméleti alapozas sziikséges.

3.1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkezd feltétel nélkiili nemlinedris optimalizalasi problé-
mat:

in f(x), 3.1
min (x) (3.1)

ahol f(x) : R — R egy nemlinearis, kétszer folytonosan differencialhaté
tiggvény, amely egy szimbolikus kifejezéssel, vagyis képlettel adott. Célunk
egy ekvivalens probléma-alak el64llitasa:

min g(y), (3.2)
yeR™
ahol g(y) : R™ — R egyszer{ibb, mint f(x). A célfiiggvényt egyszeriibb-
nek neveziink, ha optimuma a kordbbindl egyszer{ibben meghatarozhaté
valamely médszer szdmara, mikozben az y* és x* 4ltal jelolt optimalis meg-
oldédsok egyértelmfi transzformécidval egymadsba atalakithatoak.

Az ilyen jellegi atirasok altalaban a modellez6 invencidjabdl sziiletnek,
azonban nem ez az egyetlen lehet6ség. A kdvetkez6 szakaszban bemutatok
néhény technikét, amelyek optimalizalasi feladatok automatikus manipula-
lasat végzik a megold6 program (solver) hatékonysaganak novelése céljabol.
A szimbolikus technikdk ilyen jellegii felhasznaldsa egyel6re a linedris és
(vegyes-)egészértékii programozésban terjedtek el jobban.

A 3.3. szakasz bemutatja a [20] publikdciéban leirt nemlinedris koordindta-
traszformdciok alapjan altalunk készitett atirdsi modszert, amelyet hatés-
tényez8s folyodiratcikkben kozoltiink [4]. A megvalositast elészor a Maple,
majd a Mathematica nyelvén készitettem el, ennek részletei a 3.4. szakaszban
taldlhatok. A 3.4.1. alszakaszban bemutatom az implementaciok kiértékelése
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soran alkalmazott tesztfeladatokat. A 3.4.6. alszakasz a kiértékelés eredmé-
nyeit tartalmazza a Maple implementéciora, mig a 3.4.8. alszakaszban a két
megvalositas dsszehasonlitdsat kozlom. Végiil, a 3.5. szakaszban az elméletet
két iranyban altalanositom: parhuzamosan végrehajthat6 helyettesitéseket
irok le, valamint feltételeket adok a modellhez [3].

3.2. Kapcsol6d6é munkak

A nemlinedris optimalizalasi problémak megoldasa klasszikusan nume-
rikus algoritmusokkal torténik, azonban a szimbolikus szamitasok méd-
szertandnak fejl6dése, és ehhez kapcsoléddan a forgalomban 1évé hathatos
szamitogépes algebra rendszerek (computer algebra systems, CAS) lehet6-
vé teszik hatékony szimbolikus technikak alkalmazasat ezen a teriileten is.
Ennek megfeleléen egyre nagyobb figyelmet szentelnek a kutatok a szamito-
gépes algebranak [29] a matematikai programozdsba torténd bevondsara.

A szimbolikus technikdk integrdldsa kétféleképpen képzelhett el. Egyrészt,
a szamitogépes algebra segitségiinkre lehet a modellezési fizisban, alternativ
matematikai modellek szimbolikus transzformdcidkkal torténd el6éllitdsa
révén. A szerz6 [4, 3] cikkekben publikélt munkdja erre az irdnyra koncentral.
Az optimalis szabdlyozas [76, 7, 44], a gépészeti tervezés [15], ill. a folya-
matszintézis [70, 25] tertiiletén is lathatunk példat hasonlé alkalmazédsokra,
azonban ott a szimbolikus médszerekkel generalt modellek kiilonb6z6 rend-
szereket irnak le, és ezek elemzése, 6sszehasonlitdsa torténik az optimalizalas
numerikus médszereivel.

Maésrészt, a modern nemlinedris megoldok egyre tobb informdciét hasz-
nélnak a feladat strukttrdjardl az optimalizéldsi folyamat kozben, ezaltal
hibrid, szimbolikus-numerikus megoldékat eredményezve [32, 12, 52, 96, 43].

A Grobner bézis elmélet, a kvantor elimindci6 (quantifier elimination, QE)
és mas algebrai technikdk haszndlhato6ak kiilonleges esetekben optimalizalasi
problémak &tirdsdra és megoldasara is. Kanno [45] szimbolikus optimalizdldst
javasol jelfeldolgozasi problémék egy osztdlyéra, vagyis szimbolikus sz&-
mitdsok hasznéalatat a feladat megolddsdnak teljes kiszamitdsa sordn. Ez
nem feltétleniil a leghatékonyabb 1t, hiszen a szimbolikus médszerek élta-
laban lassabbak [44], habar pontosabb eredményt szolgéltatnak numerikus
tarsaiknal. A hivatkozott elmélet csak algebrai fliggvényekre elérhetd.

/////
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sz6t. Ilyen az AMPL feldolgoz6 ,,presolving” (a tovdbbiakban: elémegoldo)
mechanizmusa [26, 30], az LP el6feldolgozas [62], ill. a relaxaciéval torténd
IP/MINLP atirés [53].

Az AMPL el6megolddja Brearley [11] médszerén alapszik, és csak lineéris
célftiggvényre és feltételekre alkalmazhat6. Ugyanakkor bizonyos esetek-
ben nemlinedris elemek értékét is meg tudja hatdrozni egy fiiggvényben,
amennyiben a valtoz6 értéke egyéb feltételekbdl kovetkezik. Az AMPL szim-
bolikus manipulaciéirél bévebben a [30] cikkben olvashatunk.

A linedris programozdsban széles kdrben ismert, hogy kiilonféle eléfeldol-
goz6 modszerek alkalmazasa a megoldo fazis el6tt szignifikdnsan novelheti a
szimplex és a bels6 pontos médszerek hatékonységat is. Az LP el6feldolgozas
lehetséges 1épései lehetnek:

e bizonyos véltozok értékének rogzitése, ill. redundans feltételek kikii-

......

e a linedrisan fligg6 sorok felismerése, korlatok megszoritdsa és redun-
dans feltételek vagy valtozok szdméanak csokkentése eliminéciéval,

e a feltételi matrix (A) redukalasa a lehet6 legritkabb alakra.

Az LP &tirasi technikdk rovid 0sszefoglaldsa és egy 0sszehasonlitds a nagy
bonyolultsdgt problémak el6feldolgozasa tekintetében megtaldlhaté Mésza-
rosnal [62].

Mivel az egészértékii programozisi feladatok megolddasa lehetséges a feladat
egy alkalmas LP-re valo relaxdcidjan keresztiil is, az LP feladat praktikus
atirdsa hasznos lehet az IP teriiletén is. Egy IP-nek LP-re val6 4tirasa onma-
gaban egy érdekes alkalmazésa a szimbolikus atirdsoknak az optimalizalas
teriiletén. A lehetséges automatikus atirdsok az IP teriiletén megengedik a
feltételek relaxacidjat és akar a valtozok szdméanak novelését annak érdeké-
ben, hogy az egyébként reményteleniil bonyolult feladatnak egy — egyaltalan
— megoldhat6 formajat produkaljak.

A ROSE nevti szabadon elérhetd, fejleszt6i stddiumban 1év6 programcso-
mag az IP és MINLP tertiletén hasznos atirdsokat gytijti [53].

A mi megkdzelitésiink a fentiektdl eltér. Nem akarjuk az egész feladatot
algebrai tton megoldani (mivel ez elég lasst lehet és nem is minden esetben
kivitelezhet6). Csupan a feladatot szeretnénk a megold6 szamaéra egysze-
riibbé tenni. Csak ekvivalens atalakitast eredményez6 mechanizmusokban



3.3. NEMLINEARIS KOORDINATA-TRANSZFORMACIOK 17

vagyunk érdekeltek, amik lehet6ség szerint csokkentik a feladat dimenzidjat.
Az altalunk vizsgalt ekvivalens atirdsok kapcsan nem meriil fel relaxacio.

3.3. Nemlinedaris koordinata-transzformaciok

Amint Csendes és Rapcsdk [20] megmutatta, a feltétel nélkiili nemlinedris
célfiiggvény bizonyos esetekben egyszer{isitheté nemlinedris koordinéta-
transzformdciok segitségével. Ez talnyomoérészt redunddns részkifejezések-
nek a szimbolikus helyettesitését jelenti annak reményében, hogy a megold6
szamitas-igényét csokkentjiik, mikozben az egyszertisitett feladat az eredeti-
vel ekvivalens marad abban az értelemben, hogy egy kozvetlen adtalakitas
lehetséges a két alak megoldédsa kozott.

Ez a szakasz bemutatja a médszer elméleti hatterét, a 3.4. szakasz pedig
az altalam megval6sitott, nemlinedris koordinata transzformaciékon alapul6
automatikus egyszerfisit programot.

3.3.1. Motivéacid: egy paraméter becslési probléma

Tekintsiik a Hantos és szerz6tarsai [38] altal bemutatott paraméter becslé-
si feladatot, egy négyzet-osszeg alaku célfiiggvényt:

; m 1/2
2

F (Raw, Iaw, B, T) = [a D | Ze(ws) — Z{ (ws))| ] ,
i=1

ahol Z; (w;) € C a mért impedancia, Z{ (w;) a modellezett impedancia w;
frekvencidn (i=1,2,...,m), és Raw, Iaw, B, valamint T a modell paraméterek.

Az eredeti nemlinedris modell fiiggvény kézenfekvé fizikai paramétere-
ken alapszik:

B Blog(ytw

Itty = 10'/4 és 1 a képzetes egység. Csendes és Rapcsak tanulmanyanak [20]
motivécidja egy egyszeriibb ekvivalens modell fiiggvény létezése, amely a
modell paraméterekben linedris:

le_(w) = Raw +

Bmt ( A+O.258+Blog(w)>
— 1 ICle + *

4.6w w

Az alkalmazott sikeres valtozo helyettesités az A = Blog(t) volt, ami a
feladatot nemlinedrisrol linedris legkisebb négyzetessé tette. Ugyanakkor
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bizonyitast nyert, hogy az eredeti feladat minden helyi minimum pontja
egyuttal globdlis minimum.

Val6szintisithet6, hogy ilyen jellegli egyszerfisités egyéb nemlinearis opti-
malizélési feladatok esetén is lehetséges. Vajon egy automatikus egyszerisit
modszer el tud ilyeneket allitani?

3.3.2. Elméleti hattér

Tekintstik tjra a (3.1) feltétel nélkiili nemlinedris optimalizalasi problémat:

min f(x),

ahol f(x) : R™ — R egy képlettel (vagyis egy szimbolikus kifejezéssel) adott
sima fliggvény. A |, kifejezés” itt szimbolumok (konstansok, véltozok, opera-
torok, fliggvénynevek és zarojelek) egy véges, szintaktikailag helyes kombi-
ndcidjat jeloli. A népszer(i szamitégépes algebra rendszerekben, mint péld4ul
a Maple-ben [39] és a Mathematicdban [89] minden kifejezést pointerek egy-
madsba dgyazott listdjaval tdrolnak, ami tulajdonképpen irdnyitott kormentes
grafok (directed acyclic graph, DAG [75]) megval6sitdsanak felel meg.

A fejezet hatralévo részében a vektorokat egységesen félkovérrel, a hal-
mazokat nagybettikkel, a fliiggvényeket pedig kisbettikkel jelolom. Az als6
index sorrendiséget mutat, példdul z; a szovegkornyezettdl fliggben a z
vektor, vagy a Z rendezett halmaz i-edik elemét jeloli. Hasznalom tovabba
a v(z) fliggvény jelolést egy z; valtozokat, valamint valés konstansokat és
tetszbleges fliggvényneveket tartalmazoé v kifejezés leiraséra.

Az egyszerfisitd modszer célja, hogy (3.1) olyan ekvivalens atirasait allitsa
el6, amelyek kedvezdbbek a kovetkezd értelemben: kevesebb aritmetikai
miivelet sziikséges a kiértékeléshez, a probléma dimenzidja kisebb, vagy
egyéb okbol egyszeriibben, gyorsabban megoldhat6 egy bizonyos megold6
szamdra. Ekvivalensen pedig azt értjiik, hogy az eredeti és az atirt feladat
optimumai kdzott bijektiv leképezés 1étezik.

A (3.1) probléma egyszertien megoldhat6, ha f unimodalis, vagyis csu-
pan egy vonzaskorzete, egy lokélis minimum pontja van (és nincsenek helyi
minimum pontok) a megadott X C IR™ keresési térben. Egydimenzi6s fliggvé-
nyeknél ez a tulajdonsag konnyen felismerhet, de magasabb dimenziékban
altalaban nem trivialis annak elddntése, hogy unimodalis-e egy fiiggvény.

Csendes és Rapcsak [20] a kovetkez6képpen definidljdk az unimodalitast:

1. DEFINICIO Az f(x) n-dimenzi6s folytonos fliggvény unimodidlis egy nyilt
X C R™ halmazon, ha 1étezik végtelen, folytonos gorbéknek egy halmaza,
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3.1. dbra. Az f(x1,x2) = 100x3 +40x3 — (x1 - x2 — 2)? fiiggvény unimoddlis az
x1 = [—10,5], x, = [-5, 5] valds intervallumon, habdr az x; = —10 egyenes mentén
nem az.

amely homeomorf leképezését adja az n-dimenzids tér polarkoordinata-
rendszerének, és f(x) szigortian monoton névekszik a gorbék mentén.

Ebben az értelemben a multimoddlis a multiextremalis szinonimdja, ami
megfelel az optimalizalas terén megszokott sz6hasznélatnak. Az emlitett
gorbék értelmezhetdek helyi keresések trajektéridiként. Egy n-dimenzids
unimoddlis fiiggvény azonban nem feltétlentil unimodélis a tér minden
vonala mentén (1d. a 3.1. abrat). Ugyanakkor a definici6 azt sugallja, hogy
bevezethetiink egy egyszertibb g fliggvényt, amely az emlitett gorbék mentén
f-hez illeszkedik, és a vonzaskorzete megegyezik f-ével.

Kovetkezésképpen, ha f(x) egy feltétel nélkiili optimalizdlasi feladat cél-
tiiggvénye, és az 1. definici6 értelmében unimodalis, akkor megadhat6 egy
g(y) fiiggvény, amely minimalizaldsa (maximalizaldsa) utdn f(x) optimumat
megkaphatjuk egy egyszerti visszahelyettesitéssel.

Tehat Csendes és Rapcsak eredménye értelmében egy fliggvény implicit
unimodalitdsa egy valtoz6 transzformadcié alakjdban explicitté tehet:

1. TETEL [20] A folytonos f(x) fiiggvény akkor, és csakis akkor unimodélis
az n-dimenziés valos térben, ha létezik egy homeomorf y = h(x) valtozé
transzformaci6, amelyre f(x) = f ("' (y)) = y'y + ¢, ahol c egy val6s kons-
tans, és az origo h(x) értékkészletében van.

A kovetkezd tétel elégséges feltételt mond ki arra vonatkozodan, hogy egy
helyettesités mikor egyszer{isiti a célfiiggvényt:
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2. TETEL [20] Ha h(x) sima és szigortian monoton az x; fiiggvényében, akkor
a megfelel6 transzformdci6 egyszer(siti a fliggvényt abban a tekintetben,
hogy a h(x) minden f(x)-beli el6forduldsat egy 1j valtozéval helyettesitjiik
a g(y) atalakitassal kapott fiiggvényben, mikdzben az f(x) minden helyi
minimum (maximum) helye a g(y) fliggvény egy helyi minimum (maximum)
helyévé transzformalodik.

Ha pedig az értékkészletre vonatkozo6 feltétel is teljestil, a helyettesités bijek-
tiv leképezést létesit az eredeti és az &tirt célfliggvény optimédlis megoldasai
kozott:

3. TETEL [20] Ha h(x) sima, szigortian monoton az x; fliggvényében, és az
értékkészlete IR-rel egyenld, akkor az atalakitassal kapott g(y) fliggvény
minden y* lokdlis minimum (maximum) helyére létezik olyan x*, hogy y* az
x* transzformaltja, és x* az f(x) helyi minimum (maximum) helye.

Az utolso tétel értelmében egy g(y) célfiiggvény ekvivalens a (3.1)-ben
szerepl6 f(x)-szel, ha a kdvetkez6 atalakitassal allitjuk el6:

e alkalmazunk egy helyettesitést f(x)-re:
yi::h(x)/ 1<ig<n,

ahol h(x) egy folytonos fliggvény R értékkészlettel, és szigortian mo-
noton legaldbb egy x; véltozéban,

e atnevezziik a megmarad¢ valtozokat:

Yj =X, j:],...,i—1,i+1,...,n, és

e elhagyjuk azokat az y; valtozokat, amelyek az el6all6 célfiiggvényben
nem szerepelnek.

Azt mondjuk, hogy h(x) lefedi x; vdltozét f(x)-ben, ha h(x) az x; minden
f(x)-beli el6fordulasat jellemzi, vagyis x; teljesen elttinik f(x)-b&l, ha h(x)-et
yi-vel helyettesitjiik.

Alkalmas helyettesitésnek hivjuk az y; = h(x) helyettesitést, ha

e h(x) sima, monoton legaldbb egy x; valtozéban, és értékkészlete R,
e h(x) lefed legaldbb egy x; véltozoét, tovabba

e y; = h(x) nem egyszeri atnevezés, vagyis, h(x) #x;, i=1,...,n.
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Egy alkalmas y; = h(x) helyettesités végrehajtdsa utan y dimenzidja nem
nagyobb, mint x-é. Kedvez6 esetben, ha h(x) ketts, vagy tobb valtozot fed,
az 4talakitas utan kapott feladat kevesebb valtoz6t tartalmaz, mint az eredeti.
Masképp fogalmazva, az egyszertisit6 eljards magdban rejti a lehet6ségét,
hogy megmutassa, ha a modell az eredetinél kevesebb véltozéval is formali-
zalhat6. A redundans valtozok felismerése igen hasznos lehet, és altaldaban
egyéltalan nem trivialis. Ily médon az atirds eredménye hasznosithat6 lehet
akkor is, ha a probléma nem hozhat6 unimodélis alakra.

Tekintsiik példaul azt a feladatot, ahol az f(x1,x2) = (x1 + x2)? célfiiggvény
minimumaét keressiik. Ekvivalens probléma a g(y;) = y§ minimalizalésa.
Az eredeti x; és x; valtozok optimalis értéke el6éllithatdé az y1 = x1 +x2
Osszefiiggés alapjan, ami egy alkalmas helyettesités. Ezen a médon rdaddsul
megoldhaté a végtelen szdmu optimumhely kezelése, ami a numerikus
megoldok szdmdra lehetetlen lenne.

Az egyszer(isit6 eljards egyik {6 célja, hogy olyan alkalmas helyettesitése-
ket allitson el8, amelyek redundéns véltozok eliminacidjaval jarnak. Csendes

és Rapcsdk vonatkozo eredménye a kovetkezé két allitas:

1. ALLITAS [20] Ha x; véltoz6 egy sima f(x) fliggvényben mindenhol a h(x)
kifejezés részeként fordul els, akkor a 0f(x)/0x; parcialis derivalt felirhat6 a
(0h(x)/0x;) p(x) formdban, ahol p(x) folytonosan differencialhato.

2. ALLITAS [20] Ha x; és x; véltozok egy sima f(x) fiiggvényben mindenhol
a h(x) kifejezés részeként fordulnak eld, akkor a 9f(x)/0x; és 0f(x)/0x; parci-
alis derivaltak egyenként (0h(x)/0x;) p(x) és (Oh(x)/dx;) q(x) alaku szorzatta
alakithatok, és teljesiil a p(x) = q(x) egyenlség.

Ha 0f(x)/0x; nem alakithat6 szorzattd, akkor barmely, az x;-ben monoton
alkalmas helyettesités linearisan fiigg az x;-t6l.

Ez az elmélet képezi az alapjat annak a konstruktiv szimbolikus algorit-
musnak, amely implementaciéjat a kovetkez6 szakaszban bemutatom.

Az allitasok azt sugalljak, hogy szamitsuk ki az 9f(x)/0x; parcidlis deri-
véaltakat minden x; véltozora, alakitsuk ezeket szorzattd, majd keressiink a
szorz6tényezdk kozott alkalmas helyettesitéseket.

Demonstracios célbdl tekintsiik a kovetkezd feladatot:

min 30- (5x7 +e'*2) +20 - x3,
x€R3

f.h. In(5%; 4+ e'2) 4 x3 > 5.
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A példa egy folyamatszintézis probléma kicsiny részlete is lehet. Ismert,
hogy a folyamatszintézis teriiletén alkalmazott automatikus modell generalé
eszkozok altaldban — nem szandékoltan — tobbféle értelemben is redundans
modelleket allitanak el6 [25]. El6fordulhat példaul, hogy egyes kémiai ele-
mek mennyiségét jelols véltozok kizdrdlag egy adott anyag képletében szere-
pelnek. A mi példdnkban x; és x; kizérdlag az 5x; + el kifejezésben, egytitt
szerepel, ezt fogjuk h(x)-szel jelolni. Az egyszeriiség kedvéért a feltételt a
biintetéfiiggvény moédszerrel [35] a célfiiggvénybe épithetjiik, igy az

2
f(x) =30 -(5x1+€™2)+20-x3+ 0 <ln(5x1 +el ™) 4 x;—5 —X4>

tiiggvényt kell minimalizélnunk, ahol x1, x2, x3 fizikai paramétereken alapulo,
valo6s értékii valtozok lehetnek, o a biintetést jel6l6 konstans, x4 pedig egy
mesterséges valtozo. A 2. llitas alapjan 0f(x)/0x; atalakithat6 (oh(x)/0x;) -
p(x) alakba, hasonléképp 0f(x)/9x,; = (0h(x)/0x;) - q(x), mikdzben p(x) =
q(x). A példankban dh(x)/dx; =5, dh(x)/dx; = e' ™2, és

2(75% +15e' ™2 + o (In(5% + e'*2) +x3 —5—x4))
5x1 + eltx2 '

Természetesen a megfelel6 (0h(x)/0x;) p(x) faktorizélds nem feltétleniil
konnyfi, és sok egyéb szorzat alak létezhet az 1. allitdsban emlitetteken
feliil. Mégis, a fliggvények egy b6 osztalydra létezik kanonikus alak. Péld4ul
egy f(x) = anx™ + an1x™ " + -+ arx + ap alakt, n gyokd polinom, ahol a
gyokoket xy, ..., xq jeloli, standard an(x —x1)(x —x2) - - - (x — X ) szorzat alakja
mindig létezik.

Tovébbi kritika lehet, hogy ha a kivant szorzat alak meghatarozhato is,
nem trividlis egy j6 h(x) helyettesités megtaldldsa. Az emlitett feltétel tehat
elégséges, de nem sziikséges el6feltétele az egyszer(isité dtalakitasoknak.

3.4. Szamitdgépes megvalOsitas a feltétel nélkiili esetre

A fenti eredmény alapjan szerz6tarsaimmal szerettiink volna késziteni
egy szamitogépes programot, amely feltétel nélkiili nemlinedris optimali-
zélasi problémak ekvivalens atirasait allitja el automatikusan. 2013-ban
kozolt munkank [4] célja az volt, hogy a hivatkozott elméleti eredményt a
gyakorlatba {iltessiik, és az algoritmus elényeit és hatranyait egy nagyobb
teszthalmazon megvizsgaljuk.

A 3.1. algoritmus a szimbolikus egyszertisit eljaras kivonatat adja. Az
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s

3.1. algoritmus. A szimbolikus egyszeriisité algoritmus vdzlata
1. A célfiiggvény gradiensének kiszamitésa.
2. A parcialis derivéltak szorzattd alakitésa.
3. Az x;-t tartalmaz6 alkalmas helyettesitéseknek egy 1; listaba gyfijtése:

(a) 1; inicializalasa tires halmazként.

(b) Ha 0f(x)/0x; faktorizalasa sikeres, egészitsiik ki 1i-t a szorzé6tényezdk
integraljaival.

(c) Vegyiik hozza l;-hez f(x)-nek az xi-ben linedris részkifejezéseit.

(d) Dobjuk el 1; azon elemeit, amelyek nem elégitik ki az ,alkalmas helyettesi-
tés” feltételeit (nem monoton x;-ben).

4. AzL =L, i =1,...,n alkalmas helyettesitések minden helyes kombindci-
6jat f(x)-re alkalmazva az eredményeket taroljuk egy S listdban. (A ,helyes
kombinaci6é”-t késébb definidljuk.)

5. Legyen S legkevésbé komplex eleme az 1j, egyszer(sitett célfiiggvény.
6. Oldjuk meg az optimalizalasi feladatot az 4j célfiiggvénnyel (ha lehetséges).

7. Allitsuk el6 az eredeti feladat megoldasat a helyettesitések inverzének alkalma-
zasaval.

algoritmus lépéseinek nagy része (Ggymint a parcialis differencialds, faktori-
zalas, szimbolikus integralas és helyettesités) a modern szamitogépes algebra
rendszerekben megbizhat6 szimbolikus médszerként elérhetd. Mdasrészt az
elsd, Maple-ben késziilt implementacionk készitése kozben viladgossa valt,
hogy egy piacvezetd altalanos céla szamitégépes algebra rendszerben is
komoly hidnyossagok lehetnek a kdvetelményeink tekintetében, kiilondsen
a szimbolikus helyettesités és az intervallum aritmetika tertiletén [4].

Valdjdban egy nemlinedris fliggvény pontos értékkészlet-becslése épp
olyan bonyolult, mint a globélis minimum és maximum meghatarozasa.
A naiv intervallum-befoglalds alkalmazhat6 annak igazoldsédra, hogy egy
részkifejezés értékkészlete a valés szamok halmaza. A naiv intervallum-
befoglalds pontos az tigynevezett ,single use expression”-ok (SUE, olyan
kifejezés, amely minden valtozét legfeljebb egyszer tartalmaz) esetében,
azonban bonyolultabb kifejezésekre ttlbecslést produkélhat [65].

A lehetséges tulbecslés miatt L tartalmazhat olyan helyettesitéseket, ame-
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lyek értékkészlete nem a valds szdmok halmaza. Ezért egy utélagos megerdsi-
tés sziikséges lehet a nem-SUE helyettesitések értékkészletével kapcsolatban.
Ugyanakkor a tesztjeinkben el8all6 helyettesitések legtobbje SUE volt. A
naiv intervallum-befoglalas helyett a val6s kvantor eliminécié [80, 83] egy
alkalmazhato alternativ szimbolikus technika lenne az értékkészlet-becslésre,

jelen munka keretében azonban nem teszteltiik ezt a lehet6séget.

Az intervallumos befoglalds a monotonitéds tesztben is alkalmazhat6.
Egy valés f : R* — R fiiggvény monoton, ha barmely x,y € R" -re, ha
x < y akkor f(x) < f(y). Haszndlhatjuk a kovetkez6 részben-rendezést:
(x1,.-.,%n) < (Y1,...,yn) hax; <yi, 1 =1,...,n. A targyalt alkalmazédsban
azt kell ellen6rizniink, hogy egy hi(x) fliggvény szigortian monoton-e az x;
véltozo fliggvényében. Ezért megvizsgaljuk, hogy oh;(x)/0x; naiv intervallu-
mos befoglaldsa tartalmazza-e a nullat. Ez a megkozelités illik a monotonitas
matematikai definiciéjdhoz, és szemléletes is, hiszen egy szigortian monoton
figgvénynek pontosan egy vonzaskorzete van. Sajnos azonban lehetséges,
hogy ezzel a médszerrel néhdny monoton helyettesitést is eldobunk.

A 3.4.2. alszakaszban bemutatott els6, Maple implementécionk a 4. 1épés
helyett egyszer{ibb heurisztikat alkalmazott, err6l részletesebben szélunk
ott.

A 3. és a 4. 1épés kombindlhat6 az eljarads gyorsitdsa érdekében, valamint
annak biztositdsdra, hogy a lehetséges helyettesitések helyes kombinacio-
jat alkalmazzuk f(x)-re. Ezt a 3.4.7. alszakaszban bemutatott Mathematica
implementaciéban meg is tettem.

Alkalmas helyettesitések egy jolrendezett H halmazat helyesnek nevezziik,
ha minden hi(x) € H helyettesités egyszerre, pArhuzamosan végrehajthat6
f(x)-ben, vagyis Vhi(x), hj(x) € H ha hi(x) # hj(x) akkor nem fednek at f(x)
kiszadmitasi fajaban. Enélkiil a tulajdonsag nélkiil az y; = hi(x), hi(x) € H
helyettesitések némelyikét nem lehetne végrehajtani. Példaul f(x) = (x; +
X2 4+ x3)%-ben y; = x1 +x;, és Yy, = x, + x3 alkalmas helyettesitések, azonban a
H = {x; +x2, X2 + x3} nem helyes helyettesitési halmaz, mivel x; +x; és x, +x3
is x; ugyanazon el6forduldsara hivatkozik. Valdjaban a legbonyolultabb
h(x)-et alkalmaznank egy véaltozo6 kivéaltasara, tehat ebben a példaban az
algoritmus az y3 = xj + x2 + x3 helyettesitést fogadna el.

Ezen a ponton, az 5. 1épésben a kifejezések egy konnyen vizsgalhato
komplexitds mértékére lesz sziikségiink. A mi olvasatunkban egy Kkifeje-
zést akkor neveziink egy masikndl 0sszetettebbnek, ha a reprezentacidja (a
kifejezést leir6 pointer-lista) hosszabb.
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3.4.1. Teszthalmaz

A szakirodalomban nem taldltam szimbolikus atalakit6 eljarasok tesz-
teléséhez alkalmas moédszertanra vagy bevett teszthalmazra, az elérhet6
publikaciok altaldban egy-egy kiragadott, nagyméreti, konkrét alkalmazds-
bol jovo feladaton mutatjak be médszeriik hatékonysagat. Ezért részben sajat
tesztfeladatokat gyartottam, részben a globalis optimalizdlds standardnak
mondhaté tesztfeladataibdl kolcsonodztem. Ez utébbit az is indokolta, hogy
igy az automatikusan produkélt dtalakitdsok eredményét egy klasszikus
globélis optimalizalasi megoldéval tesztelni tudtam [3] (1d. a 4. fejezetben).

A megval6sitott egyszertisitd eljarast az ihleté Csendes és Rapcsak [20]
publikdciéban szerepl minden példan teszteltem. A 3.4. tabldzatban szerep-
16 sajat tesztfeladatok egyszerti korldtozas nélkiili nemlinedris célfiiggvények,
amelyek az eljards részletesebb elemzését szolgaltak.

A felhasznélt standard globélis optimalizalasi tesztfeladatok részletes
leirasa, s6t kiilonb6z6 platformokra implementalt valtozata elérhet tobb
online gytijteményben [78, 84]. Minden hivatkozott feladat tomor matema-
tikai leirdsa az ismert optimumokkal egyiitt megtalalhat6é pl. Pal Laszlo
értekezésének A. fiiggelékében is [68]. Egy-két kivétellel a feladatok részletes
bemutatasatol eltekintek, anndl is inkdbb, mivel a dolgozat eredményeinek
megértéséhez nem feltétlentil sziikséges ezek ismerete. A feladatok dimenzi-
6jat azonban a 3.6. tdblazat masodik oszlopaban feltiintettem.

Mivel feltétel nélkiili optimalizalasi feladatokat vizsgaltunk, a tesztek
tekintetében olykor a fiiggvény, célfiiggvény szavakat a feladat szinoniméja-
ként haszndlom, ha az nem félreérthetd.

3.4.2. Az egyszert{isit6 modszer Maple megvaldsitasa

Az implementalt algoritmus pszeudokddja az A. fiiggelékben, az A.1.
algoritmusban megtaldlhat6. A program legfontosabb szubrutinjait a ko-
vetkez{ listaba foglaltam Ossze, a lehetséges Maple megval6dsitdsra utald
kiegészitésekkel egyiitt.

Factor(expr) expr szorzotényezdinek egy listajat adja, vagy magat expr-et,
ha az nem faktorizalhat6
Maple: factor, afactor (beépitett fiiggvények)

NumbOccur (expr,y) y-nak expr-beli elé6forduldsainak a szdmat adja
Maple: numboccur (beépitett fiiggvény) problémdkkal (1d. a 3.4.3. alsza-
kaszt)
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Decompose (expr,y) expr olyan részkifejezéseinek a listajat adja vissza, ame-
lyek y-t tartalmazzdk
Maple: a beépitett convert (expr,list) fliggvény rekurziv hivdsaval
megvalodsitva

IsType(expr,’+’) igaz, ha az expr kifejezés legnagyobb precedencidji ope-
ratora 0sszeadds vagy kivonds
Maple: whattype (beépitett fliggvény)

IsLinear (expr,y) igaz, ha az expr kifejezés y-ban linedris
Maple: type és linear (beépitett fliggvények)

Sort (exprlist,y) azy lehetséges helyettesitéseinek exprlist listdjat a he-
lyettesités hasznossdga alapjan csokkend sorrendbe rendezi (nem trivi-
alis, a polinomokat preferaljuk, még ha 0sszetettebb kifejezések is)
Maple: lista mtiveletekkel, valamint a sort és PolynomialTools [Sort]
beépitett fliggvényekkel megvalésitva

Test (expr,y) igaz, ha expr lefedi y-t és értékkészlete IR
Maple: nem trividlis (1d. a 3.4.4. alszakaszt)

Subs (expr,x,y) x kifejezés helyére y-t helyettesit expr-ben
Maple: subs, algsubs (beépitett fiiggvények) problémakkal (1d. a 3.4.3.
alszakaszt)

Solve(expr,y) expr-t minimalizalja az y valtozékkal
Maple: nem trivialis, példdul a beépitett minimize fliggvénnyel

Transform(sollist,subslist) az eredeti fliggvény megolddsait adja, ha
sollist a subslist-ben adott atalakitdsok szerint transzformalt fiigg-
vény minimum helyeit tartalmazza
Maple: subs és solve (beépitett fiiggvények)

Verify(x,y) ellendrzi, hogy x és y ekvivalens, mint célfiiggvény (értékkész-
letbecslés x-re és y-ra)
Maple: nem trivialis (Id. a 3.4.5. alszakasz)

A megval6sitas érdekesebb részleteit a kovetkez6, 3.4.3-3.4.5. alszakaszok
mutatjak be.
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3.4.3. Kérdéses: megfelel6 algebrai helyettesitések

A Maple kétféle helyettesitési lehetéséget kindl: a szintaktikai helyettesi-
tést a subs, az algebrai helyettesitést pedig az algsubs fiiggvény segitségével
hivhatjuk meg. A simplify parancs ugyancsak kapcsol6dé funkciéval bir,
mivel a felhaszndl6 altal definialt szabalyok alkalmazasat biztositja adott
kifejezésre, amennyiben a szabalyokban szerepl§ relacidk a valtozékban poli-
nomidlisak. A Maple 15-0s verziéjat haszndlva gytijtottem néhany egyszert
példat a harom parancs képességeinek bemutatédsara:

Parancs Eredmény Megfelel6?
subs(a*xb = d, a*b*c) abce N
algsubs(a*b = d, axb*c) cd I
simplify(axb*c, {axb = d}) cd I
subs(a = b, 1/a) 1/b I
algsubs(a = b, 1/a) 1/a N
simplify(1/a, {a = b}) 1/b I
subs(sqrt(a + b) = d, sqrt(a + b) + ¢) c+d I
algsubs(sqrt(a + b) = d, sqrt(a + b) + c) hiba N
simplify(sqrt(a + b) + c, {sqrt(a + b) = d}) hiba N
subs(2"(a + b) = d, 2°(a + b)) d I
algsubs(2~(a + b) = d, 2°(a + b)) hiba N
simplify(2~(a + b), {2°(a + b) = d}) hiba N

A felsorolt lehet6ségek egyike sem latszik tokéletesnek. Ugy tiinik azonban,
hogy a subs eljaras a legrobusztusabb, ezért a tovabbiakban ezt hasznaltuk.

A numboccur fliggvény ugyancsak hamis eredményeket produkal bizo-
nyos esetekben, taldn épp az alkalmatlan helyettesitések miatt:

Parancs Eredmény Megfelel6?

numboccur (a*b+axb,a*b) 1
numboccur (axb*c,a*b) 0
numboccur (1/a,a) 1
numboccur (1/ (a*b) , a*b) 0
numboccur (Exp(Sin(a/b))*Exp(1) ,Sin(a/b)) 1
numboccur (Exp(Sin(a/b)+1),8in(a/b)) 0

zZ = Z = Z —
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3.4.4. Kérdéses: a helyettesités tulajdonsdgainak ellendrzése

Ahogyan korabban is targyaltuk, minden y = h(x) helyettesités esetén
meg kell gy6z6dniink bizonyos tulajdonsagok teljesiilésérol.
A 3. tétel értelmében h(x) helyettesités akkor lehet célszerfi, ha

o értékkészlete a teljes valds szdmhalmaz: Ry, = R,
e h(x) sima, és

e h(x) szigortan monoton legaldbb egy valtozéban.

Ezek azonban nem feltétleniil sziikséges feltételek egy célszerfi, egyszerfi-
sitést produkal6 helyettesitésre, rdaddsul ezen feltételeket ellen6rz6 tesztek
szdmitogépes megvaldsitdsa sem konny{i. Tovabbi elméleti eredmények len-
nének sziikségesek megfelel, 4m konnyebben verifikdlhat6 tulajdonsagok
leirasara.

3.4.5. Kérdéses: értékkészlet-becslés

Erre a célra kézenfekv6 megolddsnak tiint a naiv intervallumos befogla-
las. Kétféle megoldast taldltam a Maple-ben intervallumos mtiveletekhez.
Az egyik a beépitett ,range arithmetic”, a masik pedig az intpakX [33, 47]
nevii kiegészit6 csomag. Sajnos mindkett6nél taldltam hibds, vagy hidnyos
miikddésre utalo jelenségeket, amint azt a kovetkez6kben be is mutatom.

A Maple eredetileg az evalr fiiggvény segitségével tud specidlisan defini-
alt intervallumos kifejezéseken egyszerii intervallumos miiveleteket végezni.
Amint azonban [34] is kozolte, a kifelé kerekités és egyéb sziikséges funkci-
6k hibds megval6sitdsa miatt ez az intervallum aritmetika megbizhatatlan.
Megemliteném példdul, hogy az automatikus egyszertisité sokszor hiba-
zik a beépitett intervallum tipusti valtozokon, igy 6vatosan kell kezelni a
Maple altal produkalt eredményeket. Szemléltetésiil tekintsiik a kvetkezd
programkoédot:

> a := INTERVAL(-1 .. 1);
INTERVAL(-1 .. 1)

> b := INTERVAL(-1 .. 1);
INTERVAL(-1 .. 1)

> evalr(axb);

INTERVAL(O .. 1)

Az els6 két utasitds deklardlja az a = [-1,1] és b = [—1, 1] valtozokat specidlis,
intervallum adattipusként. A kovetkez6 sorban kiszamitjuk az a - b szorzatot,
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és a Maple a [0, 1] eredményt adja. Ez a megoldés nyilvdnval6an hibés, a
helyes megoldés a [—1, 1] lenne, azonban a Maple épptigy szamol, mintha a
[—1, 1] intervallumot négyzetre emeltiik volna.

Az intpakX csomag tipusokat, operdtorokat és tovabbi, valés interval-
lumokra és komplex (korszerti) intervallumokra vonatkozé specidlis elja-
rasokat definidl. Minket jelen esetben csak a funkcidk els6 csoportja érde-
kel, tehat, a valds intervallumokkal a Maple-ben végezhetd mtiveletek. Az
intpakX a beépitett ,range arithmetic” operatoraitol eltér6 neveket hasznal a
biztos elkiiloniilés érdekében. A kifelé kerekitést is egyedileg valdsitja meg.
Ugyanakkor a standard Maple operdtorokat és fliggvényneveket hasznalja
az intpakXis, igy ha a CAS aritmetikdja a legkisebb pontos egységnél (1 ULP)
nagyobb hibat vét, az megjelenik az intpakX eredményében is [34].

Az intpakX célja tehét, hogy korrekt intervallum aritmetikat valésitson
meg a Maple-ben, azonban ebben a csomagban is taldltam hidnyossagokat,
ami a konkrét alkalmazasunk szempontjab6l kompromisszumot jelenthet.
Példaul, a nem korlatozott intervallumokra (vagyis végtelen végponttal
megadott intervallumokra) kiterjesztett osztds nem lehetséges:

> ext_int_div(construct(-infinity, -1), construct(l, 2)):
Error, (in intpakX:-ext_int_div) first arg must be a finite
interval or a numeric

Sajnos a feltétel nélkiili optimalizaldsi problémak vizsgdlata sordn konnyen
el6fordulhat, hogy nem korlatozott intervallumokkal kell dolgoznunk, és
érdekes médon az intpakX dokumentaciéja nem is tiltja a hasznélatukat.

Val6jaban az intpakX tartalmaz értékkészlet becsld algoritmusokat is, de
sajnos csak ketts- és haromdimenzios fliggvényekre [33, 47, 34].

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha egy fiiggvény folytonos és szi-
gortian monoton a valtozékban (amint azt a 3. tétel feltételezi), az értékkészlet-
becslés gyorsan és pontosan elvégezhet szamitdgépen az intervallum arit-
metika segitségével [65]. Azonban nincs egyszerti mod, hogy egy felhasznalo
altal definialt fliggvényrdl eldontsiik a Maple-ben, hogy az monoton vagy
sem.

Elvileg lehetséges mas programnyelveken megvalésitott rutinok hivasa is
a Maple-bdl, a leginkabb kézenfekvé a MATLAB, és az ott 1étez INTLAB [73]
csomag haszndlata lenne. Amennyiben mindkét rendszer telepitve van egy
szamitogépre, a Maple futdsideji kapcsolatot tud épiteni a MATLAB felé.
El6szor is be kell tolteni az INTLAB csomagot MATLAB alatt, hogy a Maple
Matlab csomagjdval is haszndlni tudjuk. Meghivés esetén egy munkafiizet-
hez egy MATLAB munkamenet rendelédik. A felhaszndlé manuélisan, a
Matlab[openlink] ésMatlab[closelink] parancsokkal nyithatja és zarhatja
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a munkamenetet. A kdvetkez6 parancs létrehozza az x intervallum véltozo6t
INTLABDban:

> Matlab[evalM] ("x=infsup(1,2)");

Ugyanezen a médon barmilyen parancsot kiértékelhetiink a MATLAB kor-
nyezetben. Az eredmény intervallumot a kdvetkez6képpen nyerhetjtik ki:

> Matlab[evalM] ("[al=[x.inf,x.supl");
> Matlab[getvar] ("a");

Ez a méd hasznélhato, habar igen koriilményes intervallumos szamitasokat
biztosit a Maple kornyezetb&l szamunkra.

Végiil is az emlitett anomalidk miatt a 2013-ban publikalt Maple imple-
mentdcionk [4] az intervallumos befoglalas helyett csupdn a masodik deri-
valt tesztet alkalmazta, a szemidefinit esetekben pedig néhany fliggvény-
kiértékelés alapjan heurisztikusan dontott.

3.4.6. Teszteredmények a Maple implementéciéval

Egy sikeres példa

A moédszeriinket teszteltiik az eredeti kozleményben is szerepl6 Rosen-
brock fliggvényen. Ez egyike a standard globalis optimalizalasi tesztfelada-
toknak. A célfiiggvény a kovetkezd:

f(x) = 100(x} —x2)> + (1—x1)".

Ez a fiiggvény gy lett megkonstrudlva, hogy a keresési tér a szakért6 sza-
mara konnyen atlathato6 legyen [72], a nehézsége pedig kiilonosen a gradiens
és kisebb mértékben a kvazi-Newton médszerek esetén jelentkezett. A szint-
halmaz specidlis alakja miatt banan-fiiggvénynek is nevezik (Id. 3.2. abra).
Globalis optimuma f(x*) = 0, optimumbhelye az x* = (1,1).

A kovetkezd fliggvényhivassal indithatjuk a szimbolikus egyszerfisit6t:
> symbsimp([x2, x1], 100*%(x1°2-x2)"2+(1-x1)"2);
Az els6 1épésben az algoritmus kiszdmolja a parcialis derivéltakat:
dx (1) = —200x? + 200x,

dx (2) = 400(x? —x2)x1 — 2 + 2x;
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3.2. dbra. A Rosenbrock fiigguény szinthalmazdnak jellegzetes ,bandn” alakja a
globdlis minimum kozelében

Jelen esetben, vagyis a Maple implementédciéban a valtozoknak az els6 pa-
raméterben megadott sorrendje is szdmit, ezért listat, és nem halmazt kell
megadni. Tehat dx (1) a Rosenbrock fliggvény els6 valtozo, jelen esetben x;
szerinti parcidlis derivéltja.

Ezutan a parcidlis derivaltak szorzat alakja keriil kiszamitasra:

factor (dx (1)) = —200x} + 200x,,
factor (dx(2)) = 400x3 —400x;x; — 2 + 2x;.

Mivel a factor utasitds nem tudja szorzattd alakitani egyik parcialis deri-
valtat sem, visszakapjuk az eredeti kifejezést (eltekintve attél, hogy a Maple
automatikus egyszer{isitd mechanizmusa a zérdjeleket automatikusan kiszo-
rozza).

Az f részkifejezéseinek listdja az x;-re vonatkozo6 dsszetettség szempont-
jabol csokkend sorrendbe allitva a kovetkezo:

{100(x% —x2)?, (x] —x2)%, x} —x2, —x2,%2, (1 —x1)%,%x§,100,2, —1}.
1 1 1 1

Ez a lista f rekurziv felbontdsaval 4ll el6 és x, lehet6 legegyszertibb egytitt-
hatéit is tartalmazza, habar az utolsé helyeken all6 konstansokat sosem
vélasztja az algoritmus. Mivel dx(1) szorzattd alakitdsa nem volt sikeres,
megkeressiik a lista els6 elemét, amely x,-ben linedris, ez az x% —x2. A kiva-
lasztott kifejezés értékkészlete (—oo, +00), és x,-t fedi, igy az y; = x% —x-t
elfogadjuk.
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Ekkor az algoritmus 4ltal 4talakitott fiiggvény a g = 100y + (1 —x;)2.

Tekintstiik a parcidlis derivaltakat és ezek szorzat alakjat:
factor(dx(1)) =dx(1) =200y,

factor(dx(2)) =dx(2) = -2+ 2x;.

A g részkifejezései az x;-re vonatkozo Osszetettség szerint rangsorolva:
{(1 —X1 )2/ 1 — X1, X1,X1, 1001.:’%/2/ 11_]}

Ismét az elsd kifejezést keressiik, amely az aktudlis x; valtozéban linedris.
1 —x; ilyen, és a tobbi sziikséges feltételnek is megfelel az automatikus
teszt alapjan (értékkészlete (—oo, +-00) és fedi xj-et). Tehat a helyettesitésiink
Y2 =1-—xp.

Az automatikus egyszer(isits eljaras altal eldallitott alternativ célfiiggvény
tehat:

g = 100y} +y3.

A beépitett minimize eljarassal is konnyen kiszamithatjuk g extrémumat:
y1 =0,y = 0. Az eredeti f(x) célfliggvény minimuma megegyezik az atirt
g(y) minimumaval (0). Az eredeti célfiiggvény minimum helye pedig az
atiras inverze alapjan meghatarozhat6: x; =1,x; = 1.

Mivel minden végrehajtott helyettesités értékkészlete a valés szdmok
halmaza, a 3. tétel értelmében az eredeti célfliggvény minden minimumat
megtalaltuk. Tovabbd, mivel az egyszerfisitett alak értékkészlete az eredeti-
nek a részhalmaza ([0, +oo) C [0, +00)), minden, a transzformacié utan el6allé
minimum tényleges megoldésa az eredeti problémanak.

Egy sikertelen példa

Megprobéltuk Csendes és Rapcsak [20] komplexebb paraméter-becslési
feladatara is alkalmazni az eljarast. A célfiiggvény:

1/2

1 & 2
F (Raw/ Law, B/T) = H Z] ‘ZL(wi) - le_(wl)‘
1=
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Csalddottan vettiik tudomaésul, hogy a Maple nem tudta helyesen kezelni
F-et definidlatlan m paraméter mellett, ezért a tesztben konstans értékre
rogzitettiik (jelen esetben m = 3). Az eredeti modell fiiggvény:

Bn

Z{(w) = Raw + 25560~

. (Iaww N Blog(y’tcu)) .
w

Arra szdmithatunk, hogy az eljarés el6allit egy, a T-ra vonatkoz6 nemtrividlis
helyettesitést, amint azt a 3.3.1. alszakaszban részletesebben kifejtettem.

Val6ban, a T szerinti parcidlis derivalt szorzatta alakithato, és az 1/t szor-
z6tényezd t-ra vonatkozo6 hatarozatlan integrélja felismerten In(t). Azonban
a program nem kutatja az In(t)-t tartalmaz6 részkifejezéseket, mert 7 és In(7)
el6forduldsainak szamat kiilonb6zének szdmitja. Tehat ezattal a Maple elég-
telen helyettesitési képességei vezetik félre az algoritmusunkat. A program
csupan az y; = w atnevezést és azy, = —Rqy helyettesitést végzi el, az el6bbi
eredményeképp w1, wy, w3 helyére y;[1],y1(2],y1[3] keril.

Az eredeti publikdcioban szerepld példdkon elért eredmények

A 3.1. tdblazatban foglaltam Ossze az eredeti [20] publikdciéban emlitett
példédkra a megval6sitott automatikus egyszer{isité program [4] altal szolgél-
tatott eredményeket. A Cos jelti feladatra a vart helyettesitést allitotta el6 a
Maple program. A fent targyalt paraméter-becslési feladatra ParamEst1 né-
ven hivatkozok, g7 az ott eredményiil kapott, az eredetihez nagymértékben
hasonlit6 fliggvényt jeloli:

0,6830
g1 =0,5774 < Zy (yy[1]) +yp — 2220
y1(1]
0,4343y4In(1,7783ysy; 1)\ |
+1<ygy1[1]+ Ya In( y5y1[])>‘
Y1 (1]
0,6830y4
+|Z M +y————
Lyil2D) +y2 i
0,4343y4In(1,7783ys5y1 [2)) \ |*
+1<yay1[2]+ Ya I y5y1[]))‘
y1(2]
0,6830y4
+|ZLy18) Fyp —
L(y][ ]) Y2 91[3]
04343y, In(1,7783ysu: 31 [2)
7 n 4
1w SRR >‘> |
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3.1. tdblazat. A Maple implementdcionak az eredeti publikdcidban szerepld példdkon
elért eredményei

Azon. f fliggvény g fliggvény  Helyettesitések Fel. Ered.
Cos cos(e* +x7)+ cos(yq)+ Yy = e +x, A 1
+ cos(x2) +cos(y2) Y2 =x2
ParamEstl [1/3Y 7 ,1Zi(wi)+ g yr=w,y2=—Ragw, A 2a
-7 ( )‘ ]1/2 USZIaer4:B
Ys =1
ParamEst2 [1/3Y 3 ,|Zi(wi)+ 05774yl?  y1 =w,yz = —Raw, A 3ab
Z”( )|2]1/2 Y3 =Ilaw,ys =B,ys

ParamEst3 [1/3Y 7 ,1Zi(wi)+ 05774yt y1=w,yas=—Raw, A 3b
—Z{"(wy)]?1/? Y3 = law,ys =B, ys
Otis (IZL(s)+ (1= 2Z 1]+ y1 =s,y2=Ic(Ri+ B 3
—Zm(s)[?)1/? +1.y2/yal?)"/? R)C1Coy3 +
(Ic(Cr+C2) +
(Rc(Ry +R2) +
R1R2)C1Co)yd +
(Re(Cq +C2) +
RiCi +R2Co)yr +1,
Yq =
(R1 +R2)C1Cay? +
(C1+C2)ys

A 3.1-3.6. tdblazatokban szerepld ,Fel.” és ,Ered.” oszlopok koédjai a
teladatot, ill. az eredményt értékelik. A , Fel.” oszlop bettii az aktudlis problé-
mara vonatkoznak:

A: Egyszer(isit6 atalakitdsok adhatok a bemutatott elmélettel 6sszhang-
ban.

s e 2

B: Egyszerfisitd atalakitdsok létezhetnek a bemutatott elmélet kiterjeszté-
sével.

C: Hasznosnak t{ing 4talakitasok létezhetnek a bemutatott elmélet kiter-
jesztésével, de azok nem feltétleniil egyszertisitik a feladatot (pl. a
dimenziéjat novelik).

D: Nem szdmitottunk semmilyen hasznos atalakitasra.

Az eredményeket az ,Ered.” oszlopban értékeltem: a programunk

1: korrekt helyettesitést,
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2: semmilyen helyettesitést, avagy

3: inkorrekt helyettesitést eredményezett.

A 2”7 kédot haszndltam akkor is, ha csak egy konstans egytitthato6t sikertilt
eliminalni (mint a fenti példdban y, segitségével).

Roviden tehét, ,A 1”7 azt jelenti, hogy alkalmas helyettesités lehetséges
a célfiiggvényben, és az algoritmus meg is taldlja azt, mig , D 2” jelentése,
hogy legjobb tudomdésunk szerint nem mutathat6 alkalmas helyettesités, és
a program is erre a kovetkeztetésre jutott. A tobbi kod a sikertelen eseteket
jeloli.

A hibas megolddsok nagy részét két okra tudtuk visszavezetni, igy ezeket
is jeldltem a tdbldzokban az ,Ered.” oszlopban szerepl kisbettivel: a hiba
okat az

a: algebrai helyettesités, vagy

b: az értékkészlet-becslés hibaja okozta.

Az Otis modell soraban szerepl6 ,,1.” pedig egy lebeg6pontos szamot jeldl,
amelyet a Maple 1-hez nagyon kozelinek itélt.

A ParamEst] példa sikertelensége miatt megprobaltam a log-os kifejezést
kiemelni a modell fiiggvényben:

B . (Iaww N B(log(v) +log(t) + log(w))> ,

Z{(w) = Raw + zy060 ~ w

ezt a valtozatot ParamEst2-vel jeloltem. Ebben az alakban a program mar lis-
tdzza az In(7)-t tartalmazo kifejezéseket, viszont a heurisztikus értékkészlet-
becsl rutin miatt egy alkalmatlan helyettesitést fogad el:

0,6830y.,
=1Z (1) +yp — 2 4 1
Ys Lyl +y2 i 1(9391[]
| ¥a(0,2500 + 04343 In(1) +0,4343 In(y; 1)) ) ‘2
y1(1]
0,6830y4
Zi(yi2 _ oo 2
|z )ty = =B (w2
. ¥a(0,2500 + 04343 In(7) +0,4343 In(y; (2])) ) 2
y1[2]
0,6830y4
1 Z (B 4y, — 2 4 3
L(y13]) +y2 e 1(y3y1[]

2

. Ya(0,2500 +0,4343 In(t) +0,43431n(y;[3])) )
y1(3]
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Alaposabban megvizsgélva a program altal listdzott T-ra vonatkozo lehetsé-
ges helyettesitéseket, a legkedvez8bb opci6 a 0,4343 In(t), vagyis nem csak
az értékkészlet-becslés hibaja miatt nem kaptuk meg a kivant helyettesitést.

Végiil az eredeti paraméter becslési probléma egy harmadik varidciéjat is
megvizsgaltam (jelolése ParamEst3), itt a B-vel val6 szorzas zarojelét elére
felbontottam:

Bmt
Z{"(w) = Raw + 16w —1 (Iaww +

Blog(y)+ Blog(t) + Blog(w) )
w

Igy a helyettesités hibajat kikertiltiik, azonban a vart helyettesitést itt sem
sikeriilt a rendszerbdl kikényszeriteni. A tabldzatban ki nem fejtett bonyolult
helyettesités a kovetkezd:

0,6830y,4
=z M4y, — —2+1 1]
Ys ACHUIER) i) (9391
| 0,2500y4 +0,4343y4 In(1) + 04343y In(y; m)) 2
yi[1]
0,6830y34
+1|Z 2)+y— — +1 2]
tyil2) +vy2 G (yam
N 0,2500y, + 0,4343y,4 In(7) + 0,4343y, In(y; [2]) ) ‘2
y112]
0,6830y4
+\|Z A +y— — +1 (3]
Lyi18) +v2 e (y3y1
N 0,2500y4 + 0,4343y,4 In(T) 40,4343y, In(y;[3]) ) ‘2
y1[3] '

Ez az el6z6 ys-t6l csak a szdmlalo zarodjelezésében kiilonbozik. A lehetséges
helyettesitések listdja végre tartalmazza a 0,4343y4In(t)-t (és y4 = B egy
korébbi dtnevezésbdl), a ParamEst2-nél leirt okokbol azonban ez nem kertil
kivalasztésra.

Az utols6 probléma, amit az eredeti cikkbdl kdlcsonoztiink, az Otis modell
atalakitdsa. Itt a célftiggvény a

Ds3+Cs2+Bs+1
Zm(s) = GsZ+Fs ’
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ahol s =jw és

B =Rc(Ci 4+ C2) +R1Cy +RpCy,
C=1Ic(Cy+Cy)+ [Rc(Ry+Ry) +RiRC1Cy,
D =Ic(R1 +R2)CiCy,

F=Ci+Cy,

G = (R; +R2)CCo.

A modell eredeti paraméterei a megjelenés sorrendjében az R¢, Cq, C2, Ry,
Ry, és Ic. A felirasbol mar lathaté az egyszerfisitési lehet6ség: az utolsé ot
egyenlet alapjan definidlhat6 B, C, D, F, és G valtoz6. Mi tobb, ez az atirds
egyuttal a modell dimenzidjanak csokkentésével is jar. Figyeljiik meg, hogy
egyesével egyik 14j valtoz6 sem teljesiti az ,alkalmas helyettesités” kove-
telményeit, hiszen tobb 1j véltozo6 egyiitt fedi az egyes eredeti véltozokat.
Amint Csendes és Rapcsak [20] is leirtdk, ez a fajta helyettesités talmutat
a megadott elméleten. A hasonl6 helyettesitések leirdsara 1ij elméleti ered-
ményt publikdltunk [3], amelyet részletesebben a 3.5. szakaszban mutatok

be.

Globdlis optimalizdldsi tesztfeladatokon elért eredmények

A 3.2. tdblazat tartalmazza a standard globalis optimaliz&lési tesztfeladat-
okon elért eredmények Osszefoglaldsat. Amint a 3.4.6. alszakaszban lattuk,
a Rosenbrock fliggvény konnyen egyszer{ibb alakra hozhat6. Ez nem igazan
meglepd, hiszen a feladat gy lett megkonstrudlva, hogy a keresési tér a
szakértd szamdra konnyen atlathat6 legyen. Az RCOS fiiggvény egysze-
riisitése viszont mindenképp meglepetés. Mindent 6sszevetve a standard
globalis optimalizalasi feladatokon elért eredményt sikerként konyvelhetjiik
el, hiszen az 4ltalunk egyszerfsithetének gondolt feladatokat felismerte az
eljaras, a bonyolultabbakat pedig nem atalakithatoként azonositotta.

Kovetkez6 lépésként tovabbi gyakran alkalmazott globalis optimalizaldsi
teszt feladatokat vizsgaltunk, az ezekre vonatkozé eredményeket a 3.3. tabla-
zat tartalmazza. Ebbdl a teszthalmazbol csak a Schwefel-227-t sikertilt atirni,
a tobbit nem egyszer{isithet6ként ismerte fel a program.

Végiil, a bemutatott automatikus egyszer{isitd képességeit és korlatait job-
ban behatdrolandé, a 3.4. tablazatban szerepl6 sajat tesztfiiggvényeimet vizs-
galtuk. A felmeriil6 hibakat részletesebben koriilirom a 3.4.8. alszakaszban.
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3.2. tablazat. A Maple implementdcié standard globdlis optimalizdldsi tesztfeladat-
okon elért eredményei

Azon. g fliggvény Helyettesitések Fel. Ered.
Rosenbrock 100y3+(1—y1)? yr=x1,y2 = A 1
U% —X2
Shekel-5 memoria hiba semmi D 2
Hartman-3 semmi semmi D 2
Hartman-6 semmi semmi D 2
Goldstein-Prize semmi semmi D 2
RCOS Y3 +10(1— Y1 =x1,Y2 = A1
1/8/m) xcos(y1)+ (5/m)yr —
10 1,2750y3 /7 +
X2 —6
Six-Hump-Camel-Back semmi semmi D 2

Tapasztalatom szerint a felmeriilé hibdk nagy része egy kedvez&bb program-
kornyezetben megval6dsitva kikiiszobolhets, az egyszertisithetd problémak

pany

kore pedig az elmélet tovabbfejlesztésével lenne bdvithetd.

3.4.7. Az egyszeriisit6 moédszer Mathematica megvaldsitasa

A 3.4.2. szakaszban bemutatott Maple implementaci6 sordn felmertilt —
a programkornyezetb6l ad6dé — hidnyossagok kikiiszobolésére az eljarast
megvalositottam Mathematicdban is [3]. A korabbival dsszehasonlitva a
Mathematicanak tobb elénye is van. El8szor is, a mi célunkhoz sziikséges
helyettesitések sokkal jobban miikddnek, mivel a Mathematica programozasi
nyelve term-atirdson alapszik [57]. Pontosabban, a Mathematica helyette-
sit6 rutinja reguldris kifejezésekkel megadott term-atirdsi szabalyokkal ve-
zérelhetd, rdadasul ezek a felhaszndl6 altal definialt szabdlyok magasabb
precedenciat élveznek a rendszerbe épitettekkel szemben [31]. Az 4ltalam irt
specialis helyettesit6 rutin mintegy dtven programsorbdl &ll, ami a Mathe-
matica elegdns, kifejez6 nyelvét ismer6k szamdara onmagdaban is arulkodik
Osszetettségérdl. Tucatnyi (késleltetett) szabélyt vezettem be, melyeket négy
kiilonb6z8 médon értékelek ki, bevonva a képlet Mathematica altal kifejtett,
egyszertisitett, és faktorizalt alakjait is. Valoszintileg ez a rutin a program
legfontosabb része, hiszen tobb fazisban is meghivédik, igy kis javitdsokkal
alapvet6en megvéltoztathat6 az egyszer(sitési folyamat eredménye.
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3.3. tablazat. A Maple implementicio tovidbbi gyakran haszndlt globdlis optimalizd-
ldsi tesztfeladatokon elért eredményei

Azon. g fliggvény Helyettesitések Fel. Ered.
Levy-1 semmi semmi D 2
Levy-2 semmi semmi D 2
Levy-3 semmi semmi D 2
Booth semmi semmi C 2
Beale semmi semmi C 2
Powell (y1 +10y2)% + Yy =x1,Yyz2 = D 2

5(y3 +ya)? +(y2— x2,Y3 =x3,Ya =

2y3)* +10(yr + —X4

ya)?
Matyas semmi semmi D 2
Schwefel (n = 2) semmi semmi C
Schwefel-227 y3 +0,25y; Y1 =x1,Yyz2 =

y% + X% — 2y

Schwefel-31 (n =5) semmi semmi D 2
Schwefel-32 (n = 2) semmi semmi A 2
Rastrigin (n = 2) semmi semmi C 2
Ratz-4 semmi semmi C 2
Easom semmi semmi D 2
Griewank-5 semmi semmi D 2

A Mathematicaban taldlhat6 intervallum aritmetika is megbizhat6bb: ez
a helyettesitésre széba jovo kifejezések gyors és megbizhat6 értékkészlet-
becsléséhez kiilonosen fontos. Az értékkészlet behataroldsara szolgal6 naiv
intervallumos befoglalast a beépitett intervallum aritmetikdval valésitottam
meg, a 3.4.5. alszakaszban emlitett problémaék itt nem jelentkeztek.

Tovabba, az Gj program tdmogatja az dsszes lehetséges helyettesités fel-
soroldsat, majd ezek koziil a legkedvezbb kivalasztasat a 3.1. algoritmus
4-5. 1épésében, futasi id6 tekintetében mégis felveszi a versenyt az egy-
szer{ibb Maple véltozattal, amely moh6 médon az els6 megtalalt alkalmas
helyettesitést szolgéltatta. Koszonhet6 ez a mindkét szamitégépes algebra
rendszer altal kinalt, de a Mathematicdban alapvetSbb [88, 40] funkcionéa-
lis programozasi paradigma alkalmazasanak, és a Mathematica rendszer
tovabbi kedvezd tulajdonsdgainak, mint a lista miiveletek automatikus pér-
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3.4. tdblazat. A sajdt tesztfiigguényeken elért eredmények a Maple implementdciéval

Azon. ffliggvény g fliggvény Helyettesitések Fel. Ered.

Cosl 100 cos(x1 +x2) 100 cos(y1) Y1 =x1 +x2 A 1

Sinl sin(2x7 +x3) sin(y1) Y1 =2x1 +x2 A

Sin2 2x3 -sin(2x1 +x2) 2y, y1 = A 3

x3 -sin(2xq +x2)

Absl  [x1/x2] yl| Y1 =x1/%2 B 1

Expl eX1tx2 ey! Y1 =x1 +x2 A 1

Exp2  2eM1tx2 2y, yy = et A 3b

Sql x%x% semmi semmi D 2

Sq2 (x1x2 +x3)? y3 Y1 =x1x2 +x3 A 1

SqSinl (x1 +X2)4+ y‘f +26sin(y1) y1 =x1+x2 A 1
+26sin(x7 +x2)

SqCosl  (x1x2 + x3)%+ y% —cos(y1) Y1 = X1X2, A 1,3
—cos(x1x2) Y3 =y1+x3

SqExpl (x1+ x2)% 4 eX1tx2 y% + eY1 Y1 =x1 +x2 A

SqExp2  (xq + %)%+ +2elex1tx2 y% +2eley Yy =x1+x2 A 1

SqExp3  (x1 +x2)2+ +2e't17%2  gemmi semmi A 2a

huzamositdsa. Ugyanakkor az 0sszes lehetséges helyettesitésen értelmezett
keresési térre vonatkozo6 korldtozas és szétvalasztds jellegii stratégia megal-
kotésa gyorsitana az eljardson, ez egy eddig kiaknazatlan tovabbfejlesztési
lehet6ség.

Hadd emlitsem meg, hogy a Mathematica minden tj verziéval egyre tobb
professziondlis eszkozt kindl a hatékony programiras lehet6ségének biztosi-
tasara. Példaul 2010 6ta lehet6vé teszi a grafikus feldolgozo egység (graphics
processing unit, GPU) parhuzamos szdmitasi kapacitdsdnak kiakndzasat is a
CUDA vagy OpenCL technolégia segitségével [90].

3.4.8. Eldrelépés a Maple véltozathoz képest

A Mathematica implementéci6 hatékonysdgat el6szor is a sajat teszthal-
mazomon, abbdl is a Maple verzi6é szamara problémas eseteken vizsgédltam.
A 3.4. tablazatban szerepld tesztesetekre a Mathematicdban elért eredményt
a 3.5. tdblazat tartalmazza. Az utébbiban nem szerepld esetekben a két imp-
lementaci6é kimenete identikus volt.
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3.5. tablazat. A problémds sajdt tesztfiigguényeken elért eredmények a Mathematica
implementdciéval

Azon. ffliggvény g fliggvény Helyettesitések Fel. Ered.
Sin2 2x3 -sin(2x7 +x2) 2x3 sin(y1) y; =2x1 +x2 A 1
Exp1 eX1tx2 ey Y1 =x71 +%x2 A 1
Exp2 2ex1x2 2eY! Yy =x1 +x2 A 1
Sql x3x3 semmi semmi D 2
Sq2 (x1x2 +x3)? y% Y1 =X1X2 +X3 A 1
SqCosl (x1x2 +x3)% —cos(x1x2) Y3 —cos(x1x2) Y1 =x1x2 +X3 A 1
SqExp2 (x1 +x2)% +2elex1tx2 Y3 +2e! Y1 =x1 +x2 A 1
SqExp3  (x1 +x2)? +2e!txi+x2 y2 +2e!+u Yy =x1+x2 A 1

Megjegyezziik, hogy Csendes and Rapcsdk [20] jelolésétd]l némileg elté-
riink a kovetkezd tablazatokban. Az érdekesebb helyettesitések kiemelése
érdekében az egyszerii dtnevezéseket (y; := xj) nem tiintetjiik fel.

Megismétlem, hogy a Maple intervallum aritmetikéja kapcsan jelentkezé
anomalidk miatt az eredeti implementaciéban heurisztikat alkalmaztunk az
értékkészlet-becslésre. A felmeriild hibdk masik nagy csoportjat a gyenge
helyettesit6 rutin okozta.

A kovetkezbkben részletesen kifejtem az eredményekben jelentkezd kii-
16nbségeket. A Sin2 problémdra az Gj implementécié alkalmas helyettesitést
talalt, mig a régi egy Osszetettebb, de nem monoton helyettesitést szolgalta-
tott.

Exp2-ben X172 értékkészlete nem a valds szdmok halmaza, de a Maple-
ben hasznélt heurisztikus értékkészlet-becslés alkalmas helyettesitésként
ismerte fel. A Mathematicaban késziilt értékkészlet-becsl rutin jobban telje-
sitett ebben az esetben.

Sq1 esetén a Maple nem ismerte fel x3x3-ben x;x,-t, habar Sg2-nél xx; + x3-
at megtalélta a négyzetes alakban. Mivel az utébbi a legmagasabb szinten
szorzat helyett 0sszeadds tipust, a reprezentacidja kiillonb6z6. Mathema-
ticaban hasonl6 az eset, de az egyedi helyettesitési szabalyokbol épitkezd
specidlis helyettesit6 rutinom jol vizsgazott erre a feladatra. Mdsrészrol x;x;
nem monoton sem xi, sem x; fliggvényeként a teljes keresési tartomany-
ban (amit R-nek feltételeziink), ezért nem lesz alkalmas helyettesitésként
megjelolve.

Hasonloképp az SqCos1 tesztfeladatra az 1j, Mathematica-alapt eljaras
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helyesen megallapitotta, hogy y; = x;x, nem monoton, ezért eltavolitotta a
lehetséges helyettesitések list4jabol.

SqExp2-3 esetén ugyancsak a Maple mintaillesztés terén jelentkez6 gyen-
gesége figyelhetd meg, mivel x; + x,-et felismerte e' e¥17*2-ben, e!**1**2-ben
azonban nem. A Mathematica implementaciéban nem jelentkezett ez a prob-
léma.

3.4.9. Globalis optimalizélasi tesztfeladatokon elért eredmények

A Mathematica implementéci6 vizsgédlata sordn a standard és egyéb gyak-
ran hasznalt globalis optimalizalasi tesztfeladatokat tartalmazé teszthalmazt
némileg bovitettiik a kordbbi publikdcidhoz képest [4, 3]. Az eredményeket
a 3.6. tdblazatban foglaltam Ossze, a problémak nevét a szokdsos médon
roviditettem.

A legtobb esetben az 1Gj eredmény megegyezik a kordbbi megvaldsitasa-
val. A két eltérést a Schwefel-227 (Sch227) és a Schwefel-32 (Sch32) fliggvény
kétdimenzids alakjanal tapasztaltuk. A Schwefel-227 feladatra a Maple valto-
zat az y; = x} +x3 — 2x; helyettesitést adta. Ez a kifejezés fedi x,-t, de nem
monoton egyik véltozéjaban sem, ezért a Mathematica valtozat nem javasol-
ta helyettesitésre. A Rosenbrock feladattal rokon kétdimenzids Schwefel-32
esetén a Mathematica talalt alkalmas helyettesitést, mig a Maple nem.

Ezuttal az 4talakitds futdsi idejét is mértem, ezt a 3.6. tdbldzat utolsé
oszlopdban tiintettem fel. Minden atirast a Mathematica 9.0-es verzidjaval
készitettem, a futéasi id6t fél 6raban maximaltam. Azokban az esetekben,
amikor a teljes egyszerfisités nem zajlott le 1800 masodpercen beliil, a ,Meg-
allitva.” szoveget irtam az ,,Uj véltozok” és , Helyettesitések” oszlopba, és
,1800 <” kertilt a ,Futési id6” oszlopba. A numerikus teszteket egy Intel
i5-3470 processzorral, 8 GB RAM-mal, és 64-bites operdcids rendszerrel fel-
szerelt szamitogépen futtattam.

A teljesitmény profil értékelése alapjan kijelenthetem, hogy a futasi id6
nagy részét — nem meglep6 moédon — a szimbolikus képlet-dtalakitasok és a
kiterjesztett helyettesit6 rutin igényelte. Mig a 3.5. tdbldzat atalakitdsainak
mindegyike kevesebb, mint 0,2 masodperc alatt lezajlott, a standard teszt-
feladatok futasi ideje sokkal nagyobb szérdst mutatott. A 45-b&l 24 teszteset
kevesebb, mint egy mdasodperc alatt futott. Tovabbi 10 esetben kevesebb,
mint egy perc elegendének bizonyult. Viszont 7 esetben tobb, mint fél 6rat
igényelt volna az automatikus egyszer{isito.
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3.4. Sz

3.6. tdblazat. A standard optimalizdldsi tesztfiigguényekre vonatkozo eredmények

> 008 | T Vv RAY[[RSON BAYESON 6 N
> 008 AR RAY[RSON BAYRSON L4
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TTUS
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9620'T T a TS x=f aI'1
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Mindosszesen 45 jol ismert globalis optimalizalési tesztfeladatot vizsgél-
tam, és ezek koziil 8 esetben a Mathematica programom talalt ekvivalens
atirast. Mas szavakkal, a médszeriink a teszthalmaz 18%-éra ajanlott vala-
miféle egyszer(sitést. Tekintve, hogy ezekre a feladatokra nincs mas ismert
modszer, amely ilyen jellegii automatikus egyszerfisitéseket allitana el, az
eredmény figyelemre mélto. A 4. fejezetben megvizsgdlom, vajon a produkalt
atirdsok milyen hatast gyakorolnak egy klasszikus numerikus multi-start
megoldo teljesitményére.

3.4.10. Webes demonstracio

Készitettem egy webes alkalmazdst is a bemutatott algoritmus képessége-
inek demonstraldsdra, ez a Mathematica programkoéddal egyiitt a kovetkezé
linken érhet6 el:

http://www.inf.u-szeged.hu/“csendes/symbsimp/

Az alkalmazas a MathDox formula editor [59] felhasznédlasaval WYSIWYG
feliiletet kinal a gyakori matematikai konstrukciok begépeléséhez. A (3.1) for-
matumd feladat célfiiggvényét begépelve némi varakozds utan a weboldalon
megjelenik az automatikus egyszertisit altal ajanlott atirds.

A feliiletr6l kinyert OpenMath [67] formdtumu képlet Content MathML-
re [14] konvertalva keriil kiértékelésre, a képletek izléses megjelenitésérdl a
MathJax [60] gondoskodik.

3.5. Elméleti eredmények

Csendes és Rapcsak [20, 71] elméleti eredményeit két irdnyban 4ltaldnosi-
tottam. Egyrészt a 37. oldalon bemutatott Otis modell ihletésére az alkalmas
pdrhuzamos helyettesitéseket kivdntam leirni, mésrészt a feladathoz tartozé
feltételeket kivantam kezelni.

Tekintsiink egy egyszer(ibb példat a parhuzamos helyettesitésekre. A
kovetkezd célfiiggvényt minimalizaljuk, feltételek nélkiil:

f(x1,%2,%3) = (x1 +x2 +%3)% + (x1 — 2x2 — 3x3)*.

Minimalizédlhatjuk a g(y1,yz2) = y? +y3 fliggvényt is, ami kétvaltozos, az ere-
deti haromvaéltozéssal szemben. Sem y; = x7 +x2 + X3, sem ys = x; — 2x, — 3x3
nem alkalmas helyettesités a korabbi értelmezés szerint, mivel bar sima és
monoton fliggvények minden véltozdjukban, egyik véltoz6t sem fedi sem yy,
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sem y;. Ugyanakkor y; az y,-vel kozosen fedi mindhdrom véltozot, vagyis a
két részkifejezés eqyiitt x1,x,, és x3 minden el6fordulaséat jellemzi. Tovabba
H = {x1 +x2 + %3, x1 — 2x2 — 3x3} a helyettesitések egy helyes halmaza, a két
helyettesités egyszerre is végrehajthato, rdaddsul dimenzidcsokkentést ered-
ményez a fent emlitett problémadn. Ilyen jellegti pArhuzamos helyettesitések
leirdsat célozza az elmélet 4ltaldnositasa.

Az eredeti, 4tirds el6tti nemlinedris optimalizalasi feladat most feltételeket
is tartalmazhat:

min f(x)
xeR™

cilx) =0 (3.3)
cj(x) <0,

ahol f(x), ci(x), ¢j(x) : R™ — IR sima, val¢s, képlettel adott fiiggvények, tovab-
bai=1,...,p1ésj=p1+1,...,p2 egészértékili indexek.
Az atalakitott feltételes optimalizalési feladat a

min  ¢g(y)

yeR™

dify) =0 (3:4)
dj(y) <0O.

Itt g(y) : R™ — R az f(x) atirt formdja, di(y),d;j(y) : R™ — R ismét sima,
valos fliggvények, méghozza a ci(x), cj(x) feltételek atirdsai, i=1,...,p7 és
j = P1 +1,...,p2.

Jelolje X az f(x) célfiiggvényben és cy(x), k =1,...,p, feltételekben el6for-
dulé valtozokat jelolé szimbolumok halmazat. Y az 4tirds utdn kapott g(y)
és di(y), k=1,...,p; figgvényekben szerepld valtozok szimbélumainak a
halmaza. Mivel a dimenziészam novelését most nem engedjiik meg a transz-
formadcios lépésben, m < n és |Y| < [X|. Az egyszer(isits eljards futdsdnak
kezdetén Y := X.

Legyen C az eredeti korlatok baloldalain 4ll6 kifejezések halmaza:

C={cx):R*" >R, k=1,...,p

Az Fjelolje azt a halmazt, ami f(x) és ci(x) € C fiiggvények Osszes részkifeje-
zéseit (vagyis az eredeti kifejezések részeként el6fordulé minden, szintakti-
kailag helyes kifejezést) tartalmazza.

Az algoritmusunk dont6 része a transzformicios, avagy dtirdsi lépés. Ha
egy H C F kifejezés-halmaz fedi a V C X valtozé-halmazt (tehdtav € V
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véaltozok egyike sem fordul el H kifejezésein kiviil az f(x), vagy cix(x) € C
képletében), tovabba [H| < |V|, akkor alkalmazzunk minden H-hoz kapcso-
16d6 helyettesitést f(x)-re és C-re a kovetkez6képpen. Helyettesitsiink egy
4j y; valtozot minden hi(x) € H helyébe az f(x) képletében, és hasonloképp
minden cy(x) € C képletében. Tovédbba4 frissitsiik a valtozok halmazat az atirt
probléméban: Y := (YUy;) \ V.

A fenti mozzanatra (a H-hoz kapcsol6do) transzformacios 1épésként fo-
gunk hivatkozni. Abban a specidlis esetben, ha [H| =[V|=1ésp; =p, =0,
visszakapjuk Csendes és Rapcsak [20] algoritmusat a feltétel nélkiili esetre.

Azy :=H(x)jeloléstazy; := hi(x), i =1,...,|H| roviditéseként haszndljuk.
A kovetkez6 allitas az 1. allitds [20] természetes altalanositasaként adodik.

3. ALLITAS Ha az x; véltoz6 a sima f(x) és cx(x), k =1,...,p; fliggvényekben
mindenhol a h(x) kifejezés részeként fordul el6, akkor ezen fiiggvények x;
szerinti parcidlis derivéltjai felirhat6k a (9h(x)/0x;) p(x) forméban, ahol p(x)
folytonosan differencialhaté.

Emlékeztetdiil, helyettesitéseknek egy jolrendezett H halmazat helyesnek
neveztiik, ha minden h;(x) € H helyettesités egyszerre, pAirhuzamosan vég-
rehajthato. A jélrendezettség csupdn a valtozok egyértelmii indexeléséhez
sziikséges.

4. TETEL Amennyiben teljesiil, hogy H helyettesitéseknek egy helyes halma-
za, és minden h;(x) € H olyan sima valo6s fiiggvény, amely szigortian mono-
ton minden v € V C X véltozo6 fliggvényében, tovabba H elemszama nem
tobb V elemszdmadnal, és h;(x) értelmezési tartomanya minden h;(x) € H-ra
egyenld R-rel, akkor a H-hoz kapcsol6dé transzformdcids 1épés oly médon
egyszer(siti az eredeti problémat, hogy az eredeti feladat minden x* helyi
minimum (maximum) helye az 4talakitott probléma egy y* helyi minimum
(maximum) helyévé transzformalédik.

Bizonyitds. Tekintsiik a két probléma lehetséges megoldasainak halmazat. A
helyettesitések egyenletei biztositjak, hogy ha egy x pont a (3.3) probléma
lehetséges megoldasa, akkor az atalakitds utan x-bdl az 1j, egyszer(sitett
(3.4) problémanak egy lehetséges megoldasat kapjuk. Hasonlé megallapitas
tehet6 az infizibilis pontokra is.

Jelolje most x* az f(x) egy helyi minimum pontjat, és legyen y* := H(x"),
tehat y* az x* atirt alakja a H-hoz kapcsolodo helyettesitések elvégzése utan.
Mivel minden h;(x) € H folytonos és szigortian monoton legaldbb egy vélto-
z6ban, igy minden pont az x*-nak az N(x*, 5)-val jelolt 5-széles kornyezetébdl
az y*-nak egy N(y*, €)-nal jelolt e-széles kdrnyezetébe lesz transzformadlva, és
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Vx ¢ N(x*,8) : H(x) & N(y*, ). Az f(x) és g(y) célfiiggvényeknek, valamint
az eredeti és atirt feltételi fliggvényeknek a helyettesitési értéke megegyezik
az atiras el6tt és utan. Ez a tény biztositja, hogy minden x* helyi minimum
pont a g(y) egy y* helyi minimum pontjaba transzformal6dik. Hasonlé gon-
dolatmenet alkalmazhat6 a helyi maximum pontokra is.

Tovabba, mivel [H| < |V], a transzformécios 1épés konstrukcidja biztositja
azt, hogy minden iterdciéban legaldbb annyi x; valtozoét vesziink ki az op-
timalizalasi modellb6l, amennyi 4j véaltoz6t bevezetiink az 6sszes, H-hoz
kapcsol6do helyettesités alkalmazésa esetén. O

A 4. tétel olyan, egyszertisitést eredményez6 atalakitdsokra fogalmaz meg
elégséges feltételeket, amelyek az eredeti probléma minden helyi minimum
(maximum) helyét megorzik, és az atirt alak helyi minimum (maximum)
pontjaiba transzformaljdk. Ezzel szemben a kovetkez tétel a szélséértékek
kolcsonosen egyértelmii leképezését biztosité helyettesitésekre fogalmaz

meg elégséges feltételeket:

5. TETEL Amennyiben teljesiil, hogy H helyettesitéseknek egy helyes hal-
maza, és minden h;i(x) € H olyan sima valés fiiggvény, amely szigortan
monoton minden v € V C X véltoz6 fliggvényében, tovdbba H elemszdma
nem tobb V elemszamanal, és h;(x) értelmezési tartomdanya és értékkészlete
minden h;(x) € H-ra egyenl6 R-rel, akkor a H-hoz kapcsolédé transzforma-
cios 1épés oly modon egyszertisiti az eredeti problémat, hogy az atalakitott
probléma minden y* helyi minimum (maximum) helye el64ll az eredeti
probléma egy x* helyi minimum (maximum) helyének atirdsaval.

Bizonyitds. Mivel a helyettesitések egyenletei megérzik a feltételi fiiggvé-
nyek helyettesitési értékét, az talakitott (3.4) feladat barmely y lehetséges
megoldésa el6dll az eredeti (3.3) feladat egy lehetséges megolddsanak az
atirdsaval. Ezt igy jeloljiik: 3x : y = H(x). Hasonlé megallapitast tehetiink az
infizibilis pontokra is.

Jelolje az atalakitott (3.4) feladat egy helyi minimum helyét y*. Mivel
minden H-ban 1év$ helyettesités fliggvénye folytonos és értékkészlete R,
(3.4) barmely y* helyi minimum helye sziikségképpen el64ll egy helyette-
sités folytan. Legyen most x* a visszaalakitott pont, vagyis a helyettesitést
leir¢ fliggvényben y* 8se: y* = H(x*). Tekintsiik N(y*, §)-t, ahol minden y
tizibilis pont helyettesitési értéke nagyobb, vagy egyenls, mint y* helyette-
sitési értéke: g(y) > g(y*). Tekintsiik tovabba (3.3) egy x-el jelolt lehetséges
megoldasat, amelyre H(x) =y € N(y*,5). Ezen x-ek szdma végtelen lehet,
ha az 4tirds csokkenti a feladat dimenzi¢jat. Barhogyan is, létezik x*-nak egy
megfeleld N(x*,5’) kornyezete, ahol az f(x) > f(x*) relaci6 fennall minden
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x € N(x*,8') lehetséges megoldadsra. Masként fogalmazva, x* (3.3) egy helyi
minimum pontja.
Hasonl6 gondolatmenet alkalmazhat6 a helyi maximum pontokra is. [J
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AZ AUTOMATIKUS ATIRAS NUMERIKUS
SOLVERRE GYAKOROLT HATASA

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy a 3. fejezetben bemutatott au-
tomatikus szimbolikus egyszerfisit6 altal produkalt atirdsok milyen hatast
gyakorolnak egy numerikus globdlis optimalizal6 eljarasra. Név szerint a
GLOBAL-t [19] vizsgaltam. Ez egy sztochasztikus multi-start megold6, amely
a 2.3.3. alszakaszban mér részletesebben bemutatasra keriilt.

A numerikus tesztelés soran dsszehasonlitottam a globaélis optimalizalé
eredményeit az eredeti és az atalakitott probléma-alakra a 3.5. és 3.6. tdblaza-
tokban szerepld atirdsok esetében. Az elért globdlis optimum értékét, a futasi
id6t, és a fliggvény-kiértékelések szamat vizsgaltam, ezeket rendre a 4.1-4.3.
tablazatok osszegzik. A jobb eredményt minden sorban félkovér szedéssel
jeloltem.

A teszteket a GLOBAL [19] nevii altaldnos multi-start megoldé MATLAB
implementdacidjdval készitettem, a BFGS kvazi-Newton tipusu helyi keres6
modszer alkalmazasaval. Minden tesztesetre 100 fiiggetlen futtatdst csinal-
tam a 3.4.9. alszakasz idéméréseihez is hasznalt szamitégépen. Az Intel
15-3470 processzorral, 8 GB RAM-mal, és 64-bites operécids rendszerrel fel-
szerelt szdmitégépen 64 bites MATLAB R2011b 4llt rendelkezésre. A GLOBAL
az alapértelmezett paraméterekkel futott.

A megold6é minden valtozoéra igényelte egy kezdeti keresési interval-
lum megaddsat, ezért a 3.5. tdblazatban szerepld sajat tesztfeladatokban
minden valtozoéra a [—100, 100] intervallumot allitottam be, mig a standard
probléméknal a szokdsos befoglal6 intervallumokat hasznédltam (1d. példaul
[68] A. fliggelékét). Az atalakitott feladatoknal a befoglal6 intervallumot is
transzformdltam az atirdsnak megfelelGen.

A 4.1. tablazat a GLOBAL éltal elért optimum értékeit tartalmazza az
imént emlitett paraméterezés mellett. Fbest a 100 futtatds sordn talalt legked-
vez8bb optimum értéket, Fmean az atlagos optimum értéket, Foar pedig az
elért optimumok szordsat mutatja. A valés globalis optimumot 15-b6l 8 teszt-
esetben minden fiiggetlen futas esetén megtaldlta az eljaras. A Rosenbrock
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4.1. tdblazat. A GLOBAL dltal taldlt optimdlis fiigguényértékek

Azon. Eredeti feladat Atalakitott feladat
Fbest Fmean Fvar Fbest Fmean  Fvar

Expl 0,0000 0,0000 0,0000  0,0000 0,0000  0,0000
Exp2 0,0000  0,0000 0,0000  0,0000  0,0000 0,0000
Sq2 0,0000  0,0000 0,0000  0,0000  0,0000 0,0000
SqCosl —1,0000 —0,7671 0,1899 —1,0000 —0,9922 0,0700
SqExp2  3,0000  3,0000 0,0000  3,0000  3,0000 0,0000
SqExp3  3,0000  3,0000 0,0000  3,0000  3,0000 0,0000
CosExp —2,0000 —1,6166 04397 —2,0000 —1,58% 0,2781
BR 0,3979  0,3979 0,0000 0,3979  0,3979 0,0000
L8 0,0000 2,1386 56861 0,0000 2,2651 6,8558
L9 0,0000 2,4410 8,7591 00,0000 2,3897 10,1134
RB 0,0000 19,7318 1094,1167  0,0000  0,0000 0,0000
RB5 0,0000 1,8510 3,8703 0,0000 1,8400 3,8677
R5 0,0000  1,9017 26,3097 0,0000  0,0000 0,0000
R6 0,0000  0,0000 0,0000  0,0000  0,0000 0,0000
Sch3.2 0,0000  0,0000 0,0000  0,0000  0,0000 0,0000

(RB) és Ratz-5 (R5) feladatokndl csak az atirds segitségével sikeriilt mind a
100 esetben elérni a minimumot. A 15-b&l 6sszesen 5 esetben az adtalakitott
alakot konnyebben oldotta meg a GLOBAL, 8 esetben egyforma nehézségti
volt a kétféle alak minimalizaldsa, azonban 2 esetben az eredeti alak némileg
kedvez6bbnek bizonyult.

Erdemes 6sszehasonlitani a megoldé éltal egy futéds soran igényelt fiigg-
vény-kiértékelések szamat is, amint azt a 4.2. tdblazatban megtalaljuk. A
NumEvalmean oszlop a fliggvény-kiértékelések szamanak atlagat tartalmaz-
za, a NumEvalvar oszlop pedig ugyanezen mutaté szoérasat. Az atalakitott
alak 15-b&l 12 esetben kevesebb fiiggvény-kiértékelést igényelt, és néhany
esetben az eredeti alakot jelentsen feliillmulta. Példaul a Rosenbrock feladat
optimumanak megtaldlasdhoz a GLOBAL-nak csupdn az eredetileg sziiksé-
ges kiértékelések 17%-ara volt sziiksége. A Branin (BR) esetében ugyanez
az arany 80%, az Sq2 feladatnél pedig csupan 11%. Ugy tiinik, a Levy-8 (L8)
és Ratz-6 (R6) feladatok eredeti felirdsa valamivel kedvez&bb volt a fiigg-
vény kiértékelések szdma tekintetében. A Levy-8-nal az optimum megtaléldsa
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4.2. tdblazat. A GLOBAL fiigguény-kiértékeléseinek a szdma

Azon. Eredeti feladat Atalakitott feladat
NumEvalmean NumkEvalvar NumEvalmean NumEvalvar
Expl 87 2280 51 188
Exp2 102 2489 55 327
Sq2 478 57927 52 38
SqCosl 1467 463242 1131 279915
SqExp2 155 4903 61 142
SqExp3 151 5282 61 142
CosExp 1110 1805,418 631 154 691
BR 136 1504 115 769
L8 785 266138 797 242593
L9 2606 1838627 2371 1343151
RB 749 71762 127 976
RB5 3162 693 878 2634 709 652
R5 1908 1644 365 2957 581 382
R6 6001 223269 6 069 269551
Sch3.2 119 1290 59 121

tekintetében is az eredeti alak gy6zott, ugyanakkor a nagyobb Levy-9 (L9)
feladatnal mar az 4talakitott forma mutatta magat kedvezébbnek. A Ratz-5
(R5) eredeti alakja kevesebb fliggvény-kiértékelést igényelt, azonban nem
tette lehet6vé, hogy a megoldé minden futas alkalmédval megtalélja a globalis
optimumot. Az atirt alak igen.

Az dsszes tesztfeladat atlagaban a fliggvény-kiértékelések szamanak az
atirdsnak koszonhet6 relativ javulasa 32,0% volt. Ugyanakkor ez a mutat6 a
sajt tesztfeladataink atlagdban kedvezdbb (51,8%), a standard problémédkon
kevésbé j6 (14,7%).

A futasi id6k tekintetében (1d. a 4.3. tablazatot), az atalakitott feladat-alak
szinte minden esetben egy kicsivel gyorsabb futdst tett lehetévé a GLOBAL
szamara. Az egész teszthalmazra a futdsi id6 atlagos relativ javulasa 31,5%.
E mutat6 a sajat tesztfeladataink dtlagaban 56,9%, a standard problémakra
9,3%.

Megallapithatjuk, hogy a 3.5. és 3.6. tdbldzatokban szerepl6, nagyon
egyszerfinek latsz6 ekvivalens 4talakitasok alkalmazdsa is jelentés hatast
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4.3. tdblazat. A GLOBAL futdsi ideje (mdsodpercben)

Eredeti feladat Atalakitott feladat
Azon.

Tmean Tvar Tmean Tvar

Expl  0,0289 0,0004 0,0113  0,0000
Exp2 0,346 0,005 0,0124  0,0000
Sq2 0,0919 0,0029 10,0072  0,0000
SqCos1  0,1822 0,0083 0,1406  0,0047
SqExp2  0,0270 0,0002 0,0088  0,0000
SqExp3  0,0264 0,0002 0,0088  0,0000
CosExp 0,2139 0,0429 10,1623  0,0134

BR 0,0241 0,0001 0,0195 0,0000
L8 0,0992 0,0046 0,0990 0,0040
L9 0,2771 0,0220 0,2445 0,0150
RB 0,0857 0,0009 0,0241 0,0001
RB5 0,2705 0,0050 0,2089 0,0045
R5 0,2407 0,0286 0,4567 0,0159
R6 0,7830 0,0136 0,7785 0,0047

Sch3.2 0,0187 0,0001 0,0116 0,0000

gyakorolhat egy hagyomanyos, numerikus globalis optimalizal6 teljesitmé-
nyére.



MELTANYOS SAVSZELESSEG-KIOSZTAS
BITTORRENT HALOZATOKBAN

Ebben a fejezetben bemutatom a max-min méltanyos sdvszélesség-kiosztas
problémadjéra dltalunk adott egzakt matematikai programot és algoritmust [5].
A feladatot tobbrajos (multiswarm) peer-to-peer tartalom-megoszté kozos-
ségekben vizsgaltuk. Az ajanlott iterativ médszer nagyméretti LP és MILP
problémdk megolddasat is magédban foglalja.

Val6s BitTorrent hal6zatokbdl szarmazé adathalmazokon végrehajtott
numerikus kisérletek demonstraljak az Gj algoritmus képességeit. A tesztek
alapjan nagymeéretii feladatokra a korabbi megoldasndl gyorsabban, nume-
rikusan stabilabb megoldast szolgaltat az eljarasunk. Tovabba akkor is j6
kozelitését adja a max-min méltanyos er6forras-kiosztdsnak, ha a futtatast
néhany kezd6lépés utan ledllitjuk.

5.1. Bevezetés

A BitTorrent az egyik legnépszertibb, az Internet hasznal6inak milliéi 4l-
tal mtikodtetett tartalom-megoszto protokoll [74]. Egyenrangt, tgynevezett
peer-to-peer (P2P) hédl6zati technolégian alapszik, tehat a csomépontok (Ggy-
nevezett peerek) szerver és kliens szerepet egyarant betoltenek (szemben a
kozpontositott megolddsokkal, ahol ezek a szerepek elvdlnak egymastol). A
decentralizalt megkozelités nagy hatékonysagot és extrém skéldzhatosagot
eredményez [17].

Egy BitTorrent hdl6zat alapvetden rajok, angol szakkifejezéssel swarmok
halmazaként irhat6 le. A swarm az egy adott tartalmat letolt6 peerek csoport-
ja, ezen beliil a felhasznaloknak két tipusat kiilonboztetjiikk meg: a letoltdket
(leecherek), és megosztokat (seederek). A tartalom valamilyen adatfajl, amit a
résztvevok egymas kozott megosztanak. A megosztok azok a felhaszndlok,
akik a tartalom egészét birtokoljak, online jelen vannak, és szandékukban is
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5.1. &bra. A BitTorrent protokoll miikodése

all a megosztas. Letolt6knek azokat nevezziik, akik a tartalmat éppen aktivan
toltik le maguknak.

Az 5.1. dbra szemlélteti a BitTorrent protokoll [16] mtikodését. Az eredeti
feltolt6 (az dbran ,17-gyel jelolve) a protokollt kovetve a tartalmat kicsi,
alapértelmezésben 256 KB-os csomagokra osztja, majd késziil egy .torrent
kiterjesztésti leir6 f4jl. Ez egyebek mellett tartalmazza a csomagok azonositéit
és az ugynevezett tracker elérhet6ségét, ahonnan a letoltés elinditdsahoz sziik-
séges adatokat a letoltésben érdekelt személy beszerezheti. A leir6 fajl kis
méret(i, megoszthat6 példaul a weben. A potenciélis letdltd (,,2”) a tracker-
t6l kérheti el az adott f4jlt megoszto peerek egy listdjat, ide természetesen
az eredeti feltoltd regisztralja, hogy rendelkezik a széban forgé tartalom-
mal. A valasz dltaldban a swarm résztvevdinek egy valodi, elegendben b6
részhalmaza (pl. 200 peer elérhet6sége [50]). Ezutdn a peerek szimmetrikus
kapcsolatot épitenek ki egymds kozott (TCP vagy uTP felett), és standardizalt
tizenetekben kommunikalnak.

A leecherek a tartalmat csomagonként kérik el, a , Rarest First”, lefordit-
va ,legritkdbbat el6szor” [51] kivalasztasi szabalyt kovetve. Az interested
kulcsszéval kezd6d6 tizenetek egy csomagra vonatkozoé kérést jelentenek
egy konkrét peer felé. Amint egy darab teljes egészében megérkezik, a letolts
koteles azt egy have {izenettel a swarm tobbi résztvevojének a tudtara hozni.
Innentdl kezdve ezt a csomagot 6 is tovdbbithatja masoknak, ily médon egy-
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ben feltoltévé valva. A letolt6knek ez a kettSs szerepe eredményezi a BitTor-
rent robusztussagat, és emiatt kiilonboztetik meg az angolban a BitTorrentes
,leechert” a szokasos ,downloader”-t8l, a ,,seeder”-t az ,,uploader”-t6l. A
,Rarest First” szabély gondoskodik réla, hogy minden csomag a swarm lehe-
t6 legtobb peerjénél meglegyen, ezéltal elkeriilve barmelyikiik elkall6daséat.

A BitTorrent protokoll fontos eleme tovabba a beépitett 6sztonz6 rendszer,
ami a ,,szemet szemért” elvén miikodé tgynevezett ,,choking” algoritmus
altal valésul meg [17]. Ez a mechanizmus biztositja, hogy amig egy peer a
letoltd médban van, érdeke f(izodjon a megosztott tartalom csomagjainak
feltoltéséhez a szamara feltoltott csomagokért cserébe.

Habar a rendszer jol miikddik a letolts (leeching) fazis alatt, nincs olyasfaj-
ta jutalmazé mechanizmus a BitTorrentben, ami a megosztokat (seedereket)
motivalna. Tehat elméletileg egy letolté barmilyen kovetkezmény nélkiil
megtehetné, hogy amint a letolteni kivant tartalom utols6 darabkajat is meg-
kapta, egyszertien elhagyja a swarmot.

A probléma lehetséges megolddsai koziil az egyik legnépszertibb a privit
BitTorrent kizosség [94], habar ennek alapotlete részben szemben 4all a peer-to-
peer rendszer decentralizdltsdganak elvével. A konstrukcié lényege, hogy
minden felhaszndl6 egyénileg regisztrélt fikkal rendelkezik egy dedikalt
szerveren, és néhany el6re lefektetett szabalyt betart. Ilyen szabdly lehet
példaul egy meghatdrozott feltoltési ardny biztositasa valamilyen id6inter-
vallum atlagdban. Egy felhaszndlo feltoltési aranya a feltoltott és letoltott
adatmennyiség hanyadosaként, fajlonként is értelmezhets. Ezeket a muta-
tokat aztdn a szintén trackernek nevezett szerveren taroljék, a szabalyokat
be nem tart6 felhasznél6 pedig korldtozasoknak, ill. széls6séges esetben a
ko6zosségbdl valo kizdrdsnak nézhet elébe. Tanulmanyok szerint a privat Bit-
Torrent kozosségek a nyilt BitTorrent hal6zatokkal dsszehasonlitva nagyobb
letoltési sebességet és a tartalmak jobb elérhet&ségét biztositjak [61].

Frdekesség, hogy a weben is gyakran megtaldlhat6 . torrent fajlok alap-
jan sejthets, de nem donthetd el egyértelmiien, hogy mi a megosztani kivant
tartalom. A tartalomszolgaltaté személye pedig csak koltséges nyomozas-
sal derithet6 ki [50, 54]. A BitTorrent ezen tulajdonségai tobb tekintetben is
visszaélésre adnak lehetdséget.

Egyrészt, szerz6i joggal védett tartalom illegalis megosztdsa nehezen bi-
zonyithato, ezért vitathaté ardnyban, de biztosan elérhet6ek ilyen tartalmak
a népszerti BitTorrent oldalakon [18]. Méasrészt, Cuevas és szerz6tarsai [21]
vizsgdlatai alapjan meglep6en nagy ardnyban vannak jelen a letoltékre kar-
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tékony tartalmak is. Jelen értekezésnek azonban nem célja sem tarsadalmi,
sem gazdasagi, sem jogi oldalrdl vizsgdlni a BitTorrent felhasznalasat.

A legtobb hasznalatban 1év6 kliens program megengedi a felhasznalok-
nak, hogy egy id6ben tobb swarmban is részt vegyenek, akar letolts, akar
megoszto szerepben. Ez a tény motivélta a rajkozi eréforrds-kiosztds problé-
mdjdnak (inter-swarm resource allocation problem, RAP) vizsgalatat a Bit-
Torrentben. Ez &ltaldban egy vegyes-egészértékii nemlinearis optimalizalasi
feladat [13], specidlis esete a max-min méltdnyos sdvszélesség-kiosztds problémdja.
Ebben az optimalizdlasi feladatban a cél alapvet&en egy olyan savszélesség-
kiosztds megtaldldsa, ami a lehet6 legtobb felhasznadlonak elégséges letoltési
sebességet biztosit.

Habar a BitTorrentet eredetileg nem peer-to-peer videdkizuvetitésre (strea-
ming) tervezték, tobben vizsgaltdk az ilyen irdnyt hasznositds lehet6ségét, és
javasoltdk a protokoll ilyen céltt médositédsait (Id. példaul [63, 85, 95]). Ebben
a tekintetben a max-min méltdnyos savszélesség-kiosztas azon felhasznalok
szamanak maximalizaldsat célozza, akik a kozvetitéshez elegendd letoltési
sebességet kapnak, a felhaszndlok szdmadra a lehetséges legjobb min&ség
élményét biztositva. Ez a modell megengedi a kiilonb6z6 adottsdgokkal
rendelkez6 felhaszndl6k szdmadra eltér6 mindségti kozvetités biztositdsat,
mikozben az alacsony sebességii adatfolyamot tapasztal6 felhaszndlok sza-
mat minimalizalja. Capotd és szerzdtarsai [13] ezt a problémaét vizsgaltdk, és
megoldasként egy komplikélt iterativ algoritmust adtak.

Kozlésre elfogadott, de egyel6re csak online megjelent cikkiinkben [5]
Gjra megvizsgdltuk ezt az érdekes feladatot azzal a céllal, hogy egzakt mate-
matikai programozasi formalizmust adjunk. Ebben a fejezetben bemutatom
az elért eredményeket: az 1j, egzakt felirdson alapul6 algoritmust, és ennek
val6s BitTorrent kozosségekbdl szarmazo, nagyméretti feladatokon mért
teljesitményét.

Az 5.2. szakaszban a kapcsol6d6 szakirodalom bemutatasédra kertil sor.
Az 5.3. szakasz Osszegzi a sziikséges definicidkat, valamint az altalunk hasz-
nalt graf modell jeloléseit. Ezutan az 5.4. szakaszban bemutatom a max-min
méltanyos sdvszélesség-kiosztds kiszdmitdsara dltalunk kidolgozott algorit-
mus lépéseit. Megadom a modell egy célszerti ekvivalens atirdsat, valamint
az algoritmus helyességének bizonyitdsat. Végiil az 5.5. szakaszban az AMPL
nyelven megvaldsitott algoritmus teljesitményét vizsgalé numerikus kisérle-
teket kozlok, amelyekben 6sszehasonlitjuk azt a Capotd és szerzétarsai dltal
kordbban ugyanerre a célra fejlesztett algoritmussal.
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5.2. Kapcsol6d6é munkdk

A méltdnyossdg koncepcidja, és kiilondsen a max-min méltdnyossag
a szamitogép-halézatok &ltaldnos szakirodalmaban gyakran el6kertil (1d.
példaul [8, 37, 42, 82]). A peer-to-peer hédlézatok, kivaltképp a BitTorrent-
szer{i rendszerek vonatkozasdban azonban jelentésen kevesebb publikacié
foglalkozik a témaval.

Max-min méltdnyossdg peer-to-peer hdlézatokban. Ma és szerzbtarsai [56]
egy er6forras-licit mechanizmust fejlesztettek a max-min méltdnyossag bizto-
sitdsdra. A cikk értékes eredménye, hogy a médszer 6sztonzd jellegti, vagyis
két azonos licittel versenyben 1év6 csomépont szdmara, ha azok a peer-to-
peer hdlézathoz aktudlisan kiilonb6z6é mértékben jarulnak hozza, kiillonb6z6
mértékben juttat er6forrdsokat. A mi megkozelitésiink nem foglalkozik koz-
vetleniil a BitTorrent mar emlitett 6sztonz6 rendszerével, mivel az a proto-
koll csomag szintjén val6sul meg. Feltessziik ugyanakkor, hogy a résztvevd
peerek betartjak az adott BitTorrent kozosség szabdlyait, vagyis nincsenek
biintetésben. Fontos megemliteni, hogy a korabbi eredmények [13] szerint a
standard BitTorrent a max-min méltanyossag mércéje szerint szuboptimalis
sdvszélesség-kiosztast produkal.

Yan és szerz6tarsai [93] a peer-to-peer hadlézatok optimdlis eréforrds-
kiosztasdnak és belépés vezérlésének egy elméleti keretrendszerét adtdk
meg. Az ajanlott megkozelités nyilvanosan megfigyelhet6 és ellendrizhe-
t6 informacidkat haszndl az optimdlis er6forras-kiosztés elérése érdekében.
A mi munkdnk tobb tekintetben kiilonb6z8. El8szor is, mi a sdvszélesség
kiosztdsdra koncentralunk, ami tartalom-megoszt6 rendszerekben a legfon-
tosabb er6forrds. Masodszor, a mi modelliink rajkozi (inter-swarm) szinten
miikodik, ami az egyik legkomplexebb vizsgalhat6 szintje a felhasznédlok
viselkedésének, akik a legtobb esetben egyszerre tobb tartalom le- és feltolté-
sében vesznek részt. Tovdbbd, mi val6s BitTorrent kozosségek vizsgalatabol
szdrmaz6 nagyméretii adathalmazokon végeztiik kisérleteinket.

BitTorrent-szerii rendszerek. Fan és szerz6tarsai [24] megmutattdk, hogy a
BitTorrent-szer{i rendszerekben egy alapvet6 konfliktus fesziil a méltanyos-
sag és a jo letoltési ardnyok biztositdsa kozott. A méltdnyossdg mércéjeként
az ugynevezett fairness indexet [42] haszndaltdk, ami azt fejezi ki, mennyire
egyenletes a peerek feltoltési ardnya. A cikk a max-min méltanyos allokéciot
sebesség-hozzarendelési stratégiaként kezeli. Modelljiik a peerek teljes letol-
tési sebességét figyelembe veszi. Hasonl6 alaprél indul Eger és Killat [23] is.
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A mi modelliink ezzel szemben a peerek minden egyes let6lt6 munkameneté-
re (session) optimalizdlt megolddast szolgaltat. Ez alapvet6en azt jelenti, hogy
a rendelkezésre 4116 mért adatokbdl kiindulva nagyobb mélységben, az é16
streamek teljesitményének optimalizaldsa szintjén vizsgaljuk a problémat.
Wau és szerzbtarsai [91] megkozelitése a miénkhez hasonld, azonban az
6 megoldasuk heurisztikus, mig mi egy elméleti alapokon nyugvé egzakt
matematikai modellt adunk. Més helyen Wu és szerz6tarsai [92] egy olyan
elosztott algoritmust publikdlnak, amely a peer-to-peer é16 vide6 kozveti-
tésben a megcélzott dltalanos kozvetitési sebességet fenntartja, mikozben az
eredményt a méltanyoshoz kozeliti. Ok egy vide6 szerverekkel kiegészitett
dinamikus peer-to-peer rendszert vizsgalnak, ami egy nemlineéris optimali-
z&l4si problémét eredményez. A mi munkank alapvetden kiilonb6z6, mert
egy statikus, kozponti komponens nélkiili rendszert vizsgdlunk. Az 4ltalunk
hasznalt hal6zati folyam modell tovabba lehet6vé teszi hatékony linedris
programozasi technikak hasznalatat a feladat bizonyos szintjein.

5.3. Definiciék

Ebben a szakaszban bevezetjiik a legsziikségesebb definiciokat, amik
egyrészt meghatarozzak a feladat felhaszndlasi teriiletét, masrészt leirjdk a
vizsgalt optimalizélasi algoritmus bemeneteként szolgal6 folyam héalézatot.

5.3.1. Jelolések

Mint azt a bevezetSben emlitettiik, a vizsgalt feladat egy elosztott tar-
talom-megoszt6 rendszerben felmertils er6forrds-kiosztds problémakoréhez
tartozik. Ez a rendszer a BitTorrent. Jelen munka szempontjabél a rendszer-
nek hdrom f6 komponense van: letoltk (leecherek), megosztok (seederek) és
a megosztott fajlok (ezeket gyakran torrenteknek is nevezziik, ami val6jaban
a megosztott tartalom technikailag fontos jellemzdit leiré meta f4jl, de az
elnevezés nem lesz félreérthet6). A BitTorrent a fajlokat darabokra osztja. Egy
adott fajlra nézve a megosztok halmazat azon felhasznalok alkotjdk, akik
rendelkeznek a f4jl 6sszes darabjdval. Fontos szempont, hogy a letoltok is
tudnak egymads kozott csomagokat cserélni, igy a letoltés kozben egyben fel-
toltoként is szolgdljak a rendszer miikodését. Pontosan ez az az 6tlet, amitol
a BitTorrent rendkiviil j6l skalazhato [17]. A tovabbiakban BitTorrent kozos-
ség alatt felhasznalok (leecherek és seederek), valamint fajlok egy rogzitett
halmazat értjiik.

Capotd és szerzétarsai [13] nyoman egy BitTorrent kozosség aktudlis
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allapotat — vagyis, hogy egy adott id6pillanatban ki kinek tolthet fel, milyen
adatatviteli korldtok érvényesek, stb. — egy specidlis pdros grif reprezentdciéval
irhatjuk le. Ezt az irdnyitott, sulyozott paros grafot G = ({U,L,D},E,f,c)
jeloli. A kozosség alapvetd elemei a felhaszndlok halmaza (I) és a torrentek
halmaza (T). Minden i € I felhasznal6 rendelkezik p; feltoltési kapacitdssal és
bi letoltési kapacitdssal, tovabba

U ={uy|iel}: afeltoltd csiicsok halmaza, ahol u; az i felhasznal¢6 feltoltési
(seeding vagy leeching) potencialjat reprezentdlja;

D ={d;|i€l}: a letoltd csiicsok halmaza, ahol d; az i felhasznalo6 letoltési
(leeching) potencidljat reprezentélja;

L={U|iel, teT}: aleeching csiicsok halmaza, ahol az 1! (Ggynevezett
leeching session) 1étezése azt jeloli, hogy az i felhasznal6 éppen leech-eli,
letdlti a t torrentet;

E: az élek halmaza; E = Ey UEp, ahol Eyy = Ui’j’t(ui, l]-t) a feltolto élek halmaza,
és Ep = Ujlt(l}‘, d;) a letoltd élek halmaza;

c: UULUD — IN: a kapacitds fiigguény, amely a résztvevok sdvszélesség-
korlatait reprezentdlja :

clw)=p;, cldi) =08, c(lf)=o0c;

f: E— R*: afolyam fiigguény, a kiosztott sdvszélességet reprezentalja azokon
az éleken, amelyek kielégitik a folyam-megmaraddsi tulajdonsdgot:

D flu, ) =f(1,d) Vel

uel

valamint a kapacitds korldtokat:
> g, 1) < V(w, 1) € By,
t)

> (1, d) < & (i, dj) € Ep.
t

Az 5.2. dbra példat mutat egy kicsiny, két torrentet és harom felhasznalot
tartalmazé BitTorrent kozosség specidlis paros graf reprezentacidjaral. A

1A graf modell hdromféle csticspontot kiilonboztet meg, de matematikai értelemben
péaros graf: az U és D halmaz elemei kozott nem fut kozvetlen él, igy nem létezhet paratlan
hosszt kor a grafban [66].
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5.2. abra. Egy két torrentet tartalmazo BitTorrent hdlozat grdfja

satirozott téglalapok a két torrent f4jlt szemléltetik az dbran, a reprezentécio-
nak nem részei. A t; torrenthez két aktiv leeching session kapcsolédik. Az
els6 felhaszndlé megoszt6. A mésodik felhaszndlé a harmadik felhaszndl6tol
tolti le a masodik fajlt. A harmadik felhasznal6 pedig az elsé fajlt az els6, a
mésodik fajlt az els6 és masodik felhasznal6tol tolti le. Vegytik észre, hogy
minden leeching cstics pontosan egy letolt6 élhez kapcsolodik.

Erdekesség, hogy a let6lték a csomagokat (a ,legritkabbat elészor” sza-
bély betartasdval) véletlen sorrendben kapjédk, igy egymasnak is fel tudnak
tolteni. Mi tobb, a letoltés sikeres lehet anélkiil, hogy akar egyetlen megoszté

is jelen lenne a swarmban [17].

5.3.2. A max-min méltadnyos erdforrds-kiosztds problémadja

Célunk minden (l}, d;j) € Ep élre a max-min méltanyos erbforrds-kiosztds
meghatdrozasa, vagyis minden egyes letolto élre a lehetd legnagyobb folyam
kiszamitasa, figyelembe véve, hogy egy letolt6 élen csak akkor novelhet6
a folyam értéke, ha egy t6le nagyobb folyammal rendelkezé letoltd élen
csokkentjiik azt. Ez tulajdonképpen a Pareto-optimalis er6forras-kiosztas egy
rokon feladata [69].

Az el6z6 alszakasz haldzati folyam modelljében gondolkodva a sdv-

7 2z

szélesség-kiosztds akkor max-min méltdnyos, ha barmely (L}, d;) letolts élre
igaz, hogy az f(1}, d;) folyam csak egy masik (ljt,/ , djr) letoltd él f (l}‘,’ , dj:) folyam
értéke csokkentésével novelhets, amelyre f (l].t,' ,dy) < f (ljt, dj).

A max-min méltdnyos er6forrds-kiosztds a legnagyobb lehetséges letoltési
sebességet adja minden felhasznalonak, hogy azok az elérhet6 legjobb mind-
séget tapasztalhassak pl. él6kép kozvetitése esetén. Megismételjiik, hogy egy
letolt6hoz tobb leeching session kapcsolédhat, ami tobb fajl letdltését jelenti
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egy id6ben. Az altalunk haszndlt formalizmus a max-min méltanyossagot
minden letoltd élre biztositja. Mivel a feladat folytonos és konvex halmazon
értelmezett [13], a max-min méltdnyos kiosztas egyértelmtien létezik [8, 69].

5.4. Sajat megoldas

5.4.1. Ajavasolt algoritmus kivonata

Az algoritmusunk az dltaldnos max-min programozdsi algoritmus [69] egy
adaptélt valtozata. A letoltd élek max-min méltanyos stlyait iterativ médon
szamitja, minden korben a legkisebb meghatéarozatlan sullyal rendelkez6
valtozokat rogzitve.

A most kdvetkezd leirasban a halmazokat nagy betfik, az optimalizalasi
probléma dontési véltozoit kis betlik, a paramétereket pedig (a rogzitett
valtozokkal egyetemben) gorog betlik jelolik.

Az algoritmus a kdvetkezd 1épésekbdl épiil fel:

1. Inicializalas. Legyen F:= 0, k:=1, E; := Ep és V(ljt, dj) € Ep: E].t = 0.

Az F halmaz tartalmazza a mar rogzitett folyam értékek azonositéit, k a
ciklusvaltoz6. Az utolso6 iterdcié utdn minden (ljt, d;) € Ep letolts élre (’,]-t
tartalmazza az optimdlis folyam értéket.

2. Alsé korlat szamitdsa a folyam értékekre. Oldjuk meg a kovetkez6
linedris programozasi feladatot, melyre a késébbiekben MMj-al fogunk
hivatkozni:

max f,
fh. (1, d) > f v(1}, dj) € Ep.

A minimadlis folyam érték eltarolasa. Legyen ¢ = f.

Megtigyelhetjiik, hogy az MMy-hoz hasonl6 feladat szerepel Capotd és
szerz6tarsai [13] MaxMin algoritmusdban is. Optimalis megoldasat csak
egyszer kell kiszamitani, hogy a 3. lépésben a folyam értékek szamdra
egy jo alsé korlattal rendelkezziink. Definici6 szerint V(u;, l;‘), (l}‘, d;) € E :
fluy, ljt),f(ljt, d;j) € R* és f, € R™ minden esetben.
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3. LP megoldas. Oldjuk meg a kovetkezg, mMM](J)-gyel jelolt linedris
programozasi feladatot:

max fy + Z (L, dj) + Zl’f,

(17,dj)€Ex (1},dj)€(Ep\Ex)
fh. (1, dj) > fi v(1j, dj) € By,
fx = ¢.

Optimum eltdrolasa. Legyen oy := Zujt,dj)eEk f(1, dj) + Z(l]jc/d], Je(Ep\Ex) &
és d)k = fy.

Az mMMS) linearis programozasi feladat a maximaélis folyam és a max-
min méltanyossag célfliggvényét egyesiti. A hal6zat maximalis atvitelének
mértékét szamitja ki a max-min méltdnyossag teljesitése mellett, ezt az értéket
ok jeloli. A 2. lemmédban megmutatjuk, hogy ilyen mértékii adatatvitel a
javasolt algoritmus minden iterdci6jaban biztosithaté. A kovetkez 1épésben
allitjuk majd el azt a max-min méltdnyos kiosztast, ami egytttal a oy atvitelt
is garantalja. Most kiszamitjuk oy-t és ¢y-t, tovabba egy j6 kezdo (fizibilis)
megoldast a kovetkez6 specidlis MINLP-hez.

4. MINLP megoldas. Oldjuk meg az mMM](f)-vel jelolt vegyes-egész-
értéki bilinedris programozasi feladatot:

max Z xjt,

(l},d]’)EEk
fho > fULd)x + ¢ (1-x) + ) § = oy
(1},dj)€Ex (1},dj)€Ek (1},d;)€(Ep \Ex)
f(L, dj) > dx v(1j, dj) € By,
(1, dj) > b V(L, d;) € Ey,

ahol xjt e{0, 1}

Az mMM](f] bilinedris MINLP gondoskodik réla, hogy a ¢y folyam érték
a lehet6 legkevesebb letolt6 élre legyen rogzitve minden iterdcidban, ezal-
tal eldallitva a max-min méltanyossagot. Val6jdban ez egy kombinatorikus
optimalizalasi feladat. A szigort egyenl&tlenség feltétel a bindris xj valto-
z6t nullara 4llitja, ha f (l].t, d;) nem novelhetd ¢y f6lé a késdbbiekben. Tehat

f (l}, d;) pontosan akkor rogzithetd ¢y értékre, ha x}‘ =0.Az5.4.2. alszakasz
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4. lemmdja garantalja, hogy legalabb egy fizibilis megoldas létezik erre a
feladatra.

A hatékonyabb megoldés érdekében mMMl((ZJ atirhat6 a McCormick bur-
kolok [36] segitségével. Ez olyan ekvivalens vegyes-egészértékii linedris
(MILP) feladatot eredményez, amelyben a bilinedris tagok helyett Gj folyto-
nos valtozok szerepelnek:

pj = f(1j, dj) - xj,
ahol V(1}, d;) € Ex : p; € RT. Minden 4j p; valtozéra négy tovébbi feltételt
kell kikotniink:

p; < (1, d)) (1, dj) € Ey,
P < 8- x] V(L}, d;) € Ey,
p; = f(1f, dj) — 8- (1 —x}) V(L}, d;) € Ey,
p; >0 (L}, dj) € Ey.

Habér a feladat dimenzidja novekszik az atirdssal, az ij MILP modell globalis
optimumadnak megtaldldsdra egzakt korlatozas és szétvélasztas tipusd megol-

do6 is hasznélhato6 [9]. Erre a problémadra, mint mMM](QZ) McCormick atirdsara
fogok hivatkozni a tovdbbiakban. (Az atirds hatékonysdgat részletesebben
a 6. fejezetetben elemzem.)

5. Fixdlas. A ¢y-ra vonatkozo6 aktiv korlatok kikeresése, és a kapcsol6do
letolts éleken a folyam értékek rogzitése. Mas szavakkal, gyijtsiik ki a
¢y értékii optimalis folyammal rendelkezd letolts éleket a @y halmazba,
@y elemeit adjuk F-hez, és vonjuk ki Ex-b6l. Formalisan

Oy = {(1;[, dj) S Ek|X} = O},

(U, dj) € Ex-ra, ahol X} =0 : & == ¢y,

F:=FU @y, és Ek—H = Ek \ Dy.

6. Megdllasi feltétel. Ha F = Ep, megdllunk. Kiilonben k := k+1 és
ugorjunk vissza a 3. lépésre (1] iteracio).

Ezt az algoritmust a tovdbbiakban mMaxMin-nek nevezziik.
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5.4.2. A helyesség igazolasa

7 27

A kovetkezbkben bebizonyitom, hogy az el6z6 alszakaszban bemutatott
mMaxMin algoritmus a max-min méltanyos savszélesség-allokaciét szamitja.

Jelolje az mMMl({” célfiiggvény értékét Fy, és
Fx = Py + Ox.

1. LEMMA Az mMMl(f_)1 minden fizibilis megoldédsa leképezhetd mMM](J)
egy fizibilis megoldaséara k > 1 esetén.

Bizonyitds. Egy lehetséges leképezés a kovetkez6. Legyen fy := ¢py_1 és
1 2
V(L) € B s R (1 dp) =10 (1 dj)
az mMaxMin fix4lo6 1épése utan. Az fliy) (l}‘, dj) az f (1)?, d;) folyam értékét jeloli
mMMY egy fizibilis megoldasaban. O
Az mMM](i)] optimaélis megoldasdnak ily médon torténd leképezését
mMMS) kezdeti megolddsanak nevezziik.

2. LEMMA Az mMaxMin barmely k. iterdcidjdban fennall a
Ox =0

Osszeftiggés, ahol o egy konstans, a hal6zat maximalis &tvitelének mértéke
abban az esetben, amikor

V(lj, d;) € Ep : f(1},dj) > .

Bizonyitds. Az &llitast teljes indukciéval bizonyitjuk.

Kezdetben nincsenek rogzitett értékek, ezért o1 = 0. Ez alapjan tegyiik
fel, hogy o1 = 0.

A célftiggény Osszeg alaku tagja mMaxMin 3. 1épése utan igy is irhato:

ox =C1Ppy + -+ cx1Pr—1 + ek + Ry,

ahol ¢1,..., dy_1 a rogzitett folyam értékek (fy optimalis értékei mMMg” ,
e, mMM](J_)] -ben), és ¢y a legkisebb nem rogzitett folyam érték, mikozben
c¢i a ¢; multiplicitdsa (tehat azt jeloli, hany letolts élen egyenld a folyam
érték ¢i-vel). Ry a fennmarado folyam (a nem fixalt folyam értékek tsszege,
minusz az aktudlis iterdciéban rogzitend folyamok). Hasonloképp

Oox—1 =C1d1+-- -+ cx—1dx—1 + Ry—1,
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és
Ok—1 — Ok = Ri—1 — Ry — ey
Ha Ry_j — Rk nagyobb, mint cydy, az azt jelenti, hogy az LP megoldé
néhdny nem rogzitett folyam értéknek az 1. lemmaéban definidlt kezdeti meg-

oldasat anélkiil csokkenti, hogy a felszabadul6 folyamot mMMS)—ben més
letoltd élekre kiosztana. Mivel ez szuboptimalis megoldas lenne, a lineéris
megold6 nem fejezédne be ilyen eredménnyel. Igy Ry — Ry < cidy igaz kell
legyen, ennek megfelel6en pedig oy_1 < ox.

A masik oldalrél, oy < o barmely k. iterdciéban, hiszen a hal6zat feltoltési
kapacitdsai nem valtoznak az algoritmus iterdciéi kozott. A feltevés szerint
ox—1 = 0, igy oy = o fenndll barmely k-ra. O

3. LEMMA Jy > F_ az mMaxMin barmely k > 1. iterci6jaban.

Bizonyitds. Az mMMS) kezdeti megolddsaban minden f(l}, dj) < ¢y fo-
lyam érték le van rogzitve az mMaxMin 5. 1épése miatt. fgy b > by,
ox = 0x_1 = o pedig fenndll a 2. lemma folytan. O

1. KOVETKEZMENY |®y| > 0 az mMaxMin barmely k. iterdcidjaban.

4. LEMMA Az mMMS] optimadlis megoldasa leképezhet6 az mMMLZ) egy
fizibilis megoldésara.

Bizonyitds. Egy lehetséges leképezés a kovetkezd. Legyen
2 1
A, dp) = £ (1, 4),
és

)

o1 hafll(t dp) > drés (1, dp) € Ey,
770 ha (L, dy) = dés (1, dj) € Ey 0

Az mMM](J ) optimdlis megoldasdnak ily médon torténd leképezését mMM]iz)
kezdeti megoldasanak nevezziik.

5. LEMMA Az mMM](f) McCormick atirdsdnak kezdeti megolddsa el64ll mMM][f)
kezdeti megolddsabol.

Bizonyitds. Lehetséges kezdeti megoldas a kovetkezé. Az mMM](f) kezdeti
megoldasat egészitsiik ki a p valtozokra vonatkozo6 kezdértékkel:

. {fg)(tjt,dj) hax! =16s (I}, d)) € Ey,

t._ j
P; 0 ha x)? =0és (1}, dj) € Ex. ]
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6. TETEL Az mMaxMin véges szamu lépés utdn véget ér, és a max-min mél-
tdnyos tulajdonsdgot garantédlja minden letolto élre.

Bizonyitds. Az F halmaz elemszdma minden iterdciéban novekszik a 3. lem-
ma és az 1. kovetkezmény miatt. Mivel Ep véges halmaz, az algoritmus véges
szamu iteracié utan véget ér.

A 1. lemma, valamint a 4-5. lemmak értelmében mMM](J )_nek és mMM](f)—
nek legaldbb egy fizibilis megolddsa létezik mMaxMin barmely k. iterdcidja-
ban. Az utolsé iterdcio utédn az ( = {(’,]t | (ljt, dj) € Ep} halmaz tartalmazza a
rogzitett folyam értékeket a letoltd élekre. A folyam értékek korldtai ugyan-
tgy vonatkoznak ( elemeire is, igy V(1},d;) € Ep : 0 < £ < §;. Ezért C egy
kompakt halmaz. Tovabb4 a folyam értékekre vonatkoz6 minden feltétel
lineéris, ezért £ halmaz konvex is. Radunovi¢ és Le Boudec tétele [69] alap-
jan konvex kompakt halmazokra létezik max-min méltdnyos sdvszélesség
allokécio. Jeloljiik az adott graf letoltd éleire vonatkoz6 max-min méltanyos
sdvszélesség-kiosztast w-val:

w = {w; | (L}, d;j) € Ep és w max-min méltdnyos}.

Indirekt médon bizonyitjuk, hogy mMaxMin a max-min méltdnyossagot

minden letolt6 élre garantélja.
Tegyiik fel, hogy ¢ # w. Ekkor létezik olyan legkisebb k index, amelyre

3j3t : (¢ a k. iterdcioban lett rogzitve, és & # wy).

Ez azt jelenti, hogy x; = 0 és f(1}, dj) # w; az mMM](cz) optimaélis megolddsa-
ban. Vegytik észre, hogy (1}, dj) < wj, kiilonben w nem lehetne max-min
méltanyos.

Az mMM](f) konstrukcidja garantalja, hogy
(3 =0 A ) =) v (%=1 AT, 4) > d)

igaz barmely (1}, d;) € Ep-re, vagyis, ha f(1}, dj) a ¢x-ndl nagyobb értékre is
beallithat6 lenne, akkor xjt az 1 értéket kapna. Tehat xjt = 0 -bdl kovetkezik,
hogy f(l}, dj) = dx.

Masrészt, ¢y az mMM,(J) megolddsabdl szdrmazé (nem rogzitett) max-

min folyam érték a k. iterdciéban. Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy
6 # w;. O
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5.4.3. MaxMin-r, az implementélt valtozat

Az 5.4.2. alszakasz néhany megallapitasat explicitté tettiik az algoritmus
implementalt valtozatdban. Ezen feliil beillesztettiink egy el6megold6 1épést,
ezt azonnal kifejtem b&vebben. Az igy el64all6 iterativ algoritmust, amelyet
MaxMin-r-nek neveztiink, az A.2. algoritmusban foglaltam 6ssze. A meg-
val6sitast az AMPL modellezési nyelvben (1d. a 2.4. szakaszt) készitettiik.
Osszehasonlito teszteket is végeztiink az algoritmus elemzése céljdb6l, ennek
részleteit a kovetkez6 szakaszban mutatom be.

A f6bb kiilonbségek az mMaxMin-nel 6sszehasonlitva a kovetkezok:

1. A2.lemma alapjan bevezettiik a 2. 1épést a konstans o0 meghatarozasara.
Az MMyaxpiow LP feladatot csak az els6 iterdcidban oldjuk meg és a

modositott mMMl((” felhasznalja o-t az elsé feltételben.

2. Az mMMS]-ben a felmerild numerikus hibakra tekintettel az ,,= o”
szigort als6 korlat helyetta ,> (1 —¢€) - 0” als6 korlatot hasznéljuk.

3. A MaxMin-r 5. 1épése egy tij, eldbmegold6 fazist vezet be. Ehhez egy,
az AMPL-ben is megvalo6sitott [26, 30] standard LP elémegold6 tech-
nika adta az otletet. A korai implementécidink tesztelési fazisdban
felfigyeltiink rd, hogy az AMPL el6megold6é mechanizmusa a MILP
modell véltozdinak a szamat sok esetben jelentésen csokkenteni tudta.
Alaposabban szemiigyre véve, az

c(d) =L t,aeEn\E0 b
— = Pk
degy (d;)

hﬂz{wﬂﬂEH

halmaz minden iterdciéban olyan letolt6 éleket tartalmaz, amelyekre
az f(1j, dj) folyam értéket a MaxMin-r ugyanezen iterdcidjanak a 7.
lépésében rogziteni lehet. A deg, (d;) itt a d; cstics nem fixalt bejové
éleinek a szdmat jeloli. Ezt az egyszer(i szabalyt explicitté téve a futasi
id6 minden esetben nagy mértékben csokkent (részletesebb elemzésért
Id. a 6. fejezetet).

Ha az elémegold¢ fazisban sikeriil valamelyik folyam értéket rogziteni,
a MILP megoldast kihagyjuk. Ez a dontés csupén kisérleti megfon-
toldson alapszik: a tesztjeinkben az iteraciok tilnyomo tobbségében
minden sziikséges fixdlds megtortént az eldmegoldo6 fazis alapjan. Bi-
zonyos esetekben el6fordul, hogy néhédny letoltd él nem keriil be az Ey,
halmazba, habar optimalis folyam értéke ¢y lenne. Ebben az esetben a
¢y értéke nem javul a kovetkezd iteracio 4. 1épésében, tehat ¢y = by
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5.3. dbra. Példa dimenzié-csokkentés lehetdségére a MILP megolddsa nélkiil

fgy az E,), Ures lesz, ami miatt a MILP-et meg kell oldani a letoltd
éleken rogzitendd folyamok meghatarozdsahoz.

Ezzel a médositassal legrosszabb esetben 2 - |[Ep| iteraciot igényel az
algoritmus. Amint az 5.5. szakaszban latni fogjuk, a gyakorlatban 4lta-
laban sokkal kevesebb iteraci6 elegendd.

Az 5.3. abra illusztrdlja a MILP megoldasa nélkiil megvalésithat6
dimenzid-csokkentést. A példdban az 6todik felhaszndlé 6t torren-
tet tolt le egy id6ben, és az els6 két torrentre a max-min méltdnyosan
elérhetd legnagyobb folyamot MaxMin-r kordbbi iterdcidiban 1 és 2
értékekre rogzitettiik. Tegytik fel, hogy ¢y = 3. Ekkor f(lf,d5) > 3 a
t = 3,4, 5 torrentekre. Ebben az iterdcidban ds szabad letoltési kapaci-
tdsa 12— (14 2) =9, vagyis a 3 egyttal felsd korlat is a nem rogzitett
folyam értékekre. Ezen megfontolds alapjan az f(1t, ds)-rea t = 3,4,5
esetekben a MILP megoldasa nélkiil egyértelmiien bedllithat6 és rogzit-
het6 a 3 érték.

. A 6. 1épésben MaxMin-r az mMMlEZ] helyett annak McCormick &tirdsat

hasznélja.
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5.5. Teszteredmények

5.5.1. A tesztkdrnyezet leirdsa

A numerikus tesztekhez Andrade és szerz6tarsai [2] BitTorrent mérései-
nek feldolgozott ereményeit hasznéltuk. Ugyanezt az adathalmazt hasznalta
a [13] publikaci6, melyben az MM algoritmust kozolték és empirikusan tesz-
telték. A feldolgozott adathalmaz a BitSoup.org nevii BitTorrent kozosség
pillanatfelvételeit tartalmazza az 5.3. szakaszban bemutatott graf reprezenta-
cidban. A grafok az AMPL adatformatumadban lettek eltarolva.

Kozlésre elfogadott cikkiinkben [5] véletlenszertien valasztottunk egy
G gréafot, melynek négy részgrafjat allitottuk eld (Gso0, G100, Gi500 €5 G2000)-
Ezek a részgrafok rendre a G graf 500, 1000, 1500 és 2000 véletlenszertien
valasztott torrentjét tartalmazzdk a hozzajuk kapcsolédo U, L, D csticsokkal
és élekkel egytitt. A részgrafok karakterisztikdja az 5.1. tablazatban megta-
lalhat6. Habar Gi509 kevesebb élt tartalmaz, mint Gy, sokkal tobb csticcsal
rendelkezik, tovabba élei koziil tobb reprezental leeching session-t.

5.1. tablazat. A numerikus tesztekben felhaszndlt grifok karakterisztikdja

Graf |[UUDUL] [E| [Ep]

Gso0 6984 43410 1411
G1000 14702 272231 2721
G1500 18333 269165 3536
G2000 23670 524054 7326

Az MM és MaxMin-r algoritmusok AMPL implementéci6it hasonlitottuk
Ossze. Az LP feladatok eredményeit a MOSEK megold6 7.0.0.106 verzidjaval,
a MILP-ek megoldésait pedig a Gurobi 5.6.3 verzidjaval allitottuk els. A
tesztek egy 24 magos Intel Xeon 2,27 GHz-es szdmit6gépen futottak, ahol 24
GB memoria allt rendelkezésre.

5.5.2. Az eléallitott er6forras-kiosztds mindségérol

Az 5.4. dbra fyaxvinr(e) — fvv(e)-t mutatja, ami a MaxMin-r és az MM
optimalis folyam értékei kozotti kiilonbség az e € Ep letoltd élekre az 1000
torrentes esetben. A kapcsolédé adatsorok a tobbi példéra is hasonl6 ered-
ményt mutatnak. A folyam értékeket novekvd sorrendbe rendeztiik az MM
optimalis megoldasa alapjan. Igy tehat a pozitiv szdmok az dbra bal oldalan
csakigy, mint a negativak a jobb oldalon azt jelentik, hogy MaxMin-r az
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MM-hez viszonyitva jobb folyam értékeket biztosit néhdny , gyenge” letolts
szamara egy par ,er6sebb” letoltd kardra. Masként fogalmazva, az 0j algorit-
mus megegyezd pontossag és tolerancia paraméterek mellett ,méltdnyosabb”
allokéciot ereményez, mint MM. Hogyan lehetséges ez?

T T T T T

20001

MM
[EEN
o
o
o

T

—-2000( J

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
folyam azonosité (e)

5.4. dbra. A numerikus kozelités hibdja a Gyooo példdin

Sajnalatos médon a szdmitégépes implementdcio a folytonos optimaliza-
l4si feladatot diszkrét problémava alakitja, koszonhetSen a valods véaltozok
lebeg6-pontos taroldsdnak. A numerikus megoldé tolerancia beéllitasai alap-
vetéen hatarozzdk meg az el6allitott er6forrds-kiosztds mindségét. Ennek oka,
hogy a kordbban hivatkozott elméleti eredmények (az optimalis max-min
méltanyos allokacié egyedi a folytonos keresési térben [8]) nem alkalmaz-
hat6ak a numerikus tesztekben. A probléma megoldhat6 lenne szimbolikus
reprezentdcié alkalmazasdval, azonban val6s méretti példdkra még a nu-
merikus modszerek is igen lasstiak. Mdsrészr6l ugyanarra a problémadra
az MM és MaxMin-r altal visszaadott folyam értékek kummulélt eloszlasa
identikus, és a letoltd élek tobb, mint 85%-a megegyezd erdforrasokat kap
a két algoritmustol. Mindezek alapjan a két algoritmus 4ltal szolgéaltatott
megoldast egyforman jonak tekintjiik a tovabbiakban.

5.5.3. A megoldas iterdciénkénti alakuldsa, futdsi idék

Az 5.5-5.8. abrak két szempontbdl 6sszegzik az MM és MaxMin-r viselke-
dését a fent bemutatott 500, 1000, 1500 és 2000 torrentes problémékon. Az els6
oszlop a teljes abszolut eltérést mutatja az optimélis megoldastdl az egyes
iterdciokban:

abs(k) = ) [fillf, dj) —fope(l], dj)],

(1}/01)')6]51)
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ahol fk(ljt, d;) az (1]?, d;) letdlts élre kiosztott folyam értéket jeloli a k. iteracio-
ban, az fopt (1}, dj) pedig az optimélis folyam érték ugyanezen az élen, vagyis
a kapcsolodo algoritmus utolsé iterdcidjanak eredménye.

A masodik oszlop azoknak a letolt6 éleknek az ardnyat mutatja, amelyek-
re az allokalt folyamnak az optimalist6l valé relativ eltérése kevesebb, mint
Ot szazalék:

2 (1t,dpekp T <k, (L, dj))

rel(k) = T ,

ahol . -
i (15,d5)—fopt (15,d;)
1 ha 177 Pl Y
T (k/ (1}, d]-)) = fopt(13,d;)
0 kulonben.

> 0,05,

Az ugyanezen tesztek sordn mért futdsi idéket az 5.9-5.10. abrak mutat-
jak.

Ugy ttinik, hogy MaxMin-r egzakt megfogalmazasa nagyon j6 min6ségfi
megoldasokat eredményez mar az elsd iteraciotol kezdve. A teljes abszolut
eltérést osszehasonlitva, az Gj algoritmus kimenete mar az els iterdcié utan
olyan min&ségii, mint MM kimenete az iterdciok 85%-anal.

Az 5.5-5.8. 4brak masodik oszlopa azt mutatja, hogy MaxMin-r sokkal
tobb élre allit be az optimalishoz kozeli értéket az egyes iterdciokban, mint
MM. Példaul G letolts éleinek a 46%-a majdnem optimdlis folyam értéket
kap az els6 iterdcié utan, szemben azzal a 2,4%-kal, amit az MM &llit az
optimélishoz kozelire.

Raadasul a MaxMin-r elsd iterdcidja csak 46 masodpercet igényelt a leg-
nagyobb, Gagoo példan is, mig az MM algoritmus hasonléan j6 eredményt
biztosito els6 910 iterdcidja tobb, mint nyolc 6ran keresztiil futott.

Az 5.9-5.10. dbrak azt mutatjdk, hogy MaxMin-r a nagyobb példédkra
rovidebb futdsi id6t igényel, mint MM, habdr még ezzel a technikaval is
lehetetlen lenne valds idejii szdmitdsokat végezni egy teljes BitTorrent kozosség
graf reprezentacidjara. Ezért nagy feladatokra javasoljuk MaxMin-r megal-
litdsat az els6 néhdny iterdcié utdn, a max-min méltanyos allokacio egy jo
tizibilis kozelitésének beldthat6 idén beliili el6allitdsa céljabol.



74

MELTANYOS SAVSZELESSEG-KIOSZTAS . ..

0.7

T
-

T
Kd

0.6

(%)

T 0.4

----- MM (362 iteracio)
— MaxMin-r (410 iteracio)

100

200
iteracio (k)

-
-,
-
s

s
C-
-----
-,

100

200 300 400
iteracio (k)

5.5. dbra. Az MM (szaggatott vonallal) és MaxMin-r (folytonos vonallal) megoldd-

sdnak mindsége a Gsy tesztesetre
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5.6. dbra. Az MM (szaggatott vonallal) és MaxMin-r (folytonos vonallal) megoldd-

sdnak mindsége a Gyooo tesztesetre
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5.7. abra. Az MM (szaggatott vonallal) és MaxMin-r (folytonos vonallal) megoldd-
sdnak mindsége a G tesztesetre
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5.8. dbra. Az MM (szaggatott vonallal) és MaxMin-r (folytonos vonallal) megoldd-

sdnak mindsége a Gyooo tesztesetre



78 MELTANYOS SAVSZELESSEG-KIOSZTAS . ..

__250¢ 1
o
Qo
o ’\’\
B 2001 et 1
2 /.
\(O . N
E
(@) 150’ ’/ ’ ]
g
3
:§ 1007 ,\// 7
50t :
----- MM (362 iteracio)
P — MaxMin-r (410 iteracio)
100 200 300 400
iterécio
35001 ]
5 L
2 3000( e 1
ho] P
2
@ 2500 o7 ]
E o
3 2000¢ 7 ’ ]
8 1500} ]
= ot
1000¢ i .
500r R CIE MM (698 iteracio) i
o —MaxMin-r (774 iteracio)
100 200 300 400 500 600 700
iteracio

5.9. abra. Az MM (szaggatott vonallal) és MaxMin-r (folytonos vonallal) futdsi
ideje a Gsop (fent) és Giooo (lent) tesztesetekre
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5.10. dbra. Az MM (szaggatott vonallal) és MaxMin-r (folytonos vonallal) futdsi
ideje a Gisgp (fent) és Gaop (lent) tesztesetekre
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MAX-MIN MELTANYOSSAGI MODELLEK
KOMPARATIV ELEMZESE

Egy optimalizalasi feladat megoldasdnak sebességét sokféle tényezs be-
folyasolhatja, tobbek kozott az adott feladat mérete (beleértve a valtozok és a
korlatok szdmat is), tipusa (linedris, egészértékd, stb.), a megoldé algoritmus,
valamint a reprezentdcié médja (beleértve az alkalmazott adatstruktardkat
és a matematikai modellt is). Ezen fejezet alapjaul szolgal6 tanulmanyunkat
az 5. fejezetben bemutatott halézati folyam probléma matematikai modelljé-
nek felirdsa kapcsan felmeriil6 kérdések ihlették.

Kozlésre benytjtott cikkiinkben [22] azt vizsgaltuk, hogy a széban for-
g6, nagymeéretti linedris és nemlinedris vegyes-egészértékii programokat is
magdban foglal6 optimalizalési feladat megoldasanak sebességét mennyi-
ben befolyésolja kiilonféle modellezési technikdk alkalmazésa. Az elosztott
tartalom-megoszt6 hal6zat max-min méltdnyos eréforras-kiosztasat el6alli-
té6 modell tizenkét véaltozatat hasonlitottam 6ssze egy kiterjedt numerikus
tesztelés soran, két professziondlis megold6 és huszonhét nagyméretii teszt-
feladat felhaszndldsaval.

Reményeim szerint az ebben a fejezetben is bemutatott eredmények tal-
mutatnak a konkrét probléman, és drnyaltabb képet adnak més hasonl6
feladatok megértéséhez is.

6.1. Bevezetés

Mig a hagyomadnyos tartalomletoltésnél a felhasznélok igénye elsésorban
a letoltés sebességére vonatkozik (minél gyorsabb, anndl jobb), addig a letol-
tés kozbeni megtekintés vagy meghallgatas jellegii szolgaltatdsoknal min-
den felhasznal6ra a szdmaéra elérhet6 lehet legjobb minimalis letdltési se-
bességet kell garantdlnunk. A feladat, bizonyos feltételek kikotése mellett,
megfogalmazhato6 egy specidlis szerkezet(i grafon értelmezett nemlinedris
vegyes-egészértékii optimalizalasi feladatként. Ennek részletes leirdsa az
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el6z6 fejezetben, vagy az [5] cikkben megtaldlhaté. Mivel a vizsgélt feladat
megoldasdra javasolt iteraciés modszer szdmos érdekes modellezési meg-
gondolast tartalmaz, természetesen adddik a kérdés: vajon milyen tényezdk
befolyasoljdk a megoldés sebességét?

Ebben a fejezetben 6sszegytijtottem a lehetséges opcidkat, melyeket rész-
letes numerikus vizsgélatoknak vetettem ala. Bar a feladat specifikus, meg-
gy6z6désem, hogy az elvégzett numerikus tesztek altal kapott eredmények
altalanosabb érvényti empirikus képet adnak a hasonl¢6 tipusti problémék
szamitogépes megoldasi lehetdségeire.

El6szor roviden ismertetem az [5] cikkben javasolt iterdciés modszert,
és a lehetséges algoritmus véltozatok egy b&séges listajat. A 6.3. szakasz
tartalmazza a felhasznalt tesztesetek leirdsat, amit az utolso, 6.4. szakaszban
a numerikus eredmények diszkusszidja kovet.

6.2. Modell-atirasi lehet6ségek

A max-min méltanyos er6éforras-kiosztds kiszamitasat célzé algoritmus
kiindulasi alakjat az A.3. algoritmus tartalmazza. A kordbbi cikkiinkben [5]
bemutatott megoldds tulajdonképpen Radunovi¢ és Le Boudec altaldnos
max-min programozasi algoritmusanak [69] a feladatra adaptalt valtozata.
A letoltési élek max-min méltanyos folyamait iterativ médon szdmitjuk:
minden iterdcidéban a legkisebb, még nem rogzitett folyammal rendelkez6
letolts élekre allapitjuk meg a minden korlétot kielégit6 lehet6 legnagyobb
folyam értéket. A halmazokat nagy betlikkel, az optimalizélasi feladatok
dontési valtozait kis bettikkel, mig a paramétereket (a rogzitett értékkel bird
véaltozokkal egyetemben) gorog bettikkel jeloljiik.

Az A.3. algoritmusnak természetesen sokféle varidcidja képzelhet6 el,
a megvalositds sordn érdemes lehet kiilonféle modellezési , triikkoket” al-
kalmazni. Korabbi cikkiink munkalatai kdzben, melynek eredményeit az 5.
fejezet mutatja be, tobbféle valtoztatast is eszkozoltiink a hatékonysag nove-
lése érdekében, azonban az egyes valtoztatdsok hasznossdganak igazoldsara
akkor nem keriilhetett sor. A kovetkez6kben szdmbaveszem az ott javasolt
modositasokat, a 6.4. szakaszban pedig elemzem az ezen médositasok kom-

binécidibdl el6allé modell-valtozatok hatékonysagat a futdsi id6 és az elért
optimum érték tekintetében.



6.2. MODELL-ATIRASI LEHETOSEGEK 83

6.2.1. Egy redundans korlat hozzdadasa

Az A.3. algoritmus 4. 1épésében szerepl6 mMMS) jelzésti LP feladathoz
hozzaadhatjuk a kovetkezd korlatot:

fi. > ¢. 6.1)

A 3. lemma alapjdn a (6.1) korlat redunddns, és csak az els6 iteracidban aktiv,
mivel az (A.1) jelzésti célfiiggvény és a 7. fixalo 1épés egyiittesen kikényszeriti,
hogy fi > fi_1 minden k. iteraciéra. Ugyanakkor benyomésunk szerint az LP
megoldoénak jelent6s segitség, ha ez a fix als6 korlét is szerepel a feladatban.

6.2.2. Bilinedris vegyes-egészértékii feladat McCormick-atirasa

Amint az 5.4. szakaszban is lattuk, az A.3. algoritmus 6. 1épésében szerep-

16 mMM]EZ) jelzésti bilinedris programozasi feladat helyettesitheté a McCormick-
atirasaval, ami a kovetkezd:

max Z x}‘,

(14,4 )<Ey
the Y prade Y (0-xh+ Y dxz(-¢-0 6.2)
(15,d;j)€Ex (15,dj)€Ex (1j,d5)€(Ep\Ex)
f(1, dj) > bix; V(1 dj) € Ey,
min (3; x}‘, f(ljt, dj)) = p}‘ V(l}“, d;) € Ey,
(6.3)
max (0, f(1j,dj) — & (1—xj)) <p; V(1 dj) € Ex.
(6.4)

Vagyis az eredeti (A.2) jelzésti feltételt lecseréljiik (6.2)-re, és kiegészitjiik a
feladatot (6.3) és (6.4) feltételekkel.

Habar a probléma dimenzidja n6 az atiras folytdn, maés jellegii, egzakt
korlatozas-és-szétvalasztas tipust megold6 valik alkalmazhat6va az el64llo
MILP globalis optimuménak megtalédlasara.

A kovetkezbkben az algoritmus 6. 1épésében szereplé MINLP, ill. MILP
feladatokra gytijténéven MIP-ként fogok hivatkozni.
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6.2.3. Kezdbérték-adas a binaris valtozokra

Az mMM](J) optimaélis megoldasa leképezhet6 mMM](f) egy fizibilis meg-
oldéasara (1d. a 4. lemmat). Legyen

2 1
i, ) =11, 4),

)

& 1 ha fg)(l}, dj) > b és (1}, dj) € Ey,
70 ha Rt d) = dués (1, dy) € i

Az mMM]((Z) feladat megoldasa sordn segitséget jelenthet a bindris valtozékra
vonatkoz6 kezd6értékek explicit megadasa.

6.2.4. Kezd6érték-adas a McCormick-atirds mesterséges
valtozoéira

Az 5. lemma alapjan mMMlgz) McCormick-atirdsanak kezd6értéke csak-
ugyan eléallithato mMMl((Z) kezd6értékébodl. Ehhez mMM,EZ) kezd6értékét

bovitjiik a p valtozokra vonatkozé értékekkel:
e fi (15,dj) haxt=1és (1}, dj) € Ey,
] 0 ha x! = 0 és (1}, ;) € Ex.

6.2.5. Elémegoldas: folyamok rogzitése a folyam-megmaradéasra
tekintettel

Az A.3. algoritmus 5. 1épése egy, az AMPL elémegolddjdban is megvalo-
sitott standard LP elémegold6 technika (Id. az 5.4.3. alszakaszt). Az

c(d) _Z(ljt,dj)é(ED\Ek) q b
— = Px
degk(dﬂ

Ey, == { (1}, dj) € Ex

halmaz azokat a letolts éleket tartalmazza, amelyekre a kapcsol6do f (l).t, d;)
folyam értékek egyértelmtien kiszdmithatéak a halézat folyam-megmaradési
tulajdonsaga alapjan.

Pontosabban, Ey, minden elemére rogzithett a ¢y folyam érték az algo-
ritmus k. iterdcidjanak 7. 1épésében, méghozza a 6. 1épésben szereplé MIP
megoldésatol fiiggetleniil. Ennek megfelel6en az elémegoldast tartalmazoé
modellekben kimarad a MIP megoldasa, amennyiben Ey, # () valamely k.
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6.1. tablazat. Vizsgalt modellek dttekintése

621 622 623 624 625

ref [ [ ° ° °

1 ° ° °

2 . ° °

3 ° °

4 °

5

6 °
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8 [ ] [ )

9 ° °
10 ° °
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7 2z

iterdcioban. Ha lenne olyan letolto él, amelyre ¢y értékii folyamot kellene
rogziteni, de az eldémegoldé ezt nem tudja megéllapitani, gy a kovetkez6
iteracioban ¢y 1 értéke meg fog egyezni dy-val és a MIP megolddsra kertil.
Legrosszabb esetben az iterdciok szdménak dupldzasaval is jarhat ez a meg-
oldéas, azonban az 4ltalunk tesztelt esetekben az iterdcidk jelentds részében
minden sziikséges fixdlds megtortént az elémegoldasi fazisban, és csak az
esetek toredékében volt sziikség a MIP megoldésara.

6.2.6. Modell-véaltozatok

A fent bemutatott médositési javaslatok kombindciéib6l osszesen tizen-
kett6 modell-valtozatot készitettem annak érdekében, hogy a médositdsok
hasznosséagat kiilon-kiilon, ill. egytittesen elemezni lehessen (eredmények
a 6.4. szakaszban). A 6.1. tdblazat 6sszefoglalja, hogy melyik modell melyik
korabbi alszakasz(ok)ban bemutatott médositast tartalmazza. Referenciaként
(ref) a kordbban publikalt [5], és az 5.4.3. alszakaszban dsszefoglalt matema-
tikai modell szolgalt, amely minden médositast tartalmazott, a tobbi modellt
szamokkal jeloltem.

6.3. Tesztesetek

A kiilonbo6z6 algoritmus varidnsok numerikus hatékonysagi vizsgélata-
ihoz szdmos mesterségesen generalt halézat késziilt. Ebben a szakaszban
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ezen teszthdl6zatok eldéllitdsanak modszereirdl lesz sz6. AlapvetSen harom,
lényegileg kiilonboz6 tipust halézatot gyartottunk:

tilkereslet: ebben az esetben a kdzosségben elérhetd fajlok egy részét sokkal
tobben akarjdk letolteni, mint amennyien a teljes tartalommal rendel-
keznek. A BitTorrent fogalmai szerint tehat ilyenkor nagyon sok letolté
és ehhez képes nagyon kevés megoszté van jelen. A hédlézatokat agy
gydrtottuk, hogy a féjlok véletlenszertien valasztott 10%-ara legyen
talkereslet. Konkrétan a felhasznélok fele letolt6ként van jelen a ki-
valasztott tiz szazalékban. Megjegyezziik, hogy ezek a felhasznalok
emellett letolt6ként vagy feltoltdként részt vehetnek mas fajlokban is.
Az ilyen éllapot éltaldban akkor fordul el valds BitTorrent kozosségek-
ben, amikor megjelennek rendkiviil népszerti tartalmak, amire hirtelen
nagyon sokan kivancsiak [41].

egyenletes: itt minden féjlra teljestil egyfajta egyenstly, nagyjdbdl ugyan-
annyi a letolts, mint a feltolto.

talkinalat: itt pedig a kdozosségben elérhet6 fajlokat sokkal tobben kindljak
letdltésre, mint amennyien azt ténylegesen le is toltik éppen. Tehat tobb
megoszté van, mint letolts. Erdekes médon valés BitTorrent kozossé-
gekben ez az allapot az, amely a legtobbszor el6fordul. Ennek részben
az a magyarazata, hogy az ilyen kdzosségekben a rogzitett szabalyok
egyike altaldban el6ir bizonyos id6tartamig torténd rendelkezésre 4llast
(seedelést), vagy pedig azt, hogy a letoltott mennyiség valamely részét
fel kell tolteni a rendszerbe. Ez utébbi hosszas id6t vehet igénybe abban
az esetben, ha a fajlra mar csak csekély az érdeklédés.

Tipusonként ¢ teszthdl6zatot gyartottunk, amelyekben a felhaszndlok
szdma 100, 300 és 500 volt, mig a torrentek szdma rendre 50, 100 és 200. Ami
a sdvszélességeket illeti (ami a folyam hdlézatban az élek kapacitasat jelenti),
mindegyik hal6zatban véletlenszerfien véalasztottunk értékeket, egyenletes
eloszldssal, mégpedig a feltoltd élekre a [128,2048] intervallumboél, mig a
letoltd élekre az [512,4096] intervallumbol.

A grafok méretét a 6.2. tablazatba foglaltuk 0ssze. Vegyiik észre, hogy a
pontok szdma minden gréafban jelent8sen tobb, mint a felhasznéaldk és torren-
tek szdma. Ennek a magyarazata, hogy bemenetként nem paros gréafot kell
megadnunk, hanem az 5.3. szakaszban bemutatott harmas grafot, amelyben
els6sorban a koztes (L halmazba tartozo) csticsok szdma lesz magas.
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6.2. tablazat. A teszteléshez haszndlt grdfok csiicsainak (n) és éleinek szdma (m)

Graf Egyenletes Tulkereslet Tulkinalat
Felh.-Torrent n m n m n m
100-50 653 10447 307 3850 827 24229
100-100 1172 21734 513 8111 1561 48 872
100-200 2135 40206 919 16201 2992 99 686
300-50 3279 255412 963 37082 2571 218375
300-100 5837 523330 1603 75338 4664 433011
300-200 10748 1015084 2710 142701 14782 2407987
500-50 1913 85316 1597 101097 4252 598766
500-100 3395 175709 2626 204077 7827 1203877
500-200 6376 357693 4690 411916 14818 2417266

A valés BitTorrent kozosségekbdl szarmaztathaté grafok az itt vizsgdl-
takndl joval nagyobb méretiiek, ugyanakkor nem feltétleniil reprezentdlnak
olyan eseteket, amelyeket itt vizsgalunk. A kisebb méret tovabba lehet-
vé teszi, hogy minden vizsgalt modellre kivarhato6 idén beliil lefussanak a
tesztjeink.

6.4. Eredmények

6.4.1. A tesztkornyezet leirdsa

A halézat osszetételének, valamint a megoldas soran alkalmazott mate-
matikai modellnek a megold6 (solver) program hatékonysagara gyakorolt
hatésat szerettiik volna megéllapitani, ezért kiterjedt numerikus tesztelést
végeztem. A 6.2. szakaszban bemutatott tizenkettd modell-viltozat, a 6.3. sza-
kasz huszonhét tesztesete és kett0 professziondlis megoldé minden lehetséges
kombindcidjara hdrom futtatist végeztem.

Az algoritmus-varidansok AMPL nyelven voltak kédolva. A Gurobi és
a MOSEK solvert vettem goércsé ald, mivel ez a két dltaldanos nemlinedris
megoldé 4llt rendelkezésemre, ami a sz6ban forgé modellek optimalizalasi
feladatait kivarhat6é idén beliil meg tudta oldani. Mindkét megoldét az
alapértelmezett paraméterekkel miikodtettem. A tesztek az 5.5. szakasz
tesztjei sordn is alkalmazott 24 magos Intel Xeon 2,27 GHz-es szdmitogépen
futottak, ahol 24 GB memoria allt rendelkezésre.
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6.4.2. Gurobi

A B.1-B.3. tdblazatok a Gurobi megoldéval elért atlagos futasi idéket mu-
tatjdk a kiilonbozé feladat-osztalyokra. Erdemes megemliteni, hogy bizonyos
modell-teszteset-megold6 kombindcidkra, valdszintileg a feladat bonyolult-
sdgabol ad6doé nagy tarigény miatt, mindharom futtataskor szegmentalasi
hibaval 4llt le az AMPL. Ezeket az eseteket ,n.a.” jeloli a tdblazatokban.

A megértés segitésére minden tovabbi tdbldzatra vetitettem egy, az ada-
tokbol késziilt hétérképet is, a kovetkezd szinskéla alapjan:

0 50 500 5000 50000 500 000

Tovabbéd minden oszlopban aldhtizassal jeloltem a minimumot.

Mindenekel6tt szembettls, hogy a hdlozat felépitése rendkiviili mértékben
befolyasolja a megold6 sebességét. Az egyenletes tipusti hdl6zatokra lehetett
a leggyorsabban kiszdmitani a max-min méltadnyos er6forras-kiosztast, a
futdsi id6 atlaga itt 475 masodperc volt. A tilkeresletet mutaté halézatokban
az atlagos futdsi id6 egy nagysagrenddel nagyobb, 5380 masodperc volt, mig
a talkinalatot mutat6 hal6ézatokon dolgozott legtovabb a megoldo, dtlagosan
ismét egy nagysdgrenddel tovabb, 41 940 masodpercig.

Mindharom tipust hdlézatban a 6.2.5. alszakasz el6megolddjdt megualdsito
ot algoritmus varidns (a referencia, és a 8-11.) produkélta a legrovidebb
atlagos futési id6ket, a 8. és 10. varidns hasonl6 id6vel a két leggyorsabb
volt. A referencia algoritmus atlagosan 58%-kal gyorsabban futott, mint a 6.2.
szakaszban bemutatott médositdsokat nélkiil6z 5. varians, habar egyet-
len esetben 16%-kal lassabb volt annél (az 500 felhasznalo6t és 200 torrentet
tartalmazo6 példan a talkinélatos teszthalmazban). Osszevetve a referencia
algoritmust az 1. varidnssal, tovabba a 8. és 7., 9. és 6., 10. és 4., valamint a 11.
és 5. varidnsok futdsi idejét, az elémegold6 beépitése 32-88%-kal (dtlagosan
61%-kal) gyorsitotta meg a végrehajtast.

Az 1-3. algoritmus-variansok minden tesztesetre a leglassabbnak bizo-
nyultak, a 2. és 3. varidns tobb esetben szegmentélasi hibdval allt le. Az 1.
varians az 5.-hez képest dtlagosan 59%-kal lassabban futott, a referencidhoz
viszonyitva tehat atlagosan tobb, mint négyszeres futasi id6t igényelt. Ugyan-
akkor a 8. varidns a referencidhoz viszonyitva dtlagosan 4%-kal rovidebb
tutasi id6ket produkalt. Megéllapithat6 tehat, hogy a 6.2.2. alszakaszban bemu-
tatott McCormick-dtirds alkalmazéasa az eldmegoldds nélkiil jelent&sen, de az
elémegoldéssal egyditt is kismértékben bonyolitja a feladatot.

A 6.2.4. alszakaszban felvdzolt kezdOérték-adds, az 1. és 2. varidns eredménye-
ire alapozva, az esetek 84%-4ban javitott a futdsi id6n, atlagosan 6%-kal.
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A 6.2.3. alszakasz kezdoérték-addsa, a 2. és 3. varidns Osszevetése alapjan
a McCormick-4tirdssal kombindlva tizenegy esetben, vagyis az dsszevethe-
t6 esetek 50%-dban lassitott némileg a megoldason. Ugyanakkor az 5. és 6.
varidns alapjan, tehdt csupdn a kezd6érték-adas hatdsat vizsgalva kedve-
z&bb a helyzet: az esetek 89%-4ban gyorsabb volt a 6. varidns, adtlagosan
6%-kal. Ugy tiinik tovabba, hogy a halézat tipusatdl fiigg a javulds nagysa-
ga: mig a ttlkeresletet mutat6é példakban 1%-os lassuldst eredményezett a
kezd6érték-adés, az egyenletes hdl6zatokban 6%-kal gyorsabb, mig a ttlkina-
latot mutat6 hdl6zatokban 12%-kal gyorsabb volt a 6. varidns. A 4.és7., 10. és
8., valamint 11. és 9. varidnsok futdsi idejét is 0sszehasonlitva, a 6.2.3. alsza-
kasz kezd6érték-addsat implementalé modellek dtlagosan mintegy 3%-kal
voltak gyorsabbak a kezd6érték-adast mell6z6, minden egyéb tekintetben
megegyezd varidnsoknal.

A 6.2.1. alszakaszban bemutatott redunddns korldt hozzdaddsa a 4. és 5. vari-
ans Osszehasonlitdsaban hét esetet leszdmitva segit a Gurobinak, dtlagosan
mintegy 4%-kal futott gyorsabban a 4. varidns. Ebben a tekintetben azonban
igen nagy a szo0rds, a legjobb esetben 30%-kal is gyorsabb volt a 4. varians, a
legrosszabb esetben azonban 13%-kal lassabb. A 10. és 11. varidns az elémeg-
oldét is implementélja, ebben a kontextusban nagyobb hasznot hozott a plusz
korlat: atlagosan 9%-kal gyorsabban futott a 10. varidns. A 6. és 7., valamint
a 8. és 9. varidnst is figyelembe véve atlagosan 6%-os javuldst eredményez
a futasi id6 tekintetében a 6.2.1. alszakaszban targyalt médositas. Erdemes
megfigyelni, hogy az egyenletes kindlatot mutat6 grafokra csak kis mértékii
javulast, ill. bizonyos esetekben lassulast eredményez ez a médositas.

A megoldas min&ségét tekintve nem volt jelentSs kiilonbség az egyes
algoritmus-varidnsok kozott. A tobbszori futtatds eredményei is identikusak
voltak, csak a futési id6k kiilonboztek.

A futdsi id6k varidcios koefficienseit mutatja a B.4-B.6. tablazat. A va-
ridciés koefficiens tulajdonképpen az dtlaggal normaélt szérds szdzalékos
formdja. A tesztesetek eltér6 mérete miatt a szérast ebben az esetben nincs
értelme Osszehasonlitani. A Gurobi 4ltal igényelt futasi id6k atlagos varidcios

koefficiense mintegy 19% volt a teljes adathalmazra.

6.4.3. MOSEK

A B.7-B.9. tdbldzatok a MOSEK megoldéval elért atlagos futasi idéket mu-
tatjak. A Gurobival 0sszehasonlitva ez a megold6 az esetek 65%-dban lassabb
volt: a talkeresletet mutat6é hdlézatokra atlagosan 56%-kal, az egyenletes ke-
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resletet mutat6 hal6zatokra 151%-kal, mig a talkindlatot mutaté hal6zatokra
atlagosan 20%-kal tobb id6t igényelt, mint a Gurobi.

A halozat felépitésétdl itt is nagy mértékben fiiggott a megold6 sebessége.
Az aranyok a Gurobihoz hasonléak voltak: az egyenletes tipust hél6za-
tok max-min méltanyos er6forrds-kiosztasat atlagosan 884 masodperc alatt
lehetett kiszdmitani, a ttlkeresletet mutaté halézatokra ugyanez 3 966 ma-
sodpercig tartott, a talkindlatot mutat6 hdlézatokra pedig atlagosan 34 649
masodpercig.

Erdekes, hogy a 4-7. algoritmus-varidnsok produkaltsk a leggyorsabb
futasi id6ket, ugyanakkor a MOSEK ezekre a modellekre jelent&sen eltérd
optimumot taldlt mind a harom teszthalmazban, mint a Gurobi. A tobbi eset-
ben nem volt jelentds eltérés a kiilonb6z6 varidnsok altal talalt optimumban.
Felmertil a kérdés, hogy egyéltalan itt mirdl is van sz6. Az algoritmus vég-
eredményként egy val6s szdmokbdl 4116 vektort ad meg, amelynek hossza
megegyezik az Ep letdlts élek halmazdnak méretével. Mivel a hasznélt prog-
ramok lebeg6-pontos mtiveleteket végeznek, ezért kerekitési hiba el6fordul-
hat, amely befolyasolhatja a végeredményt (Id. az 5.5.2. alszakaszt). Jelen
esetben pontosan ezt tapasztaltuk, tehdt a két megoldo6 a kerekitési hibakra

kiilonbdz6képpen érzékeny.

7

A Gurobihoz hasonléan itt is az elémegold6t nélkiil6z6, McCormick-dtirdst
implemental6 1-3. algoritmus-varidnsok voltak a leglassabbak, mindhdrom
produkalt szegmentaldsi hibéat is a legnagyobb feladatokon.

A 6.2.4. alszakasz kezdbérték-addsa, a 6.2.3. alszakasz kezdoOérték-addsa, és
a 6.2.1. alszakasz redunddns korldtja dtlagosan mintegy 4%, 3%, ill. 5% lassulast
eredményezett a MOSEK megold6val kombindlva.

A referencia atlagosan 65%-kal gyorsabban futott, mint az 1. algoritmus-
varidns, rdadasul ebben az 6sszehasonlitasban (tehat a McCormick-atirassal
kombindlva) minden esetben tobb, mint 50%-os gyorsulédst eredményezett
a 6.2.5. alszakasz eldomegolddja. Ugyanakkor a 8-11. algoritmus-varidnsokat az
elémegold6t nem implementalé parjaikkal 6sszehasonlitva atlagosan 67%-os
lassulast tapasztaltunk a MOSEK esetében.

A futasi id6k varidcios koefficienseit a B.10-B.12. tdblazat tartalmazza. A
MOSEK éltal igényelt futdsi id6k dtlagos varidcids koefficiense a Gurobitol
nagyobb, dtlagosan 30% volt a teljes adathalmazra.
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6.4.4. Konkluzié

A 6.3. tablazat tartalmazza egy-egy algoritmus-varidns atlagos futasi
idejét az egyes teszthalmazokra. A 300 felhaszndl6t és 100 ill. 200 torrentet,
tovabba az 500 felhasznalot és 100, ill. 200 torrentet tartalmazo teszteseteket
mell6ztiik az atlagszamitas soran, hogy a szegmentéldsi hiba miatt hidnyz6
adatok (Id. a 6.4.2. alfejezet elején) ne torzitsdk az eredményt.

6.3. tdblazat. EQy-eqy modell-viltozat dtlagos futdsi ideje (mdsodperc)

Gurobi MOSEK

Tulkereslet Egyenletes Tulkindlat Tulkereslet Egyenletes Tulkinalat

ref 394,31 60,95 2481,61 817,04 203,15 5349,53
1 1523,81 145,57 = 16 206,43 2122,66 461,99 13311,69
2 1591,15 163,32 16 183,00 2092,51 453,53  13602,79
3 1592,43 165,20 15128,01 1947,76 375,94 12222,58
4 843,34 115,57 9923,46 705,88 51,08 6 089,69
5 869,00 116,17 = 10694,17 761,24 105,33 6132,51
6 811,11 113,42 9557,88 756,02 125,49 6114,82
7 759,65 113,03 9389,50 668,76 57,55 6267,42
8 399,35 56,07  2010,80 768,83 162,93 538291
9 426,72 56,06 221591 772,56 193,83 5341,95

10 400,28 61,44 2145,46 787,46 208,86 524041
11 446,61 54,56 2 365,85 801,81 162,48 5289,54

A kozolt tesztek eredményei alapjan a kovetkez6 tanulsagokat vonhatjuk le:

o A hélozat felépitésétdl rendkiviili mértékben fiigg a megold6 sebessége.
Az egyenletes tipust hal6zatokra a leggyorsabb, a talkindlatot mutato
halézatokra pedig a leglassabb kiszamitani a max-min méltanyos er6-
forrdselosztast. A sebesség nagyjabol ardnyos az alkalmazott specidlis
harmas graf reprezentaci6 cstcsainak és éleinek a szamadval.

e A Gurobi altaldban gyorsabban oldotta meg a feladatot, és kevésbé volt
érzékeny a kerekitési hibakra, mint a MOSEK. Ugyanakkor a Gurobi
tobb tesztesetre produkalt szegmentalasi hibat.

o A Gurobi kedvez&bben reagélt a cikkben szerepld modell-atirdsokra.
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A fix als6 korlat hozzdadasa az alkalmazott megoldotol és a feladat
tipusatol fiiggben eltérd hatast gyakorolt, az Osszes teszt atlagaban
+0,66% javuldst eredményezett a megoldas sebességében.

A McCormick-4atirds alkalmazasa minden esetben lassitotta a megol-
dast. Ez meglepd és egyben pozitiv eredmény, amellyel kimutattuk,
hogy a tesztelt megold6k konnyebben boldogultak a kisebb méretii
nemlinedris feladattal, mint a nagyobb méretti linedris véltozattal.

A binéris valtozokra vonatkoz6 kezdGérték-adas hatdsa az alkalmazott
megoldotol és a feladat tipusatol fiiggben véltozott, az Osszes teszt
atlagaban elenyész6, mindossze +0,06% volt.

7 2

A mesterséges véltozokra vonatkozé kezd6érték-adéds hatdsa az alkal-
mazott megoldotol és a feladat tipusatol fliggden valtozott, az osszes
teszt dtlagdban +1,01% volt.

A cikkben szereplé modell-atirasok koziil az elémegold6 hatasa a leg-
kedvez8bb, az 9sszes teszt dtlagaban +9,75% javulast eredményezett.

Nem volt olyan algoritmus-varidns, amely minden teszthalmaz esetén
egyértelmiien a legjobb lett volna, még azonos megoldé esetében sem.
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Milyen hatast gyakorolnak a nemlinedris optimalizélasi feladatok model-
lezési fazisaban hozott dontések a megoldas hatékonysagara? Erre a kérdésre
kerestem a valaszt dolgozatom megirdsakor. Ez a fejezet 6sszefoglalja ér-
tekezésem f6 eredményeit, tovdbba megfogalmazédnak benne a kutatas
folytatdsanak lehetséges iranyai.

A 2. fejezetben az értekezés témdjahoz kapcsol6dé alapfogalmakat ismer-
tettem. Bemutattam az optimalizédlasi problémék szokésos osztalyozasat és
megoldé médszereit, a modellezési nyelvek szerepét a praktikusan nagy
problémak kezelésében.

A 3. fejezetben mindenekel6tt annak a lehet6ségét vizsgaltam, hogy Csen-
des és Rapcsak nemlinedris koordindta-traszformaciéi [20, 71] el6éllithatok-e
egy mai szamitégépes algebra rendszerben megvaldsitott automatikus egysze-
rilsitd eljdrdssal. Két programozdsi kornyezetben, a Maple és Mathematica
rendszerekben késziilt el a hivatkozott elméleti eredmények alapjan kidolgo-
zott eljards megvalositdsa, ami a feltétel nélkiili nemlinedris optimalizaldsi
feladat célfiiggvénye képletének ismeretében automatikusan képes eldéllita-
ni a matematikai modell hasznosnak tling atirasait [4, 3]. A javasolt atirdsok
révén felismerhet6vé valhat a modell rejtett redundancidja, lehetéség nyilhat
a feladat dimenzidjdnak csokkentésére. Bizonyos esetekben a redundéns pa-
raméterek felismerése felbecsiilhetetlen segitséget nytjthat az optimalizalasi
modelleket elemzd szakértd szamara [38].

A 3.4.3-3.4.5. alszakaszok a Maple implementacié kapcsan felmertil6 f6bb
problémadkat targyaltak. A 3.4.8. alszakaszban 6sszehasonlitottam a Maple
és Mathematica valtozatokat az el6allitott helyettesitések szempontjabol. Itt
kiilonosen a sajat, erre a célra késziilt tesztfeladataim vizsgélatdra tdmasz-
kodtam. Kideriilt, hogy a Mathematica rugalmas helyettesit® rutinja erre a
célra megfelel6bb, és ez a megbizhat6 intervallum aritmetikaval kiegészitve

a Maple-nél jobb alapot biztosit egy ilyen jellegti alkalmazas szamara.
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Természetesen az lenne a legszerencsésebb, ha az automatikus egyszerti-
sitd eljards a matematikai programozdsra specializalt modellezési nyelvek
el6feldolgozojaba is beépitésre keriilne, hasonldéan az 5.4.3. és 6.2.5. alszakasz-
ban részletesebben targyalt, az AMPL-ben rendelkezésre all6 linearis elémeg-
old6 technikdhoz. Ahhoz azonban, hogy a targyalt nemlinedaris koordindta-
traszformaciok hatékonyan alkalmazhatok legyenek egy ilyen kornyezetben,
tovabbi elméleti megfontoldsok sziikségesek, amint azt mindjart kifejtem.

Hogyan teljesit az elkésziilt program standard és egyéb gyakran hasznalt
globdlis optimalizalasi tesztfeladatok egy b6vebb halmazan? Osszesen 45
jol ismert globalis optimalizélasi tesztfeladatot vizsgédltam, és ezek koziil 8
esetben talalt ekvivalens atirdst a Mathematica program, ami a teszthalmaz
18%-a. Ha figyelembe vessziik, hogy nem ismert mas médszer, amivel hason-
16 jellegti helyettesitések automatikusan el6éllithatok lennének, ez az arany
jelentésnek tekinthetd.

A 3.4.8. és 3.4.9. alszakaszokban bemutatott, az automatikus egyszertisi-

t6 Mathematica véltozataval eldallitott helyettesitések mindegyike helyes,
felmeriil azonban két igen fontos kérdés:

1. Hasznosak-e, vagy jelentéktelenek a produkalt helyettesitések?

7 2z

2. Megéri-e a plusz vizsgalodast ezek el6allitdsa?

Ezen kérdések mentén folytatott kutatdsom eredményeit a 3. fejezet vége és
a 4. fejezet foglalja Ossze.

Az 1. kérdésre keresve a valaszt, a 4. fejezetben az automatikus egysze-
riisit6 altal produkalt atirdsok hatasat egy numerikus globdlis optimalizalo
teljesitményén vizsgaltam. Konkrétan a GLOBAL nevii heurisztikus multi-
start megoldo6 futési idejét és fliggvény-kiértékeléseinek a szamat hason-
litottam Ossze az eredeti, és a bemutatott automatikus egyszertisit altal
atirt probléma-alakra vonatkozéan. A 3.4.8. és 3.4.9. alszakaszokban is vizs-
gélt standard globalis optimalizaldsi tesztfeladatok és egyéb mesterségesen
konstrudlt példak vizsgélatabol szarmazo eredményeim azt mutatjak, hogy
a GLOBAL a legegyszer{ibbnek t{in6 automatikus atirdsbol is profitdlni tud.
Mind a futdsi id6re, mind a fiiggvény-kiértékelések szamara kedvezen ha-
tott az atalakitas, az Osszes tesztfeladat dtlagaban az atirdsnak koszonhet6
relativ javulds mindkét tekintetben 32% volt.

A 3.5. szakaszban bemutattam 1j elméleti eredményeimet, melyekkel a
Csendes és Rapcsak altal leirt nemlinedris koordinata-transzformdcidkat két
irdnyban altalanositottam [3]. Egyrészt az alkalmas parhuzamos helyette-
sitések lefrasdval a kordbbindl bonyolultabb ekvivalens atirdsokra adtam
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elégséges feltételeket, mdasrészt kiterjesztettem az alkalmazas lehet6ségét
a feltételes nemlinedris optimalizalasi feladatokra. Az eredményeim gya-
korlatba tiltetéséhez, pontosabban az automatikus egyszertisitébe torténé
hatékony integraci6jdhoz tovdbbi megfontolds lenne sziikséges. A munka
lehetséges folytatdsa lenne annak elemzése, hogy milyen feltételek mellett
lehet az alkalmas parhuzamos helyettesitéseket tigyesen megtaldlni és végre-
hajtani? Vajon hol lehet, vagy lehet-e egyéltaldn a megbizhat6sag biztositdsa
mellett a kiszdmitasi fdban vagni, tehat az egyszertisit6 eljaras futds kozben
keletkezd szélait rangsorolni, ill. elhagyni?

A 2. kérdéshez kapcsoléddan a 3.4.9. alszakaszban kozoltem az egysze-
riisitd eljdrds Mathematicdban mért futdsi idejét. A kép vegyes: mig a sajat
feladatok atalakitdsainak mindegyike kevesebb, mint 0,2 masodperc alatt
lezajlott, a standard tesztfeladatok futdsi ideje sokkal nagyobb szérdst mu-
tatott. A 45-b6l 24 tesztesetre kevesebb, mint egy masodperc alatt lefutott
az egyszerfisits, és tovabbi 10 esetben kevesebb, mint egy perc elegendének
bizonyult. 7 esetben viszont tobb, mint fél 6rat igényelt volna az eljaras.
A 4. fejezetben lathat6, hogy ugyanezen feladatok megoldédsa a GLOBAL-lal
atlagosan kevesebb, mint egy masodpercet vett igénybe.

A tovabbiakban érdemes lenne tehat megvizsgalni, melyek azok a feladat-
osztaly-megold6 kombinacidk, amelyekre az atalakitds koltsége és az j
alak optimalizéldsa egyiitt kevesebb id6t igényel, mint az eredeti feladat
megoldasa. A szimbolikus el6feldolgozénk haszndlata elsésorban akkor le-
het indokolt, ha megbizhaté eredményt keresiink, vagyis az optimalizaldsi
folyamatban végig megbizhatéan szamolunk: intervallumosan vagy szim-
bolikusan. Ilyen esetekben kétféleképpen is megtériilhet az el6feldolgozas
tobbletkoltsége: az 4talakitas segitheti, gyorsithatja a heurisztikus megoldok-
nél altalaban sokkal lassabb megoldét (pl. az intervallumos korlatozas és
szétvalasztas [81] esetén), vagy olyan alakra hozhatja a feladatot, amit egy
bizonyos feladatra specializdlt megoldo (pl. a kvantor elimindci6 [83]) meg
tud oldani.

A szimbolikus feladat-atirds igéretesnek ttinik példaul a globalis opti-
malizalds intervallumos moédszerei esetében. Az optimalizaldsi modellek
intervallumos befoglal6 fiiggvényei talbecslésének [1] a hatdsat vizsgaltak
mar el6ttem [81]. A szimbolikus mdodszerek kézenfekv$ alkalmazésa lenne
,single use expression” (SUE) el6allitasa a kiértékelend6 kifejezésbdl, ha
ez lehetséges. Tulajdonképpen egy atlagos szamitogépes algebra rendszer
alapértelmezett egyszer{isitd6 mechanizmusa [79] gyakran végez a kivanthoz
hasonlé atalakitdsokat a disztributivitasi szabdlyok alkalmazasaval, vagy
a szorzas miivelet hatvanyozdasra torténd cseréjével. A szerz6 folyamatban
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1évé munkadja azt latszik meger&siteni, hogy az értekezésben vizsgalt automa-
tikus egyszerfisitd eljards a mostani forméjdban is alkalmas az intervallumos
megoldok eredményességének és hatékonysdganak a javitasara.

Az 5. fejezetben a BitTorrent kozosségekben felmeriilé méltdnyos sdvszé-
lesség-kiosztds problémdjdra adott megolddsomat ismertettem. A feladatot
rajkozi (inter-swarm) szinten vizsgaltam. Ez a felhaszndlok viselkedésének
egyik legkomplexebb vizsgalhat6 szintje, ahol a modell megengedi, hogy a
tfelhasznalok tobb tartalom le- és feltoltésében vegyenek részt egyszerre.

Capota és szerzétarsai [13] megmutattak, hogy a BitTorrent protokoll
standard sdvszélesség-kiosztasat alkalmazo6 BitTorrent kozosségek atlagos
teljesitménye (nem til meglepd médon) szuboptimaélis a max-min méltanyos-
sag tekintetében. Ez a méltadnyossagi mérték megfelel péld4ul a napjainkban
peer-to-peer rendszerekkel is kapcsolatba hozott vide6kozvetit6 (streaming)
szolgaltatasok céljainak.

Az altalunk kidolgozott algoritmus [5] Capotad és szerzdtarsai munkaja-
nak tovabbfejlesztése. A Radunovic¢ és Le Boudec altal is 0sszefoglalt [69]
altaldnos max-min programozasi algoritmus sémajat kovetve a letolto élek
max-min méltadnyos stilyait iterativ médon szdmitjuk, minden korben a
legkisebb meghatadrozatlan stllyal rendelkez6 valtozokat rogzitve. F6 ered-
ményem, hogy Capotd és szerz6tarsai komplikalt szita-modszerét egy egzakt
matematikai programmal helyettesitettem, majd az erre épiil6 algoritmus
helyességét elméleti titon bizonyitottam. Az algoritmus részletes leirdsa a
bizonyitdssal egyiitt az 5.4. szakaszban taldlhato.

A bizonyitottan helyes algoritmust AMPL nyelven, elméleti eredmé-
meg. Az 5.5. szakaszban 0sszehasonlitottuk a korabbi MM [13] és a sajat
MaxMin-r [5] algoritmust a BitSoup.org nevii BitTorrent kozosség pillanat-
felvételeibdl szarmazo nagymeéretii feladatokon. Az eredmények alapjén a
MaxMin-r a nagyobb problémakon gyorsabban teljesit, mint az MM, rdada-
sul mar néhany kezdeti iterdcié utdn nagyon j6 kozelitését adja a max-min
méltanyos allokdcionak. Ez a kozelités, ami a feladat fizibilis megoldésa, na-
gyon gyorsan eléallithat6. Példaul a MaxMin-r elsd iterdcidja 46 masodpercet
igényelt a 23 670 csticsot és 7326 letoltd élet tartalmazo6 példan, mig az MM
algoritmus hasonléan j6 eredményt biztosit6 elsé 210 iterdcidja tobb, mint
nyolc 6ran keresztiil futott.

Tehat a MaxMin-r els6 néhany iterdcié utani megéllitasaval belathat6 idén
beliil a max-min méltdnyos allokéci6 egy jo fizibilis kozelitését allithatjuk eld.
A milliényi csticsot és élet tartalmaz6 valds problémék megolddsa azonban
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még ettdl is gyorsabb heurisztikdkat kivanhat. Igy hat lehetséges folyta-
tasként érdemes lenne egy j6 heurisztikat kifejleszteni a valés BitTorrent
kozosségekbdl szdrmazé adatok elemzésére épitd tovabbi elméleti megfonto-
lasok alapjan. A szerzd ilyen irdnytd munkdja folyamatban van.

Mivel a max-min méltdnyossagi problémat peer-to-peer rendszerekhez
kapcsolédoan vizsgaltam, az egzakt algoritmus elosztott valtozata, vagy
akdr elosztott heurisztikak otlete is érdeklddésre tarthat szamot. Reményeim
szerint a feladat jobb megértésére iranyul6 eredményeim a kés6bbiekben
ebben az iranyban is alkalmazhat6ak lesznek.

A 6. fejezetben azt vizsgéltam, hogy az 5.4. szakaszban bemutatott, nagy-
méreti linedris és nemlinearis vegyes-egészértékii programokat is magaban
foglal6 optimalizalasi feladat megolddsdnak sebességét mennyiben befolyé-
solja kiilonféle modellezési technikdk alkalmazasa. Elemeztem a matematikai
modellezés soran felmertil6 atirdsi lehet6ségek hatasait. Kiterjedt numerikus
tesztelést végeztem tizenkét modell-valtozat, huszonhét teszteset és kettd
professzionalis megold6 minden lehetséges kombinacidjaval.

Az elvégzett kisérletek szdmos érdekes eredménnyel szolgéltak. Egyrészt,
nem taldltam olyan modell-véltozatot, ami minden esetben a leggyorsabban
oldana meg a feladatot. Kidertilt tovabba, hogy a tesztelt korszerti megolddk
szamara nem jelent problémat a bilinedris feliras hatékony megoldasa. A
Gurobi és a MOSEK is konnyebben boldogult a kisebb méretfi bilineéris fel-
adattal, mint a McCormick-atiras révén el6allo ekvivalens, nagyobb méretii
linedris véltozattal. Kiemelkedett az 5.4.3. és 6.2.5. alszakaszban targyalt el6-
megold6 technika hatdsa, mely az 0sszes teszt dtlagédban a futdsi idé mintegy
10%-o0s javuldsat eredményezte.

A folytatdsban érdekes lehetne az elvégzett kisérletek egyfajta megfordi-
tdsa is. A bemenetként megadott grafok szerkezetének mélyebb elemzésével
talan kimutathato, hogy az egyes algoritmus variansok alkalmazéasa milyen
grafok esetén a legkedvez&bb a megoldds hatékonysdga szempontjabol.
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A.1. algoritmus. symbsimp(x, £) //f: célfiigguény képlete, x: viltozo lista

g« f
subslist « {}
subsnumber « 0
for i = 1 to Dimension(x) do
dx < vg
factordx + Factor(dx)
h; < Null
if factordx # dx then
h_list + Null
for j € factordx do
p< [jdx
if NumbOccur(g, p) = NumbOccur(g, x;) then
repeat
h_temp « Sort({q | ¢ €Decompose(g, p) and IsType(q, "+')}, p).Pop
if Test(h_temp, x;) then
h_list.Push(h_temp)
end if
until Test(h_temp, x;) or h_temp = Null
end if
end for
h; < Sort(h_list, x;).Front
end if
if h; = Null then
repeat
h_temp <« Sort({q | ¢ eDecompose(g, x;) and IsLinear(q, xi)}, xi).Pop
until Test(h_temp, x;) or h_temp = Null
if Test(h_temp, x;) then
h; < h_temp
subsnumber++
else
hi — Xi
end if
end if
g « Subs(g, hy, 'y1)
subslist.Push("y; =h;")
end for
if subsnumber # 0 then
g* < Solve[g, y]
t* «— Transform(g*, subslist)
Verify(f, g)
end if
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A.2. algoritmus. MaxMin-r

1. Alsé korlat szamitasa a folyam értékekre. MM, megoldasa:

max f,
fh. f(1,dj) > f v(1},dj) € Ep.
A minimadlis folyam érték eltaroldsa. Legyen ¢ := f.
2. Maximalis atvitel kiszdmitasa. Az MMy ,xr1ow -Val jelolt LP feladat megoldasa:

max Z f(l;‘, dj),

(1,d;)€ED

fh. f(1f,d)) > ¢ v(1}, dj) € Ep.
Optimum eltaroldsa. Legyen 0 :=} (1t 4,)cg,, f (1, dj).
5

3. Inicializdlas. Legyen F:= 0, k:=1,E; :=Ep, V(l).t, dj) €eEp: Bjt =0,¢pp = 0.

4. LP megoldas (max-min folyam érték kiszamitdsa). Az mMM](J) LP feladat
modositott valtozatdnak megoldasa:

max fy,
fh. Y (U, dy)+ > tt>(1-e)-0o
(15,d;)€Ex (1,d;)€(Ep\Ex)
f(15, dj) > fic v(1j, ) € Ex,
fk>¢

Optimum eltaroldsa. Legyen ¢y := fy.

5. Elémegoldas (max-min folyammal rendelkezd élek kivalasztasa).

S T C(dj)—Z(l]F,dj]e(ED\Ek)e)'t .y
kf o jr ) k deg;(dJ) - k 4

V(l}‘,dj) € Ey, : x;‘ =0.

Ha [Ey,| # 0, ugrds a 7. 1épésre.

— folytatds a kovetkezd oldalon —
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6. MILP megoldas (max-min folyammal rendelkez6 élek kivalasztasa). Az
mMMk McCormick atirdsdnak megoldasa:

max E X5,

(15,d;)€Ex
f.h. Zp;‘ + d>k~Z1—x Z(’,t > (1—¢)-o0,
(U,dj)€Ex (1,d;)€Ex (1},d;5)€(Ep \Ex)
f(1j,dj) > dx v(1},dj) € Ex,
f(1},dj) > b xj v(1},dj) € Ex,
m1n(6 X, f(1, dj) )> V(1}, dj) € Ey,
max (0, f(1}, d;) — Xj)) <p V(1 d;) € Ex,

ahol x} c{0, 1} és pjt = f(ljt,dj)x)?.

7. Fixalas (kivalasztott éleken folyam rogzitése). A ¢y-ra vonatkoz6 aktiv korla-
tok kikeresése, és a kapcsolodo letoltd éleken a folyam értékek rogzitése:

Oy = {(l;,dj) S Ek|XJTL ZO},

V(l} d;j) € Ex-ra, aholx =0: 4=y,
F Z:FU(Dk, Ek+1 = Ek\q)k-

8. Megallasi feltétel. Ha F = Ep, megallunk. Kiilonben k := k + 1 és ugras a 4.
lépésre.
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A.3. algoritmus. MaxMin-r egyszeriibben: a 6. fejezet kiinduldpontja

1. Alsé korlat szamitasa a folyam értékekre. MM, megoldasa:

max f,
fh. f(1,dj) > f v(1},dj) € Ep.
A minimadlis folyam érték eltaroldsa. Legyen ¢ := f.
2. Maximalis atvitel kiszdmitasa. Az MMy ,xr1ow -Val jelolt LP feladat megoldasa:

max Z f(l;‘, dj),

(1,d;)€ED

fh. f(1f,d)) > ¢ v(1}, dj) € Ep.
Optimum eltaroldsa. Legyen 0 :=} (1t 4,)cg,, f (1, dj).
5

3. Inicializdlas. Legyen F:= 0, k:=1,E; :=Ep, V(l).t, dj) €eEp: Bjt =0,¢pp = 0.

4. LP megoldas (max-min folyam érték kiszdmitasa). Az mMMli1 ) -gyel jelolt LP
feladat megoldésa:

max fy, (A.1)
fh. Y (U, dy)+ > tt>(1-e)-0o
(15,d;)€Ex (1,d;)€(Ep\Ex)
(1}, dj) > fi V(1 dj) € Ex.

Optimum eltaroldsa. Legyen ¢ := fy.

5. Elémegoldas (max-min folyammal rendelkezd élek kivalasztdsa).

c(d5) = (1t apeEp\En) b 6
deg, (d;) <

Ey, = { (1, dj) € Ex

V(1},dj) € Ex, : x{ :=0.

Ha [Ey,| # 0, ugrds a 7. 1épésre.

— folytatds a kovetkezd oldalon —
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6. MINLP megoldas (max-min folyammal rendelkez6 élek kivalasztasa). Az
mMMliz)-Vel jelolt vegyes-egészértékii bilinedris programozasi feladat meg-

oldasa:
max Z X3,
(15,d5)€Ex
fh. Y f(U,d)xf + d- ) (1=x) + > & = (1—¢) -0, (A.2)
(15,d5)€Ex (1,d;)€Ex (15,d;)€(Ep \Ex)
f(1},d;5) > b v(1},dj) € Ex,
(1}, dj) > dr x§ v(1},dj) € Ex,

ahol x)f‘ €{0, 1}.

7. Fixalas (kivalasztott éleken folyam rogzitése). A ¢y-ra vonatkoz6 aktiv korla-
tok kikeresése, és a kapcsol6do letolts éleken a folyam értékek rogzitése:

Oy = {(l}‘,d]-) € Eklx}‘ :0},

([, d;) € Ex-ra, ahol x{ =0 : & := dy,
F::FU‘Dk, EkJr] = Ek\(Dk.

8. Megallasi feltétel. Ha F = Ep, megallunk. Kiilonben k := k + 1 és ugras a 4.
1épésre.
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B.1. tdblazat. Futdsi idd dtlaga Gurobi megoldéval a tiilkeresletet mutato hdlézatokra
(mdsodperc)

(= = =3 (=3 (= (=3
(= =] (=] (= =] (=} = S (=]
5 7 g B 7 X B 5 X
= (= = (=3 =3 (=3 (=3 (= (=3
(=] (=] (=] (= S (=3 S S (=]
i v~ L] o (3] o To} Lo Lo

ref 10,07 1819 4594 32574 67329 164635 157161 4156,12 1003723

1 2470 52,59 163,54 100558 2893,92 10131,24 6372,63 22021,62 74968,79
2 2428 57,54 178,90 1032,78 na. 11193,77 666224 24129,19 81453,34
3 2437 5531 171,21 1014,39 na. 11223,16 6696,87 26537,26 n.a.
4 1995 34,52 106,72 637,97 1550,51 4406,24 3417,54 9616,70 24960,11
5 1940 3694 119,00 624,85 161128 4884,42 3544,83 9812,69 2671523
6 1925 36,23 109,95 599,36 1982,60 6648,88 3290,78 8479,57 22512,50
7 16,08 2704 9044 574,74 188029 620034 3089,95 7892,06 2062751
8 868 14,76 42,13 304,23 696,97 1854,49 162695 4081,75 10172,45
9 9,15 17,78 59,14 348,47 785,58 222894 1699,07 4561,72 12356,00
10 923 14,57 5228 302,89 69993 1849,76 162243 4074,37 10322,80
11 924 19,13 6544 353,52 765,38 228731 178571 458257 12446,04

B.2. tablazat. Futdsi ido dtlaga Gurobi megoldéval az egyenletes keresletet mutaté
hdlézatokra (mdsodperc)

(=3 (=1 (=3 (=] (=1 (=

(=] o (=] (=3 o [=} (=] (=] (=]
B o X 2 n X B n X
(=1 (=3 (=] (=3 (=3 (=]

Ll A Ll o o o Lo Lo Lo

N
O
\®)
(@]

N
6]
(a]

ref 1,78 3,26 6,78 52,74 95, 202,50 240,21 506,27 1229,56
4,39 871 1719 130,11 23836 529,75 567,47 1281,63 303854
4,43 987 20,11 125,07 264,64 623,30 657,11 136529 335250
4,44 952 20,73 136,39 254,63 618,02 65493 1303,40 3355,22
3,40 6,87 14,39 103,26 199,23 49247 449,93 141148 2837,84
6,88 14,69 101,57 201,26 707,21 454,40 124190 269943
3,07 6,72 15,03 93,24 20098 59048 449,03 1179,65 235924
3,03 6,61 15,03 98,02 198,27 59040 442,46 1096,27 2488,53
1,55 3,26 7,83 50,19 10744 230,83 217,54 750,42 131550
1,59 3,14 783 4681 106,70 25843 220,95 506,30 1125,56
3,30 7,56 50,32 106,27 23528 24448 487,59 116261
3,14 8,39 5098 106,82 269,73 208,76 495,27 1156,44
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B.3. tablazat. Futdsi idd dtlaga Gurobi megoldéval a tiilkindlatot mutato hdldzatokra
(mdsodperc)

300-50
300-100
300-200
500-50
500-200

ref 446 997 3949 17672 36021

1 164,55 4379 1816,3 117739 232784 FeliNiEe) 393350,0

2 2030 4106 18855 110059 Ml 369 862,3 400560,6

3 2041 4177 1743,2 11536,0 n.a.

4 1335 2812 13593 65279 19146,2 413154

5 133,7 3323 159,2 74818 20126,7 43926,9

6 1187 3129 13505 68056 189396 39201,7

7 87,8 3214 13855 6197,5 17703,8 38955,4

8 52,8 859 406,7 17412 37566 305908 77675 172734 281788

9 59,1 125)7 5163 18429 40199 344188 85357 191654 349223
10 578 1099 3751 19814 40904 295459 82032 161282 273722
11 60,3 1245 4540 2064,1 4357,5 371422 91264 18057,1 35088,7

B.4. tdblazat. Futdsi id0 varidcios koefficiense Gurobi megolddval a tiilkeresletet
mutaté hdlézatokra (szdzalék)

ref 37,03 33,80 18,61 27,12 20,64 25,82 18,35 23,75 22,83
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B.5. tdbldzat. Futdsi id0 varidcios koefficiense Gurobi megolddval az egyenletes
keresletet mutaté hdlézatokra (szdzalék)

100-200
300-200
500-200

ref 1745 23,02 6,03 28,77 13,98 8,29 12,43 13,99 23,03

1 2383 16,00 12,12 35,90 3,83 5,72 19,80 18,73 11,56
2 2191 23,19 14,36 19,28 11,32 8,95 32,06 11,79 10,56
3 22,74 24,15 9,63 35,74 7,22 522 35,39 11,63 4,09
4 591 22,50 13,23 25,50 2,37 16,45 5,09 49,64 9,21
5 2,22 2577 9,78 23,76 1,37 62,09 6,06 19,17 24,89
6 2,28 2443 20,24 13,04 3,44 24,36 10,39 13,00 5,52
7 1,66 2193 16,55 15,11 5,51 22,92 7,18 18,24 13,47
8 1,98 22,63 25,86 13,38 9,50 10,33 2,90 64,26 13,00
9 436 13,10 18,96 3,19 10,35 24,54 5,61 12,18 3,64
10 381 21,62 2045 22,44 9,01 10,38 21,32 14,35 6,54
11 065 11,80 24,34 18,98 5,57 23,60 2,00 14,04 6,74

B.6. tablazat. Futdsi id0 varidcids koefficiense Gurobi megoldéval a tiilkindlatot
mutatd hdlézatokra (szdzalék)

(=3 (=1 (=3 (=] (=1 (=

(=] o (=] (=3 o [=} (=] (=] (=]
B o X 2 n X B n X
(=] (=3 (=] (=3 (=3 (=]

Ll A Ll o o o Lo Lo Lo

ref 17,10 2036 2237 1683 478 4150 20,69 3438 3164
2617 2588 906 1656 11,01 3007 971 1832 37,32
2729 1503 616 156  na. 4228 198 1526 36,69
2543 2085 1253 11,36  na. na. 58 2039 na.
11,80 2069 1755 655 423 31,12 709 21,16 26,06
1378 730 1590 2356 1422 23,00 3146
3725 1184 1664 1664 1066 1974 1309 2730 31,68
2602 1837 1701 926 925 2196 11,15 27,84 23,61
4245 11,62 2516 1888 2121 2088 1395 22,66 27,23
2926 2573 2806 749 820 1765 808 2125 2925
1952 1542 1849 1727 1357 1444 3502
3251 1838 1441 3056 2331 1611 2943
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B.7. tdblazat. Futdsi id6 dtlaga Mosek megolddval a tiilkeresletet mutaté hdlézatokra
(mdsodperc)

o o o o o o
) S S ) S S = S S
0 by q ' by q 0 by q
S S S S S S S S S
S S S S S S S S S
— — — a a a T3 T )

ref 2437 31,81 100,39 786,25 2322,84 283295 3142,39 8264,79 15530,16

1 53,75 11494 53845 199433 5640,38 8206,87 7911,81 n.a. 4384291
2 52,79 196,94 393,44 2004,40 4371,85 8574,19 7814,97 n.a. | 4441097
3 4831 157,22 431,42 2032,38 3753,17 7766,67 706946 n.a. n.a.
4 12,85 9243 79,79 852,03 263,57 3769,14 249232 6322,74 1282044
5 17,44 6343 11695 784,68 162,88 3341,78 2823,70 7433,14 12754,80
6 1924 5313 124,65 762,61 162,81 3428,15 282049 7370,58 12542,12
7 1404 66,16 3896 764,09 26285 3600,78 2460,55 6625,07 1232743
8 1892 46,49 132,29 703,70 152222 3123,00 2942,77 7480,00 12915,44
9 20,01 4945 11592 706,56 148822 317990 2970,85 7754,06 1247233
10 19,77 40,55 116,00 837,10 1487,42 2918,84 292390 7171,64 13249,78
11 17,87 34,08 96,26 853,30 148455 300299 300752 699345 12526,17

B.8. tablazat. Futdsi id0 dtlaga Mosek megolddval az egyenletes keresletet mutato
hdlézatokra (mdsodperc)

300-50
300-100
300-200
500-50

ref 443 3150 2648 10431 277,44 507,66 849,05 134894 3086,97
11,99 66,68 80,08 330,60 131899 282221 182059 3997,72 882578
1400 5581 6527 36401 158955 142326 176854 3850,90 8493,37
1688 33,09 5489 28229 100368 120461 149253 355727 811597
399 2559 1579 51,63 120,08 18758 15841 47596 211255

4406 7810 17378 43864 149171 1116,60
446 2298 2246 5081 8089 15547 52675 1339,68 103596
410 2442 20,09 7423 7036 15393 16491 383,88 1959,77
559 9,60 2023 156,57 27625 49052 622,67 129438 304818
564 1810 17,07 11646 337,68 45445 811,89 1376,10 2860,50

10 58 1940 1703 111,70 42871 47550 890,35 1301,00 278675

11 643 1259 1609 10467 370,40 467,71 672,61 1286,03 3057,83
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B.9. tdblazat. Futdsi idd dtlaga Mosek megolddoval a tiilkindlatot mutaté hdlézatokra

(mdsodperc)
: ¢ § g8 & § 8 & §
ref 89,1 151,8 4449 4507,1 63069
1 2334 3855 1486,7 111958 18563,5
2 2348 4142 13936 124145 20058,6
3 2388 3843 12398 112235 170629
4 1252 203,7 7439 56858 8438,6 23689,9 20777,5
5 1035 2237 7193 4924,7 5386,5 24691,3 12603,9
6 71,9 2316 6102 52892 5521,3 24371,1 12236,0
7 793 2345 8010 56453 82113 24576,9 23006,7
8 71,56 1896 5204 4347,7 69839 217854 39518,0
9 783 152,0 501,1 43813 65005 21597,1 37840,0
10 83,3 1375 527,8 49743 6470,0 20479,2 377634
11 89,1 1344 4619 51265 69512 20635,8 40666,3

B.10. tablazat. Futdsi id6 varidcios koefficiense MOSEK megolddval a tiilkeresletet
mutaté hdlézatokra (szdzalék)

o S S o = = o S =

D i q B i q B n g

s €& & g B g B = 2
ref 6526 2393 4954 31,92 7351 2295 1098 2921 24,87
1 41,64 6523 10728 2885 6607 23,65 7,97 na. 3111
2 3994 11142 8350 2934 3513 2431 720 na. 3289
3 4445 10321 10073 3536 24,82 3037 7,70 na na.
4 3308 11595 13516 27,09 22,69 23,61 12,82 1703 1887
5 4093 11276 12679 2606 24,67 2789 964 947 20,25
6 5665 10342 12977 2147 2136 2963 927 1656 20,53
7 4787 9397 9779 1917 1997 3095 10,72 1779 1493
8 39,80 7325 8344 1728 2493 3132 7,85 14,84 8,09
9 4595 8140 6819 1628 2277 4487 847 1212 8,64
10 4273 62,07 6934 4111 2203 3662 6,68 641 10,67
11 2801 3927 4805 4445 21,88 3685 1025 3,92 8,53
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B.11. tdblazat. Futdsi idd varidcids koefficiense MOSEK megolddval az egyenletes
keresletet mutaté hdldzatokra (szdzalék)

o o o o o o
) S S ) S S = S S
0 by q ' by q 0 by q
S S S S S S S S S
S S S S S S S S S
— — — a a a T3 T )

ref 7,33 141,23 38,84 13,61 44,22 22,92 30,54 11,74 11,63

1 6,40 119,65 59,99 20,47 88,08 85,49 4,73 6,23 4,04
2 2465 100,17 62,14 6,99 102,51 1,67 2,62 11,90 4,30
3 44,02 56,41 43,35 18,98 71,41 7,01 3,40 19,66 5,79
4 36,18 98,00 49,05 11,96 87,76 6,42 8,46 29,16 18,54
5 3686 61,39 26,39 16,12 50,71 10,28 18,36 17,86 24,11
6 30,77 52,55 71,77 16,70 65,96 13,72 42,35 8,51 8,91
7 2332 9066 85,02 58,06 49,42 7,78 3,81 11,45 7,64
8 13,79 56,88 53,72 31,80 25,18 10,77 9,58 8,64 792
9 1231 6997 32,70 2,56 58,58 13,61 40,86 10,11 9,09
10 1136 71,84 2341 15,93 89,39 557 32,99 11,13 3,53
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20,89 56,87 8,02 8,90 9,63 4,86

B.12. tablazat. Futdsi id0 varidcids koefficiense MOSEK megoldéval a tiilkindlatot
mutaté hdlézatokra (szdzalék)

100-100
100-200
500-100

ref 29,25 7,57 24,14 2,59 10,76 27,78 14,36 15,56 17,52
22,50 16,73 8,48 5,56 8,55 20,15 12,72 7,10 19,83

13,62 23,59 17,34 6,83 14,59 21,13 10,53 5,21 31,88

27,39 41,50 25,06 6,65 14,30 31,39 12,56 5,85 28,28

9,77 24,58 21,49 5,30 5,71 28,74 10,37 9,90 22,38

26,74 13,33 13,24 20,51 8,89 4,65 20,40
22,50 20,60 10,38 12,79 6,53 21,00 9,60 4,35 19,19
1493 16,78 16,81 16,00 8,24 20,33 13,32 12,91 26,02
17,59 22,36 33,58 11,17 15,05 25,69 19,84 15,08 29,04
18,60 12,54 20,73 9,91 5,63 30,06 7,03 10,64 32,64
28,19 8,60 5,59 27,76 12,40 18,82 31,31
20,34 17,81 8,25 25,50 14,45 17,84 34,86
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SUMMARY

What are the effects of modeling decisions to the efficiency of solving
nonlinear optimization problems — that is the main research question of my
PhD thesis. This chapter concludes the contributions of the dissertation and
frames directions for future research.

Chapter 2 presents basic concepts of optimization related to the topic of the
thesis. Frequent classifications and solution methods of optimization prob-
lems are enumerated, together with an introduction to algebraic modeling
languages and their role in solving large practical problems.

Chapter 3 discusses the possibility of implementing nonlinear coordinate
transformations from Csendes and Rapcsédk [20, 71] in an automatic symbolic
simplification algorithm realized in a modern computer algebra system. The
method for simplifying unconstrained nonlinear optimization problems was
implemented in Maple and Mathematica environments. It was based on the
referred theoretical results. The program can automatically recognize helpful
transformations of the mathematical model and detect implicit redundancy
in the objective function [4, 3]. In some cases the dimension reduction or
the recognition of redundant model parameters achieved in this way are
invaluable for the experts who analyze optimization models [38].

Subsections 3.4.3-3.4.5 discuss the main problems arisen in connecti-
on with the first implementation in Maple. In Subsection 3.4.8 Maple and
Mathematica based implementations were compared from the produced
substitutions point of view. In this part, I could rely especially on my custom
made problems designed especially to test the capabilities of symbolic simp-
lification algorithms. It turned out that Mathematica is more favorable as the
environment of our simplification method due to its highly customizable
substitution routine and better interval arithmetic capabilities.

It would be the best to have such an automatic simplification algorithm
implemented in preprocessors of algebraic modeling languages, similar to
the LP presolving technique of AMPL presented in Subsection 5.4.3. and
6.2.5. However, further theoretical results would be necessary to apply the
referred nonlinear coordinate transformations in such an environment, as it
will be discussed in more details hereinafter.
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An extensive computational test has been completed on standard global
optimization test problems and on other often used global optimization test
functions together with my custom made test problems to analyze perfor-
mance of the realized simplification program. Altogether, 45 well-known
global optimization test problems were examined, and our Mathematica
program offered equivalent transformations for 8 cases. In other words, our
method suggested some simplifications for 18% of this extended standard
global optimization test set. It is impressive if we consider that no other
method is known for suggesting similar automatic reformulations for those
problems.

All substitutions produced in Subsections 3.4.8 and 3.4.9 by the Mathe-
matica version of the automatic simplification method are correct. However,
two important question occur, namely:

1. Are the produced substitutions useful or negligible?

2. Are those substitutions worth the extra preparation?

My study for answering those questions are presented at the end of Chapter
3 and in Chapter 4.

In connection with Question 1, Chapter 4 examines the possibility and abi-
lity of using equivalent transformations for nonlinear optimization problems
as an automatic presolving phase of a numerical global optimization met-
hod. More specifically, tests with a numerical solver, namely GLOBAL, were
performed to check the usefulness of the produced transformations from the
running times and function evaluation numbers point of view. The computa-
tional results obtained for standard global optimization test problems and for
other artificially constructed instances in Subsection 3.4.8 and 3.4.9 show that
the produced substitutions can improve the performance of this multi-start
solver. The transformations impact running times and function evaluation
numbers in a favorable manner. The average relative improvement in the
running times and also in the function evaluation numbers of the whole test
set is 32% due to the transformations.

In Section 3.5 I present my new theoretical results to generalize nonlinear
coordinate transformations of Csendes and Rapcsdk in two directions. At first,
I give sufficient conditions for more complicated equivalent transformations
by describing possible parallel substitutions. Secondly, I extend the scope
of the method for constrained nonlinear optimization problems. However,
integrating my results into the automatic simplification algorithm would
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require more considerations. Further investigations would be necessary to
build an efficient branch and bound strategy into the algorithm to realize
good running times for the described parallel substitutions.

In connection with Question 2, Subsection 3.4.9 discusses running times
of the simplification method measured in Mathematica. While all the transfor-
mations on my custom made problems were finished in less than 0.2 seconds,
the running time for the standard test cases vary more. 24 of 45 test cases
ran in one second, further 10 analysis required less than one minute, but 7
test cases would require more than half an hour to finish. As it is presented
in Chapter 4, solving these problems with GLOBAL requires less than one
second on average.

In future research it would be interesting to determine those problem
class — solver combinations, for which the cost of transformation together
with the solution of the new form requires less running time than solving the
original problem form. Our symbolic preprocessor would be reasonable to
use most likely for finding reliable solutions. That means the usage of reliable
(interval or symbolic) computation techniques. In those cases the extra cost
of preprocessing could return in two ways: the transformations could help
a computationally intensive solver (e.g. interval branch & bound [81]) or
could produce problem forms applicable for a special solver method (e.g. for
quantor elimination [83]).

As anatural extension of the present application, symbolic reformulations
are promising for speeding up interval methods of global optimization. The
overestimation sizes for interval arithmetic [1] based inclusion functions
were investigated in optimization models [81]. Symbolic transformations
seem to be appropriate for a proper reformulation. Obvious improvement
possibilities in this field are the use of the square function instead of the usual
multiplication (where it is suitable), the transformation along the subdistribu-
tivity law, and finding SUE forms. In fact, such transformations are usually
performed by the default expression simplification mechanism [79] of an
ordinary computer algebra system. Pending work of the author seems to
ensure that the automatic simplification method described in this dissertation
could be applicable to increase efficiency of interval solvers.

Chapter 5 presents my solution for the max-min fair bandwidth allocation
problem of BitTorrent communities. I study the problem at inter-swarm level,
which is one of the most complex levels due to the behavior of users, as the
model handles that most of the users are participating in uploading and
downloading multiple contents at the same time.
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It was shown by Capota et al. [13] that using the standard BitTorrent
protocol’s bandwidth allocation, the average performance of a BitTorrent
community is suboptimal in terms of max-min fairness. This fairness measure
corresponds to the case of video-streaming service — an emerging application
of peer-to-peer networks.

Our algorithm [5] is a refinement of the work of Capotd et al. It is an adap-
ted version of the general Max-Min Programming Algorithm summarized
by Radunovi¢ and Le Boudec [69], as it computes the max-min fair weights
of the download edges with an iterative manner, by fixing the coordinates
with the smallest unfixed weight in every iteration. My main contributions
are to replace the complicated sieve method of Capota et al. by an exact
mathematical programming formulation, and to prove the correctness of our
new algorithm. The proposed algorithmic approach is detailed in Section 5.4,
including mathematical analysis, reformulation and proof of the correctness.

The correct algorithm was implemented in AMPL with the application of
my theoretical results and some further reformulation techniques. Section 5.5
contains numerical experiments, including comparison with the previously
proposed method for the same problem. Our observations show that our
formulation helps the Gurobi solver to achieve shorter running times, and
MaxMin-r can be faster than the earlier proposed MM algorithm on larger
problem instances. Moreover, the results from the first iterations of MaxMin-r
could be used as a very good approximation for the max-min fair allocation.
This approximation, which is a feasible solution, can be achieved in fraction
of the time of the adequate precession of MM. For example, the first iteration
of MaxMin-r took 46 seconds for the test case containing 23 670 nodes and
7 326 edges, compared to the more than eight-hour running time for the first
910 iterations of MM with adequate solution quality.

Due to the unavoidable involvement of solving several large scale MILPs
to obtain exact solution to problems including millions of nodes and edges,
it is desired to develop very quick heuristics in the future. The work of the
author in this direction is also pending.

Furthermore, as the application field of the max-min fairness problem I
investigated lies in peer-to-peer systems, a distributed version of the exact
algorithm or even distributed heuristics would be preferred. I hope that my
results provide useful insights towards these goals.

Chapter 6 analyses the effects of using several modeling techniques in
the optimization problem discussed in Section 5.4, which includes the so-
lution of large linear and nonlinear mixed-integer programs. An extensive
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computational study was transacted including every combination of twelve
model variants, twenty-seven test case and two professional solvers [22].

The performed experiments hand on several interesting results. First of
all, there was no model variant with quickest solution for every case. It was
pointed out, that the tested modern solvers are capable to solve efficiently
the bilinear form of a problem. Gurobi and MOSEK produced better running
times for the smaller bilinear problems, in comparison with the equivalent
linear forms with higher dimensions, which were produced by applying
McCormick envelopes. The presolving technique discussed in Subsections
5.4.3 and 6.2.5 was prominent, as it induced 10% decrease of running times
for the test cases on average.

In future research the inversion of the performed experiments would be
interesting also. Inspection of the structure of input graphs could hopefully
decide which algorithm variant is the best for a given graph from the solving
performance point of view.
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