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1. fejezet

Bevezetés

Az autokatalitikus reakciók tér- és időbeli lejátszódása során érdekes koncentrációelosz-

lások keletkeznek, melyeket mintázatoknak nevezünk. Rendkívül változatos okok vezethet-

nek mintázat képződéshez, elegendő a reakció-diffúzió rendszerekben a közelmúltban felfe-

dezett szegmentált spirális kémiai hullámokra[1], a klorit-tetrationát rendszerben kúpos geo-

metria esetén tapasztalt jelenségekre[2], vagy a már régebben ismert Turing szerkezetekre[3]

gondolni. A legegyszerűbb mintázatoknak a reakció-diffúzió rendszerekben kialakuló ké-

miai frontok tekinthetőek. Egy jól kevert zárt rendszerben lejátszódó autokatalitikus reak-

ció —mely a katalízis azon sajátos esetét jelenti, amikor a reakció valamely végterméke a

katalizátor[4]— az oldat valamennyi térfogat elemében azonos sebességgel halad a végső

termodinamikailag stabil állapot felé. Ezeket a reakciókat, mint órareakciókat ismerhetjük

kémiai tanulmányainkból. Egy más kísérleti elrendezésben, egy petricsészében vékony ré-

tegben jelenlévő raktánsoldathoz egy csepp autokatalizátort tartalmazó oldatot cseppentünk,

ezzel a tér ezen egy pontjában beindítjuk az autokatalitikus reakciót. Ebben a térfogatelem-

ben az autokatalizátor koncentrációja megnő, a reaktánsé pedig nullára csökken. Mivel a

szomszédos térfogat elemben még nincs jelen autokatalizátor, jelentős koncentrációgradiens

alakul ki, és az autokatalizátor részecskék a szomszédos térfogatelem reaktánsoldata felé

diffundálnak. Az autokatalizátor újabb térfogatelemekbe vándorol maga mögött hagyva a re-

akció termékeit és további térrészeken indítja be a reakciót: reakciófront jön létre. Ebben az

elrendezésben, tehát a kémiai reakció a tér egy meghatározott részén játszódik le maximális

sebességgel, ott ahol a front található. Az autokatalitikus reakció tér- és időbeli lejátszódása

tehát kémiai front kialakulásához vezet, melyek rendszerint állandó sebességgel és frontalak-

kal rendelkeznek.[5] Frontokkal a hétköznapi élet számos területén találkozhatunk, hiszen a

meggyújtott gyufaszálon vagy cigarettán végig vonuló láng és bozóttűz is kémiai hullámnak

tekinthető.[6] A kémiai frontok a természetben is jelen vannak, elegendő csak a baktérium-

törzsek növekedésére vagy a populációkban terjedő fertőző betegségekre gondolnunk.[7]

A reakció–diffúzió frontok első kísérleti leírása 1906-ból Luthertől származik, aki el-

méleti megfontolások alapján egy, a front sebességét leíró egyenletet is közölt, valamint az

1



ingerületvezetés modelljének ajánlotta az állandó sebességgel terjedő frontokat. [8, 9] Csak-

nem harminc évvel ezen úttörő jelentőségű munka után Robert Fisher brit statisztikus, a

mutáns gének populációban való szétterjedését írta le négyzetes autokatalitikus frontként,

melynek kapcsán elvégezte a manapság már Fisher-egyenletként emlegetett egyenlet analí-

zisét, és meghatározta a front minimális sebességét.[10] Tőle függetlenül N. A. Kolmogo-

rov orosz matematikus és munkatársai ugyanabban az évben, a brit tudóséval megegyező

eredményre jutottak.[11] A kísérleti rendszerek másik alaptípusának tekinthető köbös au-

tokatalitikus reakciókat leíró differenciálegyenlet analitikus vizsgálata Szemjonov és mun-

katársai nevéhez fűződik.[12] A tudományos érdeklődés a 80-as évek végétől megélénkült

ezen a területen, számos kísérleti rendszerben figyeltek meg frontreakciót, például a jodát–

arzénessav reakcióban [13], a klorit–tioszulfát rendszerben[14, 15], sőt savkatalizált front-

reakciók egész családját írta le egy szegedi kutatócsoport[16]. A kísérleti megfigyelésekhez

elméleti munkák is társultak, Merkin, Needham és munkatársaik részletesen vizsgálták egy-

szerű autokatalitikus rendszerekben[17, 18, 19], majd az autokatalitikus reakcióhoz társuló

elvonási lépéssel kiegészített modellben[20, 21, 22] a frontmegoldások tulajdonságait egy

térbeli dimenziós számítások segítségével. Gömbszimmetrikus megoldások esetén, egy ki-

tüntetett sugarú megoldásról számoltak be, mely egy küszöbértéket jelent: ennél nagyobb

sugarú megoldások állandó sebességgel haladnak, míg a kisebb sugarúak esetén megszűnik

a front, a kiindulási állapotba tér vissza a rendszer.[18] A kilencvenes évek elején köbös

autokatalízis esetén Showalter és munkatársai két térbeli dimenziós számítások alapján, egy

izoterm körülmények között addig ismeretlen jelenségről, a sík frontalak felhasadásáról, a

laterális instabilitás megjelenéséről számoltak be olyan esetekben, amikor a reaktáns diffú-

ziós állandója lényegesen nagyobb volt, mint az autokatalizátoré.[23] Az instabilitás kiala-

kulásának feltételeként az autokatalizátor és a reaktáns diffúziós állandójának hányadosára

vonatkozó kritikus értéket határoztak meg, amely 2,300-nak adódott. [24, 25] A laterális in-

stabilitás megjelenését követő cellás szerkezet kialakulását elsőként a jodát–arzénessav rend-

szerben figyelték meg, ahol az autokatalizátor jodidionok diffuzivitását α-ciklodextrinnel

való immobilis komplexképződéssel csökkentették le.[26] A klorit–tetrationát rendszerben a

hidrogénionok jóval effektívebb reverzíbilis immobilizálását érték el a hidrogélben polime-

rizációval rögzített metakrilát-csoportok segítségével.[27, 28] A cellás szerkezeteket három

térbeli dimenzió esetén ugyancsak ebben a rendszerben vizsgálták elsőként.[29] A rendszer

kismértékben módosított változatában, ahol a hidrogél helyett polimer oldat szolgáltatta a

konvekciómentes közeget, köralakban terjedő celluláris frontokat figyeltek meg.[30]

A dolgozatban azt tanulmányoztuk, milyen hatással van az autokatalizátor reverzíbilis és

irreverzíbilis elvonása a reakciófrontok tulajdonságaira. Az autokatalizátor elvonása a ho-

mogén reaktánselegyben terjedő síkfrontok stabilitásvesztését okozza, melynek következté-

ben a frontalak felhasad, előrehaladó és lemaradó részekből álló cellás szerkezet alakul ki,

míg irreverzíbilis elvonás esetén az autokatalizátor nagyobb mértékű elvonása a reakciófront
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megszűnéséhez is vezethet. A térben terjedő gömbalakú lángoknál az autokatalizátor irrever-

zíbilis elvonása megállítja és stabilizálja a reakciógömböket. Mindkét jelenség vizsgálatára

elméleti és numerikus módszereket alkalmaztunk, melyek alapjait külön fejezetben foglaltuk

össze. A dolgozat új tudományos eredményeket képviselő harmadik egységében egy kísérleti

rendszerben azt vizsgáltuk, hogy hogyan változik a cellás mintázat szerkezete a hőmérsék-

let változásával, ahol a cellás szerkezet az autokatalizátor reverzíbilis folyamatban történő

immobilizálása miatt alakul ki.

A laterális instabilitás kialakulásához vezető okok közül a kísérleti és elméleti számítá-

sok alapján számos tényező ismertté vált, az instabilitás megjelenésének szükséges feltételé-

nek az autokatalizátor lassabb diffúzióját tartották. Ezen képnek megfelelően bár a kísérleti

rendszerekben az autokatalizátor diffúziós együtthatója minden esetben nagyobb volt, mint a

reaktánsé; a komplexképződés következtében bekövetkező részleges autokatalizátor immo-

bilizálást látszólagos diffúzióállandó-csökkenésnek nevezték el. Elméleti számítások azt mu-

tatták, hogy ha az autokatalitikus reakcióban résztvevő részecskék töltéssel rendelkeznek, ak-

kor az elektromos erőtér alkalmazása miatt fellépő migráció szeparálhatja a komponenseket

és olyan diffúziós együttható arányoknál is kialakulhat laterális instabilitás, amikor erőtér hi-

ányában stabil lenne a front. Ezek a számítások a front mögötti autokatalizátor-koncentráció

meghatározó szerepét mutatták, amely alapján úgy tűnt lehetséges átfogóbb, egységesebb

értelmezése is a laterális instabilitás kialakulásának, hiszen az eddig vizsgált kísérleti rend-

szerekben a komplex képződése szintén a front mögötti szabadon mozgó autokatalizátor

koncentrációjának csökkenéséhez vezet. A cellás szerkezet kialakulásának ilyen módon való

egységes magyarázatához szükségesnek tűnt a kísérleti rendszerek prototípusának tekinthető

köbös autokatalitikus modell esetén a reverzíbilis és irreverzíbilis elvonás laterális instabi-

litásra gyakorolt hatásának vizsgálata. Azt vártuk, hogy a számításokkal tisztázható, hogy

melyek azok a paraméterek, amelyek jelentős szerepet játszanak a jelenség kialakulásában.

Elméleti módszerként az elektromos erőtér esetén már sikeresen alkalmazott lineáris stabi-

litásvizsgálaton alapuló numerikus eljárásokat alkalmaztuk, azonban a pontosabb számítási

eredmények érdekében új típusú peremfeltételeket vezettünk be.

A metakrilát-csoportokat tartalmazó akrilamid hidrogélben tovaterjedő savkatalizált klo-

rit–tetrationát front laterális instabilitást mutat. A laterális instabilitás kialakulását már rész-

letesen vizsgálták két és három térbeli dimenzió esetén is. Zárt rendszerben a reakciófront

előtti reaktánsoldat instabil állapotban van, mely a reakció nyílt reaktorban való futtatásával

stabilizálható. A zárt rendszerben végzett korábbi kísérletek során tapasztalt 1–2 cm-es cel-

laméret azonban viszonylag nagy reaktor építését vonná maga után. Ha található olyan kísér-

leti paraméter, melynek változtatásával a cellaméret számottevően lecsökkenthető, az a nyílt

rendszerbeli kísérletekhez optimális méretű reaktor építését és tervezését tenné lehetővé. A

reakció egyszerű modelljének vizsgálata alapján arra a következtetésre jutottunk, hogy a hő-

mérséklet növelésével a cellás mintázatban kisebb cellák kialakulása várható, amennyiben
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nem változik számottevően a reakció mechanizmusa a hőmérséklet változásával.

A reakciógömbök a mérnöki tudományokból jól ismert lánggömbök izoterm oldatbeli

megfelelőinek tekinthetők. Számos, a lángok esetén tapasztalt jelenségnek megtalálták már

izoterm oldatbeli megfelelőjét, például a termodiffúzív instabilitás következtében kialakuló

celluláris lángokat jóval hamarabb ismerték, mint a laterális instabilitást mutató reakció–

diffúzió frontokat. A lánggömbök gömbalakú, időben állandó képződmények, melyek kiala-

kulásában csak a diffúzió játszik szerepet az anyagtranszport folyamatok közül és a hővesz-

teség stabilizálja a szerkezeteket. Ennek megfelelően csak mikrogravitációs körülmények

között figyelhetőek meg kísérletileg. A reakciógömböket numerikus módszerekkel kerestük

olyan modell felállításával, melybe a lángoknál leírt jelenségek izoterm megfelelőit építettük

be. Azt a pozitív visszacsatolást, melyet exoterm reakcióban felszabaduló hő okoz a lángok

esetén, izoterm körülmények között az autokatalitikus reakcióban felszabaduló autokatali-

zátor biztosíthatja. A hőveszteséget pedig megfeleltethetjük olyan irreverzíbilis reakciólépé-

seknek, melyben az autokatalizátor inert termékké alakul át. A stacionárius reakciógömbök

létezésének vizsgálatakor a legfőbb kérdést az jelentette, hogy a lángok esetében a reakció-

sebesség exponenciális hőmérsékletfüggése vajon helyettesíthető-e megfelelő rendű autoka-

talízissel.

Az autokatalizátor reverzíbilis és irreverzíbilis elvonása következtében kialakuló jelensé-

gek vizsgálata előtt, a második fejezetben a numerikus számításaink során felhasznált főbb

módszereket foglaltam össze, ezt követi a harmadik fejezetekben a lineáris stabilitásvizs-

gálat általános ismertetése, mely több helyen is előfordult az elméleti vizsgálatok során,

ezért az egyes rendszerek sajátságaiból származó eltérésekre a megfelelő jelenség tárgya-

lásakor térek ki. A negyedik fejezetben az autokatalizátor reverzíbilis, míg az ötödik fe-

jezetben irreverzíbilis elvonása következtében kialakuló laterális instabilitás numerikus és

elméleti módszerekkel végzett vizsgálatát mutatom be. Az elméleti jellegű munkák után,

egy laterális instabilitást mutató kísérleti rendszerben különböző hőmérsékleteken végzett

méréseink eredményeiről számolok be a hatodik fejezetben. A hetedik fejezetben ismét az

elméleti és numerikus módszerek kerülnek előtérbe a reakciógömbök vizsgálata során. Az

új tudományos eredményeket tartalmazó fejezetek után magyar és angol nyelven foglalom

össze a dolgozat témakörében született fontosabb eredményeket. A dolgozat végére az el-

méleti munkákhoz kapcsolódó levezetések és számítások részleteit tartalmazó mellékletek

kerültek.
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2. fejezet

Parciális differenciálegyenletek

megoldása numerikus módszerekkel

A nemlineáris dinamikai rendszereket és ezen belül a reakció–diffúzió frontokat leíró

differenciálegyenletek túlnyomó többségének nincs analitikus megoldása, ezért numerikus

módszerek alkalmazására van szükség a folyamatok modellezésekor. Ez a fejezet a modell

számításaink során alkalmazott alapmódszerek rövid általános összefoglalását tartalmazza;

az egyedi rendszerek tulajdonságaiból adódó eltérésekre az adott fejezetekben térek ki.

A dolgozatban autokatalitikus reakciók tér- és időbeli lejátszódása során kialakuló ké-

miai frontokat tanulmányoztunk, melyeknél az anyagtranszport folyamatok közül csak a

diffúzió játszott szerepet. A reakció-diffúzió frontokat olyan parciális differenciálegyenlet-

rendszerrel írhatjuk le matematikailag, mely az egyes komponensekre felírható alábbi álta-

lános alakú dimenziómentes, nemlineáris parciális differenciálegyenletekből áll:

∂u
∂t

� D∇2u� f�u�� (2.1)

ahol u az egyes komponensek dimenziómentes koncentrációit tartalmazó vektort, t a di-

menziómentes időt, az f�u� tag a reakció kinetikájának megfelelő függvényeket jelöli, és

D pedig az adott komponensek diffúziós együtthatóit a főátlóban tartalmazó mátrixot je-

lenti. A rendszert leíró paraméterek számának csökkentése rövidebb gépidejű számítások,

illetve nagyobb pontosságú numerikus eljárások alkalmazását teszi lehetővé. A következők-

ben röviden áttekintjük, hogy milyen egyszerűsítéseket alkalmaztunk a számítások során,

és az így kapott problémára milyen, a differenciálegyenletek numerikus megoldására kifej-

lesztett, standard módszer alkalmazható, melyeket majd részletesebben kifejtünk. A front-

reakciókat általában egy vékony oldatrétegben, vagy a konvekció hatásának kiküszöbölé-

sére egy géllapban játszatjuk le, ezért a probléma két térbeli dimenzió segítségével leírható,

így ∇2 � ∂2�∂x2 � ∂2�∂y2. A síkfrontok esetében a jelenség leírása tovább egyszerűsödik,

mivel egyetlen térbeli dimenzió elégséges a koncentrációk időbeli változásának tanulmá-
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nyozásához, azaz ∇2 � ∂2�∂x2. Ezen parciális differenciálegyenletek, a rendszer fizikai tu-

lajdonságaiból következő kezdeti és peremfeltételek alapján, a parciális differenciálegyen-

letek kezdetiérték problémái körébe sorolhatóak. A síkfrontok esetén a mozgó koordináta-

rendszer bevezetésével, amikor a koordináta-rendszert a síkfront c sebességével mozgatjuk,

az új koordinátánk z � x� ct felhasználásával, a parciális differenciálegyenlet a következő

formájú időtől független, közönséges differenciálegyenletté alakítható át:

0 � D
d2u
dz2 � c

du
dz

� f�u�� (2.2)

ahol a front előtt és a front mögött végtelen távolságban ismerjük a koncentrációk értékeit,

illetve tudjuk, hogy a peremeken a koncentrációgradiensek értéke nulla. Ennek megfelelően a

numerikus számítások során a közönséges differenciálegyenletek peremérték-problémájának

megoldására alkalmas módszerek alkalmazhatóak.

2.1. Parciális differenciálegyenletek kezdetiérték-problémá-

inak megoldása

Parciális differenciálegyenletek kezdetiérték- vagy Cauchy-problémáiról beszélünk, ha

ismerjük az ismeretlen függvény értékét a kezdeti időpontban (t0), és ez utóbbi időbeli vál-

tozását kívánjuk meghatározni.

A (2.1) egyenlet numerikus közelítése során a véges differenciák módszerét, vagy más

néven a rácsmódszert alkalmazzuk. Ennek során a differenciálegyenlet deriváltjait helyet-

tesítjük a megfelelő differenciahányadosokkal, és az így kapott egyenleteket oldjuk meg. A

parciális differenciálegyenleteket térben diszkretizáljuk, az x�y síkot két párhuzamos egye-

nessereg alkotta ráccsal fedjük le, ahol a szomszédos rácspontok h távolságra helyezkednek

el. Minden belső rácspontra egy differenciálegyenletet írunk fel a Laplace-operátor véges

differenciákkal történő közelítésének felhasználásával, melynek során az operátort egy adott

pontban az azt körülvevő nyolc pont segítségével közelítjük[31]. Mind a nyolc pontra az i� j

pont körül alkalmazva a kétváltozós Taylor-formulát[32] a következő összefüggéshez jutunk:

∇2u� Li� j � 1
6h2

r��1�k��1

∑
r��1�k��1

Ar�kui�r� j�k� (2.3)

ahol az Ar�k együtthatók a következők:

A �

��� 1 4 1

4 �20 4

1 4 1

��� �

6



melynek képlethibája O�h2� nagyságrendű.

A kapott elsőrendű közönséges differenciálegyenlet-rendszert az egyenletek nagy száma

miatt nem célszerű a hagyományos közönséges differenciálegyenletek megoldására alkal-

mazott programokkal megoldani. Esetünkben a differenciálegyenletek nem stiffek, ezért ele-

gendő egyszerűbb eljárásokhoz folyamodni, melyek közül az explicit Euler-módszert válasz-

tottuk[33], melynek felhasználásával az n� 1-dik időpontban u értékét az i� j pontokban a

következő módon számíthatjuk ki:

un�1
i� j � un

i� j �∆t
�
Li� j � f�ui� j�

�
�

ahol ∆t az időbeli lépésközt jelenti. Minden egyes belső rácspontra felírható egy fenti típusú

egyenlet, a határoló rácspontok számítása pedig a peremfeltételnek megfelelően történik. A

számítások során ∆t és h értékeit úgy választjuk meg, hogy azok nagysága ne befolyásolja a

megoldás pontosságát.

Síkfrontok esetén, amikor egyetlen térbeli dimenzió felhasználásával leírható a jelenség,

a Laplace operátort az i-dik rácspontban a következő módon közelíthetjük numerikusan:

∇2ui � ui�1�2ui �ui�1

h2 �

melynek képlethibája szintén O�h2� nagyságrendű. A közönséges differenciálegyenlet-rend-

szer megoldására a Jacobi-mátrix sávos szimmetriája miatt már használhatók a közönséges

differenciálegyenletek megoldására kifejlesztett programcsomagok, melyek közül a CVODE-

t választottuk [34].

2.2. Peremérték–feladatok

A közönséges differenciálegyenleteket numerikus szempontból két nagy csoportba so-

rolhatjuk az egyik a kezdetiérték-probléma, amikor egyetlen független változóhoz tartozó

függvényértéket ismerjük, míg peremérték-problémáról beszélünk abban az esetben, ha a

közönséges differenciálegyenlet (KDE) megoldásához egynél több peremfeltétel szükséges.

2.2.1. A megcélzó módszer

A (2.2) egyenlet a koncentrációgradienseket, mint új változókat bevezetve elsőrendű kö-

zönséges differenciálegyenlet-rendszerré alakítható:

du
dz

� v�

dv
dz

� �D�1 �cv� f�u�� �
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z

v

}megkövetelt
peremérték

{ elérni kívánt
peremérték

z1 z2

2.1. ábra. A megcélzó módszer alkalmazásának sematikus rajza, ahol z a független változó
értékeit jelöli, míg v a keresett függvényértékeket. A z1 pontból kiindulva történik az integ-
rálás z2 felé a nyíl által jelzett irányban a peremfeltételnek megfelelően választott kiindulási
pontból, a szabadon választható paraméter különböző értékeinél.

(Bizonyítható, hogy minden magasabb rendű differenciálegyenlet átalakítható megfelelő szá-

mú elsőrendű differenciálegyenletté[33].) Az eredetileg n egyenletből álló rendszerünk így

2n egyenletből áll, ahol az egyenletek száma f�u� szimmetriáját kihasználva egyes esetekben

csökkenthető. Peremfeltételként a front előtt és a front mögött végtelen távolságban ismerjük

a komponensek koncentrációját, valamint tudjuk, hogy a koncentrációk helyszerinti derivált-

jai is nullák ezen pontokban.

N darab elsőrendű közönséges differenciálegyenlet megoldásához szükséges n1 perem-

feltétel a kezdeti z1 pontban és n2 � N� n1 peremfeltétel a végső z2 pontban[35], melyek

esetünkben a megfelelő koncentráció értékeknek felelnek meg.

A megcélzó módszer alkalmazásakor a peremérték-feladatot a közönséges differenciále-

gyenletek kezdetiérték-problémájára vezetjük vissza[33]. A 2.1. ábra szemlélteti az eljárás

fő tulajdonságait: a z1 kezdeti pontban, az egyik peremen, az összes függő változónak az n1

peremfeltétellel egyező módon választunk kezdeti értéket (vi) és megadjuk n2 � N�n1 sza-

badon választható paraméter értékét is. A szabadon változtatható értékeket elképzelhetjük

egy V vektor egyes komponenseiként, ekkor egy n2 dimenziójú vektortérben kell megtalál-

nunk a megoldáshoz tartozó V vektort. Első lépésként integráljuk a KDE-t addig, amíg a má-

sik határig (z2) el nem érünk. (Számításaink során integrálásra a CVODE speciálisan stiff és

nem stiff közönséges differenciálegyenletek kezdetiérték-problémáinak megoldására kifej-

lesztett programcsomagot használtuk.[34]) A végső pontban (z2) kiszámítjuk az eltérésvektor

8



hosszát a függő változóra kapott értékek és az elérni kívánt peremértékek különbségéből. Az

eljárás onnan kapta nevét, hogy a kiszámított közelítő megoldás megfeleltethető a röppályá-

nak, a szabad paraméter változtatása a célzásnak, így az előbbi folyamat egy lövésnek felel

meg. Addig ismételjük a lövések sorozatát, változtatva a szabad paraméter értékét, amíg meg

nem közelítjük a másik határon a kívánt pontossággal a peremértéket[35]. Egy lövés általá-

ban nem időigényes folyamat, azonban a megoldás megtalálásához megfelelő, a megoldás

tulajdonságaiból meghatározható feltételek kidolgozására van szükség ahhoz, hogy ne vélet-

lenszerűen lövöldözzünk, mert ekkor a megoldás megtalálása nehézkessé és lassúvá válhat.

A megcélzó módszer alkalmazása során általában a fent említett működő feltételrendszer ki-

dolgozása jóval időigényesebb, mint maga a számításhoz szükséges gépidő, ezért a szabad

paraméter változtatását szisztematikusan végeztük: egy paraméter esetén intervallum felezé-

ses módszerrel, míg több paraméter esetén konjugált gradiensmódszerrel minimalizáltuk a

V eltérésvektor hosszát.

A konjugált gradiensmódszer

A megcélzó eljárás során az eltérésvektor hosszának minimalizálására használtuk a kon-

jugált gradiensmódszert egy paraméter térben, melyben a Q�x�y� a minimalizálandó függ-

vény. A gradiensmódszer azon az analízisből ismert tényen alapul, hogy Q�x�y� leggyorsab-

ban a gradiens irányába változik.[32] A gradiensek irányába való haladáskor a minimalizálás

azt eredményezi, hogy mindig egy alacsonyabb Q értékhez tartozó szintvonal érintőjéig ha-

ladunk és így cikk-cakk vonal mentén közeledünk a minimumponthoz.[36] Ez a módszer a

gyakorlatban nem túl hatékony, ezért ennek egy módosított változatát használtuk, melynek

során az új irány megválasztása nem az új gradiens irányába történik, hanem a régi gradiens

irányát keresztezve.[35]

2.2.2. A relaxációs módszer

Egy peremérték-feladat relaxációs módszerrel történő megoldása során a közönséges dif-

ferenciálegyenlet-rendszert véges differenciaegyenletekké alakítjuk át. Egy megfelelő fel-

bontású ráccsal lefedjük az integrációs tartományt, majd a differenciálegyenletek deriváltjait

differenciahányadosokkal helyettesítjük és az így kapott egyenleteket oldjuk meg. A 2.2.

ábra mutatja a relaxációs módszer során alkalmazott főbb lépéseket. Először egy kezdeti

becslést, próbafüggvényt kell előállítanunk, mely megfelel a függő változó értékeinek min-

den egyes rácspontban, de nem szükséges, hogy megfeleljen a peremfeltételeknek. Mivel

ez a kezdeti becslés eltér az egyenlet megoldásától, a (2.2) egyenlet jobb oldala nem lesz

nullával egyenlő és az eltérés ∂u�∂t-nek feleltethető meg. A közönséges differenciálegyen-

letet tehát parciális differenciálegyenletté alakítottuk át, melyet a 2.1. részben leírtak szerint

oldunk meg. Az iterációt ebben az esetben relaxációnak nevezzük, amely megfelel meg-
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z

u

}megkövetelt
peremérték

{megkövetelt
peremérték

keresett megoldás

kezdeti becslés

1. iteráció

2. iteráció

2.2. ábra. A relaxációs módszer szemléltetése, ahol z a független változó értékét jelöli, míg
u a keresett függvényértéket.

oldásunk időbeli változásának. Ha jól választunk kezdeti becslést az iterációk során egyre

közelebb kerülünk a jó megoldáshoz, majd egy idő után elérjük azt, és megoldásunk nem

változik tovább. Az egymást követő iterációk során kiszámítjuk minden egyes rácspontra a

független változók értékeinek változását, mely eltérések abszolút értékeinek kell csökken-

nie az egyes relaxációs lépések során. A módszer hatékonyságát, a számolás gépidő igényét

nagymértékben befolyásolja a próbamegoldás kiválasztása[35].
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3. fejezet

Lineáris stabilitásvizsgálat

A nemlineáris differenciálegyenletek megoldásának keresése egyidős a differenciále-

gyenletek történetével, azaz Newtonig vezethető vissza. Az 1880-as évekig csekély haladás

mutatkozott ezen a területen, ekkor Henri Poincaré tanulmányai változtattak a helyzeten, aki

felismerte, hogy csak rendkívül ritkán létezik analitikus megoldása az ilyen típusú egyen-

leteknek, azonban az egyenletek megoldása nélkül azok alapvető, minőségi tulajdonságai

meghatározhatóak.[31] A differenciálegyenletek ezen kvalitatív módszerei közé tartozik az

általunk több esetben is használt lineáris stabilitásvizsgálat, melynek során arra a kérdésre

kapunk választ, hogy a stacionárius állapotban lévő rendszer, melyet kismértékben kimozdí-

tunk időben állandó helyzetéből, visszatér-e eredeti állapotába vagy sem. Ha visszatér, stabil

stacionárius állapotról, ellenkező esetben pedig instabil stacionárius állapotról beszélünk. A

természetben csak a stabil állapotok figyelhetők meg, hiszen a környezetből zavaró hatások

sora érkezik a stacionárius állapotban lévő rendszer felé, ha ezek hatását nem képes kikü-

szöbölni, az állapot nem maradhat fenn tartósan. Ennek ellenére a rendszer dinamikai sa-

játságainak vizsgálata alapvető fontosságú, melyeknek szerves része az instabil stacionárius

állapotok vizsgálata is. [37]

A lineáris stabilitásvizsgálatot egy általános két függőváltozós példán keresztül mutatom

be. Jelentsen α és β két független koncentráció értéket, melyek időbeli változását az f és g

függvényekkel írhatjuk le rendre a következő alakban [37]:

dα
dt

� f �α�β��

dβ
dt

� g�α�β�� (3.1)

A stabilitás vizsgálatához a stacionárius állapotnak megfelelő koncentrációkat �αss�βss) per-

turbáljuk, kismértékben megváltoztatjuk, melyet a következő módon önthetjük matematikai

formába:

α � αss �∆α�
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β � βss �∆β� (3.2)

Ha a (3.2) egyenleteket a (3.1) egyenletekbe visszahelyettesítjük, majd f és g függvényeket

kétváltozós Taylor-sorral közelítjük a stacionárius pontok (αss�βss) körül, ahol f � g � 0�

valamint a perturbáció eléggé kicsiny ahhoz, hogy elegendő legyen csak a lineáris tagok

figyelembe vétele, akkor a következő egyenletekhez jutunk:

d∆α
dt

� �∂ f�∂α�ss∆α��∂ f�∂β�ss∆β�

d∆β
dt

� �∂g�∂α�ss∆α��∂g�∂β�ss∆β� (3.3)

A (3.3) egyenletek lineáris differenciálegyenletek, melyek megoldásait ci exp�λt� általános

alakban keressük és a célunk a λ értékek meghatározása. Első lépésként felírhatjuk a követ-

kező Jacobi-mátrixot:

J �

����
∂ f
∂α

∂ f
∂β

∂g
∂α

∂g
∂β

����
ss

�

melynek felhasználásával, valamint az exponenciális alakú megoldások (3.3) egyenletekbe

történő behelyettesítését követően, továbbá exp�λt�-vel való egyszerűsítés után a következő

mátrixegyenlethez jutunk:

�J �λI �C � 0�

ahol J a fenti Jacobi-mátrixot, I egy 2 � 2 egységmátrixot, C a ci konstansok alkotta vek-

tort jelenti. A lineáris algebra szerint λ a Jacobi-mátrix sajátértékének felel meg, melyhez

természetesen a megfelelő sajátvektor is társul.[38] A teljes megoldás tehát:	
∆α
∆β



� c1v1eλ1t � c2v2eλ2t �

amelynek tulajdonságát a sajátértékek határozzák meg. Két negatív valós sajátérték esetén a

stacionárius állapot stabil csomópont és a perturbáció exponenciálisan csökken. Két pozitív

valós sajátérték esetén a stacionárius állapot instabil csomópont, amelytől a perturbáció ex-

ponenciálisan távolodik. Ellentétes előjelű, valós sajátértékkel jellemezzük a nyeregpontot,

amely ugyancsak instabil a pozitív sajátérték léte miatt. Komplex sajátérték esetén a megol-

dás átalakítható a következő alakra:	
∆α
∆β



� eRe�λ�t �Acos�Im�λ�t��Bsin�Im�λ�t���

amelyből kitűnik, hogy Re(λ)<0 esetén a perturbáció csillapódó oszcillációt eredményez, így

a stacionárius állapotot stabil fókuszpontnak hívjuk. Ellenkező esetben instabil fókuszpon-
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tunk van és az oszcilláció amplitúdója exponenciálisan nő. Amennyiben a valósrész nulla

akkor további, nemlineáris tagok figyelembevételére is szükség van a stabilitás megállapítá-

sához.[39]

Általánosságban elmondható, hogy ha az összes Re(λ)<0, a stacionárius állapot stabil és

az instabilitás megjelenéséhez elégséges egy sajátérték valós részének pozitívvá válása.

A dolgozatban nemcsak stacionárius pontok stabilitását vizsgáltuk, hanem egyváltozós

függvényekkel jellemzett stacionárius állapotok stabilitását is. Ilyen esetekben a perturbáció

térbeli perturbációt jelent, amely egy hullámhosszal vagy hullámszámmal jellemezhető, ezért

értelemszerűen az időbeli sajátérték ez utóbbiak függvénye lesz.
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4. fejezet

Az autokatalizátor reverzíbilis

megkötésének hatása a laterális

instabilitásra

4.1. Bevezetés

Egy autokatalitikus reakció térbeli lejátszódása, melyhez az anyagtranszport folyamatok

közül csak a diffúzió társul, mintázatot hozhat létre, melyek között az egyik legegyszerűbb

a celluláris reakció–diffúzió front. A 4.1. ábra felső részén egy síkfront, míg alsó részén

egy celluláris front látható. A frontok mindkét esetben a képek közepén, a színátmenetnek

megfelelő helyen figyelhetők meg, a tér ezen kis részén játszódik le az autokatalitikus reak-

ció. A front előtti részen csak reaktánst találhatunk, melyet sötét színnel jelöltünk az ábrán,

míg a front mögött csak termék van jelen, melynek a fehér szín felel meg. Mindkét esetben

a homogén reaktánselegyben alulról felfelé halad az indítás pillanatában sík alakú front, a

síkfront mindvégig megőrzi kezdeti sík alakját, míg a laterális instabilitást mutató celluláris

front bizonyos idő eltelte után elveszíti stabilitását, és szemmel is jól látható előre haladó és

lemaradó részekből áll.

A laterális instabilitás kialakulásához szükséges feltételek az eddig közölt kísérleti és

elméleti eredmények alapján a következők: az autokatalitikus reakcióra vonatkozó empiri-

kus sebességi egyenletben az autokatalizátor részrendjének egynél nagyobbnak kell lennie,

valamint az autokatalizátornak lassabban kell diffundálnia, mint a reaktánsoknak[40]. Az

eddig vizsgált laterális instabilitást mutató kísérleti rendszerekben az autokatalizátor diffú-

zióállandója azonos nagyságrendű, vagy nagyobb volt, mint a reaktánsé. A kísérletek során

ezért az autokatalizátor reverzíbilis részleges megkötésével csökkentették le az autokatali-

zátor diffúzióját, melyet látszólagos diffúziós együttható csökkenésnek neveztek el. Első-

ként a jodát–arzénessav rendszerben történt a laterális instabilitás kísérleti vizsgálata, ahol

az autokatalizátor jodidionok részleges megkötését α-ciklodextrinnel való komplexképzéssel
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4.1. ábra. Egy síkfront (felső ábra) és egy laterális instabilitást mutató celluláris front (alsó
ábra) képe. A sötét szín a reaktánsnak, míg a világos az autokatalizátornak felel meg. A
számítások Kd � 0�1, δ � 1�0, cX � 0�2 (felső kép) és cX � 0�7 (alsó kép) értékek esetén
készültek.

valósították meg [41]. Majd a savkatalizált klorit–tetrationát rendszerben alkalmazott jóval

hatékonyabb autokatalizátor immobilizálás mellett tanulmányozták a celluláris frontok két

és három térbeli dimenzió esetén is [27, 28, 29, 30, 42]. Minden olyan hatás, amely befolyá-

solja a részecskék mozgását a közegben megváltoztathatja a reakciófront stabilitását, ezért

ha az autokatalitikus reakcióban töltéssel rendelkező részecskék vesznek részt, megfelelő

elektromos erőtér alkalmazása során fellépő migráció szeparálhatja a komponenseket és la-

terális instabilitás jelenhet meg olyan diffúziós együttható arányok esetén, amikor az erőtér

alkalmazása nélkül stabil lenne a front. Állandó elektromos erőtér alkalmazása mellett azt ta-

pasztalták, hogy az instabilitás megjelenéséhez vezető kritikus diffúziós együttható értéke a

front mögött kialakuló autokatalizátor koncentrációjával arányos, tehát meghatározó jelentő-

ségű a laterális instabilitás megjelenésében [43]. A kísérleti rendszerekben használt részleges

megkötés és immobilizálás szintén lecsökkenti a front mögötti autokatalizátor koncentrációt.

Mindezek alapján célszerűnek tűnt elméleti és numerikus módszerekkel meghatározni az

autokatalizátor reverzíbilis elvonásának a laterális instabilitásra gyakorolt hatását. Tisztázni

próbáltuk, hogy melyek azok a paraméterek, amelyek jelentős szerepet játszanak a jelenség

kialakulásában.
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4.2. Lineáris stabilitásvizsgálat

A kísérleti rendszerekkel analóg, egyszerű modellt állítottunk fel: egy köbös autokataliti-

kus reakcióban keletkező autokatalizátor egy részét gyors egyensúlyi folyamatban immobilis

komplex formájában megkötjük,

A�2B � 3B

r � k�A��B�2

B�X � BX

Kd �
�B��X�

�BX�

ahol az A a reaktánst, a B az autokatalizátort, az X pedig a komplexképző reagenst jelöli.

Az anyagtranszport folyamatok közül csak a diffúzió játszik szerepet, ezért az alábbi mér-

legegyenletekkel írható le a rendszer:

∂�A�

∂t
� DA∇2�A�� k�A��B�2� (4.1)

∂�B�t
∂t

� DB∇2�B�� k�A��B�2� (4.2)

ahol DA-val és DB-vel a reaktáns illetve az autokatalizátor diffúziós együtthatóját jelöltük,

valamint ∇2 � ∂2�∂x2 � ∂2�∂y2. Az autokatalizátorra vonatkozó egyenletben a �B�t a teljes

autokatalizátor koncentrációt jelöli, melyet a szabad és a komplex formájában kötött autoka-

talizátor koncentrációjának összegeként tudunk kiszámítani:

�B�t � �B�� �BX�� (4.3)

A teljes megkötő anyag koncentráció cX � �BX�� �X� és az előbbiekben definiált Kd disz-

szociációs állandó felhasználásával kifejezhetjük a komplex formában kötött autokatalizátor

koncentrációját a következő alakban: �BX� � cX �B���Kd � �B��. Az utóbbi kifejezést visz-

szahelyettesítve a (4.3) egyenletbe majd deriválva azt, a teljes autokatalizátor koncentráció

időbeli változását a szabad autokatalizátor koncentrációjával fejezhetjük ki az alábbi módon:

∂�B�t
∂t

�
∂�B�

∂t

�
1�

cXKd

�Kd ��B��2

�
� (4.4)

A (4.4) egyenlet felhasználásával, valamint dimenziómentes változók bevezetésével a

következő numerikus szempontból könnyebben kezelhető egyenletrendszerhez jutunk:

∂α
∂τ

� δ
∇2α�αβ2� (4.5)
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γ�1 ∂β
∂τ

� 
∇2β�αβ2� (4.6)

ahol az α � �A���A�0 és a β � �B���A�0 a reaktáns kezdeti koncentrációjához viszonyított

relatív koncentrációkat, a δ � DA�DB a reaktáns és az autokatalizátor diffúziós együttha-

tójának hányadosát jelenti. Bevezettük továbbá a 
∇ � DA��k�A�30�∇
2 � ∂2�∂ξ2 � ∂2�∂η2,

ahol ξ és η a két dimenziómentes térkoordinátát, a γ�1=1��cXKd���Kd �β�2 kifejezésben

a Kd � Kd��A�0 a BX komplex dimenziómentes disszociációállandóját és a cX=cX��A�0 a

komplexképző teljes dimenziómentes koncentrációját és a τ � k�A�30t dimenziómentes időt

jelöli. A γ kifejezés az autokatalizátor koncentrációjának függvénye, ezért értéke két szélső

érték között változik a térben: a front előtt, amikor nincs jelen autokatalizátor γ � 1�cX�Kd ,

míg a front mögött, ahol már csak autokatalizátor van jelen jelentős mennyiségben, a kife-

jezés értéke megközelítőleg egy. A (4.5) és a (4.6) egyenletekből álló differenciálegyenlet-

rendszerre vonatkozó kezdeti- és peremfeltételek a következőek:

α � 1� β � βk� τ � 0�

∂α�∂ζ � 0� ∂β�∂ζ � 0� �ζ� � ∞� τ� 0�

α� 1� β� 0� ζ� ∞� τ� 0�

ahol βk az autokatalitikus front beindításához szükséges kis mennyiségű autokatalizátort je-

lenti.

A síkfrontot leíró (4.5) és (4.6 ) parciális differenciálegyenletek közönséges differen-

ciálegyenlet-rendszerré alakíthatóak a következő meggondolások alapján: a reakciófront ξ
térkoordináta mentén halad előre, mivel síkfrontok esetén a frontalak időben állandó és η
mentén nem történik időbeli változás, egy térkoordináta elegendő leírásukhoz. Egy mozgó

koordinátarendszer bevezetésével, melyben koordinátarendszerünket a front terjedési sebes-

ségének (c) megfelelően mozgatjuk, a mérlegegyenletek időtől függetlenek lesznek:

0 � δ
d2α
dζ2 � c

dα
dζ
�αβ2� (4.7)

0 � γ
d2β
dζ2 � c

dβ
dζ

� γαβ2� (4.8)

ahol az új térkoordináta a ζ � ξ� cτ tartalmazza a c frontsebességet. Az egyenletrendszerre

vonatkozó peremfeltételek a következők:

ζ��∞ α� 1 β� 0�

ζ��∞ α� 0 β� βs�
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valamint mindkét peremen nulla a koncentrációgradiens.

A (4.7) és a (4.8) egyenletek �∞ és �∞ határok közötti integrálása és a fenti perem-

feltételek alkalmazása lehetővé teszi a frontsebesség (c) és az autokatalizátor front mögötti

koncentrációjának (βs) kiszámítását. A (4.7) egyenlet integrált alakja a következő:

δ
�

dα
dζ

��∞

�∞
� c�α��∞

�∞�
�∞�

�∞

αβ2dζ � 0�

Az első tag a két peremre vonatkozó nulla koncentrációgradiens miatt nullával lesz egyenlő,

így

c �

�∞�

�∞

αβ2dζ� (4.9)

A (4.8) egyenlet integrálása előtt célszerű az egyenletet γ-val elosztani és az integrálás során

felhasználjuk az előző egyenlet integrálásával kapott eredményt:�
dβ
dζ

��∞

�∞
�

�
c

�
1�

cX

Kd �β

�
β
��∞

�∞
� c � 0�

melyből a peremfeltételek behelyettesítése után a kapott másodfokú egyenlet pozitív gyöké-

ből az autokatalizátor front mögötti koncentrációját a következő alakban írhatjuk fel:

βs �
��Kd � cX�1��

�
�Kd � cX �1�2 �4Kd

2
�

A lineáris stabilitásvizsgálat segítségével meghatározhatjuk, hogy milyen paraméter érté-

keknél tapasztalható laterális instabilitás. Első lépésként felírhatjuk a kétdimenziós rendszer

mérlegegyenleteit mozgó koordináta rendszerben:

∂α
∂τ

� δ
�

∂2α
∂ζ2 �

∂2α
∂η2

�
� c

∂α
∂ζ
�αβ2� (4.10)

∂β
∂τ

� γ
�

∂2β
∂ζ2 �

∂2β
∂η2

�
� c

∂β
∂ζ

� γαβ2� (4.11)

A front terjedési irányával párhuzamosan kismértékben perturbáljuk a front alakot; a kon-

centrációmező perturbációját különböző hullámszámú komponensek összegeként az alábbi

formában írhatjuk le:

α�ζ�η�τ� � α0�ζ�� ∑
k�0

α1�k�ζ�φk�η�τ�� (4.12)

β�ζ�η�τ� � β0�ζ�� ∑
k�0

β1�k�ζ�φk�η�τ�� (4.13)
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ahol a k a hullámszámot jelenti és a nulla indexet tartalmazó tagok a (4.7) és a (4.8) egyen-

letek sík megoldásának felelnek meg. A φk perturbációt visszahelyettesítjük a (4.10) és

a (4.11) egyenletekbe, melyet exp�ωτ � ikη� alakúnak tekinthetünk, mivel csak a lineáris

tagokat vesszük figyelembe a perturbációt másod- és magasabb rendben tartalmazó tagokat

elhagyva. A síkfront megoldáshoz tartozó tagokat szintén kiküszöbölhetjük az egyenletből,

így valamennyi k hullámszám értékre kapunk egy egyenletet, melyet a következő mátrix

formában írhatunk fel:	
ω�δk2 0

0 ω� γ0k2


 	
α1�k

β1�k



� �L	 α1�k

β1�k



� (4.14)

ahol az �L mátrixoperátor

�L �

	
δ d2

dζ2 � c d
dζ �β2

0 �2α0β0

γ0β2
0 γ0

d2

dζ2 � c d
dζ �L2�2



�

míg L2�2 � �2γ0 � γ1β0�α0β0 � γ1

�
d2β0

dζ2

�
és γ0 � γ�β0�� illetve γ1 �

dγ
dβ

a β � β0 helyen. A

γ paraméter az autokatalizátor β függvénye, ezért viszonylag bonyolult kifejezést kapunk L2�2

értékére. A perturbáció exponenciális alakjából láthatjuk, hogy ha a növekedési együttható

(ω) értéke pozitív, az adott hullámhosszú perturbáció időben növekszik, míg ha az ω értéke

negatív, az adott hullámhosszú komponens idővel eltűnik a frontalakból. A síkfront tehát

elveszíti stabilitását, ha van olyan hullámszám érték, amelyhez tartozó ω érték pozitívvá

válik. A k � 0 eset a front haladási irányában történő homogén transzlációnak felel meg,

amelyre nézve a sík megoldás invariáns,

α0�ζ�dζ� � α0�ζ��
dα0

dζ
dζ (4.15)

β0�ζ�dζ� � β0�ζ��
dβ0

dζ
dζ� (4.16)

mely a következő egyszerű fizikai ténynek felel meg: ha a síkfrontot előre vagy hátra toljuk

tetszőleges mértékben a megoldás ettől nem változik meg. A (4.7) és a (4.8) egyenlet ζ-

szerinti deriválásából

0 � �L
���

dα0

dζ
dβ0

dζ

���
adódik, tehát

�
dα0

dζ
�

dβ0

dζ

�T

az �L nulla sajátértékhez tartozó jobb oldali sajátvektora. Ha

összehasonlítjuk a (4.12) és a (4.13) egyenleteket a (4.15) és a (4.16) egyenletekkel észreve-

hetjük, hogy α1�0-nak és β1�0-nak
dα0

dζ
és

dβ0

dζ
értékek felelnek meg, ezek tehát megadják a
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keresett sajátvektort a k � 0 esetre.

Bizonyítható, hogy ilyen típusú frontoknál amennyiben instabil a front adott paraméterek

esetén a �0�0� pontból kiinduló ω�k2 görbe meredeksége pozitív a hullámszám négyzetének

kezdeti nulla körüli tartományában. Valamely paraméter változásakor laterális instabilitás je-

lenik meg tehát, ha a dω�d�k2� kifejezés előjele negatívból pozitívvá válik k � 0 esetén. Eb-

ből következik, hogy az instabilitás megjelenésének vizsgálatához elegendő az ω – k2 görbe

origó körüli viselkedését tanulmányozni és nem szükséges a (4.14) egyenlet megoldása. Ha

választunk egy kicsiny hullámszám értéket úgy, hogy a k2 O�ε� nagyságrendű legyen, ahol

az ε tetszőlegesen kis pozitív szám, akkor az ω szintén O�ε� nagyságrendű, ekkor a (4.14)

egyenlet megoldása a következőképpen változik meg:

α1�k � α1�0 �α
�

�
dα0

dζ
�α�

�

(4.17)

β1�k � β1�0 �β
�

�
dβ0

dζ
�β

�

� (4.18)

ahol α�

és β�

is O�ε� nagyságrendű. Ha a (4.17) és a (4.18) egyenleteket visszahelyettesít-

jük a (4.14) egyenletbe, az ε-ra nézve nulladrendű tagok visszaadják a k � 0-nak megfelelő

megoldást, az elsőrendű tagokra pedig a következő alakban felírható egyenlethez jutunk:	
ω�δk2 0

0 ω� γ0k2


	
dα0
dζ
dβ0
dζ



� �L	 α�

β�



� (4.19)

A (4.19) egyenlet megoldási feltétele a következő, mivel �L-nak van nulla sajátértéke,

�∞�

�∞

	
Ψ1

ψ2


T

�
	

ω�δk2 0

0 ω� γ0k2


 	
dα0�dζ
dβ0�dζ



dζ� 0� (4.20)

ahol Ψ1 és Ψ2 a következő adjungált mátrixoperátor jobboldali nulla sajátvektorának a kom-

ponensei

�L� �
�� δ d2

dζ2 � c d
dζ �β2

0 γ0β2
0

�2α0β0 γ0
d2

dζ2 �
�

2γ1
dβ0
dζ � c

�
d
dζ �L�2�2

�� �

ahol L�2�2 � �2γ0 � γ1β0�α0β0 �2γ1�d2β0�dζ2��γ2�dβ0�dζ�2 és γ2 � d2γ�dβ2 a β � β0 he-

lyen. Az �L�adjungált mátrixoperátor[44] fenti alakjának levezetését az I. mellékletben talál-

hatjuk. A (4.20) egyenlet átírható a következő alakba:

ω
�∞�

�∞

�
ψ1

dα0

dζ
� γ0ψ2

dβ0

dζ

�
dζ ��k2

�∞�

�∞

�
δψ1

dα0

dζ
� γ0ψ2

dβ0

dζ

�
dζ�
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ahol az egyenlet bal oldali sajátvektorának egységre normálása után a következő alakú egyen-

lethez juthatunk:

dω
d�k2�

�����
k�0

��
�∞�

�∞

�
δψ1

dα0

dζ
�Ψ2γ0

dβ0

dζ

�
dζ� (4.21)

A síkfront elveszíti stabilitását egy adott ε, és valamely paraméter változása esetén, ha a

a (4.21) kifejezés pozitívvá válik. Ez a kifejezés lehetőséget nyújt az instabilitás tartományá-

nak numerikus feltérképezéséhez.

4.3. Alkalmazott numerikus módszerek

Az instabilitás tartományának meghatározásához, a (4.21) feltétel vizsgálatához, szüksé-

ges a sík frontprofilok (α0, β0) és a �L� adjungált mátrixoperátor sajátvektorainak (ψ1�ψ2)

numerikus kiszámítása.

A síkfront profiljainak számítása során a kisebb gépidőt igénylő megcélzó módszert al-

kalmazzuk a lineáris stabilitásvizsgálat felhasználásával a (α�β�dβ�dζ) fázistérben a kez-

deti frontprofil meghatározására, amely egyben a kezdeti frontsebességet is megadja. Első

lépésként a (4.7) és a (4.8) másodrendű differenciálegyenleteket három-változós elsőrendű

differenciálegyenletekké alakítjuk át, a w � dβ�dζ változó bevezetésével:

dα
dζ

�
c
�
1�α� �1� cX

Kd�β�β
�
�w

δ
� (4.22)

dβ
dζ

� w� (4.23)

dw
dζ

� �
�

1�
cXKd

�Kd �β�2

�
cw�αβ2� (4.24)

A rendszer két stacionárius állapota: a ζ ��∞ helykoordinátához, a peremfeltételek alapján

a termékelegyhez rendelhető α � 0, β � βs és dβ�dζ� 0, valamint a ζ � ∞-hez, a reaktáns

állapotnak megfelelő α � 1, β � 0 és dβ�dζ� 0. Az egyenletrendszer megoldásai a rend-

szer két stacionárius pontját összekötő trajektóriák az (α� β� dβ�dζ) fázistérben [19], melyet

a 4.2. ábrán szemléltetünk. A lineáris stabilitásvizsgálat során egy sajátérték-probléma meg-

oldásával megkeressük a trajektóriák irányát a stacionárius pontok szűk környezetében (a

megfelelő Jacobi-mátrixot és a stacionárius pontokhoz tartozó sajátértékeket és sajátvekto-

rokat a II. melléklet tartalmazza). A megcélzó eljárást a következő módon alkalmazzuk: az

instabil stacionárius ponttól kicsiny távolságból a pozitív sajátértékhez tartozó sajátvektor

mentén indulunk el, végezzük az integrálást, a stabil stacionárius pont felé haladunk és a

stabilis pontot a két negatív sajátértékhez tartozó sajátvektorok kombinációja által meghatá-
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(1,0,0)
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β
βS
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4.2. ábra. Az (α�β�w) fázistér sematikus rajza, melyen nyilakkal tüntettük fel a megcélzó
eljárás során felhasznált sajátvektorat, valamint szaggatott vonalak jelölik azt a síkot melyet
a trajektória nem léphet át.

rozott irányból érjük el. A rendszernek végtelen számú a fenti feltételeket kielégítő megol-

dása van, melyek különböző sebességgel haladó reakció frontoknak felelnek meg, azonban

a természetben a reakciófrontok minden esetben minimális sebességgel haladnak[19], így

numerikus számításaink során is a minimális sebességnek megfelelő trajektória megtalálása

a cél. A minimális frontsebesség keresésekor felhasználjuk, hogy a két negatív sajátértékhez

tartozó sajátvektor által meghatározott síkot nem lépheti át a trajektória. A fázistér β�w met-

szetében ez a βλ3 egyenesnek felel meg. Figyelembe véve a (4.23) és (4.24) egyenleteket a

következő feltételnek kell teljesülnie: w� λ3β.

A frontprofilok pontos kiszámítására, azaz a (4.7) és a (4.8) differenciálegyenletek ál-

tal meghatározott peremérték-probléma megoldására relaxációs módszert használtunk, ahol

kezdeti becslésként alkalmaztuk a megcélzó módszerrel kapott frontprofilt. Az integrációs

tartományt 6001 pontot tartalmazó ráccsal fedtük le, a két rácspont közötti távolság ∆ζ �

0�005 volt. A számolási idő csökkentésére a peremeken a profilokhoz a következő feltétele-

ket rendeltük:

dα�dζ�λ4α� dβ�dζ�λ4�β�βs� a ζ � ζ� peremen

és dα�dζ�λ2�α�1�� dβ�dζ�λ3β� ζ � ζ� esetén,

ahol a λi értékek a (α�β�dβ�dζ) fázistér ζ ��∞ peremeihez tartozó sajátértékeket jelen-

tik (λ2 � �c�δ, λ3 � ��1� cx�Kd� c, λ4 � ��c�
�

c2 �4β2
s δ��2�δ ). (A három ismeret-
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4.3. ábra. A síkfront koncentráció profiljai, cX � 0�3, Kd � 0�6 és δ � 1�60264 esetén. A
folytonos vonal a numerikusan kiszámított értékeket, míg a szaggatott vonal a lineáris stabili-
tásvizsgálattal meghatározott sajátvektoroktól függő exponenciális koncentrációeloszlásokat
jelöli.

lenes egyenletrendszerre vonatkozó Jacobi-mátrixot, valamint a lehetséges sajátvektorokat

a II. mellékletben találhatjuk.) A 4.3. ábrán az autokatalizátor és reaktáns fenti peremfel-

tételek alkalmazásával relaxációs módszerrel kiszámított koncentrációeloszlásait tüntettük

fel folytonos vonallal, míg a szaggatott vonal a lineáris stabilitásvizsgálattal meghatározott

sajátvektoroktól függő exponenciális koncentrációeloszlásokat jelöli.

A front terjedési sebessége c kiszámítható a (4.7) egyenlet integrált alakjának átrendezése

után kapott kifejezés segítségével:

c �

�∞�

�∞

αβ2dζ�
α�β2

s �α�β�βs �α�β2
�

3λ4
�

�ζ�

�ζ

αβ2�
�β2

��λ2 �2α�λ3�

2λ3�λ2 �2λ3�
�

felhasználva a korábban definiált sajátértékeket, valamint α��� és β���, melyek rendre a

rács (ζ��ζ�) végpontjaiban a reaktáns és az autokatalizátor dimenziómentes koncentráció-

ját jelentik. �L� sajátvektorának komponensei (ψ1�ψ2) kiszámítása a következő összefüggés

alapján történt:

�L�	 ψ1

ψ2



� 0
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4.4. ábra. �L� sajátvektorai �ψ1�ψ2� cX � 0�3, Kd � 0�6 és δ � 1�60264 esetén.

a sík frontprofilok kiszámításával analóg módon, relaxációs módszerrel. Numerikusan kapott

ψ1, ψ2 sajátvektorok jellegzetes alakját a 4.4. ábrán láthatjuk. Az instabilitás megjelenésének

meghatározása a (4.21) integrál adott lehetőséget, adott cX és Kd mellett a δ értékét addig

változtattuk Newton – Raphson-módszerrel, amíg meg nem találtuk azt a δ értéket, amely

mellett a k � 0 helyen dω�d�k2� � 0 a megengedett 10�6 hibahatár értékén belül.

A diszperziós összefüggés kiszámítását a (4.14) egyenlet alapján a perturbáció módosí-

tott alakjának felhasználásával végeztük el. A perturbáció új alakjait felhasználva φkα1�k �

ϕα exp�ikη�� φkβ1�k � ϕβ exp�ikη�� melyek a térkoordinátát tartalmazzák csak expliciten, az

időbeli sajátértéket nem, a (4.14) egyenlet a következő alakba írható át:	 ∂ϕα
∂τ

∂ϕβ
∂τ



� �L	 ϕα

ϕβ



�
	

δk2 0

0 γ0k2


	
ϕα

ϕβ



�

melyből az egyes hullámszámokhoz tartozó növekedési együtthatók értéke egy kezdeti tran-

ziens állapot után meghatározható volt, mivel �∂ϕα�∂τ��ϕα � ω és �∂ϕβ�∂τ��ϕβ � ω, va-

lamint ϕα�α1�k és ϕβ � β1�k. A számítások során k értékét fokozatosan növeltük úgy, hogy

az előző futáshoz tartozó megoldást használtuk fel kezdeti értékként az azt követő számítás

során, melyre az adott lehetőséget, hogy a k � 0 esetben ismertük a megoldást (ϕα � dα0�dζ
és ϕβ � dβ0�dζ ).

A differenciálegyenletek numerikus megoldása során a CVODE programcsomaggal vé-

geztük el az integrálásokat[34]. A diszperziós összefüggés vizsgálatát a lineáris stabilitás-
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vizsgálaton kívül egy ettől független módszerrel is elvégeztük, melynek során a (4.5) és

a (4.6) egyenletet explicit Euler-módszerrel oldottuk meg 101� 801 rács felhasználásá-

val, ahol h � 0�5 és ∆τ � 0�01 volt. A rácspontokat a kezdeti értékadás során két cso-

portba osztottuk, az egyik megfelelt a reaktánselegynek, vagyis ezen a területen minden

rácspontban α � 1 és β � 0 volt, a rács másik felén a termékelegynek megfelelően α � 0 és

β � βs volt. Egy sort véletlenszerűen előrébb toltunk, mely a perturbálásnak felelt meg. A

számítások során a kialakuló frontpozíciókból, melyeket a front haladási irányában a ma-

ximális reakciósebességhez (αβ2) tartozó rácspontok koordinátáiként definiáltunk és pá-

ros függvénynek tekinthetők, meghatároztuk a Fourier-cosinus sorokhoz tartozó Fourier-

együtthatókat. Az együtthatók időbeli változásából (exponenciális növekedéséből vagy csök-

kenéséből) megállapítottuk az egyes hullámszám értékekhez tartozó növekedési együttható

értékeket. A hullámszám értékeket a számításokhoz felhasznált rács szélességéből (L) számí-

tottuk a k � 2πn�L képlet alapján, ahol n az egyes Fourier-komponenseknek felel meg. Mivel

a módszer során alkalmazott rács véges szélességű, diszkrét ω – k értékpárokat kapunk.

4.4. Eredmények és értékelésük

A megkötő anyag koncentrációjának növekedésével jelentősen csökken a front sebes-

sége, mint a 4.5. ábrán látható azonos disszociációállandó és eltérő diffúziós együttható há-

nyadosok esetén. A megkötés növekedésével az autokatalizátor egyre nagyobb része kötődik

meg immobilis BX komplex formájában. Ennek eredményeként lecsökken a szabad autoka-

talizátor koncentrációja, végső soron pedig csökken az autokatalitikus reakcióban keletkező

autokatalizátor mennyisége, mely a sebességcsökkenés mellett a laterális instabilitás megje-

lenéséhez is vezet.

Az általunk használt modell esetén a reverzíbilis megkötés következtében mindig van

szabad autokatalizátor, ezért, ha nagy koncentrációban alkalmazzuk a komplexképzőt a front

sebessége nagymértékben lecsökkenhet, de a front sohasem szűnik meg. Ezzel ellentétben

elektromos erőtér alkalmazásakor egy köbös autokatalitikus modell esetén, a különböző töl-

téssel rendelkező részecskék migrációja miatt olyan mértékben lecsökkenhet az autokatali-

zátor koncentrációja, hogy az a front hirtelen megszűnését idézi elő [43]. Esetünkben ahhoz,

hogy a font sebessége nullához tartson az elvonás mértékének végtelenhez kell közelítenie.

Ha megnézzük mennyire vethetőek össze ezek az eredmények az eddig vizsgált kísérleti

rendszerekkel (pl. a már említett klorit-tetrationát rendszerrel), melyek általános egyszerű

modellezése volt a célunk, a következő problémák vetődnek fel. A rendkívül nagy mértékű

autokatalizátor elvonás kísérleti megfigyelése több nehézséget is felvet: modellünk csak ak-

kor írja le a rendszert és az empirikus sebességi egyenlet csak akkor alkalmazható, ha a

reakcióban meghatározó mennyiségben keletkezik autokatalizátor, a front követése is prob-

lémát jelent, mivel az indikátorok detektálható színváltozásához meghatározott mennyiségű
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4.5. ábra. A frontsebesség c változása az elvonás mértékének cX változásával, Kd � 0�1,
δ � 1�0 (felső görbe) és δ � 2�0 (alsó görbe) esetén. A folytonos vonal a stabil síkfrontnak
felel meg, a szaggatott vonal az instabilitást mutató frontnak felel meg. A laterális instabilitás
megjelenését� jelzi.

autokatalizátor jelenlétére van szükség.

A 4.6. fázisdiagramon a BX komplex különböző disszociációállandói mellett láthatjuk,

hogy milyen cX � δ értékek esetén tapasztalható laterális instabilitás illetve stabil síkfront

megjelenése. A görbék a laterális instabilitás és a stabil síkfront tartományát választják el,

melyeket a lineáris stabilitásvizsgálat alapján számítottunk ki. Az ábráról a kritikus diffúzi-

óállandó arány (δkr) is leolvasható, mely azt a legkisebb δ értéket jelenti amely mellett már

megjelenik a laterális instabilitás adott cX és Kd értékek esetén. Láthatjuk, hogy az auto-

katalizátort tartalmazó komplex disszociációállandójának növekedésével csökken a laterális

instabilitás tartománya, mivel nő a szabad autokatalizátor koncentrációja. Megfigyelhetjük

azt is, hogy kialakulhat laterális instabilitás abban az esetben is, ha az autokatalizátor diffú-

zióállandója nagyobb, mint a reaktánsé (δ � 1) megfelelő mennyiségű komplexképző anyag

jelenléte esetén.

Egy, az előzőtől eltérő megvilágításban is megvizsgálhatjuk a laterális instabilitás meg-

jelenését. A 4.7. ábrán a δ� βs fázistérben az autokatalizátor front mögötti koncentráció-

jának hatását láthatjuk, a megkötés csökkenésével kisebb mértékben mint az előző ábrázo-

lás mód (4.6. ábra) esetén, de csökken a laterális instabilitás tartománya. A front mögötti

koncentrációnak a laterális instabilitás kialakulásában valóban meghatározó szerepe van.

A 4.7. ábrán pontozott vonal jelöli a rendkívül gyenge megkötés esetén tapasztalható ha-

tárt, azaz a γ � �1� cX�Kd�
�1 esetet, ahol γ már nem β függvénye, hanem egy állandó,
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4.6. ábra. A fázisdiagramon a (δ�βs) fázistérben a stabil síkfront (SSF) és a laterális instabi-
litás (LI) tartománya látható. A vonalak a következő disszociációállandók esetén Kd � 0�01
(—), 0,1(- -), 0,4(���) és 1,0 (�� ��) a laterális instabilitás megjelenését jelzik, melyeket a
lineáris stabilitásvizsgálat alapján számítottunk ki.
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4.7. ábra. A fázisdiagramon a (δ�βs) fázistérben a stabil síkfront (SSF) és a laterális instabi-
litás (LI) tartománya látható. A vonalak a következő disszociációállandók esetén Kd � 0�01
(—), 0,1(- -), 0,4(���) a laterális instabilitás megjelenését jelzik, melyeket a lineáris stabili-
tásvizsgálat alapján számítottunk ki. A pontozott vonal a rendkívül gyenge megkötés esetére
vonatkozó határértéket jelöli.
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mivel Kd 	 β. A kritikus diffúzióállandó értékére δkr � 2�300 βs összefüggés számítható,

mely megegyezik a köbös autokatalitikus reakció-diffúzió rendszer elektromos erőtérben ta-

pasztalt értékével[43].

Az eddig bemutatott fázisdiagramok megmutatták, hogy milyen paraméterek esetén ala-

kulhat ki laterális instabilitás, arról azonban nem szolgáltatnak információt, hogy mekkora a

kialakuló cellák mérete és amplitúdója. A kialakuló celluláris front szerkezetét jellemző disz-

perziós görbék (lásd 4.8. ábra) szintén kiszámíthatóak a lineáris stabilitásvizsgálat alkalma-

zásával, melyeket a folytonos és a szaggatott vonalak jeleznek. A diszperziós görbékről leol-

vasható, hogy milyen hullámszámú komponensek jelennek meg a mintázatban, valamint az

is, hogy mekkora ezen komponensek növekedési sebessége. A pozitív ω értékekhez tartozó

hullámszámok jelennek meg a celluláris frontban, ezek közül is a diszperziós görbe maximu-

mához tartozó hullámszámmal jellemezhető határozza meg döntően a kialakuló mintázatot.

A 4.8. ábrán látható diszkrét értékeket a (4.5) és a (4.6) egyenletek integrálásával egy vélet-

lenszerűen perturbált fontalak két dimenziós kialakulásából számítottuk ki. A két módszer jó

egyezést mutat a diszperziós görbék számításakor, mely igazolja, hogy a lineáris stabilitás-

vizsgálat az instabil tartományok feltérképezése mellett a diszperziós görbék kiszámítására

is jól használható.

A kapott eredmények alapján elmondhatjuk, hogy a lineáris stabilitás analízis segítsé-

gével feltérképeztük a stabilitást illetve instabilitást mutató tartományokat. Bizonyítottuk,
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4.8. ábra. Diszperziós görbék δ � 1�0, cX � 0�45 (felső görbe) és cX � 0�30 (alsó görbe)
esetén. A folyamatos és a szaggatott vonallal jelölt görbéket a lineáris stabilitásvizsgálat
alapján számítottuk ki. A diszkrét értékeket jelölő
 �cX � 0�45� és� (cX � 0�30) pontokat
véletlenszerűen perturbált síkfrontokból kiinduló kétdimenziós számítások során kapott front
alakok Fourier-együtthatóiból határoztuk meg.
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hogy az autokatalizátor fluxusa (δ dβ
dζ ) határozza meg az instabilitás kialakulását; a diffú-

ziós együttható arányok mellett az autokatalizátor front mögötti koncentrációja a döntő az

instabilitás kialakulásában. Ezek az eredmények összhangban vannak az elektromos erőtér

alkalmazásakor tapasztalt viselkedéssel.
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5. fejezet

Az autokatalizátor irreverzíbilis

megkötésének hatása a laterális

instabilitásra

5.1. Bevezetés

A reakciófrontok stabilitását az autokatalizátor front mögötti koncentrációja és az auto-

katalitikus reakcióban résztvevő részecskék diffúziós együtthatóinak aránya együttesen hatá-

rozza meg.[45] Minden olyan tényező, mely az autokatalitikus reakcióban keletkező autoka-

talizátor mennyiségét lecsökkenti, laterális instabilitás kialakulásához illetve cellás szerkezet

megjelenéséhez vezethet. A rendszerben jelenlevő szabad autokatalizátor koncentrációja le-

csökken, ha az autokatalizátor egy további kémiai reakcióban is részt vesz, ez a reakciólépés

lehet reverzíbilis illetve irreverzíbilis. Az előző fejezetben a reverzíbilis elvonásának hatá-

sát vizsgáltuk amikor az autokatalizátor immobilis komplex vegyületben kötődött meg, ez a

típusú elvonás az izoterm laterális instabilitást mutató kísérleti rendszerek modelljének te-

kinthető. Ebben a fejezetben az autokatalizátor irreverzíbilis elvonásának hatását vizsgáljuk,

mely a lángok esetében a Newtoni hűléssel mutat rokon vonásokat.

Doktori tanulmányaim kezdetén első feladatként az irreverzíbilis elvonás következtében

kialakuló kezdeti cellás szerkezetet jellemző diszperziós görbék kiszámítását kaptam. A ku-

tatócsoportban korábban elért irreverzíbilis elvonással kapcsolatos további eredmények szer-

vesen kapcsolódnak ezen munkához, ezért ezeket előzmények címen foglaltam össze.

5.2. A modell

A laterális instabilitást mutató kísérleti rendszerek prototípusának tekinthető köbös auto-

katalitikus reakciót választottuk modell rendszerünk alapjának, melyet a következő egyen-
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5.1. ábra. Véletlenszerűen perturbált frontból kialakult celluláris reakciófront képe a τ �
1740 időpillanatban, δ � 2�2 és κ � 0�03 esetén. Az ábrán a sötétebb szín a nagyobb auto-
katalizátor koncentrációnak felel meg.

lettel írhatunk le:

A�2B� 3B�

ahol A a reaktánst, míg B az autokatalizátort jelöli, ehhez az autokatalitikus lépéshez társul

az irreverzíbilis elvonás:

B� C�

melyben az autokatalizátor inert C termékké alakul. Amennyiben reakciófrontunk egy vé-

kony oldatrétegben terjed, ahol a konvekció hatását kiküszöböltük, az alábbi dimenziómentes

mérlegegyenletekkel írhatjuk le a rendszert:

∂α
∂τ

� δ∇2α�αβ2�

∂β
∂τ

� ∇2β�αβ2�κβ� (5.1)

ahol α és β a relatív reaktáns és az autokatalizátor koncentrációt jelöli, melyeket a front előtt

elhelyezkedő A reaktáns koncentrációjához, a0-hoz viszonyítunk. A dimenziómentes időt

τ-val jelöltük, míg a ∇2 � ∂2�∂ξ2 � ∂2�∂η2 kifejezésben ξ és η a dimenziómentes térkoor-

dinátákát jelenti. A reakció vékony rétegben játszódik le, ezért a harmadik térbeli dimenzió

elhanyagolható, továbbá a síkfront ξ irányba terjed. Az egyenlet tartalmazza még a reaktáns

és az autokatalizátor diffúziós együtthatójának hányadosát δ � DA�DB-t és κ-t, mely az elvo-

nás mértékének tekinthető, mivel az autokatalizátor elvonásának és az autokatalitikus lépés

sebességének hányadosával arányos. A rendszer kezdetben csak reaktánselegyet tartalmaz a

tér minden pontján, kivéve egy kis tartományt, ahol jelen van az autokatalitikus reakció bein-

dításához szükséges kis mennyiségű autokatalizátor is. Az 5.1. ábrán egy az autokatalizátor

irreverzíbilis elvonása következtében kialakuló front képét láthatjuk. A reakciófront a friss

reaktánselegy felé terjed állandó sebességgel, mely az ábrán a felső világosabb területnek

felel meg. A kép közepén a legsötétebb vonalnál helyezkedik el a reakciófront, itt zajlik az
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autokatalitikus reakció legnagyobb sebességgel, majd a front mögötti területen világosabb

az ábra, amely a kisebb autokatalizátor koncentrációnak felel meg. Az irreverzíbilis elvo-

nás következtében a front mögött nagy távolságra már nincsen jelen autokatalizátor azonban

elreagálatlan reaktánst találhatunk. A rendszer ezen tulajdonságai a következő matematikai

formulákkal írhatóak le az (5.1) parciális differenciálegyenlet-rendszerre vonatkozó kezdeti

és peremfeltételekként:

α � 1� β � βk� τ � 0�

∂α�∂ξ � 0� ∂β�∂ξ � 0� �ξ� � ∞� τ� 0�

α� 1� β� 0� ξ� ∞� τ� 0� (5.2)

ahol βk az autokatalitikus reakció beindításához szükséges kis mennyiségű autokatalizátor-

koncentráció. Az (5.1) parciális differenciálegyenlet-rendszer közönséges differenciálegyen-

let-rendszerré alakítható át síkfrontok esetén, mivel koordináta-rendszerünket a síkfront c

sebességével mozgatva, a front egyetlen térkoordináta a ζ � ξ�cτ felhasználásával írhatóak

le a következő alakban:

0 � δ
d2α
dζ2 � c

dα
dζ
�αβ2�

0 �
d2β
dζ2 � c

dβ
dζ

�αβ2�κβ� (5.3)

A peremfeltételek a következő alakra módosulnak a mozgó koordináta-rendszer bevezetése

következtében:

α � 1� β� 0� ζ�∞�

α � αs� β� 0� ζ��∞�

A kémiai reakció maximális sebességgel a ζ � 0 pontban játszódik le, itt található a reakció-

front. Az autokatalizátor az autokatalitikus reakcióban keletkezik, mivel azonban az autoka-

talitikus reakcióhoz elvonási lépés is társul, a front mögött ismét csökkenni kezd az autoka-

talizátor koncentrációja majd nullává válik végtelen távolságban. Ezzel magyarázható, hogy

a front mögött végtelen távolságban találhatunk el nem reagált reaktánst, melynek koncent-

rációja αs. Mind az autokatalizátorra mind a reaktánsra vonatkozó koncentrációgradiensek

mindkét peremen nullával egyenlőek.

5.2.1. Előzmények: Lineáris stabilitásvizsgálat és vékonyfront-közelítés

Vékonyréteg-közelítés alkalmazásával az instabilitás megjelenését leíró analitikus for-

mulákat vezettek le[46]. A modellben az autokatalitikus reakció egy infinitezimálisan kes-
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keny reakciózónában játszódik le a ζ � 0 pontban, és az autokatalizátor elbomlására csak a

front mögötti tartományban kerül sor, tehát ζ � 0 esetén. A közelítés felhasználásával anali-

tikus megoldást vezettek le a síkfront koncentrációprofiljaira, valamint a laterális instabilitás

megjelenésére. Kimutatták továbbá, hogy az adott elvonás esetén a laterális instabilitás meg-

jelenése közvetlen kapcsolatba hozható az elvonás mértékével, mivel

δkr �
2�

1�4κ�c2
�

ahol δkrit a kritikus diffúziós együtthatót jelenti, mely az a legkisebb diffúziós együttható

arány, amely esetén laterális instabilitás megjelenésére van lehetőség adott paraméter érté-

keknél, valamint az autokatalizátor maximális koncentrációjával

δkr �
2βmax

2�1�αs��βmax
�

ahol βmax az autokatalizátor maximális koncentrációját jelenti a front mentén.

A rendszer lineáris stabiltásvizsgálata hasonló módszerrel történt, mint amit a reverzíbilis

elvonás esetén alkalmaztunk. Ennek során a front terjedési irányával párhuzamosan kismér-

tékben perturbálták a frontalakot, amely a különböző hullámszámú komponensek összege-

ként az alábbi formában írható le:

α�ζ�η�τ� � α0�ζ�� ∑
k�0

α1�k�ζ�φk�η�τ�� (5.4)

β�ζ�η�τ� � β0�ζ�� ∑
k�0

β1�k�ζ�φk�η�τ�� (5.5)

ahol k a hullámszámot jelenti, míg α0 és β0 a síkfront megoldásnak felel meg. A perturbáció

fenti alakját visszahelyettesítve az (5.1) egyenlet mozgó koordináta-rendszerbeli megfelelő-

jébe és csak a φk�η�τ� elsőrendben tartalmazó tagokat figyelembe véve a következő mátrix

formában felírt egyenlethez jutottak:	
ω�δk2 0

0 ω� k2


 	
α1�k

β1�k



� �L	 α1�k

β1�k



� (5.6)

ahol az �L mátrixoperátor a következő módon definiálható:

�L �

	
δ d2

dζ2 � c d
dζ �β2

0 �2α0β0

β2
0

d2

dζ2 � c d
dζ �2α0β0�κ



�

A továbbiakban a reverzíbilis elvonás esetén bemutatott gondolatmenet alkalmazásával a

laterális instabilitás megjelenését leíró formulát vezettek le, melynek numerikus kiszámítá-
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5.2. ábra. A reakciófront sebességének c változása az elvonás mértékének változásával, a
felső görbéhez δ � 1�5, míg az alsóhoz δ � 2�0 tartozik. A stabil megoldást folytonos vo-
nal, míg az instabil megoldást szaggatott vonal jelzi. A � a laterális instabilitás helyének
megjelenését jelöli.

sával feltérképezték a laterális instabilitás tartományát. Míg az irreverzíbilis elvonás mate-

matikai leírása egy egyszerű paraméter a κ megfelelő differenciálegyenletekbe való beépí-

tésével leírható volt, addig a reverzíbilis elvonás esetén az autokatalizátor koncentrációját is

tartalmazó függvényre volt szükség a jelenség leírásához, mellyel magyarázható az analóg

egyenletek bonyolultabb alakja.

A vékonyréteg-közelítés felhasználásával a rendszer minden fontosabb tulajdonsága leír-

ható analitikus formulákkal, melyeket jó egyezésben találtak a lineáris stabilitásvizsgálaton

alapuló numerikus eredményekkel. A számítások alapján meghatározták a frontsebességnek

az elvonás mértékétől való függését, melyet az 5.2. ábra mutat. A reakciófront sebessége

fokozatosan csökken az elvonás mértékének növekedésével, mivel egyre csökken a reakció-

zónában jelenlevő autokatalizátor mennyisége. Bizonyos mértékű elvonás a síkfront stabili-

tásvesztéséhez, majd az elvonás további növekedése a reakciófront megszűnéséhez vezet. Az

elvonás ekkor már olyan mértékű, hogy az autokatalitikus reakcióban képződött autokatali-

zátor nem képes biztosítani azt a pozitív visszacsatolást, mely az „önfenntartó működéshez”

szükséges. Az is leolvasható az ábráról, hogy minél nagyobb a reaktáns és az autokatalizátor

diffúziós együtthatójának hányadosa, annál kisebb mértékű elvonásnál veszíti el stabilitását

a síkfront és jelenik meg a laterális instabilitás. A reverzíbilis elvonással ellentétben az ir-

reverzíbilis elvonás tehát a reakciófront kioltásához vezethet. Az 5.3. ábrán a κ� δ fázistér
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5.3. ábra. A (κ�δ) fázistérben SSF a stabil síkfrontot, LI a laterális instabilitás tartományát,
míg NF azt a régiót jelöli, ahol nincs front megoldás. A folytonos vonal a laterális instabilitás
megjelenésének felel meg, a szaggatott pedig a kioltásnak, melyeket lineáris stabilitásvizs-
gálat alapján számítottak ki.

három régióra osztható, a stabil síkfront (SSF) tartományára, a laterális instabilitás következ-

tében létrejövő cellás szerkezetek területére (LI), melyeket a lineáris stabilitásvizsgálat által

meghatározott határvonal választ el, valamint arra a paraméter-tartományra, amely esetén

nem alakulhatnak ki reakciófrontok (NF). A legkisebb diffúziós együttható hányados, amely

esetén laterális instabilitás megjelenésére van lehetőség, folyamatosan csökken az elvonás

mértékének csökkenésével; δ� 1-nél még nagyobb mértékű elvonásnál sincs lehetőség late-

rális instabilitás kialakulására. Azt tapasztalták továbbá, hogy a vékonyréteg-közelítés által

jósolt �1�4κ�c2��1�2 kifejezéssel valóban egyenesen arányos a δkr értéke. Ellenben az au-

tokatalizátor maximális koncentrációja és a kritikus diffúziós együttható arányok között nem

sikerült közvetlen összefüggést találni, bár folyamatosan csökkent βmax értéke ahogyan nőtt

az instabilitás tartománya κ növekedésével.

5.2.2. A diszperziós összefüggés kiszámítása

A lineáris stabilitásvizsgálat az instabilitás megjelenésének előrejelzésén túl, lehetőséget

biztosít a kezdeti mintázatokat jellemző diszperziós görbék kiszámítására is. A perturbáció

következő módosított alakjának bevezetésével: φkα1�k � ϕα exp�ikη�, φkβ1�k � ϕβ exp�ikη�
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az (5.6) egyenlet alábbi változatához jutunk, mely tartalmazza a dimenziómentes időskálát:��� ∂ϕα
∂τ

∂ϕβ

∂τ

���� �L	 ϕα

ϕβ



�
	

δk2 0

0 k2


	
ϕα

ϕβ



� (5.7)

A kezdeti átmeneti időszak után a �∂ϕα�∂τ��ϕα�ω és �∂ϕβ�∂τ��ϕβ�ω kifejezések értéke

állandóvá válik, mely lehetőséget jelent különböző k értékekhez tartozó ω időbeli sajátérté-

kek 0,1 %-os pontosságú meghatározásához. A diszperziós görbe kiszámításakor a k � 0

esetben ismertük a megoldást (ϕα � dα0�dζ és ϕβ � dβ0�dζ ), és k értékét fokozatosan

növelve az előző futás eredményét használtuk fel kezdeti értékként. A számítások pontossá-

gának növeléséhez a következő lineáris stabilitásvizsgálattal meghatározott sajátvektoroktól

függő exponenciális koncentrációeloszlásokat vezettünk be a peremeken: a ζ � ζ� helyen

α1�k � α1�k�ζ��eλ2�ζ�ζ��� és β1�k � β1�k�ζ��eλ3�ζ�ζ��

és a ζ � ζ� helyen,

α1�k � α1�k�ζ��eλ2�ζ�ζ��� és β1�k � β1�k�ζ��eλ4�ζ�ζ��

ahol λ1 �
�
�c�

�
c2 �4δ2�ω�δ� k2�

�
��2δ�, λ2 �

�
�c�

�
c2 �4δ2�ω�δ� k2�

�
��2δ�,

λ3 �
�
�c�

�
c2 �4�κ�ω� k2�

�
�2 és λ4 �

�
�c�

�
c2 �4�κ�ω� k2�

�
�2� melyek ki-

számításának részleteit a III.1. melléklet tartalmazza.

Az (5.7) egyenlet kiszámításához szükségünk volt még a síkfrontok koncentrációprofil-

jának kiszámítására valamint a c frontsebesség ismeretére is. A reverzíbilis elvonás esetén

megcélzó módszerrel kaptuk a relaxációs módszerben kezdeti becslésként használt front-

profilokat és frontsebességet. A megcélzó módszer azonban rendkívül érzékenynek bizonyult

a kezdeti feltételekre, ezért független egydimenziós számítások szolgáltatták ezen adatokat.

A relaxációs módszert a reverzíbilis elvonás esetén bemutatott módon használtuk: a reakció-

fronttól nagy távolságban a koncentrációeloszlásokat a sajátvektorok segítségével közelítet-

tük.

A sebesség meghatározás az (5.3) egyenlet integrálásával történt:

δ
�

dα
dζ

��∞

�∞
� c�α��∞

�∞�
�∞�

�∞

αβ2 � 0�
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melyből a peremfeltételek felhasználásával a következő alakhoz jutunk

c�1�αs� �

�∞�

�∞

αβ2dζ �

ζ��

�∞

αβ2dζ�
ζ��

ζ�

αβ2dζ�

�

∞�

ζ�

αβ2dζ�

ahol a ζ� és ζ� értékek a relaxációs eljárás során használt rács szélső pontjainak felelnek

meg, a rácson kívüleső tartományok közelítése a lineáris stabilitásvizsgálaton alapuló expo-

nenciális függvénnyel valósítható meg az alábbi peremfeltételek alkalmazásával: a ζ � ζ�
helyen,

dα0

dζ
� 0�

dβ0

dζ
� λ3β0�

a ζ � ζ� helyen pedig

dα0

dζ
��λ2�1�α0��

dβ0

dζ
� λ4β0�

melyek felhasználásával

ζ��

ζ�

αβ2dζ � c�1�αs��
α�β2

�λ4

2κ
� β2

��2λ4α��λ2�λ3

2κ�2λ4�λ2�
�

ahol λ2 ��c�δ, λ3 � ��c�
�

c2 �4κ��2 és λ4 � ��c��c2 �4κ��2 és a megfelelő saját-

értékek és sajátvektorok kiszámítását a III.2. melléklet tartalmazza. Az egyenlet bal oldalát

numerikusan kiszámítjuk, majd a c frontsebességet addig változtatjuk iteratívan, ameddig

meghatározott hibahatáron belül állandó frontsebességhez jutunk.

Az integrálásokat a CVODE programcsomaggal végeztük, a relaxációhoz használt rács

4001 pontot tartalmazott és a rácspontok közötti távolság ∆ζ � 0�05 volt. (A kezdeti becs-

léseknél ∆ζ � 0�5, melyből a finomabb rácsra történő adaptáció lineáris interpolációval tör-

tént.)

A lineáris stabilitásvizsgálat eredményeit összehasonlítottuk az (5.1) parciális differen-

ciálegyenlet-rendszer közvetlen integrálásával kapott eredményekkel, melyekhez az explicit

Euler-módszer felhasználásával jutottunk. Az integrálásokhoz 401� 101 rácsot alkalmaz-

tunk, a rácspontok közötti távolság 0�5 és ∆τ� 0�1 volt a fentiekben leírt peremfeltételek fel-

használásával. Kezdeti feltételként a rácspontokat két csoportba osztottuk a reaktáns- és a ter-

mékállapotnak megfelelően, melyeket egy sík határ választott el egymástól. Ezen síkfrontnak

megfelelő állapotot egyetlen sor előretolásával perturbáltuk. A növekedési együtthatók ki-

számítása a reverzíbilis elvonásnál leírt módszerrel történt a különböző Fourier-módusokhoz
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5.4. ábra. Diszperziós görbék κ � 0�038 és δ � 1�4 (felül) δ � 1�2 (alul) esetén. A foly-
tonos és szaggatott vonallal a lineáris stabilitásvizsgálat alapján kiszámított eredményeket
tüntettük fel, míg a diszkrét pontokat a független két-dimenziós számítások során a frontalak
időbeli változásából számítottuk ki.

tartozó Fourier-amplitúdók időbeli változásából. A laterális instabilitás következtében ki-

alakuló kezdeti cellás szerkezet kvalitatíven jellemezhető diszperziós görbék segítségével.

Az 5.4. ábrán egy adott elvonás mellett különböző diffúziós együttható arányok mellett ki-

számított diszperziós görbéket tüntettünk fel. A nagyobb diffúziós együttható hányadoshoz

tartozó esetben megjelennek pozitív növekedési együttható értékek, melyek az adott hul-

lámszámú perturbáció időbeli növekedésének felelnek meg. A kisebb diffúziós együttható

hányadosnál minden hullámszám értékhez tartozó időbeli sajátérték negatív, amely az adott

hullámszámú perturbáció időbeli csökkenésének felel meg, azaz stabil a síkfront. A felső

görbe esetén a környezetből érkező zavaró hatások felerősödnek az idő múlásával, mely

a frontalakban látható cellák megjelenéséhez vezet. A diszperziós görbe információt nyújt

továbbá a kialakuló szerkezetben uralkodóan megjelenő cellaméretről, mert a diszperziós

görbe maximumához tartozó hullámszámú mintázat jelenik meg először a cellás szerkezet-

ben. Az ábráról leolvasható, hogy rendkívül jó egyezést mutatnak a két különböző mód-

szerrel kiszámított értékek, mely bizonyítja hogy a lineáris stabilitás analízis, valamint a pe-

remeken alkalmazott közelítések a számítások időigényének csökkenése mellett igen nagy

pontosságot is biztosítanak.
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6. fejezet

A hőmérséklet hatása a laterális

instabilitásra

6.1. Bevezetés

A klorit-tetrationát savkatalizált reakció [16] rendkívül összetett kinetikai viselkedést

mutat, teljes mechanizmusa nem ismert, a kiindulási összetételtől függően változik a reak-

ciót jellemző sztöchiometria és a reakció termékei is. Kis klorition-felesleg esetén azonban

ismert a hidrogénionra nézve autokatalitikus folyamat sztöchiometriája:

7ClO�
2 �2S4O2�

6 �6H2O � 7Cl��8SO2�
4 �12H�� (6.1)

r � k�ClO�
2 ��S4O2�

6 ��H��2� (6.2)

valamint Nagypál és Epstein [15] által a kezdeti sebességek módszerével meghatározott (6.2)

sebességi egyenlet, melyre k � 109 M�3s�1. A fenti reakció esetén laterális instabilitás kiala-

kulására van lehetőség, ha a reakciófront metakrilát-csoportokat is tartalmazó akrilamid gél-

ben halad, mely az autokatalizátor egy részét reverzíbilisen immobilis komplex formájában

köti meg az alábbi gyors egyensúlyi folyamatban [27, 28]:

�COOH � H�� �COO�� (6.3)

Kd �
�H����COO��
��COOH�

� (6.4)

A laterális instabilitás kialakulását korábban állandó hőmérsékleten már részletesen vizsgál-

ták, melynek során azt tapasztalták, hogy a szobahőmérsékleten kialakuló mintázatban ural-

kodóan megjelenő cellaméret a megkötés mértékétől függően 1-2 cm körüli volt [28]. A fenti

reakció tanulmányozása folyamatos betáplálású nem-kevert tankreaktorban [42, 47, 48, 49]

érdekesnek ígérkezik[50, 51], azonban a cellák viszonylag nagy mérete egy nagyobb, körül-

ményesebben használható reaktor építését vonná maga után. Megvizsgáltuk található-e olyan
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kísérleti paraméter, melynek változtatásával egyszerűen befolyásolható a kialakuló cellák

mérete, mely lehetővé tenné optimális méretű reaktor tervezését. Egyszerűen változtatható

és jól szabályozható paraméternek tűnt a hőmérséklet, melynek a kialakuló mintázatra gya-

korolt hatása a következőekben levezetett dimenziómentes modell alapján jól érthető.

A front terjedését alapvetően a reakció kezdeti szakasza határozza meg [52], ezért a rend-

szert leíró matematikai modellben jó közelítésként használhatjuk a (6.2) sebességi egyenle-

tet, így vékony rétegben az alábbi mérlegegyenletekhez jutunk:

∂�ClO�
2 �

∂t
� DClO�

2
∇2�ClO�

2 ��7r� (6.5)

∂�S4O2�
6 �

∂t
� DS4O2�

6
∇2�S4O2�

6 ��2r� (6.6)

∂�H��t
∂t

� DH�∇2�H���12r� (6.7)

ahol Di-k a megfelelő ionok diffúzióállandóit jelölik, míg �H��t az autokatalizátor hidrogén-

ionok teljes koncentrációját jelenti, valamint ∇2 � ∂2�∂x2 � ∂2�∂y2. A teljes hidrogénion-

koncentrációt a szabad hidrogénion és a karboxilát-csoportokhoz kötött hidrogénion-kon-

centráció összegeként kapjuk meg:

�H��t� �H��� ��COOH�� (6.8)

A reaktánsok diffúzióállandóit jó közelítéssel azonosnak tekinthetjük D� DS4O2�
6

� DClO�

2
,

mivel a hidratált ionok diffúzióállandói vizes közegben azonos nagyságrendűek, a hidrogén-

és a hidroxidionokat kivéve. A (6.5)-(6.7) egyenletek számát csökkenthetjük, mivel az egyik

reaktáns koncentrációját ki tudjuk fejezni a másikéból a kezdeti koncentrációk és a reakció

sztöchiometriájának ismeretében:

�ClO�
2 � �

2 �ClO�
2 �0�7 �S4O2�

6 �0 �7 �S4O2�
6 �

2
� (6.9)

A teljes metakrilát-koncentráció cM � ��COOH�� ��COO�� és a (6.4) egyenlet felhaszná-

lásával a metakrilsav-koncentráció felírható a következő alakban:

��COOH� �cM�H����Kd��H����

melyet a (6.8) egyenletbe visszahelyettesítve, majd azt idő szerint deriválva az alábbi egyen-

let adódik:
∂�H��t

∂t
�

∂�H��

∂t

�
1�

cMKd

�Kd ��H���2

�
� (6.10)

A következő két dimenziómentes egyenletből álló egyszerű modellhez jutunk, ha a (6.9)
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és a (6.10) egyenleteket visszahelyettesítjük a (6.5)-(6.7) egyenletekbe, valamint bevezet-

jük az α � �S4O2�
6 ���S4O2�

6 �0 és a β � �H����S4O2�
6 �0 dimenziómentes koncentrációkat,

a τ � k�S4O2�
6 �30t a dimenziómentes időt és a 
∇2 � D��k�S4O2�

6 �30�∇
2 a dimenziómentes

hosszúsági skálát :

∂α
∂τ

� 
∇2α�αβ2�κ�7α�� (6.11)

∂β
∂τ

�
δ
∇2β

σ
�

6αβ�κ�7α�
σ

� (6.12)

ahol a δ � DH��D a diffúzióállandók hányadosát, a κ � 2�ClO�
2 �0��S4O2�

6 �0� 7 a relatív

klorit felesleget jelenti. A σ=1��Kµ���K � β�2 dimenziómentes együttható tartalmazza a

K � Kd��S4O2�
6 �0 dimenziómentes egyensúlyi állandót és a µ� cM��S4O2�

6 �0 dimenziómen-

tes metakrilát-koncentrációt, melynek értéke arányos az autokatalizátor immobilis megköté-

sének mértékével a gélben. A modell alapján az instabilitás megjelenését a diffúzióállandók

aránya �δ�, a megkötés mértéke (µ), valamint kisebb mértékben az egyensúlyi állandó (K)

értéke befolyásolja [45].

A (6.11) és a (6.12) egyenletekben nem jelenik meg közvetlenül a hőmérséklet, azonban

a dimenziómentes távolság (ξ) és idő (τ) is tartalmaz hőmérséklettől függő paramétereket:

ξ �

�
kS4O2�

6 �30�Dx� (6.13)

τ � k�S4O2�
6 �30t� (6.14)

így ha azonos reaktánsösszetétel és megkötés mellett különböző hőmérsékleten játszódik le

a frontreakció a mintázatban megjelenő cellaméret és a mintázat kialakulásához szükséges

idő is különböző lehet. A cellaméret csökkenését várhatjuk a hőmérséklet növekedésével,

amennyiben a sebességi együttható és a diffúzióállandók hányadosának változását alapve-

tően a sebességi együttható exponenciális hőmérsékletfüggése fogja meghatározni.

A fenti modell alapján azt várhatjuk, ha egy adott reaktáns összetétel és megkötés mellett

szobahőmérsékleten laterális instabilitást mutató frontreakciót ettől eltérő hőmérsékleteken

vizsgálunk, a kialakuló mintázatra jellemző cellaméret, valamint a mintázat kialakulásához

szükséges idő is eltérő lesz. Mindez lehetővé teheti számunkra, hogy egy egyszerűen változ-

tatható kísérleti paraméterrel befolyásoljuk a kialakuló mintázat fizikai méreteit.

6.2. Kísérleti körülmények

Kísérleteink során Aldrich, Reanal és Sigma gyártmányú vegyszereket használtunk, me-

lyek analitikai tisztaságúak voltak, a 98%-os tisztaságú nátrium-kloritot kivéve, melynek

előállítása során technikai (80%-os tisztaságú, Aldrich) nátrium-klorit telített oldatához bá-
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rium-klorid telített oldatát csepegtettünk a karbonát-szennyezés eltávolítása érdekében. A

visz-szamaradó Ba2� -ionokat nátrium-szulfát oldattal csaptuk le az oldatból. Az oldatot

négyszeres mennyiségű ��8�–(�10) ÆC-ra lehűtött etanolhoz adtuk hozzá kis részletekben,

folyamatos keverés mellett, majd az átkristályosítást még egyszer megismételtük [52]. A

konvekció kiküszöbölésére akrilamid/nátrium-metakrilát kopolimer alkotta hidrogélt hasz-

náltunk, melyben a nátrium-metakrilát koncentrációja cM � 21mM volt, mely az autokatali-

zátor 70%-os megkötésének felelt meg [28] a 6.1. táblázatban szereplő reaktánselegyben.

A gélkészítés során 2,98 g akrilamidot és 0,2 g N,N
�

-metilén-bisz-akrilamidot 15cm3

forró desztillált vízben oldottuk fel. Az oldathoz 0�3cm3 30 V%-os trietanol-amint adtunk

azért, hogy a polimerizációs folyamat szobahőmérsékleten megfelelően lejátszódjon, majd

az oldatot 5ÆC fok alá hűtöttük és 15 percig vákuum alatt tartva oxigénmentesítettük. A po-

limerizációt beindító 30 mg K2S2O8 hozzáadása után egy 13cm� 9cm� 1mm méretű for-

mába fecskendeztük az oldatot. A 30 perces polimerizációs idő után a gélt kb. 500cm3 tér-

fogatú kétszer desztillált vízben áztattuk 24 órán keresztül, amelyet az esetleg visszamaradó

monomernek a gélből történő minél tökéletesebb eltávolítása érdekében többször cseréltünk.

6.1. táblázat. A reaktánselegy összetétele 70 %-os megkötés esetén.

[K2S4O6] [NaClO2] [NaOH] [CH3COONa] [Kongóvörös]
5,0 mM 20 mM 0,7 mM 1,5 mM 0,4 mg cm�3

Egy kísérlet során 6�5cm�9cm�1mm méretű géldarabot használtunk, amelyet 15per-

cig áztattunk a 6.1. táblázatban látható összetételű reaktánselegyben. Ezen idő alatt a reak-

tánsok behatoltak a gélbe és ott az áztatóeleggyel azonos koncentrációjú, homogén reaktán-

selegy alakult ki. A hidrogél térfogata az oldat térfogatához képest elenyésző volt, ezért az

áztatásból származó hígulást elhanyagoltuk. A kis mennyiségű NaOH alkalmazásával akadá-

lyoztuk meg a frontreakció idő előtti beindulását. Az azonos pH-változás elérése érdekében

nátrium–acetátot is tartalmazott a reaktánselegy [29]. Az áztatás után a gél felületét gondosan

leitattuk és a gélt a két állandó hőmérsékleten tartott plexilapból álló reaktorba helyeztük (ld.

6.1. ábra), melyet kívülről ragasztószalaggal vettünk körül, hogy meggátoljuk a gél száradá-

sát, és így a reaktánsoldat koncentrációjának változását a kísérlet során. Öt percig állandó

hőmérsékleten tartottuk a reaktánsokat tartalmazó gélt a frontreakció beindítása előtt, mely

tapasztalataink szerint elegendő volt a termikus egyensúly beállásához. Ezután a gél alatt el-

helyezkedő, két vékony platina szál között 30 s-ig elektrolizáltuk 1 mA áramerősség mellett

a gélben lévő reaktánselegyet, mellyel egy síkfrontot indítottunk.

A reakciót kongóvörös indikátor használatával tudtuk láthatóvá tenni, így a reakciófront

előtti terület, a reaktánselegy, az indikátor bázikus formája színének megfelelően piros, míg

a front mögötti terület, a termékelegy, kék színű volt; ez utóbbi a keletkező ClO2 miatt rövid

időn belül megsárgult.
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6.1. ábra. A kísérleti elrendezés sematikus rajza.

A reakciófront tér- és időbeli követésére képfeldolgozó rendszerrel összekötött fekete-

fehér CCD kamerát (Panasonic WV-BP310/G) használtunk. A megvilágítást egy halogén-

lámpa (150 W) matt felületről visszavert diffúz fénye szolgáltatta, mely színszűrőn (λ=

509 nm, ∆λ=91 nm) keresztül jutott a kamera lencséjébe. (A színszűrő alkalmazásával a

front képe élesebbé, kontrasztosabbá vált, mely a front helyzetének pontosabb meghatáro-

zását tette lehetővé.) A képfeldolgozó kártya (AVer Pro 2000) a kamera által szolgáltatott,

a fényintenzitással arányos analóg videojeleket digitalizálta, melynek során a fényintenzitás

értékekhez szürkeségi skála értékeket rendelt. A szürkeségi skála két szélső pontját a legna-

gyobb fényintenzitáshoz (fehér) rendelt 255, míg a legkisebb fényintenzitású jelhez (fekete)

rendelt 0 érték alkotta. Egy kép elmentése során 664�512 képponthoz tartozó szürkeségi ér-

téket tároltunk el a számítógépen. Az általunk használt számítógépes program lehetővé tette

a digitalizált képek meghatározott időközönként történő elmentését, mely kísérleteinkben a

cellák kialakulásának gyorsaságától függően 20–50 s között változott. A front helyzetét a di-

gitalizált képek alapján számítógépes program segítségével határoztuk meg a front haladási

irányával párhuzamos valamennyi képpont oszlopban.

A jelenséget kvantitatívan leíró diszperziós görbék kiszámításához szükség van a fronta-

lakban megjelenő különböző hullámszámú (k) komponensek növekedési együtthatóira (ω).

Gyors Fourier-transzformációt (FFT) alkalmazásával (Hann ablak használatával) meghatá-

roztuk a különböző Fourier módusokhoz (n), tartozó Fourier-amplitúdókat (an). A cellák

kialakulásának kezdetén az amplitúdók időbeli változása exponenciálisnak tekinthető, ezért

a növekedési együtthatókat a ln�an��t görbék kezdeti lineáris szakaszának meredekségeként
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6.2. ábra. A front képe 35ÆC-on az indítástól számított 82. percben (felső ábra) és 50ÆC-on
az indítástól számított 49 perc elteltével (alsó ábra).

határoztuk meg, ezért az illesztéseket a front indításától számított maximálisan 3500 s-ig ter-

jedő időintervallumban végeztük. A hullámszám értékek kiszámítása a k � 2πn�L képlet

alapján történt, melyben L az elmentett (és a transzformációhoz használt) szélesség. A front

terjedési sebességét a 0 módushoz tartozó Fourier együttható, azaz a sík komponens időbeli

változása alapján határoztuk meg.

Az adott hőmérsékleteken a leggyorsabban növekedő, leginstabilabb komponens növe-

kedési együtthatóját (ωm) és az ehhez tartozó hullámszám értéket (km) 3-4 kísérlet alapján

határoztuk meg. A diszperziós görbék maximum körüli pontjaira az elméleti számítások so-

rán kapott diszperziós görbék alakját jól leíró, és a korábbi modellszámítások eredményeit

felhasználva [45] ω � Ak2�Bk4 �Ck6 alakú kifejezést illesztettük és meghatároztuk az il-

lesztett görbék maximumainak helyét.

6.3. Kísérleti eredmények

A frontsebesség jelentős csökkenését tapasztaltuk 55 ÆC feletti hőmérsékleten, ami való-

színűleg a gél szerkezetének magasabb hőmérsékleten bekövetkező változásával magyaráz-

ható, ezért méréseinket 30 ÆC és 55ÆC közötti hőmérséklet-tartományban végeztük.

A 6.2. ábrán két kísérleti felvételt láthatunk, a reakciófront mindkét esetben alulról felfelé
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6.3. ábra. Laterális instabilitást mutató front fejlődése 40ÆC-on, a vonalak a frontprofilokat
jelölik ∆t=120 s időközönként.

halad, a világos szín a termék autokatalizátornak, míg a sötétebb árnyalat a reaktánselegynek

felel meg. Az indítás pillanatában sík frontalakok a felvétel időpontjában már felhasadtak és

cellás szerkezetek alakultak ki. A felső ábrán, mely az alacsonyabb hőmérsékleten lejátszódó

frontreakciót mutatja, a két szomszédos völgy, visszamaradó rész távolsága, azaz a cella-

méret jóval nagyobb, mint az alsó képen látható magasabb hőmérsékleten készült felvétel

esetén. A 6.3. ábra egy felülről lefelé haladó front alakjának és a térbeli helyzetének időbeli

változását mutatja be, melyet úgy készítettünk, hogy a 120 másodpercenként felvett kísérleti

felvételekből meghatározott front profilokat rajzoltuk fel egy ábrára. Az ábráról leolvasható,

hogy az indítást követő kis mértékű sebességnövekedés után a front egyenletes sebesség-

gel haladt és megkezdődött a cellák kialakulása. A növekedési együttható meghatározására

felhasznált tartomány az indítás után a már közel állandó sebességgel haladó front kialaku-

lásától körülbelül a szabad szemmel is kivehető cellák kialakulásáig tartott. Természetesen a

reakciófront követését ennél tovább folytattuk, így a folyamat végén megfigyelhettük, hogy

a legnagyobb növekedési együtthatóknak megfelelő komponensek határozták meg a fronta-

lakot.

Az egyes diszperziós görbéket 3–4 kísérlet átlagából állítottuk elő (ld. a 6.4. ábra), me-

lyek maximuma magasabb hőmérsékleten a nagyobb hullámszámok felé tolódik el, ami a

cellaméret csökkenésének felel meg és összhangban van a 6.2. ábrán szemléltetett kísérleti

eredményekkel. A maximumok értékét, mint korábban említettük az elméleti számításokat

jól leíró egyenlet illesztésével határoztuk meg, jól látható azonban a 6.4. ábrán, hogy az

illesztett görbék szisztematikus eltérést mutatnak kis hullámszámok esetén. Ez arra vezet-
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6.4. ábra. Diszperziós görbék T � 40 ÆC-on(�) és T � 50ÆC-on(
). A folytonos vonal a
leginstabilabb módus meghatározásához illesztett görbét mutatja.

hető vissza, hogy a kísérletek során nem sikerült teljesen síkfrontot indítani a gélben, ezért a

kis hullámszámú komponensek esetén nagyobb ω értékeket kaptunk. Az illesztések során, a

növekedési együttható értékének meghatározásakor nem vettük figyelembe a kisebb hullám-

számokhoz tartozó ω értékeket. A növekvő hőmérséklettel jelentősen nő a diszperziós görbe

maximumhoz tartozó növekedési együttható értéke (ωm), azaz a cellák gyorsabban alakulnak

ki, valamint megfigyelhető, hogy nő az instabilitás tartománya.

Hőmérsékletfüggő kísérleti paramétereink közül, melyek a reakciósebesség és a diffú-

zióállandók hőmérsékletfüggésére vezethetők vissza, azt a hármat választottuk ki, amelyek

lehetővé tették a jelenség kvantitatív leírását. Feltételeztük, hogy a reakciósebesség expo-

nenciálisan változik a hőmérséklet növekedésével. A diffúzióállandókra a Stokes–Einstein-

egyenletnek megfelelően érvényes a D � T�η összefüggés, ahol η a dinamikus viszkozi-

tás, melyet a 30–55 ÆC-os hőmérséklet-tartományban a vízre talált irodalmi adatok alapján

a η�1 ∝ �T �C� összefüggéssel közelítettük, ahol C=260,5 K [53], feltételezve, hogy a gél

csatornáinak mérete jóval nagyobb a hidratált ionok méreténél. A front terjedési sebességé-

nek hőmérsékletfüggését mutatja a 6.5. ábra. A sebességben mind a fizikai méret, mind az

időskála megjelenik, így felhasználva a (6.13.) és a (6.14.) egyenleteket, a sebesség hőmér-

sékletfüggésére a következőt kapjuk:

c �
dx
dt

∝
�

T 2 �CT exp��EA�2RT � � (6.15)

A 6.5. ábrán megfigyelhető, hogy a front terjedési sebessége jelentős mértékben nő a
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6.5. ábra. A frontsebesség a hőmérséklet függvényében. A folytonos vonal a (6.15) egyenlet
alapján illesztett görbét mutatja.

hőmérséklet növekedésével, mellyel egyidejűleg a frontsebesség meghatározásának hibája

is nőtt. A különböző hőmérsékletekhez tartozó frontsebesség értékekre a (6.15) egyenlet

illesztése alapján két ismeretlen paramétert határoztunk meg, melyek közül a látszólagos

aktiválási energiára EA � 63�1�11,6 kJ mol�1 értéket kaptunk.

A növekedési együttható maximumának értéke a 6.6. ábrán látható módon növekedett

a hőmérséklettel. Az aktiválási energia becslésére az időtől való reciprok függés miatt a

következő képletet kapjuk:

ωm ∝ exp ��EA��RT �� � (6.16)

Az illesztés során meghatározott látszólagos aktiválási energia érték EA=62,0� 2,0kJmol�1.

A leggyorsabban növekedő módushoz tartozó hullámszám értékek hőmérsékletfüggé-

sét mutatja a 6.7. ábra. Jól látható, hogy jóval nagyobb hibával terheltek a kísérleti adatok,

mint ωm esetén, mely a diszperziós görbe alakjából adódik: míg a leggyorsabban növekedő

módushoz tartozó ωm értéket viszonylag pontosan meg tudjuk határozni, addig km értékét

nagyobb bizonytalansággal tudjuk csak kiszámítani. A hullámszámra levezethető összefüg-

gésben a távolság jelenik meg (ld. (6.13) egyenlet) így:

km ∝ �T 2�CT ��1�2 exp ��EA��2RT �� � (6.17)

melyből EA=40,8� 7,6 kJ mol�1 adódott. A meghatározott látszólagos aktiválási energia ér-

tékek a c és ωm hőmérsékletfüggéséből meghatározott értékekkel jó egyezést mutat, míg a
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6.6. ábra. A leginstabilabb módus növekedési együtthatójának változása a hőmérséklettel. A
folytonos vonal a (6.16) egyenlet alapján illesztett görbét mutatja.
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6.7. ábra. A leginstabilabb komponens hullámszáma a hőmérséklet függvényében. A folyto-
nos vonal a (6.17) egyenlet alapján illesztett görbét jelöli.
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km hőmérséklettel való változásából kapott látszólagos aktiválási energia jelentősen eltér,

amelyet a fent említett hullámhossz értékek meghatározásának pontatlansága okoz. A legki-

sebb hibával a leggyorsabban növekvő módus hőmérsékletfüggéséből tudtuk meghatározni

a látszólagos aktiválási energiát, melynek oka, hogy ez utóbbi nem függ a diffúzióállandó

értékétől.

Az előzőekben láthattuk, hogy hogyan változik a kialakuló cellás szerkezet különböző

hőmérsékleteken. E mellett megvizsgáltuk azt is, hogy az instabilitás megjelenésének helye

cM � 10�5�0�5mM [28] változik-e a hőmérséklet növekedésével. Azt tapasztaltuk, hogy a

kísérleti hibahatáron belül nem változik az instabilitás megjelenésének tartománya, ami alá-

támasztja, hogy adott megkötés esetén az instabilitás megjelenését a diffúzióállandók aránya

határozza meg, mely a hőmérséklet változásával alapvetően nem változik meg.
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7. fejezet

A reakciógömbök elméleti vizsgálata

7.1. A lánggömbök irodalmának áttekintése

A reakciógömbök a mérnöki tudományokban ismert lánggömbök izoterm, oldatbeli meg-

felelőinek tekinthetőek. A lánggömbök története 1944-ig nyúlik vissza, amikor Zeldovics

[54] orosz fizikus leírta az időben állandó gömb alakú lángok létezését, melyeknél a transz-

portfolyamatok közül csak a diffúzió játszik szerepet, és ezért ezek a képződmények te-

kinthetőek a legegyszerűbb lángoknak. A 7.1. ábra a lánggömbök égésében résztvevő főbb

folyamatokat szemlélteti: állandó méretű lánggömb alakul ki, és a friss éghető anyagot és

az égést tápláló oxigént a diffúzió szállítja a gömb felületén egy keskeny gömbhéjban le-

játszódó kémiai reakcióhoz csakúgy, mint ahogy a reakcióban keletkező égéstermékeket és

hőt vezeti el. A lánggömb középpontjától távolodva először az exoterm reakció égéstermé-

keivel teli, közel állandó hőmérsékletű, melegebb belső magot találjuk, majd a már említett

igen keskeny reakciózóna következik, melyen kívül a tüzelőanyag-koncentráció folyamato-

san nő, míg a hőmérséklet folyamatosan csökken, majd végtelen távolságban a tüzelőanyag

a maximális kezdeti koncentrációt éri el, a hőmérséklet pedig a közegével egyezik meg.

A gömbszimmetrikus koncentrációeloszlás miatt a lánggömbök leírásához egyetlen térbeli

dimenzió elegendő, és jellemzésük a lánggömb sugarával történhet. Zeldovics azt is meg-

állapította, hogy ezek a lángok instabilak és ezért kísérletileg valószínűleg nem figyelhetők

meg. Továbbá rámutatott, hogy csak gömbalak esetében lehetséges időben állandó megoldás,

ahol a gömb középpontjától a végtelen felé távolodva a hőmérséklet (T ) a sugár (r) recip-

rokával arányosan csökken és csak a végtelenben éri el a közeg hőmérsékletét. A fizikailag

értelmes megoldáshoz tartozó peremfeltételek megkövetelik, hogy mind a hőmérséklet mind

a tüzelőanyag koncentrációját leíró függvény korlátos legyen. (Érdemes megjegyezni, hogy

hengerszimmetrikus és sík geometria esetén rendre T � ln�r� és T � r, ennek megfelelően

nem korlátosak r� ∞ esetén sem, azaz nem alakulhat ki időben állandó megoldás ezekben

az esetekben[55].) A lánggömbök történetében hosszabb eseménytelen szakasz következett,

majd 1985-ben Buckmaster és munkatársai elméleti számításokkal erősítették meg, hogy
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7.1. ábra. A lánggömbök sematikus rajza.

valóban instabilak a sugár irányú perturbációval szemben a lánggömbök [56], és esetleges

stabilizáló hatásként a nyugvó közeg kismértékű mozgását említették [57]. Paul D. Ronney

[58], 40 évvel Zeldovics munkája után, az éghetőségi határhoz közeli összetételű, tüzelő-

anyagban szegény, kis Lewis számú (Le)1 előkevert gázelegyeket vizsgált ejtőtoronyban,

így csökkentve a gravitáció következtében fellépő konvekció hatását. Előkevert gázelegyek-

nek azon homogén éghető elegyeket nevezik, amelyekben az összes reaktánst még a szikra

begyújtása előtt molekuláris szinten összekeverik. Amennyiben az előkevert gázelegy túl

sok vagy túl kevés tüzelőanyagot tartalmaz, nem jöhet létre égés, ennek megfelelően mind-

két esethez tartozik egy-egy éghetőségi határ. A tüzelőanyagban szegény lángok vizsgálata

alapvető fontosságú többek között a hidrogénüzemű motorok fejlesztésében, melynek kör-

nyezetvédelmi jelentősége közismert, továbbá fontos a kémiai üzemekben, finomítókban,

bányákban történő robbanások megelőzésében is. Ronney a 80-as évek közepén H2-levegő

elegyek esetén (Le� 0�3) mikrogravitációs körülmények között, egy teljesen új, normál gra-

vitáció esetén eddig ismeretlen jelenséget figyelt meg. Az éghető elegy reaktivitását csök-

kentve, az éghetőségi határhoz közeledve a lánggömbök kisebb gömbökre szakadtak szét,

és egy gömb alakú, táguló, sok egyedi gömbből álló lángfront alakult ki—hasonlóan a ter-
1A Lewis számot ebben az esetben a termodiffúziós együttható és a kisebb mennyiségben jelenlev ő reaktáns

diffúziós együtthatójának hányadosaként definiálják.
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modiffúzív instabilitást mutató cellás lángokhoz—majd kisebb részekre szakadt szét, me-

lyekből látszólag stabil, állandó sugarú gömböcskék alakultak ki. Ezen stabil lánggömböket

tehát kis Lewis számú elegyekben, az éghetőségi határ közvetlen közelében figyelték meg

mikrogravitációs körülmények között. A kísérletek során az ejtőtorony magasságából eredő

2,2 másodperces szabadesés rövid ideje, illetve a későbbiekben parabola pályán repülő re-

pülőgépeken végzett kísérletek [59] esetén, a gyorsulás ingadozása miatt nem lehetett teljes

biztonsággal kijelenteni, hogy valóban stabilak a megfigyelt lánggömbök. A kísérleti ered-

mények újabb lendületet adtak az elméleti számításoknak, a kérdés ekkor már az volt, vajon

milyen hatás stabilizálhatja a lánggömböket: a korábban Buckmaster és Weeratunga [57] ál-

tal jósolt konvekció vagy a térfogati hőveszteség, melyet Zeldovics is lehetséges stabilizáló

tényezőnek tartott. Buckmaster és munkatársai a hősugárzás következtében fellépő hőleadást

építették be modellszámításaikba [60], melyek eredményét a 7.2. ábra összegzi. Az ábrán

látható, hogy létezik egy kritikus hőveszteség-érték (Q � 0,185), melynél nagyobb mértékű

hőveszteségnél nincs megoldás, amely tehát az éghetőségi határnak felel meg. Ennél kisebb

hőveszteség esetén azonban két különböző sugarú megoldást találtak egy-egy adott hővesz-

teségnél. A kritikus hőveszteség-értéktől az alsó, kisebb sugarú lánggömbökhöz tartozó ágon

7.2. ábra. A lánggömb sugarának változása a hőveszteséggel.([63] cikk 2. ábrája)

távolodva kismértékben csökken a lánggömbök sugara, mely a hőveszteség megszűnésekor

a Zeldovics-féle instabil megoldást adja vissza. A felső nagyobb sugarú ágon a számítások

azt mutatták, hogy az elvonás mértékének csökkenésével a gömb sugara egyre nő. Lineáris
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stabilitásvizsgálattal bizonyították, hogy a kisebb sugarú megoldások instabilak a sugárirá-

nyú (1-dimenziós) perturbációval szemben: a lánggömb vagy növekedni kezd az egyensúlyi

méretéhez képest és haladó frontot képez, miközben sugara folyamatosan nő, vagy csök-

ken a sugár és összeesik, kioltódik a lánggömb. A nagyobb sugarú megoldásokat ellenben

stabilaknak találták. A felső, nagyobb sugarú lánggömbök esetén a hőveszteség csökkené-

sével a megoldás a 3-dimenziós perturbációval szemben instabillá válik, mely a gömbalak

szimmetriavesztését jelenti. Az éghetőségi határ közelében vannak tehát a mindkét típusú

perturbációval szemben stabil lánggömbök, mely eredmény jó összhangban van a kísérleti

eredményekkel. A számítások két különböző méretű lánggömb kialakulását jelezték előre

egy adott hőveszteség esetén: egy nagyobb sugarút, melyet erősen befolyásol a hővesztés,

valamint egy kisebb sugarút, mely közelítőleg adiabatikus. Az egyszerű modellt tovább fino-

mították a kísérleti eredményeket felhasználva és az elégett gáz hősugárzása mellett figye-

lembe vették az el nem égett hidegebb gázelegy hősugárzásának hatását is [61]. Továbbra is

két megoldás létezik, azonban a stabilitási pont már nem esik egybe a kioltási ponttal, hanem

a görbén felfelé tolódik, azaz nagy hőveszteségek esetén két instabil megoldás is lehetségessé

válik a stabil lánggömbök kialakulásához tartozó paraméter-tartomány csökkenése mellett.

Az 1-dimenziós perturbációval szembeni stabil tartomány megjelenésének közvetlen közelé-

ben a kismértékű perturbáció oszcilláló megoldáshoz vezet. Stabil határciklust nem találtak,

az egyszerű Hopf-bifurkáció jelenlétét cáfolták, ellenben a degenerált Hopf-bifurkáció lehe-

tőségét nem tudták kizárni. A 3-dimenziós perturbációval szembeni instabilitás megjelenése

azonban nem változik, azt csak az elégett gáz hősugárzása befolyásolja. Kimutatták továbbá,

hogy a lánggömbök létezésének egyik feltétele, hogy a Lewis szám egynél kisebb legyen,

mely magyarázza azt a kísérleti tapasztalatot, hogy egyhez közeli Lewis számú elegyek ese-

tén nem tudtak lánggömböket megfigyelni.[62]

Az ejtőtoronyban végzett kísérletek során a szabadesés 2,2 másodperces ideje[58], il-

letve a későbbiekben parabola pályán repülő repülőgépeken végzett kísérletek [59] esetén,

a gyorsulás ingadozása miatt nem lehetett teljes biztonsággal kijelenteni, hogy valóban sta-

bilak a megfigyelt lánggömbök. A végső, minden kétséget kizáró bizonyítékot a Columbia

űrrepülőgép fedélzetén 1997. április 6-án (MSL-1) lefolytatott rövidített idejű, majd július 1-

16 (MSL-1R) között megismételt kísérletek jelentették [63]. A lerövidített expedíció során a

tervezett 15 kísérlet helyett kettőre jutott idő, azonban mindkettő sikeres volt; az ismételt ex-

pedíció során már 17 kísérletből 16-ot hajtott végre a legénység, melyek közül az egyiknek az

eredményét mutatja a 7.3. kép. Általánosságban elmondható, hogy a megfigyelt lánggömbök

száma 1-9 között volt néhány másodperccel a gázelegy begyújtása után. A legtöbb esetben

a lánggömbök végigégtek a megfigyelés 500 s-os ideje alatt és méretük 2,5 és 4 mm között

volt. A kísérletek során megfigyelt gömbök az eddig ismert lángok közül a legkisebb tüzelő-

anyag szükségletűek, mivel a születésnapi gyertya 50-100 W-os hőteljesítményéhez képest

teljesítményük csak 1-2 W.
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7.3. ábra. A lánggömbökről készült felvétel 25 másodperccel az indítás után 3,85% H2/
96,15% levegő elegy esetén. A kép 112 mm x 150 mm területet mutat. ([63] cikk 9. ábrája)

A kísérletek és a számítások eredményeinek közelítése érdekében egyre részletesebb

kémiai, diffúziós és sugárzási modelleket használnak [64, 65] azonban két alapvető prob-

léma megnehezíti ezen törekvéseket: az egyik a hígító gázok reabszorpciós hatása, a másik

a H2�O2 reakció mechanizmusának bizonytalansága [66].

7.1.1. A modellrendszer

Az időben állandó gömbszimmetrikus frontok, reakciógömbök, vagy más néven izoter-

mikus lánggömbök létezését egy olyan modell felhasználásával kerestük, melyben a láng-

gömbök kialakulásában meghatározó szerepet játszó folyamatokat: az exoterm kémiai re-

akciót és a lánggömböket stabilizáló hőveszteséget, azok izoterm oldatbeli megfelelőivel

helyettesítettük. A termikus visszacsatolást biztosító exoterm reakció hatását autokatalitikus

reakcióval pótoltuk, melyet a következő egyenlettel definiálhatunk:

A�pB� �p�1�B r1 � k1 abp� (7.1)

ahol a és b az A reaktáns és B autokatalizátor koncentrációját, r1a reakciósebességet, k1a
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reakciósebességi együtthatót, míg p a reakció autokatalizátorra vonatkozó részrendjét jelöli.

Az előkevert lángok vizsgálatakor azt tapasztalták, hogy a hősugárzás az a meghatározó

hőleadási forma, amely lehetővé teszi a stabil megoldás megjelenését és amely egy T n-t

tartalmazó tag �n� 2�4� figyelembevételével építhető be a lánggömböket leíró differenciál-

egyenletbe. Rendszerünkben az autokatalizátor biztosítja azt a visszacsatolást, ami a lángok

esetében az exoterm reakcióban felszabaduló hő, ezért a hőveszteséget az autokatalizátor

irreverzíbilis elvonásával modellezhetjük,

B� C r2 � k2 bq� (7.2)

amelynek során a B autokatalizátor C termékké alakul, r2 a reakció sebessége és q pedig az

autokatalizátor részrendje.

A (7.1) és a (7.2) reakcióegyenletek felhasználásával autokatalitikus rendszerünk időbeli

viselkedését a következő mérlegegyenletekkel írhatjuk le:

∂a
∂t

� DA∇2a� k1ab p�
∂b
∂t

� DB∇2b� k1abp� k2bq� (7.3)

ahol t az időt, DA és DB a reaktáns és az autokatalizátor diffúziós együtthatóját jelöli rendre,

és amelyhez a következő perem- és kezdeti feltételek tartoznak:

a� a0� b� 0� ha �x� � ∞�

azaz a reakciózónától nagy távolságban csak reaktánst találunk, míg a kezdeti

t � 0 időpontban a � a0� b � 0�

tehát a tér minden pontján csak homogén eloszlású reaktánst találunk, kivéve egy kis te-

rületet, melynek középpontja a lánggömb középpontjával esik egybe, ahol az autokatali-

tikus reakció beindításához szükséges kis mennyiségű autokatalizátor is jelen van. A (7.3)

egyenlet könnyebben kezelhető dimenziómentes alakjához jutunk, ha bevezetjük a kiindulási

reaktáns-koncentrációhoz viszonyított dimenziómentes koncentrációkat, a dimenziómentes

időt és távolságot, melyeket rendre a következő módon definiálunk:

a �
a
a0
� b̄ �

b
a0
� t̄ � �k1ap

0�t és x̄ �

�
k1ap

0

DA

� 1
2

x�

Felhasználva az új változókat a (7.3) egyenlet az alábbi formában írható fel (az egyszerűség
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kedvéért elhagytuk a felülvonást a dimenziómentes változókról):

∂a
∂t

� ∇2a�abp�

∂b
∂t

� D∇2b�abp�κbq� (7.4)

ahol D � DB�DA a diffúziós együtthatók hányadosa, míg κ � k2��k1ap�q�1
0 � az autokatali-

zátor elvonásának sebességével arányos paraméter.

A reakciógömbök gömbszimmetrikusak, ezért egyetlen térbeli változó, r a reakciógömb

középpontjától mért sugárirányú távolság, segítségével leírható rendszerünk a következő

alakban:

∂a
∂t

�
∂2a
∂r2 �

2
r

∂a
∂r
�abp�

∂b
∂t

� D

�
∂2b
∂r2 �

2
r

∂b
∂r

�
�abp�κbq� (7.5)

A kezdeti- és peremfeltételek is módosulnak az új változók, illetve a gömbszimmetrikus

koordináta-rendszer bevezetése miatt:

a és b folytonos az r � 0 pontban, a� 1� b� 0�
du
dr

� 0 ha r� ∞ �t � 0�

a � 1� b � 0� a t � 0 időpontban �0 � r � ∞�� (7.6)

kivéve egy kis térrészt a reakciógömb középpontjában, ahol kis mennyiségben az

autokatalitikus reakció beindításához szükséges autokatalizátor is jelen van.

7.2. Az egyszerű autokatalitikus rendszer vizsgálata

A reakciógömbök létezését vizsgálva első lépésként a modellrendszer egyszerűbb elvonás

nélküli (κ � 0) változatát felhasználva kerestük a Zeldovics-féle lánggömbök izoterm ana-

lógjait. Mindez további egyszerűsítéseket tett lehetővé, mert a (7.4) egyenletek helyett (ahol

κ � 0) egyetlen differenciálegyenlettel leírhatóvá válik rendszerünk, felhasználva, hogy a�

Db � 1 :

D∇2b��1�Db�bp � 0�

Az autokatalizátor koncentrációjával arányos u � Db� valamint az 
x � D�p�2x új válto-

zók bevezetésével a diffúziós együtthatókat közvetlenül nem tartalmazó alakhoz jutunk:

∇2u��1�u�up � 0� (7.7)
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A (7.7) egyenlet valamennyi megoldása szintén gömbszimmetrikus, a gömb középpontjától

mért távolság (r) segítségével leírhatóak a reakciógömbök az alábbi differenciálegyenlettel

és peremfeltételekkel

d2u
dr2 �

2
r

du
dr

��1�u�up � 0� (7.8)

du
dr � 0 r � 0-nál,

u� 0� du
dr � 0� ha r� ∞�

valamint du�dr � 0 ha 0 � r � ∞.

Azok a koncentrációprofilok, melyek megoldásai a (7.8) egyenletnek, két kitüntetett ér-

tékkel jellemezhetőek: az u0 értékkel, amely az u értéke a gömb középpontjában, azaz r � 0-

nál és az R0 értékkel, mely az az r távolság, ahol az autokatalizátor koncentrációja nullává

válik, vagyis u � 0[67]. Ezek közül a megoldások közül a reakciógömböket azokkal a meg-

oldásokkal írhatjuk le, ahol adott u0 értékhez végtelen R0 érték tartozik a peremfeltételnek

megfelelően. A különböző p értékek esetén numerikusan kiszámított R0 értékeket u0 függ-

vényében ábrázolva, a grafikonról leolvasható, mely u0 értékekre várható a peremfeltételnek

megfelelő megoldás. A 7.4. és 7.5. ábrákon is látható, hogy p � 2 és p � 4 esetén minden

0 � u0 � 1 értékhez véges R0 érték tartozik, azaz nincs a peremfeltételnek megfelelő megol-

dás. Mindkét esetben R0 értéke u0� 1 esetén kezd rendkívül meredeken emelkedni, ellenben

amikor u0 értéke nullához közelít a magasabb rendű autokatalízisnél jóval hamarabb elkezd

R0 értéke nőni és egy nagyságrenddel hosszabb lefutásúak a koncentrációprofilok. (A 7.5.

ábrán már nem látható, de az u0 � 0�1 esetén is véges értéket vesz fel R0.) Általánosan, ha

p� 5 nincs a (7.8) egyenletnek a peremfeltételt kielégítő megoldása, mivel bármilyen u� u0

értékről indul az r � 0 pontból a görbe egy véges r értéknél u � 0.

Ellenben p � 5 esetén vannak olyan u0 értékek, melyek közül a legnagyobbat u�1�0 -val

jelöltük, ahol 0 � u0 � u�1�0 � 1 és ezen értékekhez tartozó profiloknál u�r� értéke nagyobb

mint nulla, ha 0 � r � ∞ és teljesül a peremfeltétel r � ∞ esetén. Megállapították [68] to-

vábbá, hogy az olyan típusú differenciálegyenleteknél, melyek közé tartozik a (7.8) egyenlet

is, a megoldások két típusba sorolhatóak: van egy lassan csökkenő megoldás

u� r�2�p�1�� ha r� ∞

és egy gyorsan csökkenő megoldás

u� r�1� ha r� ∞�

Továbbá egyetlen olyan u0 érték van, melyhez a gyorsan csökkenő megoldás tartozik. A nu-

merikus megoldás keresése során ezt a kitüntetett koncentrációprofilt kellett megkeresnünk,

57



0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
u0

0

10

20

30

40

50

60

R0

7.4. ábra. Az u=0 helyek távolsága u0 függvényében p=2 esetén.

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
u0

0

100

200

300

400

500

600

R0

0,9992 0,9994 0,9996 0,9998 1,0000
u0

15

20

25

30

R0

7.5. ábra. Az u=0 helyek távolsága u0 függvényében p=4 esetén.
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7.6. ábra. Koncentrációprofilok p=4 esetén különböző egyhez közeli u0 értékek mellett.

melyhez felhasználtuk, hogy kis és nagy r értékeknél az autokatalizátor koncentrációjával

arányos mennyiség a következő hatványsorokkal közelíthető:

u�r�� A0

r
� Ap

0

�p�2��p�3�rp�2 � � � � � ha r�∞ �p � 5�� (7.9)

u�r� � u0�
�1�u0�u

p
0

6
r2� u2p�1

0 �1�u0��u0� p�1�u0��

120
� � � � � ha r� 0� (7.10)

a köztes r értékekhez pedig megcélzó módszerrel számítottuk a függvényértékeket. (A hat-

ványsorok módszere a differenciálegyenletek megoldásának egyik általános közelítő mód-

szere, melynek során a megoldást egy hatványsor tagjaival közelítjük.[69]) A koncentráció-

profilokat egy adott u0 esetén r � 0�001-ig a (7.10) kifejezés felhasználásával kiszámítottuk,

majd a kapott közelítő értékből kiindulva numerikusan integráltuk az egyenletet a CVODE

[34] programcsomag felhasználásával r � 200-tól r � 400-ig, amely tapasztalataink szerint

elegendő pontosságot biztosított. A megoldások keresését automatizáltuk, kihasználva a pro-

filok végső szakaszának, a (7.9) egyenlet szerinti távolságfüggését. A numerikusan kiszámí-

tott u értékek 1�r függvényében egy egyenest adnak, amelynek a tengelymetszete annál ki-

sebb érték, minél közelebb vagyunk az általunk keresett megoldáshoz, ezért úgy változtattuk

a kiindulási u0 értékeket a konjugált gradiensmódszer segítségével, hogy ezen eltérésvektor

hossza a lehető legkisebb legyen. Az u0�R0 görbék kiszámítását az előzőekben leírt mó-
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don végeztük, azzal a különbséggel, hogy adott u0 érték esetén a megcélzó módszerrel addig

integráltunk, amíg negatívvá nem vált u értéke.

7.2.1. A reakciógömbök szerkezete

Az előzőekben láthattuk, hogy csak viszonylag magas rendű autokatalízis esetén van

lehetőség reakciógömbök kialakulására. A reakciógömbök létezésének bizonyítása mellett

megvizsgáltuk a reakciógömbök szerkezetének a változását az autokatalízis mértékének vál-

toztatásával.

A 7.7. ábrán látható koncentrációprofilokon megfigyelhető, hogy p növekedésével nő a

reakciógömb középpontjában a dimenziómentes autokatalizátor koncentráció. A p � 5�5-

höz tartozó profil metszi a p � 6�0 és p � 7�0-hez tartozó görbéket, azaz u lassabban csök-

ken a kisebb részrend esetén, ami diffúzabb, kevésbé tömör szerkezetnek felel meg, mint

a két nagyobb részrend esetében. Az autokatalízis mértékének növekedésével még egy fo-

lyamat leolvasható az ábráról: a reakciógömb középpontjától távolodva az egyhez közeli

u érték csak rendkívül lassan csökken, és egy plató kialakulását követően kezd el jelentős

mértékben csökkenni a dimenziómentes autokatalizátor koncentráció. Kialakul egy szinte

teljes mértékben autokatalizátor alkotta mag és az autokatalitikus reakció döntő része egyre

távolabb, nagyobb r értékeknél játszódik le.
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7.7. ábra. Koncentrációprofilok különböző rendű autokatalízisek esetén.
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7.8. ábra. A reakciógömb középpontjához tartozó autokatalizátor koncentráció az autokata-
lízisre vonatkozó részrend függvényében. A szaggatott vonal mutatja az aszimptotikus köze-
lítést p=5 közelében.

A koncentrációprofilok elemzése során már említett jelenséget mutatja be részletesen

a 7.8. ábra, ahol a görbe kezdeti szakasza rendkívül meredeken emelkedik, egyre több az

autokatalizátor a gömb középpontjában, és a részrend további növekedésével növekszik az

autokatalizátor alkotta mag kiterjedése.

A koncentrációprofilok jellegzetességeinek feltérképezése mellett megvizsgáltuk a meg-

oldások stabilitását, mert egy jelenség kísérleti megvalósulására csak akkor van lehetőség,

ha az stabilnak bizonyul a környezet zavaró hatásaival szemben. Azt tapasztaltuk, hogy va-

lamennyi időben állandó megoldás instabil, mert egy kismértékű perturbáció hatására vagy

terjedő reakció-diffúzió frontot kaptunk vagy megszűnt az időben állandó frontalak. Az in-

stabil reakciógömb megoldás tehát egy kritikus kezdeti feltételt jelent, amely teljes mérték-

ben megegyezik a Zeldovics által leírt instabil lánggömböknél tapasztalttal. A reakciógöm-

bök gömbszimmetrikusak és időben állandóak, ezért egyetlen paraméterrel a reakciógömb

sugarával jellemezhetőek, melyet azon gömbhéjhoz tartozó sugárként definiálunk, ahol a re-

akció döntő része lejátszódik. Kiszámításához a vr � r2up�1� u� függvény maximumához

tartozó r értéket kellett meghatároznunk, amely az r2abp függvény maximumával egyezik

meg, amennyiben a reaktáns és az autokatalizátor diffúziós együtthatói egyenlőek. A 7.9.

ábrán a 7.7. ábrán felrajzolt koncentrációprofilokhoz tartozó radiális reakciósebesség elosz-
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7.9. ábra. A radiális reakciósebességi eloszlási görbe.

lási görbéket tüntettük fel, melyek maximumához tartozó r értéket, mint a reakciógömb Rb

sugarát definiáltuk egy adott p esetén. Jelentős mértékben csökken a reakciógömbök sugara,

ahogyan távolodunk az időben állandó megoldás megjelenéséhez tartozó p� 5 értéktől, majd

p � 6�71-hez tartozó minimális Rb érték után az autokatalízis részrendjének további növe-

kedésével megközelítőleg lineárisan nő a reakciógömbök sugara. A kis p értékeknél a reak-

ciógömb középpontjában viszonylag kicsi az autokatalizátor koncentráció és lassan változik

ahogyan távolodunk sugárirányban a középponttól. A radiális reakciósebesség eloszlási gör-

bén is szembetűnik, hogy jóval szélesebb a p � 5�5-höz tartozó görbe, mint például p � 6

esetén. A reakció döntő része ebben az esetben egy jóval szélesebb gömbhéjban játszódik le,

tehát a reakciógömb diffúzabb, lazább szerkezetű. A 7.10. ábrán a minimumhoz közeledve

nő a gömb középpontjában az autokatalizátor koncentráció; egyre keskenyebb gömbhéjban

játszódik le a reakció meghatározó része, egyre tömörebb, kompaktabb a reakciógömb, azon-

ban még nem alakul ki az autokatalizátorral telített belső rész. A lánggömbök mérete ismét

növekedni kezd, mely azzal magyarázható, hogy kialakul a döntően autokatalizátort tartal-

mazó belső régió, amely a profilokon a kezdeti vízszintes résznek felel meg és a gömb közép-

pontjától egyre távolabb alakul ki az a gömbhéj, ahol lejátszódik az autokatalitikus reakció,

amit egy diffúz tartomány követ, ahol egyre nő a reaktáns-koncentráció.

A 7.11. ábrán a V � up�1� u� térfogati reakciósebességi függvény maximumához tar-

tozó r értékeket, melyeket Rv-vel jelöltünk, ábrázoltuk az autokatalizátorra vonatkozó rész-
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7.10. ábra. A vr � r2�1� u�up maximális értékéhez tartozó sugárirányú távolság az autoka-
talitikus lépésben az autokatalizátor részrendjének függvényében.
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7.11. ábra. A V � �1� u�up maximális értékéhez tartozó sugár az autokatalízis rendjének
függvényében.
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rend függvényében. Kis kitevők esetén (p � 5), a V függvény maximális értékét a gömb

középpontjában veszi fel, majd p� 6�55-tól a maximum értéke eltolódik nagyobb r értékek

felé. A jelenség magyarázata szintén a belső autokatalizátorral telített mag megjelenésére

vezethető vissza.

7.3. Az autokatalizátor elvonásának hatása

Az előző részben a (7.1) egyenlettel leírható, különböző rendű, egyszerű autokataliti-

kus reakciók lejátszódásakor kialakuló reakciógömbök tulajdonságait vizsgáltuk meg. Azt

tapasztaltuk, hogy valamennyi időben állandó megoldás a kismértékű sugárirányú perturbá-

cióval szemben instabil. Ezek a megoldások a lánggömbök esetén a Zeldovics-féle, szintén

instabil megoldásoknak feleltek meg, a hőveszteség figyelembe vétele azonban stabilizálta a

lánggömböket, így az elvonás beépítésétől a stabil megoldások megjelenését vártuk.

7.3.1. Az időben állandó megoldás vizsgálata

A κ � 0 esetben az időben állandó reakciógömbök a megfelelő átskálázás után egyet-

len közönséges differenciaegyenlettel leírhatóak, mely közvetlenül nem tartalmazza D-t. Az

autokatalizátor irreverzíbilis elvonását bevezetve az egyenletek nem vonhatóak össze egyet-

len egyenletté, azonban a D diffúziós együtthatók hányadosát itt is ki tudjuk küszöbölni

a (7.5) egyenletekből az előzőekben már alkalmazott átskálázott autokatalizátor koncentrá-

ció és helykoordináta bevezetésével:

b̃ � bD� r̃ � D�p�2r�

miközben a változatlan marad. Az új változók behelyettesítése után felhasználva, hogy a re-

akciógömbök időben állandó képződmények, a (7.5) egyenletek a következő alakba írhatóak

át (a hullámvonalat ebben az esetben is elhagytuk az új változókról az egyszerűség kedvéért)

d2a
dr2 �

2
r

da
dr
�abp � 0�

d2b
dr2 �

2
r

db
dr

�abp�Kbq � 0� (7.11)

ahol K � Dp�qκ� A (7.11) immár közönséges differenciálegyenlet-rendszernek továbbra is

a (7.6) egyenlettel jelölt kezdeti és peremfeltételeknek megfelelő megoldásait kell megke-

resnünk. A fenti új koordináta-rendszer bevezetésének rendkívül nagy előnye, hogy lecsök-

kenti a numerikus számítások számát, hiszen adott p és q értékek esetén elegendő egyetlen

paraméter, a K változtatásával feltérképeznünk az időben állandó megoldásokat. Egy adott

megoldás perturbációval szembeni időbeli viselkedését, azaz stabilitását, azonban a D diffú-

ziós együtthatók hányadosa és κ az autokatalizátor elvonásának relatív sebessége együttesen

határozza meg.
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A megoldások numerikus keresése a K=0 esetnél leírt módszer szerint történt, amely-

hez felhasználtuk, hogy kis r értékek esetén a dimenziómentes koncentrációk a következő

hatványsorokkal közelíthetőek:

a � a0 �

�
a0bp

0

6

�
r2 �

	
a0b2p

0 � pa0bp�1
0

�
Kbq

0�a0bp
0

�
120



r4 � � � � � (7.12)

b � b0� 1
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a0bp

0 �Kbq
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r2�

��a0b2p
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�
pa0bp�1

0 �qKbq�1
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��
a0bp

0 �Kbq
0

�
120

��r4 � � � � �

(7.13)

kihasználva hogy az origóban zéró a koncentrációgradiens, a0 és b0 a dimenziómentes re-

aktáns és autokatalizátor koncentrációja a reakciógömb középpontjában (r � 0). Az előző,

csak az autokatalitikus reakciót tartalmazó rendszerben (K � 0), a leggyorsabban csökkenő

megoldást kerestük, melyre minden p esetén teljesült, hogy 1�r-rel arányosan csökkent az

autokatalizátor-koncentráció. A leggyorsabban csökkenő megoldásokban az autokatalizátor-

koncentráció nagy r-re különböző q-k esetén az alábbi formában közelíthetőek:

b� C2

r
e�

�
Kr q � 1�

b� C2

r2��q�1�
1 � q � 3�

b� C2

r
�

lnr
q � 3�

b� C2

r
q � 3� (7.14)

míg a dimenziómentes reaktáns-koncentráció valamennyi q esetén:

a� 1�C1

r
� (7.15)

ahol C1 és C2 konstansokat jelöl valamennyi esetben, melyeket a numerikus integrálás során

meghatároztunk. Az eljárás során továbbá kiszámítottuk a leggyorsabban csökkenő megol-

dást jelentő koncentrációprofilt, valamint annak kitüntetett pontjait a reakció gömb közép-

pontjához tartozó a0, b0 értékeket, a reakciógömb sugarát Rb-t, valamint a C1�C2 konstanso-

kat adott p�q�K� esetén.
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7.3.2. A reakciógömbök szerkezete

A tisztán az autokatalitikus reakcióra épülő modell (K=0) esetén megvizsgáltuk a meg-

oldások tulajdonságait több, az autokatalizátorra vonatkozó egész és tört részrend értékekre

is. Ezek közül az elvonás beépítéséhez az autokatalitikus reakció legkisebb lehetséges egész

részrendjét (p � 6) választottuk és részletes számításokat végeztünk különböző, az elvonásra

vonatkozó egész rendek esetén az elvonás mértékét változtatva. A 7.12. ábrán az egyes gör-

bék a reakciógömbök sugarának változását mutatják az elvonás mértékének függvényében

(q értéke egytől hétig növekszik egészenként balról jobbra haladva.) A görbesereg egyetlen

pontból indul, hiszen a K � 0 az elvonás nélküli esetnek felel meg, és az elvonás sebességé-

nek növekedésével rendkívül kis mértékben növekszik a reakciógömbök sugara. Elsőként a

q � 1-hez tartozó görbén azt láthatjuk, hogy K növekedésével nő a reakciógömbök sugara

egy ideig, majd találunk egy olyan K értéket (Kkrit), melynél nagyobb mértékű elvonáshoz

nem tartozik reakciógömb megoldás. Az is megfigyelhető, hogy a Kkrit-nél kisebb mértékű

elvonásokhoz két különböző méretű reakciógömb tartozik: egy kisebb és egy nagyobb su-

garú. Az azonos K értékhez tartozó reakciógömbök sugarának különbsége egyre csökken,

ahogyan K értéke Kkrit-hez közelít. A numerikus számítások során azt láttuk, hogy a forduló-

pont után a reakciógömbök sugara monoton növekszik K értékének csökkenésével. Hasonló

viselkedést tapasztaltunk minden q � 6 rend esetében: a fordulópont egyre nagyobb mértékű

elvonásoknál található, a felső nagyobb sugarú gömbökhöz tartozó ág meredeksége egyre

nő. Amikor az elvonás részrendje 6 illetve 7 megváltozik a görbék jellege, K növekedésével

már folyamatosan nő a reakciógömbök sugara, már nem találunk fordulópontot, így olyan K

értéket sem melyekhez két megoldás tartozna. A 7.13. ábrán a Kkrit értékeket ábrázoltuk q

függvényében p � 6 esetén, a fordulópontokhoz tartozó K értékek meredeken növekszenek

az elvonás részrendjének növekedésével q � 6-hoz közeledve.

Az előzőekben láttuk, hogy hogyan változott egy a reakciógömbök méretét jellemző pa-

raméter értéke, Rb az elvonás mértékével. Kiválasztottunk két olyan K értéket (0,0001 és

0,0005) a 7.12. ábrán látható q � 1-hez tartozó görbéről, melyek jól mutatják az alsó és felső

ághoz tartozó, kisebb és nagyobb sugarú reakciógömbök koncentrációeloszlásainak jelleg-

zetes tulajdonságait. A 7.14. ábra (a) részén a kisebb elvonási sebesség mellett (K � 10�4),

a kisebb sugarú megoldásnál, melyet szaggatott vonallal jelöltünk az ábrán, a reakciógömb

középpontjában sokkal nagyobb az autokatalizátor-koncentráció, mint nagyobb sugarú pár-

jánál. Meredekebben, de monoton változnak a koncentrációk a sugár mentén távolodva és

sokkal kisebb sugárnál közelítik meg a peremfeltételnek megfelelő koncentráció értékeket,

ahol szinte kizárólag reaktáns van jelen. A nagyobb sugarú reakciógömbben az autokata-

litikus reakció egy jóval szélesebb gömbhéjban játszódik le, ezáltal egy lazább, diffúzabb

szerkezetet hoz létre. Az autokatalizátor-koncentráció jóval kisebb a gömb középpontjában,

és maximális értékét sem itt éri el; a maximum ebben az esetben r � 60�9-nél van. A másik

általunk választott K érték (5 � 10�4) a fordulóponthoz közelebb esik így a reakciógömbök

66



0,0001 0,01 1
K

0

20

40

60

80

Rb

q=1 q=7

7.12. ábra. A reakciógömb sugara az elvonás mértékének függvényében, p � 6 esetén, az
elvonás rendje 1 és 7 között változik egészenként balról jobbra.
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7.13. ábra. A fordulópont helyének változása az elvonás rendjének változásával q� 6 esetén.
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7.14. ábra. Az a reaktáns és b autokatalizátor koncentrációprofiljai, p � 6� q � 1� és (a)
K � 10�4, (b) K � 5 �10�4 esetén, szaggatott vonallal az alsó ághoz tartozó megoldást, míg
folytonos vonallal a felső ághoz tartozó koncentrációprofilokat jelöltük
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sugara jóval kisebb mértékben tér el. Az autokatalizátor-koncentráció itt is kisebb a gömb

középpontjában a felső ághoz tartozó reakciógömb esetében, azonban megszűnik a helyi

maximum, és a nagyobb sugarú reakciógömbnél is monoton csökken az autokatalizátor kon-

centráció. A két kiválasztott K értékhez tartozó koncentrációprofilok kapcsán már láthat-

tuk, hogy a profiloknak két kitüntetett pontja van, az egyik az autokatalizátor-koncentráció

a gömb középpontjában (b0) a másik pedig a nagyobb sugarú reakciógömböknél az auto-

katalizátor koncentrációprofilján megjelenő maximum helye (rm). A 7.15. ábra (a) részén

megfigyelhető, hogy az autokatalizátor-koncentráció az alsó ághoz tartozó kisebb sugarú

reakciógömbök középpontjában minden esetben magasabb, mint a felső ágon a nagyobb

sugarú reakciógömböknél. Az alsó ághoz tartozó megoldások b0 értékei K növekedésével

kezdetben növekszenek, majd egy viszonylag nagy K tartományban szinte konstanssá válik

értékük, végül a fordulóponthoz közeledve kezd el csökkenni. A nagyobb sugarú reakció-

gömbök középpontjában ellenben monoton nő az autokatalizátor koncentráció. A 7.15. ábra

(b) része azt mutatja, hogy a felső ághoz tartozó megoldások esetén, ha K értéke nagyobb

mint 3�083 �10�4 az autokatalizátor koncentrációja maximális értékét a reakciógömb közép-

pontjában éri el, ennél kisebb K értékek esetén azonban ettől eltérő helyen maximuma van a

koncentrációprofilnak, annál távolabb a gömb középpontjától minél kisebb K értéke. Érdekes

a hasonlóság a lánggömbökkel ebben a tekintetben is, a nagyobb méretű autokatalizátorban

szegényebb reakciógömböknek megfelelő, felsőághoz tartozó lánggömböket találóan „hideg

óriásnak”, míg az alsó ághoz tartozó megoldásokat „forró törpének” nevezik [65].

7.3.3. A reakciógömbök stabilitása

A reakciógömbök definíció szerint stacionárius, azaz időtől független képződmények. A

stacionárius állapot azonban csak akkor maradhat fenn tartósan, ha a rendszer képes arra,

hogy a kívülről érkező zavaró hatásokat kiegyenlítse. Amennyiben a zavaró hatások meg-

szűnte után a rendszer visszaáll eredeti állapotába, stabil stacionárius állapotról beszélhe-

tünk. Mivel környezetünkben mindig jelen vannak zavaró hatások, kísérleti megvalósításra

csak akkor van lehetőség, ha az adott megoldást stabilnak találjuk. Ha találunk a 7.2 rész-

ben leírt megoldások között olyanokat, amelyek stabilisak, akkor az elvi lehetőséget jelent

a reakciógömbök későbbi kísérleti vizsgálatára autokatalitikus reakció-diffúzió rendszerek-

ben. Bár meg kell említenünk, hogy a reakciógömbökhöz szükséges viszonylag magas rendű

autokatalízis nem általános a vizes oldatokban lejátszódó autokatalitikus reakciók esetében,

azonban néhány rendszer modellezése során, a fázisátmeneti és micelláris autokatalízissel

kapcsolatban hasonló nagyságrendű autokatalízisről tudósítottak [70, 71, 72, 73]. Mint lát-

tuk az elvonás nélküli rendszerben minden reakciógömb instabilnak bizonyult, függetlenül

az autokatalízis rendjétől, csakúgy mint a lángok esetében a hőveszteség nélküli lánggöm-

bök. Az elvonás beépítésétől éppen a stabil megoldás megjelenését vártuk.
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7.15. ábra. (a) A reakciógömb középpontjában a dimenziómentes autoakatalizátor koncent-
ráció K függvényében. (b) A nagyobb sugarú reakciógömb (felső ág) autokatalizátor kon-
centrációjának maximális értékéhez tartozó helykoordináta K függvényében.
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7.16. ábra. A reakciógömbök sugarának változása az elvonás mértékének változásával, p �
6, q� 1, és különböző diffúziós együttható arányok esetén (D� 1; 2�3; 0�5; 0�4). Szaggatott
vonallal jelöltük az instabil reakciógömbök tartományát, míg a folytonos vonal a sugárirányú
perturbációval szemben stabil megoldásoknak felel meg.

A stacionárius megoldás keresésekor, a megfelelő átskálázással az egyenletek közvet-

len módon függetlenné váltak a diffúziós együtthatók hányadosától D-tól, így adott p és q

értékek mellett elegendő volt egyetlen paraméter, a K értékének változtatása mellett kiszámí-

tani az időben állandó koncentráció eloszlásokat, mellyel jelentősen lecsökkent a numerikus

számítások száma. A stabilitás vizsgálatakor azonban vissza kell térnünk az időfüggő (7.5)

egyenletekhez, ahol már nem valósítható meg az átskálázás, így a D és a κ értékek együtte-

sen befolyásolják a megoldások stabilitását. Részletesen az általunk kiválasztott p � 6, q � 1

esetben vizsgáltuk meg a megoldások stabilitását, mely a lehetséges legkisebb autokatalizá-

torra vonatkozó részrendnek és a legkisebb rendű elvonásnak felel meg. Hasonló viselkedés

tapasztalható nagyobb p és q értékek esetén is, azonban a numerikus számítások azt mu-

tatják, hogy stabil megoldás csak a felső ágon jelenik meg, így az csak akkor várható, ha az

autokatalitikus reakcióban nagyobb az autokatalizátorra vonatkozó részrend mint az elvonási

lépésben, azaz p � q.

A 7.16. ábrán különböző D diffúziós együttható hányadosok esetén láthatjuk a reakció-

gömbök Rb sugarának változását az elvonás mértékével, ahol szaggatott vonallal jelöltük az

instabil megoldásokat, míg folytonos vonallal a stabilokat. A görbéken D csökkenésével nő

a stabil megoldások tartománya, míg nagyobb D esetében már nem találunk stabil megoldá-

sokat. Tapasztalataink szerint a stabilitás csak D � 1 esetén jelenik meg, hasonlóan a láng-

gömbökhöz, ahol Le < 1 esetén találtak kísérletileg stabil lánggömböket. Azt is megfigyel-
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hetjük, hogy a stabilitás megjelenése nem esik egybe a fordulóponttal, tehát vannak olyan

κ értékek, melyekhez két instabil megoldás tartozik és olyanok is, melyekhez egy stabil és

egy instabil. A reakciógömbök stabilitását vizsgálhatjuk, mint azt az előző részben is tettük

a (7.5) kezdetiérték-probléma megoldásával, melynek során a megcélzó módszerrel kapott

koncentrációprofilokat kismértékben torzítjuk a koncentrációk csekély megváltoztatásával,

majd megnézzük, hogy az integrálások sorozata után, mely az időbeli változásnak felel meg,

visszakapjuk-e az eredeti megoldást vagy haladó frontreakció alakul ki, illetve megszűnik

a képződmény, elhal az indítás, esetleg egy másik megoldáshoz relaxál. Ha a 7.16. ábráról

kiválasztunk egy olyan κ értéket, melyhez stabil és instabil megoldás is tartozik és mindkét

időben állandó koncentrációeloszlást perturbáljuk az előbb leírt módon akkor a következőket

tapasztaljuk. A kisebb sugarú időben állandó koncentrációeloszlás továbbra is egy kritikus

kezdeti feltételt jelent, mely alatt az indítás elhal és a triviális megoldásnak megfelelő homo-

gén reaktánselegyhez jutunk, felette pedig haladó frontmegoldást kapunk, mely a stabil na-

gyobb sugarú reakciógömb megoldáshoz relaxál. A felső ág nagyobb sugarú reakciógömbje

esetén az időben állandó koncentrációeloszlást bármilyen módon is torzítjuk, megfelelő idő

eltelte után a rendszer visszatér eredeti állapotába.

A megoldások stabilitásának vizsgálata történhet a diszkrét rendszer lineáris stabilitás-

vizsgálatával,[74] melynek során kiszámítjuk a megfelelő domináns sajátértékeket, melyek

alapján meghatározható a megoldások stabilitása mellett a bifurkáció pontos helye valamint

azok típusa is. A 7.17. ábrán a 7.16. ábra D� 0�4-hez tartozó görbe átskálázott változatát lát-

hatjuk, ahol az instabilitás megjelenésének helyét jelöltük a �-szel, ezen a példán mutatjuk

be a lineáris stabilitásvizsgálat eredményeit. A görbének két kitüntetett pontja van, az egyik

ilyen pont a korábban már említett fordulópont, hiszen itt két különböző sugarú megoldás

jelenik meg, a másik ezen görbe felső ágán a stabilis megoldás megjelenésének helye. Mind-

két helyen a rendszer minőségi sajátságai változnak meg egy paraméter, az elvonás mértéké-

nek folytonos változáskor, azaz bifurkáció történik. A görbén nagybetűkkel jelölt pontoknak

megfelelő paraméterek esetén kiszámított sajátérték valós és képzetes részét tüntettük fel az

ábrán. A stabilitás változását szeretnénk elsősorban szemléltetni, ezért az A–G pontokhoz

tartozó nagy pozitív valós sajátértéket nem láthatóak az ábrán. Az alsó ághoz tartozó A–F

pontokhoz, ellentétes előjelű valós sajátértékek tartoznak, melyek ennek megfelelően nye-

regpontok; a fordulópont után elhelyezkedő H és G pontoknál a valós saját értékek pozitív

előjelűek, vagyis instabil csomópontok, így nyereg-csomó bifurkációként azonosíthatjuk a

fordulópontot. Tovább haladva a görbén az I pontban a pozitív egész részhez ellentétes elő-

jelű imaginárius rész társul, az instabil fókuszpontnak megfelelően, majd a J–L pontokhoz,

melyek a nagyobb sugarú ágon a kisebb mértékű elvonásokhoz tartoznak, már negatív valós

részű konjugált komplex sajátértékek tartoznak így ezek a pontok stabil fókuszpontok. A sta-

bilitás változás során tehát egy instabil fókuszpont vált stabillá, miközben konjugált komplex

sajátértékpár valós része zérussá vált, azaz a bifurkációs paraméterértéknél van egy tisztán
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7.17. ábra. A reakciógömb sugara az elvonás mértékének függvényében, p � 6, q � 1 és
D � 0�4 esetén, ahol � az instabilitás megjelenésének helyét jelöli (felső ábra), és az ábrán
nagybetűkkel jelölt pontokhoz tartozó sajátértékek (alsó ábra), az inzertben a bekeretezett
rész nagyítása látható. Az A–G pontokhoz tartozó nagy valós sajátértékeket nem tüntettük
fel az ábrán.
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7.18. ábra. A Hopf-bifurkáció helyének változása a felső ágon a diffúziós együtthatók ará-
nyának változásával p� 6, q� 1 esetén. Pontozott vonallal a nyereg-csomó bifurkáció helyét
tüntettük fel.

imaginárius sajátértékpár, mely Hopf-bifurkációnak felel meg. A bifurkáció helyét (melyet a

felső ábrán �-szel jelöltünk), azon paraméterek adják, ahol a valós sajátérték nullává válik,

melyet a 7.18. ábrán összegeztünk különböző D értékek esetén. Láthatjuk, hogy D növeke-

désével egyre kisebb K értékeknél jelenik meg a stabilitás, így csökken a stabil megoldások

tartománya. Az ábrán pontozott vonallal jelöltük a fordulópontnak megfelelő nyereg-csomó

bifurkáció helyét, amely annál közelebb található a Hopf-bifurkációhoz, minél kisebb az

autokatalizátor és a reaktáns diffúziós együtthatójának hányadosa.

A Hopf-bifurkációnak megfelelő hely közvetlen környezetében megvizsgáltuk a meg-

oldások stabilitását relaxációs módszerrel, és az eredményeket a 7.19. ábrán egy stabil és

egy instabil ághoz tartozó paraméter együttes esetén tüntettük fel. Az instabil tartományba

tartozó paraméterértéknél a perturbációt követően a reakciógömb sugara a stacionárius su-

gár körül ingadozott, kezdetben lassan, majd egyre jobban eltávolodott attól az idő előre

haladásával, majd végül a reakciógömb megszűnéséhez vezetett az oszcilláció, amikor már

csak reaktáns volt jelen a rendszerben homogén eloszlásban, ami a triviális megoldásnak fe-

lel meg. Mindezt az ábra (a) részén láthatjuk, ahol a már szemmel is jól látható oszcilláció

megjelenésétől ábrázoltuk a reakciógömbök sugarát az idő függvényében. A másik eset-

ben a stabil ágon a stabilitás változás közelében, egy kismértékben eltérő κ értékhez tartozó

megoldást kezdeti koncentrációprofilként felhasználva, az időben állandó megoldás körüli
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7.19. ábra. A reakciógömb sugarának változása az idővel p � 6, q � 1, D � 0�4 esetén a
Hopf-bifurkáció közelében, κ � 0�045508 (a) és κ � 0�0462991 (b) esetén.

csökkenő amplitúdójú oszcilláció után jutunk stabil megoldáshoz (lásd az ábra (b) részét).

Ezen időbeli viselkedések vizsgálata lehetővé tette a sajátértékek meghatározását, melyek

jó egyezést mutattak a lineáris stabilitásvizsgálat eredményeivel. Az oszcilláció megjelenése

szintén alátámasztja a lineáris stabilitásvizsgálat eredményét, miszerint Hopf-bifurkáción ke-

resztül történik a stabilitás változása. Számításaink során stabil határciklus megjelenését nem

tapasztaltuk, eredményeink alapján szubkritikus Hopf-bifurkáció valószínűsíthető, azonban

vizsgálatainknak nem volt célja ezen bifurkáció típusának meghatározása.
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8. fejezet

Összefoglalás

Az autokatalitikus reakcióban képződő autokatalizátor egy részének a rendszerből egy

további reverzíbilis, illetve irreverzíbilis reakciólépéssel történő elvonása fontos szerepet ját-

szott a dolgozatban feldolgozott jelenségek kialakulásában. Elméleti és numerikus módsze-

rekkel tanulmányoztuk a kísérleti rendszerek prototípusának tekinthető köbös autokatalitikus

reakciómodell esetén az elvonás következtében kialakuló laterális instabilitást. A mérnöki

tudományokban jól ismert lánggömbök izoterm oldatbeli megfelelőit modellszámításokkal

kerestük, melyeknél az autokatalizátor elvonásának a szerkezetet stabilizáló szerepe van. Egy

laterális instabilitást mutató kísérleti rendszerben megvizsgáltuk, hogy milyen hatást gyako-

rol a hőmérséklet változtatása az autokatalizátor reverzíbilis megkötésének a következtében

kialakuló cellás szerkezetre.

Az autokatalitikus reakcióban képződő autokatalizátor egy részét egyensúlyi reakcióban

képződő immobilis komplexben megkötve cellás szerkezet kialakulására van lehetőség. Szé-

les paraméter tartományban vizsgáltuk az egyes paraméterek szerepét a laterális instabilitás

kialakulásában. Modellszámításaink alapján a komplexképző ágens koncentrációjának nö-

vekedése lecsökkenti a szabadon mozgó autokatalizátor mennyiségét, mely a frontsebesség

jelentős csökkenéséhez, valamint a laterális instabilitás megjelenéséhez vezet. Lineáris sta-

bilitásvizsgálaton alapuló numerikus számításaink eredményeit fázisdiagramon ábrázoltuk,

melyekről leolvasható milyen paraméter értékek esetén várható stabil síkfront, illetve cellás

szerkezet kialakulása. A klasszikus képnek megfelelő diffúziós együttható–komplexképző

koncentráció fázistérben különböző komplexdisszociációs állandók mellett kiszámítottuk a

stabil síkfront és laterális instabilitás tartományát elválasztó fázishatárokat. A kritikus dif-

fúziós együttható arány —mely az autokatalizátor és a reaktáns diffúziós együtthatójának

az a legkisebb hányadosa, mely esetén már laterális instabilitás kialakulása tapasztalható,

adott komplexképző koncentráció és disszociációs együttható esetén— csökken a komplex-

képző koncentrációjának növekedésével. Az autokatalizátor erősebb megkötése, mely kisebb

komplex disszociációs állandónak felel meg, az instabilitás tartományának kiterjedését ered-

ményezi. Megmutattuk, hogy a laterális instabilitás kialakulására akkor is lehetőség van, ha
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az autokatalizátor gyorsabban diffundál, mint a reaktáns, amennyiben kellően nagy koncent-

rációban van jelen a komplexképző vegyület. Bemutattuk, hogy az autokatalizátor fluxusa

határozza meg az instabilitás kialakulását, mely a diffúziós együtthatók hányadosának és

az autokatalizátor koncentrációgradiensének szorzata, így a diffúziós együttható mellett az

autokatalizátor front mögötti koncentrációjának is kiemelkedő szerepe van az instabilitás

megjelenésében. Ennek megfelelően az autokatalizátor immobilis megkötése azért vezet a

laterális instabilitás kialakulásához, mivel lecsökken a front mögött a szabadon mozgó au-

tokatalizátor koncentrációja, ami a koncentrációgradiens csökkenését okozza. Az autokata-

lizátor reakciófront mögötti koncentrációja annál kisebb, minél nagyobb a komplexképző

koncentrációja és minél kisebb a komplex disszociációs állandója. A laterális instabilitás ki-

alakulásának ezen értelmezése összhangban van a korábbi kísérleti, valamint az elektromos

erőtér hatását vizsgáló elméleti eredményekkel.

Az autokatalizátor irreverzíbilis és reverzíbilis elvonása esetén, lineáris stabilitásvizs-

gálaton alapuló numerikus számításokkal, melyekben sajátvektoroktól függő exponenciális

koncentrációeloszlásokat vezettünk be a peremeken, diszperziós görbéket határoztunk meg.

A kapott eredményeket független kétdimenziós számítások eredményeivel hasonlítottuk ösz-

sze, melyek mindkét típusú elvonás esetén rendkívül jó egyezést mutattak mind a negatív,

mind a pozitív növekedési együtthatókhoz tartozó értékekre.

Ha a savkatalizált klorit-tetrationát frontreakció az autokatalizátort reverzíbilis folyamat-

ban megkötő metakrilát-csoportokat tartalmazó hidrogélben játszódik le cellás szerkezet ki-

alakulására van lehetőség, melynek a hőmérséklettel való változását vizsgáltuk 30 és 55 CÆ

között. A cellák mérete jelentősen csökkent a hőmérséklet növekedésével, csakúgy mint a

mintázat kialakulásához szükséges idő. Az instabilitás megjelenését azonban nem befolyá-

solta a hőmérséklet, csak olyan összetételek esetén tapasztaltuk a cellás szerkezet kialakulá-

sát, melyeknél azt korábban szobahőmérsékleten már megfigyelték. A rendszer egyszerű mo-

delljének felhasználásával magyaráztuk a kísérletekben megfigyelt jelenségeket, melyben a

diffúziós együtthatók hőmérsékletfüggését a Stokes-Einstein-egyenlettel, a sebességmegha-

tározó lépés sebességi együtthatójának hőmérsékletfüggését pedig az Arrhenius-egyenlettel

közelítettük. Az időskála rövidülése és a cellaméret csökkenése az emelkedő hőmérséklettel

döntően a sebességi együttható exponenciális hőmérséklet függésére vezethető vissza. A kí-

sérletek során a frontok alakját és helyzetét folyamatosan nyomon követtük meghatározott

időnként rögzített felvételekkel, melyek alapján a kialakuló cellás szerkezetet kvantitatívan

jellemző diszperziós görbéket határoztunk meg konvekciómentes közegben. A különböző

hullámhosszal rendelkező komponensek időbeli változását leíró diszperziós görbék maxi-

muma a nagyobb hullámszám és növekedési együttható értékek felé tolódott el, mely a kísér-

letek során megfigyelt cellaméret csökkenésnek és a mintázat gyorsabb kialakulásának felel

meg. A frontsebesség és a diszperziós görbe maximumához tartozó növekedési együttható

és hullámszám értékek hőmérsékletfüggéséből a reakció egyszerű modelljének felhasználá-
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sával látszólagos aktiválási energia értéket becsültünk meg.

A reakciógömbök a mérnöki tudományokban jól ismert lánggömbök izoterm oldatbeli

megfelelőinek tekinthetőek, melyeknél a transzportfolyamatok közül csak a diffúzió játszik

szerepet. Az időben állandó gömbszimmetrikus frontok, reakciógömbök, vagy más néven

izotermikus lánggömbök létezését egy olyan modell felhasználásával kerestük, melyben a

lánggömbök kialakulásában meghatározó szerepet játszó folyamatokat: az exoterm kémiai

reakciót és a lánggömböket stabilizáló hőveszteséget, azok izoterm oldatbeli megfelelőivel

helyettesítettük. A termikus visszacsatolást biztosító exoterm reakció hatását, autokatalitikus

reakcióval, a hőveszteséget pedig az autokatalizátor irreverzíbilis elvonásával pótoltuk. Meg-

mutattuk, hogy a rendszer fizikai tulajdonságaiból adódó peremfeltételeknek —miszerint az

autokatalizátor koncentrációja a végtelenben csökken nullára és a reakciógömb középpont-

jában nulla az autokatalizátor koncentrációgradiense— megfelelő megoldások csak hatnál

magasabb rendű autokatalízisnél léteznek. Ha az autokatalizátor részrendje öttel egyenlő

vagy annál kisebb, az autokatalizátor koncentrációja a gömb középpontjától számított véges

távolságban nullává válik. Az egyszerű autokatalitikus reakciót tartalmazó modell esetén,

valamennyi megoldás instabil, a kismértékű sugárirányú perturbáció hatására vagy terjedő

reakció-diffúzió frontot kapunk, vagy megszűnik az időben állandó frontalak, a megoldások

tehát egy kritikus kezdeti feltételt jelentenek. Az autokatalízis rendjét széles tartományban

változtatva tanulmányoztuk a reakciógömbök szerkezetét. A peremfeltételt kielégítő meg-

oldás megjelenése után az autokatalizátor részrendjének növekedésével kezdetben csökken

a reakciógömbök sugara, az autokatalitikus reakció egyre keskenyebb gömbhéjban játszó-

dik le, a reakciógömbök egyre tömörebb szerkezetűvé vállnak. Elérve a minimális méretet,

megkezdődik a reakciógömb középpontjában az autokatalizátor felhalmozódása, egy tömör

magrész alakul ki, melyhez egy keskeny reakciózóna, majd egy diffúz jellegű tartomány csat-

lakozik. A magrész méretének növekedése vezet a reakciógömb sugarának növekedéséhez.

Az autokatalizátor irreverzíbilis elvonásának hatását olyan modell rendszerben vizsgál-

tuk, ahol az autokatalizátor részrendje az autokatalitikus lépésben hat volt, mely a lehető

legkisebb egész érték, míg az elvonási lépésben egy és hét között változott egészenként. Ki-

számítottuk a reakciógömbök sugarának változását az elvonás mértékével, azt tapasztaltuk,

hogy a kapott eredmények két egymástól jelentősen különböző csoportba sorolhatóak. Ha

az autoktalizátor részrendje az elvonásban nagyobb vagy egyenlő, mint az autokatalitikus

lépésben, akkor az elvonás mértékének növekedésével folyamatosan nő a reakciógömbök

sugara, a megfelelő reakciógömbök pedig instabilak a sugárirányú perturbációval szemben.

Ennél kisebb rendű elvonás esetén létezik az elvonásnak olyan mértéke, mely felett nincs

reakciógömb, alatta azonban két különböző sugarú megoldás létezik. A kisebb sugarú meg-

oldás minden esetben instabil, míg a nagyobb sugarú megoldások között létezhetnek stabil

alakzatok. A reakciógömbök stabilitását részletesen tanulmányoztuk a legkisebb, elsőrendű

elvonás esetén, mely megmutatta, hogy az autokatalizátor és a reaktáns diffúziós együttható-
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jának csökkenésével nő a stabilitás tartománya, egyre nagyobb mértékű elvonások esetén is

létezik stabil reakciógömb. A diszkrét rendszer lineáris stabilitásvizsgálatával bizonyítottuk,

hogy a stabilitás változása Hopf-bifurkáció megjelenéséhez vezet, melyet alátámaszt, hogy

annak környékén oszcilláló numerikus megoldásokat találtunk.
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9. fejezet

Summary

The effect of reversible and irreversible partial binding of the autocatalyst plays a major

role in the phenomena studied in this work. We have examined the effect of the removal of

the autocatalyst on the lateral instability of cubic autocatalysis, which may be considered as

a prototype for experimental studies. Reaction balls, the isothermal analogues of flame balls

in engineering science, are investigated with numerical methods. The removal of the auto-

catalyst leads to the stabilization of the spherical structure. We have examined the effect of

temperature on the reversible binding of the autocatalyst in the chlorite-tetrathionate reaction

which may yield cellular structure.

The binding of the autocatalyst to immobile species may give rise to cellular structures

via the loss of stability of planar fronts. We have tried to identify the parameters that have

major effect on the lateral instability with model calculations in a wide range of parameters.

The calculations show that the velocity of front propagation dramatically decreases upon in-

creasing the concentration of the complexing agent, since the amount of mobile autocatalyst

decreases leading to the loss of stability of the planar fronts and to the emergence of cellular

patterns. The results of the numerical calculations based on the linear stability analysis are

presented in the phase-plane diagram, which shows the regions of lateral instability and cel-

lular structures. We have calculated the onset of instability for various dissociation constants

and binding. The domain of lateral instability slightly increases with stronger binding, i.e.,

with smaller dissociation constant of the complex. As the concentration of complexing agent

increases, the critical ratio of the diffusion coefficients—the smallest ratio of the diffusion

coefficient of the reactant and autocatalyst for a given concentration of complexing agent

and dissociation constant where lateral instabilities exists — decreases. We have found that

lateral instability may occur even in systems where the autocatalyst diffuses faster than the

reactant if sufficient concentration of complexing agent is applied. We have demonstrated

that the flux of the autocatalyst — the product of the concentration gradient of the autocat-

alyst and diffusion coefficient— governs the appearence of lateral instability. The reversible

binding of the autocatalyst decreases the concentration gradient of the autocatalyst via de-
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creasing the concentration of the mobile autocatalyst. As the concentration of the complexing

agent increases or the dissociation constant of complex decreases, the concentration of the

autocatalyst decreases behind the front. The major effect of the concentration of the autocat-

alyst behind the front is demonstrated which is in good agreement with previous experiments

and former studies on electric field effects.

We have calculated the dispersion curves for reversible and irreversible binding of the

autocatalyst with a numerical method based on the linear stability analysis, where novel

boundary conditions have been applied to enhance the accuracy. Exponential distributions

for the concentration of species have been introduced at the boundaries which are governed

by eigenvectors resulting from the linear stability analysis. The calculated dispersion curves

are in excellent agreement with those obtained from the direct integration of the full two-

dimensional problem.

We have examined the effect of temperature in the range of 30–55 ÆC on the spatiotem-

poral pattern formation of the chlorite–tetrathionate reaction carried out in a polyacrylamide-

polymethacrylate hydrogel. The front evolution was monitored by collecting frames at appro-

priate time intervals from which the dispersion relation describing the temporal evolution of

the cellular structure has been determined. The increase of temperature results in the forma-

tion of patterns with significantly smaller wavelengths on a faster time scale. The wavelength

of the most unstable mode increases on increasing temperature corresponding to decreasing

cell size. As temperature increases, the growth rate of the most unstable mode also increases

in agreement with the experimental observations, since pattern formation is faster at higher

temperature. We have also carried out experiments around the onset of instability determined

previously at room temperature but we have found no change in its value on increasing tem-

perature proving that the onset of lateral instability independent of temperature. The results

can be explained with the simple model of the reaction by considering the temperature de-

pendence of diffusion coefficients based on the Stokes-Einstein equation and that of the rate

coefficient of the empirical rate law based on the Arrhenius equation. The exponential de-

pendence of the rate coefficient significantly affects the time scale and leads to the decrease

in pattern size. We have also determined the apparent activation energy from the change in

the velocity of propagation and the maximal growth rate for lateral instability.

We have examined the structure of diffusion-dominated reaction balls, which can be con-

sidered as the isothermal analogues of flame balls in engineering science. The exothermic re-

action and the temperature dependent reaction rate provide the positive feedback for flames

similar to the role of the autocatalyst in an autocatalytic reaction in isothermal solutions.

The steady, spherically symmetric solutions of the reaction-diffusion equations based on a

simple autocatalytic reactions followed by the decay of the autocatalyst are considered. The

solutions have been determined for boundary conditions derived from the physical properties

of the system: the concentration of the autocatalyst continuously decreases in the radial di-
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rection from the origin of the sphere and it becomes zero at infinity, while the concentration

gradients are zero at the origin. Using numerical methods, we have proved that steady so-

lution satisfying the boundary conditions does not exist for kinetics with order with respect

to the autocatalyst less than or equal to five. All solutions have compact support, i.e., they

become zero out of a bounded domain. We have demonstrated the existence of reaction balls

for autocatalysis with order greater than six. These solutions are temporally unstable, since

the system cannot return to its original state if the concentration profiles perturbed randomly.

The solutions can be regarded as initial conditions dividing propagating reaction-diffusion

fronts from propagation failure resulting in a homogeneous unreacted state. The structure of

the reaction balls is studied for various autocatalyses and initial concentrations of the auto-

catalyst. The numerical computations show that there is a minimum reaction-ball radius: for

smaller order of autocatalysis the concentration of the autocatalyst takes only small value

and it extends over large distance from the center. For larger order of autocatalyst, a fully

reacted core develops and the outer structure is purely diffusive. There is a relatively thin

reaction zone between these two regions. The size of the core increases with the order of the

autocatalyst, which leads to larger reaction balls.

We have examined the effect of irreversible removal of the autocatalyst with decay order

varying from one to seven on the 7th order autocatalysis. We have calculated the concen-

tration profiles and the radii of the reaction balls with respect to the decay rate for various

removals. We have identified two qualitatively different types of behavior: The radius of the

reaction ball monotonously increases when the decay order is greater than or equal to the

kinetic order of the autocatalyst. For smaller decay orders, there is a critical decay rate above

which there is no reaction ball solution, below which two reaction balls exist with different

radii. The smaller reaction balls are always unstable, while the reaction balls with greater

radii may become stable. We have examined the stability of the reaction balls in detail. As

the ratio of the diffusion coefficient of autocatalyst to that of the reactant decreases, stable

solutions also exist for higher decay rate increasing the region of stability. We have proved

that the change in stability is through a Hopf bifurcation; in the vicinity of the bifurcation

point we have found oscillatory solutions.
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I. Függelék

Az �L� adjungált mátrixoperátor

levezetése

Az adjungált mátrixoperátor �L� alakjának meghatározása a következő definíciós egyenlet

alapján történt:

�∞�

�∞

�
ψ1 ψ2

��L� α1�0

β1�0

�
dζ �

�∞�

�∞

�
α1�0 β1�0

��L�� ψ1

ψ2

�
dζ� (I.1)

az egyes változókat a 4.2 részben definiáltuk, melyek közül a jobb áttekinthetőség kedvéért

az �L mátrixoperátor alakját itt is feltüntetjük:

�L �

	
δ d2

dζ2 � c d
dζ �β2

0 �2α0β0

γ0β2
0 γ0

d2

dζ2 � c d
dζ �L2�2



� (I.2)

ahol L2�2 � �2γ0� γ1β0�α0β0 � γ1
d2β0

dζ2 és γ0 � γ�β0�� γ1 �
dγ
dβ

a β � β0 helyen. A könnyebb

kezelhetőség érdekében �L mátrixot felírhatjuk a következő alakban:

�L ��
A d2

dζ2 �B d
dζ �C D

E F d2

dζ2 �G d
dζ �H

�
� (I.3)

ahol az (I.2) alapján látható, hogy A, B és G konstansokat jelöl, C, D� E, F és H függvényeket

takar. Az adjungált mátrixoperátort tehát az (I.3) egyenleteknek megfelelő alakban keressük:

�L� ��
A� d2

dζ2 �B� d
dζ �C� D�

E� F� d2

dζ2 �G� d
dζ �H�

�
� (I.4)
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ahol az együtthatókat az (I.1) definíciós egyenlet alapján tudjuk meghatározni.

�∞�

�∞

�ψ1A
d2α1�0

dζ2 �ψ1B
dα1�0

dζ
�ψ1Cα1�0 �ψ1Dβ1�0 �

�ψ2Eα1�0�ψ2F
d2β1�0

dζ2 �ψ2G
dβ1�0

dζ
�ψ2Hβ1�0�dζ �

�
�∞

�∞
�α1�0A�

d2ψ1

dζ2 �α1�0B�
dψ1

dζ
�α1�0C

�ψ1 �α1�0D�ψ2 �

�β1�0E�ψ1�β1�0F�
d2ψ2

dζ2 �β1�0G�
dψ2

dζ
�β1�0H�ψ2�dζ (I.5)

A baloldali integrál kiszámítása során felhasználhatjuk a következő integrálási szabályt:�
u

dv
dx

dx � uv�
�

v
du
dx

dx, valamint az α1�0-ra és a β1�0-ra vonatkozó peremfeltételeket, to-

vábbá azt, hogy a ψ1 és ψ2 függvények korlátosak. A baloldali integrál első tagja, mely az A

konstanst tartalmazza, a következő alakot veszi fel:

�∞�

�∞

�
ψ1A

d2α1�0

dζ2

�
dζ �

�
ψ1A

dα1�0

dζ

��∞

�∞
�

�∞�

�∞

�
dψ1

dζ
A

dα1�0

dζ

�
dζ

� �

�
dψ1

dζ
Aα1�0

��∞

�∞
�

�∞�

�∞

�
d2ψ1

dζ2 Aα1�0

�
dζ

�

�∞�

�∞

�
d2ψ1

dζ2 Aα1�0

�
dζ

a B és G konstansokat tartalmazó tagokra azonos gondolatmenet alapján a következő vég-

formulákat kapjuk:
�∞�

�∞

�
ψ1B

dα1�0

dζ

�
dζ ��

�∞�

�∞

�
dψ1

dζ
Bα1�0

�
dζ�

�∞�

�∞

�
ψ2G

dβ1�0

dζ

�
dζ ��

�∞�

�∞

�
dψ2

dζ
Gβ1�0

�
dζ�

Az F együtthatót tartalmazó tagra, mely β�ζ�-t az autokatalizátor koncentrációját is tar-

talmazza, jóval bonyolultabb alakot kapunk:

�∞�

�∞

�
ψ2F

d2β1�0

dζ2

�
dζ �

�
ψ2F

dβ1�0

dζ

��∞

�∞
�

�∞�
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F

dβ1�0

dζ
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�
d2ψ2
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�

�∞�

�∞

�
d2ψ2

dζ2 Fβ1�0 �
dψ2

dζ
dF
dζ

β1�0 �
dψ2

dζ
dF
dζ

β1�0�ψ2
d2F
dζ2 β1�0

�
dζ

ahol F � γ0, a ζ szerinti első deriváltja
dF
dζ

�
dγ0

dβ
dβ
dζ

, a ζ szerinti második deriváltja

d2F
dζ2 �

d2γ0

dβ2

�
dβ
dζ

�2

�
dγ0

dβ
d2β
dζ2 �

Ezen tagok az (I.5) egyenletbe való visszahelyettesítése után az adjungált operátor együtt-

hatóira a következő kifejezéseket kapjuk:

A� � A� E� � D�

B� ��B� F� � F�

C� �C� G� � 2dF
dζ �G�

D� � E� H� � H � d2F
dζ2 �

melyek felhasználásával az adjungált mátrixoperátor alakja a következő:

�L� �
�� δ d2

dζ2 � c d
dζ �β2

0 γ0β2
0

�2α0β0 γ0
d2

dζ2 �
�

2γ1
dβ0
dζ � c

�
d
dζ �L�2�2

�� �

ahol L�2�2 � �2γ0 � γ1β0�α0β0 �2γ1
d2β0

dζ2 � γ2

�
dβ0

dζ

�2

és γ2 �
d2γ
dβ2 a β � β0 helyen.

85



II. Függelék

A reverzíbilis megkötésnél alkalmazott

sajátértékek és sajátvektorok

meghatározása

A (4.22)-(4.24) egyenletekre vonatkozó Jacobi-mátrix a következő alakban írható fel:

J �

������
�c�δ 1�

cxKd

�Kd �β�2 �1�δ

0 0 1

�β2 � 2cxKdcw
�Kd �β�3 �2αβ �

�
1�

cxKd

�Kd �β�2

�
c

������
A ζ � �∞ esetén az (1,0,0) stacionárius pontban a megfelelő sajátértékek és a hozzájuk

tartozó sajátvektorok a következőek:

λ1 � 0 eT
1 � �λ3�1�0��

λ2 ��c
δ
� 0 eT

2 � �1�0�0��

λ3 ��c

�
1�
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Kx

�
� 0 eT

3 � �0�1�λ3��

míg a ζ��∞ tartozó�0�βs�0� stacionárius ponthoz rendelhető sajátértékek és sajátvektorok:

λ4 �
�c�

�
c2 �4δβ2

s

2δ
� 0 eT
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��λ4�λ4�λ5�

β2
s

�1�λ4
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�Kd �β�2

�
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�c�
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c2 �4δβ2

s

2δ
� 0 eT
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��λ6�λ6�λ5�
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s

�1�λ6

�
�
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III. Függelék

Az irreverzíbilis elvonás

peremfeltételeihez felhasznált

sajátvektorok és sajátértékek

III.1. A diszperziós összefüggés kiszámításához felhasznált

sajátértékek és sajátvektorok

A következő másodrendű nemlineáris differenciálegyenlet-rendszer:

0 � δ
d2α1�k

dζ2 � c
dα1�k

dζ
� �β2

0 �ω�δk2�α1�k�2α0β0β1�k�

0 �
d2β1�k

dζ2 � c
dβ1�k

dζ
��2α0β0�κ�ω� k2�β1�k �β2

0α1�k�

az alábbi elsőrendű differenciálegyenlet-rendszerré alakítható

dα1�k

dζ
� vk�

dβ1�k

dζ
� wk�

dvk

dζ
�

�cvk ��β2
0 �ω�δk2�α1�k �2α0β0β1�k

δ
�

dwk

dζ
� �cwk� �2α0β0�κ�ω� k2�β1�k�β2

0α1�k�

ahol az (1,0,0,0) és a (αs,0,0,0) stacionárius pontokhoz tartozó Jacobi-mátrix alakja:
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J �

������
0 0 1 0

0 0 0 1

�ω�δk2��δ 0 �c�δ 0

0 κ�ω� k2 0 �c

������ �

melyből a Maple programmal meghatározott sajátértékek és sajátvektorok a következőek:

λ1 �
�c�

�
c2 �4δ2�ω�δ� k2�

2δ
� 0 eT

1 � �1�0�λ1�0��

λ2 �
�c�

�
c2 �4δ2�ω�δ� k2�

2δ
� 0 eT

2 � �1�0�λ2�0��

λ3 �
�c�

�
c2 �4�κ�ω� k2�

2
� 0 eT

3 � �0�1�0�λ3��

λ4 �
�c�

�
c2 �4�κ�ω� k2�

2
� 0 eT

4 � �0�1�0�λ4��

III.2. A síkfrontok kiszámításánál felhasznált sajátértékek

és sajátvektorok

Az (5.3) másodrendű közönséges differenciálegyenlet-rendszer a következő négy egyen-

letből álló elsőrendű közönséges differenciálegyenlet-rendszerré alakítható át:

dα
dζ

� v�

dβ
dζ

� w�

dv
dζ

� �cv�αβ2

δ
�

dw
dζ

� �cw�αβ2 �κβ�

melyre vonatkozó Jacobi-mátrix az (1,0,0,0) és �αs�0�0�0� stacionárius pontokban a követ-

kező alakban írható fel:

J �

������
0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 �c�δ 0

0 κ 0 �c

������,
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melyből a Maple programmal kapott sajátértékek és sajátvektorok a következőek:

λ1 � 0 eT
1 � �1�0�0�0��

λ2 ��c�δ � 0 eT
2 � �1�0��c�δ�0� �

λ3 � ��c�
�

c2 �4κ��2 � 0 eT
3 � �0��λ4�0�κ� �

λ4 � ��c��c2 �4κ��2 � 0 eT
4 � �0��λ3�0�κ� �

89



Irodalomjegyzék

[1] V. K. Vanag, E. I. R., PNAS 100(25), 14635 (2003).

[2] F. Gauffre, V. Labrot, J. Boissonade, P. De Kepper, E. Dulos, J. Phys. Chem. A 107,

4452 (2003).

[3] A. De Wit, Advances in Chemical Physics 109, 435 (1999).

[4] P. W. Atkins, Fizikai kémia (Tankönyvkiadó, 1992).

[5] P. Gray, S. K. Scott, Chemical Oscillations and Instabilities (Oxford University Press,

Oxford, 1990).

[6] G. Póta, Kémiai hullámok oldatokban (www.kfki.hu/cheminfo/hun/előado/pota/hullamok.html,
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