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Harold Widom Ezxtremal polynomials associated with a system
of curves in the complex plane cimli nagy hatasu cikkének egyik
els6 mondata ugy szol, hogy “Minden aszimptotikus formuldnak
van élesitése.” Doktori értekezésem célja, hogy olyan ortogonalis
polinomokkal kapcsolatos aszimptotikus formuldkat élesitsek és bi-
zonyitsak, amelyek ortogonalitasi mértéke un. altaldnositott Ja-
cobi mérték, vagyis olyan, ami |x — zo|*dzx tipusi algebrai szingu-

laritassal rendelkezik valahol a tartéjan.

A vizsgalatok f6 targya a

formulaval definidlt Christoffel-Darboux magfiiggvény, ahol p,, az
n-edik ortonormalt polinomot jeloli valamely p mérték szerint.

Masik altalam vizsgalt mennyiség a

An(Hs 20) deg}in/ 1P(z ‘2d:u z),
formulaval definidlt Christoffel-fliggvény, ahol az infimum a legfel-

jebb n — 1-edfoki nemnulla polinomok halmazan vétetik. Ismert,

hogy
1

KTL(ZOJ ZO) .
A Christoffel-fiiggvények vizsgalata a XX. szazad elején kezdo-

)\n(ﬂ, ZO) =

dott, az egyik legfontosabb korai eredmény Szegé Géabor nevéhez



fizodik. Szego igazolta, hogy ha u egy abszolut folytonos mérték a
T komplex egységkoron, du(e) = w(e™)dt, amelyre az tin. Szegd-
feltétel

2i /7r logw(e™)dt > —o0

™ —Tr
teljesiil, akkor
Hm A, (p, 2) = (1 = |2]?)eRePwa) 2] < 1,
n—oo

ahol D(u, z) a

1 T it )
D(u,z) = —/ c T2 log w(e™)dt

2 J_ et — 2z

formulaval definialt in. Szeg6-fiiggvény. Ezen tétel és Szegd tovabbi
munkassiga elinditotta az ortogonalis polinomok aszimptotikaja-
nak komolyabb vizsgalatat, de a Hardy-terekkel kapcsolatos ku-
tatasokat is motivalta.

Ha az egységkor pontjaiban nézziik az aszimptotikat, akkor azt
kapjuk, hogy

Tim Ay (p, 2) = p({2}), Jz[ =1,

ami példaul zérus, ha a mérték abszolut folytonos. Ebben az es-
etben a f6 kérdés az aszimptotika rendjének meghatarozasa és a
formula élesitése. Egy nagy hatasu cikkben A. Maté, P. Nevai és

V. Totik bizonyitotta [2], hogy ha p tartéja a komplex egységkor
és ott du(e) = w(e™)dt + du,(e™), akkor a

1 [ .
%/_ﬂ log w(e™)dt > —o0
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Szego-feltétel teljestilése esetén

lim n\,(u, ") = 2rw(e™)

n—oo

igaz t € [—m,m) majdnem mindeniitt. Ugyanebben a cikkben ha-

sonl6 eredményeket bizonyitanak [—1, 1] tartéju mértékekre.

Olyan mértékekre, melyek tartéja a valds szamegyenes egy tet-
szOleges kompakt részhalmaza, a fenti eredményeket V. Totik ter-
jesztette ki [6]-ban az altala kifejlesztett polinom inverzkép médszer
segitségével. Sikeriilt megmutatnia, hogy ha p egy Stahl-Totik
értelemben vett regularis mérték amely tartdja egy tetszoleges
K C R kompakt halmaz, akkor ha az I C K intervallumra a

/ log (w(x))wie (x)dx

I
lokalis Szeg6-feltétel teljesiil, ahol wi () a K egyenstilyi mértékének

sulyfiiggvénye, akkor

7}2& nAn(p, @) = wi ()

igaz € I majdnem mindentitt.

Hasonl6 aszimptotikus eredményeket Jordan-gorbék diszjunkt
unidjara szintén V. Totik igazolt [7]. Megmutatta, hogy ha u tartéja

Jordan-gorbék véges és diszjunkt unidja, melyet ~-val jeloliink,



akkor ha valamely 2y € vy esetén p abszolit folytonos az {vhosszmér-
tékre nézve z, egy kornyezetében és ott du(z) = w(z)ds,(z) vala-

mely szigorian pozitiv és folytonos w(z) silyfliggvény esetén, akkor

lim n, (1, z0) = , 1
vl (1 20) w(20) )

teljesiil, ahol w,(z) a 7 egyensilyi mértékének sulyfiiggvénye és

ds,(z) a 7 ivhosszmértékét jeldli.

Azonban ha w(z) nem folytonos vagy nem szigorian pozitiv a
vizsgalt zp pontban, akkor (1) nem marad igaz. A doktori értekezé-
sem elso f6 eredményeként a fenti eredményt terjesztem ki olyan
mértékekre, amelyek dju(z) = w(z)|z—2p|*ds,(z) tipusi viselkedést

mutatnak zy valamely kérnyezetében. Az els6 {6 tétel a kovetkezo.

1 Tétel. Legyen v olyan rektifikdlhato Jordan-gorbék véges unioja,
melyek egymdson kivil fekszenek, valamint legyen p eqy Stahl-
Totik értelemben requldris véges Borel mérték, melynek tartdja
supp(p) = 7. Tegyiik fel, hogy valamely zy € v esetén létezik eqy U
nyilt halmaz, hogy J = U N~ egy C? sima Jordan-iv és pu abszolit

folytonos az ivhosszmértékre nézve ott, valamint
du(z) = w(z)|z — 2|%dsy(2), ze€J

teljesil valamely o > —1 esetén, ahol w folytonos €és szigorian



pozitiv zg-ban. Ekkor

+1 a+3
lim oy, __ w(x) 2a+1r<oz )r( )
A Al ) = ; ;

teljesiil, ahol I'(z) a Gamma-figguényt jelli, w,(z) a v egyensilyi

mértékének sulyfiggvénye, illetve ds,(z) az tvhosszmérték.

A Christoffel-Darboux magfiiggvény aszimptotikdja nem csak
a diagonalis mentén vizsgalhaté. Egyik fontos kérdés az un. uni-
verzalitas 1étezése, amely egy intenziven kutatott teriilet a matem-
atikai fizika teriiletén, véltozatos alkalmazéasokkal.

A [—1, 1] intervallumon értelmezett mértékek esetén az elmuilt
évtizedben D. S. Lubinsky egy 1j mddszert dolgozott ki [3] [4] [5].
[3]-ban megmutatta, hogy ha u egy véges Borel-mérték a [—1,1]-
en, amely abszolut folytonos valamely zy € (—1, 1) kornyezetében
és du(x) = w(x)dx ott, ahol w(z) folytonos és szigorian pozitiv,
akkor

K b
I Ko (930 + Rlwowe) 0 T f(n(xo,xo)> sin(b— a)
im . —
nee K, (o, x0) (b —a)

teljesiil, ahol a K (x,y) \/7 K, (z,y) médon definiélt
fiiggvény a normalizalt Christoffel-Darboux magfiiggvényt jeloli.
Az univerzalitas terminolégia onnan ered, hogy a fenti formula
bal oldalan a hatarértékben szerepléo mennyiség fiigg a mértéktol,

a jobb oldalan pedig szereplo pedig nem. Lubinsky ezen eredménye



elott a sulyfiiggvény analitikussiaga volt megkovetelve, igy ez egy

hatalmas lépésnek szamitott.

Ha a mérték az xo pontban |x — x¢|“dx tipusi algebrai szingu-
laritassal rendelkezik, megvéltozik a viselkedés és a sinc magfiigg-
vény helyett mas jon el6. Olyan altalanositott Jacobi-mértékeket,

melyek a
du(z) = (1 — 2)*(1 4+ 2)Ph(2)dx, =€ [-1,1]

formulaval vannak definidlva, ahol h(x) szigorian pozitiv és anal-
itikus, A. B. J. Kuijlaars és tanitvanya, M. Vanlessen vizsgaltak.
Riemann-Hilbert analizist hasznalva igazoltak, hogy

t LR (1 S ) = e 2)

nooo 2n2 " B ﬁ’ B ﬁ
a, b-ben kompakt halmazokon egyenletesen, ahol J,(a,b) a

Jo(v/a)VBJIL (VD) — Jo(Vb)aJ.(/a)

Jo(a,b) = 3L ®

formuldval definiélt Bessel magfiiggvény és J, () az a-rendii elséfa-
ju Bessel-fliggvény. Ezt az eredményt Lubinsky terjesztette ki [4].
Igazolta, hogy ha p egy véges Borel-mérték [—1, 1]-en, mely ab-

szolut folytonos [1 — ¢, 1]-en valamely € > 0 esetén és ott

du(x) = w(z)lz — 1%, =z e[l —eg,1],



ahol w(x) szigortan pozitiv és folytonos, akkor

lim — K (1—i o0 ):J’;(a,b)

n—yoo 2n2at+2” " on?’ 2n2

teljestil, ahol J* (a,b) = %.

Lubinsky szintén megmutatta, hogy ha K egy tetszoleges kom-
pakt részhalmaz a valds egyenesen és xy € K egy jobb végpontja
(azaz létezik olyan ¢ > 0 melyre K N (xg, 29 + ) = & valamint
KN (xg—e,x0] = (xo—¢, xo] ), akkor ha u egy Stahl-Totik reguldris
véges Borel-mérték, supp(u) = K, p abszolut folytonos [xg—e, |-
on, ahol du(z) = |z — xo|“dx valamely o > —1 esetén, akkor ha

lim Kn<x0 — Qln, To — C”?n) _ JZ(‘% CL)
n—00 Kn(:L'O,[L‘O) J;';(O, 0)

(4)
minden a € [0, 00) esetén teljesiil, akkor

lim Kn(iUo — QMp, Ty — bnn) _ JZ(G, b)
n—00 Ky (o, o) J%(0,0)

()

igaz a,b € C-ben kompakt halmazokon egyenletesen. Az azonban

eddig nem volt ismert, hogy (4) valéban igaz-e.

A tézis masodik részében megmutatjuk, hogy (4) valéban tel-
jesil, igy (5) is igaz. Masrészrél megmutatjuk, hogy hasonlé eredmé-
nyek igazak abban az esetben, amikor az algebrai szingularitas egy

bels6 pontban talalhato.



Hogy kimondjuk a f6bb tételeket, definidljuk az L, (a,b) mag-

fiiggvényt minden a,b € R esetén az

La(a.b) = 5 @@b) (JaTﬂ(a)JQT_l@) — Josr (D) Jocs (a))

formulaval, ha a,b > 0, illetve az

a(=b)

La(a, b) = m

(Vg (@) T (<) + Jag (~0) Jupa (@)

formuldval, ha a > 0,b < 0, valamint az L,(a,b) = L,(—a, —b)
formulaval kiillonben. Mivel J,(z) = 2YG(z), ahol G(z) egy egész
fiiggvény, definidlhatjuk az L, (a, b) magfiiggvény egész véltozatat
a

La(a,b) L:(a) = La(a,a)7 a,beC. (6)

a®/2phe/2’ a®

L%(a,b) =

formuléaval.
A tézis masodik részében a kovetkezo négy tételt bizonyitjuk.
Az els6 ketto a Christoffel-fiiggvények aszimptotikdjaval foglalko-

zik, mig a masik ketté az univerzalitds 1étezésével.

2 Tétel. Legyen p egy Stahl-Totik értelemben reguldris véges Borel-
mérték, tegyiik fel, hogy K = supp(p) C R kompakt. Legyen xo €
int(K) tetszdleges belsé pont, és tegyiik fel, hogy valamely kicsi

(xo — €0, o + €0) intervallumon p abszolit folytonos és

du(z) = w(z)|x — xo|*dz, x € (xo — €0, o + €0)



ott, ahol o > —1, valamint w folytonos és szigorian pozitiv. Ekkor

lim n*tA, <,Lb,x0 + %) = %(LZ (WWK(IO)CL)>_1 (7)

n-vo0 (mwk (o))

kompakt halmazokon egyenletesen a € R-ben.
Végpontokra az alabbi tétel teljesiil.

3 Tétel. Legyen p egy Stahl-Totik értelemben reqularis véges Borel-
mérték, tegyiik fel, hogy K = supp(p) € R kompakt. Legyen xy €
K egy jobb végpontja K-nak (azaz létezik olyan € > 0 melyre
KN (xg,x0+¢) =2 és KN (xg— e, 20| = (x0 — €, 0] ), valamint
tegyik fel, hogy valamely (xg — €9, o] intervallumon p abszolit

folytonos és
du(x) = w(z)|x — zo|%dx, x € (xo — €0, X0)

ott, ahol o > —1, valamint w balrdl folytonos és szigorian pozitiv.
Ekkor

. 20+2 o a N w(zo) a1 2 \\ !
S 2 (1055 ) = MK, x9)2+2 (23 (K, 0)%)
(8)

teljesiil a € [0, 00)-ben kompakt halmazokon egyenletesen, ahol

M(K,z¢) = lim V2r|z — zo|Y2wi(2). 9)

T—To—

Hasonlé éllitas igaz bal végpontokra is. A Christoffel-fiiggvények

aszimptotikajabol kovetkezik az univerzalitas.

9



4 Tétel. A 2. Tétel feltételeivel

’ K, (xo + &, w0 + %) L (rwk (zo)a, Twk (0)b)
im =

(10)
teljesil a,b € C-ben kompakt halmazokon egyenletesen.

5 Tétel. A 3. Tétel feltételeivel
. Ko (w9 = 52,00 = 505)  To (MK, w0)*a, M (K, 20)*b)
im =
n—00 Kn<x07 .%‘0) JZ(()? 0)

(11)

teljesil a,b € C-ben kompakt halmazokon egyenletesen.

Ismételten hasonlé allitas igaz bal végpontokra is.

A bizonyitdsokat tobb 1épésben végezziik. Elséként a [—1, 1]-en

értelmezett,
dpg(r) = |2]*, =€ [-1,1]
és
du(z) = |z — 11, =z e [-1,1].

médon definialt 2 és u¢ mértékeket vizsgaljuk. Riemann-Hilbert
analizis segitségével igazoljuk (7)-et pb-re és (8)-at pé-re, amik
kiindulési alapként fognak szolgalni. Ezutén igazoljuk az 1. Tételt

a

dut(e) = e —i|*dt, t¢€ [ 7).

mdédon definidlt g mértékre. Mindezeket az eredményeket a poli-

nom inverkép modszer segitségével altalanositjuk, igy igazolva az

10



1., 2. és 3. Tételeket teljes altalanossagukban. Végil Lubinsky
normalis fiiggvénycsaladokat alkalmazé mddszerével bebizonyitjuk

a 4. és 5. Tételeket.

A doktori disszertacié az alabbi publikaciék alapjan

késziilt.
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